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Introducciéon

0.1. Introduccion historica

Los polinomios ortogonales son una clase de funciones que forman parte de
las llamadas funciones especiales. Dentro de los polinomios ortogonales existen
unas familias que merecen una mencion especial por su relevancia en el desarrollo
histérico debido a la gran cantidad de aplicaciones que se encuentran en dreas co-
mo la fisica cudntica, ecuaciones diferenciales, aproximacion racional, entropias
de informacidn, etc. Se trata de los polinomios ortogonales clasicos (Laguerre,
Hermite, Bessel y Jacobi). Es por esto que en la primera parte de esta introduc-
cion, se presenta el origen de estos polinomios.

Los primeros polinomios ortogonales que fueron definidos formalmente son
los polinomios de Legendre. Estos polinomios, llamados de esta manera en honor
del matemaético francés Adrien-Marie Legendre (1752-1883), fueron definidos en
1784 como los polinomios {P,},-o que cumplen la relacion de ortogonalidad

1
</'l’ Pan> = f Pn(x)Pm(x)dx = Omn»

1
donde 6,,, es el simbolo de Kronecker. Legendre probé varias propiedades de
estos polinomios, entre ellas las mas importantes que caracterizan todos los poli-
nomios ortogonales respecto a una medida de probabilidad no trivial soportada
en la recta real, como es el hecho de que los ceros del polinomio P, son reales,
simples y se encuentran en el interior de la envolvente convexa del soporte de la
medida. En el caso de los polinomios de Legendre, en el intervalo (-1, 1).



4 INTRODUCCION

Previamente habian aparecido estos polinomios cuando en 1782 el mismo
Legendre, estudiando el problema de la atraccién de un cuerpo por una esfera
probd un teorema que establece que si se conoce el valor de la fuerza de atraccién
de un cuerpo de revolucién en un punto exterior situado en su eje, entonces se
puede determinar en todo punto exterior. De esta manera seria suficiente estudiar
la componente radial dada por

(r—=r1")cos , Lo
P(r,0,0) = fff Iy r,;;3/2r2sen0d9 d¢'dr,

donde cosy = cosfcos 8 + senfsend’ cos ¢’. Legendre, al estudiar esta integral,
probd que el integrando se puede expresar como una serie de potencias en térmi-
nos de v’ /r,

1 — r 2k
= D@k + DPy(cosy) (—) ,
r =0 r

donde P, son los polinomios de Legendre de grado par.

Los siguientes polinomios ortogonales, que aparecen hacia 1864, son los poli-
nomios de Hermite {H,},-(, llamados asi en honor del matematico francés Charles
Hermite (1822-1901) quien los definié de manera formal, aunque, previamente, en
1810 Laplace los habia usado en problemas de teoria de probabilidades.

En 1879, el matemadtico francés Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886), estu-
diando el desarrollo en fracciones continuas de la integral

f e 't dt,
X

define un caso particular de los polinomios de Laguerre {L}},_, correspondiente a
a = 0. En este trabajo, Laguerre probd, al igual que Legendre con los polinomios
ortogonales de Legendre, que los ceros de L? son reales, simples y estén en el
intervalo (0, o), es decir en el interior de la envoltura convexa del soporte de la
medida. Mas adelante, en 1880, Nikolai Yakovlevich Sonin (1849-1915) extendid
el trabajo de Laguerre definiendo los polinomios generales de Laguerre {L{}, _,
cona > —1. )
Los polinomios ortogonales de Jacobi {PZ’ﬂ }n>0, al contrario de los anteriores,
no surgen como una herramienta necesaria para resolver algtin problema de apli-
cacion especifico. En 1859, se publica un articulo péstumo del matematico aleman
Karl Jacobi (1804-1851) en el que se introduce esta familia de polinomios or-
togonales, que constituye una generalizacion de los polinomios de Legendre. La

4



0.1. INTRODUCCION HISTORICA 5

forma como definié Jacobi esta familia de polinomios fue usando funciones hiper-
geométricas. De hecho,

I'n+a+1)
I'(a + 1n!

1 —x
PYP(x) = 2F1(—n,n+a+,8+1;a+l, > ),
cona > —-1,8> —1.

Ahora bien, ;por qué llamamos polinomios ortogonales cldsicos a los poli-
nomios que hemos definido hasta ahora? Ello es debido a que estos polinomios
son los unicos que satisfacen ciertas propiedades que los hacen sobresalir de los
demés.

La primera propiedad que presentamos es la obtenida por S. Bochner en 1929
[27]. Bochner prob6 que los dnicos polinomios ortogonales que satisfacen una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden

o(x)P)(x) + T(x)P,(x) + A,P,(x) = 0, (1)

donde el grado de P, es n,n = 0,1,2..., o(x) es un polinomio de grado a lo
sumo 2, 7(x) un polinomio de grado exactamente 1 y A, un nimero real, son los
polinomios clasicos.

Otra caracterizacion de los polinomios ortogonales clésicos es la que presento
F. Tricomi en 1955 [96], que fué probada de manera rigurosa en 1969 por Cryer
[33]. Esta dice que so6lo los polinomios ortogonales clasicos se pueden expresar
mediante una férmula de Rodrigues, es decir

B, d"'(p(x)c"(x))
p(x) dx"
con p(x) una funcién no negativa en algin intevalo de la recta real y o(x) un
polinomio independiente de n, de grado a lo mds 2.
Pero hay mas, en 1931 E. H. Hildebrant [53] probd que los tinicos polinomios
ortogonales respecto a una funcién peso p solucién de la ecuacion diferencial de
Pearson junto con ciertas condiciones de frontera

Py(x) =

(p(x)a(x)) = T(x)p(x),

donde el grado de o(x) es menor o igual a 2 y el grado de 7(x) es exactamente 1,
son los polinomios ortogonales clésicos.

En cuanto a las aplicaciones de los polinomios ortogonales, podemos men-
cionar que son usados en dreas como la mecdnica cudntica, estadistica y teoria de
la aproximacion entre otras. Particularmente, quiero resaltar el uso que tienen en

5



6 INTRODUCCION

la teoria cldsica del potencial electrostético, encargada de estudiar los fendmenos
electrostéticos asociados a las cargas en reposo. La razén para hacer un especial
énfasis en esta teoria, radica en que a lo largo de esta memoria, presentaremos
diferentes tipos de polinomios ortogonales para los que logramos presentar una
interpretacion electrostatica de la localizacion de sus ceros.

El primero en descubrir la relacién entre los polinomios ortogonales clasicos
y la teoria de potencial electrostatico fue Tomas Jan Stieltjes [94], quien a finales
del siglo X7X encontrd una interpretacion de los ceros de los polinomios ortogo-
nales clésicos en términos de un modelo electrostatico. Un desarrollo histérico del
problema aparece reflejado en [97] y [100].

Esta interpretacion consiste en lo siguiente. Sean x; < x, < --- < X, puntos
de un intervalo (a, b), no necesariamente acotado. En estos puntos distribuimos n
cargas unitarias de igual signo y sea

D(xi,xp,..ox) = || o—x)
1<i<j<n
el discriminante de los puntos xi, x,, ..., x,. Si la interaccién de las cargas esta
determinada por un potencial logaritmico, entonces la energia del sistema es

E=-log(x, %, ... %) = ) log )

I<i<j<n L le
donde el minimo de esta funcién obedece al equ1hbr10 electrostético. El resultado
principal debido a Stieltjes radica en el hecho que si las n cargas unitarias estdn
ubicadas en xi, x5, ..., Xx,, puntos del intervalo acotado (-1, 1) en presencia de
dos cargas positivas en 1 y —1 y la energia del sistema alcanza su minimo en
dichos puntos, entonces estos puntos son precisamente los ceros de los polinomios
ortogonales de Jacobi.

En particular, si ubicamos n cargas unitarias con igual signo en el intervalo
[0, ), una carga positiva p en el origen y para prevenir que las cargas se vayan a
infinito, se impone la condicién adicional que el centroide satisface para todo n,

%;nlkaK,

entonces la energia del sistema estd dada por

i 1
E=-log(x,x, %) +p ) log—, 3)
= | xd
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con lo que se tiene que la energia (3) es minima con la restriccion anterior cuan-
do los puntos xy, xy, ..., X,, son los ceros del polinomio de Laguerre L,z,p _l(cnx),
donde ¢, = (n+ 2p — 1)/K. Las contribuciones mas relevantes al tratamiento de
propiedades electrostéticas de ceros de polinomios ortogonales respecto a fun-
cionales lineales que generalizan los cldsicos (el denominado caso semiclésico)
son [47], [54], [55] y [74]. Una presentacion sintética del tema es [48].

A partir de los polinomios ortogonales cldsicos, se han construido otras fami-
las de polinomios ortogonales, perturbando el funcional lineal original . En 1938.
H. L. Krall, estudi6 el problema de la determinacion de soluciones polindmicas
de ecuaciones diferenciales de orden 2n, encontrando condiciones suficientes y
necesarias para la existencia de dichas soluciones, lo que mas tarde, en 1940 le
permitié clasificar las ecuaciones diferenciales de cuarto orden con soluciones
polindmicas. Gracias a esto, A. M. Krall, en 1978 [62], estudi6 los anteriores
polinomios ortogonales y los denominé polinomios tipo-Laguerre, tipo-Jacobi y
tipo-Legendre, respectivamente.

En general, si {P,},>( €s una sucesion de polinomios ortogonales cldsicos (Her-
mite, Laguerre, Jacobi, Bessel) correspondientes al funcional lineal de momentos
U, los polinomios ortogonales tipo clasico (Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel)
{Fn}n>0 son los polinomios ortogonales correspondientes al funcional lineal de

momentos 1 definido por

w=pu+Méx—a), M>0, 4)

donde 6(x — a) es el funcional delta de Dirac soportado en x = a. El caso Hermite,
Laguerre y Bessel corresponde al valor a = 0, mientras que el Jacobi es a €
{1,-1}.

Es importante observar, que los polinomios tipo cldsico, no son polinomios
clasicos. Esto motivo el inicio de un nuevo campo de trabajo en los polinomios
ortogonales, los llamados polinomios ortogonales semicldsicos. Es decir, poli-
nomios ortogonales que satisfacen una ecuacion diferencial de la forma (1), pero
sin exigir condiciones a los grados de los polinomios o(x) y 7(x) (ver [80]), que
incluso puede depender de n. Esta ecuacion diferencial se denomina holonémica.

Mis adelante T. H. Koornwinder [61] generaliz6 los trabajos de Krall y estudié
los polinomios en el intervalo [—1, 1] ortogonales con respecto a la medida

di = (1 —x)*(1 + x)Pdx + M6(x + 1) + N6(x — 1), M,N e R*, a,8> —1,

lo que constituye una generalizacion de los polinomios de Jacobi. Ademads, ob-

7



8 INTRODUCCION

. L. . . M .
servd que, como un caso limite, los polinomios {Lﬁ’ } Lo &N [0, 00), constituyen
nz

una generalizacién de los polinomios de Laguerre con respecto a la medida de

dp = x%e"dx + Mé(x), ,a > —1.

Ecuaciones diferenciales de orden superior a 2 con coeficientes polindémicos
satisfechas por estos polinomios han sido descritas en [58]. Algunas generaliza-
ciones de estos funcionales, resultado de la adicion de masas de Dirac y sus
derivadas han sido analizadas en [14] y [15] para el caso Laguerre, y en [13],
[20] y [24] en un marco mds general. Mas adelante, J. Arvesd, F. Marcellén,
R. Alvarez-Nodarse y J.J. Moreno-Balcazar estudian la adicién de derivadas de
masas de Dirac en el caso cldsico [15], [17] y [18].

El primer articulo relacionado con ortogonalidad respecto a productos de So-
bolev se debe a D. C. Lewis [66] que estudia un problema de aproximacion de
una funcidn y sus derivadas utilizando el método de minimos cuadrados mediante
polinomios respecto a una norma de Sobolev. Si ¢ es un funcional de momentos,
los polinomios tipo Sobolev son ortogonales con respecto a un producto de la
forma

J
(P =y + D MipP (@) (@), 5)
k=0

donde M; > 0 para O < k < j. A partir de alli se abre otro campo de trabajo ex-
plorado entre otros por R. Koekoek en diversas contribuciones como [59] y junto
con H. G. Meijer en [60], donde considera casos particulares del producto escalar
(5) cuando u es la medida de Laguerre. Otros resultados importantes acerca de
las propiedades de estos polinomios pueden encontrarse en trabajos realizados
por W. D. Evans, L. L. Littlejohn, F. Marcellan y A. Ronveaux en [46], asi como
por G. Lépez, F. Marcelldan y W. Van Assche en [68] y [83] donde se consideran
propiedades asintdticas de polinomios ortogonales Tipo-Sobolev cuando la medi-
da u estd soportada en [—1, 1] y pertenece a la clase de Nevai. Las propiedades
asintdticas relativas y reescaladas de algunas clases de polinomios Tipo-Sobolev
soportadas en el intervalo (0, o) han sido tratadas por R. Alvarez-Nodarse y J.
J. Moreno en [18] asi como en [75] y [88]. Resultados relativos a ceros de poli-
nomios ortogonales con respecto a productos de Sobolev aparecen en [9] y [76].
Como presentaciones generales de la teoria de polinomios ortogonales respecto a

productos escalares de Sobolev cabe destacar [7], [85], [86] y [89].
Como se puede ver en articulos histéricos y libros de introduccién a los poli-
nomios ortogonales mucho mds completos que este pequefio acercamiento al de-

8



0.2. ESQUEMA Y APORTACIONES DE LA TESIS 9

sarrollo histérico de los mismos, por ejemplo [10], [11], [12], [21], [32] o [45] los
cuales son unas excelentes introducciones al tema, falta mucho por contar aqui,
sin embargo, es suficiente para poder entender el desarrollo de los temas de esta
Memoria.

0.2. Esquema y aportaciones de la tesis

El capitulo 1 de esta monografia estd dedicado a conceptos preliminares sobre
polinomios ortogonales. A partir de alli, podemos dividir los temas abordados en
dos subtemas: polinomios ortogonales tipo cldsico y polinomios ortogonales tipo
Sobolev.

A los polinomios ortogonales tipo clasico, dedicamos los capitulos 2, 3 y 4.
En el capitulo 2 se estudian los polinomios de tipo Laguerre adicionando una
masa de Dirac en 0. Hallamos una férmula de conexion entre estos polinomios y
una cierta sucesion de polinomios ortogonales de Laguerre, lo que ha permitido
determinar una ecuacién diferencial holondmica que satisfacen estos polinomios,
procedimiento que es novedoso ya que aunque existia una demostracién construc-
tiva de dicha ecuacion holonémica, hemos usado un procedimiento diferente para
obtenerla. A partir de esta ecuacion diferencial, realizamos una interpretacion
electrostética de los ceros y un estudio del comportamiento de los mismos, re-
sultados que son nuevos en la literatura. Ademads, representamos estos polinomios
como una funcién hipergeométrica y realizamos un estudio del comportamiento
asintotico, que coincide con los resultados de [18], utilizando un procedimiento
diferente. Los resultados obtenidos en este capitulo han sido publicados en [36].

En el capitulo 3 obtenemos resultados similares para los polinomios tipo Ja-
cobi adicionando una masa de Dirac en 1, usando principalmente una férmula de
conexion entre estos polinomios y los polinomios de Jacobi. Nos hemos apoyado
en una serie de trabajos previos como [5] y [16]. Nuevamente, lo novedoso de
los resultados reside en el procedimiento utilizado. Se obtiene el comportamien-
to asintético de los ceros en términos de la masa y su estudio electrostatico. Los
resultados de este capitulo se han publicado en [37].

En el capitulo 4 se perturban funcionales cldsicos de primera especie de Lague-
rre-Hahn mediante adicion de la derivada de una Delta de Dirac. Se determina la
clase del funcional asi como la ecuacién diferencial de Riccati que satisface la
correspondiente funcidn de Stieltjes y se obtiene la expresion explicita de los poli-
nomios ortogonales respecto al funcional lineal de primera especie de Laguerre.
Cada uno de los resultados mencionados en este capitulo son completamente orig-

9



10 INTRODUCCION

inales y han sido publicados en [40].

Los capitulos 5, 6 y 7 se dedican al estudio de los polinomios ortogonales de
tipo Laguerre-Sobolev. En el capitulo 5 adicionamos una derivada de primer orden
en el 0 al producto escalar correspondiente a los polinomios ortogonales de La-
guerre, obteniendo una clase de polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev.
Encontramos una férmula de conexién entre estos polinomios y una clase de poli-
nomios ortogonales de Laguerre. Hallamos una ecuacién diferencial holondmica
que satisfacen estos polinomios, realizamos un estudio de la distribucion de los
ceros y obtenemos una representacion de los polinomios ortogonales como una
funcién hipergeométrica. Cada uno de los resultados mencionados constituye un
aportacion original. Ademas, realizamos un estudio del comportamiento asintéti-
co usando basicamente la formula de conexion encontrada, obteniendo resultados
que coinciden con los trabajos realizados en [18]. En [38] se han publicado los
resultados de este capitulo.

En el capitulo 6 presentamos una generalizacién de los polinomios estudia-
dos en los capitulos 2 y 5, los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev
para el caso de una matriz simétrica no diagonal de tamafio 2 X 2, obteniendo
una férmula de conexidn entre estos polinomios y una clase de polinomios ortog-
onales de Laguerre, resultados acerca del estudio del comportamiento asintético,
una férmula de recurrencia a cinco términos y, finalmente, una ecuacién diferen-
cial holonémica que satisfacen estos polinomios. Este capitulo estd motivado por
[7] y [8]. Todos los resultados mencionados de este capitulo son originales y han
dado lugar a [41] que se encuentra sometido para publicacion.

Finalmente, en el capitulo 7, adicionamos al producto escalar de Laguerre
una derivada de orden superior evaluada en el cero, encontrando una férmula de
conexion entre estos polinomios y una clase de polinomios de Laguerre, realizan-
dose un estudio de la distribucién de sus ceros y un andlisis del comportamiento
asintdtico de los polinomios ortogonales. Los resultados mencionados son nove-
dosos y han sido sometidos para publicacién [39]. En buena parte estan motivados
por [81] y [87].
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CAPITULO 1

Preliminares

1.1. Funcionales lineales y funcion de Stieltjes

Sean {u,},5( una sucesion de nimeros reales y u un funcional lineal definido
en el espacio vectorial P de los polinomios con coeficientes reales, tales que:

W, X"y = pp, n € N.

Diremos que u es un funcional de momentos asociado a {u,},s,. Ademas, u,
se denomina momento de orden n del funcional p.

Si ¢(x) es un polinomio con coeficientes reales, se definen el funcional de
momentos ¢u, la multiplicacion por la izquierda del funcional u por un polinomio
¢,y Du, la derivada distribucional usual de u, como sigue:

(@, p(x)) = (u, ¢ (x) p(x)), (Du, p(x)) = —{u, p'(x)), p € P.
Si

n

p(x) = Zajxj eP

Jj=0
entonces definimos

(up) (x) Zn: (Z”: ajﬂj—m] x",

m=0 \ j=m

p(x) = p(0)
—

(6op)(x)

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

El funcional x~'u y el producto de dos funcionales lineales se definen mediante

(x"'w p) = (u,60p); (uv,p) = (w,vp),p €P.
Es fécil probar que
1. x(x‘l,u) =u
2. x7 (o) = p = pod(x)
3. X7 = p = pod(x) + 11 DS(x).

Aqui d(x — ¢) denota el funcional lineal de Dirac soportado en el punto c,

(6(x = ¢), p) = p(o).
Si uo = 1, definimos el funcional lineal x~! mediante

pt = 6(x).

Sea p un funcional lineal en el espacio vectorial P de los polinomios con co-
eficientes reales y sea S (u)(z) la funcion de Stieltjes asociada a dicho funcional,
que estd definida mediante

Hn
S(W)(@) = ; o (1.1)
donde u, = (u, x"), n > 0, son los momentos de u. De ahora en adelante, vamos a
suponer que yy = 1.
Sea [P’ el espacio dual algebraico de Py A = span{D"6},. Consideremos el
isomorfismo F : A — P tal que si

N
I el Gt U A
“—Z ! HuD"0,

e n:

entonces

N
FO)Q) = )

n=0

Obsérvese que, desde un punto de vista formal,
S (2) = 7 "Fu)™).

14



1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 15

Ademas
S(p)(2) = p(2)S (W(2) + (bop)(2).

A continuacion presentamos algunas propiedades de la funcién de Stieltjes.
(Para mas detalles ver [77])

Lemal Parap e Pyu,v e, tenemos

1. S'(w)(z) = S (Du)(2).
2. S(uv)(z) = —z8 (u)(2)S (v)(2).
3.8 (') = 18 (u)(2).

El marco general de la teorfa de funcionales lineales en conexién con los poli-
nomios ortogonales aparece descrito en [84] y [92].

1.2. Polinomios Ortogonales

Dado un funcional de momentos y, una sucesion de polinomios {P,},-q se dice
que es una sucesion de polinomios ortogonales respecto a y si:

(i) El grado de P, es n.
(if) (s Po(0)P(x)) = 0,m # .
(iii) (s, PE()) # 0,0 = 0,1,2,--

Si el coeficiente conductor de todos los polinomios P,(x) es la unidad, en-
tonces {P,},so constituye una sucesion de polinomios ortogonales monicos. Es
evidente que para cada sucesion de polinomios ortogonales existe la correspondi-
ente familia de polinomios ortogonales moénicos. En lo sucesivo, mientras no se
diga lo contrario, trabajaremos con polinomios ménicos.

El siguiente teorema, cuya demostracion se puede encontrar en [32], nos pro-
porciona condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una sucesién de
polinomios ortogonales {P,},-, respecto a un funcional de momentos u asociado

a {:un }nZO‘

Teorema 2 Sea u el funcional de momentos asociado a {1}, Existe una suce-
sion de polinomios ortogonales monicos {P,},-o asociada a u si'y solo si las sub-
matrices principales de la matriz de Hankel [,ui+ j]_ oy Son no singulares.

i,je

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Un funcional de momentos para el que existe la correspondiente sucesion de
polinomios ortogonales se denomina regular o cuasi-definido ([32]). Si las sub-
matrices principales tienen determinante positivo, el funcional se dice definido
positivo.

Sea P un polinomio y u un funcional de momentos definido positivo. Entonces,
u admite la siguiente representacion integral

(u, P = f P(x)dor,
R

donde o es una medida positiva no trivial soportada en un subconjunto formado
por infinitos puntos de R. Entonces, se puede ver que los ceros de los polinomios
ortogonales satisfacen las siguientes propiedades. La demostracion de este teore-
ma puede consultarse en [32] y en [95].

Teorema 3 Sea u un funcional de momentos definido positivo soportado en un
subconjunto infinito E de Ry {P,(x)},s0 la sucesion de polinomios ortogonales
monicos correspondiente a u. Entonces, para cada n, los ceros de P,(x) son reales,
simples y estdan en el interior de la envoltura convexa de E.

A continuacién, se muestran la relacion de recurrencia a tres términos que sa-
tisface una sucesion de polinomios ortogonales ménicos, el Teorema de Favard y
la férmula de Christoftfel-Darboux. Las demostraciones se pueden ver en [32] y
[95].

Teorema 4 (Relacion de recurrencia a tres términos) Si u es un funcional de mo-
mentos cuasi-definido y {P,},so la correspondiente sucesion de polinomios ortog-
onales monicos, entonces existen sucesiones de nimeros reales {8,},50 ¥ {¥n}ns0 »
cony, # 0 para cada n € N, tales que:

XPn(x) =P, (X) +ﬁnPn(x) + 7nPn—1(x) (12)
con Py(x) =1, Pi(x) = x — .
Reciprocamente,

Teorema S (Teorema de Favard) Sean {B,},50 ¥ {¥Yn)so Sucesiones de niimeros
reales con vy, # 0y {P,},s0 una sucesion de polinomios monicos dada por

xpn(x) =Py (x) +ﬁnPn(x) + YnPn—l(x)’ (13)

16



1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 17

donde Py(x) = 1, Pi(x) = x—By. Entonces existe un tinico funcional de momentos
u tal que (u, 1) = vo y (U, Pp(x)P,(x)) = 0 param # n, m,n € N, u es cuasi-
definido y {P,(x)},so es la correspondiente sucesion de polinomios ortogonales
monicos. Ademds, u es definido positivo si 'y solo si 8, es real y y, > 0 paran > 1.

Teorema 6 (Formula de Christoffel-Darboux) Si{P,(x)},so es la sucesion de poli-
nomios ortogonales monicos correspondiente al funcional de momentos u, en-
tonces, para cadan € N

N Pr(0)P(Y) P (X)P,(y) = Pu(X)Poi1 ()
K = =
(%.5) kz(; I1PI? 1P (x =)

donde <,u, P,f(x)> = [P

, (1.4)

Usaremos la siguiente notacion para las derivadas parciales de K,(x,y)

M (Ku(x, )
07 xdky
Si g(x) es un polinomio tal que deg g < n, se puede escribir como una combi-
nacidn lineal de una sucesion de polinomios ortogonales {P,},

P, g,
g(0) = ).
§ T

= KM (..

Por lo tanto,

(P04
(J) )(]) ,
) = ; TN )

<ihm@mw>m>
P !

y, usando el hecho de que

(K(x, ), q(x))

k=0
(Pe(x),q(0) ;)
= (PO (v),
% T
entonces
(K (x,y),q(x)) = V(). (1.5)

Obsérvese que para j = 0 se tiene la denominada propiedad reproductora de los
polinomios nucleo.

17



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Sea {P,},>0 una sucesion de polinomios ortogonales ménicos. De la férmula
de Christoffel-Darboux,

1 Pn(x)Pn—l(y) - Pn—l(X)Pn(y)
1Pl X=y ’

calculando la j—ésima derivada parcial respecto a y, se tiene

P,1(y) P,(y)
(xX)— — P, (x)— . 1.6
1Pl ( ( )6yf( xX-—y ) ! )6‘yf( y)) (1.0

Kn—l(-xa y) =

K (x,y) =

Usando la regla de Leibnitz

P,y J! P%)
(2> A

y reemplazando la anterior expresion en (1.6), obtenemos

j . (k) Joo. (k)
0.) _ it PLe it PYO)
K (Xy) - ||Pn 1” ( n(X Zk (x — y)J k+1 Py (x z:(;k (x - y)] k+1]
= ]’ X
e
(P (x)Zk,P“‘)](y)(x - n1<x>2k,P<k)(y)(x—y)k].
Por tanto
1
Ko = o i} 7 (P0Q) (. Prct) = P (0Q (.2 P) (1)
n—1

donde Qj(x,a; P,-1) y Qj(x,a; P,) son los polinomios de Taylor de grado j de los
polinomios P,_; y P, en torno de x = a respectivamente.

Usando los polinomios de Taylor de P,(x)y P,_1(x) en (1.7), vamos a calcular
K © ’)(a a). Por tanto

K%(x,a) =

18



1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 19

.! // P(n)
) |IP _1||2£x—a)j+1 [(P"(“)+P;l(a)(x—a)+ n(a )(x— a) + (a)( oy )

Y23 (])
[ w—1(a) + P_(a)(x —a) + i 2'(0)(x—a)2+...+ J( )( a)-’]—

7’ (n l)
[Pn_](a) + P, _(a)(x—a)+ P"_zll(a)(x —al 4+ - 1()!)( - a)"_])

P)(a PP
(P (a) + Pj(a)(x — a) + 2(' )(x—a)2+--- ( )(x ay (1.8)
J!
Realizando unas sencillas operaciones en la anterior expresion, los coeficientes
de los monomios de grado menor o igual que j en x — a se cancelan, con lo que se
obtiene, para x = a,

. G+1) (1+1)
KO J_' P P (a) ) P (a )]
(a,a) = T 1()(.+1)! ()(+1),
esto es,
K(OJ) s P(/+1) P P(J+1) 1.9)
@)= o )( L(@PY (@) - Pu@Pl @), (

Para hallar K,(IJ_’Jl)(a, a), solo necesitamos determinar en (1.8) los coeficientes de
(x — a)**! en el término entre corchetes, esto es,

Pi@Pi@ PL@PY@  PL@P @]

0l (2j+ 1) TG i G+ D!
(2j+1) y (2)) (j) (j+1)
PP @ P@Pl@  Pl@P @
of 2j+D! 11 @2))! i G+ !
1

(P"l(a)Pf"*%a) + P;_1<a)P§3”(a>( o ) +

2j+ 1! 1

+( 2]]"' 1 )P(])l( )P(]+1)(a))
(Pn<a>P,i%ff V() + P @P, (a >( 2 ) +

(¥]1 ozt

19



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Por tanto,
. iN2
K aay= — 9T (1.10)
(2j + DHIPyl

(Prre@ p@rza P )

- ( 2 J+ : )pg}](@p;ﬂw(a)) -

n—1 1
+ ( 2 J+ ! )Pgﬁ(a)Pg_*l”(a))] .

(Pn(a)Pﬁ,z_jf D) + P,;<a>P<2f><a>( 2 ) +

Definicion 1 (/32], [93].) Sea {P,},¢ la sucesion de polinomios ortogonales moni-
cos respecto al funcional cuasi-definido u. La sucesion de polinomios monicos
{Pf,,l)}n>0 dada por

(1.11)

PEII)(X) — <,u§, Pn+1(x) - Pn+1(§)>’ n> O,

se denomina sucesion de polinomios asociados de primer orden para la sucesion
{Pn}nzo

s . ., 1 . ., .
Es fécil comprobar que la sucesion {P,(1 )} 0 satisface la relacion de recurrencia
nz
a tres términos

XP;I)(X) = Pil)l(x) +:3n+1P,(11)(x) + 7n+1P£¢1—)1(x)'

+

Denotaremos mediante u" el funcional normalizado, (,u“))o =u = 1, tal

s 2 1
que la sucesion {Pﬁ, ) }
monicos.

Lo €8 la correspondiente sucesion de polnomios ortogonales
nz
Teorema 7 ([1]) Sea u un funcional lineal. Entonces

yip” = -

20



1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 21

En general, la sucesion asociada de orden r € N, {Pﬁ,r)} Lo S€ define mediante
nz

PP(x) =

1 Pn+r - Pn+r
; (e =20, o),

<f" Py, —¢

y satisface la relacion de recurrencia a tres términos

P (xX) = (x = Burr) PY(X) = Y PV (X), 1 20, (1.12)
PY(0) = x =B, P(x) = 1.

Esto corresponde a una perturbacién por desplazamiento de los coeficientes
de la relacién de recurrencia a tres términos.

Observacion 8 Para describir la correspondiente funcion de Stieltjes en un caso
definido positivo, se consideran las funciones

Sa(u)(2) = IM, (1.13)
R

z—t

que se denominan funciones de segunda especie asociadas a u. La funcion de
Stieltjes se puede representar como

do(t)
-t

S()(2) = So(0)(2) = L

Entonces, si {P,([)} 0 €5 la sucesion de polinomios asociados de orden r, or-
nz

togonales con respectos al funcional u, la correspondiente funcion de Stieltjes
esta dada por

S (W(2)

s =
W& =S 0@

Dado un funcional de momentos w, si se le adiciona una masa de Dirac, se
obtiene un nuevo funcional de momentos u. El siguiente teorema, caracteriza la
sucesion de polinomios ortogonales monicos {Pn} 0 correspondientes a .

nz

Teorema 9 ([14], [73]) Sea {P,},>o la sucesion de polinomios ortogonales moni-
cos correspondientes al funcional de momentos u. Si se considera el funcional de
momentos i = i + MS(x — a), entonces:

21



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1. u es cuasi-definido si 'y solo si 1 + MK,(a,a) # 0, para cada n € N, donde

Koo =Y 2D p ),

2
=0 [|P]
2. Para cadan e N,
~ MP,(a)
Pn = Pn - Kn_ 5 . 114
(x) (x) [+ MK, (@.a) 1(x,a) (1.14)

3. Si u es definido positivo, entonces u es definido positivo si y solo si 1 +

MK,(a,a) > 0, esto es, M > #;a) para todo n > 0. En otras palabras,

basta que M sea una cota superior de {#;a)} Lo Ya que {K.(a,a)},so es
n\d, n> =
monaotona no decreciente.

4. Para cadan € N,

= = 1+ MK, (a,a)
(EP) = (@ PP = (P Tk (W19

Si consideramos ahora la perturbacion g = u + M§'(x — a), el criterio de
regularidad para u se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 10 (/24]) Sea {P,},s la sucesion de polinomios ortogonales monicos
correspondientes al funcional de momentos u. El funcional de momentos u =
U+ M6 (x — a), es cuasi-definido si y solo si para cada n € N

0,1)
‘ 1- MK (@a) -MK_(aa) |

-MK'"(@,a) 1 -MK?)(a,a)
Ademads, si {Fn} es la sucesion de polinomios ortogonales correspondientes al

funcional de momentos u, entonces

MP,(a)
+ MK,(ﬁ’P(a, a)

P,(x) = P,(x) - 1 K%V (x, ).

Dado un funcional cuasi-definido u, diremos que una sucesioén de polinomios
ortogonales{P,},( es cldsica, si existen polinomios ¢ y ¢ con deg¢ < 2, degy =
1, tales que u satisface la ecuacién distribucional diferencial de Pearson:

D () = yu.

22



1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 23

Los polinomios ortogonales cldsicos (Hermite, Laguerre, Jacobi y Bessel) son
usados ampliamente en la literatura debido a sus numerosas aplicaciones en fisica
matematica. Por ejemplo en el estudio de problemas que involucran ecuaciones
diferenciales hipergeométricas (ver [70],[91] y [95])

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades de los polinomios
ortogonales clasicos. La demostracion se puede encontrar en [72].

Teorema 11 Sea y un funcional de momentos cuasi-definido y {P,},s la corre-
spondiente sucesion de polinomios ortogonales monicos.

1. {P,},s0 es cldsica si 'y sdlo si existen sucesiones a,, b,, c,, con ¢, # 0 para
cada n € N, tal que:

P(X)P;(X) = ayPpi1(X) + by Py(X) + ¢, Py (X) (1.16)
condeg¢o < 2.

2. {P,},s0 es cldsica si 'y sélo si para cada n € N, P, es una autofuncion del
operador diferencial
L =¢D* +yD (1.17)

donde deg ¢ < 2, degyy = 1, y D denota el operador derivada estdndar.

3. {Pu}.s0 es cldsica si'y solo si existen sucesiones r, y s, tales que:

Pu(x) = On(x) + 1, Qn-1(X) + 5,0n2(x), n =2, (1.18)
con Qi(x) = (P%(T)),, k> 0.

A continuacién, pasamos a describir las familias de polinomios clasicos que
sirven de soporte para la memoria. Notese que centramos nuestra atencion en el
caso definido positivo.

Los polinomios ortogonales de Laguerre, {L](x)},.,, son aquellos que son or-
togonales respecto al funcional lineal

(1, P(x)), = f P(x)x%e"dx, a > —1,P € P.
0

Ademas, el funcional u satisface la ecuacion diferencial de Pearson con ¢(x) = x
yyx)=—x+a+1l,a>-1.

La siguiente proposicion resume algunas de sus propiedades. Los detalles de
las demostraciones pueden encontrarse en [19], [32], [56], [69] y [95].

23
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Proposicion 1 Sea {L?}
guerre. Entonces,

n>0

1. Para cadan € N,

xLi(x) =Ly, (x)+2n+1+a)L;(x) +n(n+a)L;_(x),

con Lj(x) = 1, L{(x) = x— (a + 1).

. Para cadan € N,

x (LY (x)) =nLi(x) +n(n+a) LY (x).

n

. Para cada n € N, L (x) satisface la ecuacion diferencial

' +(@+1-x)y =4,,
con A, = —n.

. Para cadan € N,

D'"Tn+a+1)

Lg(x) = F(a' + 1) 1F1 (_n’a + 17-x)7
donde y
- (—=n);
F, (- 1 = —
1P (a1 kzz(;(an)kk!’

denota una funcion hipergeométrica y

(@ =a(@+1D..(a+k-1), k>1, (@)p=1.

. Para cadan € N,

izn!F(n+a+ 1).

L,

. Para cadan € N,

L¥(x) = L2 (x) + nL2* (x).

n

. Para cadan e N I 3
n+ao+

LY0) = (=1 —— "

(O =ED I'a+1)

24

la sucesion de polinomios ortogonales monicos de La-

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)
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8. Para cadan e N
(L2 (x) = nL2*] (). (1.26)
9. Para cadan € N
L;(0)
W DYY2 Y

K,(x,0) = C,Ly" (x), C, = (1.27)

10. Si J, es la funcion de Bessel

_ N D2y

J(l(x) - . . ’
‘= JI(G+a+1)

entonces, si denotamos fo(x) = (=1)"/n!Li(x), se tiene

a) Formula asintotica de tipo Hilb: Asintética fuerte interior. Para cada
neN
1
X

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, ).

e—x/Zxa/ZZs(x) —

r 1 1\?
w(n_'_a; ) Ja{2 (n+a/+

a/2-3/4
n! + O(l’l ),

(1.28)

b) Formula asintotica de Perron: Asintotica fuerte exterior. Para cada
n e NyxeC\[0,o0)

) \/Ee—x/Z(_x)a//2+l/4’L\Z(x) —

n®> " exp (2(—nx)1/2)

p-1
D Cion I + O(n—l’”)] . (1.29)

=0
donde C(x) es independiente de n'y regular en C\[0, co).

c) Formula de tipo Mehler-Heine. Si fijamos j tal que j € N U {0}, en-
tonces

tim LI _ a0 ). (1.30)

n—oo n

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

25



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES

11. Asintética del cociente. Si j,l € Ry h,k € Z, entonces

(I+J
lim n7/? "+/;( X) = (- x)(l—j)/Z (1.31)
=" T

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, c0).

Los polinomios ortogonales de Jacobi, {PZ’B } Lo Son ortogonales respecto al
nz
funcional lineal

1
(u, P(x)) = f P(x)(1 = x)%(1 + x)Pdx, a,p>—-1,PeP.
-1

Por otra parte, el funcional u satisface la ecuacion de Pearson con ¢(x) = 1 -x2

YWap(x) =—(@+B+2)x+ (B~
El siguiente teorema resume algunas de la propiedades de los polinomios de
Jacobi.(Los detalles de las demostraciones se pueden ver en [32],[70], [91] y [95]).

Proposicion 2 Sea { PP } -0 la sucesion de polinomios ortogonales monicos de
nz
Jacobi.

1. Paracadan € N

xPyP(x) = P (0 + i PYP () + v PP (), (1.32)
con
ﬁa”g _ ﬁZ _ a,2
" Cn+a+B)2n+2+a+p)
wp dn(n+a)y(n+B)(n+a+p)
T T Cn+a+B-DQn+a+pCn+a+B+1)
Py =1y PP(x) = x + %

2. Para cadan e N

(1 —x )(P"'B(x)) = a® P () + PP (x) + PP (x),  (1.33)

n+1
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1.2. POLINOMIOS ORTOGONALES 27

donde
ayf = -n,
peb = 2@-B)nn+a+pB+1)
" T Qn+a+Pnt+2+a+p)
wp _ Ann+a)n+pm+a+f)n+a+p+1)

Qn+a+B-DQn+a+B > QRu+a+B+1)

3. Para cada n € N, existe una sucesion {A,},s( de numeros reales no nulos tal
que P&(x) satisface la ecuacion diferencial:

()Y + Yo p(x)y = APy, (1.34)
con A =—n(n+1+a+p).

4. Para cadan € N

(P2f(x) = nP ¥ (). (1.35)
5. Para cada n € N existe una constante A, tal que:

Pl
Ko(x, 1) = A, P76 (2), A, = @ (136)
W, Dy yiya ¥

6. Para cadan € N

Jr+a+DIn+a+p+1)

PYP(1)=2
» (D Fla+DI2n+a+p+1) °

Jdh+p+DIn+a+p+1)
r+Hren+a+p+1) °

PYP(-1) = (-2) (1.37)

7. Para cadan € N

P(I,ﬁ(x)||2 _ 22n+a+ﬁ+lr(n +a + l)r(n +ﬁ + 1)F(n + +ﬁ+ l)n‘
n af (2n+a/+ﬁ+1)(1“(2n+a,+ﬁ+1))2

(1.38)
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28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

8. Para cada n € N,

Q. 2’1(a/+1)n 1—-x
Pn’ﬁ(x):(n+a+ﬁ+l)n2F1(—n,n+a+ﬁ+l;a+l;T), (1.39)
donde
1-x
zFl(—n,n+a+,B+1;a+1; 7 )
_ i(—n)k(n+a+ﬂ+l)k(1—x)k
S A (@ + 1), 24k

es una funcion hipergeométrica.

1.3. La clase Laguerre-Hahn

Definicion 2 ([1], [71], [84].) Un funcional lineal cuasi-definido u en el espa-
cio vectorial P se dice que pertenece a la clase Laguerre-Hahn si su funcion de
Stieltjes satisface una ecuacion diferencial de Riccati

D(2)S"(1)(2) = B@)S*(@)(x) + C(2)S (1)(2) + D(z), (1.40)

donde ®(z), B(z), C(z) y D(z) son polinomios con coeficientes complejos tales que
() # 0,B() # 0y D(2) = [(Dwhh®] () + ubC)(R) ~ (1260B) 2.

Observacion 12 Si B(z) = 0, la funcion de Stieltjes satisface una ecuacion difer-
encial lineal de primer orden ®(2)S'(u)(z) = C(2)S (u)(z) + D(2) y los correspon-
dientes polinomios se denominan polinomios afines de Laguerre-Hahn . Mds pre-
cisamente, son los bien conocidos polinomios ortogonales semicldsicos (ver [23],
[52]y [84]).

Definicion 3 Sea {P,},o la sucesion de polinomios ortogonales monicos respecto
a un funcional lineal cuasi-definido p. {P,},so pertenece a la clase Laguerre-Hahn

si u es un funcional lineal Laguerre-Hahn.

La demostracion del siguiente teorema puede consultarse en [77].

28



1.3. LA CLASE LAGUERRE-HAHN 29

Teorema 13 Sea p un funcional cuasi-definido tal que py = 1y {P,},s0 la corre-
spondiente sucesion de polinomios ortogonales monicos. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

1. u es un funcional de Laguerre-Hahn.

2. u satisface la ecuacion funcional D [®u] + Yu + B(x‘l,uz) = 0, donde
®O(x), B(x) y C(x) son los polinomios definidos en (1.40), y

Y(x) = - [D'(x) + C(x)]. (1.41)
3. u satisface la ecuacion funcional
D [x®u] + (x¥ — ®)u + Bu® = 0, (1.42)

con la condicion adicional {u,¥) + <p2, HOB> = 0 donde ®(x), Y(x) y B(x)
son los mismos polinomios de (1.40).

4. Cada polinomio P,(x), n > 0, satisface una relacion de estructura

n+d
O(x)P,,(x) = Bx)P(x) = Z 0,4 Pr(x), n> s+ 1

k=n—s

donde ®(x) y B(x) son los mismos polinomios usados en (1.40) y {szl)}wo
es la sucesion de polinomios asociados de primer orden relativa a {P,},s ,
donde t = deg®, P = deg¥ > 1, r = degB, s = max{p — 1,d — 2} y

d = max{t, r}.

1.3.1. Determinacion del orden de la clase

En la caracterizacion (1.42) de los funcionales de Laguerre Hahn, debemos
hacer notar que no hay unicidad en la representacion. De hecho, es suficiente
multiplicar por cualquier polinomio en ambos miembros de la ecuacién. Por otra
parte, la unicidad se obtiene imponiendo una condicién de minimizacién en los
grados de los polinomios.

Si u satisface la ecuacién D [®u] + Pu + B (x‘l qu) = 0, multiplicando por un
polinomio g(x), u también satisface

D[@'u] +¥'u+B (x'u?) =0, (1.43)

29



30 CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde ®* = g®, ¥Y* = g¥ — ¢® y B* = ¢B. Por tanto, vamos a asociar a u el
conjunto de los enteros no negativos

Hu) = {max{p-1,d -2}, donde d = max{t,r},t = deg®*, p = deg V"
y r = deg B, para cualquier eleccién de nimeros positivos de
®*, Py B" tal que se verifica (1.43)}.

Definicion 4 La clase del funcional de Laguerre-Hahn u es el minimo de H(u).

Teorema 14 Sea u el funcional lineal cuasi-definido que verifica
D[®u]+Pu+B(x'y?) =0 (1.44)

donde ®(x), ¥Y(x) y B(x) son los polinomios introducidos en el Teorema 13. Defini-
mos d = max{t,r}y s = max{p—1,d-2}. Entonces, el funcional de Laguerre-Hahn
ues de clase s siy solo si

[T (jes ) + o 0.

acZ®

+ |r,| + |sa|) # 0.

donde Z denota el conjunto de los ceros de ®(x). Los polinomios ®,, ¥, y B, asi
como las constantes r, y s, son

O(x) = (x—a)D,(x),
Y+ Qu(x) = (x—a)¥Vu(x)+ 14,
B(x) = (x—a)B,(x)+ s,.

Estableceremos un resultado equivalente al Teorema 14, donde las condiciones
acerca de la clase se dan en términos de los polinomios B(x), C(x) y D(x) definidos
en (1.40) a través de la ecuacion de Riccati que satisface la funcion de Stieltjes.

Corolario 1 Sea u un funcional lineal cuasi-definido de Laguerre-Hahn que sa-
tisface (1.40). s es la clase de u si y solo si

| | ac@i+ 1@l + D@y # o,

acZy

i.e.,, ®,B,C y D son polinomios coprimos.
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1.3. LA CLASE LAGUERRE-HAHN 31

1.3.2. Ejemplos

Considérese p un funcional lineal clasico (Hermite, Laguerre, Jacobi, Bessel).
Debido a que u” es un funcional de Laguerre-Hahn de clase s = 0 (ver [25]
y [26]), satisface una ecuacion diferencial distribucional y su correspondiente
funcion Stieltjes satisface una ecuacion diferencial de Riccati. Los polinomios
®,¥,B,Cy D se presentan en la Tabla 1.1.

Hr(ll) Lg,(l) Pz’ﬁa(l) Bza(l)

D(z) | 1 Z -1 Z

CY2—,82
Y2)| 2z | z—a -3 —(0/+B+4)z—m —2((a+1)z+a—1)

da+ DB+ D@+p+1)

B(z) | -1 —a -1 —-Q2a - Da?QRa + 1)!

(a+ﬁ+3)(a+,82+2)22
CQ) | -2z | —z+a+2 (a+ﬁ+2)z—aaTZ"i2 2(az+1-a)
D) | -2 -1 a+p+3 2a + 1

Tabla 1.1: Asociados de polinomios clasicos

Otros ejemplos de funcionales de Laguerre-Hahn que han sido tratados en
la literatura estdn relacionados con diversos modelos de perturbaciones en los
parametros de la relacion de recurrencia. Entre ellos cabe destacar los denomina-
dos polinomios co-recursivos ([31], [64], [65], [79]). Otros modelos de perturba-
ciones han sido estudiados en [1], [2], [3] y [78].
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CAPITULO 2

Polinomios ortogonales de tipo
Laguerre

2.1. Introduccion

Consideremos los polinomios de tipo Laguerre {Z;f} 0 ortogonales respecto al
nz
funcional lineal

W, py = fo p(x)x"e *dx + Mp(0),

donde @ > —1, M € R, , y p es un polinomio con coeficientes reales. En este capi-
tulo hallamos una férmula de conexién entre estos polinomios y los polinomios
de Laguerre {L;f” }n>0. Usando esta formula de conexion, estudiamos la ecuacion
diferencial lineal de segundo orden con coeficientes polinémicos dependientes del
grado del polinomio que satisface la sucesion {Z;f}n>0. Es importante hacer notar
que una demostracion alternativa acerca de esta ecuacion diferencial aparece en
[57], basada en una férmula de conexidn entre el polinomio Zﬁ (x) y los polinomios
Ly(x) y XLyt (x).

Ademads, se realiza un andlisis del comportamiento de los ceros de {ij }nZO Y,
usando la ecuacion diferencial que satisfacen estos polinomios, presentamos una
interpretacion electrostatica de los ceros en términos de un potencial logaritmico.
Adicionalmente, encontramos una expresion de estos polinomios en términos de
una funcién hipergeométrica y concluimos con un andlisis del comportamiento

33



34 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE

asintotico de dichos polinomios.

2.2. Formula de conexion

Nuestro objetivo es determinar la ecuacion diferencial lineal de segundo orden
que satisfacen los polinomios L{(x), asociados con el funcional g = u + M§(x).
Utilizando los apartados 6 y 8 de la Proposicion 1 y el Teorema 9 se sigue que

_ ML(0) LY (0)
L%(x) = La+l X +nLa+l X) — n n—1 La+l X
" P e T K, 0.0 G Dy Y
ML2(0) Ly (0)

= L") +(n- L), n=1,2---

I +MK,_1(0,0) {u, 1) y1¥2...¥n-1

Realizando algunas operaciones elementales se tiene:

ML2(0) L (0) ~ ML;(0)L,_,(0)
1+ MK, 1(0,0) {t, Dyiya- - var (u, Dyyiya- - vao1 + MLY (0)L2/(0)

De (1.25)
L2(0) = (~1)" (@ + D).

Por otra parte, de (1.19)

Y12 o ¥a=nl@+1),, n>1.
Asi pues,

MLZO)Le_(0) B
W, 1y y1¥2. Vo1 + ML (0)L2*1(0)

B M(=1)" (@ + 1), (=1 (@+ 1), ~
(=D @+ D + M1 @+ Dy (D" (@ 42,0,

3 -M(a+1),
S, D=+ Ma+2),
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2.3. ECUACION DIFERENCIAL HOLONOMICA 35

y, €n consecuencia,

M(a+1), _ e+ DHn'+nM(@+2),,+M(@+1),
n+(/1,1)(n—1)!+M(a+2)n_l B Fra+)(n-D'+M(a+2),,
Fa+)n!+M(a@+?2), o,

b

F@+Dn-D'+M@+2),, @

donde @, =T'(a¢ + 1)n! + M (a + 2),.
Como conclusion,

Lo(x) = L2 (x) + d, L} (), .1
donde o
dn = 2 s
Ap—-1

de manera que se tiene la siguiente proposicién

Proposicion 3 Si {L}} _, son los polinomios ortogonales monicos de Laguerre 'y

{LZ} -0 la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociados con el funcional
nz

de momentos u = u + Moé(x), M € R,, entonces:

Lo(x) = LY (%) + d, L") (x), n > 0. (2.2)

2.3. Ecuacion diferencial holonomica

Vamos a usar la Proposicion 3 para obtener la ecuacion diferencial lineal de
segundo orden que satisface LI (x). De (1.21) tenemos:

S (L) + v (L) = 4Lz () = 0

(L) +y (LM @) - L (@) =0

con ¢(x) = xy Y(x) = @ + 2 — x. Sumando la dltima igualdad a la precedente
multiplicada por d, se obtiene:

s (L) +do (L)) + 0 (L @)+ da (L3 ) )
— L) = 4id, Lyt (x) = 0,
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36 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE

esto es, N ., s ,
$(Lo) + v (La) = ALy () = Ayad, Lt} (x) =
0, equivalentemente,
$(Lr0) + ¢ (i) = ML) = dyLi (0) (At = 4)
Dadoque 4,.; — 1, =—-(m—1)+n =1, se deduce:
$ (L) +y (L) - ML) = du Lyt (). (2.3)
Si derivamos en cada miembro de (2.2) y multiplicamos por x se tiene:
X (Zj‘f(x))/ =x (LZ“(x))/ +d,x (ng} (x)), .

Usando (1.20) en Lﬁ“(x) y LZf]I (x), respectivamente, y reemplazando en la
ultima expresion:

(L) = (L) +n+a+ 1)L )
t+d, ((n =D L) + (= 1) (n + @) LT ().

Entonces:
x(z,‘f(x))/ = nL**'(x)
+nn+a+1)+d,(n—-1)) L;‘ffll(x) +d,(n—1)(n+ a) Lffle(x). 2.4)
De (1.19)

XL (x) = L) + 2n + @) LY (x0) + (n = 1) (n + @) L, (x).
Despejando L**)(x) y reemplazando en (2.4),

X(Zg(x))' = al™' )+ +a+1)+d, (n— 1)L (x)
((x 2n + @) L“”(x) L“”(x))
= (n—d,) Ly (%)
+(nn+a+ D) +d,(n—1)+d, (x - Qn+ ) L ().
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2.3. ECUACION DIFERENCIAL HOLONOMICA 37

Dado que:

. IFa+)n!+M(a+2),
Fra+1)(n-D!'+M(a+2),,
Mn(@+2),,-(@+2),) -M@+2),(@+]1)
Ay - @n-1
Ma+1),

Ay

n—d,

nn+a+1)+d,(n—-1)+d,(x—2n+ a)) dx+m+a+1)(n—-4d,)

dn (x_ M(a+ 1)n+1)

a,
entonces:
_ / M 1 M 1
x(Lg(x)) _ M@+ D), LY (x) +d, (x _ M@ D )Lﬁff (x).
n—1 n
M 1 M 1
Si denotamos m,, = —M y f(x;n) = d, (x - M), deduci-
ay,— ay
mos: 1
x (L) = muLe* () + fr LIt (), 2.5)

1

A continuacién, de (2.2) y (2.5) se sigue la expresién de L™

de Lz(x) y (Lo(0))

(x) en términos

ng§(x) —X (Z,‘f(x))’

a+1 _
bl =~ Fem 20
Reemplazando este resultado en (2.3):
Ta ” Ta / Ta mnzg(x) - X (ZZ(X)),
oo olgzo) -z =[P
y, en consecuencia,
N d,x ~ Y d,m, s
¢(Li) + (w o n)) (L) - (—m pRay n) La(x) =0,
2.7)
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38 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE

Pero,
M 1 M 1
mndn—f(x;n):dn(—(cy—+)'1—x+M):
dp-1 ap
M 1
_— —x+M((a+n+1)—dn))
M(a+1), IF'a+Dn!+M(a+2),
= dy|-x+———(@+n+1)-
* @ ((“ n+l) F(a+1)(n—1)!+M(a+2)n_l))
M 1), T’ 2 - 1!
= dy-xs M@t D@+ D@ )):dn(—x+s,,).
ap dp-1
M a+1),T 2)(n—1)!
donde s, = @+, Ie+2)@-1) . Entonces (2.7) se puede escribir como:

ay, ap-1

n

x(ZZ(x))” + (a +2—-x+ )(ZZ(X))/ _ (smnx - n)Zg(x) =0

Sy — X
y, finalmente,

x (50— 0 (L) + (2 =@+ 1+ s)x+ (@+2)5,) (L)

M 1 M 1), T 2)n!\~
—(nx— (@+1), M(+1D),C@+2)n )LZ(x):O
a,_1 @y
donde
a, = nl'le+1)+M(a+?2),
ay,
d, =
Ap-1
M(a+1),
m, =
Ap-1
M 1
fein) = dn(x——(‘” )"”)
ay
Mn-DIT'(e+2)(@+1),
s, = .
@y

Por tanto, se ha probado:
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2.4. ANALISIS DE LOS CEROS 39

Teorema 15 Si {L}},., son los polinomios ortogonales de Laguerre monicos y

{Lﬁ] 0 los polinomios ortogonales monicos asociados con el funcional de mo-
nz

mentos |1 = U + Md(x), entonces:

AGem) (La) + Ban) (L) = CoamLi(x) = 0, (2.8)
con A(x;n) = x(s,—x), Blx;n) = x> —(@+1+s)x+ (@+2)s, y C(x;n) =

Ma+1), M@+1),T(a+2)n!
nx — - )

Ay @y

Una demostracion alternativa aparece en [57], basada en una férmula de co-

nexion entre el polinomio Zﬁ (x) y los polinomios L (x) y xL**(x).

2.4. Analisis de los ceros

Consideremos la sucesion de polinomios ortogonales monicos de Laguerre
{L¥},50 Y Mn €l correspondiente momento de orden n. Dado que L{(x) se puede
expresar como:

Ho+M . o o
Hi
~ 1
L,(x) =
MA@ .
Mn-1 Hn o Hon-1
1 X x"
con
Ho+ M 1y R
M1 [ Mn
An—l @ = . . . . . . N
Mn—2  Mp-1 - - . H2p-3
Mn—-1 Hn o Hon-2
tenemos:
~ 1
L) = = (At () L3() + Moz (£°) Rir ()
n—1
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40 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE

donde {R,},s¢ es la sucesién de polinomios ortogonales moénicos respecto al fun-
cional de momentos x*u. Entonces:

Aney () L) + Mxd () Ry ()

Lo = Aoy () + MA, -, (XP) ’

(2.9)
y, COMo consecuencia:

Im L300 = xR, (0) = <L ().

n . . - . .
Sean {x%)}k_l los ceros del polinomio L{(x) ordenados en sentido creciente,
ie x%) < x%) <. < x%). Sisefijany 1l < k < n, se tiene que x%) es una

funcién continua y decreciente en M. De aqui se obtiene el siguiente resultado
cuya demostracion aparece en [28].

Proposicion 4 Para M > 0:

1. Los ceros de Zg(x) son reales, simples y no negativos.

2. Dado que d, > 0, se tiene:

(M) a+l
0 < x, ' <x7 Yy
a+1 (M) a+l . _
Ylijo1 < X, <X, =2,

donde {xa“}n son los ceros del polinomio L*'(x) {x(M)}n los ceros de
nj Jj=1 P n Y i Jj=1
L (x).
Por tanto:

, M
lim ™ = 0,
M—oo nl
, M)  _ a+2 _
Alllilgo Yok = X K=2,000m,

n—1
donde {ngik}kzl son los ceros de L*7(x). De (2.9) se tiene:

Ap1 () L7 (0)
An—l (:u) + MAn—Z (-le'l) .

40
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Por otra parte, dado que L"’(O) =(-1"x (M) %) x%) y L(0) = (-1)" Xy X
se sigue que

M) _ An—l (,Ll) (_1)" ngxg,z T xz,n
wr An—l (/J) + MAn—Z (-xz,u)

Multiplicando por M los dos miembros de la anterior expresion y calculando
el limite cuando M — oo,

(- l)nx(M) (M) .

MA, 1 (u) x* S x”
(M) (7NN 0.7 ) B n- n,1 n2 nn
lim Mx Xy X lim

M- i M- An 1 (lu) + MAn 2 (_leu)

ie
Aoy () x& x% - xS

(M) _a+2 a+2 o n= n,17"n,2 n,n

lim Mx, "x, 7 x

M—oo n—1,n—1 An—Z (leu)

Como consecuencia,

lim MX(M) — A1 (1) xﬂl XQZ o xZ,n _ A1 (W) Ld(o)
Mo A () 2723 o2 A (P) L7H0)
A C'@+D, AL @+,

Ao (F20) (=1 (@ +3),.; D2 () (@ +3),,
(n—l)!F(a+2)_a(a+1)(n—1)!F(oz+3) 1

@+3) (@), =

con lo que tenemos el siguiente teorema:

Teorema 16 Sean {x,,},, los ceros de L (x) y { ( )}k ] los ceros de Zﬁ(x). En-
tonces, paran > 1 -

1.
+Dm-DIT(@+3
tim 0 = L@t D= DIt 3) 2.10)
M—o0 (a/)n
(M) _
esto es, X, = O(i)
2.
Alll,—r}go x’(jz) = xﬁl(?i,zlz_l’ k = 2, cee L.

41
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42 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE

2.5. Modelo electrostatico

Sean {xﬁf}?}bl los ceros de ZZ (x). Evaluemos (2.8) en cada uno de estos ceros,
entonces: -
A ) (L2l + B m) (L)) =
Asi pues,
(L(t(x(M))) B(.X(M)' I’l)

nk °

(Lo T Ay

Por otra parte,

B(x(M). n) (mnd fn(xiﬂz), )l//( (M))-i-d )C(M)

nk ° _
A(X(M) I’L) - (mndn - f;z(xn,k; I’l)) ¢(xn,k)
_ vl d,
T o) (mda - G5 m)
Por tanto:
Tar,MNY’ (M)
) n —w(x"’k),lskSn. 2.11)
(Lw<x<M>)) (G - md,) ¢ ()
Pero ( ” )
Ly(x, ) L 1
Gl
Jj#k
y, como consecuencia, (2.11) se puede escribir como:
v (5x)

1 d,
S T ) s

0, lo que es lo mismo,

- 1 1 a+?2-— x%)
- - — = <k<
Z M) _ (M) M) 2 0,1 <k<n. (2.12)
Jj=1 xn,j xn’k Sy — xn,k xn,k
itk
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2.5. MODELO ELECTROSTATICO 43

Esta tultima expresion nos dice que los ceros del polinomio Zﬁ(x) estdn asoci-
ados al siguiente problema de equilibrio electrostatico (ver [50] y [54]).

Consideremos n cargas unitarias localizadas en la semirrecta positiva bajo una
interaccion logaritmica y con el campo externo dado por:

a+2 —x

1 1
p(x) = —Eln(x e )+ §1H|X—Sn|.

La ecuacioén (2.12) nos dice que el gradiente de la energia total

n

EX) = - Z ln|xk—xj|+z¢(xj)

1<k<j<n j=1

se anula en (x%), x%), cee, x%)). En otras palabras, es un punto critico. El andlisis
del tipo de equilibrio constituye un problema abierto.

Fijando M € R, es interesante analizar el comportamiento de s, cuando n
tiende a infinito ya que aparece en la férmula (2.12), cumpliendo un papel similar
al que cumplen los ceros del polinomio fo(x). Para lograrlo, dado que s, se ex-
presa en términos de «,, veremos primero el comportamiento de los sumandos de

a, cuando n tiende a infinito. Usando el hecho que

[(x) ~x12e™

podemos ver que

V2al(a + 1
I'n+ D@+ 1) ~ &nnnlﬂe—n
e

M \ 2n n+a+3/2€—n

M(a+2), ~ e 2)ewzn

Por tanto, como consecuencia de la definicion de s,
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Mmn-DIF@+2)(a+1),
M? (a +2), (@ +2),,
n-DIT(@+2)(@+1)
M(a+2),
n-D!'T@+2)@+1)
MI'(n+a+?2)
(@ + 1) (a+2)>n 2™
M (n + a + 2)""H3/2 g=(n+a+2)
(@+ 1) ([T (a+2)*n1/2e+2
Mnn+a+3/2
(@ + De*2 (T (a +2))
Mna+2

es decir, s, tiende a cero cuando n tiende a infinito. Ademads, la velocidad de
convergencia a cero es del orden de 1/n%*2.

b

2.6. Representacion Hipergeométrica

La ecuacién (1.22) nos proporciona la representacion de los polinomios ortog-
onales de Laguerre usando una funcioén hipergeométrica. El objetivo es encontrar
una expresion similar para los polinomios ortogonales de tipo Laguerre. Por tanto,
usando (1.22) y (2.2) tenemos:

— . > (—n) X o o (=1 + 1) x*
LW = @D ) oo + D @0 3L TEst
B n o (- A (—n+k)
= CDe+ 2, L (@ +2) k! [1 _d"(n +a+ 1)(—n)]
. S () (k—n)
= D (““Lz)”; @+ 25 k! [1 R —
(-D)"(a +2),d, % (—n)y x_" It nn+a+1) B
nnta+1) &d(a+t 2kl d, ok
Sia, = "ot _ 4 entonces

n
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45

(=D +2)udy X\ (=n)ilan + k) ¥
nn+a+1) e (+2) k!

Lo(x) =

y usando el hecho que

n 1 + n
(ay + k) = 2T a0
(an)k
tenemos el siguiente teorema
Teorema 17 Para cadan € N,
—~ -D"a + 2),d,a,
Li(x) = (=D'a +2),dya 2Fr(—n, 1+ a,;a,, a+2;x).

nn+a+1)

donde F»(—n, 1 + a,; a,, @ + 2; x) es la funcion hipergeométrica

S (=1 + a) &
F>(— ’1+ ns Ans +2’ = —_— .
A i @+ 29 = 040 @ 2y

Resultado que coincide con el obtenido por R. Koekoek en [59].

2.7. Comportamiento Asintotico

(2.13)

En esta seccion realizamos un estudio del comportamiento asintético de los
polinomios de tipo Laguerre. Los resultados son casos particulares de los obtenidos
por R. Alvarez-Nodarse y J. J. Moreno-Balcédzar en [18], solo que hemos utilizado

una metodologia diferente.

En primer lugar, vamos a estudiar el comportamiento asintético de d,, la con-

stante de la formula de conexidn (2.2). Dado que:

d, T@+DT@+2)(m-DI+MC(n+a+1)(1+2)
no T(@+ DT (@+2)(n— DI+ ML (a+n+1)
a+l

N e Dres - s Ml @tns D

_ 1+a'+1 C(a +2))*(n—1)!
B n MnTn+a+ 1D +T(@+ DI (a+2)n!
Lo, o] (T(@ +2))* V2rn"~'2e™"

45
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podemos concluir que

. +1 1
di _y, @ +o( : ) (2.14)
n n n-te
es decir:
d, a+1
— =1
n n

dn (Y+1

Esto significa que para n suficientemente grande, <* se comporta como 1 + <=

Supongamos que Z"(x) es el polinomio ortogonal de Laguerre de grado n con

coeficiente conductor % y L (x) es el polinomio ortogonal de tipo Laguerre
de grado n con el mismo coeficiente conductor. Entonces, usando (2.2) y (2.14)
tenemos:

L

n (%)

_ d,—
LI (x) - ;Lﬁff (x)

IR

Zz+1<x>_(1+“n 1)L‘”i( )-0 ( zlm)ﬂ”%( )

La( ) _La+ll( ) _ ( 2+(,) L<z+11 ()C)

de donde se sigue que

Z;;(x)_l @+ 1 L2 () 0( 1 )L““(x)
Ly (x) n Lo(x) n** | To(x)

y usando (1.31), tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 5
Ly
im—— =
n—oo L;ll ( x)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[0, co).

Por otra parte:
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=~
B

/L\Z(X) a+ 1 La+](x) 1 La+1(x)
nel2 nel2  pll2 plesnz a2

= V2x7?], (2 \/ﬁ) +0 (n_3/4) -

n3/2+a

nl/2 n3/2+a | platD)/2

E (ex/Zx—((Hl)/ZJ(Hl (2 n— l)x) + O(n—3/4)) _ O( 1 )La+1(x)

o xa/z( (2vax) - & \/_ a+l(2 (n—l)x))+0(n‘3/4),

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, c0). Dado que

1
L =T - " - o Bl

entonces Y
Z (nx) . a + 1La+1(nx) O( 1 )L(H](nx)
L2(nx) n L2(nx) n*** | To(nx)
Usando el hecho que
L2 (nx) = L' (nx) — L} (nx)
se deduce
. L%(nx) L““(nx)
lim —— = Ilim|1 -
n—oo Lg"’l(l’l)C) n—o0 La+1(nx)
1
= + _—
¢ ((x=2)/2)
es decir: .
. Lyt (nx) ¢ ((x—-2)/2)
lim — = .
n—e To(py) p((x—2)/2)+1
Por tanto
L La+1 1 La/+l nx
lfm n(nx) h’m[l a+ 1L (n) O( ! ) (nx)
oo Ta(px) o n L(ny) ] La(nx)

) @+ 1 L2 (nx) T (nx) 1\ Lt (o) Lo (n)
= Ilim|I] - -

n Z;’{“(nx) Z‘;f(nx) n+e L;‘f“(nx) Lg(nx)
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uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 4].
En conclusién tenemos la siguiente

Proposicion 6
L
lim 2 _
n—oo Lg(nx)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 4].

Finalmente, dado que para j fija, con j € NU{0}

L/ + ) _ TaGxfn+ ) a+ 1L+ ) 0( ! ) Lo (x/n + )

ne ne n n n2+a/ ne

y, usando la férmula de tipo Mehler-Heine (1.30), obtenemos la siguiente proposi-
cién

Proposicion 7 Dada j fija, con j € NU{0}, entonces

LG/ )
m —————-

n—oo ne

T, (2Vx) = (@ + Dx V2, (2V)
X P Ja (2V3) = (@ + Dx 0 (24)].

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

Es importante hacer notar que este resultado coincide con el obtenido en [18].
Para finalizar, vamos a mostrar algunos resultados acerca del comportamiento
de la norma de los polinomios ortogonales tipo Laguerre. Usando el hecho que

2

| Z{t d
;2 =2 5 1, (2.15)
(t+1|| n
n | Lﬂ—l a+l
tenemos
=112 Lo 2
|L’1 | nlla
2 2
a (Z+l||
n|L’1 a Ln—l a+1
Por tanto )
a
I
2
a
| L'l a
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Pero
| all2/n _ ' 1/n
L, = mTn+a+1))
= ple?
entonces y
nt g = e (2.16)

Lo cual nos permite concluir, junto con (2.15) y (2.16)

Proposicion 8
1 /l’l -1

Lo =e. (2.17)

lim n~! |

n—oo
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CAPITULO 3

Polinomios ortogonales de tipo Jacobi

3.1. Introduccion

Consideremos los polinomios de tipo Jacobi {FZﬁ } -0 ortogonales respecto al
nz
funcional lineal

1
, py = fl p)(L = 0)*(1 + xPdx + Mp(1),

donde a,8 > —1, M € R, , y p es un polinomio con coeficientes reales. En este
capitulo realizamos un trabajo similar al del capitulo anterior para los polinomios
P2*(x), determinando una férmula de conexién entre estos polinomios y los poli-
nomios de Jacobi { prte } . Usando esta férmula de conexidn, estudiamos la
ecuacion diferencial lineal de segundo orden que satisfacen estos polinomios, real-
izamos un andlisis del comportamiento de sus ceros, y usando la ecuacién diferen-
cial, presentamos una interpretacion electrdstatica de los ceros en términos de un
potencial logaritmico. También encontramos una expresion de estos polinomios
en términos de una funcién hipergeométrica.

3.2. Formula de conexion

Como consecuencia del Teorema 9, usando (1.14) y (1.36) se puede escribir

P*(x) = P*(x) + d, PP (x), 3.1
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donde

MPP(1)P™ (1
d, = — - (MHP,5 M) — (3.2)
|P:’—ﬁ1(x)”a,ﬁ + MPZﬁ(I)PQ A1)

n—1

Por otra parte, de (1.36),

PrP 0P (1)
pF -
o PiP(1)
[ @Il
= PQT(I) [Ku(x, 1) = Ky-1(x, 1]
Pl
= % [AnPZ-H"B(x) - An—lP:jllﬁ(x)]
P P
= AH%P;:“%) — Ay wﬁj%,
PY(1) PRA(1)

y, dado que PZ’B(x) es monico, de acuerdo con (1.36) se obtiene

2

PR

PP (x)

Pyf(x) = Pyt P(x0) — A,
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3.2. FORMULA DE CONEXION 53

Usando la ultima ecuacion, junto con (3.1), deducimos

@, 2
— 1 | Py ﬁ(x)”a a/+l ﬁ
PP = Py +|dy = A — 2 | PP ()
PYP(1)
MPY(1) |Pafco; op .,
= Po(x) - + At PP ()
1+ MK,((1,1)  PIP(1)
Q) 2 « 2
1 M(PiP(D)) +(1 + MK, Pnﬁ(x)”a e
= P"A(x) - 2 Ap P27 (%)
(1+ MK,.(1, 1)) PyA(1)
M(PA ()
Pl METO) 4 (1 + MK, 4(1,1)
oy n Ol | P, s
= PP(x) - Ap P27 (X)
PYA(1) 1+ MK, (1,1)
_ PZ+1"B(X)— 1+MKn(1’l) An 1 a+1ﬁ( )
1+ MK, (1,1) A,
a/ﬁ B a+1,8
+ MPP(HPT ) poy
_ e - 1Pz, ORI A, P,
|Pn’_1(x)||(ﬁ+MP“B(I)Pa”ﬁ(l) PYP(1)
Sean «, y r, tales que
[Pl , + MPP QP4 )
o, = .
PyP(1)
Q) 2 Q) o4 N
1P, , + MPLECOHPL (1) pos 1)
- (% 2 @ % @3 )
| Pn’_l(x)”aﬁ +MP* (P P(1) P (1)
De aqui se sigue que
Teorema 18 Para cadan € N
P*P(x) = PP (x) + 1, PO P (), (3.3)
donde r, = — @n .
-1
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Usando la definicién de r,,, (1.37), (1.38), y haciendo algunas operaciones el-
ementales, se obtiene una expresion explicita de r,
I'(a + DI'(a + 2)R(n, a, B)
Cn+a+p)2n+a+B+1)Sn,a,p)

con

27T+ B+ 1)+ 2MT(n+a + 2T (n + a + B+ 2)
29 (- DIT (n + B) T + DI (@ +2) +
MIn+a+1DI'(n+a+pB+1).

R(n,a,pB)
Sn,a,p)

En particular, por paso al limite

- T + 1)2F(a + 2)‘ (3.4)

3.3. Ecuacion diferencial holonéomica

Vamos a encontrar la ecuacion diferencial lineal de segundo orden que satis-
facen los polinomios P™%(x). Sien (1.34) reemplazamos @ por « + 1, entonces:

() (PI8() " + Yo o) (PIHE() = 3™ PI(),
) (P22 0) + Yanrp) (PP0) = AP (),

Sumando a la primera igualdad, la segunda multiplicada r,, y reorganizando
adecuadamente los sumandos se tiene:

¢(x) (Fz’ﬁ(x))” + 'ﬁa+l,,6’(x) (F:/f’ﬁ(x))' _ /l(yf+1Pg+lﬁ(x) + rn/l<1+1Pa+] ,B( )

a+1,BP

Sumando y restando en el segundo miembro 7,4, “H #(x) se tiene:

$() (P2P()) + W 5(x) (PYP())
= AP 4, AT PP () 4, AP P (x) — 1, 0TI P ()
= (P + P W) + 1 (41 - ) P G

— /WHPQ’B()C)-F ( (l+1,3 /1(1+1ﬁ) (¥+1ﬂ( )
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Para escribir P 18 . (x) como una combinacion de P @ (x)y ( ;f’ﬁ (x))’, se utiliza
(1.35)y (3.1). Entonces

(P2 (o))
(1- ) (Prf(x)

Por otra parte, usando la férmula de Christoffel-Darboux (1.4)

(P2B) + dy (P2 P0))
(1= x) (1 +x)nP™ P (x )+d,,(1—x2)( PP (x ))

n—1
L+ P00 = Py + ) 6P ()
n=0
con

[+ 0P )P‘?“”%x) (1= 0" (x + 1P dx

B P:ff”*”(x)P‘*””%x) (1= 0™ (x+ 1P dx

gn,j a+1 ,8( )

a+1.8

=0,0<j<n-2.
a+1,3()

a+1,B8

Por tanto:

(1+x) PP () = P2 Y0 + 1, P2 P (). (3.5)

Para calcular ¢,, se evalia (3.5) en x = —1, de manera que:

a+l ,6’( 1)
Usando (1.37) y tras unas operaciones sencﬂlas.
2m+p)(n+a+p+1)

t, = .
Cn+a+p+1)2n+a+p)
De (3.5) y (1.20) se deduce

(1-) (Fgﬂ(x))'
= (-0 [Py @) + 6,P2 P (0] +
+d [ a+l, ,B’Pa+l B + ba+1 /J’P(1+1 B lel,ﬁpaj;ﬁ] )
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Ademas, de (1.19)

PO = — [ - B P ) - P

n—1

Por tanto,

(1-x) (F;;ﬁ(x))'

a+1,8
1 c -1 1
= [(1 —x)n+d,a’ s :lHl,,B PP B(x) +

n—1

a+16
+|(1 = x)nt, +b‘”lﬂd - C"—l(x—ﬁ‘“lﬂ) w+1ﬁ( ),

a+1,3 n—1
n—1

1 1 . c e, .
Usando los valores de c“+ # y 72”1 # descritos en la Proposicién 2, se tiene:

a+1.8
n—1
a+1.8
n—1

c

=n+a+p+1.

Como consecuencia,
(1 =) (i)
= —[m-aPd v nvat 1| P +
[—x(nt tn+a+f+ D) +nt, +b P+ (n+a+f+ 1)ﬁ"“ﬂ] PP ().

Si denotamos

v (e n) = [xn atPd, v nvra+p+ 1]
y
¢ ) = —x(mt, +n+a+ B+ D) +nt, + b7+ (nra+p+ 1)
se obtiene
PoO(x) = PO () 4 1 P ()
{ (1-2) (P @) = v B m Py () + g B m P P )

Asi pues,
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P (x) = (1 - xz) (F Zﬁ(x)), — v B )PP (x)

n—1 qa+1,,6(x; n) _ r,,v"‘”ﬁ(x; n)

(3.6)

Como conclusion

[q‘”l’ﬁ(x; n) — r,v@ B (x; n)] (1 - xz) (FZ’B(X))” +
a1 50 g7 B e m) = 1 B )| (PRA())
= [q‘”]’ﬁ(x; n) — r,v@ B (x; n)] /l;er]’ﬁFz’ﬁ(X) +

+1, (ﬂ;fjllﬁ - /lZ“"B) [(1 - xz) (Fﬁ’ﬂ(x)), — @B (x; n)Fff’ﬁ(x)] ,
0, lo que es lo mismo,

[q““’ﬁ(x; n) — rav® P (x; n)] (1 - xz) (ﬁﬁ’ﬂ(x))” +
+[Warrp@ [ i) = rv B m)| + 1, (1= 62) (a3t = 22 2)] (PP )
_ [(qa+l,ﬁ(x; n) — ry n)) A (/lgn,ﬂ _ /l;’fll’ﬂ) VLB n)] (ﬁ:ﬁ(x))_

Por tanto, se ha probado el siguiente teorema,

Teorema 19 Si {Pg’ﬁ } 0 @8 la sucesion de polinomios ortogonales monicos de
n

Jacobi y {Pg’ﬁ } 0 5 la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociados
nz
con el funcional de momentos u = u + Mé(x — 1), entonces

A(x;n; @) (Fgﬁ)" + B(x;n; @) (ij’ﬁ)/ — C(x;n; )P =0, 3.7)
donde

Axwma) = |q* P n) -y n|(1-2),

BO:m@) = Wan (0 |q" P 0sm) = ry™ 0 m)| 4 (1= 2) (4574 - 471F),
Clx;nma) = [q“”"g(x; n) — rav® A (x; n)] A2 4, (/13”’5 - /lZfllﬁ) v B (x ).

Observemos que deg A(x; n; @) < 3,deg B(x;n;a) <2y degC(x;n;a) < 1.
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3.4. Analisis de los

ceros

En primer lugar, obtenemos una expresion explicita de P2” en términos de
los momentos generalizados aplicando el proceso de ortonormalizacién de Gram-

Schmidt a la familia de polinomios 1,(1 — x), (1 — x)?,-++,(1 = x)". En efecto,
si
w1y =
<,Ll, 1 - x) =
(u(1=27) =
<,Ll, (1 - x)n> =
y
{0 {1 gn
/SRS Lns1
Q, (/1) =
{n—] {n {Zn—l
i G $on
entonces
o & &n
/SIS Lns
(—1)" . ) .
PP = 3.8
" anw| , 68
Gt G $on-1
1 1-x (1-x)"

Por otra parte, dado que ¢ = u + M6(x — 1) se tiene
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3.4. ANALISIS DE LOS CEROS 59

o+M Coe n
{1 14} Coe Lo
N (1) . . . .
.3 _
Pn (X) B Qn—l @ . . . .
$n1 Cn S $on-1
1 I-x . . . (A=x"
Pero
o+M & . . . &
41 O o
Qn—l (ﬁ) =
gn—l gn L §2n—l
gn §n+l L §2n

= Q1 (w+MQ,, ((1 - x)z,u) )
De aqui se deduce que
(=1)" Qo1 () PrP0) + M (1 = ) Q0 (1 = 2 ) (1) P ()

(1) PyP(x) = 5
Q1 (1) + MQu (1= 2 4

b

e QWP+ M= D Q2 (1= 0 ) P
P(l,ﬁ(X) = . . (39)
Q1 () + MQ, 5 ((1 - % )

De (3.9), por paso al limite cuando M tiende a infinito, obtenemos

lim P4 = (x = ) P70 (). (3.10)

A continuacidn se presenta la siguiente proposiciéon que usaremos mds ade-
lante. La demostracién puede consultarse en [28].

Proposicion 9 Para M > 0, se tiene:
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B, . .
1. Los ceros de Pnﬁ (x) son reales, simples y se encuentran en el intervalo

(-1,1).
2. Dado que r, < 0, se tiene

xa+1 B < X(M)

n,n n,n °
a+1.8 (M) a+1.8 _ _
X, < X, <X, )= 1, n—1,

(M)}

donde { a;lﬁ }jzl son los ceros del polinomio P (x) y { los ceros

de P¥P(x).
Como consecuencia, de (3.10) deducimos que

im0 =1, lim % = 70 k=12, 0 L.

Usando (3.9), concluimos

Q.1 () Py

PYA(1) = :
Qi () + MO,z (1 -2 1)

De esta expresion se tiene:

_ DY (1 _ L) = Q1 () PP
(=) =z) (=) Q1 (1) + MQu (1= 2 1)

y, COMo consecuencia,

) - Q1 () PP
P19, (1 - 0 )
Q1 (1) 2(@+1)(@+2)
Qn—z((l _x)zlu)(n+a/+ Dn+a+p+1)

1
M _1-0
X (M)

lim M (1 XD

nn
M—o0

esto es,

Por otra parte, de (3.8),
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Q,
(Proo. (1 =) = 1
es decir,
Q, (u)
aﬁ Qn—l (/1) ,
0, lo que es lo mismo,
Qn (/J) w/g’ n—l (,U) .

Usando el anterior resultado, se tiene

PP, PP 1P @,

a+2ﬂ( )||a+2ﬁ a+2ﬁ( )||a/+2ﬂ ||Pa+2,8( )||a+2,3

Qn—l (/J) —
Q2 (1= )

pero, usando (1.38)

) 22T (p+ ) T(n+ BT (n+a+B)(n—1)!
P, Qn+a+B- DT Cn+a+pf—1))>
a+2[3( )”Mw 22l (it o+ DI+ 8- DIl (n+a+B+1)(n—2)!
Qu+a+B-1DTCn+a+p-1))>
m+B-1Dn-1)

n+a)(n+a+p)

Por lo tanto,

Q.1 () B m+B-Dm-D@n+B-2)(n-2)---(1 +ﬁ)||1>gﬁ(x)||2
Qn_z((l—x)zu) C (mta)mt+a+P(nta-Dn+a+f-1) - (@+2)(@+B+2)
T(n+pB)@n-1)

_ TB+1) 2281 (@ + DT B+ DI (@ +B+1)
- Tn+a+DT(n+a+B+1) (@+B+ 1T (a+pB+1)>
INa+2)I'(a+6+2)

20 (n — DT+ BT (@ + DI (e +2)
F'n+a+ DI n+a+B+1)
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De donde se sigue que:

(1 - ) = — S @ 2(@+1)(@+2)

2 n_z((l—x)z,u)(n+a+1)(n+oz+ﬁ+1):

M—oo

208 (n — DI+ BT (@ + DI (e +2) 2@+ 1) (a+2)
F'n+a+DI'n+a+p+1) m+a+l)(n+a+p+1)

2982 (n — DT (n+ BT (@ + DI (e +3)
Fn+a+2))T(n+a+p+2)

En resumen, hemos obtenido el siguiente resultado acerca de los ceros de PP

Teorema 20 Paran > 1, se tiene

1.
h’mM(l (M))_ 2082 (n — DT (n+B) T (@ + DI (a +3) G.A1)
M—c K Fn+a+2)T(n+a+B+2) '
2.
lim 270 = k=1, - L

3.5. Modelo electrostatico

Supongamos que {x%)}k>l son los ceros de P¥(x) ordenados de forma cre-

ciente. Si evaluamos (3.7) en cada uno de estos ceros se tiene:

A @) (PLEGD)) " + BN ) (PP =

( (Yﬁ( (M))) B B(X(M) n; a,)
(PP (y) T A na)

Pero

B(x%); n;a)

A(x(M) n;,a)
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3.5. MODELO ELECTROSTATICO 63

b () g (5] = 5] (1 () 272 - a3

o2 () () o)

LY (X%)) Iy (/lf:llﬂ - Aﬁ“’ﬂ)
= - ) (x;/;c])) qa+1,,3 (xfz,Mk); l’l) — r,v+18 (XEZI’Z); n)

Realizando algunos célculos tediosos, tenemos:

M M
Var1p (X;,k)) (x+pB+3) xi’k) +(@-B+1)
h (M) - (M) 2
¢ (Xn,k ) 1 - (xn’k )
o a+?2 B+1
- vy M)*
1- Xk 1+ Xk
De
DB, (MY’
(Pres) Z I
=oB, (MY M) _ (M)
(Pzﬂ(x;’k))) j=1 xn,j - xn,k
ik
se sigue que
5 Z 1 _a+2 B+l
a M M) M (M)
VIR SR A S Sl A SRS B
Jj#k

ra (20] = 2g+1)

qa+1,ﬁ ()CE:}Z); I’l) _ rnva+1,,8 (x;{‘z); I’l)

Dado que 2" = —n(n+ a + B+ 1),

PRI Lant i VR ey

n—1
Por tanto:
- 1 L a2 p+1 |
M) _ (D) MY (M)
S -x 2(1-A) 21+
JjEk
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64 CAPITULO 3. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO JACOBI

N rmCn+a+p+1)
P aaat (x%); n) N (x%); n)

Usando el hecho que

=0. (3.12)

a+1,B ( (M), _ a+1,B ( (M),

4 (nk’") TV (nk’”)

= (M)(nrn—nt -n—a—-F-1)+
+nt, + b+ (n+a+ g+ 1)

(— P rn+a+ l)r,,,
si se definen [, y s, de la siguiente manera:

rn2n+a+p+1)

I, = ,
" (nrp,—nt,—n—a-p-1)
o nty + b2+ o+ B DA+ (—al Pdy+n+ e+ B+ 1),
! (nr,—nt,—n—a-p-1) ’
entonces
rCn+a+p+1) 3 L,
qe+'B (x%); n) — 1Vt 1B (x%); n) %) Sn

En otras palabras, (3.12) se puede expresar como

n

1 a+?2 B+1 L,
+ - + =0. (3.13)
jz; x(M) x%) 2 (1 - x%) ) 2 (1 + x(M)) ff‘? Sp
J#k

Como consecuencia, se puede dar la siguiente interpretacion electrostatica de
la distribucién de los ceros de P**. Si consideramos n cargas localizadas en la
recta real bajo una interaccion logaritmica y con el campo extreno

2 1
(“; )i — 1y~ 2F

p(x) =~

esta ecuacion nos dice que el gradiente de la energia total

Injx+1|+/,In|x —s,

n

EX) =~ ) Inpu-x|+) ¢(x)

1<k<j<n J=1
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3.6. REPRESENTACION HIPERGEOMETRICA 65

w1 X0t s X ) Es decir, es un punto
critico. El andlisis del tipo de equilibrio es un problema abierto.
Es importante notar que /, y s, tienen el siguiente comportamiento asintotico.

con X = (x1,x,...,X,) se anula en (x(M) ™) . (M)

2l + DI(a + 2)
I'a+ DI'(ae+2)+3

1-T@+Dl'(@+2) T+ Dl(@+2)-1
T+ DI(@+2)+3 _F(a+ D@ +2)+3°

Ly

Sn

Notemos que [, y s, no dependen de M cuando n — oo.

3.6. Representacion Hipergeométrica

Consideremos la férmula (1.39) que expresa los polinomios de Jacobi en tér-
minos de funciones hipergeométricas asi como la férmula de conexién (3.3). En-
tonces

2M@+2), o (—np(n+a+B+2) (1 —x)F
(n+a+p+2), (a +2) 2kk!

P38 (x)

2N a+2) s (n+ Din+a+B8+2)(1—x)F
Ty
(n+a+f+ 1)1 & (a +2) 2kk!

2Ma + 2), S (—n)(m+a+ B+ 2) (1 —x)f
(n+a+p+2), & (a +2); 2kk!
[1 N m2n+a+pB)2n+a+pB+ 1)(—n+k)

2m+a+)(n+a+p+1)(-n)

2 a+2),r,2n+a+pB)2n+a+L+1)
m+a+B+2)2n+a+Dn+a+pB+1)(-n)

i (—nn+a+B+2 (1 =x[2n+a+ Dn+a+B+1)(-n)
e (a+2) 2kk! mCn+a+pB)R2n+a+B+1)

Escogiendo
_2n+a+Dn+a+B+1)(-n) B
" rnCnt+a+Bn+a+B+1)
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66 CAPITULO 3. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO JACOBI

se tiene
2N a+2),r2n+a+B)R2n+a+B+1)
m+a+p+2)n+a+)n+a+pB+1)(—n)

520%Mﬁ+a+ﬁ+%d%+kﬂl—@k
k=0

PrA(x)

(a+2) 2kk!
2”‘1(a +2),rCn+a+p)2n+a+p+ 1)a,
m+a+p+2)n+a+)n+a+pB+1)(—n)
jitwnm+a+ﬂ+2»wn+bﬁl—@k
k=0

(an)i(a +2) 2kk!

2" Ya+2),r,2n+a+p)2n+a+p+ a,
m+a+B+2),m+a+1)n+a+p+1)-n)

1-—x
3F2(—n,n+a+ﬁ+2,an+k;a,,,a+2; > ),

es decir
Proposicion 10 Para cadan € N

2" Ya+2),r,2n+a+pB)2n+a+p+ a,
m+a+p+2)n+a+1)n+a+pB+1)(—n)

PP(x) =

1—-x
3F2(—n,n+a+ﬁ+2,an+k;an,a+2; ),

2
donde
1—-x
sy |-non+a+B+2,a,+k;a,,a+2; 7
oo (e + a4+ B+ 2la, + k) (1 - )
- L (ap)(a + 2); 2kk!

k=0
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CAPITULO 4

Perturbaciones del funcional de
Laguerre-Hahn

4.1. Introduccion

El objetivo principal de este capitulo es analizar como las propiedades carac-
teristicas de los funcionales de Laguerre-Hahn se conservan al perturbar un fun-
cional lineal de dicha familia mediante la derivada de una Delta de Dirac asi como
determinar la clase del funcional perturbado. En un trabajo previo (ver [1] ) se pre-
sentan algunos ejemplos de perturbaciones de funcionales lineales de Laguerre-
Hahn. En ese mismo trabajo también se ha analizado la clase de los funcionales
lineales perturbados.

En este apartado de la Memoria estudiamos la clase de un funcional lineal
de Laguerre-Hahn modificado mediante la adicién de la primera derivada de una
Delta de Dirac. Esta perturbacion se analizard en el caso de los funcionales asocia-
dos de primera especie correspondientes a los funcionales cldsicos, determinando
las ecuaciones distribucionales que este nuevo funcional lineal satisface, asi co-
mo la ecuacion diferencial de Riccati que satisface la correspondiente funcién de
Stieltjes. Finalmente, obtenemos la expresion explicita de los polinomios ortog-
onales respecto a esta perturbacion cuando se considera el funcional asociado de
primera especie de Laguerre.

67



68 CAPITULO 4. PERTURBACIONES DEL FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN

4.2. Modificacion mediante una derivada de Delta
de Dirac.

Proposicion 11 Sea u un funcional lineal de Laguerre-Hahn y sean M y ¢ dos
niimeros reales arbitrarios. Entonces

H=p+ Mo,
es un funcional lineal de Laguerre-Hahn, donde 6. = D6(x — ¢).

Demostracion. Sea S = S(u)(z) la funcién de Stieltjes correspondiente al fun-
cional u tal que
D(2)S’ = B(z)S* + C(z)S + D(z) (4.1)

ysea S = S()(z) la funcién de Stieltjes asociada a 7. Entonces
@, X"y = p, — Mnc™™', n > 0.

Por tanto

S =Sk - Z— o7

y sustituyendo la anterior expresion en (4.1), tenemos
(2= )'@@)S" =z - ¢)'B@S* + (- 0)*C(2) - 2M(z - ¢)’BR)) S (42)

+(M*B(2) - 2M(z - @) - Mz - ¢)’C(z) + (z - ©)*D(2)).

Como consecuencia, i es un funcional de Laguerre-Hahn que satisface la
ecuacion diferencial

D [(x = o) O] +[(x = )" + 2u(x = ¢/’ B - 4(x — o)’ @| i+ (x—)*B(x'i?) = 0.

Esto significa que la familia de funcionales lineales de Laguerre-Hahn permanece
invariante para este tipo de perturbacién. m

4.2.1. Determinacion de la clase

En adelante, asumiremos que u es un funcional lineal de Laguerre-Hahn de
clase s.
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4.2. MODIFICACION MEDIANTE UNA DERIVADA DE DELTA DE DIRAC. 69

Proposicion 12 Sea u un funcional lineal de Laguerre-Hahn de clase s y u =
W+ M. Entonces (1 es un funcional lineal de Laguerre-Hahn de clase s tal que
s—4<s<s+4.

Demostracion. Sean @,V y B como en el Teorema 13. Si
D[®E] + W+ B (x ') =0, (4.3)
es la ecuacion distribucional que satisface i, donde

O*(x) = (x — O)*D(x), P*(x) = (x — ¢)* ((x — 0)*P(x) — 4(x — O)D(x) + Z/JB()C)) ,
(4.4)
B*(x) = (x — ¢)*B(x), 4.5)

entonces

degd” = 1 <s5+6,
deg¥V* = p"<s+35,
degB* = r"<s+6.

Por tanto, d* = max{t*,r*} < s+ 6ys =max{p* - 1,d* -2} < s + 4.
Por otra parte, dado que u = g — M. entonces s <s +4. ®

Proposicion 13 Sea u un funcional lineal de Laguerre-Hahn que satisface la
ecuacion (4.3). Entonces para cada cero de ®*(x) distinto de c, la ecuacion (4.3)
es irreducible.

Demostracion. Dado que S (u)(z) satisface (1.40), donde los polinomios @, B, C,
y D son coprimos, sean ®* y B* como en la Proposicion 12 y

(z-0)*C(2) - 2M(z - ¢)*B(2)
M?B(z) - 2M(z — 0)®(z) — M(z — ¢)*C(2) + (z — ¢)* D(2).

C'(2)
D*(2)

Supongamos que a es un cero de ®* distinto de c. Esto nos lleva a tres difer-
entes situaciones

1. Si B(a) # 0, entonces B*(a) # O.

2. Si B(a) = 0y C(a) # 0, entonces tenemos C*(a) # 0.
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70 CAPITULO 4. PERTURBACIONES DEL FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN

3. Si B(a) = C(a) = 0 entonces, dado que D(a) # 0, tenemos D*(a) # 0, y, por
tanto,
|B*(a)| + |C*(a)| + |D*(a)] # 0.

En conclusion, la ecuacion (1.40) es irreducible. m

Para analizar la clase de u estudiaremos el comportamiento de los polinomios
B,CyDenz=c.

Proposicion 14 Sean ®, B,C y D los polinomios definidos en (1.40). Para u =
W+ Mo, sean’s’y s las clases de i y u, respectivamente. Entonces tenemos

l. s=s+4siB(c)+0.

2. s=s5s+3si
B(c) =0, (4.6)

yMB'(c) —2®(c) # 0.
3. 5 = s+ 2 si se satisface la condicion (4.6) junto con
MB'(c) —2®(c) =0, 4.7)
y sMB’(c) = 20'(c) — C(c) # 0.
4. s = s+ 1 si ocurre alguno de los siguientes casos

4.1. (4.6), (4.7),
%MB%@—zmﬁg—cw):a (4.8)
yB'(c) #0.
4.2. (4.6), (4.7), (4.8),
B'(c) =0, 4.9)
y 4B (c)- @"(c) - C'(c) # 0.

5. s = s si ocurre alguno de los siguientes casos

5.1. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9),

%B”’(c) -®"(c)-C'(c) =0, (4.10)

y®(c) # 0.
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5.2. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10),
d(c) = 0, @.11)

yC(c)—MB"(c) # 0.
5.3. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11),

C(c)— MB’(c) =0, (4.12)
y 2= 4, (4)(6‘) & M (e) - %C”(c) + D(c) # 0.
6. s = s — 1 siocurre alguno de los siguientes casos

6.1. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12),

M?
41

y®'(c) #0.
6.2. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13),

—B%(c) - Mcp’”() —C”(c)+D(c)— (4.13)

D'(c) =0, (4.14)
yC'(c) - %B"’(c) # 0.
6.3. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14),

C'(c) - 2MB’”( ) = (4.15)

2
y 2B (c) - HOW(c) - LC(c) + D' (c) # 0.
7. s = s — 2 si ocurre alguno de los siguientes casos

7.1. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),

M?
5!

y®”(c) # 0.

2M

—B9) - c1><4>( )— C”’(c) +D'(c) = (4.16)
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7.2.

7.3.

7.4.

8 §s=s5-

8.1.

8.2.

8.3.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16),

2
?B(S)(c) i" OY(c) - C”’(c)+D(c) 0,d"(c) =0, (4.17)
yB"(c) #0.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17),
B”(c) =0, (4.18)

y1C”(c) = 2BY(c) # 0.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17), (4.18),
1C”( ) - MB(4)(C) = (4.19)

2 ’
y %-BO(c) - H OO () - HCW(c) + 1D"(c) # 0.
3 si ocurre alguno de los siguientes casos

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17), (4.18), (4.19),

M?
6!
y®”(c) # 0.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20),

2M

—B9(¢) - c1><5>() Mc<4>(c)+ D”(c) = (4.20)

" (c) =0, (4.21)

y B”(c) 0.

(4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21),

B”(c) =0, (4.22)

y 31C”/( ) ZMB(S)(C) £ 0.
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8.4. (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14), (4.15),
(4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22),

31' C"'(c) - 2143@@) = (4.23)

y 2B (c) = PO (c) — YO (c) + LD (c) # 0.

9.5 = 5—35i(46), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14),
(4.15), (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), y

M?
7!

2M

—BP(c) - q><6>( ) — MC(S)(C) + 1D"'( )£ 0. (4.24)

10. 5= s —45i (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), (4.14),
(4.15), (4.16), (4.17), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), (4.22), (4.23), y

M?
7!

2M

—B7(¢) - cb“')( ) — MC(S)(C) + 1D"'( y=0 (4.25)

Demostracion. En general, §(z) = S (1)(z) satisface la ecuacion (4.2), donde s <
s + 4. Obsérvese que si B(c) # 0 entonces s = s + 4.

En adelante usaremos la siguiente notacion. Si Ty (z) es un polinomio de grado
k, ¢ un numero real y k un numero entero no negativo, entonces 7.4(z) sera el
polinomio tal que

Ter(2) = (2= )T g1 (2) + 1,

con la condicién inicial T.o(z) = T(2).
Si B(c) = 0, en (4.2) podemos dividir por z — c 'y

@—c)’®S" = (z—¢/'BS?+((z—c)’C-2M(z-c)B)S
+(M*B.y — 2M® - M(z - )C + (z - ¢)'D),
de modo que s < s + 3. En particular, si MB, (c) — 2®(c) # 0, s = s + 3.
Si MB.(c)—2®(c) = 0, entonces MB'(c) — 2®(c) = 0. Dividiendo por (z - ¢)
en la anterior expresion, obtenemos
(z=c)’®S’ = (- ¢)’BS” + ((z— ¢’C —-2MB)S
+(M*B.y - 2M®,; - MC + (z— ¢)’D), (4.26)
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74 CAPITULO 4. PERTURBACIONES DEL FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN

y, por tanto s < s + 2. En particular si MB_(c) — 2®.(c) — C(c) # 0 entonces
s =s5+2.

Si MB.5(c) — 2®.,(c) — C(c) = 0, entonces %MB”(C) - 2®'(¢c) — C(c) = 0.
Dividiendo por (z — ¢) en (4.26),

(2= )®S’ = (z—)BS? + ((z - ¢)C — 2MB,,) S

+(M?B.3 = 2M®.5 - MC,; + (z - ©)D), (4.27)

entonces s < s + 1. En particular si B’(c) = 0 entonces s = s + 1.

Si B.1(c) = 0y MB.5(c) — 2®.5(c) — C.1(c) # 0, entonces s = s + 1. Si
B()=0 y g—l,B”’(c)— ®"”(c) - C’(c) = 0, nuevamente, podemos dividir por (z—¢),
en (4.27),

®S’ = BS” + (C = 2MB..2) S + (M*Ba — 2M®.5 - MC.. + D),
por tanto s < 5. Supongamos ®(c) # 0. Entonces la anterior expresion no puede
ser simplificada. Si ®(c) = 0y B(c) # 0, 0551 ®(c) = 0,B(c) = 0y C(c) —
2MB.5(c) # 0,051 ®(c) = B(c) = 0 = C(c) — 2MB,,(c) = 0 pero M?B,4(c) —

2M®.5(c) — MC.»(c) + D # 0 no podemos simplificar
Abhora, si se satisfacen las siguientes cuatro condiciones

1. ®(c) =0,
2. B(c) =0,
3. C(c) —2MB_»(c) =0, o, 1o que es lo mismo, C(c) - MB"(c) = 0,

4. M?B,4(c)-2M®_.3(c)-MC,(c)+D(c) = 0, 0lo que es lo mismo, ff—fB“”(c)—
2y7(c) - 4C(¢) + Die) = 0,

por tanto
©1S’ = BeyS? +(Coy —2MB.3) S + (M?B.s — 2M®q = MCo3+ D.y).
Esto significa que s < s — 1. Por tanto, si alguna de las anteriores condiciones
no se satisface y ®’(c¢) = 0, no podremos simplificar la ecuacién y s = s.
De nuevo, si se satisfacen las siguientes cuatro condiciones

1. ®.i(c)=0,1.e. P'(c) =0,

74



4.2. MODIFICACION MEDIANTE UNA DERIVADA DE DELTA DE DIRAC. 75

2. B.i(c) =0,ie. B'(c) =0,
3. Ce1(€) = 2MB.5(c) = 0, ie. C'(c) - 2LB"(c) = 0,
4. M?B.5(c) = 2M®,4(c) — MC,5(c) + D1 (c) = 0, i.e. X BO)(c) — 2L (c) —
M)+ D'(e) = 0,
entonces
®5S" = BepS? +(Coa — 2MB..4) S + (M*B.g — 2M®,5 = MCe + Dv2)

lo que es lo mismo que s < s — 2. En particular, si alguna de las anteriores condi-
ciones no se satisface entonces la clase es s — 1.
Si se satisfacen las siguientes condiciones

1. @co(c) =0,ie D"(c) = 0.
2. B.x(c) =0,ie. B"(c) =0,
3. Cen(c) =2MB.4(c) = 0ie. 3C"(c) — #BW(c) = 0,
4. M?B_g(c) = 2M®,5(c) = MC,4(c) + D2(c) = O ie. L BO(c) — 2LpO)(c) —
HCW(e)+3D"(c) = 0,
entonces
®.3S" = Be3S” +(Co3 — 2MB.5) S + (M*B.7 = 2M®, - MC,5 + D3),

lo que significa que s < s—3. En particular, si alguna de las siguientes condiciones
no se satisface, entonces la clase es s — 2.
Finalmente, si se satisfacen las siguientes cuatro condiciones

1. ®.3(c)=0ie. @"(c) =0
2. B.s(c)=0i.e. B”(c) =0,
3. Cea(c) —2MB.5(c) = 0i.e. 3,C”(c) — ZBY(c) = 0,

4. MPB.5(c) — 2M®4(c) — MC,5(c) + De3(c) ie. LBV(c) — Mp©)(c) —
HCOe) + 5D (c) = 0,
entonces
©c4S’ = BeaS? + (Coa — 2MB..) S + (M*B.g = 2M®7 = MC, + Dea)
Lo que significa que s = s — 4. Si alguna de las anteriores no se satisface

S=s5s-3. 1
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4.2.2. Ejemplos

En los siguientes ejemplos, presentamos la ecuacion distribucional que sat-
isface & = pu — N¢.. siendo uV el funcional asociado de primera especie para
los polinomios ortogonales cldsicos. También encontramos la ecuacion de Riccati
cuya solucién es la correspondiente funcién de Stieltjes S (z) = S ()(2).

De acuerdo con la definicion 2,

Polinomios asociados de primera especie de Hermite

En este caso B(c) = —1 # 0 y u satisface la ecuacion
D [(x - c)4/7] +2(x—¢)? ((x —¢)’x—N-2(x- c))ﬁ - (x-o)* (x_lﬁz) =0.

La clase s del funcional lineal u es's = 4. Ademas, S (z) satisface la ecuacién
de Riccati

(z-¢)*S" = —(z-¢)*S? +2(z - ¢)? (—z(z —o)P+ N) S

+(-N? = 2N(z - ¢ + 22(z - )’ = 2(z - ©)").

Polinomios asociados de primera especie de Laguerre

B(c) = —a — 1 # 0y p satisface la ecuacién

D [x(x - c)4/7] + (x—c¢) ((x —a-3)x—¢)*-2N(a+ 1) — 4x(x — c))ﬁ
- (@+ D=0 (x_lﬁz) =0.

La clase del funcional lineal iz es s = 4. Ademas §(z) satisface la ecuacidn de
Riccati

2z = 0)*S" = —(@ + 1)(z - ¢)*S> (4.28)

+z— o (2N(@+ 1) + (-2 + @ + 2z - ¢)*) S
+(-N@+ 1) = 2Nzz - ¢) - N(~z+ a + 2)(z - ¢}’ = (x - ©)*).
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Polinomios asociados de primera especie de Jacobi

B(c) # 0, yaque si @ + 8+ 1 = 0 obtenemos un caso semiclésico. Por tanto,
s = 4. Por otra parte, S satisface,

- -DS =

4a+D)B+Da@+B+1)
(@ +B+3)(a+B+2)

Aa+ DB+ Da@+p+1)=, )
(z—10) @B+ atB+ 27 S“+(z-0) (—2N

22\
+(z—c)2((a+ﬁ+2)z—a“TfL2))S +

4a+1D)B+D(a+B+1)
(@ +B+3)(a+p+2)?

o’ - p 4
m)+(2-€) (Q+ﬂ+3)),

+ (—2N(z2 - 1D(z-c)+N?
~N(z - ¢)? ((a +B8+2)z—
y u satisface la ecuacion distribucional

4,2 —~ 2 a’—p 2
D [(x—c) (x —1),u]+(x—c) ((—(a+,8+4)x+ a+—+)(x—c)

(a+ DB+ D(a+p+1) 2 —

N e B+ arpray T ow _1))”+
4(a/+l)(ﬁ+l)(a+,8+1)( _1~2)_0
(@+B+3)a+B+2)? e

4(x —c)

Polinomios asociados de primera especie de Bessel

Dado que B(c) # 0, ya que @ = 1/2 pertenece a un caso semiclésico, entonces
s =4. S satisface
Z(z-0)'S" =

Q2o —1) +(z — 6)22(az+ 1 —a‘l))S

, Qa—1)
a?QRa + 1)

= e D

S?+(z-c)? (2N

Ra-1)

m —~N(z-0¢)2 (ozz +1- 0[1) +(z-o)*Qa+ 1)),

+ (—2Nz2(z —c)—-N?
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y para i tenemos

D [xz(x - c)4ﬁ] +

_ Qa-1) _
(x—c)z(—Z(x—c)z((a/+ Dx+1-a 1)—2Nm—4x2(x—c) T
s Qa-1) 5y
-9 ey ) =0

4.3. Algunos resultados sobre perturbaciones de los
polinomios asociados de Laguerre de primera
especie mediante una derivada Delta de Dirac.

En esta seccidn trabajamos con los polinomios asociados de primera especie

1 . . .
(Lg)( ) (x) de los polinomios de Laguerre que denotaremos mediante L,(a, 1, x).
Estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacion diferencial de cuarto orden (ver

[35D).

szf;i)l(oz, 1, x)+5xL (a,1,x) + (—x2 +2n+a+3)x—a’ + 4) L (a,1,x)
(4.29)

+3(—x+a+n+3)L (o, 1,x)+ (n+3)n+ 1)L, (e,1,x) =0, n>0.

Ademas, son ortogonales respecto al funcional lineal u, (ver [22]), tal que

0 xX)x%e*dx
(41, p()) = f 2) a2, (4.30)
o |W(a,1-a,xe™)|

donde

S %xn
Zi B,
aa+1)---(a+n-1), (a) = 1.

Y(a,b,x) = 1+

(@),

La relacion de ortogonalidad de los polinomios ménicos estd dada por

f “ Ly(a,1,x)L,(a, 1, x)x%¢ *dx
0

a,l —a, xe™
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Ademas, se tiene la siguiente relacion de estructura

XL;;(Q’ 13 x) = _(n + Z)Ln(a’ 1’ -x) - L}’l+1(a9 1’ x) + Ll’l+1(a, 0’ x) (4'32)

donde {L,(a, 0, x)},~o denota la sucesion de los polinomios cldsicos de Laguerre.
Los polinomios asociados de primera especie de los polinomios de Laguerre
pueden representarse mediante

n Nk
Lo, 1,x) = (=1)"(n+1)(a+2), ). (2;6(’;% Fok—nla+lia+k+2,k+2:1),
(ver [21] y [22]).

Los polinomios {L,(a, 1, x)},¢ satisfacen la férmula de Christoftel-Darboux,

T L@, LLu(@, 1,y) 1 L@, 1, 0L, (@, 1,y) = Lii(@, 1, 9Ly, 1,)
L (m+DT@+m+2)  x—y n(a +n+1) '

Ahora , consideremos u = u + Md... Entonces

1, p(x0) = (u, p(x)) = Mp'(c). (4.33)
Denotemos mediante {L,(a, 1, M, x)},-o la sucesion de polinomios ortogonales
monicos, ortogonales respecto a u. Tenemos
Proposicion 15 Para cada n € N,

L,(a,1,M,x) = R(x;a,n,M,c)L,(a,1,x) =S (x;a,n,M,c)L,_1(a,1,x) (4.34)

donde
R(x,a,n,M,c) =

MB(a,n,M,c)L,_(a,1,c) MA(a,n,M,c)L,_(a,1,c)
- D(a,n,M,c)(x—c)['(a +n+ 1)n! - D(a,n,M,c)(x — c)’T'(a +n + 1)n!
MA(a,n,M, o)L, _(a,1,¢)
D(a,n,M,c)(x—c)[(a +n+ Dn!’

Sx,a,n,M,c) =
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MB(a,n,M,c)L,(a,1,c) N MA(a,n,M,c)L,(a, 1, c)
D(a,n,M,c)(x—c)I'(@+n+ 1n! D(a,n,M,c)(x—c)*T(a+n+ 1)n!
N MA(a,n, M, c)L,(a,1,c)

D(a,n,M,c)(x - c)l'(a +n+ Dn!’

L' (a,1,0)L,_1(a,1,¢0) = L"” (a,1,¢c)L,_1(a, 1,c
Ala,n,M,c) = L,a,1,0)|1-M n M1 ) =L Mn-1( )
2@ + n+ 1)n!
L(a,1,0)L,_(a,1,¢c)— L (a,1,c)L,(a,1,c
Iy n( WLn-1( )— L, _( )Ln( )L,;(a,l,c),
I'la + n+ n!
L)(a,1,0)Ly1(a, 1,0) = L) \(a,1,0)L, (e, 1,¢)
B(a,n, M, = |1-M L L (a1,
(@.n. M. c) ( 2M(a+n+ Dl (@ 1.6)
M L (a,1,c)L 1 L 1,0)L 1
+6F(a+n+1)n!( W (@, 1,0)L,_1(a,1,0) = L) (a, 1,0)Ly(a, 1,¢)
+3(L)(a,1,0L,_(a,1,0) = L] |(a, 1,0)L (e, 1,0))) Ly(a, 1,¢),
L' (a,1,0)L,-1(a,1,0) = L"” (a,1,¢c)L,—1(a, 1,c 2
DianM.c) = [1-M n( Y1 ( )— L ( Y1 ( )
2@ + n+ Dn!

L(a,1,¢0)L,1(a,1,¢) - L,_ (a, 1,c)L,(a, 1,¢)
- X
I'la+n+ n!
MZ
6I'(a +n+ 1)n!
+3(L) (e, 1,0)L,_((a,1,¢) - L) (e, 1,0)L; (e, 1,¢))) Ly(e, 1,¢).

(L) (@, 1,¢0)L,y(e, 1,¢) = L (e, 1,c)L,(a, 1,¢)

Demostracion. Consideremos el desarrollo de Fourier

n—1

L,(a,1,M,x) = L,(, 1,x) + Z aniLi(a, 1, x),
k=0

donde

_ W, Ly, 1, M, x) (@, 1, x))

an,k
(e, 1, 0l

Para obtener los coeficientes a, x, podemos usar la ortogonalidad de los poli-
nomios L,(a, 1, M, x) con respecto a u, esto es,

<ﬁ, Ln(aa I’M’ x)Lk(a’ 17x)> = 0’ O < k <n- 1
De (4.33)
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W, L(a, 1, M, x)Li(a, 1,x)y = {(u,L,(a,1,M,x)Li(a, 1, x))
-ML (a,1,M,c)Li(a, 1,¢) — ML,(a,1,M,c)L;(a,1,c)

y, por tanto,
ML (a,1,M,c)Li(a,1,c) + ML,(a,1,M,c)L;(a, 1 c)
e e LI
Entonces

n—1
) Li(a, 1,0)Li(a, 1, x)
Ly(a,1,M,x) = Ly(a,1,%)+ ML, 1, M, C)Z F]Ea +k+ 2§(k + D!

(a1, 0)Li(a, 1, x)
+k+2)k+ 1)

+ML,(a, 1 MC)ZF(

Por tanto
Ly(a, 1, M, x) = L(a, 1, )+ ML,(a, 1, M, )K,_1 (x, )+ ML,(, 1, M, )K" (x, ¢),
obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones lineales

(1= MK(c,)) Ly(a, 1, M, ¢) = MK,_i(c, c)L} (. 1, M, ) = Ly(a, 1,c),
~MK'"V(c, o)L (a, 1, M,c) +( - MKM(c, c)) L(a,1,M,¢) = L (a, 1,0).
(4.35)
Para obtener L,(a, 1,M,c)y L, (a, 1, M, c) necesitamos los valores de, K,(c, ¢),
K(O 1)(c )y K(1 1)(c ¢). Usando la férmula de Christoffel-Darboux, (1.9) y (1.10)
tenemos

L(a,1,0)L,_1(a,1,¢) - L _,(a,1,c)L,(a, 1 c)
I'la+n+ 1n!

K,-i(c,c) =

K(Ol)(c c) = K(lo)(c c)
L)(a,1,0)L,(a,1,¢) = L [(a,1,0)L,_(a, 1,0)
2l +n + Dn! ’
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1
6I'(a +n+ 1)n!
+3(L)(e, 1,00 _((a,1,¢) - L (e, 1,¢0)L)(, 1,¢))).

(1,1)
K. (c,c) =

(L) (@, 1,0)Lyi(a, 1,¢) = L) (a, 1,0)Ly(a, 1,0)

De (4.35) se tiene

A b ’M’
Ln(a/’ 1’ M’ C) = M,
D(a,n, M, c)
B b ’M’
LMo = Benho
D(a,n, M, c)

Entonces
L,(a,1,M,x) = R(x;a,n,M,c)L,(a,1,x) = S(x;a,n,M,c)L,_(a, 1, x),

]

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de casos particulares de (4.34)
teniendo en cuenta que los coeficientes que aparecen en (4.34) vienen dados en tér-
minos de Lﬁ,k)(a/, 1,c). Enel caso en el que ¢ = 0, tenemos que calcular, L,(a, 1,0),
L (a,1,0), L/ (a,1,0)y L) (a, 1,0). Usando la relacion de estructura (4.32) eval-
uadaen c =0, en los casos de n = 0y n = 1, obtenemos

Ly(a,1,0) =a, —3a; + 2,

donde a; = Li(a, 1,0), a = Ly(a, 1,0). Demostraremos por induccidn, que

o DA+ Dlay
L.(a,1,0) = : (4.36)
i (n+1-k)

donde a, = L,(a, 1,0), n € N. En efecto, de (4.32), se tiene

(n + 2)Ln(a" la 0) + Ln+l(al9 15 0) = an+1’
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por tanto, de (4.36) obtenemos

5 (=14 + Dla,
Ln+1(a, 1,0) Ayl — (n+ Z)Z ( ) (I’l + ) Ak
%=0

n+1-k)!

. " (=D + )l
= i) n+1-k)!

_ 5 (=DM (14 2)
= =) n+2-k)

S (DA + 2) i
(n+2-k)!

k=1

Si derivamos tres veces (4.34), evaluamos cada una de estas derivadas en ¢ =
0, obtenemos las siguientes expresiones

(n+3)Li(,1,0) + L, (2,1,0) = L (a,1,0),
(n+4L (@, 1,0)+ L. (@, 1,0) = L". (a,1,0),
(n+5)L"(@,1,0)+ L (2, 1,0) = L” (a1,0).

Aplicando el mismo método que usamos para probar (4.36) en cada una de las
anteriores expresiones se tiene

Proposicion 16 Para cadan € N,

S (=D'n+DIT(n+a+1-k)

O Sy i ST P (437

, S )T e+ )M - OT (a1 - k)

L 1.0) = ; (n+2-k)T(a+2) ’ (4.38)
-2

} L)+ D -k- )T+ a+1-k)

L@ 1,0) = kzz(; (n+3-kla+3) . (439)
n-3 n—1 _

L) = STEDT D kDt 120

(n+4— k)T +4)

T
=
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CAPITULO 5

Polinomios ortogonales tipo Laguerre
Sobolev

5.1. Introduccion

Los polinomios con los que trabajamos en este capitulo corresponden a un
modelo de polinomios de tipo Laguerre-Sobolev {Ljf } _, que son ortogonales re-
nz
specto al producto escalar

P q)s = fo p(x)gq(x)xe*dx + Np'(0)q'(0), N € R, p,q €P. (GRY)

Nuestro objetivo es encontrar una ecuacion diferencial lineal de segundo or-
den que satisfagan los polinomios L] para cada n € N, usando una férmula de
conexion entre estos polinomios y los polinomios ménicos de Laguerre L2+, L;’flz

y LZfzz. Una vez encontrada esta ecuacion diferencial, la usaremos para dar una

interpretacion electrostdtica de los ceros de Zg Por otra parte, hallamos una ex-
presion hipergeométrica de estos polinomios y realizamos un estudio numérico
del comportamiento de los ceros de Zjﬁ . Finalmente, analizamos el comportamien-
to asintético de los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev.
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5.2. Formula de conexion

Usando la misma notacién de los capitulos precedentes para los polinomios
ortogonales moénicos de Laguerre L] (x), definimos el siguiente producto escalar
de tipo Sobolev

(D @s = f pgx®e*dx + Np'(0)q’(0), N e R,. (5.2)
0

con p,qeP,a>—1.

Sea {Zg}n>0 la sucesién de polinomios ortogonales ménicos correspondientes
al producto escalar (5.2), que se denominardn de tipo Laguerre-Sobolev. Para en-
contrar la ecuacion diferencial de segundo orden que satisfacen dichos polinomios
ortogonales, los escribiremos como una combinacién lineal de polinomios ortogo-
nales ménicos de Laguerre. En efecto, teniendo en cuenta el desarrollo de Fourier:

n—1
Li(x) = Li(x) + ) an ,L5(0)
Jj=0

donde
" - (Lif(x),L;-’z(x)>a’ P
Jesl,
_ {Gw.L50), - N (L) O (L) ©
- 2
L[
N (L) O (L) ©
L 2
Entonces ,
n—1 a a
Lo(x) = Li(x) - N (L2) (0) M
= |l
Asi pues,
L) = Lix) - N (L2) (KD (x, 0). (5.3)
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Dado que K,_;(x,0) es un miltiplo del polinomio de Laguerre L**], podemos
encontrar una expresion similar para Kfﬁ’})(x, 0) en términos de polinomios de
Laguerre. En efecto, si denotamos mediante {p, g),,.,, €l producto escalar asociado
con el peso Laguerre x**?e~*dx y dado que,

L(l/ 2 n—
(lL:")I 00 = 1700+ 3 b
=0
donde
2l o) a
. < Yo Kt X ’O)’Lj+2(x)>a+z
nh ’Lq+2 2
J a+2
2
L(}’
— ,| n—l”a : - < (Ol)( 0) Lo_z+2(x)>a+2
() 07,

Usando el hecho que para 0 < j < n — 3 se tiene:

<K(0 1)(x 0) L(_x+2(x)> . f K(O 1)(x O)La+2(x)xa+2 Xdx
¢ 0

f KD, 007 LY 2(x)x"e "dx
0
= 0,

y deducimos que

Iz

"——1”01((0 P2, 0) = LT () + buoyaa Ly (%),

(L)) ©

0, equivalentemente,

n 1||

n 1||

K(Ol)( ,0) = L01+2( )+ (01)( ,0), La (x) ngz(x)
(L) 1 (Lo )(0)|L"+2||a+2< oo L3
es decir,

KOV (L)@ L (K0, L )>(,+2 2

( ) e 1P CH ( ) a+2 CH ( )
el T
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Por otra parte,

Ly (x) (L)' (0) L2 )>
2 > n 2
L(l

a+2

<L“(X) (L) (0)
(L

(KOP(x,00,L13(x) = <K,(10’1>(x,0)—

(KO(x, 0, Lo L,‘jf%(x)>

a+2

)

<Kr(lo,1)(x,0) sza+2( )> <La( ) 2La+2(x)>y

- (L)) (0)

con lo que se ha probado

Proposicion 17 Para cadan € N,

K®V(x,0) = @, L2 (x) + by L2 (%) (5.4)

donde )
(L))o  cay

n-1 = I [~ (=22
y ’

B (L“) 0) (=D'n = na

e L2 T -2)T@+2) ot
a+2

Ahora, usando (1.24) y (5.4)

L) = Li) = N(L) (0)(an1 L) + byt LI3()
= L3 +nLE 0 = N (L2) (0) (au1 LE30) + byt L3 ()
= L(x) +nL** 7 (x) +n (L“*%(x) +(n— 1)L“+2(x))
=N (L2) (0) (a1 LI (0) + by LI ()
= L3P0 +[2n - N (L) ©an | L)
+[nn = 1) = N (L2) Oyt | L2300,

—~ ’
Queremos encontrar una expresion explicita de (L;f) (0). Para ello, derivamos
en (5.3) y evaluamos en cero la correspondiente expresion
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(L2) (©) = L (0) = N (L) (0K "} (0,0).

n

Asi pues, centraremos nuestra atencion en el cdlculo de Kr(ll_’i)(O, 0). De (5.4)
deducimos que

K"P(x,0) = (n = Dy L75(x) + (n = 2)b,_ 1 L5 (%),
Por otra parte, de (1.23) y (1.25)

KD0,0) = (n— 1a, 1 L23(0) + (n — 2)b, 1 L73(0)
-2 -1) (1" 2T(n+a+?2) N

n—-2)T(a +2) I'a+4)
(-D)'n(n—-2) (-1YTn+a+1)

(n—-2)T(a +2) (e +4)

B mn-DI'n+a+2) nfn+a+1)

T m-)WM@+2l(@+4) (n-3)(a+2)(a+4)
B I'n+a+1) m-Dm+a+1)

T (n=-3)(a+2)0(a+4) (n—2) B

I'n+a+D)(ma+2)—(a+1))
n=-2)T(a+2)[(ax+4)

9

es decir,
In+a+1 +2)—(a+1
K:ll_’})((), 0) = (n+a ) (n(@ ) — (@ ))‘ (5.5)
n=-2D)T(a+2)'(a+4)
Por tanto,
N nL(H_l O
@ o - S
1+NK, (0,0
B e
- T(n+a+1D)((a+2)—(a+1))
1+N (;—;)!r(m;)r(m:)
n(=1)""T(a@+4In+a+ n-2)! -
= , =2 4.
m-2D)T(a+2Dl'(a+d)+NlT(n+a+1)(nla+2)—(a+1))
Entonces

2n = N (L) (0)a,-1

89



90 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

(-1)"
TEOT T

(=1 'T(@ + HT(7 + a + D(n - 2)!
(n-2)T(@+2)T@+4) + N[(n+a+1)(n@+2)—(@+ 1))

2n(n — 2)!T(a + 2)I'(a + 4) N
nm-2)T(a+2I'(a+4)+NIT(n+a+1)(n(a+2)—(a+1))
NIn+a+ 1D 2n(n(a+2)—(a+ 1)) +n(a + 3)(a+ 2)]

(n-2)T(@+2)T@+4) + N[(n+a+1)(n@+2)—(@+ 1))
2n(n - 2)!T(a + 2)L(e +4) + NC(n + @ + 1) (2n%a + 4n® + na® + 4n + 3na)

m-2DT(a+2I'(a+4)+NIT(n+a+1)(nla+2)—(a+1))

= 2n

n(n—1) = N (L) (0)b,.,

(=1)"n
-2 +2)
n(=1""Ta@+dHn+a+ 1)(n-2)!
n=-2DT(a+Dl(a+d)+Nln+a+1)(nla+2)—(a+1))
n'l'(la + 2)'(a + 4) N
nm-2)Ta+22I'(a+4)+NIT(n+a+1)(n(a+2)—(a+1))
nNI'(n+a+1D[n-1D)(ma+2)—(a+1))+n(a+3)(a+2)]
n=-2DT(a+DI'(a+4)+NIn+a+1)(nla+2)—(a+1))
nlMa+2)I(a+4)+nNIT(n+a+1) (nza +2n° + na? + 3na+3n+ a + 1)
mn-2DT(a+DI'(a+4)+NIT(n+a+1)(nla+2)—(a+1))

Por tanto, hemos probado el siguiente teorema

= nn—-1)-N

Teorema 21 Sean L (x) los polinomios ortogonales monicos de Laguerre y fo (x)
los polinomios ortogonales monicos de tipo Laguerre-Sobolev. Entonces

L2(x) = LY™(x) + A, L2 (x) + B,LE3(x) (5.6)
donde
| 2n(n - 2)\T(a + )L (e +4) + N[(n + @ + 1) (2n%a + 4n® + na® + 4n + 3na)
"t mn-2DT(a+DI'(a+4)+NIT(n+a+1)(nla+2)—(a+1)) ’
. n\[(a + 2)T(a +4) + nNT(n + & + 1) (n*a + 2n® + na® + 3na + 3n + a + 1)

=2 (@+2)(e+4)+NlT(n+a+1)(n(@+2)—(a+1))
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5.3. ECUACION DIFERENCIAL HOLONOMICA 91

5.3. Ecuacion diferencial holonomica

Para encontrar la ecuacion diferencial lineal de segundo orden que satisfacen
los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev, usaremos la ecuacion (1.21).
Por tanto,

(L) + (@ +3 -0 (L2 @)
(L) + (@ +3 - 0 (L)
x (L) + @3 -0 (L)

—nL*(x)

—(n = DLy (%)

n

—(n — 2)L™*3(x)

y, en consecuencia,

x(L2) 4 (@+3-0) (L2W) = ~nLe? ()~ Ay(n— DLEAx) - B,(n— DLE3().

(5.7)
N Nuest~ro f)bjetivo es expresar L2**(x), L**3(x) y L**7(x) como combinacién de
Li(x)y (Lj,f) (x) con funciones racionales como coeficientes. Por tanto, derivando
en (5.6) y multiplicando por x ambos miembros de la expresién resultante, de

(1.20) se sigue

(L) = nLIP) +n(n+ e + L) +

n—1

+A, ((n = DLEFE) + (n = Dn+ e + DL () +

B, ((n - 2LIZ(x) + (n = 2)(n + @) L33 (x))
= nl™*(x)+ (m(n+a+2)+A,(n— 1) - B,) L™} (x) +

+A,mn-1Dn+a+1)+B,(n-2)+B,x—2n+a-1)B,) LZf%(x).

Si denotamos

H,
Ci(x;n)

nn+a+2)+A,(n-1)-B,
Bx+mn+a+1)A,(n-1)-B,)

entonces
x(L3(x)) = nLy™(x) + H,LY(x) + Cy (s m) L3 (x).

Dado que de (1.19)
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92 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

x-QCn+a+ 1))L;ff12(x) - L2 (x)

a+2 _
L = n-Dn+a+l) ’ (5:5)
podemos escribir
Ta ! G (X; I’l) a+2
*(Li) l”_ n—Dntarn|l O
Cix;nx—Cn+a+1)| ..
[H" - m-Dn+a+1) L
Si definimos
K, = 1 B,
T m-Dnta+ 1)
) B x—-QCn+a+1)B,
silen = At v D)
N Ci(x;n)
hn) = Nt a s 1)
) B Cilx;n)(x—Q2n+a+1))
B = e it a )
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales
Ly(x) = KLy (0) + g1 (s m LT ()
x(L2() = AilamLI?(x) + flx m)LE(x).
Por tanto,
gy o P mLE(x) - xg1(x; n) (Lo () 50
n K, fo(x;n) = fi(x;n)gi(x; n) '
. Kx(L2) = At mLi(x)
L2 (x) (5.10)

K, fo(x;n) = fi(x;n)gi(x;n)”
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De (5.7) y usando (5.8) tenemos

X (ZZ(X))” +(@+3-x) (Zg(x))/
= ALEP(0) = Aun = DLEA() -
x-Q2n+a+ 1))L;ff12(x) — L2 (x)
mn-1)n+a+1) ]

B, (n — 2)[
_ P+( B,(n—2)

a+2 _
n—Dntasn| @

(n-2)B,(x—2n+a+1))
n—-Dm+a+1)

[(ﬂ — DA, + Lyt (x),

y, de (5.10),

x(Le) " + (@ +3 - (L)

) (_n . B(n-2) ) e mL2(x) — xgi () (LE())
m=Dn+a+1)] K,fr(x;n)— fi(x;n)g(x;n)
B,(n—2)(x - 2n+a+ 1)) Knx (L) = fiimL3(x)
n-Dn+a+l) ) K, fo(x;n) = fi(x;n)gi(x;n)

—(An01—1)+

Entonces

X (Zg(x))” +

B,(n-2) xgi(x,n)
(@+3-0+ (_” R T 1)) Ko fo(x. 1) — fi(x, g1 (x,)
B,(n-2)(x-2n+a+1)) K, x
(A"(n_ D+ m-Dn+a+1) )anz(x,n) —fl(x,n)g1(x,n)] %
(~a(x))/ B [(—n + Bn(n - 2) ) fZ(-x5 7’1)
" (n-Dm+a+1)) K, fo(x,n) — fi(x,n)gi(x,n)
mm—mu—@ﬁﬂ+n» filx, m)L2(x) l
A,(n—1)+
m-Dn+a+1) K, f2(x,n) = fi(x,n)gi1(x,n)
L2(x)
=0

Por tanto, hemos probado:
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94 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

Teorema 22 Sea {L?} .,

Laguerre y {L,‘;} -0 la sucesion de los polinomios ortogonales asociados con el
nz

la sucesion de los polinomios ortogonales monicos de

producto escalar de tipo Sobolev {p, q)s = fooo pgx®e*dx + Np'(0)q’(0), donde p
y q son polinomios reales. Entonces

AGen) (L) + Blxn) (L) = CoamLi(x) = 0, (5.11)
donde

A(x;n)

x (K, fo(x;n) = fi(x;n)gi(x;n)),

B(x;n) = (a+3-x)(K,fa(x;n) — filx;n)g1(x;n)) +
B,(n-2)
e T Dt ar D) ST
B,(n-2)(x-2n+a+1))
A e v ar D) )K”x’
R B,(n—2) _
C(x;n) = n+ (n—l)(n+a/+1))f2(x’n)+
B(n-2)(x-—Q2n+a+1)) )
A= D e ar 1) )fl(x’”)'

5.4. Comportamiento de los ceros

Para realizar un estudio del comportamiento de los ceros de los polinomios
ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev, usaremos las siguientes dos proposiciones.
La demostracion de la primera aparece en [6], mientras que para la demostracion
de la segunda hemos usado un método similar al utilizado en la Proposicion (3,2)
del mismo articulo.

Proposicion 18 Sin > 3, el polinomio ij tiene al menos n—2 ceros diferentes de
multiplicidad impar en (0, o).

Proposicion 19 Los ceros de LY son reales, simples y al menos n — 1 de ellos se
encuentran en el intervalo (0, 00).

Demostracion. Supongamos que &,1, &2, - - . , &, son los ceros de LY (x) que estdn
en (0, o). De la anterior proposicién tenemos que k > n — 2.
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5.4. COMPORTAMIENTO DE LOS CEROS 95

Sea ¢(x) = (x = &,1) (x = &,2) -+ (x = &) Por tanto, los polinomios ¢(x)z;f (x)
y x¢(x)L (x) son positivos en (0, o0). Si suponemos que k = n — 2, tenemos

x(x), L(x)
{ )s

f ) xp(xX)LE(x)x"e"dx + Ng(0) (Zg)' 0)=0
0

(p(x), L3(),

j; $OLI(0)x"e " dx + N () (0) (L2) (0) = 0
dado que
f ) xp(xX)LE(x)x"e *dx > 0, f ) (X)L (xX)x%e ™ dx > 0,
0 0

y (Z;f)/ (0) > 0 (Ver demostracién del Teorema 21), entonces ¢(0) < 0y ¢'(0) <0
lo cual es contradictorio. m

Presentamos ahora un teorema cuya demostracion la realizamos en el capitulo
6 para el caso de los polinomios de tipo Laguerre-Sobolev generalizados. Esta
demostracidn estd basada en el trabajo de H. G. Meijer [87].

Teorema 23 Sean &, < & <,...,< &, los ceros del polinomio monico de tipo
Laguerre-Sobolev L (x) y sean x; < X <,...,< X, los ceros del polinomio moni-
co de Laguerre L (x). Entonces &, < x1y x; < &y1 < X parai=1,2,...,n—1.

Vamos a usar (5.6) para mostrar algunos ejemplos del comportamiento de los
ceros de los polinomios ortogonales tipo Laguerre-Sobolev . En primera instancia
analizamos los polinomios L3(x) y L;(x). Dado que

240 N-24
N+24 T N+24
entonces para N > 24, Zg(x) tiene un cero negativo; para N = 24, ZS(O) = 0y para
N < 24, L;(x) no tiene ceros negativos. Adicionalmente, los ceros son:

(60 + V5N2 + 720) .

Zg(x) =x -

N + 24
De manera similar

10080 30240 - 42N
N+720" T T NT720

Z;(x) = x> -
por lo que los ceros de L3(x) son
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96 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

5040 + V42 VN2 + 86 400
N + 720 ’

es decir, Zg(x) tiene un cero negativo siempre que N > 720.

Usando la férmula (5.6) realizamos algunos ejemplos para determinar el com-
portamiento de los ceros de los polinomios Zﬁ (x) al mantener fijos n y «, lo que
nos permitid establecer la siguiente conjetura.

Conjetura 24 Fijados n, @, entonces los ceros de LY(x), X,x(N), son funciones
mondotonas crecientes de N.

Existe otro hecho que podemos conjeturar de los cédlculos realizados. Aparente-
mente, sin = 2, existe [ tal que los ceros de L5 (x) tiendenaly —/ cuando N — oo.
De hecho, usando Maple deducimos que:

Li(x) =

Ja—8x —2xa + x> +a* + 12
(2r (@+2)T(a+4)+T(a+3) (30N+ 22Na + 4Na2))

T(a@+2)T(a+4)+T(a+3)3N + Na)
(x—a—3)(4r(a+2)r(a+4)+r(a+3)(24N+ 14Na+2Na2))
T(a@+2)T(a+4)+T(a+3)3N + Na)

+

+

2 -3a-a*-2 (5.12)

(x— V@ +2)(a+ 1)) (x+ V@ +2)(a+ 1)). (5.13)

am L300

Por tanto,

[=(@+2)(a+1).

Si calculamos el limite cuando N — oo, para n = 3,

am L300
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60x — 47a + 27xa — 152 + x> — 120% — & + 3xa? - 3x%a +

: (84x —255a + 57xa — 84a% — 9a° + 9xa? — 252) +

20 +

(660a —384x — 312xa + 48x% + 273a* + 48a° + 3a*
2+ 5

—78xa% + 27x%a — 6xa° + 3x%a* + 576) — 60,

pero, no es facil encontrar una expresion que nos muestre los ceros de este poli-
nomio en funcién de @. Sin embargo, el andlisis numérico nos permitié ver que el
comportamiento de los ceros de los polinomios Zg(x) es acorde con la Conjetura
24.

Nuestro siguiente objetivo es fijar n y @ para determinar los valores de N tales
que el polinomio Zg(x) tiene un cero negativo. Por tanto, sean Il y N, definidos
como

M={N: Zﬁ(x) tiene una raiz negativa} y Ny = inf I1.

Paran = 2, n = 3, y n = 4, encontramos los valores aproximados de N tales
que Zj,f(x) tiene un cero negativo. Algunos ejemplos numéricos se presentan en las
tablas 5.1, 5.2y 5.3.

Es importante hacer notar que en las tablas 5.1, 5.2 y 5.3 pudimos, en algunos
casos, encontrar el valor exacto de Ny. En estos casos, el polinomio de la tercera
columna se anula en x = 0, y para N > N, L] (x) tiene un cero negativo.

Una aproximacion numérica interesante es hacer otra eleccion de los pardme-
tros fijos. Por ejemplo, si fijamos N nos gustaria encontrar los valores n para los
cuales Zg(x) tiene un cero negativo. Si denotamos mediante rn, el menor de los n
que satisface esta condicion y efectuamos los calculos para algunos valores de N,
entonces obtenemos algunos resultados que presentamos en las tablas 5.4 y 5.5.

Por tanto, de las tablas 5.4 y 5.5, podemos plantear la siguiente conjetura

Conjetura 25 Si fijamos N, los valores de n crecen cuando « crece, y si fijamos
a los valores de ny decrecen cuando N crece.
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11 L5 (x) para Ny
a=-0,99 N 20,9944 x> —1.0100x —3.7657 x 1077
a=-1/2 N 20,8863 x> —1.4999x —3.0920 x 107
a=-0,1 N 2096178 | x>=1.9000x—1.2595x 107>
a=0,1 N 2 1,0465 x2—=2.1x-1.5621x 107
a=1/2 N2 1.3295 | x*-2.4998x-2.2511x107*
a=1 N>2 x* - 3x
a=3 N> 24 x> —5x
a=>5 N > 720 x> —Tx
a=10 | N>39916800 x> —12x
Tabla 5.1: Comportamiento de N
11 L5 (x) para Ny
a=-099| Nz03304 | 1.8154%x107°+3.0398x—5.0199x* + x°
a=-1/2 | Nz0,2533 | 3.1892x 10™* +5.2490x — 5.999 7x* + x°
a=-0,1 N 202467 | 8.4155%x107* +7.4085x —6.799 7x* + x°
a=0,1 N 202552 | 7.3646 % 10™* +8.6089x — 7.199 8x* + x°
a=1/2 N 202955 | +1.7329x 107 + 11.248x — 7.999 7x* + x°
a = N>04 15x — 9x% + x°
a=3 N 2 3,4286 3.8889 x 107* + 35x — 13x% + x°
a=>5 N > 80 63x — 17x* + x°
a=10 | N> 2851200 168x — 27x% + x°
Tabla 5.2: Comportamiento de N
N > N L (x) para Ny
a=-099 | Nz0,1648 | —=7.6737 x 107% + 28.189x> — 12.189x — 11. 03x> + x*
a=-1/2 | N20,1126 | —1.6592x 10~ + 38.246x> — 23.618x — 12.5x> + x*
a=-0,1 | Nz0,1007 —-3.5894 x 107 + 47.526x* — 36.3x — 13.7x° + x*
a=0,1 N 20,1001 —6.8832 x 10™* +52.529x% —43.91x — 14.3x° + x*
a=1/2 | Nz0,1075 —-0,01696 + 63.241x% — 61.848x — 15.499x> + x*
a=1 N 20,1334 | =2.2493 x 1072 + 77.992x> — 89.972x — 16.999x> + x*
a=3 N 20,8572 —1.8666 % 1072 + 152x? — 279.99x — 23x° + x*
a=5 N > 16 —630x + 250x* — 29x° + x*
a=10 | N> 380160 —2520x + 600x> — 44x> + x*

Tabla 5.3: Comportamiento de N
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99

N =0,1 n>ny N =05 n > ng N = n > ngy
a=-099 | n>5 a=-099 | n>3 a=-099 | n>2
a=-0,1 n>>5 a=-0,1 n>3 a=-0,1 n>?2
a=0,1 n>>5 a=0,1 n>3 a=0,1 n>3
a=1/2 n>5 a=1/2 n>5 a=1/2 n>3
o= n>>5 a=1 n>>5 a=1 n>3
a=3 nx7 a=3 n>7 a=3 n>4
a=5 n>10 a=5 n>10 a=>5 n>7
a=10 n>22 a=10 n>22 a=38 n>10

Tabla5.4: N =0,1,N =0,5, N=1

N=5 no N =10 no

a=-099 | n>2 a=-099 | n>2
a=-0,1 n>?2 a=-0,1 n>?2
a=0,1 n>?2 a=0,1 n>?2
a=1/2 n>2 a=1/2 n>?2
a= n>2 a=1 n>?2
a=3 n>3 a=3 n>3
a=5 n>5 a=5 n>5
a=38 n>10 a=10 n>14

Tabla5.5: N=5,N =10

99



100 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

5.5. Modelo Electrostatico

Usando la férmula de conexidn (5.6), realizaremos un analisis de un modelo
electrostatico que responde a la distribucion de los ceros de los polinomios ortog-
onales tipo Laguerre-Sobolev que estudiamos en este capitulo. Supongamos que

{xﬁf\,’()} son los ceros de L"(x) y evaluemos (5.11) en estos ceros. Por tanto
k>1

AN (LGE)) "+ By (L)) =

esto es,
B(x(N) n) (La(x(N)))

A(Xffl), ) (L"(x(N))) (5.14)

Pero, usando la expresion explicita de A(x(N ). n)y B(x(N ). n) se tiene

B(X(N) n) _a+3 _ (_” T Ii’;EZ:i{rl))gl(x;{\l,c); n)
ARy Ka o) = AG: mg (Y in)
By(n—2)(x) = 2n +a+ 1))
) Adn = 1)+ n—Dn+a+l) "

N N N
K (N n) — A mg () m)

Para poder encontrar el modelo electrostético, necesitaremos alguna informa-
cion respecto de los ceros de K, f>(x, n) — fi(x, n)gi(x, n).
Asi pues, teniendo en cuenta que

K, fr(x;n) — fi(x;n)g(x;n) =

K,[Bpx+(n+a+1)A,n-1)-B)l(x—2n+a+1))
n—-Dn+a+1) -
_an+(n+a/+1)(An(n—1)—Bn))(A (x—Q2n+a+1)B,
m-Dn+a+1) 8 m-Dn+a+1)
R(n,@)x* + S(n,)x + T(n, @)

K.H, +
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donde
Rn,) = K.B, + B,
’ m-Dn+a+1) -1 n+a+1)?
Sa) = Kwn+a+1)A,n-1)-B,) - B,K,2n+a+1) B nB, + A,B, N
’ m-Dn+a+1) m-Dn+a+1)
B,n+a+1)(A,(n-1)-B,) - B*2n+a+1)
n-1D*n+a+1)?
Ta) = K,H, - A,n-1)-B,)2n+a+ 1K, A+ nB,2n+a+1) N
(n-1) m-Dn+a+1)
A,(A,(n-1)-B,) QCn+a+1)A,(n-1)-B,) B,
(n—1) - (n—12n+a+1) '

Ademads, si x(la’") y x(za’”) son los ceros de K, f>(x, n) — fi(x,n)g(x, n), entonces

1 (_ N B,(n-2) )gl(xg,\,?;n)

Biim _ a+3  Rma)\ " (n-Dnta+) .\
(N). - (N) - a,n an
A(xn,k 7)) Xk (x%) - )c(1 )) (xﬁ) - x(2 ))
An—1)+ B,(n-2)(x-2n+a+1)) %
+R(n,a/) " n-Dn+a+1) "

(N) (a,n) (N) (a,n)
('xn,k - )(xn,k -X )

Pero

1 (_+ B,(n—2)

R(n, @) (n-Dn+a+t 1))g1(x;”):

n—1D*n+a+1)>? (_ N B,(n-2) )(A N x-Q2n+a+1))B,
K,B,(n—1)(n+a+1)+ B2 mn—-Dmn+a+1) " mn-1n+a+1)
B:n-2)-n(n—-1)(n+a+1)B,
( K,B,(n—1)(n+a+1)+ B2 )
B(n-2)-nn—-1)n+a+1)
( K,B,(n—1)(n+a+ 1)+ B2

)(An(n -Dn+a+1)-2n+a+1)B,).

Por otra parte

B,(n-2)(x-—Q2n+a+1)) K =
n-Dm+a+1) "

1
R—(n, o (An(n -1+
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(n—1*(n+a+ 1)K, An—1)+ B,n—-2)(x-2n+a+1))
K,B,n—D(n+a+1)+B2\" m-Dn+a+1)

(=D -2)(n+a+ 1)K, n—-1°n+a+ 1)K,A,

T K-DntatD+B  KB-Dnta+ DB
m-1)n-2)(n+a+1)2n+a+ DK,

Kmn-1)(n+a+1)+B,

Si denotamos

1 (—n N B,(n-2)

R(n,a) n—Dn+a+ 1))g1(x, n) = k(n, @)x + A(n, @)

y
B,(n—-2)(x—Q2n+a+1)) B
Ron.a) (An(n -+ - DutatD )Kn =v(n,a)x + &, a)
donde
3 Bﬁ(n—Z) —nn—-1n+a+1)B,
) = - nrat )+ B
1 _ [(Bi(n=2)—n(n—1)(n+a+1)
(@) =\ B -Dnrat )+ B
A,n—-Dn+a+1)—-2n+a+1)B,),
_ (n=Dn-2)n+a+ 1)K,
) e Dn+at )1 B,
n—-1D’n+a+ 1)’K,A,
En,a) =

K.B,(n— D(n+a+1)+ B
(n-1Dn-2)n+a+ )2n+a+ DK,
- K,n—D)(n+a+1)+B, ’
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entonces
(N). (N) (N)
Bl im a+3 . k(n, a)x, ;. + An, @) .\ v(n, )x, ; + &0, )
(N). N (N) (N) (@) ( (N) () ) (@m\ { (N) ()
A(x, 3n) Xnk (xn,k - X )(xn,k — X ) (xn,k - )(xn,k —X )
k(n, a)x(la’") +An, @)  «(n, a)x(za’") + A(n, @)
~ o+ 3 . x(loz,n) _ x(za,n) N x;oz,n) _ x(l(t,n) N
N ™) _(am) ™) _ (@n)
xn,k (xn,k - xl ) ('x’l,k N XZ )
v(n, )X + &, @) v(n, @)X, + En, @)
X(lar,n) _ xéoz,n) N xéoz,n) _ x(loz,n)
(N) (@,n) (N) (a,n)
(xn,k - X ) (xn,k X )
k(n, a)x(la’") + A(n, @) + v(n, a/)x(la’") + &(n, @)
~ a+3 . x(la,n) _ x(za,n)
- W W) _ (e
Xk Xuk — X1
k(n, a)xg”") + A(n, @) + v(n, a)x(zo"") + &(n, @)
x(ZOz,n) _ x(la,n)
+ x(N) _ x(w.n)
n,k 2
Teniendo en cuenta que
N ().
(L) BG:Y:n)
T4 N\ Z W) _ (N) T 4 (N),
(L)) ™ N A )
Jj#k
y usando la dltima expresion, obtenemos
k(n, a/)x(la’”) + A(n, @) + v(n, a)x(l"’") + &(n, @))
n _ (M) (a,n) (a,n)
0 - Z 1 _a/+3 Xnk X =Xy
- ) _ L (N) (N) (N) (a.n)
=1 Xnj ~ Yok 2%, 2(xn,k - X )
Jj#k
k(n, a/)x(z"’") + A(n, @) + v(n, a/)x(z"’") +&(n, @)
(a,n) (a,n)
X X
(N) (a.,n)
2 (xn’k - X, )
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104 CAPITULO 5. POLINOMIOS ORTOGONALES TIPO LAGUERRE SOBOLEV

Si denotamos

k(n, a/)x(la’") + A(n, @) + v(n, oz)x(la’") + &(n, a))
C, = (@n) ()
X X
k(n, a/)x(;"") + A(n, @) + v(n, a)xg”") + &(n, @)
D, = (@n) _ (an)
X X
entonces
n (N)
1 a+3-x C D
Z (N) (N) - (N) - + (N) - (a,n) + (N) - (a,n) =0. (515)
j=1 'xn,j - xn,k 2xn,k 2('xn,k - 'xl ’ ) 2 ('xn,k - x2 ’ )
itk

Por lo tanto, podemos realizar la siguiente interpretacion electrostética acerca
de la distribucién de los ceros de L. Si consideramos n cargas localizadas en la
recta real, sometidas a una interaccién logaritmica y con un campo externo

D, (
+ =L 1n |x - x@
2 | 2

b

1 a+3 —x C" (a,n)
go(x):—iln(xJ'e )+71n|x—x1
(5.15) significa que el gradiente de la energia total

n

EX) = - Z ln|xk —xj| + ZSD(XJ')

1<k<j<n =1
M) (M M
con X = (x1,x5,...,X,) se anula en (xi’l) , xﬁ;,z)’ cee xﬁ,,n)). En otras palabras es un

punto critico . En [50], [54], y [74] se lleva a cabo un estudio mds general de la
interpretacion electrostatica de polinomios ortogonales estdndar.

Los ceros de R(n,a)x* + S(n,a)x + T(n,a), que hemos denotado mediante
x(la’”) y x(za’"), juegan un papel muy importante en la interpretacion electrostética,
por lo que, usando Maple, calculamos el siguiente limite que nos ilustra su com-

portamiento cuando N tiende a infinito.
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Al]im R(n,)x* + S(n,@)x + T(n, @)

— 1 2 1 2 1 2 2
= m(—180—42)—4af _Dda + 3(6oa+8a +1oo)+ 3(10x +4x a)

a+ a+
1 2 1 2 3
+a+3(—156x—98xa—14xa)+a+3(—114a—50a ~ 62’ = 70)
1
+ (160a + 68a” + 8a® + 100) — 32
a+3
~ 1 (49 7, 1

X — —a+ —a* — = V7836a + 3657a2 + 74603 + 57a* + 6164 + 39|| x
2a+5\2 2 2

2

1 4 7 1
X — —901 + —a? + = V7836a + 365702 + 74603 + 57a* + 6164 + 39
20+5\ 2 2

5.6. Representacion Hipergeométrica

En esta seccion presentamos una expresion de los polinomios ortogonales de

tipo Laguerre-Sobolev como una funcién hipergeométrica multiplicada por un
factor constante.

La sustitucién de (1.22) en (5.6) conduce a
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= B n o (—n) x_k
Li(x) = (-1)"(a+3), 2. @tk
gyt o (Dot
+A,(=1)" (a + 3), 24 @+ 3y K
12 o (Cn 2
+B,(~1)"2(a +3),, ; RN
_ i =D"(a + 3),(=n) o
LT (@+3)
|- A, (—n + k) B,(—n+k)Y(-n+k+1)
N T et ()  mtatdm+at Dn)(—n+D
_ v N (—n)i
= (=D%a+3), 21+
|- A, (—n+ k) B,(—n+k)(-n+k+1)
T mtat) ()  mta+tdmta+t Dem—n+D|

Sea m,(k) el polinomio de grado 2 en k dado por

A (—n + k) B,(—n+k)(-n+k+1)
7T2(k) = — +
nm+a+2)(-n) Mm+a+2)n+a+ 1)(=n)(-n+1)
= D,k + co)k+cy)
donde
— Bn
" mt+a+2m+a+ D(=n)(-n+1)
entonces

o (—ne(1 + co(1 + Cl)kx_k
(conlel@ +3) k!

LY(x) = (=1)"(a+3),Dycoc
k=0

Por tanto tenemos

Teorema 26 Para cada n € N,

Z;f(x) =(-1D)"a+3),D,coc1 3F3(—n,1 +co,1 +cy;¢c0,c1,a+3;x).  (5.16)
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5.7. Comportamiento asintoético

En primer lugar, estudiaremos el comportamiento asintético de las constantes
A,y B, de la ecuacién (5.6). Realizando algunos célculos tediosos, se tiene

A 2(n—2)'T(a + )T (@ + 4) + N[(n + a + 1)(2n(a +2)+a’+4+ 3a)

n m-2D)T(a+2I(a+d)+NlT(n+a+1)(nla+2)—(a+1))
a+3 (@+3)a+DNI'n+a+1)—(a+3)n-2)T(a+2)I'(a+4)

= T Nt ar D@+ 2) —(@+ D)+ (1= @+ 2T @+ 3
Asi pues,
%:2+“Z3+(“(21)(2‘;’;3)+0(%). (5.17)
Si hacemos un andlisis similar para B, tenemos
B,
nn—1)

(n=2)'T(@ +2)T(a +4) + LT+ a + 1) (nPa + 2n% + n(o? + 3a + 3) + (@ + 1))

m-2DTa+2I'(a+4)+NT(n+a+1)(nla+2)—(a+1))
(n—D'T(a@+2)[(@+4)+ N[(n+a+ 1)(n2a +2n% + n(a2 +3a + 3) +(a+ 1))

m-DT @+l (a+dH+NT(n+a+1D)(nla+2)—(a+1)(n-1)
a+3 +(a/+3)(26y+3)+0(1)
n (v +2)n? '

1+

n3

Por lo tanto,

B, a+3 (@+3)Ra+3) 1
=1+ +0|—=|. 5.18
nn-1) n (@ +2)n? (nz) (5.18)
Usando (5.17) y (5.18) podemos concluir
Proposicion 20
A,
lim — =2y lim =1, (5.19)

n—oo N n—o0 n(n — 1)
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En [18], los autores analizan el comportamiento asintético de los polinomios
ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev con coeficiente principal - > que deno-
taron por LE,“ MN )(x) . Nosotros realizaremos un estudio alternativo de estos resul-
tados para Z“(x) cuando M = 0. Si denotamos Z"(x) los polinomios ortogonales

o ¢4

de Laguerre con coeficiente principal — e y L, (x) los polinomios ortogonales de
tipo Laguerre-Sobolev con el mismo coeﬁcwnte principal y teniendo en cuenta
(5.6), deducimos

L,

(x) = L2(x) - Lf”f( ) + L**2(x), (5.20)

B,
n(n—1)
Usando (5.17) y (5.18) obtenemos

a+3

=~

(x) = L2(x)- (2 )L‘”f(x) + (1 + “T”)'Ef;jg(x)
—L‘”z(x)O( ) + L‘”zz(x)O( : )
= L - —L‘”%( )+ —L‘”Z(x)
~L(x >0( ) + L3 (00 (;) .
Dividiendo en ambos miembros de la anterior expresion por z,f(x)

Lo
Lo(x)

Zz(x) a+3 La+2(x) a+3 La+2(x) La+2(x) ( ) La+2(x) ( )
= =1- n2 + "2

B L2 (x) B n La(x) n L;f(x) Lw(x) L(t(x)
(5.21)

Pero, usando (1.31) tenemos

_LY(x)

=1
nl—>nolo Lg(x)

de donde se deduce la férmula asintética relativa exterior

108



5.7. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO

109
Proposicion 21 _
L (x) (5.22)
m = .
oo L2(X)

uniformemente en subconjuntos compactos de C\[0, co)

Es bien conocido que (ver [18]

y [95])
Lnﬁa_(g) _ oty (2 \/ﬁ) 10 (n—3/4) (5.23)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, c0). Vamos a usar esta ex-
presion para deducir nuestro siguiente resultado

Si usamos (5.17) y (5.18) en (5.20) se tiene

+3 -
L0 - T T - 0 (@ DE) - o+ W)

—L"(x )0( )+L§f+22( )0( )

Dividiendo en ambos miembros de dicha expresién por n%/?

Zn(X) _ ZZ(X) a/+3L“+1(x) (@ +3) | a+2() ) a/+2()
nel2 a2 T pl2 D2 T (g 4 2)n (@+1) @ - Qa+3) T

La+2 (x) La+2 (x)
(@) + (@) ,
T )2 nz (@22 nz
y, usando (5.23), deducimos la asintética fuerte exterior

Proposicion 22 Paran € N,

l;l”T(/Z) = ex/zx_“/z( (2\/}5) \/_ Jo+1 (ZM)

_(;a++23))n (@ + Dz (21 = D) = Q@+ 3)2 (21 = z)x)])

+0 ()

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, co)

(5.24)
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Para poder encontrar una férmula asintética relativa con reescalamiento, us-

~l

aremos (5.20) y evaluamos L, (nx) de modo que

= B,
L, (nx) = L‘”z(nx) L(”lz(nx) + (—I)L”+22(nx)
Abhora bien, usando (5.17) y (5.18)
= -, (@ +3)—, (+3)—,
L,(nx) = L*(nx)— ———=L""}(nx) + L**2(nx) +

L‘”lz(nx)O( ) L;ffzz(nx)()(;),

de manera que

:L::(I’lx) . (a, + 3) L‘HZ(I’ZX) (a/ + 3) L"*z(nx)
L2(nx) no Lex)y  n L)
Ta+2 Ta+2
Lriow) 0(—2) , Lo O( 2)_ (5.25)
L;l’(nx) n Lg(nx) n

Queremos encontrar el limite del primer miembro en la dltima identidad cuan-
do n — oo . Usando la asintética relativa reescalada ([18] y [95])

fim 0 _ 1 (5.26)
oo Tegy)  9(x=2)/2) ‘

que se verifica uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 4], donde
¢ es la funcién que aplica C\[-1, 1] en el exterior del circulo unidad que viene
dada por

o(x) =x+ Vx2 -1,

R. Alvarez-Nodarse y J. J. Moreno-Balcizar determinaron en [18], que

tim Linx)  (p((x=2)/2)+1)
n—eo L‘”z(nx) p(x-2)/2

(5.27)
Por lo tanto, usando (5.26) y (5.27) podemos concluir
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) La+2(nx) ) La+2(nx) La+2(nx)
lim ——— = lim =<
n—co L“(nx) n—eo LZjlz(nx) Lg (nx)
(_ 1 )(_ p((x-2)/2)
e((x=D/D))\ (e((x=2)/2)+ 1)?
1

(p((x=2)/2)+ 1)
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0,4]. Asi pues, de (5.25)

obtenemos la asintética relativa para los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-
Sobolev escalados.

Proposicion 23
L (nx) L2 (nx)
Iim — =

s

(5.28)
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 4].

Otro resultado importante se obtiene a partir de la férmula Mehler-Heine
(1.30). Por tanto, si sustituimos (5.17) y (5.18) en (5.20)

=~

(0 = B0 - CE2 (T - Te) +
_(a/+1)(a+3) (@+3)Q2a+3)—
(a +2)n? (a +2)n?

L‘”f(x)()( )+L"+§(x)0( )

(a +3)
(@+2)n’

L“*f(x)o( ) + L2200 (5) :

La/+12( ) La+2( )

= L“(x)—TL‘”ll() (Qa +3)LI3(x) - (@ + DILET()

Realizando el cambio de variable de x por x/n en la anterior expresion y dividien-

do en ambos miembros por n“
L,(x/n) _

na
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L2(x/n) L2 (x/n) (@ +3) Lo+2(x/n) Te2(x/n)
ne - (a + 3) n(x+1 + (a/ + 2) (2&’ + 3) na/+2 - (a + 1) na/+2
_LRGsm (1) LEem (1)
na+2 n na+2 n

Calculando el limite cuando » tiende a oo y usando (1.30)

L
l}ir?o n:i/n) x—(l/ZJa(z \/)_C) _ (a, + 3)x_(a+l)/2ja+l(2 \/;)
EZ I 2 (2 +3)x™ 221,02 Vx) = (@ + 1) x™ 22,52 V7))

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C. Entonces, se obtiene una for-
mula tipo Mehler-Heine
Proposicion 24
-~
L.(x/n
lim n(/1)

n—oo ne

@3 w2

Vx X

= x| Ja2Vx) - Jar2(2 V) (5.29)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

Esta férmula coincide con la obtenida por R. Alvarez-Nodarse y J. J. Moreno
Balcazar en [18], de forma alternativa, utilizando la conocida relacion de recur-
rencia para las funciones de Bessel

TN + Jen VD) = 2L 2 v, (5.30)
=

por lo que

a+3
X

a+3

5o (2F) - 5 (1, (28) ¢ 40 V) 4

= —mJQ (2 \/}) + (a +3) ()lc - ﬁ) Jos2 (2 \/}) .

Ja+2 (2 \/})
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que es la expresion que aparece en [18] y [75].
Finalmente, mostraremos la manera como se comporta la norma de los poli-
nomios ortogonales tipo Laguerre Sobolev. Dado que de (5.6)

|
—>— =B, (5.31)
a+2 |
n=2lla+2
entonces
~(l’ 2 a 2
L; S L; o _ B,
nn =0l e, e D
Por tanto, )
Lyl
e
Pero, dado que
el = e, (5.32)
se sigue
Proposicion 25
~ nl/n
tim |22 = e (5.33)
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CAPITULO 6

Polinomios ortogonales de tipo
Laguerre Sobolev. Caso no diagonal

6.1. Introduccion

En este capitulo presentamos una generalizacion de los polinomios de tipo
Laguerre y de tipo Laguerre-Sobolev estudiados en los capitulos 2 y 5. Esta gen-
eralizacion surgié al ver la relacion existente entre el trabajo presentado por M.
Alfaro en el IWOPAOS en Leganés, que es un resumen de [8], y los resultados de
esta Memoria. Especificamente, en el trabajo de M. Alfaro se presenta una gener-
alizacion de los polinomios de tipo Hermite-Sobolev y, a continuacion, se analiza
su comportamiento asintético.

En esta parte de la tesis presentamos los polinomios ortogonales ménicos de
tipo Laguerre-Sobolev {Zﬁ }n>0 ortogonales respecto al producto escalar (6.1). Re-
alizamos un estudio del comportamiento asint6tico de los mismos, en particular,
la correspondiente formula de Mehler-Heine y la asintética exterior del cociente.
Hallamos una férmula de conexion entre estos polinomios y la sucesion de poli-
nomios de Laguerre {Ljf*z}po, una férmula de recurrencia a cinco términos asi
como la ecuacién diferencial holonémica que satisfacen estos polinomios. Final-
mente, consideramos un caso particular de (6.1), para A = 0, estableciendo una
relacion entre los polinomios de Tipo Laguerre-Sobolev y una clase de los poli-
nomios generalizados de Hermite definidos en [8]. Esta relacion viene dada por el
hecho que la sucesion de polinomios {P,},, ortogonales respecto a (6.29), satis-
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facen Py, (x) = Ly *(x?) y Paui(x) = Ly (:?),

6.2. Comportamiento Asintético

Sea p un polinomio con coeficientes reales. Denotamos

_ [ rX)
(1)

Sean p y g polinomios con coeficientes reales. Definimos el producto escalar de
tipo Sobolev

P-q)s = fo p(0)g(x)x"e "dx + P(0)YAQ(0), @ > -1, (6.1)

(1),

donde

A M,

My M, > 0, A una matriz semidefinida positiva, esto es DetA = |A| > 0. Observe-
mos que A = 0 cuando My, =0, M; > 00, My =0, M, > 0.

Recordemos que (p, g); es un producto escalar en el espacio vectorial P de
polinomios con coeficientes reales en el sentido que se satisfacen las siguientes
propiedades

1. (Ap+uq,r)g = A{p,r)g +uiq,ry,parap,q,r e Py A, u e R.
2. {p,q)s ={q,p)s para p,q € P.

3. {p,p)s > 0, para cada p € P\{0}.

Antes de iniciar el estudio del comportamiento asintético de los polinomios
Zﬁ , necesitaremos hacer uso de la siguiente proposicion. La demostracion de (6.2)
y (6.3) es consecuencia de sustituir (1.23) y (1.25) en (1.27) y (5.4). Para obtener
(6.4) derivamos (5.4) y nuevamente usamos (1.23) y (1.25).

Proposicion 26 Para cadan € N,

I'n+a+1)
(n-DT(a+ Dl(a+2)

K,_1(0,0) = (6.2)
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(1.0) I'n+a+1) __n—l
K, (0,0) = T m-2)T(@+ Dl(@+3) a+ 5 K1 (0,0), - (63)

I'n+a+1)(nla+2)—(a+1)) _

(L1)
K,,’(0,0) = (n—-2)!T(e + ) (a + 4)

ma@+2)—(a+1)(n-1)
(a+ D(a+2)(a+3)

K,-1(0,0). (6.4)

Sea {Zﬁ } 0 la sucesion de polinomios ortogonales respecto al producto escalar
nz2

(6.1). Consideremos el desarrollo de Fourier de ij en términos de la sucesion de

. . z_ a
polinomios ortogonales ménicos de Laguerre {L¢},

n—1
o) = L) + ) andf (x),
k=0

con ~
(Lo, Ly (x))
Ank = =, 0<k<n-1.
.

De (6.1), tenemos

(L2(0)) ALZ(0)
an,k = - 5 .
Izl
Por tanto
— —\ JL“(O) AL/ (0)
Lix) = L Z Ly (x)
= el
~ . =L La
= Ly - (L20) AZ HOL)
= el
esto es,
T _ra T a ! n 1(X 0)
gm—gm—@mnde(m) (6.5)
Usando (6.5)
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Ta a T @ ! Kn— (0’ 0)
L) = L0 - (L;0) A( K,g%f)(o,m)
—\ s —, t Kr(ll_,O)(O’ 0)
(L) @ = @) ©- (L) A( K0, 0) )
Por tanto N . _ .
(L") = @) - (L"(0)) AK,1(0,0), (6.6)
donde 0.0 190, 0)
_ [ Ki1(0,0) KD,
€00 =( gD Kiboo )
es decir N t
(L"(0) (I + AK,1(0,0)) = (L"(0))', (6.7)

siendo 7 la matriz identidad de tamafio 2 X 2. Observemos que

I+ AK,1(0,0) =

o5 O 1 -
K,-1(0,0) [( K”"(;O’O) 1 ) +A ( el (ar)-@)e-n )]
K,-1(0,0) a+2 (a+1D)(a+2)(a+3)

G H
= Kn_l(o,O)( ] K),
donde
G = ;+(MO+ A )— nd
K,_1(0,0) a+2/) a+?2
An? M, Qa +3)A
H = - + n
(a+ D(a+3) a+2 (a+D(a+2)(a+3)

55 wrmars)
a+2 (x+2)a+3)

M, M,
/= _a/+2n+(/l+a+2)
K - Mn? _( A N Qa + 3)M, )n+
(a+D(@+3) \a+2 (a+ D(a+2)(a+3)
( A N M, )+ 1
a+2 (a+2)(a+3) K,_1(0,0)
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Por otra parte

Il + AK,-1(0)] =

) 1 1 1 —Z—é
(Kn—l(O, O)) [(Kn_l(o, 0))2 + K (O, 0) traza (A ( _% % ))
N |A|((I’l(a'+ D)—(a+1)(n-1) B (n— 1)2)
(a+ D(a+2)(a+3) (@ +2)?

ma+2)—(ae+1)(n-1) B 24
(@+ D(a+2)(a+3) a+?2

1+ K,_1(0,0) (M1 (n-1+ Mo) +

n—1{ma+2)—(e+1)) n-1 )
|A|a+2( (@+ D@+3) 2)(K"‘1(0’0))
~ ma+2)—(@+1)n-1 22
= 1+K”‘1(0’O)(M1 @+ D@+ 2)@+3) _a+2(”_1)+M°)+
1 n 1
(Kot (0, O)) Al +2((a+1)(a+2)(a+3) (a+2)(a+3))’

entonces tenemos que si |A| > 0

| Al n2a+4

I+ AK,_1(0,0)| ~ , 6.8
| 0.0~ e+ 2@+ 3) (6.8)
mientras que si |A| =0y M; >0
a/+3M
I+ AK, (0,0 ~ ———" 6.9)

(a+ I)(a+3)

Asi pues, de (6.5) y (6.7), _
L,(x) =

(=1 (a+]) atl
@ @ PR Y 0 L + X
Ly (x) = (L3(0)' (I + AK,-1(0))” A( CEFT )( Mzﬁxi )
(n— 2)‘F((x+2) (n-2)'T(a+2)

" nT(n+a+1) 4 -
= 1) - D ( "~ 1}(2:1-) I ) ( o ! ) AX
T = D@ + 9K, (0,0) | (-1t e J{ g

— I L(l+1 ()C)
1 La+2 (.X)
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es decir, _
Li(x) = (6.10)

e “1\(G H\',[-@@+1) 0 \[L*()
(5 ) o )

a+1

Ademas, si

entonces

donde |M| se puede expresar como

1
M| = ——— I + AK,-,(0,0).
(K,-1(0,0))

Por tanto, de (6.10), realizando algunas operaciones tediosas tenemos que,

Lo(x) = (6.11)
1 1 1 X7 ’ ’ La+1(x)
= Lo(x) + i (A,,n2 +Bn+C,A'n*+Bn+ Cn)( L%iz(x) ,
donde

1 - 2|A] N M,

" (@+ D@+ 2)a+3) (a+ DK,_1(0,0)
B - 2a A 22 M,

g (@+ D@+2)@+3) K,1(0,0) (a+ 1K,_1(0,0)
T Al M,

= +

" (@+ D(@+2)  (a+ DK,_(0,0)

5 - a|A| 1 M,

"7 @+ D@+2) K,,0,0) (a+ DK, 0,0)

C, y C; términos que dependen de My, M,y «.
Si denotamos
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— —1)
Lo = i
— 1)y~
Lo = Sl
entonces, de (6.11) .
L (x) = (6.12)

Lo+ (Aun® + Bun + C,, A + Byn + C;) —iL @)
(X |M| nh nn ns AN nl n n(nl—l)Lijz(x)
T 1 -~ Cn P C’ _Ta+l
= L)+ — (An+B,+—,An+B +-—2 1L*’L_1§X) .
Ademas, dado que
M| = 6.13)

1 .\ 1 ( M,
(K,-1(0,0))?  (K,-1(0,0) \ (@ + D)(a +3)
2
+|A|(

n2+Rn+T)

" +
(@ + D(a+2)*(a + 3)

R'n+ T') ,

con R, T,R" y T'términos que dependen de My, M|, 1y a, y suponiendo que |A| >
0, se tiene

Al 2
|M]| ~ ne.
(@ + D(a+2)2%(a+3)
Entonces Y
L (x) (6.14)
— + D(a+2)%(@+3) [~ C, ~ c\( -L!
N e TR G GOl iy SRy A G | B (R
n? Al n n )\ —L*3(x)
Por tanto
L,(x)
L3 (x)
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EH—](X)
+ D +2)%(a+3) [~ Cn — cN\l &
NG )(a2 y(@+3) Ann+Bn+—n,A;n+B;+—” Ly
n?|A| n n 1 L5
n=1 Ti(x)
8 7y o oy Y
_ 1+(a/+1)(a+2)(a+3) 1&4_& Q,—"+—"+—" Ez(fﬁ) ,
|A]| n nr nwn n* )| LLEW
n=1 I3(x)
y usando (1.31), tenemos
Lo(x 1
L 1+ O(—)
Ly (x) Vn
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, co).
Por otra parte, si [A| =0y M; > 0, de (6.12) y (6.13)
fa( ) Z“( ) + ! X
x) = X
n n 1 1 M 2
&a0or T ®aom (et + Rn+ T)
~ Cn ~ C’ _Aa+1
(Ann +B,+—,An+B, + —”)( 1114;5)6) )
n n — L5 (x)
entonces
—~a ~ — Za+l(x)
L + 1)@ +3)K,1(0,0) (A, B, C, A, B, C\| —=5
L |, @+ @+ 3)K,0.0 (_ (B G AL B _n) o
Le(x) M, n n? nw’n n? P LL5®
" n=l L)
Como
— M,
lim K,_1(0,0)A, =
n1—>r£1° 10,0 a+1
— M,
lim K,_1(0,0)A’ =
nl_)l’Iolo 1( ) n a+1
M
lim K,_;(0,0)B, = —21- —
n—oo a + 1
M
lim K,_;(0,0)B, = -A-—
nl_)l’Iolo 1( ) n a+1

lim K,_,(0,0)C, = L,
lim K,_;(0,00C, = L,
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con Ly, L, constantes que no dependen n, concluimos que

() ( 1)
=P rol—),
Lo(x) * \n

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, o). Es decir,

Teorema 27
I Ly;(x) 6.15)
im —— = .
oo LY(x)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, 00).

Ahora, vamos a hallar la correspondiente férmula de Mehler-Heine para los
polinomios ortogonales de tipo Laguerre Sobolev L7 (x). Como antes, primero
supondremos que |A| > 0. De (6.14) se tiene

L,(x/n)
n(}’
Z“ 2 —_ —_ C’ _AOH-I
N *(x/n) N (a+ D(a+2)*(a+3) An+B, + Q,A;n+ B+ < 1Lll_lgx/n)
ne ne+2|A| n n — L5 (x/n)

Za 2 . . B C’ _z‘n'fll(x/n)
n(x/n)+(a+1)(a/+2) (@ +3) An+&+Q,A’+—”+—” e
n® Al n 2" n o on? n L72(x/n)

n—1 na+2

asi pues,
lim L”:i/n) = x 2], 2 Vx)+
(a+ D(a@+2)*(a+3) ( 2|A] Al ) ( x @R (2 Vx) )
IA| (@+ D@+2)(a+3) (@+ Da+2))\ x@2],,2x) )’

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C. Por tanto, el segundo miem-
bro de la anterior expresion resulta ser

X (1,2 Vx) = 2@ + 2)x7 2T 2 V) + (@ + 2)(@ + 3) 022 V).
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Ahora, de la relacién de recurrencia para las funciones de Bessel (5.30) tenemos

2 [ Jo2Vx) = 2(a + 2)x 2T, 2 V) + (@ + 2)(@ + 3)J 0422 \/37)]

= x—a/2 [— (a/\-;}?)) Ja+1(2 \/;) + (w - l) Ja/+2(2 \/;C)]

= —a/2 _w (M _ )
x N NE Jor22Vx) = Jo32 V) | +
(w — 1) Jopin(2 \/})]
= x P mJa+3(2 \/}) — Jo2(2 \/})]
Vx

= X Jea2 V).
Lo que nos lleva a enunciar el siguiente teorema

—
Teorema 28 Si {Ln} es la sucesion de polinomios ortogonales con respecto a
n>0

(6.1) y |A| > 0. Entonces

_ L,(x/n)
lim — =

n—oo n

X 01a2 V), (6.16)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

Observemos que este resultado coincide con el obtenido en [75] para el caso di-
agonal, My, M, > 0.

Vamos ahora a hallar la férmula de Mehler-Heine en el caso en que [A| =0y
M, > 0.De (6.11),

@

L,(x/n)

na
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L2(x/n) N 1

ne 1 1 ( M 2 )
&Kooy T ®aoo \@mes TR+ T

Z(H-](x/n)
—~ (j —_~ (j’ -n n—1
(Ann +B,+ —,A'n+B, +—= not!
n

X

n Il o L5am

n—1 nat2

L*(x/n) N 1

na 1 1 ( M 2 )
xooor T ®ooo \@met TR+ T

X

_ _ Lot (x/n)
(—Ann2 — B —C,p, —— 0 (A,;n2 +Bn+ c;))[ e ]
n

L2 (x/n)
na+2

—(a+1)/2
— X J,2Vx) + (=(a +3),a + 3)( * Jass (2 ﬁ; ]

L (@+2)/2 Joio (2 \/}

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C. Por tanto, tenemos

—

Teorema 29 Si {Ln} es la sucesion de polinomios ortogonales con respecto a
n>0

(6.1)y|A|l =0, M, > 0. Entonces

x el (Ja(z Vi) = “—J;JM (2vx) +

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

a+3

. L,(x/n)
lim ———— =

n—oo n

X

Jor2 (2 \/76)), (6.17)

Observemos que este resultado coincide con (5.29) y la férmula obtenida en
[18] que es el casoenque My =0y A =0.
Usando la definicién (6.1) tenemos

2

% i = ||Le|lD + L0y (I + AK,-1(0,0))"" AL*(0).
Dado que
t
‘ (v) L; = —|Blu'B "y
donde
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entonces
T 0o o
s "o 1 + AK,-1(0,0)] | AL;(0) I+ AK,-1(0,0)
2
LZ [0 13 (4 2
I, I+ AK, 0.0 +| © ISHOWII
Il + AK,,-1(0,0)| —~AL2(0) I+ AK,_1(0,0)
a 2
L], 1 Leoy/ ||zl

Il + AK,-1(0,0)[ | —AL;(0) I+ AK,-1(0,0)

Finalmente, debido a que

I+ AK,(0,0) = I + AK,_,(0,0) + T L (0)LE(0),
entonces

L

2
Ll 17+ AK,(0,0)
llf 1+ AK©.0)

En conclusién, usando (6.18), (6.8) y (6.9)

(6.18)

—~
Proposicion 27 Si {Ln} es la sucesion de polinomios ortogonales con respecto
n>0

a (6.1). Entonces
o

n—co |

=112
Lylls
2
a

= 1.

Ly

6.3. Formula de conexion

En esta seccién vamos a encontrar una relacion entre la sucesion de polinomios
ortogonales de tipo Laguerre Sobolev {Lg }n>0 y una sucesion de polinomios de
Laguerre. Sustituyendo (1.27) y (5.4) en (6.5) tenemos

Ta _ a T« ! K, 1(x, O)
um-%m—@mﬂ%Kng

(=n! a+l
@ Ta ! n— a Ln— ()C)
Ln ()C) - (Ln (O)) A[ (=" et (ll)"n La+2(x) ]

a+2
(n—2)!r(a+2)Ln—l(x) * o) L2

="
n-2)I(a+1)

_ ; _LLQ"H
Lz(x) - (LZ«D) A ( ;La+2n_1 n_iX)Ler(x) ) .

@+D) ot (X) + 27 L
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Ademas, usando (1.24)

e o o D" oy A i (L0 + (- DLE))
Li(x) = Li(x)-— TESICESY) (LH(O)) A( (Lll)Lfo(x) P

e (=1 oY 4 |[ TrT ) es2 —1 ) e

= L0~ o Ta D (L) A[( % )L,,_l(x)+( o )Ln_z(x)],

donde

(L20) = (1 +AK, 0,00 (L)) .

Nuevamente, usando (1.24)
L¥(x) = L2 (x) + 2nL2* 3 (x) + n(n — D)LY5(x).
Por lo que tenemos el siguiente Teorema

Teorema 30 Para cadan € N

L2(x) = LI2(x) + Ao L2(X) + By o LI (%) (6.19)
donde
A n— S (EIZ“(O))’A( NE )~ 2 — (@ + (@ +2)
e (n—2)T(a+ 1)\ " @D
B N (=1)" ~ o\ = N DU B
Buo = nn=1)= oo m s (Ln(O))A( j) n(n—1) — (@ + (@ +2)(n - 1),

Esto implica que la sucesion {Lff} 2o ©8 cuasi-ortogonal con respecto a la me-
nz

dida de Laguerre duq., = x**?e~*dx. Ver [28] para mas informacién acerca de
familias cuasi-ortogonales, en particular, el andlisis de la distribucién de los ceros.

6.4. Formula de recurrencia a cinco términos

En esta parte de la memoria encontraremos una férmula de recurrencia a cinco
términos para los polinomios ménicos de tipo Laguerre Sobolev {ZZ }n>0 ortogo-
nales con respecto a (6.1). Para ello, sera necesario usar la siguiente Proposicion.
La prueba de (6.20) es una consecuencia de (6.1).
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128 CAPITULO 6. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE SOBOLEV. CASO NO DIAGONAL

Proposicion 28 Si p y g son polinomios con coeficientes reales, entonces
<x2p, q>S = <p, x2q>s . (6.20)

Consideremos la representacién de Fourier de x>L? en términos de {LZ } 0
nz

n+l1

PL(x) = L% ,(x) + Z i L2 (%) (6.21)
donde . _
L¥(x), LY
Ay = <x HSC) kz(x»s, k=0,...,n+1.
Iz o
De (6.20) tenemos
(La0, PLE(),
ani = — b
I ol
Entonces, a,, = O parak =0, ...,n — 3. Por tanto

L) = L8 5(0) + a1 L (X) + Gun L2 (X) + a1 L2 (X) + G a LY ().

El siguiente objetivo es determinar los coeficientes a, 4, k =n—2,...,n+ 1. Dado
que

(L@ PL@); = (L L),

y usando la férmula de conexién (6.19) para Z;f(x) y ZZ(X), k=n-2,....,n+1,
se tiene
An+1 a | a+2 + A"’CVB’H'LQ | Lnj12||(21+2
an,n+1 = 2 ~ 4l’l
| L:f+1(x)||s
[ R 0 R 7 W
Ay = ~on
Lzmlls
Gyt = | a+2 + -1 | a+2 4713 (6.22)
| Lz_1<x>||5
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6.5. ECUACION DIFERENCIAL HOLONOMICA 129

2
a+2 a4

a+2

B"’a | Ln—2

L,

nn-2 —

Por lo tanto,

Teorema 31 (Formula de recurrencia a cinco términos) Para cada n € N

o~ — —
x"Ly(x) = Ly ,(x)+an,1 L,

(X) + A n LE(X) + 1 L (X) + iy LO (%), (6.23)

donde los coeﬁcientgs An s k~: n—2,...,n+ 1, estan dados en (6.22) y, por
convenio, definimos L*,(x) = L*,(x) = 0.

Observemos que la representacion matricial del operador de multiplicacion
por x? esté relacionado con el cuadrado de la matriz de representacién del operador
de multiplicacién por x cuando se consideran los polinomios ortogonales clasicos
de Laguerre. Perturbaciones compactas de estos operadores de multiplicacion para
medidas de soporte acotado han sido estudiadas en [90].

6.5. Ecuacion diferencial holonomica

En esta seccién vamos a hallar una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden que satisface la sucesion de polinomios ortogonales ménicos {fo }n>0 . Para
ello, vamos a determinar dos operadores diferenciales lineales de primer orden .,
y K, tales que

H(x; n)z;’_l
K(x;n)LC.

T (L)
7(11 (ZZ—I )

para ciertos polinomios H(x;n) y K(x;n). Estos operadores son llamados en la
literatura operadores de aniquilacion y creacion, respectivamente ([56]).
Reemplazando (1.19) en (6.19) se obtiene
L) = fumLIT ) + ML (%) (6.24)

asi como paran — 1

L2 (x) = K, L2 (x) + g(x m) L2 (), (6.25)
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donde

fxn) = A +(x—Cn+1+a)
M, = B,,—-(n-1)(n+a+1)
B 14
C(n-2)(n+a)
Bijao(x—Q2n+a-1))
n-2)(n+a)

g(X; I’l) = An—l,a +
Derivando en ambos miembros de (6.24)

(ZZ)/ (x) = LI (x) + f(x;n) (ijjf)' (xX)+ M, ( La+2) ).

Multiplicando por x en ambos miembros de la anterior expresion y usando (1.20),

(L) ) = L@+ foam (= DLE) + (0= D+ @+ DLI30] +
M, |(n = DLI3(x) + (n = 2)(n + @)L ()]
De (1.19)
(x—Qn+a-1)

o ; a2 (t+2
B T T e P T Bt

Entonces

(L) ) = [x+ = Dfean) - M, L) +
[(m=Dmn+a+ )f(x;n)+M,(x—(n+a+1))] Lfffzz(x).

Por tanto, si definimos

#x;n) = x+(m—-Df(xsn)—M,
ox;n) = fgnm-1n+a+)+M,(x—(n+a+1))
obtenemos
x(L8) () = ¢ mLET(x) + o mLES (). (6.26)
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De manera similar,

x (L2 () = T ML) + vl ML (),

donde

T(x;n) = K,(n-1)-g(x;n)
n—-1,aX

m + g(x; n)(x — (n +a + 1))

vix;n) = Kim-1mn+a+1)+

Usando (6.24) y (6.25) obtenemos

gl m)LE(x) — M, LY, (x)

g(x;n) f(x;n) — K,M, (6.27)

L3 (x) =

fOsmLE | (x) = K,Li(x)
gx;n) f(x;n) — K,M,
Reemplazando (6.27) y (6.28) en (6.26),

Ly (x) = (6.28)

x[gCem) fxim) = KM, ] (L8) () + [8Cxs m)p(xs m) — Ko m)] LS (x)
= [feamo(xn) - Mg )] L (x).

De manera similar, se puede probar que

x[g(x;n) f(x;n) — K,M,] (Z;f_l), (x) + [M,t(x; n) — v(x; n) f(x; n)] Z;f_l(x)
= [r(x; m)glx; n)o(x; n) — Ku(x; m)] L2(x).

Por tanto, hemos probado el siguiente

Proposicion 29 Sea {Zﬁ} -0 la sucesion de polinomios monicos ortogonales con
nz
respecto a (6.1). Entonces, los operadores diferenciales J, y K, definidos por

F(x;n)D + G(x;n)l
F(x;n)D + J(x;n)l

I
K
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donde D es el operador derivada, I el operador identidad y

F(x;n) = x[glx;n)f(x;n) — K,M,]
G(x;n) = ¢(x;n) (K, — g(x;n))
H(x;n) = f(x;n)o(x;n) — M,¢(x;n)
J(x;n) = M,t(x;n) —v(x;n)f(x;n)
K(x;n) = 1(x;n)g(x;n) — Ku(x; n),
satisfacen,
H(x;n)L?,
K(x;n)L?.

T (L)
%, (L)

En otras palabras 7, es un operador de aniquilacién (lowering operator) y %,
es un operador creacion (raising operator) asociado con la sucesion L% }
De la anterior proposicion

n>0"

1 T\ _ Ta
Aoy (Z) =L,

Por tanto, aplicando el operador diferencial K, en ambos miembros de la an-
terior igualdad

7(n (ﬁjn (ZZ)) = K(xa n)zg,

esto es

1 o\, S o=, ~
F(x:n)D (mj (L)) + H())Cc;r:z)j" (Z2) = KCun)Le.

Por otra parte, usando el hecho que

D (H(i; > (F(x; n) (ZZ), + G(x; n)ZZ))
= —Z;Ei’, :3 (F(x; n) (Zﬁ), + G(x; n)zg) +

(F'(x; n) (Zﬁ), + F(x;n) (ZZ)N) +

1 Ta
P (H " (L))

1
H(x;n)

Tioe (G Ly + Gam (Z2))

132



6.6. EJEMPLO 133

se deduce
F*(x;n) v FQon) | F(on)H'(x;n)
H(x;n) (L") * H(x;n) [_ H(x;n)
N 1 _F (x;n)G(x;n)H' (x5 n)
H(x;n) H(x;n)

+ F'(x;n) + G(x;n) + J(x; n)] (L2)

+ F(x;n)G'(x;n) +

J(x;n)G(x;n) — K(x;n)H(x; n)] ZZ
= 0.
Asi pues, utilizando la misma notacién de la Proposicién 29, se tiene

Teorema 32 Sea {ZZ}WO los polinomios monicos de tipo Laguerre Sobolev ortog-
onales con respecto a (6.1). Entonces

AGen) (La) + Bxn) (L) + CoxmLY(x) = 0,

donde

A(xn) = FXx;n)

Blx;in) = F(xn) [F'(x; n)+G(x;n) + J(x;n) — %Hln()xn)

Clxn) = FlumG'xn) + J(xnGlxn) — dl ”)(;I(();’;))I—I/(X; " K(x;n)H(x; n).

6.6. Ejemplo

Consideremos producto escalar (6.1) con My = M, M; = 4N y A = 0. Es decir,
si p, g son polinomios reales estamos considerando el producto escalar

P Ps = f p(x)g(x)x*e~*dx + Mp(0)q(0) + 4Np'(0)q'(0).
0
Sea {Zﬁ }n>0 la sucesion de polinomios ménicos de tipo Laguerre-Sobolev ortogo-
nales respecto a (6.6).

Por otra parte, consideremos {P,},-o, la sucesién de polinomios ortogonales
correspondientes al producto escalar

Py = f p(0)g(x) [x* €™ dx + Mp(0)q(0) + Np”(0)q"(0), (6.29)
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M,N € R*. Entonces, establecemos una relacion entre las sucesiones {L"} oY
{P,},>0 mediante la siguiente proposicidn B

Proposicion 30 Para cadan € N

Pu(x) = LIV
Pya(x) = xLy™2(0).

Demostracion. Para demostrar que P, (x) = xLZ“/ 2(xz), veamos que

<xLZ+” 2(x2), x2"+‘>H = 0, siempre que n < k. En efecto,

(o)
)
<XLZ+1/2(X2),X2/<+1>H _ f Ls+1/2()€2)x2k+2 |x|2ae 2y

f L’(1l+l/2(t)tkta/+l/2e—tdt
0
Onk

a+1/2|| k<
L a+1/27 " — n.

Ademas

<XLZ+1/2(X2),X21<>H -0,

es decir,
Ponii(x) = xLy ™1 2(x%).

Realizamos un procedimiento similar para probar que P,,(x) = Zz_l/ 2(xZ). Sil<

k <n,
(B ),

(ve)

L R P e dx + |22k — D] 2(L7?) (N

88

f FLa P et + 4N k2K - 1D 2]_(L2) 0)

0

= f i FLI (e e dr + 4N (0) (L) (0)

< 1/2(t) l,k>
Su P05
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Puesto que

(Lo, 1), - = f L7'202) 3P e dx + ML2V2(0)

(%Y

f L' 2 de + MLE2(0)
0

= (L7, 1),

entonces
Ta-1/2,.2
Pa(x) = LT72(x%),

con lo que se completa la prueba. m
Un marco general para el problema de simetrizacion para el caso de ortogo-
nalidad Sobolev respecto a un vector de medidas aparece descrito en [29] y [30].
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CAPITULO 7

Polinomios ortogonales de tipo
Laguerre-Sobolev de orden superior

7.1. Introduccion

Sea {L}},., 1a sucesion de polinomios ortogonales respecto al producto escalar

(P, q)s = f pgx®e~*dx + NpP(0)¢g(0), p,q € P,
0

donde N € R* y j > 2. En el capitulo 5 realizamos el estudio de propiedades
analiticas de estos polinomios para el caso j = 1. En este capitulo, encontramos
algunas generalizaciones de los resultados del capitulo 5. Entre ellos, presenta-
mos una férmula de conexion de los polinomios £ (x) con los polinomios ortog-
onales de Laguerre {LZ” +! }n>0. Obtenemos la formula asintética relativa exterior
de los polinomios {£¢} _, en términos de {LZ} _, asf como la férmula de tipo

L2 (x/n)

Mehler-Heine. Es decir, el comportamiento de =5= en subconjuntos compactos

del plano, donde Z;f(x) = &r L (x). Enel caso j = 1 se deducen los resultados

n!

asintdticos obtenidos en el capitulo 5.
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138  CAPITULO 7. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE-SOBOLEV DE ORDEN SUPERIOR

7.2. Formula de conexion

Si {Ly},., es la sucesién de polinomios ortogonales ménicos de Laguerre, se
define un producto escalar de tipo Sobolev como sigue:

(P, q)s = f pgx“e*dx + Np(0)g"(0), p,q € P, (7.1)
0

dondea > -1, NeR*y j>2.

Denotemos mediante {L},., 1a sucesién de polinomios ortogonales ménicos
de tipo Laguerre-Sobolev correspondientes al producto escalar definido anterior-
mente.

Nuestro objetivo es escribir los polinomios ortogonales ménicos de tipo La-
guerre-Sobolev £ (x), mediante su desarrollo de Fourier en términos de los poli-
nomios ortogonales de Laguerre. Es decir,

n—1
LI =L + ) a"Li(x),
k=0

donde
o _ (L, gw),

' e

De (7.1)
<£§(X), L“(x)> ¢ N(LHD(0) ( Lg)(j) )
Lz

y dado que <.£g(x), Lg(x)>s =0parak=0,...,n—1, se tiene

(n)
a

W)_MQW@@ﬁ%®
lzzcoll;

k

Por lo tanto,

@)
. n—1 Le (O)La( )
LZ(X) = LZ(X) — N(‘LZ)(J)(O) Z ( k) ;c X
el 150651
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7.2. FORMULA DE CONEXION 139

= LY(x) = N(LHD(O0)K > (x, 0). (7.2)

A continuacién vamos a expresar K, @, j)(x 0) como una combinacién lineal de
ciertos polinomios de Laguerre. De la ortogonalidad de los polinomios de La-
guerre tenemos

1(X0|| +j+1 (n) ya+j+1
LM+ ) b L ),
(LZ_I)(J) 0) kz(;

donde

Lz @ (K0P, 00, L ()
(L))" O I ol

a+j+1

(n _
b, =

a+j+1

y, usando el hecho que

(KA @OLLT), 4y = (K 0, 00), =
para0 <k <n— j— 2, se tiene
(1) 0120
—_— +
ez, ol I "““< >||
<K(O D, 0), L (x

n- 1_1( )>a'+j+1 a+]+]

L (). (7.3)
A continuacion, calcularemos cada uno de los coeficientes de la anterior ex-
presion. De (1.20),

a+j+1 a+]+l( )

(0 J)( )

a+j+1

a+j+1
Ln—j—l

a+j+1

XL (x) = L2(x) + (n + ) L*_ (%),
se tiene

xija+]+1 ()C)

( “”(x) +(n—k+a+) L“” 1(x))

= XL [ )+ (n—k+ j+ o)L (0)+

+(-k+a+ NI+ -k+a+j- DL ()]
= XL+ 20—k + PLT 0+

+(n—k+a/+])(n—k+a+]—l)L:f,i_ll(x)]
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140  CAPITULO 7. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE-SOBOLEV DE ORDEN SUPERIOR

e iterando el procedimiento, podemos probar que (ver también [34] y [49])

Al
XL () = Z( - ! )(n kta+j-reD L0, . (14
r=0

Para ello utilizaremos el método de induccién. Supongamos que la anterior
expresion es vélida para j — 1, i.e

J .
xJLz+,i [(x ):Z(I{)(n—k+a/+]—r) Ly ket jrm 1 (x)

r=0

con lo que obtenemos

1 +j+1 (a+1)+j
Xt L5 ()= x(xJLnak 1 (x ))

N <.

3

r

)(n —k+a+j-r+1), LZf,iﬂ-_,_l(x)

0
J
- Z( i )(n—k+a+j—r+ D, (Ly gy 0+ =k + j—r+ @)L, ()
r=0
J
= Z(i)(n—k+a+]—r+l)r ntes jor (%) +

Il
(=)

r

+

j .
Z( i )(n—k+a+j—r+l)r(n—k+j—r+oz)L;l’_k+j_r_l(x)

r=0

[

J .
+Z( "{ )(n —k+ a+]_ r)r+1 LZ—k-*—j—r_l(x)

r=

M\

SN .

Z—k+j—r(x) +

)(n—k+oz+j—r+1)rL

O
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7.2. FORMULA DE CONEXION 141

J .
= Z(r)(n k+a+j-r+1,L . (x)+
r=0

J+1 .
J . a
+Z( o )(n—k+0/+]—r+1),Ln ket j (0

r=1

= nk+/(x)+2(( ) ( 1))(71 k+a+j-—r+1), nk+Jr(x)+

+(n—k+a)l+1 n—k—l(x)
Jj+1

i+ 1
= Z(Jr )(n k+a+j—r+1), L7, (%),

r=0

con lo que se sigue (7.4).
Ahora, usaremos este dltimo resultado para calcular los coeficientes en (7.3).
De (7.4)

<K(01)(x 0), ]+1L<Y+J+1( )>

Jj+1
<K(Of)(x0)Z(J+ )(n k+a+j—-r+1), nk+]r(x)>

Jj+l

Z( s )(n—k+a/+j—r+1) (KOD(x, 00, L, () .

r=0

Por tanto, nuestro problema se reduce al célculo de <K(0 ’)(x 0),L , e r(x)>
para0 <r < j+ 1. Pero, de (7.1) y (1.5) tenemos

(K000, Ly, () =

para0<r<j—-k,y

<K(0])(X O) Ln k+j— r(x)> ( n—k+j— r)(j) (0)’

j—k+1<r<j+1.Enconclusion,

j+l

(w0 utio), = 3 (V1 Jomkrasjoren @, ) o

r=j—k+1
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142 CAPITULO 7. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE-SOBOLEV DE ORDEN SUPERIOR

es decir,

K(O])(x 0) _A(]) a/+]+1( )+A(]) a/+]+1( )+ +A(]) a/+]+1( ) (75)

n,j+1 n]l

donde 0
Lo J
A(j) — ( ) ©
n,l .
|Ln—l(x)||a/
y
AO = ! SR 2 "0
n,r_| ll+]+1( )” Z+2 s (n_r+a+]_s+ )(nr+j s+1) ()’
a+j+1 §=r7r

para2 <r < j+ 1.
Para calcular AE,’}, usaremos la siguiente expresion que es una consecuencia de
(1.24)

LD () = 1),

(n= "
Por tanto,
(n—1)! Oz+ n—j-1 TI'(n+a)
A(]‘) (=) n jj 1(0) D" r(a+;+1)
ml (n—- 1)!F(n+a/) n—j-DII'(n+a)
_ (_1)n—j—l
(- j-DITa+j+1)
y
AV = !

n,r

m-rNTn+a+j-—r+2)

AL i+ 1 (nm—r+j—s+1)!
J _ . B B (Z+]
> ( S )(n R Y (L ,1) O

s=j-r+2
Jj+1

1
m-rnNTn+a+j-—r+2) Z

s=j—r+2

(J+1 )(n—r+a+]—s+2) X

m—r+j—s+ D))" Th+a+j-r—s+2)
n-r—s+1)! INa+j+1)

2
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7.2. FORMULA DE CONEXION 143

2 <r < j+ 1. Entonces tenemos

j+l
L300 = Ly(x) = N(LHP(O) Y ADLTT (x). (7.6)

r=1

Usando la anterior igualdad, vamos a calcular (£2)“)(0). Para ello, considere-
mos la derivada j-ésima en ambos miembros de (7.6).

j+l

(L)Y () = (0= j+ ;L0 = NLDPO) Y A = r = j+ DL (),
r=1

luego,
. a+j
(L)) = o7 Dy @
" 1+ N A)n—r— j+ 1);Dn,a, j,r)
) (n = j+ D=1y ety
L+ NS AN —r = j+1);D(n,a, jir)
con . .
D(najr)—{ 9( o if n—-r—j<0
s Ly Jo - n—r—jl(n+a+j—r+ . . .
(—1) jl"(a+—2/j+2) lf n—r—]ZO

Como una consecuencia, obtenemos el siguiente resultado

Teorema 33 Sea {L}},., la sucesion de polinomios ortogonales monicos de La-
guerrey { L3 (x)},., la sucesion de polinomios ortogonales monicos de tipo Laguerre-
Sobolev correspondientes al producto escalar definido en (7.1). Entonces, para
cadan € N,

j+l
L300 = Ly(x) = N(LDP(O) Y ADLIT (x), (7.7)
r=1
donde
. n—jl(n+a+l)
LY (0) (n—j+D;=)"T5G5
" L+ NYM A (n—r—j+1),D0n,a,j,r)
D( ) 0 si n—r—j<0
n,a,Jr n—r—jl(n+a+j-r . . 5
J (-1 fr(r;:—zjﬂgl) si n—r—j>0
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144 CAPITULO 7. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE-SOBOLEV DE ORDEN SUPERIOR

O (O
B m—j-DIMa+j+1)

ypara2 <r < j+1,

j+l .
1 Z j+1 y
n-nNTn+a+j-r+2) < S

m=—r+j—s+DI(=D" " Th+a+j-—r—s+2)
nm—r—s+1)! [Na+j+1)

m—r+a+j-s5s+2),

De (1.24),

r

Jj+l .
L= (n=r+ 1»( I )L;’fz“(x>,
r=0

y usando la misma notacién del teorema anterior, obtenemos una nueva repre-
sentacion

Corolario 2 Para cadan € N,

j+l

L0 =L 0+ (= r+ 1>r( / j : ) - Nu:z)(f)(om;{i] Ly (x). (7.8)
r=1
Si
CH=(n-r+1), ( ” ! ) ~ N(LDP(OAY) (7.9)
parar = 1,---,j+ 1, podemos escribir los polinomios ortogonales de tipo La-

guerre Sobolev, como sigue

j+l
L0060 = L0 + ) CHLT (), (7.10)

r=1

Esto implica que {£;(x)},, es cuasi-ortogonal de orden j + 1 respecto al fun-
cional asociado con la funcién peso wo. j.1(x) = xWHitle= (véase [28]).
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7.3. COMPORTAMIENTO DE LOS CEROS 145

7.3. Comportamiento de los ceros

En esta seccion vamos a demostrar que los ceros de los polinomios ortogonales
monicos de tipo Laguerre-Sobolev, son reales, simples y satisfacen la propiedad
de entrelazamiento. Las ideas de las demostraciones son las mismas usadas por
H. G. Meijer en [87].

Teorema 34 Para cada n € N, el polinomio ortogonal monico de tipo Laguerre-
Sobolev L (x), tiene n ceros reales, simples 'y, a lo mds, uno de ellos se encuentra
fuera del intervalo (0, ).

Demostracion. Sean &;,&,, ..., & los ceros positivos de L (x) de multiplicidad
impar. Definamos

P(x) = (x =&)X = &) -+ (x = &b).

Por tanto ¢(x)L;(x) no cambia de signo en (0, co) . Supongamos que degg <
n — 2. Entonces, usando el hecho que (x¢(x))Y (0) = jg=D(0) tenemos

(p(x), Ly ()5

f ) () LY(X)x% e dx + N (0) (L9 (0) = 0,
0

(xp(x), LE(X)) f xp(X) LE(x)x e dx + N~ "(0) (L)Y (0) = 0.
0

Dado que en las anteriores integrales los integrandos son funciones positivas,
entonces ¢(0) (L)Y (0) < 0y ¥=D(0) (L)Y (0) < 0. Esto es, ¢(0) y ¢¥~D(0)
tienen el mismo signo, lo que contradice el hecho que si p(x) es un polinomio con
ceros simples en (0, c0), entonces p’(0) y p(0) tienen signos diferentes. En otras
palabras, degp = n — 1 o deg ¢ = n, que es lo que queriamos probar. m

Teorema 35 Sean &, < & <,...,< &, los ceros del polinomio monico de tipo
Laguerre-Sobolev L;/(x) y sean x; < x5 <, ..., < X, los ceros del polinomio moni-

co de Laguerre L} (x). Entonces &, < x1y x; <&iy1 < Xy parai=1,2,...,n—1.

Demostracion. De acuerdo con la férmula de cuadratura de Gauss existen con-
stantes positivas 4;, A, ..., 4, tales que

Z ALy (x)x; = f X Ly(x)x%edx, 0<r<n-1,
i=0 0
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146  CAPITULO 7. POLINOMIOS ORTOGONALES DE TIPO LAGUERRE-SOBOLEV DE ORDEN SUPERIOR

es decir,

Z LLEG)x = —IN (LD (0)6,,.
i=0

Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
Lo(xy), L3(x), . .., L2(x,). El determinante de este sistema es

1 1 1

X1 X2 Xn

D=14---1, x% x% xﬁ
-1 n—1 n—1

xtll )C2 xn

que es igual 4,4, - - - A4, multiplicado por el determinante de Vandermonde
V(xi, x2,...,%,) de xy, X2, ..., x,. Por tanto, D is positivo. Asi pues, L2 (x;) = %,
donde

1 1 1 1 1
X1 X2 Xi-1 X+l Xn
2 2 2 2 2
X X5 Ao X X5
Di=| j1 _ji 1 -1
j j j j j
x1'+1 x2‘+1 xi111 xitrll xn‘+1
j j j J j
X1 X Xict o Xia Xn
n—1 n—1 -1 n—1 -1
XX X0 X X,
Pero
_ i+j: a\(J)
D; = —(-1) /]!N (-l:n) OV (X1, X2, ooy Xict, Xigds - -+ Xp) X

¢(x1a-x23-'-axi—1’xi+l,'- -,xn)’

con ¢(xy, X2, ..., Xi—1, Xis1s - - - » Xp) UNa funcion simétrica. Entonces D; y D;,; tienen
signos diferentes, lo cual implica que £L2(x;) y £ (x;+1) tienen signos diferentes.
En otras palabras, £;(x) tiene al menos un cero en cada intervalo (x;, x;;) para
i=1,2,...,n— 1. Finalmente, usando el hecho que el signo de L (x) es (=D,
deducimos que &) < x;. m
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7.4. Comportamiento asintotico

Vamos a analizar el comportamiento asintético de los polinomios ortogonales
de tipo Laguerre-Sobolev L (x). De (1.10) se tiene

KY(0,0) = (7.11)

N2 J .
U 2:(%;1)X

@j+ L | =

(L )™ O@n®170) - (L) 0Ly ) 0(0))
_ () j(2j+1)x
S @i+ =-DIT+a) &\ k

[(l’l -1 (n- k)L::r]];_l(())n(n —1)---(n—-2j+ k)Lw+2j+1—k(O)

n-2j-1+k

—n(n—k+ DLEEONn = 1) (= 2j = 1+ LI 0)]

~ i(j!)2n(n—1)-~~(n—k+1)(n—1)-~~(n—2j+k) 2j+11),,
S A 2j+ DI(n—DIT(n + ) k
n—k—1 F(n + Q’) n=2i—1+k F(n +a+ 1)
[(n_k)(_l) F(a+k+1)(_1) J Ta+2j—k+2)

. o Tn+a+1) N2 ik I'ln+a)

~ =2 k= DD sy O e ke

J .
_ Z 2j+1
k=0

GN*Q2j=2k+Dntn—1)--(n—k+Dn-1)-(n-2j+kn+a+1)
2j+ D(n— DM@+ k + DI(a + 2 — k +2) '

Por tanto,

. T(n+a+ Dn2it
K9(0,0) ~ €, 1 — )" (7.12)

donde C, ; es un nimero real que depende de « y j. De hecho,

Gy Zjl(ZjH) (2j -2k +1) (7.13)

k Fa+k+DI(@+2j+2—-k)
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En particular, si j = 1
1

(@ +3)[[(a+2)] (7.14)

De (7.2) tenemos
Li) _ | NLDYOK (0
Lox) Ly (x)
Usando (1.7), obtenemos
L INEIO) (LSO, (x. 0 L2 ) — LY (0)Q,(x, 0 L))

B R

donde Q;(x,0; Ly )y Q;(x,0; L}) son los polinomios Taylor de grado jde L (x)
y L7 (x) en torno a x = 0 respectivamente. Por tanto

L) _ | NP OQ;(x,0: L ) (1 0;(x,0; L) LY (%)

= 7.15
L2(x) ||LZ_1||ixj+l Q;(x,0;L* ) L2(x) ) (7.15)

Nuestro objetivo es analizar el comportamiento asintético de (7.15) para x €
C\R,. Para ello estudiaremos el comportamiento de cada una de las siguientes
expresiones,

J10j(x,0; LY )

(i)
Iz P
)1 Q;(x,0;LY) LI (x)
Qj(x 0; L" 1) La(x)
(iii) (LHY(0).

En primer lugar, dado que

/(L (0)
0;(x,0;L% ) = Z

j (n—l)(n—z)--~<n—k>(Lz+f )"

k! X

-

148



7.4, COMPORTAMIENTO ASINTOTICO 149

entonces

. ()] .
N0 0Ly (L) O

2,
Lol Lyl gt
(n-DHn-2)---(n—)) L ()
n-—DI'(n+ a) L =
n-1n-2)---(n- j)(_l)n_l_j I'n+a) .
n-DIn+a) INa+j+1)
Por tanto,
iQi(x,0; LY —1)y1-ipJ
poteh) GO 7.16)
n_1|| ot x(n—DT(a+j+1)
Por otra parte,
j ’0; Ly L(l_
_ QJ(X an) n l(x) » (717)
Q;(x,0; Ly ) Ly(x)
1+ nn-1)m-j+DIn+a+ 1)L, (x)
m-Dn=-2)---(n=HI'n+a) LI(x)
_ .. n+ a/ZZ_l(x)
n—j Lex)
Finalmente, de (7.2) y (7.12) obtenemos
) (La)(j) (O)
(£LD7(0) —
1+ NK(0,0)
n(n—1)---(n = j+ D)(= 1y~ e
~ 1+ NCajF(n+(y+1)n21+1 ’
de manera que
, —1)"In/ D(n—-1)!
(LZ)(’)(O) N 1 D)""'nTn+a+1)n-1) (7.18)

T(@+j+1)(n— D! +NC, T(n+a+ nd’

Por tanto, usando (1.31) en (7.17) se tiene
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i(x,0; Ly Z“_ X
tim [ 1 - 2 Q) W) (7.19)
el Qi 05 LT ) Lo(x)
uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, co).
Luego, de (7.15), tenemos
L
L (x)
N _Nj!(LZ)(j)(O)Qj(x, 0;L; ) 1 Q;(x, 05 Ly) LZ_I(X))
|LZ_1||2 K+ Qj(-x’ O;LZ_I) L;f(X)
B NED"""nTn+a+1) (=1)y=ipi ( | Q;(x,0;LY) Li_l(x))
(n— D!+ NC,;T(n+a+ Dn¥ x(T(a+ j+1))> Qi(x,0; Ly ) Li(x)
B N n?Tn+a+1) (1 Q;(x,0;LY) Lff_l(x))
xT(a+j+ D)Y? (n—D!+ NC,;I'(n+a+ 1)n? Qj(x,0; LY ) La(x)

esto es, de (7.19)

Proposicion 31

lim 22 _

m e = (7.20)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C\[0, o).

Usando la formula de Mehler-Heine (1.30), encontraremos la correspondiente
férmula para los polinomios ortogonales de tipo Laguerre-Sobolev L (x).

En primera instancia, vamos a encontrar una expresion para el polinomios de
Taylor de grado j, de L;(x) evaluado en x/n, i.e Q;(x/n,0;L}).

D'Tn+a+1) D) ""mfn+a+1) X

Qj(x/n.0: L) fa+D) ' Tw@+2  n"
+(—1)”‘jn(n ---n—j+DIn+a+ l)x_j
Ia+j+1) n/

(—1)y'T(n +a+ 1)

a _l o1 -2
Fatl) S5 (x) nRj(x)+O(n )|
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donde
$%(x) —ﬁ++}f{(j—ff>l
Rj(x) = 2!(ax-2+ Dy 3!(213 D, T (—21;;'?;(1—1)1)1
luego
Qi(x/n, 0, L) = (_1)?(21:;‘; ) P %Ry(x) " O(n_z)]. (7.21)

Usando ideas similares, podemos concluir

-D"'T'(n + a)

Qj(x/n,0;L,_;) =

S50x) + lT;’(x) + O(n_z)] . (122
n

T+ 1)

donde 32 Y1 i + 1)
X X =1y X j(j +

T%(x) = _ _
IO TesD Tern T T 2@

De (1.23), (7.6) y (7.18), tenemos

N il (LD
Lﬁ(x):LS(X)—M[ L2906, 05 L) — L, (00, (x. 0: ).

(L e

y, usando (1.24) se obtiene que L !(x) = Ly (x) + nLY_, (x). Asi pues

« a NJ‘('LQ)(D(O) a « ;zy_l (X) - LJO; (X) «
Ln(x) = Ln(X) La—z L, (x )QJ( x,0; L 1) - Qj(x’O;Ln)
. NJ!(£Z)<”(O) . Qi(x,0; L\ Lo ( )
L, (x) = 2. Qj(x,0;L,_y) + + = L, (x) - Qi(x,0;L)|.
Ly x/+1 n
Multiplicando en ambos miembros de la ultima expresion por (n,il(, y usando el

cambio de variable x por x/n, se tiene
L(x/n)
n® B
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Li(x/n)  NjNLHDO)ni*!

n® | «
Ln—l

2xj+1
Qi(x/n,0; L)\ L:(x/n) 1 L*' (x/n)

n ne n? pol

[(Qj(X/n,O;Lf,’_l) + Q;(x/n,0; LY

Finalmente, de (1.23), (7.18), (7.21) y (7.22) se sigue que

Lx/n) _

na

— Nj! (D"l te+D(n=D! 1
Ly(x/n) T+ =DI+NC, Tnra+Dnl o (-D)'T(n + @)

ne (n- DT+ a)x/*! IN'a+1)

L2 (x/n)
n(l

(%S;’(x) - %T;’(x) - %R‘;(x) + O(n_z))

L) (x/n) (n + )
- n2na-1

1
(S‘j’(x) — ~Rj(x) + 0(n‘2))} :
Esto implica

_ L(x/n)
lim =

n—oo n%

(=1)7*1 !
Co,T(a+j+ DI+ Dx/t!

[T V) (@8 00 = T () = Rj ) = 2212 VDS )

X PI2 V0 +

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C. Usando el hecho que

%Ja(z V),

X
ms;ﬁl(x),

Ja-1Q2 V) + Jor1(2 V)

T¢(x) + R}(x)
y realizando algunos célculos elementales tenemos
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Proposicion 32

i

n—oo n

m Lo/ (z/ ) (7.23)
(—l)jﬂS;-tfll(x)

Co I+ j+ DI(a +2)x/
(—l)jﬂS?(X)

Col(@+j+ DI(a+ 1)x/+1/2’

= x5,V |1+

_x_a/ZJcHl (2 \/;)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de C.

Por otra parte, dado que

2N + Jen VD) = 2L 2 v,
N

(7.23) se transforma en

. L%(x/n)
hm _
n—oo n«

=1V 1S4/ () = §5(x)

CoT(a+j+ DI(a +2)x/
(=1/j185(x)

C,,T(a+ j+ DI+ 2)xi

= x*?1,2Vx) |1+

—x 0122 V)

Si j = 1, entonces podemos deducir, después de realizar algunos célculos, que
este resultado coincide con el obtenido en [18].

Ahora, vamos a analizar el comportamiento asintético de la raiz n-ésima de la
norma de Sobolev de L (x). Dado que

(L, LY
(LE, LYY, +N(LHY ) (LHY (0)
(%

LN L)Y O (L) (0),
teniendo en cuenta el comportamiento asintético de (Ly )(j) (0) asi como (7.18), lo
cual nos proporciona el comportamiento de (LZ)(’) (0),

2
S

L
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2
||£;t s . N(.Ea)(]) (0) (La)(j) (0)
> =
Iz, s,
n— J ]F(VH’Q"FI) ] n— JF(I’H'(I‘F])
1+N ( 1) C(a+j+1) n ( 1) I'(a+j+1)
1+ Ncaj“Lj””nzﬁl n'n+a+1)
i n:
2j I'(n+a+1)
[(a+j+1)?

+ ‘
n!+ NC, I'(n+ a + 1)n?/+!

1
= 1+0 (—) .
n
Por tanto, hemos probado la siguiente proposicion

Proposicion 33
2
@
121l
2
@

o

=1.

Finalmente, presentamos un resultado acerca del comportamiento de la norma
de los polinomios ortogonales de tipo Laguerre Sobolev, que es una consecuencia

de la anterior proposicion y el hecho que n

/n —1
g e cuando n — oo.

Corolario 3

tim a7t ||L2]))" = e (7.24)

n—oo
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Problemas abiertos

1. En el capitulo 7, se han generalizado algunos resultados obtenidos en el
capitulo 5, considerando el producto escalar (7.1). Sin embargo, a pesar de
haber hallado una férmula de conexién entre los polinomios de tipo La-
guerre Sobolev generados por este producto escalar y ciertos polinomios de
Laguerre, no se ha encontrado una ecuacién diferencial de segundo orden
que nos permita, por ejemplo, presentar una interpretacion electrostatica de
los ceros de estos polinomios. Sin embargo, usando la férmula de conex-
i6n (7.10), este trabajo es viable, aunque los resultados aparentan ser poco
manejables por la complejidad de los coeficientes de la ecuacién diferencial
holonémica resultante. Asi mismo, estamos estudiando los operadores de
creacion y aniquilacién correspondientes a dichos polinomios, lo que puede
facilitar la obtencién de la correspondiente ecuacidén holondmica que satis-
facen.

2. Realizar el estudio de los polinomios ortogonales respecto del producto es-
calar

P-q)s = fo p(x)g(x)x"e " dx + P(0)'AQ(0), (7.25)

donde
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p(0) 4(0)
) )
ro=| 7, [ eo=| ©
p(j)(()) q(j)(())

Py g son polinomios, N; € R*, j € N, y A una matriz cuadrada de tamafo
J % j simétrica. En particular, como en los capitulos 3 y 5, queremos hallar
una ecuacion diferencial de segundo orden que satisfagan los polinomios
ortogonales respecto a (7.25), asi como llevar a cabo un estudio del com-
portamiento de los ceros de estos polinomios y encontrar una interpretacion
electrostdtica de los mismos.

. Usando las ideas del apartado anterior, queremos generalizar la definicién

(3.1) del capitulo 2. Es decir, considerar el producto escalar

1 k
(P @)s = f 1 p()g(x)(1 = x)*(1 + xV’dx + Z N;pP()gV(1),  (7.26)

J=0

donde p y g son polinomios N; € R*, j € N. O, con mayor generalidad, adi-
cionar masas no solo en 1, sino también en —1. En otras palabras, considerar
el producto escalar tipo Sobolev

1
(P-q)s = f 1 PN = 07(1 + xydx

k l
+ Y Np (Mg (1) + > MpP(=1)gP(-1), (7.27)
J=0 j=0

para determinar una férmula de conexién que generalice (3.3), hallar la
ecuacion diferencial holonémica que satisfacen los polinomios ortogonales
respecto a (7.27), realizar una interpretacion electrostética de los ceros, es-
tudiar su comportamiento asintético, etc.

Naturalmente, la complejidad para obtener los resultados crece en la me-
dida que agregamos elementos extra en (7.27). Es por esto que el camino
mads adecuado seria incrementar el nimero de masas adicionadas de manera
gradual, lo que nos pueda permitir avanzar en los estudios.
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4. Establecer una conexion entre las propiedades analiticas de los polinomios
ortogonales tipo Sobolev y polinomios ortogonales matriciales como los
estudiados en [42], [44] y [82], teniendo en cuenta que la matriz de medidas
inducida tiene soporte no acotado y ademas se adiciona una masa de Dirac
con peso matricial en x = 0. El caso de medidas matriciales con soporte no
acotado ha recibido muy poca atencién en la literatura. En esa direccion se
puede considerar [43].
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