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요     약 

 

  본 논문에서는 대형 구조물의 시스템 식별과 최적 설계를 위해 반복 연산과 

병렬 컴퓨팅에 적합한 자유도 기반 축소 기법을 개발하고 측정오차를 고려한 

시스템 식별기법과 시스템 식별에 적합한 역문제 해석 알고리즘들을 고안하였다. 

또한 측정오차를 고려한 센서 위치 선정 기법을 개발하고 이를 실제 평판 진동 

실험을 통해 검증하였다. 마지막으로 개발된 축소 기법을 구조 해석 상용 

프로그램과 연동하여 최적설계를 수행하였다. 

 전산 기술의 지속적인 발전과 설계 상의 다양한 요구로 인하여 구조 해석의 

중요도와 필요성이 증가하고 있다. 구조 해석 모델은 예전에 평판 등의 단순한 

부품에서 차량 바디 등의 조립된 전체 구조물로 대형화되었으며, 해석수준은 

단순한 정적 해석에서 다양한 동적 거동을 해석하는 형태로 그 범위가 늘어나고 

있다. 또한 단순한 해석을 넘어서 최적화 기법을 통해 실제 설계에 반영되는 

형태로 수치해석의 영역이 늘어나고 있는 실정이다. 이로 인하여 전산 자원의 

증가에도 불구하고 대형 구조물의 동적 거동의 최적화에는 많은 어려움이 

존재하고 있다. 이를 해결하기 위해서 다양한 축소기법이 연구되고 있다.  

기존 축소 기법들은 단일 CPU 에서 한번의 해석에 초점을 둔 형태로 대형 

구조물의 해석을 적은 정확도 손실 하에서 적은 메모리와 계산시간을 통해 

수행하는 것을 목표로 하였다. 하지만 현재는 CPU 클럭의 증가 속도가 둔화되고 

CPU 개수가 증가하는 멀티코어 형태로 변화되고 있다. 또한 단순 해석을 넘어 

최적설계에 대한 수요가 나날이 증가하고 있다. 이러한 현재 상황에서 병렬화와 
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반복 해석에 적합한 축소 기법의 개발이 축소법 관련 연구 중 핵심 연구라고 

생각된다. 

본 논문에서는 자유도 기반 축소 기법에 적합한 부구조 기법을 고안하여 병렬화 

효율성을 증가 시키고, 이전 과정에서 축소된 행렬을 다음 해석에서 재사용하여 

정확도 손실 없이 반복 해석을 효과적으로 수행하는 축소 기법을 개발하였다. 

이렇게 개발된 자유도 기반 축소 기법은 역문제인 구조 시스템 식별과 최적설계에 

활용 할 수 있다. 특히 제안된 기법은 기존 부구조 기법과 달리 정확도 손실이 없어 

계산의 높은 정확도를 요구하는 시스템 식별 기법 활용도가 높다.  

본 논문에서는 고안된 기법을 활용하여 대형 구조물의 시스템 식별에 대한 

연구를 진행하였다. 제안된 축소 기법을 사용하여 시스템 식별 계산상의 효율을 

높였으며, 측정 오차를 고려한 시스템 식별기법을 구성하였다. 또한 구조물의 

요소단위의 유한요소 모델의 갱신하는 대규모 시스템 식별 문제를 위해 시스템 

식별에 적합한 역문제 해석 알고리즘들을 개발하였다. 그리고 주자유도 선정 

기법을 활용한 센서 위치 선정 기법을 고안하였다. 고안된 센서 선정 기법의 

검증을 위하여 실제 구조물의 진동 실험을 수행하였으며, 측정된 정보를 통하여 

시스템 식별을 수행하였다.  

마지막으로 제안된 기법들이 실제 산업의 최적 설계에 활용 가능성을 높이기 

위해 산업체에서 많이 사용되고 있는 상용 프로그램(Nastran, Abaqus, 

Ansys)과 제안된 기법을 구현한 Matlab 프로그램의 연동을 통하여 최적설계를 

수행하였다. 상용 프로그램과 Matlab 의 연동은 Matlab 이 메인 프로그램으로 
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제안된 기법으로 최적화를 진행하고 이 때 필요한 각종 정보 들은 자동으로 상용 

프로그램에서 얻는 형태로 구성하였다. 이를 위해 상용 프로그램 별로 제공하는 

명령어들을 익히고, 이러한 명령어들로 구성된 상용 프로그램 input 파일의 

생성하는 Matlab 함수를 상용 프로그램 별로 작성하였다. 상용 프로그램에서 

생성된 출력 파일을 Matlab 으로 읽는 것 또한 상용 프로그램 별로 함수로 

작성하여 최적화 도중에 필요한 정보를 언제든지 자동으로 얻을 수 있게 

구성하였다. 이렇게 구성한 상용프로그램과 Matlab 의 연동 최적화 결과는 

최종적으로 최적화 결과로부터 도출된 설계 변수를 상용 프로그램에 입력한 후 

해석을 통하여 검증하였다. 

 

주요어: 축소법, 시스템 식별, 최적 설계, 병렬화, 상용 프로그램, 센서 위치 선정 

 

학번: 2008-20789 
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1.  서  론 

유한요소기법(finite element method)은 기계적 구조물의 해석과 설계에 

가장 많이 쓰이는 방법으로써 자동차, 조선, 항공 등의 다양한 산업 및 

연구분야에서 활발하게 사용되고 있다. 최근 급격한 전산 기술의 발전로 인하여 

기계 구조물의 부품 혹은 일부분이 아닌 기계 구조물 전체를 하나의 모델로 모델링 

하여 이를 한번에 해석 하는 형태의 대규모 구조해석도 많이 수행되고 있다.  

하지만 해석 하고자 하는 유한요소모델의 크기는 전산자원의 증가속도에 

비해서도 급격하게 증가되고 있는 추세다. 해석 모델의 크기 증가는 유한요소 

기법의 요소 와 절점 수의 증가는 물론이고 하중 및 경계 조건의 다양화 시스템 

거동에 대한 해석 정확도 증가 등으로 다양한 형태로 나타나고 있다.  

또한 단순한 하중에 따른 응력해석을 넘어서 다양한 상황에서의 동적 응답을 

해석하고 이러한 동적 응답을 고려한 최적 설계(design optimization)에 대한 

수요가 증가하고 있다. 또한 이러한 해석 및 설계의 정확성을 확보 하기 위하여 

실험으로 측정한 응답을 기반으로 구조물의 정확한 물성과 형태를 반영하여 

유한요소 모델의 정확도를 상승시키는 시스템 식별(System identification)에 

대한 관심이 증가하고 있다.  

이러한 최적 설계와 시스템 식별은 역문제의 일종으로써 반복적인 해석이 

요구된다. 따라서 본 논문에서는 이러한 반복적인 해석을 효과적으로 수행할 수 

있는 자유도 기반 축소기법을 고안하고 이를 최적 설계와 시스템 식별에 적용하는 

연구를 수행하였다.  
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1.1 자유도 기반 축소기법 

자유도 기반 축소 기법은 유한요소법을 통해 얻어진 강성, 질량 행렬을 크기가 

작은 정보가 압축된 행렬형태로 줄여주는 축소 기법 중 하나 이다. 행렬의 

고유벡터를 이용하여 축소된 행렬을 만드는 모드기반 축소법과 달리 자유도 기반 

축소 기법은 행렬의 일부분을 수식 상 전개하여 자유도 사이의 관계식을 구하고 

이를 통하여 해당 행렬을 축소하는 기법을 뜻한다.  

이러한 자유도 기반 축소 기법은 Guyan[1]이 1965 년에 최초로 제안 

하였으며 이를 정적 축소(Static condensation)라 한다. 정적 축소기법에서는 

구조물의 정적 해석문제에서의 변위를 주자유도 부분과 부자유도 부분으로 나눈다. 

이 때 부자유도부분에 하중이 없다면 부자유도 부분의 식을 먼저 풀 수 있게 되고 

이를 통하여 부자유도와 주자유도의 상관관계를 구할 수 있다. 이 때 부자유도와 

주자유도의 상관관계를 나타내는 행렬을 변환행렬(Transformation 

matrix)이라고 한다. 이 변환행렬을 통해 축소된 강성행렬과 하중을 얻게 된다.  

이러한 정적 축소 기법을 기반으로 동적 해석을 위한 축소 기법에 대한 연구가 

활발히 진행 되었다. 동적 평형 방정식은 정적 문제와 달리 전체 평형식을 

주자유도와 부자유도로 나누어도 부자유도 부분 방정식만을 쉽게 먼저 풀 수 없다.  

따라서 이러한 동적 문제의 효과적인 축소를 위해서는 ‘변환 행렬을 어떻게 

정확하게 구하는가’ 와 ‘어떤 자유도를 주자유도로 선정할 것인가’ 하는 문제가 

매우 중요하다. 
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먼저 동적 해석을 위한 정확한 변환 행렬을 구하기 위한 연구는 Paz[2]가 특정 

주파수를 가정하여 동적 거동을 고려하는 축소를 기법을 제안하였다. 그리고 

테일러 급수 전개(Taylor series expansion)를 통하여 동적 요소를 고려하는 

방법에 대한 연구가 진행되었고[3-5], 이를 Gordis[6]가 정리하여 

IRS(Improved Reduced System)기법을 제안하였다.  이를 개선하여 테일러 

급수의 고차항을 포함한 AIRS(Accerated Improved Reduced 

System)기법[7]이 Kim 과 Kang 에 의해 제안되었다. 또한 반복적인 연산을 

통하여 축소 행렬의 정확도를 향상 시키는 IIRS(Iterative Improved Reduced 

System)기법이 연구되었다[8-10]. 

자유도 선정 연구에서는 가장 신뢰성 있는 방법으로는 Shah 와 Raymund 이 

제안한 순차적 소거법 (Sequential Elimination Method)[11]이 있다. 하지만 

순차적 소거법은 연산 한번에 하나의 자유도를 부자유도로 선정함으로써 자유도가 

큰 모델에 적합하지 않다. 특히 대형 구조물해석의 요구가 커지고 있는 현재에는 

이러한 단점이 크게 부각되고 있다. 이러한 단점을 극복하기 위하여 에너지기반 

주자유도 선정기법에 대한 연구가 진행되었다. 

Kammer[12]는 주자유도 선정 이전에 후보 자유도 선정에 자유도 별 

운동에너지를 사용하였고, Kim 과 Choi[13]가 이러한 자유도 에너지 평가를 

통하여 주자유도를 자체를 선정하는 에너지기반 주자유도 선정 기법을 제안하였다. 

Cho 와 Kim[14]은 자유도 단위가 아닌 요소 단위의 에너지를 구하고 이를 통하여 

주자유도를 선정하는 기법을 제안하고, 이를 확장하여 순차적 소거법과 연동하는 
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형태로 2 단계 축소 기법을 제안하였다[15]. 또한 감쇠를 포함한 동적 모델에서의 

주자유도 선정에 대한 연구도 Jeong 등[16]이 의해 진행되었다.  

다양한 연구가 위와 같이 진행되었으나 주로 해석위주의 연구로 반복연산이 

필요한 최적화, 시스템 식별 등의 역문제(inverse problem)을 위한 효과적인 

축소기법에 대한 연구는 많이 진행되지 못했다. 본 논문은 기존의 자유도 기반 

축소법을 반복 연산에 효과적인 형태로 향상 시키고자 한다.  

 

1.2 시스템 식별 

 

실험을 통해 측정된 정보를 통해서 실제 구조물의 구조적 특성을 구하는 

시스템 식별 기법은 구조물의 건전성 모니터링이나 파손 탐지 등에 많이 활용되고 

있다[17-20]. 하지만 실제 구조물의 노후화와 늘어나고 있는 안전에 대한 요구로 

인해 보다 높은 신뢰도와 정확성을 가지는 파손 탐지 및 헬스 모니터링 기법이 

요구됨에 따라 효율적이며 정확한 구조 시스템 식별 기법의 개발을 위한 연구가 

활발히 진행되고 있다. 

시스템 식별은 최적화 등과 같은 역문제로서 반복적인 해석을 통해 실제 구조 

시스템의 특성을 가지는 수학적 모델을 구하는 방법이다. 이 때 수학적 모델은 

단순한 함수에서 복잡한 유한요소모델까지 다양하다. 이 중 유한요소 모델 

갱신기법 (finite model updating method)[21-23]은 기존의 유한요소 모델을 
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실험 데이터를 통해 갱신하여 보다 정확한 유한요소 모델을 얻는 기법이다. 이렇게 

얻어진 유한요소 모델은 피로 해석 등의 다양한 해석에 직접적으로 사용될 수 있다.  

이러한 유한요소 모델을 갱신하기 위해서는 실험에서 측정된 정보를 가지고 

기존 유한요소 모델과 차이를 수치화하고 이를 최소화하는 방식으로 진행된다. 이 

때 기존 유한요소 모델과 실험과의 차이를 수학적 어떤 형식으로 정의하고 

비교하는가에 따라서 시스템 식별의 전체 정확도와 효율성에 많은 영향을 준다. 

유한요소 모델과 실험과의 차이를 수학적 표현하는 것을 오차 함수로 정의하며, 

실제 구조물의 거동을 효과적으로 반영할 수 있는 오차함수를 설정하는 것이 

중요하다. 기존의 연구에서는 단순하게 실험의 변위 (Displacement), 고유진동수 

(Natural frequency), 모드형상 (Mode shape)등의 비교하여서 이들 단순한 

차이 값을 오차 함수로 설정하고 이 값이 최소화하는 모델을 찾았다[24,25]. 보다 

물리적 구조물의 전체적인 거동을 표현하는 오차함수를 설정하기 위해서 동적 

평형식에서 직접적으로 전개하여 잔여 에너지를 정의하고 이를 최소화하는 구조 

시스템 식별기법이 개발되었다. 

하지만 실제로 실험을 통해 측정되는 데이터는 센서와 여러 실험 장비의 

현실적 한계에 의해서 일반적으로 유한요소 모델의 절점의 수와 비교하여 상당히 

적은 수이다. 따라서 실험을 통해 얻지 못한 부분이 존재하게 된다. 이러한 실험을 

통해 측정 정보를 얻지 못한 자유도의 응답을 처리하는 것이 중요한 문제가 되었다. 

이러한 미지의 자유도 응답을 시스템 식별을 위한 역문제의 미지수로 설명하게 

되면 미지수가 너무 많아져서 대형구조물의 시스템 식별이 어려움을 겪게 된다.  
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이를 해결하기 위해서 앞서 언급한 자유도 기반 시스템 축소기법에서의 

변환행렬을 사용하여 전체 자유도의 응답을 실험을 통해 얻은 일부 위치의 

응답만으로 추산하는 방법을 제안되었다[26].  하지만 이러한 응답의 추산에서 

발생한 오차가 시스템 식별 역해석 연산과정에서 커지면서 해의 수렴성이 

저하되는 문제가 발생된다. 이러한 추산 과정에서 발생하는 오차에 의한 문제를 

IIRS 기법을 통하여 오차를 줄임으로써 해결하였다. 이러한 기법에서는 

센서위치가 주자유도로 선정된 위치와 같아야 하고 주자유도로 선정된 위치가 

적절히 선정되어야 한다. 이를 위하여 주자유도 선정 기법을 사용된다.  

기존에 연구에서는 단순한 모델에서 수치적인 계산을 통한 시스템 식별이 

많이 존재하였다. 따라서 본 논문에서는 보다 실제 구조물의 시스템 식별을 위하여 

측정 오차를 고려한 시스템 식별이나 효과적인 시스템 식별 수행 알고리즘들을 

고안하였다. 그리고 실제 구조물의 진동 실험 및 진동 실험을 실제로 진행하여 

제안된 시스템 식별기법의 검증과 주자유도 선정 기법을 통한 센서 위치 선정의 

효용성을 확인 및 보안한 센서 선정 기법을 제안하였다. 
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1.3 논문 구성 및 제안 내용 

본 논문의 총 5 장으로 구성되어 있다. 2 장에서는 자유도 기반 축소기법에서의 

기존 주요 연구 내용을 분석하고 병렬화와 반복해석에 적합한 형태를 고안하고자 

하였다. 이를 위하여 전체 구조물의 행렬을 일부 경계를 공유하는 부구조 형태로 

나누고 각 부구조별로 변수화하여 표현한 행렬로 구성한다. 이렇게 구성된 형렬을 

기존 축소 기법에 대입하여서 나누어진 행렬들이 어떻게 축소되는지를 수식적으로 

전개하여 분석한다. 이를 통하여 병렬화 즉 분업화 할 수 있는 영역과 반복되는 

부분들을 찾아서 이를 효과적으로 수행할 수 있도록 기법을 고안하였다. 이를 수치 

예제를 통해 검증하였다. 

2 장에서 기술한 자유도 기반 축소기법을 활용하여 시스템 식별을 수치적으로 

수행한 내용을 3 장에 기술하였다. 3 장에서는 우선 기본적으로 평형 방정식을 

활용한 유한요소 모델 갱신 형태의 시스템 식별 기법을 수식적으로 기술한다. 

그리고 실제 측정 데이터 수의 한계를 극복하기 위한 자유도 기반 축소법의 활용에 

대해 설명하고 이를 실제 측정 상에서 발생되는 측정 오차를 고려한 시스템 식별 

기법으로 확장하였다. 그리고 센서 위치와 주자유도의 연관성을 기술하고 

주자유도 선정법의 활용한 센서위치 선정 기법을 제안한다. 마지막으로 대형 

구조물의 요소단위 유한요소 갱신을 위하여 시스템 식별을 위한 반복 연산의 

특징을 분석하여 보다 효과적인 시스템 식별 수행 알고리즘들을 고안하였다. 

4 장에서는 실제 진동 실험을 통하여 3 장에서 제안된 시스템 식별 기법의 과 

센서 위치 선정기법에 대한 효용성을 검증한다. 우선 실제 실험한 모델과 실험 
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장비 및 방법에 대해 기술한다. 그 다음 실험 모델의 동적 거동을 수치해석상 

분석한다. 이를 기반으로 센서 위치 선정에 사용할 진동 모드 수를 선정하며 

3 장에서 제안한 센서 위치 선정 기법을 통하여 센서 위치를 선정한다. 실제 측정한 

데이터를 분석하고 이를 통해 시스템 식별을 수행하였다. 마지막으로 수행한 

시스템 식별 결과를 통하여 제안된 기법에 대한 논의한다.  

본 논문에서는 2 장에서 제안한 축소기법을 실제 산업의 최적설계에 활용도를 

높이기 위하여 유한요소 상용 프로그램과 인하우스 코드의 연동을 구현하였다. 

5 장에서는 이러한 상용 프로그램과 인하우스 코드를 연동하는 방법에 대해 

기술한다. 먼저 상용 프로그램과 인하우스 코드의 장단점을 분석하고 상용 

프로그램과 인하우스 코드 연동 제안한다. 상용 프로그램에서 주요 행렬 정보를 

얻는 방법에 대해 기술하고 이를 받아서 제안된 기법으로 최적설계를 하는 과정에 

대해 설명한다. 그리고 수치 예제를 통하여 상용 프로그램의 정보를 통한 인하우스 

코드의 최적 설계를 수행하여 기존의 방법과의 제안된 기법을 비교 분석 한다. 
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2. 자유도 기반 축소기법 

구조물의 동적 구조해석은 아래와 같은 2 계 미분방정식 형태로 구성되는 

운동방정식을 푸는 형태로 구성된다. 

  t  Mx Cx Kx F  (2.1) 

여기서 ,M C 와 K 는 각각 구조물의 질량행렬, 감쇠행렬, 강성행렬을 

나타낸다. 일반적으로 위 식을 풀어서 주어진 외력  tF 에 따른 가속도( x ), 

속도( x ), 변위( x )를 구하게 된다.  비감쇠 자유 진동 문제 즉 감쇠를 무시하는 

경우에는   i tt ue x 관계식을 통해서 식 (2.1)은 아래와 같이 고유치 

문제(eigenvalue problem)로 변환 된다. 

 Ku Mu  (2.2) 

위 식을 통해 고유치(  )와 고유벡터( u )를 구하는 해석을 고유치 

해석이라고 하면 이는 모달 해석(Modal analysis), 주파수 응답 해석(Frequency 

response analysis), 과도 시간 응답 해석(Transient time response analysis) 

등에 사용된다. 이 고유치 해석이 동적 해석의 계산 시간 중 많은 부분을 소요된다. 

본 논문에서 언급하는 축소 시스템 기법들은 기본적으로 이 고유치 해석을 

효과적으로 해석하고자 제안된 기법들이다.   
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2.1 자유도 기반 축소 기법 정식화 

자유도 기반 축소 기법은 식 (2.2)를 효율적으로 해석하기 위해서 서론에서 

언급한 바와 같이 전체 자유도를 주자유도와 부자유도로 나누어 두 자유도의 

관계를 구한다.  따라서 식 (2.2)는 아래 식 (2.3)와 같이 변경 된다.  

 pp ps pp psp p

T T

ps ss ps sss s


      

      
      

K K M Mu u

K K M Mu u
 (2.3) 

식 (2.3)의 부 자유도(
su )에 해당하는 두 번째 열을 전개하면 아래와 같은 

식을 얻을 수 있다.  

 T T

ps p ss s ps p ss s    K u K u M u M u 0  (2.4) 

 위 식을 부자유도(
su )로 다시 전개하면 아래와 같이 주자유도(

pu )와 

부자유도(
su )의 관계로 표현할 수 있다.  

    
1 T T

s ss ss ps ps p 


   u K M K M u  (2.5) 

이 때 두 자유도의 관계를 나타내는 행렬을 변환행렬이라고 하고 아래와 같이 

표현된다.  

    
1p T T

p ss ss ps ps

s

where  
   

        
  

u I
u u t K M K M

u t
 (2.6) 

 이 변환 행렬을 통해 식 (2.3)은 아래와 같이 표현된다. 

 pp ps pp ps

T Tp p

ps ss ps ss


      

      
      

K K M MI I
u u

K K M Mt t
 (2.7) 

따라서 양 변에 변환 행렬을 한번 더 곱해서 전개하면 아래와 같이 전개 된다.  
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pp ps pp psT T

T Tp p

ps ss ps ss


      

            
      

K K M MI I
I t u I t u

K K M Mt t
 (2.8) 

 
   T T T T T T

pp ps ps ss p pp ps ps ss p      K K t t K t K t u M M t t M t M t u
 (2.9) 

이는 아래 같이 축소된 형태의 고유치 방정식으로 표현할 수 있고, 

 R p R R pK u M u
 (2.10) 

축소강성행렬과 질량행렬을 아래와 같은 식으로 나타난다. 

 
T T T

R pp ps ps ss   K K K t t K t K t
 (2.11) 

 T T T

R pp ps ps ss   M M M t t M t M t  (2.12) 

이 때 변환행렬( t )는 정적 축소와 달리 미지수인 고유치항( )이 포함되어서 

고유치의 함수로 나타난다. 따라서 이 변환행렬을 정확하게 푸는 것이 자유도 기반 

축소 기법에서 중요도가 상당히 큰 문제이며 이를 위해 많은 연구가 진행되었다. 
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2.1.1. 정적 시스템 축소기법  

우선, 가장 처음 시도된 방법은 Guyan[1]이 처음 제안한 정적 축소법을 

그대로 적용하는 것으로 방법이다. 이는 식 (2.4)에서 0  를 넣는 형태로 

변환행렬은 아래와 같이 구성된다. 

 
1 T

G ss ps

 t K K
 (2.13) 

이를 통해 축소된 고유치 방정식은 아래와 같이 구성되며  

 G p R G pK u M u
 (2.14) 

축소강성행렬과 질량행렬을 아래와 같은 식으로 나타난다. 

 
T T

G pp G ps K K t K
 (2.15) 

 
T T T

G pp ps G G ps G ss G   M M M t t M t M t
 (2.16) 

식 (2.5)와 같이 Guyan 이 제안한 방법은 변환 행렬에 질량행렬이 수식상 

포함되지 않아서 질량의 영향이 큰 고주파 영역으로 갈수록 정확도가 떨어지게 

된다.   
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2.1.2. 동적 시스템 축소기법: 단일 연산 

위에서 언급한 질량행렬의 영향을 고려하기 위해서 다양한 연구가 시도 

되었다. 먼저 Paz[2]가 특정 주파수를 고유치 항에 대입하는 기법을 제안하였다. 

따라서 변환 행렬은 아래와 같이 표현된다.  

      
1

2 2T T

ss ss ps ps  


   t K M K M  (2.17) 

이러한 기법은 대입한 고유치( )의 값 부분 주파수 영역 대에서만 정확성을 

보장하고 나머지 부분의 해의 정확도는 현저히 떨어지게 된다. 따라서 식 (2.5)을 

근본적으로 풀어 보고자 아래 식처럼 테일러 급수전개를 이용한 방법이 시도 

되었다.  

 
 

    

1 1 1

1 1 1 2 3

T T T

ss ps ss ps ss ss ps

T T

ss ss ss ps ss ss ps O



 

  

  

   

   

t K K K M M K K

K M K M M K K
 (2.18) 

여기서 고유치를 가정해서 대입한다. 이때 가정한 고유치는 식 (2.14)를 이용하여 

구하고 아래와 같이 표현된다.  

 1

approximated G G M K  (2.19) 

O’Callahan 등[5] 이 식 (2.17)의 테일러 급수 전개된 변형함수의 1 차 

항까지를 사용한 IRS(Improved Reduced System) 기법을 제안하였으면 이 때 

변환 행렬을 아래와 같이 표현 할 수 있다. 

 
 

 

1 1 1 1

1 1

T T T

IRS ss ps ss ps ss ss ps G G

T

G ss ps ss G G G

   

 

   

  

t K K K M M K K M K

t K M M t M K
 (2.20) 
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이 후 Kim 과 Kang[7]에 의하여 테일러 전개 항 중 2 차 이상의 고차항까지 

고려한 아래 식과 같은 AIRS(Accelerated Improved Reduced System)기법을 

제안하였다. 

 

2.1.3. 동적 시스템 축소기법: 반복 연산 

위에서 언급한 변환 행렬을 가정을 통해 수식적으로 전개하는 것과 달리 식 

(2.5)의 비선형 형태의 변환 행렬을 반복적인 연산을 통해 수치적으로 해석하기 

위한 시도가 진행되었다. 

Friswell[8]이 제안한 IIRS(Iterative Improved Reduced System)기법은 

식 (2.18)의 IRS 기법에서 얻은 축소 강성, 질량 행렬을 통하여 아래 식과 같은 

가정된 고유치항으로 사용한다. 

 
1

approximated R R M K
 (2.21) 

이렇게 가정한 고유치항을 반영하여 변환행렬에 구하고 이를 통해 다시 가정된 

고유치항을 갱신한다. 따라서 k 번째 변환 행렬과 축소 강성, 질량 행렬은 아래와 

같다.  

      1 11 ( 1) ( 1)k kT k k

G ss ps ss R R

        t t K M M t M K  (2.22) 

     T T
( ) ( ) T ( ) ( )k k k k k

R pp ps ms ss
         K K K t t K t K t  (2.23) 

    T T
( ) ( ) T ( ) ( )k k k k k

R pp ps ms ss
         M M M t t M t M t  (2.24) 



 

15 

 

Xia[10]는 다른 형태의 IIRS 기법을 제안하였다. 변환행렬을 아래와 같이 

정적 부분과 동적 부분으로 나누어 전개 한다.  

 
G d t t t  (2.25) 

첫 번째 항(
Gt )은 변환 행렬의 정적 부분을 나타내며 Guyan 기법의 변환행렬과 

같으며 두 번째 항은 동적 부분을 나타내며 아래와 같이 표현된다. 

   1 T

d ss ps ss   t K M M t  (2.26) 

이 때 Friswell 방법과 유사하게 마지막 항의 변환 행렬(  t )은 이전 단계의 

변환행렬을 대입하고 고유치항( ) 부분은 아래와 같이 정의한다. 

 1

d G M K  (2.27) 

이 때 
dM 는 등가질량행렬(equivalent mass matrix)라고 하며 아래와 같이 

표현된다. 

 T T ( ) T ( )k k

d pp G ps ps G ss   M M t M M t t M t  (2.28) 

따라서 아래와 같은 형태의 반복적인 연산과정을 수행한다. 

    
1

1 ( 1) ( 1)k T k k

G ss ps ss d G


       t t K M M t M K  (2.29) 

   T T T ( )k k

d pp G ps ps G ss
         M M t M M t M t  (2.30) 
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이렇게 구성된 Xia 기법은 Friswell 기법에 비해 수학적 소거를 통하여 

Guyan 기법의 계산을 많이 재사용하여 계산 효율을 늘리면서도 수렴성 또한 증가 

시켰다. 

 

2.2 주자유도 선정 기법 

앞서 언급한 바와 같이 자유도 기반 축소에서의 정확도는 어떠한 자유도를 

주자유도로 선정하는가에 따라서 축소 시스템의 신뢰도가 달라진다. 따라서 

주자유도 선정에 대한 연구가 활발히 진행되었다.  본 절에서 소개되는 주자유도 

선정 기법은 3 장에서 시스템 식별에 센서 위치 선정기법으로 적용하였다. 

 

2.2.1. 순차적 소거법 

순차적 소거법(Sequential Elimination method)[11]은 주자유도 선정 

기법 중에 일반적으로 많이 쓰이는 방법 중에 하나다.  이 기법의 주자유도 선정 

과정은 아래와 같다. 

 

1 단계: 강성행렬과 질량 행렬의 대각항의 비( /ii iiK M )를 구한다. 이중 가장 

큰 값을 가진 자유도를 부자유도로 정한다. 

2 단계: 정해진 부자유도를 소거하는 형태로 정적 축소를 수행한다. 
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3 단계: 대각항의 비가 절삭 주파수 혹은 남은 자유도가 원하는 주자유도 

수가 될 때까지 1,2 단계를 반복한다. 

 

2 단계에서의 축소는 정적 축소 (Guyan 기법)이외에도 2.1 절에서 설명한 다른 

축소 기법을 적용할 수 있다. 다만 Guyan 기법이 계산의 시간상으로 유리하다.  

순차적 소거법은 위에서 보는 바와 같이 계산 과정이 비교적 단순하며 높은 

신뢰도를 가진다는 장점을 가지고 있다. 다만 각 단계에 하나의 자유도를 제거하기 

때문에 대형 구조물에서는 주자유도 선정 시간이 기하급수적으로 크게 증가하는 

단점을 가지고 있다.  

 

2.2.2. 에너지예측 기법 

순차적 소거법의 계산 시간 상의 단점을 극복하고자 Kim과 Choi는 자유도별 

에너지를 평가하여 주자유도를 선정하는 기법을 제안하였다[13]. 각 자유도의 

에너지를 구해서 원하는 주자유도 개수를 한번에 선정하는 방식으로 순차적 

소거법과 같은 반복적인 과정이 없어서 계산 시간 상의 효과를 볼 수 있다.  

각 자유도의 에너지는 아래의 식과 같이 표현된다. 

 
1

n n

ij ik kj

i k i

Energy M 
 

  (2.31) 
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ij 는 i번째 행, j번째 열의 리츠 백터 값을 의미하고, 
ikM 는 질량행렬의 i번째 

행, k 번 째 열을 의미한다. n 는 고려한 모드 개수로 위의 식에서 전체 자유도 

개수(N 개)만큼의 모드를 고려하면 아래의 식과 같이 1 이 된다. 

  
1

1
N N

ij ik kj

i k i

M 
 

  (2.32) 

Krammer[12]는 원하는 주파수 대역에 해당되는 n 개의 모드를 고려한 에너지의 

합이 0.4~0.5 정도가 되면 비교적 정확한 결과를 예상 할 수 있다고 제안하였다.  

이러한 에너지 예측 기법은 저차 모드가 상대적으로 크게 반영되거나 요소 

크기에 따라서 다른 선정 경향을 보여주는 경우가 발생하기도 한다. 이러한 단점을 

다소 보완하고자 아래와 같은 가중치를 부여하기도 한다. 

 
1 1

1
n n

j

ij ik kj

i k i n

Energy M


 
  

 
   

 
  (2.33) 

 

2.2.3. 2 단계 축소기법 

 

Kim 과 Cho 는 위에서 언급한 순차적 소거법의 정확성과 에너지 기반 선정 

기법의 계산상의 효율성을 모두 얻기 위하여 이 두 방법을 결합한 형태의 2 단계 

축소 기법(Two-level condensation scheme, TLCS)을 제안하였다[15]. 

제안된 2 단계 축소기법에서는 먼저 에너지 예측 기법과 유사한 형태로 주자유도 
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후보 영역을 설정한다. 그리고 기존 축소 기법을 통해 행렬을 축소하고 이렇게 

축소된 행렬에서 순차적 소거법을 수행한다. 

1 단계 후보영역을 설정하기 위해서는 근사화된 모드가 필요하다. 근사화된 

모드는 에너지 예측 기법과 유사한 행태로 리츠 벡터를 사용한다. 자세한 과정은 

다음와 같다. 우선 아래와 같이 질량행렬의 대각항을 통하여 초기 리츠 벡터를 

구한다. 

  1

iiKx M  (2.34) 

  
 

    

1
1

1 1
T


x

z

x Mx

 (2.35) 

이렇게 구한 리츠 벡터는 Gram-schmid 과정을 통해 여타의 리츠 벡터를 구할 

수 있다. 

          
1

1

i T
i i k k

k





 x x x Mx  (2.36) 

2 단계 축소 기법에서는 계산된 리츠 벡터를 통하여 요소단위로 레일리 

지수를 아래와 같이 계산한다. 

 
   

   

#of mode

1

k ki
i e
e k ki

k e

Ra


 
z K z

z M z
 (2.37) 

i

eK 와 i

eM 는 i번째 요소의 강성행렬과 질량행렬을 의미한다. 이렇게 레일리 

지수(Rayleigh quotient) 값 중 낮을 값을 가진 요소가 후보 영역으로 설정된다. 

이를 그대로 주자유도로 선정하는 기존의 에너지 예측 기법과 달리 2 단계 축소 

기법에서는 이 후보 영역을 가지고 순차적 소거법을 다시 수행하여 보다 더 정확한 
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위치의 주자유도를 선정한다. 선정된 후보영역에 포함된 자유도만으로 2.1 절에 

설명한 축소 기법을 적용하여 축소 행렬을 만들다. 이 축소 행렬을 가지고 순차적 

소거법을 수행하여 최종 주자유도를 선정한다.  

2 단계 축소 기법은 요소 단위의 에너지를 구하여 후보영역을 설정하는 

형태의 초기 방법에서 후보 영역을 절점 단위로 설정하는 절점기반 2 단계 

축소기법이 제안되었다. 식 2.31 과 유사한 형태로 자유도 단위로 레일리 지수를 

구하고 이를 해당 절점끼리 더하는 형태로 아래와 같이 절점 단위의 레일리 지수를 

구한다. 

 
#

1 1 1

of DOF n n
ij ik kji

n

i j k ij ik kj

K
Ra

M

 

   

    (2.37) 
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2.3 제안된 축소기법 

앞서 기존의 자유도 기반 방법의 기법들에 대해 설명하였다. 이러한 기법은 

기본적으로 해석의 효율성과 정확도를 높이기 위한 연구로 최적화 등의 반복 

연산이나 병렬연산 등은 고려하지 않은 기법들이다.  본 논문에서는 기존의 자유도 

기반 축소기법들을 기반으로 효율적인 반복 연산과 병렬 연산에 적합한 형태의 

기법을 고안하였다.  

먼저 이를 위하여 기존의 축소 기법을 부구조 별로 전개하여 수식화 하였다. 

기본적으로 자유도 기반 축소에서는 부구조를 나누기 위해서는 부구조의 

경계부분이 항상 주자유도로 포함되어야 한다. 따라서 일반적인 부구조 형태는 

그림 2.1 과 같은 형태로 전체 자유도는 각 부구조들의 부자유도(  1
su ,  2

su ), 두 

부구조 사이 경계 자유도(
iu ), 경계 자유도 외의 각 부구조의 주 자유도 (  1

pu ,

 2

pu )로 구성이 된다. 따라서 식 (2.3)은 아래와 같은 형태로 표현된다. 
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 (2.38) 
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Figure 2.1 Schematic figure of substructures in DOF-based reduction 
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이를 주자유도끼리 묶어서 순서를 재배열하면 아래와 같다. 
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 (2.39) 

 

따라서 주자유도와 부자유도에 의해 나누어진 강성행렬은 아래와 같으며 

질량행렬도 강성행렬과 같은 형태로 나누어 진다.  
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2.3.1. 병렬화된 Guyan 기법기반 다단계 축소기법 

위에서 부구조별로 전개한 방정식에 Guyan 기법을 적용하여 전개하면 

아래와 같은 변환 행렬을 얻을 수 있다. 
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 (2.41) 

따라서 정적 축소 기법의 축소강성, 질량행렬은 아래와 같이 표현된다. 
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 (2.42) 

위의 식은 부구조 별로 나누어 아래와 같이 전개할 수 있다. 
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 또한 각 부구조별로 Guyan 기법 축소를 수행하면 아래와 같은 축소된 강성행렬을 

얻게 된다. 
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식 (2.43)은 위의 각 부구조별로 축소한 행렬의 합으로 아래와 같이 표현 할 수 

있다. 
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따라서 Guyan 기법기반의 자유도 축소는 부구조 별로 축소 행렬을 구해서 

마지막에 부구조별 축소 행렬을 더하는 형태로 축소를 진행할 수 있다. 이를 통해 

본 논문에서는 그림 2.2 처럼 병렬연산에서 각각의 CPU 혹은 Computer 는 해당 

부구조의 정보만 가지고 연산하고 축소된 행렬만을 전송 받아서 합치는 형태의 

병렬연산에 적합한 축소 기법을 고안하였다.  
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Figure 2.2 Proposed substructuring scheme for parallel computing 

 

 

 

Figure 2.3 Interface DOF handling in proposed multi-level substructuring scheme 
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이러한 자유도 기반 부구조는 부구조 개수가 늘어나면 경계 자유도가 

증가하고 이는 모두 주자유도로 포함되어야 되기 때문에 축소된 행렬의 크기가 

증가하게 된다. 이러한 문제는 자유도 기반 부구조 형태에서 고질적으로 발생하는 

문제로 이로 인하여 자유도 기반 부구조는 다단계로(multi-level)의 응용에 

어려움이 있었다. 이를 해결하고자 본 논문에서는 그림 2.3 과 같이 이전 단계의 

경계 자유도를 부자유도로 치환하는 형태의 축소를 진행함으로써 이러한 경계 

문제를 해결하고자 하였다.  

제안한 다단계 축소 기법은 자유도 기반 축소기법들 중에서 다단계 형태의 

부구조 기법을 구축하였으며 병렬 계산시 각 CPU 간의 축소된 행렬정보만 

교환하여 계산 효율을 높였다. 이를 통하여 각 CPU 들이 각각의 메모리를 

사용하는 클러스터 환경에서도 병렬 계산에 적합하다. 하지만 제안된 기법은 

Guyan 기법을 기반으로 고주파 영역의 정확도를 보장하지 못한다는 단점을 

가지고 있다. 이로 인해 저차 모드만 고려하는 최적화 문제나 반복적 연산이나 

초기 가정 값이 필요한 다른 축소 기법에 활용 할 수 있을 것으로 기대 된다. 
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2.3.2. 병렬화된 부구조 동적축소기법 

위에서 언급한 다단계 축소 기법은 병렬에 용이하고 경계 문제가 

개선되었지만 고주파의 정확도의 문제를 가지고 있다. 이를 개선하기 위하여 

IIRS 기법을 기반으로 부구조 축소기법을 고안하였다. 

우선 식 2.38~2.40 을 기반으로 IRS 기법의 변환행렬을 표현하면 아래와 

같다. 

 

 

 

 

  
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 (2.46) 

이 중 두 번째 항은 아래와 같이 표현된다. 
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첫 번째 부구조의 IRS 기법의 변환행렬은 아래와 같이 나타난다. 

 

                        
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 (2.48) 

다른 부구조의 변환행렬도 위의 식과 유사한 형태로 얻어지면 따라서 전체 

변환행렬은 아래와 같이 표현된다. 

  
 

 
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 (2.49) 

위 식에서 볼 수 있듯이 IRS 기법의 변환 행렬은 식 2.41 의 Guyan 기법의 

변환행렬과 달리 일부 항(    1 2

_ 2 _ 1,d sp d spt t )들이 추가 된다. 이는 식 2.47 에서 

Guyan 기반 축소질량행렬( GM )의 역행렬연산 과정에 의해 비롯되며 이로 인해 

각 부구조의 변환 행렬 크기가 증가하는 현상이 발생된다. 

따라서 아래의 축소된 강성행렬의 전개가 조금 복잡한 형태로 구성된다. 

 T T T

IRS pp ps ps ss   K K K t t K t K t  (2.50) 

위 식의 각 항은 아래와 같이 전개된다. 
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30 

 

  

     
   

   

                   

                   

    

1 1

1 2

2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1

T T
si spT T T

ps sp IRS IRS

si sp

T T T T

IRS si IRS si IRS sp IRS sp

T T T T

IRS si IRS sp IRS si IRS sp

nSub T
i i

IRS sp

i

 
    
     

  
  

    
      



K K
t K t K t t

K K

t K t K t K t K

t K t K t K t K

t K

 (2.52) 

  

     
 

 

 

 

         
 

 

                    

1 1

1 2

2 2

1

1 1 2 2

2

1 1 1 2 2 2

1

T T
ss IRST

ss IRS IRS

ss IRS

T T
IRS

IRS ss IRS ss

IRS

nSubT T T
i i i

IRS ss IRS IRS ss IRS IRS ss IRS

i

   
     
         

 
   
     

  

K t
t K t t t

K t

t
t K t K

t

t K t t K t t K t

 (2.53) 

축소 질량행렬( IRSM ) 또한 위의 축소강성행렬( IRSK )과 유사한 형태로 구성된다. 

따라서 위의 식 전개를 통하여 IRS 기반 축소 강성/질량 행렬( ,IRS IRSK M )을 각 

부구조별 연산, 즉 병렬화를 통하여 얻을 수 있다. 

또한, IRS 기법을 반복적으로 수행하는 형태의 IIRS 기법의 변환행렬은 

아래와 같이 표현된다.  

      1 11 ( 1) ( 1)k kT k k

G ss ps ss R R

        t t K M M t M K  (2.54) 

이 때 이전 단계의 축소 강성/질량행렬(  1 ( 1),
k k

R R

 
K M )은 위에서 언급한 부구조별로 

전개된 IRS 기법 기반 축소법 형태로 구성된다. 
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따라서 위의 식 전개를 통하여 IRS 기반 축소 강성/질량 행렬( ,IRS IRSK M )을 

각 부구조별 연산하는 형태로 수식을 전개하였다. 이를 통하여 각 부구조의 연산은 

각 각의 CPU 에서 연산이 진행된다.  

다만 위의 2.3.1 절의 Guyan 기반 부구조 기법과 달리 Guyan 기법의 

질량행렬(  
1

G


M )의 역행렬연산은 병렬화 하기 어려움이 있다. 단순 PC 의 경우 

역행렬 연산 자체가 병렬화로 구성되어 있지만 다수의 컴퓨터가 연결되어 있는 

클러스터 환경에서는 이러한 역행렬 병렬연산에 어려움이 발생한다. 이로 인해 

Guyan 기반의 질량행렬의 역행렬연산의 계산 시간 비율이 증가 하게 된다.  

 

2.3.3. 반복 계산을 위한 축소기법 

 

앞서 서론에서 언급했듯이 기존의 축소 기법은 단순 해석의 정확도와 

효율성을 올리는데 초점을 맞춰서 많은 연구가 진행되었다. 하지만 현재 최적화나 

시스템 식별 등의 역문제에 대한 수요가 증가하면서 반복적인 계산이 많아지고 

있다. 따라서 반복 계산 상에서의 효율적인 계산 방법의 개발이 중요하다고 

생각한다.  

본 논문에서는 이러한 반복적인 계산에 효율적인 축소 기법을 개발하고자 

아래 그림 2.4 과 같은 아이디어를 고안해 내었다.  
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Figure 2.4 Proposed reduction method for repeated calculation 
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그림 2.4 에 보듯이 기존의 축소방법들은 일부분의 구조 변화에도 전체 축소 

과정을 그대로 다시 진행하게 된다. 이러한 비효율적인 부분을 개선하고자 제안한 

기법에서는 기존의 축소가 완료된 행렬(    
,

end end

dt M )의 정보를 그대로 이용해서 

보다 빠른 축소 연산을 수행하고자 하였다.  

이러한 기법을 위 2.3.1절, 2.3.2절에서 제안한 병렬화된 부구조 축소기법에 

적용할 수 있다. 1 번 부구조의 물성이나 두께 등의 정보가 변경된다면 기존의 

Guyan 기반 축소질량행렬(
GM )은 아래와 같이 변경된다. 
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 (2.56) 

앞 절에서 언급한 바와 같이 Guyan 기법의 질량행렬(  
1

G


M  )의 

역행렬연산은 부구조 별 연산이 어렵다. 즉 변경된 부구조만의 연산이 어렵게 된다. 

이를 극복하기 위해서 본 논문에서는 Woodbury formulation[27]를 사용하여 

역행렬 연산의 변경된 부분만의 연산으로 아래와 같이 분리하였다. 

 

  
  

11 1

_ _

11
11 1 1 1

_

G perturb G G perturb

G G G perturb G G

U V

U V U V




   

    

   
 

M M M

M M M M M

 (2.57) 

위 식에서 볼 수 있듯이 기존 초기 역행렬의 정보를 가지고 있다면 변경된 

부분의 역행렬 연산만 가지고도 전체 질량행렬의 역행렬 연산을 수행할 수 있다. 

이후 연산은 2.3.2 절의 기법을 이용하면 변경된 부분만의 연산을 통하여 축소된 

행렬을 구할 수 있다.  
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이러한 기존 행렬을 이용한다는 점이 본 논문에서 제안한 기법이 기존 기법과 

크게 차별화된 부분으로 최적화와 시스템 식별과 같은 반복적인 연산에서 변경된 

부분만의 연산을 통하여 효과적으로 축소행렬을 구할 수 있다. 
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2.4 수치 예제 

본 절에서는 실제 수치 예제를 통하여 앞 절에서 제안한 축소 기법의 

효율성과 정확성을 살펴보고자 한다.  

 

수치예제 1. 단순 평판 (simple plate) 

본 예제는 그림 2.5 와 같은 단순평판 모델이다. 본 모델을 통해서 기존 축소 

기법들의 효율성을 분석하였다. 또한 본 논문에서 제안한 기존의 축소된 행렬을 

재활용하는 기법의 가능성과 정확도를 검증하였다. 단순평판 모델예제는 이후 

3 장에서 기술할 시스템 식별을 위해 진행한 실제 진동 실험에도 사용되기 때문에 

경계조건이 없는 형태로 고유치 해석을 수행하였다.  총 189 개 절점으로 구성되어 

있으면 총 160 개의 6 자유도 4 절점 요소를 사용하였다. 경계조건이 없으므로 총 

자유도 개수는 1134 가 된다. 부구조는 위, 아래, 좌우 형태로 4 개로 구성하였다. 

이 중 두께 변화에 따른 해석의 정확도 분석을 위해 하단 우측 부분의 부구조를 

그림 2.5 와 같이 두께 변화를 주었다. 변화 두께는 1mm 로 초기 두께(15mm)의 

6.67%정도 이다.  

  



 

36 

 

 

 

 

 

(a) Original model 

 

(b) Perturbed model (changed thickness) 

Figure 2.5 Configuration of cantilever plate examples with thickness change 
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그림 2.6(a)은 초기 모델에서의 기존 방법의 수렴성을 비교한 결과이다. 

그림에서 볼 수 있듯이 Xia 방법[10]이 Friswell 방법[9] 보다 수렴속도가 빠른 

것을 확인 할 수 있다.  그림 2.6(b)는 이렇게 수렴된 축소행렬을 그대로 재활용한 

제안된 기법의 해석 결과다. 그림에서와 같이 기존의 Xia 방법으로 해석한 

것보다도 수렴성이 빠른 것을 확인 할 수 있다. 또한 그림 2.7 처럼 두께변화가 

30%이상에서도 정확도가 상대오차기준으로 1e-10 수준을 보이는 것을 확인 할 

수 있다. 

본 외팔평판 예제를 통하여 기존의 수렴된 축소 행렬을 재사용하는 제안된 

기법의 가능성을 확인 수 있었다. 다음 예제에서는 제안된 기법을 부구조기법과 

병렬화를 활용하여 실제 계산상의 보다 높은 효과적인 해석을 수행하고 이의 

효율성을 검증하고자 한다. 
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(a)Previous methods (Xia[10], Friswell[9]) 

 
(b)Present method 

Figure 2.6 Relative error of natural frequency in cantilever plate example 
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(a) 

 
(b) 

Figure 2.7 Relative error of natural frequency in proposed method 
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수치예제 2. 자동차 프레임(Car frame) 

본 절에서는 제안된 기법의 병렬화의 효율성을 확인하기 위하여 자동차 

프레임 모델에 대한 고유치 해석을 수행하였다. 사용된 기법은 2.3.1 절에서 

설명한 병렬화된 Guyan 기반 다단계 축소기법이다. 그림 2.8 은 자동차 프레임의 

형상과 유한요소 모델의 형상을 나타낸다. 본 모델은 Abauqs 에서 예제로 제공된 

모델[28]을 Hypermesh[29]로 재가공한 모델이다. 전체 요소 수는 

1,228,081 개이며 총 절점 수와 총 자유도 수는 각각 1,242,687 개와 

7,456,122 개이다. 제안된 기법에서는 해당 CPU 들은 전체 구조모델의 정보를 

가지고 있는 대신 그림 2.9 과 같이 해당 부구조의 정보만을 가지고 있다. 파란색 

원으로 표현된 부분은 다른 부구조와 만나는 경계 절점으로 이 부분의 정보로 

부구조 간의 정보가 전달되게 된다.  

제안된 기법의 병렬화에 성능을 확인하기 위해서 총 32 개의 코어를 가진 

shared memory 기반 컴퓨터를 사용하였다. 상세한 컴퓨터사항은 표 2.1 과 같다. 

그림 2.10 은 제안된 기법의 고유치 계산 시간을 보여준다. ‘Lanzocs’ 는 가장 

일반적인 고유치 해석 기법으로 Matlab 의 내제된 함수인 ‘eigs’ 함수를 사용한 

결과이다. Matlab 의 ‘eigs’ 함수 또한 병렬화가 구현된 것으로 동일한 CPU 를 

사용하여 결과를 비교하였다 그림 2.10 처럼 제안된 기법이 기존 방법보다 10 배 

가까히 빠른 것을 확인 할 수 있다. 다만 사용한 Guyan 축소기법 기반의 방법이기 

때문에 계산 정확도는 Lanzocs 방법보다 낮다는 단점을 가지고 있다. 이는 다소 

계산시간을 소요하지만 반복 연산을 통해 계산성능을 향상 시킬 수 있다. 특히 
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CPU 수의 적을 때에서는 Lanzocs 방법의 계산 효율이 좋다. 다만 본 예제처럼 

32 개이상의 CPU 를 사용하면 병렬화 효율이 낮아지는 것으로 생각된다. 따라서 

기존의 Lanzocs 기법 보다 제안된 방법이 클러스터 환경의 대규모 병렬화 

계산에서는 보다 효율성이 높을 것으로 기대된다. 
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Figure 2.8 Geometric figure and  finite element model of car frame 
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Figure 2.9 Geometric figure and  finite element model of car frame 
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Table 2.1 Computer specification 

 

  Specification 

CPU model Xeon X7550 Hexa core(4EA) 

CPU clock 2.00 GHz 

Total number of cores 32 

Memory 128 GB (shared memory) 

Computing capability 0.26T flops 
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 Figure 2.10 Calculation time in car frame model 
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3. 시스템 식별 기법 

시스템 식별은 최적화 등과 같은 역문제로서 반복적인 해석을 통해 실제 구조 

시스템의 특성을 가지는 수학적 모델을 구하는 방법이다. 본 논문에서는 다양한 

시스템 식별 기법 중에 서론에서도 언급했듯이 기존의 유한요소 모델을 실험 

데이터를 통해 갱신하는 유한요소 모델 갱신기법(finite model updating 

method)에 대해 연구 하였다.  

이러한 유한요소 모델을 갱신하기 위해서는 실험에서 측정된 정보를 가지고 

기존 유한요소 모델과 차이를 수치화하고 이를 최소화하는 방식으로 진행된다. 이 

때 기존 유한요소 모델과 실험과의 차이를 수학적 어떤 형식으로 정의하고 

비교하는가에 따라서 시스템 식별의 전체 정확도와 효율성에 많은 영향을 준다. 

기존의 연구에서는 단순하게 실험의 변위(Displacement), 고유진동수(Natural 

frequency), 모드형상(Mode shape)등의 비교하여서 이들의 값이 최소화하는 

모델을 찾았다.  

본 연구에서는 구조물의 전체적인 거동을 표현하기 위해서 동적 

평형방정식(Dynamic balance equation, Equilibrium equation)에서 수식 

전개를 통하여 잔여 에너지를 정의하고 이를 최소화하는 평형방정식 기반 시스템 

식별 기법을 적용하였다[26].  
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3.1 시스템 식별 정식화 

3.1.1. 평형방정식 기반 시스템 식별 정식화 

일반적인 동적 평형방정식은 아래와 같다. 

 =Ku λMu 0  (3.1) 

위 식이 초기 가정된 유한요소 모델의 평형방정식이며 이를 기준계 

(baseline system)이라고 한다. 다양한 원인으로 인한 구조적 변화를 가진 실제 

구조물의 동적 평형식은 아래와 같은 형태로 표현될 수 있다. 

 ( ) ' '( ) '=  K K u λ M M u 0  (3.2) 

이를 섭동계(perturbed system)이고 칭하며, 위 식에서 λ' 와 u' 은 실험을 

통해 얻은 실제 구조물의 고유치(Eigen value)와 진동 모드(Eigen Vector)를 

의미한다. 또한 구조변화의 무차원화를 위해 구조 변화(ΔK, ΔM)는 아래와 같이 

매개변수( K

e , M

e )형태로 표현하였다. 

  
1 1

NE NE
K K

i i i

i i

S 
 

    K K  (3.3) 

  
1 1

NE NE
M M

i i i

i i

S 
 

    M M  (3.4) 

실험을 통해 얻은 데이터(λ', u')와 유한요소 모델에서 얻어지는 초기 

유한요소모델의 강성행렬(K) 과 질량행렬(M)을 통해서 식(3.2)를 만족하는 

미지의 구조변화(ΔK, ΔM)를 구하는 형태로 시스템 식별이 진행된다. 본 

논문에서는 위의 평형방정식을 그대로 사용한 아래와 같은 잔류 오차 식을 

구성하였다. 
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     

    
1

' '

NE
K K M M

i i i i

i

S S



   


   

 
    
 



R α K α M α u

K M u
 (3.5) 

매개변수α는 시스템 식별의 시스템의 특성을 나타내는 시스템변수 (system 

parameter)라 칭하고 아래와 같이 강성행렬과 질량행렬의 구조변화를 표현한다. 

 1 2 1 2

T
K K K M M M

NE NE        α  (3.6) 

쉘요소와 같이 회전 자유도와 병진 자유도가 같이 포함된 일부 구조모델에서 두 

자유도 간의 차원 차이로 인한 일부 회전자유도 부분이 과도하게 강조되는 문제를 

방지하기 위해서 아래와 같은 형태의 가중함수를 정의하여 잔류 에너지 형태로 

변환하였다. 

  
2

'ii ijW   (3.7) 

이 가중치를 통하여 아래의 식과 같이 잔류에너지의 norm 값을 최소화하는 

구조변화(ΔK, ΔM)를 찾는 형태로 최종 시스템식별문제를 구성하였다. 

  R R α  (3.8) 

    Min[ ]
T
 R α W R α  (3.9) 
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3.1.2. 자유도 기반 축소법 적용 

 

위 절에서 모델의 고유치와 고유벡터(λ', u')는실험을 통해 얻은 데이터로 

설명하였다. 하지만 실제 실험에서는 센서 및 다른 실험 장비 상의 한계로 인하여 

유한요소모델의 모든 절점 위치에서 실험 데이터를 얻는 것은 사실상 힘들게 된다. 

따라서 그림 3.1 과 같이 고유벡터(u')는 실험을 통해 얻을 수 있는 

부분(
Specified'u )과 알 수 없는 부분(

Unspecified'u )으로 아래와 같이 나뉘게 된다. 

 
Specified

Unspecified

'
'

'

 
  
 

u
u

u
  (3.10) 

specified 는 ‘specified DOF’ 는 나타내며 실험에서 센서의 응답을 통해서 

얻어지는 자유도를 뜻한다. 반대로 unspecified 는 ‘unspecified DOF’를 

의미하며 센서가 위치하지 않는 자유도를 의미 한다. 따라서 식 3.8 은 

시스템변수가 아래와 같이 늘어난 형태로 표현된다. 

  

     

 

     

Specified

Unspecified

Specified

Specified

1Unspecified Unspecified

'
, ' '

'

'

0

0 '

' '

u

Known

NE
K K M M

e e e e

e

Unknown

S S





   


 
     

 

 
   

 

   
        

   


u
R α u K α M α

u

u
K M

u
K M

u u

 (3.11) 
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Figure 3.1 Schematic figure of system identification model  
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이렇게 센서가 부착되지 않는 자유도의 응답은 센서의 수보다는 월등히 많고 

이로 인해 미지수가 기하급수적으로 늘어서 평형방정식 기반의 요소단위의 시스템 

식별이 어려워진다. 이를 해결하기 위해서 본 논문에서는 2 장에서 설명한 자유도 

기반 축소 기법의 변환행렬을 통하면 모델 전체의 고유벡터를 실험으로 측정한 

부분의 값만으로 근사치를 구하였다. 따라서 변환행렬을 통해 식 3.11 을 

재구성하면 아래와 같이 미지수 항을 줄여서 표현할 수 있다. 

 

     
 

 
 

   
 

Specified

0 0 Specified Specified

1

'

' '
NE
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(3.12) 
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3.1.3. 실험오차를 고려한 시스템 식별 

 

위 절에서 언급했듯이 'su 는 실험을 통해 측정되는 고유벡터 이다. 하지만 

실제 측정과정에서는 고유벡터에 측정오차가 발생하게 된다. 이러한 측정 오차가 

크면 기존의 시스템 식별 기법으로는 식별 자체가 불가능하게 된다. 

대칭구조에서의 고유벡터의 대칭성 등이 측정 오차로 인해서 어긋나는 형태가 

발생 될 수 있다. 본 논문에서는 이러한 특징을 이용하여서 구조물에 특성에 맞은 

형태로 측정된 응답을 보정하고자 하였다. 이를 위해 측정 오차를 나타내는 시스템 

변수를 추가하여 이를 변경함으로써 측정오차를 보완하는 시스템 식별 기법을 

제안하고자 한다. 

이를 위해서 본 논문에서는 실제 고유 벡터는 아래와 같이 측정된 값에서 

노이즈 부분을 제거한 형태로 표현하였다. 

 
Specified Experiment Noise' ' ' u u u  (3.13) 

따라서 식 3.12 은 아래와 같이 표현된다. 

      
 

 Experiment Noise' '
 

      
 

I
R α K α M α u u

t α
 (3.14) 

그리고 본 논문에서는 노이즈 부분을 아래와 같이 매개변수화된 시스템 

변수로 설정하였다. 

 Noise Experiment Noise' '  u u  (3.15) 
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식 3.12 에서의 시스템 변수는 구조변화를 나타내는 α과 노이즈를 표현하는 
Noise

로 아래와 같이 구성된다.  
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 (3.16) 

위의 식의 잔류 오차를 최소화하는 형태의 반복적인 해석이 수행된다. 이 때 

노이즈 항(
Noise )이 지나치게 크게 변하게 되면 측정된 응답에 맞는 구조물을 찾는 

형태가 아닌 기존 구조물에 맞는 응답을 변형하는 형태의 시스템 식별이 되어 

버리기 때문에 노이즈의 항(
Noise )이 지나치게 크게 변형하는 것을 막아야 한다. 

이를 위해서 본 논문에서는 3.3.2 절에서 노이즈 항(
Noise )을 고려한 별도의 

시스템 식별 알고리즘을 제안하였다. 
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3.2 제안한 시스템 식별 알고리즘 

시스템 식별에서 자유도 기반 축소법을 적용하면 평형방정식을 직접적으로 

이용하여 정확한 시스템 식별 문제를 구성하면서도 미지수 즉 시스템 변수의 추가 

없이 시스템 식별 문제를 구성할 수 있다. 하지만 추가적인 시스템 변수가 없다고 

하더라도 유한요소 모델 갱신을 정확하게 하기 위해는 구조물의 전체 요소 

개수만큼의 시스템 변수가 필요하게 된다. 따라서 대형 구조물의 시스템 

식별문제는 다수의 미지수(unknown)를 역해석문제가 된다. 이는 다변수 

최적화와 비슷한 형태의 계산 자원과 시간이 요구 된다.  

또한 그림 3.2 와 같이 초기 유한요소모델과 시스템 식별을 통해 갱신된 

유한요소모델에서 구조 변화가 없는 요소가 흔히 다수 발생하게 된다. 이럴 경우 

구조변화를 나타내는 시스템 변수의 값이 0 으로 존재하게 되고, 이는 초기 값과 

같은 값으로 수렴하는 많은 변수를 가진 다변수 최적화 문제 형태로 해의 수렴이 

급격하게 떨어지게 된다.  따라서 이를 해결하기 위해서 본 논문에서는 시스템 

식별에 맞는 역해석 알고리즘들을 개발하였다. 
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Figure 3.2 Changes in the values of system parameters in system identification with 

conventional gradient-based optimization algorithm 
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3.2.1. 계층적 군집화(Hierarchical Clustering) 적용 

 

계층적 군집화 기법(Hierarchical Clustering Algorithm)은 데이터 

마이닝(data mining) 등에서 사용되는 기법으로 데이터 사이에 유사성이 있는 

형태를 계층적으로 군집으로 묶는 기법이다[30-33]. 군집화하는 주요 목적은 

각각의 군집화된 집단의 특성을 파악하기 위해서 이다. 본 논문에서는 그림 3.3 와 

같이 이러한 군집화 기법의 아이디어에 착안하여 시스템 식별에 적합한 역문제 

해석 알고리즘을 고안하였다. 

계층적 군집화 기법은 크게 두 가지 형태로 나눗셈 계층적 군집화(divisive 

hierarchical clustering)와 응집형 계층 군집화(Agglomerative Hierarchical 

Clustering)가 있다. 나눗셈 계층적 군집화는 하나로 된 군집을 연계적으로 

분류하는 형태이고 응집형 계층 군집화는 이와 반대되는 형태이다. 본 논문에서는 

나눗셈 계층적 군집화를 시스템 식별에 적용하였다.  

제안된 방법에서는 각 요소 별로 정의된 시스템 변수를 아래 식과 같이 

임의로 나누어진 몇 개의 군집(Cluster)으로 묶었다. 하나의 군집에 포함된 

요소는 모두 동일한 시스템 변수를 가지게 된다.  

 ,

,

,

K K

i p q

i p qM M

i p q

e
 

 

 
 


 (3.17) 
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 Figure 3.3 Applying hierarchical clustering algorithm 

 



 

58 

 

,p q 는 p 단계에 q 번째 군집을 의미한다. ,

K

p q 와 ,

M

p q 는 해당 군집의 시스템 

변수를 나타낸다. 따라서 군집을 묶인 형태의 시스템 변수는 아래와 같이 

표현하였다.  

,1 ,2 , ,1 ,2 ,

T
K K K M M M

p p p p NC p p p NC        α         (3.18) 

NC 는 군집의 개수(Number of Cluster)를 의미한다. 이렇게 군집으로 시스템 

변수를 묶으면 총 시스템 변수의 수가 줄어들어서 역문제 해석이 수월해진다. 

하지만 군집으로 묶여서 몇 개의 시스템 변수만으로 전체 모델의 구조변화를 

표현하는데 제한이 있기 때문에 이렇게 묶어진 형태의 시스템 변수로는 정확한 

시스템 식별을 수행하지 못한다. 그래서 제안된 방법에서 시스템 식별과정에서 

변경되는 시스템 변수 값을 고려해서 기존의 군집을 단계적으로 나눈다. 또한 구조 

변화가 없는 즉 초기 모델과 실제 모델이 동일한 것으로 예상되는 부분의 군집은 

시스템 변수에서 제외하고 초기 모델의 정보를 그대로 사용한다. 이러한 과정을 

분화 과정(division process)와 제외 과정(discarding process)으로 정의하다. 

이 두 과정을 통해 군집형태는 구조변화가 존재하는 부분에만 존재하는 형태로 

변형된다.  

분화 하거나 제외하는 기준은 아래와 같이 시스템 변수의 상대적인 값으로 

설정하였다.  

 
,

max

p q

qr



                          (3.19) 
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qr 는 q 번째 군집의 상대 크기로 군집의 최대값(
max )에 대한 해당 시스템 

변수(
,p q )의 비를 나타낸다. 이 상대 크기는 두 개의 기준선(upper limit, LU and 

lower limit, LL)에 따라 나뉘게 된다. 아래의 식과 같이 LU 보다 큰 값을 가진 

군집은 두 개의 군집으로 나누어지고 LL 보다 작은 값을 가진 군집은 제외 

영역(discarded region, 
Discard )으로 포함된다. 이 두 기준선(LU, LL)은 

기법상에서 설정해줘야 하는 변수이다. 3.3 절에 수치예제를 통해 두 변수의 값에 

따라서 시스템 식별의 정확도가 민감하게 변하지 않음을 확인할 수 있다. 

 

 

 

 

, 1, 1, 1

, ,

,

,p q p q p q q U

p q p q L q U

p q Discard q L

r L

L r L

r L

  
   


   


  

 (3.20) 

제외영역(
Discard )은 구조 변화가 없는 영역을 의미하고, 이 영역에 포함된 

군집은 시스템 변수의 값을 아래의 식과 같이 0 으로 고정하고 다음 연산부터 

시스템 변수에서 제외 시킨다. 

0, 0K M

i i i Discarde                        (3.21) 

제안한 기법의 이러한 제외 과정으로 인해 반복적인 분화 과정에도 시스템 변수가 

크게 증가하지 않게 하는 장점을 가진다. 그림 3.4 는 이러한 분화와 제외 과정을 

통해 군집이 변화는 과정을 나타낸다. 
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 Figure 3.4  Changes of clusters and system parameters in each step  
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요소가 하나만을 포함 군집의 경우 2 개 이상을 포함한 군집에 비해서 시스템 

변수의 값이 크게 나오게 된다. 따라서 구조 변화가 큰 요소가 하나의 군집으로 

구성되게 되면 전체 군집 중에서 최대값을 항상 가지게 된다. 이 경우 작은 구조 

변화를 가진 요소가 제외영역으로 설정될 수 있다. 이를 방지하기 위해서 시스템 

변수 최대값(
max )은 아래의 식과 같이 2 개의 요소 이상이 포함된 군집의 시스템 

변수 중에서 최대값을 선정한다. 

     max , ,max : 2i i p q p qe N                 (3.22) 

 ,p qN  는 해당 군집에 포함된 요소의 개수를 나타낸다. 이러한 분화와 제외 

과정을 통해서 더 이상 군집의 형태가 바뀌지 않을 경우의 군집이 있는 영역을 

후보 영역이라고 정의 한다. 그림 3.5 는 설명한 제안된 기법에서 후보영역을 

설정하는 방법의 순서도이다.  

위에서 언급한 방법으로 후보영역을 설정되면 후보 영역만으로 시스템 식별 

연산을 수행한다. 몇 개의 군집으로 표현된 후보 영역만을 가지고 시스템 식별을 

수행하므로 빠르게 연산을 수행할 수 잇지만 만약 구조변화를 가진 일부 요소가 

후보 영역에 포함되어 있지 않으면 정확한 해를 얻지 못하게 된다. 이러한 문제를 

방지하기 위해서 제안된 기법에서는 후보 영역만 가지고 정확한 해를 얻지 못할 

경우 제외 영역을 다시 되살리는 복원 과정(recovering process)을 수행하게 

된다. 

복원 과정에서는 아래와 같이 제외영역을 같은 시스템 변수로 묶어서 하나의 

군집으로 다시 설정한다.  
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 1, 1Discard q   (3.23) 

추가 된 군집 또한 기존의 군집과 같이 분화, 제외 과정을 거쳐서 구조변화가 

포함된 요소만을 가진 형태로 변형된다. 제안된 기법의 시스템 식별의 전체 과정은 

그림 3.6 과 같다. 
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 Figure 3.5  Flow char of process that determines candidate region in proposed 

hierarchical clustering algorithm 
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 Figure 3.6  Flow char of system identification procedures in proposed hierarchical 

clustering algorithm 
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3.2.2. 실험오차를 고려한 시스템 식별을 위한 기법 

 

위 절에서 설명한 계층적 군집화 기법은 요소가 많은 시스템의 식별을 

용이하게 한다. 하지만 실험오차의 경우에는 요소 단위로 묶는 것이 직관적이지 

못하여 3.1.3 절과 같이 실험오차를 고려한 시스템 식별에는 적합하지 못하다. 

하여 본 논문에서는 실험오차를 고려한 시스템 식별을 위한 역문제 수행 

알고리즘을 별도로 고안하였다. 

제안한 방법의 기본 형태는 다수의 시스템 변수 중에 구조변화가 있는 

위치처럼 중요도가 높은 시스템 변수만을 선정해 이를 통해 시스템 식별을 

수행하는 형태이다. 이를 위해서 초기에 시도된 형태는 유전 알고리즘(Genetic 

Algorithm)을 활용하는 것이다. 제안된 방법에서는 그림 3.7 과 같이 기존의 

기울기기반 최적화 기법(Gradient-based optimization method) 도중에 시스템 

변수를 선정하는 GA 과정을 수행한다. 기울기 기반 최적화 기법이란 유전 

알고리즘과 상반되는 일반적인 역해석 수행 기법으로 가장 대표적인 기법으로는 

뉴턴 랩슨 방법(Newton-Rhapson method)이 있다.  
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 Figure 3.7  Proposed system identification algorithm using genetic algorithm 
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유전 알고리즘에서 룰렛 형태로 각 유전자가 선택될 확률 정의 하게 되는데, 

제안한 기법에서는 아래와 같이 각 시스템 변수가 선택될 확률을 정의 하였다.  

 
max

i
i mutationP P




   (3.24) 

해당 시스템 변수가 선정될 확률(
iP )은 시스템 변수의 최대값(

max )에 대한 해당 

시스템 변수의 값(
i )의 비율과 돌연변이(mutation) 확률(

mutationP )에 의해 

결정된다. 

위 식을 통하여 기존 최적화 기법에서 얻어진 시스템 변수의 값에 따라서 

시스템 변수들이 선정되고 그림 3.8(a)과 같이 다양한 형태의 시스템 변수세트가 

구성된다. 이러한 셋을 유전 알고리즘에서 염색체(Chromosome)로 불린다. 

각각의 세트에서 적합성(fitness)을 계산하여 가장 큰 값을 가진 세트를 선정하여 

이후 기울기 기반 기법에서는 선정된 세트에 포함된 시스템 변수만을 가지고 

시스템 식별을 수행한다. 적합성은 그림 3.8(b)와 같이 해당 세트를 넣고 기울기 

기반 최적화를 한 스텝 수행했을 때 잔류오차가 감소되는 크기로 정의 하였다.  

또한 GA 단계마다 선정되는 시스템 변수의 값은 그대로 유지된다. 다만 

측정오차를 나타내는 노이즈 부분의 시스템 변수는 0 으로 초기화 된다. 이를 

통하여 제안된 기법은 측정오차의 시스템 변수가 주되게 변경되어서 발생하는 

문제를 방지할 수 있다.  
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(a) Generation of population 

 

(b) Calculation of fitness 

 Figure 3.8  Process selecting system parameters in GA step of proposed system 

identification algorithm  
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3.2.3. 다중 시험 세트 기법(multi test-set method) 

 

위의 유전 알고리즘을 기반으로 구성된 방법은 확률에 의한 임의성이 

존재한다. 따라서 시스템 식별을 수행할 때마다 시스템 변수의 분포 등이 달라지게 

된다. 이로 인해 계산 시간의 차이를 보이게 된다. 이를 보완하기 위해서 다중 시험 

세트 기법(Multi test-set method)을 고안하였다. 

다중 시험 세트 기법은 기존의 유전 알고리즘을 활용한 것과 유사한 형태로 

여러 개의 시스템 변수 세트를 만든다. 먼저 모든 시스템 변수를 포함한 형태에서 

일정 수준의 기울기 기반기법을 통해 시스템 식별을 수행한다. 이렇게 얻어진 그림 

3.9 와 같은 시스템 변수 값을 가지고 여러 개의 시스템 변수 세트를 생성하게 

된다. 다만 유전알고리즘처럼 확률에 의한 임의의 형태가 아닌 특정 값 이상의 

시스템 변수만을 선택하여 세트를 구성한다. 이를 통하여 다수의 시험 세트는 몇 

개의 시스템 변수만을 포함하게 된다. 제일 마지막 세트는 모든 시스템 변수를 

모두 포함하게 된다. 그러면 마지막 세트의 계산시간이 크게 증가하게 된다. 이를 

방지하기 위해서 마지막 세트는 3.3.1 절의 계층적 군집기법의 복원과정과 

유사하게 제일 낮은 기준 이하의 변수들은 하나의 시스템 변수로 묶어서 표현한다. 
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 Figure 3.9  Concept of proposed multi test-set method  
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이렇게 생성된 시험 세트를 위의 유전알고리즘을 활용한 형태와 유사하게 

적합성을 각 세트마다 구하고 가장 적합한 시험 세트를 선정하다. 이후 다시 

기울기 기반 최적화 기법을 일정 수준 수행한다. 제일 마지막 세트가 가장 적합한 

시험 세트로 선정된 경우에는 3.3.1 절의 계층적 군집 기법의 분화과정과 유사하게 

하나로 묶여 있는 낮은 시스템 변수의 군집을 세분화 한다. 

계층적 군집 기법은 초기에 상대적으로 작은 군집으로 묶여진 시스템 

변수들이 시스템을 제대로 표현하지 못하는 시스템 변수의 값을 기준으로 군집을 

나눈 것에 대한 이론적 근거가 부족한 점이 단점으로 생각될 수 있다. 하지만 다중 

시험 세트 기법은 유전 알고리즘을 활용한 기법과 같이 초기에 시스템 변수를 모두 

사용하여 계산한 값을 기준으로 시스템 변수를 설정하기 때문에 이러한 문제가 

발생하기 않는다. 또한 계층적 군집 기법의 중요한 시스템 변수를 빠르게 선정하는 

장점을 그대로 가져갈 수 있다. 그리고 측정오차를 고려한 시스템 식별에도 기존의 

장점을 그대로 가진 체로 바로 적용할 수 있다. 
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3.3 수치 예제 

 

수치예제 1. 계층적 군집 기법 검증  

시스템 식별에서 사용할 수치 모델은 이는 뒤에서 설명할 실제로 수행한 진동 

실험의 모델과 유사성을 유지하기 위해서 단순 평판을 기본으로 하였다. 첫 예제는 

그림 3.10 의 외팔 평판 모델이다. 전체 절점 수는 84 개이며 4 절점 6 자유도 

쉘요소를 사용하여 전체 자유도는 504 개이다. 그림 3.10 에 파란색 원은 선정된 

주자유도를 나타낸다. 경계 조건은 삼각형으로 표현된 끝 부분이 모든 자유도를 

구속한 형태이다. 파란색 별로 표시된 요소가 구조변화가 존재하는 요소로 각각 

20%, 10%, 15%, 25%의 강성 행렬의 감소를 가지고 있다. 25% 강성행렬의 

감소는 해당 요소행렬의 모든 값이 25%낮은 형태로 이 때 시스템 변수는 -

0.25 가 된다. 본 예제에서는 편의를 위해 (-)를 생략한 형태로 표현하였다. 

이러한 구조변화로 인하여 고유치의 변경이 발생한다. 고유치 변화 량은 

표 3.1 에서 보는 바와 같이 2%이하이다.  

그림 3.11 을 3.3.1 절에서 설명한 계층적 군집 기법을 활용한 과정을 

표현하고 있다. Z 축은 각 요소의 시스템 변수의 값을 나타낸다. 같은 군집에 

포함되는 요소는 막대의 같은 색을 통해 표현하였다. 그림 3.11(d)에서 볼 수 

있듯이 계층적 군집 기법을 통해서 정확한 구조 변화를 찾아냄을 확인 할 수 있다.  

 

 



 

73 

 

 

 

 

 

 Figure 3.10  Configuration of plate model and results of the selection of primary 

DOFs in the 1st plate example 

( 3210 GPa, 0.33, 0.5 m, 7800 kg/mE v t     ) 
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Table 3.1 Solution accuracy for eigenvalues in the 1st example 

Mode 
Baseline  

system 
Perturbed system 

Inverse solution 

Previous method [26] Proposed method 

1 1783.03 1776.08 −0.3914% 1776.08 −0.3914% 1776.08 −0.3914% 

2 30343.9 30032.3 −1.0376% 30032.3 −1.0376% 30032.3 −1.0376% 

3 68197.6 67438.5 −1.1257% 67438.5 −1.1257% 67438.5 −1.1257% 

4 79730.2 79294.7 −0.5492% 79294.7 −0.5492% 79294.7 −0.5492% 

5 318394 314150 −1.3509% 314150 −1.3509% 314150 −1.3509% 
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(a)                                         (b) 

 
(c)                                         (d) 

 Figure 3.11  Progress steps using the proposed hierarchical clustering method in the 

1st plate example  

( 3210 GPa, 0.33, 0.5 m, 7800 kg/mE v t     ) 
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그림 3.12 는 계층적 군집 기법의 기준선 변수(LU, LL)에 따른 계산시간을 

보여준다. 보는 바와 같이 계층적 군집 기법은 모든 기준선 변수 값에서 모두 기존 

기법보다 빠른 계산 속도를 보여준다. 또한 모든 경우에서 정확한 시스템 식별을 

수행하였다.  

두 번째 예제는 그림 3.13 과 같이 요소 256 개로 총 절점수는 289 이며, 총 

자유도수는 1734 이다. 구조 변화는 파란 별로 표시된 부분이면 오른쪽 그림과 

같은 크기로 부여되었다. 이러한 강성행렬의 감소에 따라서 표 3.2 와 같은 고유치 

변화가 발생하였다. 이러한 강성행렬의 감소를 찾는 시스템 식별을 수행하였고 

계층적 군집기법을 사용하였다. 

그림 3.14(a)와 같이 기존의 기법은 정확한 구조변화를 찾지 못하는 것을 

확인 할 수 있다. 또한 표 3.2 의 결과와 같이 정확한 고유치를 구하지 못하였다. 

이와 달리 계층적 군집 기법을 통하면 그림 3.14(b)와 같이 정확한 시스템 식별을 

수행하는 것을 확인 할 수 있다.  

계층적 군집 기법은 이와 같이 요소가 많은 대형 구조물의 시스템 식별에 

보다 큰 장점을 보여준다. 특히 일부의 구조 변화를 기법 도중에 시스템 변수에 

제외되더라도 3.3.1 절에 언급한 복원 과정을 통하여 다시 시스템 변수로 포함되는 

과정을 그림 3.15(c), (d)를 통해 확인 할 수 있다. 이를 통해 계층적 군집 기법이 

초기에 부정확한 정보를 통해 군집을 나누고 일부 시스템 변수를 제외하는 등의 

과정을 거치지만 최종적으로 정확한 시스템 식별을 효과적으로 수행하는 것을 

확인 할 수 있다.  
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 Figure 3.12  Comparison of the calculation times in the 1st example 

 

 

 

  



 

78 

 

 

 
 Figure 3.13  Configuration of plate model and results of the selection of primary 

DOFs in the 2nd plate example  

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) Previous method                 (b) Proposed method 

 Figure 3.14  Results of figure in 2nd numerical example 
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Table 3.2 Solution accuracy for eigenvalues in the 2nd example 

Mode 
Baseline 

system 
Perturbed system 

Inverse solution 

Previous method [26] Proposed method 

1 114.778 114.231 −0.4785% 114.220 −0.4881% 114.231 −0.4785% 

2 663.097 645.489 −2.7277% 645.479 −2.7293% 645.489 −2.7277% 

3 4253.07 4118.79 −3.2602% 4118.86 −3.2586% 4118.79 −3.2602% 

4 6969.01 6497.82 −7.2516% 6497.67 −7.2536% 6497.82 −7.2516% 

5 8823.45 8604.15 −2.5487% 8604.27 −2.5473% 8604.15 −2.5487% 

6 26849.6 26198.8 −2.4856% 26198.1 −2.4881% 26198.8 −2.4856% 

7 35511.1 34383.8 −3.2771% 34384.2 −3.2760% 34383.8 −3.2771% 
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(a)                                                (b) 

  

(c)                                                (d) 

 

(e)                                              (f) 
 Figure 3.15  Progress steps using the proposed hierarchical clustering method in the 

2nd example  
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수치예제 2. 유전 알고리즘을 활용한 기법 검증  

유사한 예제를 3.3.2 절에서 설명한 유전 알고리즘을 활용한 기법을 통해 

시스템 식별을 수행하였다. 수치 모델은 위에서 사용한 그림 3.10 의 동일한 

평판을 사용하였으며 구조변화만 그림 3.16 과 같은 형태로 변경하여서 

수행하였다. 이 경우 계층적 군집 기법, 유전 알고리즘을 활용한 기법 모두 그림 

3.17, 3.18와 같이 정확 구조변화를 정확히 구하였다. 계산시간 또한 그림 3.19과 

같이 모두 기존의 방법보다 상당히 감소하는 것을 확인 할 수 있다. ‘Proposed 

method A’ 는 3.3.1 절에 설명한 계층적 군집 기법을 나타내면 ‘Proposed 

method B’ 는 3.3.2 절의 유전 알고리즘을 활용한 기법이다.  

보다 다양한 구조 변화에서도 제안된 기법들이 정확한 시스템 식별을 

수행하는지를 검증하기 위하여 그림 3.20 과 같이 4 가지 종류의 구조변화를 

정의하고 이를 찾는 시스템 식별을 수행하였다. 그림 3.21, 3.22 에서 보듯이 

제안된 두 방법 모두 4 가지 경우 모두 정확한 시스템을 식별하였다. 그림 3.23 와 

같이 계산시간 면에서 두 방법 모두 기존 방법보다 좋은 효율성을 보였다. 하지만 

계층적 군집 기법이 찾고자 하는 구조변화의 요소수가 늘어나면 계산시간이 

증가하는 경향을 보이는데 반해 유전알고리즘을 활용한 기법은 4 가지 경우에서 

모두 비슷한 수준의 계산시간을 보여주었다.  
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Figure 3.16 Assumed structural change in the 3rd example  
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(a)     (b) 

 
(b) (d) 

 
Figure 3.17 Progress steps using the proposed hierarchical clustering method in the 

3rd example 
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 (a) Generation  (b) Fitness 

            
 (c) First full iteration result (d) Final result after gradient method step 

 
Figure 3.18 Result of numerical example using proposed method applied with genetic algorithm 
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Figure 3.19 Comparison of calculation time in 3rd example 
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Case (1) 

      
Case (2) 

       
Case (3) 

         
Case (4) 

Figure 3.20 Distributions of structural change in 4th example 
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Case (1)                                   Case (2) 

   
Case (3)                                    Case (4) 

Figure 3.21 Result of 4th example using the proposed hierarchical clustering method 
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Case (1)                                   Case (2) 

 

 
Case (3)                                    Case (4) 

 
Figure 3.22 Result of 4th example using proposed method applied with genetic 

algorithm 
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Figure 3.23 Comparison of calculation time in 4th example 
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수치예제 3. I 형 보(I-beam)예제 (다중 시험 세트 기법 검증)  

본 절에서는 다중 시험 세트 기법의 검증을 위해 시스템 식별을 수행하였다. 

예제의 형태는 그림 3. 24 와 같은 I 형 보(I-beam)이다. 위에서 검증한 2 기법 

또한 동일한 예제에서 수행하여 위에서 설명한 두 기법과 비교 검증하였다. 그림 

3.24(a)에서 검은 점은 주자유도를 의미한다.  초기 모델과 실제 모델의 차이인 

구조 변화는 붉은색으로 표시된 요소에 그림 3.24(b)와 같이 25% 강성 행렬의 

감소하는 형태로 가정하였다. 가정한 구조변화로 인해 표 3.3 과 같이 고유치의 

변화가 발생하고 이를 통해 가정한 구조변화를 역으로 찾는 시스템 식별을 

수행하였다. 제안한 다중 시험세트 기법은 그림 3.25 와 같은 과정을 통하여 

구조변화를 포함한 시스템 변수를 선정하여 정확한 구조변화를 찾는 시스템 

식별을 정확히 수행하였다. 앞서 설명 및 검증한 두 방법 또한 정확한 시스템 

식별을 수행하였다. 그림 3.26 는 각 기법에 걸린 계산시간을 비교한 것으로 

기존방법은 위 두 절과 동일한 방법이며 ‘Proposed method A’ 는 계층적 군집 

기법을 ‘Proposed method B’ 는 유전 알고리즘을 활용한 기법을 ‘Proposed 

method C’는 다중 시험 세트 기법을 나타낸다. 그림에서 확인 할 수 있듯이 계산 

시간 상에서 다중 시험 세트 기법이 가장 효율적임을 알 수 있다. 이는 3.3.3 절에서 

설명한 계층적 군집 기법의 시스템 변수를 군집화하는 데서 오는 장점과 유전 

알고리즘을 통한 초기 해의 정확성의 장점을 모두 접목하는 형태로 기법이 

고안되었기 때문이다.  
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(a) 

 
(b) 

Figure 3.24 Configuration of plate model and structural change distribution in 1st 

example 

(E=1.0298 lb/in2, v=0.33 ρ=0.102lb/in3) 
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Table 3.3 Change of eigenvalues due to structural change 

#. Mode Baseline Sys. Perturbed Sys. % Change 

1 1092.7 1092.3 0.0329 

2 1314.7 1299.4 1.1637 

3 1941.7 1941.4 0.0164 

4 2289.1 2285.7 0.1454 

5 4096 4066.3 0.7246 

6 7924.8 7862.9 0.7813 

7 8250.6 8191.5 0.7162 
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Figure 3.25 Process step of proposed multi test-set method in 1st example 
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Figure 3.26 Comparison of the calculation times in the 1st example 
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다음 예제는 보다 큰 I 형 보 예제이다. I 형 보는 위 절에서 설명한 외팔평판과 

달리 스파와 스킨형태로 요소 형태가 다르게 구성되어 있어 시스템 식별이 

상대적으로 어렵다. 특히 그림 3.27 과 같이 요소가 많은 I 형 보 모델은 정확한 

시스템 식별이 쉽지 않다. 제안된 다중 시험세트 기법은 그림 3.28 과 같은 과정을 

통하여 정확한 구조 변화를 찾는 것을 확인할 있다. 이와 같이 제안된 기법은 

다수의 요소로 구성된 모델의 요소 단위의 시스템 식별을 효과적으로 수행할 수 

있는 기법으로 생각된다.  
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(a) 

 
(b) 

Figure 3.27 Configuration of plate model and structural change distribution in 2nd 

example 
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Figure 3.28 Process step of proposed multi test-set method in 2st example 
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수치예제 4. 측정 오차를 고려한 시스템 식별 검증  

본 절에서는 3.3.4 절에서 설명한 측정 오차를 고려한 시스템 식별을 수치예제를 

통해 검증하고자 한다. 수치 예제는 위 절들과 유사한 외팔평판 예제로 그림 

3.29 에 상단에 그림과 같은 형태로 강성행렬의 변화를 가정하였다. 이를 측정된 

고유 진동수와 고유 벡터를 통해 찾는 시스템 식별을 수치적으로 수행하였다. 이 

때 측정 오차는 그림 3.29 의 하단과 같이 부가 백색 가우스 잡음(Additive White 

Gaussian Noise, AWGN)으로 가정하여 부여하였다. 부가 백성 가우스 잡음은 

전 주파수 영역 대에서 부가되는 형태의 노이즈로 실제 측정오차가 반드시 이와 

같다고 볼 수 는 없다. 하지만 실제 측정 오차는 다양한 원인에 의해 발생하여 이를 

수치적인 기법만으로 정확히 묘사하기는 어렵다. 따라서 본 논문에서는 수치 

해석적인 측면으로 봤을 때 실제 측정오차는 상대적으로 큰 부가 백성 가우스 

잡음보다 작다고 가정하고 상대적으로 큰 부가 백성 가우스 잡음 하에서 시스템 

식별을 가능한지 여부를 통해 제안된 기법을 검증 하고자 하였다. 부가 백성 

가우스 잡음 정도(level)는 신호 대 잡음비(Signal to Noise Ratio, SNR)을 

이용하여 설정하였다. 신호 대 잡음비 주로 데시벨(dB)로 표현한 형태로 표현되면 

아래와 같이 정의 된다. 

 signal signal

dB 10 10

noise noise

SNR 10log 20log
P A

P A

   
    

   
 (3.25) 

이를 단순한 비의 값으로 표현하면 아래와 같다.  
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2

signal signal

noise noise

SNR
P A

P A

 
   

 
 (3.26) 

이를 기반으로 본 논문에서 표현하는 측정 오차의 크기는 아래와 같이 정의 하였다. 

 noise

signal

NoiseLevel
A

A
  (3.27) 

그림 3.29 의 하단 우측의 그림은 노이즈 5%을 부가 백색 가우스 잡음으로 부여한 

시스템 응답이다.  

그림 3.30 은 기존의 측정오차가 없는 경우의 수치적으로 시스템 식별을 

수행한 결과이다. 그림 3.30(a)는 기존 방법을 통해 시스템 식별을 수행한 것이며, 

그림 3.30(b)는 제안된 방법의 결과이다. 그림에서 보는 바와 같이 두 방법 모두 

정확한 구조변화를 찾는 시스템 식별을 수행하였다. 반면에 그림 3.31 과 같이 

측정 오차를 가정한 시스템 식별 문제에서는 기존 방법이 정확한 해를 구하지 

못하는 반면에 제안된 방법은 비교적 정확한 해를 찾는 것을 확인 할 수 있다. 그림 

3.32 는 가정한 노이즈 크기에 따라 제안된 기법의 시스템 식별 결과를 보여준다. 

보는 바와 같이 모든 경우에서 대체로 실제와 유사한 결과를 보여줌을 확인 할 수 

있다.  
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Figure 3.29 Configuration of assumed structural changes and experimental noise 

 

 

 

 

 

 

  



 

101 

 

 

 

 

(a) Previous method                  (b) Present method 
Figure 3.30 Result of system identification not considering the experimental noise  

(Noise 0%) 

 
(a) Previous method                  (b) Present method 

Figure 3.31 Result of system identification considering the experimental noise  

(Noise 5%) 
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(a) Noise 1%                                    (b) Noise 2% 

 
(c) Noise 3%                                    (d) Noise 4% 

 
(e) Noise 5%                                    (f) Noise 6% 

Figure 3.32 Results of system identification in various noise level 
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4. 센서 위치 선정 기법 고안 및 진동 실험을 통한 검증 

본 장에서는 위 장에서 설명한 축소 기반 시스템 축소 기법에 적합한 실험 

데이터를 얻기 위한 센서위치 선정 기법을 제안하고, 이를 실제 평판 구조물의 

진동 실험 및 시스템 식별로 제안된 센서 위치 선정 기법을 검증 하였다. 제안된 

센서 위치 선정 기법은 2 장의 주자유도 선정 기법을 기반으로 구성 되었으며, 

측정오차를 고려하여 선정될 수 있도록 고안하였다.  

 

4.1 주자유도 선정 기법 기반 센서 위치 선정 기법 

실험에서 측정할 센서 위치선정(sensor positioning)은 시스템 식별의 

정확도에 직접적으로 영향을 주기 때문에 시스템 식별에서 중요한 연구 분야 중 

하나다. 실험에서 센서를 부착할 때, 일반적으로 측정 모드에서 크게 움직이는, 즉 

해당 모드에서 고유벡터의 크기가 큰 부분에 부착한다. 하지만 각 모드마다 다른 

위치에 센서를 부착해야 돼서 실험 수행 횟수가 크게 늘어 나게 된다. 따라서 여러 

모드에서 동시에 효과적으로 응답을 측정할 수 있는 센서위치를 선정할 수 있는 

것이 중요하다. 본 논문에서는 이 센서 위치 선정을 2.2 절의 주자유도 선정 기법을 

활용하여서 여러 모드에서 효과적으로 응답을 측정할 수 있는 센서 위치 기법을 

고안하였다. 또한 센서 응답에서 전체 고유벡터를 복원하는 자유도 기반 축소를 

활용한 시스템 식별에서 각 센서에서 측정오차가 미치는 영향을 반영하여 

측정오차의 영향이 적도록 센서를 선정하도록 구성하였다.  
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기존의 자유도 축소법을 이용한 시스템 식별 연구에서는 2 단계 축소 기법을 

통하여 센서위치를 선정하였다. 하지만 본 연구에서 2 단계 축소기법의 2 번째 

단계에 수행되는 순차적 소거법은 센서 위치 선정에 적합하지 못한 면을 

발견하였다.  

순차적 소거법에서는 2.4.1절의 외팔평판과 같이 모든 요소가 형상과 크기가 

같은 유한요소 모델일 경우 초기에 강성행렬과 질량 행렬의 대각항의 

비( /ii iiK M )가 모두 똑같아서 수치적인 오차로 임의적으로 부자유도가 

선정되거나 자유도 번호가 낮은 부자유도가 선정된다. 자유도의 번호 또한 임의로 

배열할 수 있는 것이므로 결국 최초의 부자유도가 임의로 선정되는 현상이 

발생한다. 따라서 최종적으로 주자유도로 선정되어야 하는 자유도가 부자유도 

선정 될 수 있고 이러한 경우 주자유도 선정이 다른 형태로 구성되게 된다. 또한 

특정 진동수 이하나 특정 모드 개수에서의 자유도 비교가 어렵다. 따라서 시스템 

식별에 필요한 혹은 센서에서 측정 할 수 있는 진동수 이하 진동에서 큰 응답이 

있는 센서 위치를 선정하는데 어려움이 있다. 

따라서 본 논문에서는 2 단계 축소 기법 중 절점 기반 축소 기법의 에너지 

예측 하는 부분의 기법을 활용하여 센서 위치 선정 기법을 고안하였다. 기존의 

절점 기반 축소 기법에서는 레일리 지수는 아래의 형태로 계산된다. 

  
#

1 1 1

of DOF n n
ij ik kji

n

i j k ij ik kj

K
Ra

M

 

   

    (4.1) 



 

105 

 

이 때 사용되는 벡터( ij )는 리츠 벡터로 근사화된 고유벡터이다. 정확한 

고유벡터를 사용하면 보다 정확한 레일리 지수를 구할 수 있다. 하지만 기존 

기법에서 고유벡터를 활용하여 주자유도를 선정하지 않았다. 그 이유는 기존의 

주자유도 선정은 고유치 해석이전에 자유도 선정에 활용되기 때문에 고유치 해석 

후에 얻을 수 있는 고유벡터를 그대로 사용하기는 불가능하기 때문이었다.  

하지만 시스템 식별에서는 기존의 초기 모델의 고유치 해석을 수행할 수 

있으며 이는 시스템 식별 전에 계산 시간과 비교해 봤을 때 큰 비중을 차지 하지 

않는다. 따라서 본 논문에서는 기존의 주자유도 선정기법에서 사용한 리츠 벡터 

대신 아래 식과 같이 초기 모델의 고유 벡터를 사용하는 형태의 센서 위치 

선정기법을 고안하였다.  

 
#

1 1 1

of DOF n n
ij ik kji

n

i j k ij ik kj

u K u
Ra

u M u  

    (4.2) 

이를 통하여 측정하고자 하는 모드에서 변형이 큰 절점을 선정하고 이 곳에 

센서를 붙여서 실험을 수행한다. 자유도가 아닌 절점을 선정하는 이유는 센서가 

3 축을 동시에 측정하는 센서가 많이 존재하기 때문에 절점으로 선정하였고, 한 

축 센서로 실험을 수행할 경우 아래의 식처럼 자유도 별 에너지 선정 및 주자유도 

선정을 수행하면 된다. 

이렇게 선정된 센서 위치 중에는 일부 모드에서 고유벡터 크기가 0 인 즉 

노달 포인트 (Nodal point)인 지점이 포함될 수 있다. 이 경우 측정 데이터에서 

전체 고유벡터를 복원하는 과정에서 측정 오차에 의한 고유벡터의 왜곡 현상이 
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크게 나타난다. 이러한 현상의 발생의 원인과 경향성은 4.2절에서 단순 bar예제를 

통해 이론적으로 분석하였다. 이러한 현상을 막기 위해서 본 논문에서 고안한 

방법은 그림 4.1 과 같이 선정된 센서 위치 중 모드 하나에서라도 노달 포인트에 

가까운 부분의 위치는 센서 위치에서 제외하는 과정을 추가 하였다. 그림 4.1 의 

1,2 단계는 순서에 무관하게 노달 포인트를 제외한 이후, 남은 자유도에서 

주자유도 선정 기법을 기반으로 해서 센서위치를 선정하는 형태로 구성해도 된다.  

 

 

 

Figure 4.1 Proposed sensor position method 
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4.2 센서 위치에 따른 측정오차의 영향력의 분석 

앞 절에서 언급 했듯이 실험에서 센서를 부착할 때, 센서가 특정 모드에서 

고유벡터 크기가 0 인 즉 노달 포인트 (Nodal point)인 지점이 위치할 경우 측정 

데이터에서 전체 고유벡터를 복원하는 과정에서 측정 오차에 의한 고유벡터의 

왜곡 현상이 크게 나타난다. 이러한 현상의 원인과 경향성을 이론적으로 검증하기 

위해서 단순한 bar 구조에서의 센서 위치에 따른 측정오차의 영향력의 차이를 

이론적으로 분석하였다. 

예제는 그림 4.2 와 같이 5 절점의 단순 bar 구조 이며, 1,2,4 번 절점이 센서 

위치로 선정된 경우이다. 이 경우 강성 행렬과 질량행렬은 아래와 같이 구성된다. 
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Figure 4.2 Simple bar example (N1,2,4 is sensor position) 
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식 (2.2)의 고유치 식은 아래와 같이 표현된다.  
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 (4.5) 

2 장의 자유도 기반 축소 기법을 활용하여 변환 행렬을 구한다. Guyan 기법 

기반의 변환 행렬은 아래와 같이 구성된다.   
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 (4.6)  

반복연산을 통해 수렴된 정확한 변환행렬을 아래와 같다. 
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t  (4.7) 

이러한 변환행렬을 통하여 센서응답에서 전체 자유도의 고유벡터를 

복원하면 아래와 같게 된다. 복원한 고유벡터는 강체 모드를 제외한 2 번째 모드의 

고유벡터이다.  
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이 때 각 센서 위치에서 측정오차를 수식상으로 가정하여 추가해서 전개하였다. 

1 번 절점에 측정오차가 존재한다고 보면, 아래와 같은 형태로 구성된다.  

 

 

Measure_Err1 Measure_

1

E

2

5

rr1

4

3

1 0.5 1

1 0.5 0 0

1 0 0.50 0

01 1 2 1 2 0.5 1

0.5 11 2 2

p

IIRS





















 
 
    

    
  

 
  

       
            

         
      
           

            

I
φ φ

t

 (4.9) 

반면에 2 번 절점에 측정오차가 존재할 경우, 고유벡터는 측정오차( )의 함수로 

아래와 같이 표현된다. 
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110 

 

두 경우의 측정오차에 의해 전체 고유벡터의 왜곡 정도를 비교하기 위해서 

MAC 값(modal assurance criterion)를 비교하였다.  
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(4.12) 

위 두 식에서 보는 것과 같이 노달 포인트에 해당되는 2 번 절점에서의 측정오차에 

의한 고유벡터의 오차가 큰 것을 확인할 수 있다. 그림 4.3 은 각 두 경우의 

고유벡터, 즉 모드 형상(Mode shape)을 보여준다. 

 

Figure 4.3 2nd mode shape in simple bar model with 4 elements 
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보다 많은 자유도를 늘린 모델에서도 노달 포인트에서 측정오차가 발생한 

경우와 그렇지 않은 위치에서 발생한 경우의 오차 발생 정도가 크게 차이 남을 

확인 할 수 있다.  

 

 

 

 

Figure 4.4 1st mode shape in simple bar model with 40 elements 
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Figure 4.5 2nd mode shape in simple bar model with 40 elements 

 

 
Figure 4.6 3rd mode shape in simple bar model with 40 elements 
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4.3 검증을 위한 실험 모델 설정 및 진동 실험 구축 

센서 선정 기법의 검증을 위하여 실제 진동 실험을 통해 평판의 두께변화를 

찾는 시스템 식별을 구성하고 실험을 수행하였다. 진동 실험 모델은 위 장에서 

수치 예제로 사용한 단순 평판으로 정하였다. 그림 4.7 과 같이 단순 평판을 초기 

모델(Reference model)로 설정하고 특정 위치에서의 두께 변화를 변화하는 

형태로 3 가지의 변형된 모델(Perturbed model)를 구성하였다. 평판은 

알루미늄합금(A6061-T6)으로 만들어 졌으며 전체 크기는 가로 500mm, 세로 

200mm, 두께 15mm 로 되어 있다. 두께가 변경되는 위치는 모두 동일하며 해당 

위치의 두께는 3 가지 변형된 모델에서 각각 0mm(Hole model), 5mm(Semi-

hole model), 30mm(Bump model) 이다. 모델의 보다 구체적인 수치는 그림 

4.8 에 표시 되어있다. 평판 끝 단에 있는 4 개의 구멍을 추가하여서 진동 실험에서 

고무줄로 묶어서 공중에 띄우는데 용의하게 하였다. 실제 시편은 밀링(milling) 

가공기법을 통하여 두께의 변화 구현하여 그림 4.9 과 같은 형태의 시편을 

제작하였다.  
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(a) Reference model                       (b) Bump model 

 
(c) Hole model                         (d) Semi-hole model 

 
Figure 4.7 Configuration of experimental model 
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(a) Bump model 

 
(b) Semi-hole model 

Figure 4.8 Specific dimension  of experimental model 
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 (a)Reference model 

 
(b)Bump model 

 
(c) Hole model 

 
(d)Semi-hole model  

Figure 4.9 Experimental plates 
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진동 실험은 그림 4.10 와 같이 평판에 센서를 부착하고 임팩트 해머(Impact 

hammer)를 통해 가진하고 이 때 센서의 응답을 받는 형태의 전형적인 고유치 

해석을 위한 진동 실험을 구축하였다. 실험 장비는 그림 4.11 의 장비들을 

삼성전자 생산기술 연구소에서 대여하여는 형태로 실험을 진행하였다. 장비들의 

구체적인 스펙은 표 4.1 과 같다. 센서 신호 처리는 PULSE LapShop 프로그램을 

사용하였으며 자세한 옵션 내용은 그림 4.12 과 같다. 센서는 기본적으로 3 축 

센서로 입력모듈의 입력을 3 개를 소요한다. 실험 장비들을 해당 시편의 실험을 

목적으로 구비된 형태가 아니어서 센서의 크기나 입력모듈의 구체적인 사항이 

실험의 목적과 정확히 부합하지는 않는다. 또한 이러한 장비의 제한성으로 인하여 

실제 진동 실험은 3 축 센서를 부착하고 가진 및 측정 후 센서의 위치를 이동 후 

가진 및 측정하는 형태로 평판의 여러 위치에서의 센서 응답을 얻었다.  
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Figure 4.10 Configuration of experimental model and experimental step 
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          (a)Impact hammer                             (b) input module 

 
(c)Sensor and plate 

 
Figure 4.11 Experimental equipment 
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Table 4.1 Specification of experimental equipment  

Accelerometer   

Model PCM 356A14 

Sensitivity (±10%) 100 mV/g (10.2 mV/(m/s²)) 

Measurement Range ±50 g pk (±490 m/s² pk) 

Broadband Resolution 0.0001 g rms (0.001 m/s² rms) 

Frequency Range (±5%) 0.5 to 5000 Hz  

Electrical Connector 1/4-28 4-Pin  

Impact hammer   

Model PCB 086C03 

Frequency range  8 kHz 

Amplitude range 500 lb 

Head diameter 0.6 inch 

Sensitivity (±15%) 10 mV/lbf (2.25 mV/N) 

Measurement Range ±500 lbf pk (±2224 N pk) 

Hammer Mass 0.34 lb (0.16 kg) 

Input module   

Model LAN-XI - Type 3050 

input channels  4 or 6  

input range  51.2KHz (DC) 

sampling rate 131 ksamples/s  
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(a)FFT 

 
(b)Force                                       (c) Trigger 

Figure 4.12 Specification of experiment setting 
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4.4 센서 위치 선정결과 

본 절에서는 자유도 기반 축소법을 통하여 위 절에서 설명한 4 가지 평판 

모델의 센서 위치 선정하였다. 위의 4 가지 평판은 특정 위치의 두께 변화로 표 

4.2 과 같이 고유진동수의 변화를 보이게 된다. 초기 평판과 비교하면 그림 4.13 과 

같은 크기의 오차를 가지게 된다. 그림 4.14~16 은 초기 평판과 두께 변화된 

모델들의 고유벡터 차이를 보여준다. 그림 4.14 에서 볼 수 있듯이 ‘Bump model’ 

은 초기 평판과 5,6 번 모드에서 차이가 큰 것을 알 수 있다. 특히 6 번 모드는 

기존의 평판이 대칭성을 유지하고 있는 반면에 ‘Bump model’ 에서는 비대칭성을 

보인다. 심지어 그림 4.15~16 에서 볼 수 있듯이 ‘Hole model’, ‘Semi-hole 

model’ 에서는 5 번째 모드와 6 번째 모드가 초기 평판과 순서가 변경되는 현상이 

발생한다. 이러한 고유벡터의 변화를 고려하여서 센서위치 선정 시 고려하는 모드 

개수는 6 개로 선정하였다.  

센서위치는 3.2 절에서 설명했듯이 해당 모델의 고유치 해석을 수행하고 

이를 통해 얻어진 고유벡터를 통하여 각 절점의 에너지 비를 구하고 이를 통해 

그림 4.17 와 같이 센서 위치 후보군을 설정하였다. 이중 그림 4.18 와 같이 저차 

모드 중 특정 모드에서의 노달 포인트(Nodal point) 즉 고유 벡터가 특정 모드에서 

0 인 지점을 제외시켰다. 최종적으로 센서위치로 피해야 할 부분은 그림 4.19 와 

같으며, 이 부분을 제외시켜서 최종적으로 그림 4.20 와 같이 센서 위치를 

선정하였다. 결과비교를 위하여 실험은 후보군에 대하여 모두 수행하였다. 
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Table 4.2 Numerical result of natural frequencies in plate models  

Reference 

Model 

Bump 

Model 

Hole 

Model 

Semi-hole 

Model 

316.4 336.4 293.3 294.3 

471.6 511.2 445.4 446.0 

874.8 944.2 837.9 826.2 

1010.2 1094.4 971.4 970.7 

1682.0 1699.0 1612.4 1626.8 

1692.7 1731.4 1683.1 1665.7 

2057.1 2125.5 1901.0 1884.6 
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Figure 4.13 Natural frequency difference compared to reference model 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

125 

 

 

(a)Mode 1                                      (b)Mode2 

 
(c)Mode 3                                      (d)Mode4 

 
(e)Mode 5                                      (f)Mode6 

 
Figure 4.14 Mode shape in ‘bump model’ 
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(a)Mode 1                                      (b)Mode2 

 
(c)Mode 3                                      (d)Mode4 

 
 (e)Mode 5                                      (f)Mode6 

 
Figure 4.15 Mode shape in ‘semi-hole model’ 
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(a)Mode 1                                      (b)Mode 2 

 
(c)Mode 3                                      (d)Mode 4 

 
 (e)Mode 5                                      (f)Mode 6 

 
Figure 4.16 Mode shape in ‘hole model’ 
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(a) Reference model 

 
(b)Bump model 

 
(c)Hole model 

 
(d) Semi-hole model 

Figure 4.17 Recommended sensor position 
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(a) 1st mode 

 
(d) 2nd mode 

 
(c) 3rd mode 

 
Figure 4.18 Nodal point in low modes 
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(a) Reference model 

 
(b) Bump model 

 
(c) Hole model 

 
(d) Semi-hole model 

Figure 4.19 Non-recommended location for sensor position 
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(a) Reference model 

 
(b)Bump model 

 
(c)Hole model 

 
(d) Semi-hole model 

Figure 4.20 Configuration of final selected sensor position 
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4.5 진동 실험 및 시스템 식별 결과 

4.4 절에서 선정한 센서 위치를 토대로 실제 실험을 진행하였다. 하중은 

임팩트 하중을 부여하였으며 그림 4.21 과 같이 window 를 설정하였다. 실험을 

통해 얻은 데이터는 해당 센서에서의 응답을 FFT 변환을 하여 얻어지는 주파수 

응답의 크기와 위상이다. 해당 위치마다 3 번의 실험을 진행하였고 이를 통해 

Coherence 를 확인하였다.  

그림 4.22(a)과 같은 주파수 응답의 크기 그래프에서 peak 를 부분을 찾아서 

고유 진동수와 고유 벡터의 크기를 구하였다. 그림 4.22(b)에서 보는 바와 같이 

위상 그래프에서는 해당 고유 진동수 값의 부호를 통하여 고유 벡터의 방향을 

결정하였다. 

그림 4.23 은 실험을 구한 고유 진동수와 해석을 구한 고유진동수의 오차를 

나타낸다. 위의 실험에서 얻은 고유 진동수와 고유 벡터를 이용하여 3 절에서 

설명한 시스템 식별 기법을 통하여 두께 변화가 있는 부분의 두께를 시스템 변수로 

설정하여 시스템 식별을 수행하였다. 표 4.3 은 추천한 센서 위치의 

센서데이터만을 통하여 시스템 식별한 경우와 측정된 모든 센서 위치를 모두 포함 

경우의 시스템 식별 결과를 보여준다. 표에서는 보는 바와 같이 추천한 센서 

위치의 데이터만 가지고 한 경우에는 비교적 정확히 두께를 식별하는 것을 확인 

할 수 있다. 반면 이보다 더 많은 정보 즉 모든 측정 데이터를 다 고려해서 시스템 

식별한 경우에는 오히려 시스템 식별을 전해 하지 못하거나 큰 오차를 보이는 것을 
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확인 할 수 있다. 이는 오차가 큰 데이터는 오히려 해를 해치는 현상이 발생하기 

때문이라고 생각된다. 오차가 큰 센서의 응답이 없다면 해당 부분의 고유벡터는 

다른 부분의 고유벡터에서 주자유도 축소법으로 추산하여 고려된다. 따라서 

오차가 큰 센서 응답이 포함되면 이 잘못된 응답을 기준으로 주변 자유도의 

고유벡터를 추산하기 때문에 오차가 기하급수적으로 커지게 된다. 따라서 무작정 

센서 수를 늘려서 실험하는 것보다는 해석 기반으로 센서 위치를 추산하고 이를 

통하여 정확한 실험을 한다면 보다 정확하고 효과적인 시스템 식별을 할 수 있을 

것이라고 기대된다. 
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(a)Input load 

 
(b)Sensor output  

 
Figure 4.21 Specification of experimental equipment 
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(a) Magnitude 

 
(b) Phase 

 
(c) Coherence 

Figure 4.22 Experiment output data  
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Figure 4.23 Natural frequency errors between experimental results and numerical 

results 
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Table 4.3 System identification results 

Model Used data Thickness (mm) S/F 

Bump 

Exact 30.0  

Result with recommend node data (2, 3, 4,  6, 7, 10) 30.9 Success 

Result with all data (1~10) -5.6 Fail 

Hole 

Exact 0.0  

Result with recommend node data (1, 2, 3, 4, 7) -2.9 Success 

Result with all data (1~10) 25.9 Fail 

Semi-

hole 

Exact 5.0  

Result with recommend node data (1, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 5.6 Success 

Result with all data (1~10) 0.0 Fail 
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5. 최적 설계  

본 장 2 장에서 제안한 축소 기법을 활용하여 최적 설계 문제에 적용하였다. 

또한 서론에서 언급한 바와 같이 제안한 기법의 실용성을 높이기 위하여 기존의 

유한요소 해석 상용 프로그램과의 연계를 통하여 제안된 방법인 병렬화와 기존 

축소 행렬의 재활용을 장점을 그대로 활용하여 최적화를 수행하였다.  

 

5.1 상용프로그램과의 연계를 통한 최적설계  

종래 구조해석 기술을 위해 산업체에서 많이 사용되고 있는 상용 

프로그램들(예 Nastran[34], Ansys[35], Abaqus[28] 등)은 개발 당시부터 

최적설계가 아닌 구조 해석에 초점이 맞춰져서 개발되었기 때문에 구조물 중 

일부만 변경되어도 해석 전반의 과정을 모두 다시 실행해야 한다. 이러한 해석 

기반의 프로그래밍은 최적설계를 수행하는 많은 어려움을 가진다. 특히 최근에 

대형구조물의 최적 설계에 대한 수요가 커짐에 따라서 이러한 최적화에 적합하지 

않은 구조에 의한 단점이 부각되고 있다.  

반면 대학 및 연구소에서 자체 개발해서 사용하고 있는 인하우스 코드(in-

house code) 즉 프로그램언어(예 C 언어, Fortran 언어 등)로 직접 작성한 

프로그램은 해당 최적화 문제에 맡게 설계 변수에 따라 변경되는 부분만을 

효율적으로 고려하여 최적화를 수행하도록 코드 및 프로그램을 만들 수 있지만 

코딩된 프로그램의 호환성이나 해석의 정확도에 대한 신뢰도 측면에서 볼 때 실제 
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기업이나 산업에서 바로 사용하기에는 어려움이 존재한다. 특히 해당 기업이나 

산업에서 사용하고 검증해왔던 상용프로그램과 달리 인하우스 코드를 해당 기업이 

직접 정확도를 검증하기에는 현실적인 어려움이 존재하게 된다. 게다가 기업이나 

특정 산업의 실무자가 인하우스 코드의 해석 결과에 따른 책임을 전부 

감당하기에는 부담감이 큰 것이 사실이다. 또한 이러한 검증을 마친다고 해도 여러 

상황에 의해 모델의 변경 및 대상이 변경될 경우, 상용 프로그램과 달리 다양한 

모델에서 인하우스 코드가 제대로 작동한다는 보장을 얻기 어렵다.  

따라서 본 논문에서는 구조 해석 상용 프로그램과 인하우스 코드를 연동하여 

각 방법의 단점을 극복하고자 한다. 그림 5.1 과 같이 인하우스 코드의 단점인 

해석의 정확성/신뢰도를 확보하고 모델의 다양성을 반영할 수 있도록 기본적인 

모델링과 해석에 필요한 정보는 상용 프로그램에서 작업하여 얻는다. 그리고 

이렇게 얻은 정보는 프로그램 작성과 인터페이스 기능이 용이하며 범용성을 

가지고 있는 Matlab 프로그램을 통하여 불러들인 뒤 최적화를 수행한다. 이 때 

2 장에서 설명한 기법을 통하여 최적화 알고리즘에 의해 변경된 부분(예 부품의 

두께, 크기, 물성, 하중 크기 등)의 정보만을 갱신하여 최적값을 찾기 위한 

반복적인 해석을 수행한다. 

상용 프로그램으로부터 원하는 정보를 얻기 위해서는 상용 프로그램으로 

원하는 정보를 요청하는 작업과 상용 프로그램에서 만든 행렬 정보를 읽는 작업이 

필요하다. 본 논문에서는 이를 Matlab 에서 상용 프로그램을 제어하는 형태로 

반복적인 최적화 과정에서도 원하는 정보를 상용 프로그램에서 자동적으로 얻도록 
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구현하였다. 또한 불러온 정보 중 필요한 행렬 정보는 축소기법을 통하여 축소된다. 

그림 5.2 는 상용 프로그램 중 하나인 Abaqus 를 사용하여 축소된 행렬을 얻는 

과정을 나타낸다. 본 논문에서는 아바쿠스 뿐만 아니라 구조해석에 주로 사용되는 

나머지 상용 프로그램인 Ansys, Nastran 또한 필요한 정보를 Matlab 으로 불러올 

수 있게 구현하였다. 표 5.1 에 표시한 바와 같이 각 상용 프로그램에 제공하는 

명령스크립트를 활용하여서 해당 프로그램에 맞은 파일을 찾아내고 해당 문법에 

맞게 Matlab 에서 읽을 수 있는 자체 함수를 코딩하였다. 작성한 함수를 통하여 

주로 모델의 강성 행렬과 질량행렬을 로딩하였다. 이 때 불러온 행렬의 자유도 

배열과 실제 모델의 모델링에서의 자유도 배열이 맞는 경우가 발생하다. 이는 

경계조건에 의한 자유도 감소나 다양한 접촉조건이나 MPC(multi point 

constraint)이나 상용 프로그램의 자체 renumbering 과정에 의하여 발생한다. 

따라서 이를 고려해주는 것이 상용 프로그램에서 행렬 정보를 부르는데 가장 

중요한 포인트이다. 모델링 상의 자유도 배열과 불러온 행렬의 자유도 배열을 

맞추기 위해서 해당 프로그램에서 제공하는 numbering vector 를 읽어야 한다. 

본 논문에서는 메쉬 데이터 파일에서 모델링 상의 자유도 배열을 읽어드리고 

별도에 파일에서 numbering vector 를 읽어서 행렬의 자유도 배열과 매치를 

하였다. 각 상용 프로그램에서 사용한 명령어종류와 해당 파일 유형은 표 5.1 과 

같다.  
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(a) Previous method                          (b) Proposed method  

(Only using commercial package)               (Combined with Matlab) 

 
Figure 5.1 Flow chat of design optimization process 
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 Figure 5.2 Process of generation reduced matrix using Matlab and Abaqus 
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Table 5.1 Used method and file to load matrix information 

  Abaqus Ansys Nastran 

Used script Input file script APDL  DMAP  

Mesh data file *.inp file *.cdb or *.dat file *.bdf file 

Matrix file *.mtx file *.full file *.op4 file 

(file format) (ASCII)  (ASCII)  (Binary) 

Numbering file *.mtx file *.mapping file *.f06 file 

(file format) (ASCII)  (ASCII)  (ASC ii)  
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제안된 방법의 전체 순서는 그림 5.3 과 같다. 최적설계 문제가 주어지면, 

대상 구조에 대한 모델링은 상용프로그램에서 수행한다. 상용프로그램에서 

시스템 행렬을 구축하며, Matlab 에서 구조 모델, 시스템 행렬 및 해석에 필요한 

정보를 앞서 설명한 방식으로 받는다. Matlab 에서는 상용 프로그램의 정보를 

불러들인 뒤, Matlab의 제공하는 다양한 최적화 알고리즘을 그대로 사용하여 최적 

설계를 수행한다. 설계 조건이 충족되면, 해당 설계 결과를 다시 상용 프로그램에 

전송하여 해석을 수행한다. 이를 통하여 기존 설계 방법의 정확도를 그대로 유지할 

수 있으면서도 효과적인 최적화를 수행할 수 있다. 클러스터 단위에 병렬 연산이 

아직 완벽하지 못하는 상용 프로그램에 비해 제안된 방법에서는 Octave 란 

프로그램을 통하여 기존 Matlab 코드를 최대한 그대로 유지하는 형태에서 

클러스터 환경에서의 병렬화 연산을 구현할 수 있다.  
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Figure 5.3 Optimization process using Matlab combined with Abaqus 
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5.2 유전 알고리즘을 활용한 최적화 수치 예제  

본 절에서는 위에서 언급한 상용 프로그램과 연동한 최적화기법의 예제로 

유전알고리즘을 활용한 최적설계예제를 수행하였다. 해석 모델은 그림 5.4와 같이 

스테이지(stage) 모델이다. 스테이지는 6 개의 지지대로 지지되어 있으면 지지대 

밑이 지면에 구속되어 있다. 설계 변수는 지지대의 위치로 정의 하였으며, 특정 

하중 조건하에서 스테이지 과도응답해석을 수행하였다. 지지대 위치를 변경하여 

스테이지 위에 특정 측정 장비와 스테이지 평판 사이에 상대 변위가 최소하는 

최적화를 수행하였다. 2 가지 경우로 나누어서 최적화를 수행되었으며, A 경우는 

그림 5.4(a)에 ‘A’ 로 표시한 위치와 아래 평판과의 시간에 따른 상대 변위를 

최소화한 경우이며 B 경우는 그림 5.4(a)에 ‘B’ 로 표시된 부분과 아래지점의 상대 

변위를 하중은 아래 평판의 정 가운데 하중을 부여하였다. 실제 스테이지에서는 

다양한 하중이 동시에 들어오거나 다양한 작동 환경에서 진동을 최소화하는 것이 

요구된다. 고안된 프로그램도 다양한 하중을 동시에 구현하고 효과적으로 해석할 

수 있다. 다만 실제 산업에서 요구되는 하중 조건을 구하는 데서의 어려움과 이에 

관한 보안의 문제로 인해 본 논문에서는 간단한 모델의 단순한 하중을 부여하였다.  
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(a)Configuration of stage model 

 

(b) Mesh model 

Figure 5.4 Numerical model to perform design optimization 
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그림 5.5 은 두 경우의 유전 알고리즘을 통해 생성된 염색체들의 

iteration 마다 목적 함수 값의 변화를 나타낸다. 모든 염색체의 목적함수의 값의 

차이가 1%이하가 되면 최적화 연산을 종료하였다.  

그림 5.6 은 A 경우의 최적설계 결과이다. 그림 5.6(a)는 지지대와 

스테이지가 만나는 면의 절점을 표현한 것으로 지지대의 초기위치와 최종 위치를 

나타낸다. 그림에서 볼 수 있듯이 지지대의 위치가 비대칭적으로 나오는 것을 알 

수 있다. 이는 관측하고자 하는 점의 위치가 하중 점과 비대칭적으로 존재하기 

때문에 지지대의 위치도 비대칭적으로 나온 것으로 생각된다. 그림 5.6(b)에서 볼 

수 있듯이 변경된 위치에서의 관측하는 두 점의 상대 거리의 폭이 줄어드는 것을 

확인 할 수 있다.  

그림 5.7 은 B 경우의 최적 설계 결과로 그림 5.7(a)에서 확인 할 수 있듯이 

A 경우와 달리 지지대 위치가 대칭적으로 나오는 것을 확인 할 수 있다. 이는 

B 지점이 전체 스테이지의 중앙에 있고 하중이 이 중앙선 상에 존재하기 때문에 

지지대 위치도 대칭적으로 나온 것을 생각된다. A 경우와 같이 그림 5.7(b)에서 

확인 할 수 있듯이 관측한 두 점 사이의 상대 거리가 초기 형상보다 줄어드는 것을 

알 수 있다.  
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(a) A case 

 
 

(b) B case 
Figure 5.5 Object function value during optimization iteration using genetic 

algorithm 
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(a) Location of support 

 
(b) Distance 

Figure 5.6 Optimization result in ‘A case’ 
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(a) Location of support 

 
(b) Distance 

Figure 5.7 Optimization result in ‘B case’ 
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6. 결 론   

본 연구에서는 병렬화와 반복 연산에 적합한 자유도 기반 축소 기법을 

제안하고 이를 기반으로 시스템 식별과 최적설계를 수행하였다. 또한 실제 진동 

실험을 통하여 시스템 식별을 위해 제안된 기법들을 검증하였으며 상용 

프로그램과 연동하여 제안된 기법의 활용성을 증가 시켰다. 자세한 연구 결과는 

아래와 같다.  

 

(1) 자유도 기반 축소기법을 병렬화 및 반복 연산에 적합한 형태로 개선하기 

위하여 기존의 축소기법을 수식적으로 분석하였다. 강성행렬과 질량행렬을 

부구조 단위로 행렬을 묶고 부구조 별로 기존의 축소기법을 수식적으로 전개하여 

축소 과정 중 각 CPU 에서 동시에 실행 가능한 형태로 구성하였다. 또한 

최적설계와 시스템 식별을 위한 반복 연산의 효율성을 높이기 위해 이전 연산에서 

사용된 축소 행렬을 다음 연산에 재사용하는 기법을 고안하였다. 고안한 기법의 

정확성을 수치 예제를 통해 확인하였다.  

 

(2) 자유도 기반 축소 기법을 활용하여 측정 오차를 고려한 시스템 식별기법을 

구성하였다. 또한 대형 구조물의 요소단위 시스템 식별을 위하여 시스템 식별에 

적합한 형태의 역문제 해석 알고리즘들을 고안하였다. 고안된 알고리즘들은 초기 

유한요소 모델과 실제 모델의 차이 즉 구조 변화의 크기만을 고려하여 많은 시스템 
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변수를 그대로 포함한 기존 시스템 식별 기법과 달리 구조변화의 크기와 위치를 

모두 고려하는 형태로 시스템 식별 기법의 효율성을 높였다. 제안된 알고리즘들은 

다양한 기법(계층적 군집 기법, 유전 알고리즘)을 시스템 식별에 접목하여 구조 

변화를 가진 요소 부분의 시스템 변수만을 선정하고 선정된 변수만으로 시스템 

식별을 수행한다. 정확한 시스템 식별이 이루어지지 않으면 다시 시스템 변수를 

재선정한다. 이를 통하여 많은 수의 미지수를 가진 역문제형태의 시스템 식별을 

적은 수의 미지수만으로 효과적인 시스템 식별을 수행하였다. 이러한 시스템 

변수의 영역을 설정하고 이를 역문제 해석 도중에 변경하는 방법은 시스템 식별 

외의 최적화 등의 다른 역문제에도 활용 할 수 있을 것으로 기대된다. 

 

(3) 주자유도 선정 기법을 활용하여 센서 위치 선정 기법을 제안하고 실제 

진동 실험을 수행하여 시스템 식별 기법과 센서 위치 선정 기법을 검증하였다. 

임팩트 해머와 가속도 센서를 통하여 하중에 따른 동적 거동을 가속도 센서로 

측정하였다. 측정된 진동 응답을 통해 고유 진동수와 고유 벡터를 얻고 이를 통해 

실제 평판의 두께를 찾은 시스템 식별을 수행하였다. 센서 위치 선정은 추천 

영역과 비 추천 영역을 동시에 설정하였다. 실제 실험 결과를 통해 비 추천 영역의 

특정 센서의 정보는 포함되었을 경우 시스템 식별의 해를 오히려 저해시키는 것을 

확인하였다. 
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(4) 제안된 기법들의 다양한 산업체에서의 활용성을 높이기 위하여 

산업체에서 많이 사용되는 프로그램(Nastran, Abaqus, Ansys)과 제안된 기법을 

구현한 Matlab 프로그램을 연동하여 최적설계를 수행하였다. 초기 모델링과 

구조물의 정보는 상용 프로그램에서 생성하고 이를 자동으로 Matlab 으로 

불러오는 기능을 개발함으로써 인하우스의 다양한 해석 기법을 그대로 

사용하면서도 상용 프로그램의 검증된 해석의 신뢰성과 다양한 모델링의 장점을 

그대로 유지 할 수 있다. 이를 통하여 별도의 인하우스 코드의 검증 없이도 제안된 

기법을 다양한 산업에 활용할 수 있을 것으로 생각된다. 이러한 상용 프로그램과 

Matlab 의 연동은 제안된 기법뿐만 아니라 다양한 수치해석과 최적 설계의 학술 

적인 기법의 실제 산업에 활용을 보다 가속화 시킬 것으로 기대된다. 
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Abstract 

 

System condensation for design optimization and  

finite element model updating of large structures 
 

Seongmin Chang 

Department of Mechanical and Aerospace Engineering 

The Graduate School 

Seoul National University 

 

For large-scaled system identifications and design optimizations, in this thesis, a 

condensation method suitable for parallel computing and repeated calculation is developed, 

and system identification method considering experimental noise is developed, and inverse 

problem algorithms customized system identification are devised.  

Due to increasing computational technology and needs of detailed and accurate 

description of structure, the importance of efficient structure analysis has being increased. 

Model sizes of structure analysis are increased from simple components to assembled 

overall structures. A simple static analysis as well as dynamic analyses with various 

dynamic condition are required. Moreover, the range of numerical analysis is extended 

from a simple analysis to practical design optimizations. Thus, even increasing 

computational resource, an efficient condensation method is required.  

Recently, while increasing CPU clock speed is almost stopped, the number of cores 

dramatically increases. Moreover, requirement of practical design optimizations has been 
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steadily increasing. Although previous condensation methods have these advantages, few 

previous methods have a special process or algorithm for parallel computing and repeated 

calculation. Thus, it is necessary to develop a condensation method suitable for parallel 

computing and repeated calculation.  

To reflect this tendency, in this thesis, the condensation method is modified and 

improved to be suitable for parallel computing. In the devised method, previous 

condensation methods are investigated, and the calculation processes are divided to 

separable processes in each core and inseparable processes. The separable processes are 

parallelized, and ineffective and repeated processes are erased through applying reduced 

matrixes in the previous calculation. The devised method is applied to system identification 

and design optimization.  

Moreover, in this thesis, large structural system identifications method are proposed 

applying the devised method. For practical system identifications, system identification 

method considering experimental noise is constructed, and inverse problem algorithms 

customized system identification are devised. Sensor positioning method suitable in 

proposed system identification method is also proposed. To verify the proposed positioning 

method, dynamic responses were obtained from first-hand experiments, and system 

identification are carried out with the measured responses.  

Lastly, the Matlab with the proposed methods is combined with commercial programs 

(Nastran, Abaqus, and Ansys) to encourage utilization of the proposed methods in various 

industry fields. The Matlab is main program and carry out design optimization. During 

optimization, required information about geometric and matrix data of model is 

automatically loaded from the commercial programs. For the automatic loading process, 
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many commands to export the wanted information were acquired in each commercial 

program, and Matlab functions that generate the commercial program input file were 

created. Commercial program is finally carried out with a result calculated from Matlab 

optimization function. Thus, this proposed method can use in-house code with various 

methods as well as ensure the advantage of the commercial program. 

 

Keywords: Condensation, System identification, Optimization, Parallel computing, 

Sensor positioning, Commercial program 
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