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초    록 

 
컴퓨터 그래픽 하드웨어의 발달과 3차원 설계 기술의 진보로 

인하여 복잡한 형상의 구조물에 대한 유한요소 모델이 개발되고 

있다. 이러한 모델의 수치 해석을 위해서는 많은 계산 비용과 

메모리 용량을 요구하게 되었고, 그 결과 병렬 계산이 가능한 

고성능의 유한요소 해석 솔버인 IPSAP이 개발되었다. 이 솔버는 

응력 해석 모듈, 진동 해석 모듈 등으로 구성되어 있다. 이 중에서 

고유 진동수(고유치)와 모드 형상(고유벡터)을 계산하는 진동 

해석(모드 해석) 모듈의 경우, 특히 수백개 이상 대량의 고유치를 

추출하는 문제의 신속한 해석을 위해서는 많은 메모리 용량을 

요구하기 때문에 여전히 다수의 계산 노드들로 구성한 병렬 계산을 

요구하고 있다. 따라서 본 연구에서는 분산 메모리 병렬 계산 

환경에서의 고유치를 효율적으로 추출하기 위한 방법으로서 계산 

성능을 개선하기 위한 연구를 수행하였다. 성능 개선 대상의 고유치 

해법은 병렬 계산에 유리한 블록 Lanczos 해법이며, 고성능 직접 

선형 해법인 병렬 다중 프론탈 해법이 행렬 분해 과정과 삼각 

시스템 연산 과정에서의 효율적이고 안정적인 계산을 위하여 

연동되었다. Lanczos 해법을 사용하여 유한요소 구조물의 고유치를 

해석하는 과정에서 가장 많은 계산 시간이 요구되는 부분은 

유한요소 모델의 자유도 크기와 해석 솔버의 반복 횟수에 따라 

차이가 있지만 일반적으로 삼각 시스템 연산에서의 전방 소거 및 

후방 대입 과정, 행렬에 대한 Cholesky 분해 과정, 재직교화 과정 

순서이다. 본 논문에서는 네트워크로 연결된 계산 노드들간의 병렬 

계산 효율성을 높이기 위하여 이러한 고유치 해석 과정에서의 

데이터 통신량을 줄이고 응답 대기 시간을 줄이는 것에 초점을 

맞추고 연구를 수행하였고, 그 결과 다음과 같은 방법으로 병렬 

성능 개선 효과를 얻을 수 있었다. 첫 번째는 Lanczos 벡터에 분산 
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기법을 적용하여 질량 행렬 곱셈 수행에서의 통신량을 감소시켰고, 

두 번째는 행렬 곱셈 라이브러리인 PLASC 내부 서브루틴들 

각각의 통신 전송 방법을 설정하는 전송 위상 조합을 최적화하여 

원활한 통신 흐름을 가지도록 하였으며, 세 번째는 프론탈 역행렬 

계산에 의한 PLASC 서브루틴의 데이터를 독립화하여 LCM 컨셉을 

적용 삼각 시스템 연산 과정의 응답 대기 시간을 감소시켰다. 

그리고 네 번째는 Cholesky 분해 과정에서 행렬 연산에 관여하는 

서브루틴 함수들을 압축하여 통신량을 감소시켰다. 

 

 

주요어 : 유한요소법, 고유치 해석, 블록 Lanczos 해법, 병렬 다중 
프론탈 해법, 병렬 성능 
학   번 : 2004-21157 
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제 1 장 서    론 

 

 

제 1.1 절 연구의 배경 및 목적 
 

구조해석 종류 중에서 시간 영역 해석이나 주파수 영역 해석과 

같은 동적 해석은 같은 규모의 정적 해석에 비해 훨씬 많은 계산 

시간이 소요된다. 이 중 주파수 영역에 대한 모드 해석은 구조물의 

실제 작동을 위한 진동과 관련한 설계, 제작 및 시험 과정의 기본이 

되는 고유 진동수와 모드 형상을 제공하며, 이것은 수학적으로는 

질량 행렬을 포함하고 있는 일반 고유치 문제 계산을 통한 

고유치와 고유벡터를 구하는 고유치 해법 문제로 귀착된다. 고유치 

해법의 일반적인 과정은 문제 행렬을 표준 고유치 문제로 변환하고, 

이를 행렬 변환 기법 등을 이용하여 대각 행렬 또는 삼중 대각 

행렬 등으로 단순화시켜 최종적인 고유치 및 고유벡터를 구하게 

된다. 고유치 해법에는 여러 가지 방법들이 제안되어 왔으며, 

일반적으로 계산 방법에 따라 각종 변환 해법과 같은 직접 해법과 

해를 예측하고 반복을 통하여 점차 오차를 줄여나가는 근사 해법, 

그리고 대형 문제를 관심 영역의 해답을 가지는 작은 문제로 

축소하여 해석하는 축소 해법 등으로 분류할 수 있다. 유한요소로 

모델링된 동일한 크기의 문제에 대하여 정적 해석 과정에서 

수행되는 선형 연립방정식과 비교하면 고유치 해석 과정은 상당히 

많은 분량의 산술 과정을 요구하게 되며 구하고자 하는 고유치의 

해가 증가할 수록 더 많은 계산량을 요구하게 된다. 따라서, 계산 

성능이 낮았던 과거의 유한요소법을 이용한 고유치 해석은 정적 

해석에 비하여 적은 자유도를 가지도록 유한요소 모델을 

단순화하여 해석을 수행하였다. 하지만 최근에는 지속적인 컴퓨터 

계산 성능의 발달뿐만 아니라 컴퓨터 그래픽 하드웨어의 발달 및 

3차원 설계 기술의 진보로 인하여 과거에 비해 훨씬 복잡한 형상을 

가지는 구조물에 대한 유한요소 모델이 제작되고 있으며, 심지어 

솔리드 요소로 구성된 유한요소 모델도 제작되고 있다. 예를 들어 

가상 구조 시험의 관점으로부터 우주 정거장, 인공위성, 우주 
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발사체, 항공기, 자동차 등 복잡한 구조물에 대한 대형 유한요소 

모델이 CAD 소프트웨어를 통하여 제작되어 이들에 대한 고유치 

해석 결과를 요구하고 있으며, 또한 구조물의 시험 및 비파괴 검사 

등을 위한 최신 기술이 개발되면서 이들 과정에서도 고도의 정밀한 

고유치 해석 결과를 요구하고 있다. 복잡한 형상을 가지는 구조물에 

대한 고유치 해의 요구는 거대 자유도로 인한 계산량 증가를 

의미하며, 정밀한 고유치 해의 요구는 대량의 고유치 추출로 인한 

계산량 증가를 의미한다. 증가된 계산량은 해석에 많은 계산 시간이 

소요되는 것이기 때문에, 이로 인하여 제품의 설계 및 개발 주기가 

길어지게 된다. 또한 거대 자유도 문제에서의 대량 고유치 추출은 

제한된 메모리 용량의 한계로 인하여 단일 프로세서에서 해를 

구하는 것은 실제 불가능하며, 이를 해결한다 하더라도 너무나 많은 

계산 시간과 저장 공간이 필요하다. 이러한 문제를 해결할 수 있는 

가장 좋은 방법이 바로 병렬 계산 환경에서의 고유치 해석 

수행이다. 

하드웨어 측면에서 병렬 계산은 크게 공유 메모리 기반의 

SMP(Symmetric Multi-Processing) 시스템과 분산 메모리 

기반의 MPP(Massively Parallel Computer) 시스템으로 분류할 수 

있으며, 각 병렬 계산 시스템에 적합한 병렬 고유치 해석 

소프트웨어들도 개발되어 왔다. 일반적인 고유치 해법의 해석 

방법에 따라 Jacobi 해법, Householder 해법 등은 직접 해법과 

Lanczos 해법, subspace 반복 해법, Arnoldi 반복 해법, Jacobi-

Davidson 반복 해법으로 분류할 수 있다. 이 중 유한요소 구조물의 

고유치 해석에서는 HQRI 해법[1], subspace 반복 해법[2], 

Lanczos 해법[3-4], block Lanczos 해법[5] 등을 적용할 수 

있지만, 보통 구조 해석에서는 행렬 전체 크기까지의 고유치 해를 

필요로 하지는 않으므로 근사 해법을 주로 사용한다. 상용 유한요소 

해석 소프트웨어로 예를 들어 보면 MSC.NASTRAN[6]과 

ANSYS[7]에서는 `Lanczos 해법이, ABAQUS[8]에서는 Lanczos 

해법과 subspace 반복 해법이 고유치 해석에 주로 쓰이고 있었다. 

위에서 언급한 고유치 해석 방법들은 각각 특징이 있으며 응용 

문제에 따라 적절한 방법의 선택이 필요하다. 유한요소법을 통한 

구조물의 동적 해석 문제에서 고유치 해석과 관계하여 해석 방법을 

선택 할 때에 고려되어야 할 사항은 다음과 같이 요약할 수 
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있다[9]. 

 

- 문제 행렬의 크기, 즉 구조 해석 유한요소 모델의 크기 

(절점, 유한요소의 수) 

- 구하고자 하는 고유치와 고유벡터의 개수 

- 구성 행렬(강성 행렬, 질량 행렬 등)의 형태 

- 해의 정확도 

- 고유치 크기의 범위 

 

또한 병렬 계산 환경에 적합한 고유치 해법을 탐색하기 위해서 

다음과 같은 사항을 고려해야 한다. 

 

- 대규모의 문제 행렬을 직접 생성, 연산하는 과정에서의 

계산량이 많다. 

- 임의의 원하는 수의 고유치 해를 구할 수 있어야 하며, 그에 

비례하는 계산량의 증가가 있어야 한다. 

- 해의 오차를 관측, 보정할 수 있어야 한다. 

- 병렬 계산 환경에 적합한 연산 과정으로 구성되어야 한다. 

- 다른 고유치 해법과 비교하여 우수한 성능을 가져야 한다. 

 

위의 상황들은 종합적으로 정리한 결과 고유치와 고유벡터의 

수에 따라 계산량이 비례한다는 점과 큰 행렬에서 대량의 고유치를 

계산하는 경우에 다른 해법과 비교하여 보다 계산 속도가 빠르며 

요구되는 기억 용량도 작다는 장점이 있는 Lanczos 해법이 가장 

유리하다고 판단되었다. 1950년 Cornelius Lanczos에 의해 제안된 

Lanczos 해법은 처음에는 행렬을 삼중 대각 행렬로 변환하는 

기법으로서 연구가 되었는데, 고유치 해법으로는 상당한 오차로 

인하여 주목을 받지 못하다가 상당히 시간이 흐른 뒤에 Simon[4], 

Grimes[5], Parlett[10], Ruhe[11] 등 많은 사람들에 의하여 

오차를 감소시키고 신뢰성 있는 해를 구하는 기법들이 많이 

연구되면서, 현재는 NASTRAN, ANSYS, ABAQUS 등과 같은 

상용 유한요소 해석 소프트웨어뿐만 아니라 많은 고유치 해석 

소프트웨어에서 고유치 해법으로 사용되고 있다.  
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Table 1-1. List of Lanczos softwares for eigenvalue problems 

Name Description Date Language Parallel 

ARPACK 
Arnoldi/Lanczos 

(implicit restart) 
1995 F77 M 

BLZPACK Block Lanczos 2000 F77 M 

IPSAP Block Lanczos 2003 C/C++ M/O 

LANCZOS Lanczos 1992 F77 - 

LANSO Lanczos 1999 F77 M 

LANZ Lanczos 1991 F77 - 

PROPACK SVD via Lanczos 2005 
F77/ 

Matlab 
O 

SLEPc 
Krylov-Schur, Arnoldi, 

Lanczos, RQI, Subspace 
2009 C/ F77 M 

TRLAN 
Lanczos (dynamic thick-

restart) 
2006 F90 M 

(M: MPI, O: OpenMP) 

 

Table 1-1은 과거부터 현재까지 Lanczos 해법을 적용한 주요 

고유치 해석 소프트웨어를 보여준다. 이 중 병렬 소프트웨어는 

SMP 시스템의 공유 메모리 환경을 기반으로 OpenMP(Open 

Multiprocessing)을 활용하는 소프트웨어와 MPP 시스템의 분산 

메모리 환경을 기반으로 MPI(Message Passing Interface)를 

활용하는 소프트웨어 모두 개발되고 있는 것을 확인할 수 있다. 

최근 멀티 코어 프로세서의 발달과 RAM 용량의 증가로 인하여 

MPP 시스템에 비하여 상대적으로 병렬 프로그래밍이 용이한 

OpenMP를 활용하는 SMP 시스템 기반의 병렬 계산이 유리할 수도 

있다. 하지만 복잡한 형상의 구조물에 대한 대량의 고유치를 

추출하는 경우, SMP 시스템 기반의 대형 고유치 해석에는 계산 

성능에 한계가 있을 수 있으며, 하나의 운영체제에서 모든 

프로세서가 메모리를 공유하고 있기 때문에 프로세서의 숫자가 

증가할 경우 병목 현상이 발생하여 병렬 계산의 효율은 떨어지게 

된다. 보통 SMP 시스템은 32개 이내의 프로세서로 구성되는 
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시스템에 효율적이고, 32개 이상의 프로세서로 구성된 계산 환경은 

MPP 시스템의 병렬 효율이 더 좋다. 표에 의하면 대부분의 고유치 

해석을 위한 병렬 소프트웨어는 분산 메모리 환경을 기반으로 

개발되는 것을 확인할 수 있다. 

일반 Lanczos 해법에서 계산 시, 단일 벡터로 수행되는 것과는 

달리 병렬 계산 환경에 적합하도록 문제 행렬을 블록화 함으로써 

다수의 벡터를 동시에 사용하여 분산 병렬 컴퓨팅을 이용한 계산 

시간 감소에 유리하도록 개선된 것이 블록 Lanczos 해법[5, 12-

17]이다. 수학적으로는 단일 Lanczos 해법과 동등하나, 수치 계산 

상의 효율은 블록 단위의 동시 계산으로 인하여 우수하다. 따라서 

본 연구의 병렬 성능 개선의 근간이 되는 유한요소 해석 

소프트웨어인 IPSAP(Internet Parallel Structural Analysis 

Program)[18]의 고유치 해법으로도 이 블록 Lanczos 해법을 

적용하였다. IPSAP에 적용한 블록 Lanczos 해법은 Lanczos 

해법의 단점인 근사화에 따른 오차를 줄이기 위한 방법으로 

Lanczos 루틴의 선형 연립방정식 연산은 고성능 직접 해법인 다중 

프론탈 해법[19-22]을 적용하였고, 문제 행렬이 커짐에 따라 

Lanczos 벡터들의 직교성이 감소하는 단점을 해결하기 위하여 

CGS 재직교화 기법[23]을 적용하였다. 여기에 누락 없이 안정적인 

고유치 해를 구하기 위하여 shift-invert 변환 기법[24]도 

적용하였다. 이 해법의 핵심 요소는 Lanczos 연산 과정 중 계산 

비중이 높은 선형 연립방정식을 계산하는 부분에는 병렬 다중 

프론탈 해법, 즉 PMFS (Parallel Multifrontal Solver)를 

적용했다는 점이다. 현재 개발된 고성능 선형 연립방정식 

소프트웨어 중 직접 해법을 적용한 소프트웨어는 크게 left/right 

looking factoring 기법을 활용한 PARDISO[25-28], 

SuperLU[29-30], CHOLMOD[31-32] 등으로 구성된 그룹과 

다중 프론탈 기법을 적용한 MUMPS[33-34], HSL_MA77[35], 

IPSAP 등으로 구성된 그룹으로 분류된다(Table 1-2).  
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Table 1-2. List of direct solution softwares for sparse matrix 

Software Algorithm Matrix Type Parallel 

PARDISO 
Left/Right 

Looking 
SPD①, Sym②, Unsym③ M/O 

SuperLU 
Left/Right 

Looking 
Unsym M/O 

CHOLMOD Left Looking SPD - 

MUMPS Multifrontal SPD, Sym, Unsym M 

HSL_MA77 Multifrontal SPD, Sym O 

IPSAP 
Parallel 

Multifrontal 
SPD, Sym M/O 

 (M: MPI, O: OpenMP) 

 

Table 1-4와 Fig. 1-1는 각각 Table 1-3의 SPD 행렬 

타입을 가지는 유한요소 모델에 대한 선형 정적 해석을 다양한 

선형 연립방정식 소프트웨어로 수행한 계산 성능을 비교한 표와 

그래프이며, 이로부터 병렬 다중 프론탈 해법을 적용한 IPSAP이 

정적 구조해석 분야에서 뛰어난 성능을 보여주고 있다는 점은 이미 

입증된 바 있다[36].  

 

Table 1-3. FE model information for benchmark of direct 

solution softwares 

Problem Description No. of DOFs 
No. of 

elements 

Cubic Hex8 50x50x50 390,150 125,000 

Square Quad4 600x600 2,163,600 360,000 

 

                                            
① SPD: Symmetric Positive Definite 
② Sym: Symmetric and may be indefinite 
③ Unsym: Unsymmetric 
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Table 1-4. Elapsed time of direct solution softwares scaled in 

terms of that of IPSAP[36] 

 PARDISO CHOLMOD MUMPS IPSAP 

Cubic 1.38 1.12 1.95 1 

Square 1.1 1.29 2.28 1 

 

0
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1

1.5

2

2.5

Cubic Square
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PARDISO

CHOLMOD

MUMPS

IPSAP

 
Fig. 1-1. Elapsed time of direct solution softwares scaled in 

terms of that of IPSAP[36] 

 

고유치 해석에 활용하기 위하여 병렬 다중 프론탈 해법을 

개선하여 블록 Lanczos 해법 내의 선형 연립방정식 연산 과정에 

이용할 수 있도록 하였다. 선형 연립방정식의 계산 비중이 높은 

Lanczos 해법의 특성을 고려한다면 이러한 과정의 빠른 처리가 

가능한 병렬 다중 프론탈 해법은 최선의 선택이다. 

앞에서 설명한 바와 같이 다중 프론탈 해법은 기본적으로 

유한요소 모델의 정적 응력 해석을 위한 선형 연립방정식을 

해석하기 위해 고안되었다. 이를 고유치 해석에서도 이용하기 

위하여 블록 Lanczos 해법의 질량 및 강성 행렬에 대한 연산과 
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Lanczos 벡터로 불리는 직교 벡터들의 연산 중에서 선형 

연립방정식이 필요한 부분 등 병렬 다중 프론탈 해법으로 대체가 

가능한 연산 과정은 대체하기 위하여 그에 적합한 입출력 데이터 

및 구조 모델 데이터의 처리가 이루어졌다. 분산 메모리 환경에서의 

병렬 계산을 수행하기 전에 먼저 질량 행렬과 강성 행렬 및 

Lanczos 벡터 등은 각 계산 노드로 분산되어 할당된다. 그리고 

계산이 진행되는 동안에는 지속적으로 분산되어 있는 각 노드들의 

데이터를 참조하여 계산이 수행되기 때문에 계산 노드들 간의 

통신량이 많아지게 된다. 이러한 분산 병렬 계산 환경에서 이 블록 

Lanczos 해법과 병렬 다중 프론탈 해법이 효율적인 계산을 

수행하기 위해서 네트워크로 연결된 노드들 간의 최적화된 통신 

패턴을 설정하고 통신량 및 응답 대기 시간을 줄이는 등 병렬 

성능을 개선할 수 있는 몇 가지 요소가 확인되었다. 본 논문에서는 

이러한 개선점들이 병렬 성능 개선에 효과가 있는지 먼저 수치 

테스트를 통해 살펴보고, 개선 기법을 고유치 해석 솔버에 적용하여 

유한요소로 모델링된 대형 구조물에 대한 고유치 해석을 수행하여 

병렬 성능 개선의 효율성을 알아보고자 한다. 
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제 1.2 절 연구의 내용 
 

본 논문에서는 분산 메모리 병렬 계산 환경에 적합하도록 

개발된 블록 Lanczos 해법(2장)에 거대 자유도를 가지며, 많은 

고유치와 이에 상응하는 고유벡터를 계산해야 하는 고유치 해석 

문제에 대하여 병렬 성능 개선 기법들을 알아본다(3.1절). 먼저 

이러한 기법들을 적용한 수치 테스트를 수행하여 성능 개선 여부를 

타진하여 보고(3.2절), 그 다음 병렬 성능 개선 기법을 실제 

IPSAP의 고유치 해석 솔버인 블록 Lanczos 해법에 적용하여 

검증을 한 후(4.1절), 거대 자유도를 가지며 대량의 고유치를 

구하는 문제에서 병렬 성능 개선 효율을 알아볼 것이다(4.2절). 

개선된 고유치 해법을 기반으로 한 응용 사례로 기하 강성 행렬을 

구현하여 좌굴 해석 솔버를 개발하고 항공기 주날개에 대한 전체 

좌굴 해석을 수행하여 기존의 패널 방법과 결과를 비교하고자 

한다(4.3절). 각 내용에 대하여 자세하게 서술하면 다음과 같다. 

 

2장에서는 분산 메모리 병렬 계산 환경에 적합한 블록 

Lanczos 해법의 알고리즘, 선형 연립방정식 계산에 필요한 고성능 

병렬 다중 프론탈 해법의 필요성 및 Cholesky 분해 알고리즘 등을 

소개하고 이를 분석한다. 

 

분석을 통하여 3장에서는 네트워크로 연결된 계산 노드의 

효율적인 통신이 병렬 성능 개선 수단임을 착안, 계산 노드들 간의 

통신량 및 응답 대기 시간을 감소시킬 수 있는 방법에 초점을 

맞추고 연구를 수행하여 그 결과 고안된 몇 가지 병렬 성능 개선 

기법들을 소개하고, 고유치 해석 솔버에 적용하기에 앞서 수치 

테스트를 수행하여 고안된 성능 개선 기법들이 실제로 효과가 

있는지 확인한다. 또한 수치 테스트와 병행하여 병렬 다중 프론탈 

해법에 내장된 PLASC 라이브러리의 행렬 곱셈 연산 서브루틴들의 

전송 위상 조합 최적화를 진행한다. 

 

4장에서는, 3장에서 소개된 기법을 적용한 고유치 해석 솔버로 

먼저 모달 해석을 수행하여 그 결과를 이론해와 상용 유한요소 
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해석 소프트웨어, 모달 시험의 결과들과 비교하는 솔버 검증을 한다. 

그 다음으로 거대 자유도를 가진 유한요소 모델에 대하여 대량의 

고유치를 추출하는 모달 해석을 수행, 고안된 기법 각각의 병렬 

성능 개선 효율을 확인한다. 마지막으로 개선된 고유치 해석 솔버의 

응용으로 병렬 다중 프론탈 해법을 사용하는 선형 정적 해석 

솔버와 연동, 기하 강성 행렬을 구현하여 정적 및 동적 좌굴 해석이 

가능한 솔버를 개발한다. 이를 이용하여 실제 항공기 운항 상황과 

유사한 복합 하중을 받는 항공기 날개를 대상으로 전역 좌굴 

해석을 수행하여 기존의 패널 방법을 이용한 좌굴 해석과 비교, 

개발된 솔버의 효용성을 확인한다.  

 

본 논문의 고유치 해석 솔버와 좌굴 해석 솔버는 고성능 

유한요소 해석 소프트웨어인 IPSAP에 적용되었다. 그리고 

IPSAP은 유한요소 해석 과정의 전·후처리가 가능한 

DIAMOND/IPSAP이라는 소프트웨어가 있으므로, 본 논문에서 

보여지는 유한요소 모델 소개, 모드 형상, 좌굴 형상 등의 그림은 

이 소프트웨어를 통하여 모두 가시화하였다. 
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제 2 장 고유치 해석 솔버–블록 Lanczos 해법 
 

 

제 2.1 절 병렬 고유치 해석 솔버의 개요 
 

자유도가 많은 거대 문제에 대하여 대량의 고유치를 빠른 

속도로 계산하기 위해서는 분산된 메모리 환경에서의 병렬 계산이 

가장 좋은 방법이다. 병렬 계산을 이용한 유한요소 고유치 해석에 

적합한 방법으로써 블록 Lanczos 해법을 바탕으로 선형 

연립방정식 계산에 우수한 계산 성능을 보이는 병렬 다중 프론탈 

해법을 적용한 고유치 해석 솔버를 개발하였고, 이는 유한요소 해석 

소프트웨어인 IPSAP의 구조 진동 해석 모듈에 적용되었다. 분산 

메모리 시스템에서의 병렬 계산은 네트워크로 연결되어 있는 

각각의 계산 노드로 분산된 계산 명령이 전해진 후, 각 노드들의 

프로세서가 계산한 결과들을 서로 통신하면서 수행된다. 본 장은 

네트워크로 연결된 계산 노드들 간의 통신 과정에서의 효율성을 

증대시키는 점에 초점을 맞추고 병렬 성능을 개선하고자 수행된 몇 

가지 기법들을 소개하기에 앞서 그 기본이 되는 블록 Lanczos 

해법이 적용된 고유치 해석 솔버를 먼저 설명하고자 한다. 

 

유한요소법을 이용한 구조물의 진동 해석, 즉 고유 진동수와 

모드 형상을 구하는 모드 해석은 SPD(Symmetric Positive 

Definite)인 강성 행렬과 질량 행렬로 구성된 지배 방정식을 

풀이하여 고유치와 고유벡터를 계산하는 과정이며, 구하고자 하는 

고유치 문제의 크기가 커지게 되면 각각의 행렬의 크기도 커지게 

되며 희소 행렬의 특성을 가지게 된다. 구조 진동의 고유치 문제의 

기본 식을 표현하면 식 (2-1)과 같다. 

 

xλx MK =  (2-1) 

 

일반 구조물의 진동 해석 문제라면 여기서 K는 강성 행렬을 

M은 질량 행렬을 의미하며, λ 는 고유치(고유 진동수)를 x는 
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고유벡터(모드 형상)를 의미한다. Lanczos 해법은 많은 고유치를 

추출하는데 적합한 해법이며, 이미 MSC.NASTRAN[6]과 

ANSYS[7], ABAQUS[8]와 같은 상용 유한요소 해석 

소프트웨어에서 도입되어 활발히 사용되고 있다. 더 나아가 

최근에는 누락되는 고유치를 막기 위해 shift-invert 변환 

기법[24]을 적용한 블록 Lanczos 해법이 구조 진동 해석에 많이 

사용되고 있다. Lanczos 벡터 블록화의 이점은 현대 컴퓨터 

아키텍쳐의 메모리 체계에 적합하여 BLAS(Basic Linear Algebra 

Subprograms)[37-40]와 LAPACK(Linear Algebra Package) 

[41]과 같은 고성능 선형 행렬 연산 라이브러리들과의 연동이 

가능하며, 구하고자 하는 고유치의 개수가 많은 경우에는 단일 

Lanczos 벡터보다 더 빠른 수렴성을 가진다[42]는 점이다. 추가로 

BLAS와 LAPACK의 분산 메모리 환경 버전인 PBLAS(Parallel 

BLAS)[43]와 ScaLAPACK(Scalable LAPACK)[44]이 개발되어 

병렬 계산에서도 고성능 선형 행렬 연산 라이브러리의 연동이 

가능하다. Shift-invert 변환 기법은 직접 선형 해법인 병렬 다중 

프론탈 해법과 같은 효율적인 선형 연립방정식 알고리즘과 조합이 

된다면 수렴성 측면에서는 가장 강력한 고유치 해법이 될 수 있다. 

식 (2-1)의 고유치 방정식에 대하여 shift-invert 변환 기법을 

적용하면 식 (2-2)의 형태가 된다. 

 

( ) xσx
α

TTT LLMKLL 11 −−=  (2-2) 

 

쉬프트 된 고유치 α 는 원래 고유치에서 쉬프트 값( σ )을 뺀 

σλα -= 을 의미하고, 행렬 L은 질량 행렬 M을 분해한 후의 아래쪽 

삼각 행렬을 의미한다( TLLM = ). 또한 M-K σ 의 역행렬은 

Lanczos 반복 과정 동안 선형 연립방정식 연산이 필요하다는 것을 

의미하며, xTL 는 Lanczos basis가 M orthogonal이어야 한다는 

것을 나타낸다. 한 때, shift-invert 변환 기법의 대안으로 

restarted Lanczos 반복 기법[45]이 제안되었다. 하지만 일반적인 

고유치 문제에서는 선형 연립방정식 연산 과정이 항상 수반되기 

때문에, 이를 감안하여 식 (2-1)의 해를 구함에 있어서 가장 

유용한 해법은 shift-invert 변환 기법이다. 
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이를 종합하여 본 논문에서의 고유치 해석 솔버로는 선형 

연립방정식 계산 과정이 직접 선형 해법 알고리즘으로 구성된 M 

orthogonal iteration을 사용하는 병렬 블록 Lanczos 솔버가 병렬 

계산 환경에 가장 적합하다고 판단하여 적용하였고, 이에 대한 병렬 

성능 개선 연구를 수행하였다. 직접 해법 알고리즘을 사용한다는 

것은 당연히 shift-invert 변환 기법을 적용했다는 것을 의미한다. 

Shift-invert 기법을 효과적으로 적용하기 위해서는 계수 행렬 

M-K σ 을 정확하게 풀 수 있는 선형 연립방정식 해법이 필요하게 

되었고, 그 해결책 중의 하나로 직접 선형 해법을 활용하여 계산의 

정확성을 높인 연구 사례[46]가 있었다. 물론 병렬 계산 

환경에서의 직접 해법은 확장성과 메모리 요구 측면에서의 

장애물로 인하여 근사 해법 혹은 반복 해법을 사용하는 경우도 

많았다[47-49]. 하지만 병렬 다중 프론탈 해법은 직접 선형 

해법의 장점인 정확성과 함께 반복 해법의 병렬 확장성 및 메모리 

효율의 우수함을 무색하게 할 정도의 성능을 보여주고 있다[36]. 

인터넷 상에는 PARPACK[50-51], BLZPACK[52-53], 

SLEPc[54-55], TRLAN[56-58]과 같은 고유치 해석을 위한 

병렬 Lanczos 소프트웨어들이 배포되고 있다. 하지만 몇몇의 

소프트웨어들은 사용자가 직접 질량 행렬 곱셈 및 선형 연립방정식 

연산을 위한 적절한 루틴을 소프트웨어 내부에 구현해야 하는 

단점이 있다. 그래서 일반적으로는 질량 행렬 곱셈 루틴은 희소 

행렬 연산 패키지를 의지하고, 병렬 선형 연립방정식 연산 루틴 

또한 인터넷 상에서 구할 수 있는 공개 소프트웨어인 PARDISO 

[25-28], SuperLU[29-30], MUMPS[33-34] 등을 활용하고 

있다. 이러한 선형 해법 소프트웨어들의 내부는 블랙박스화 

되어있기 때문에 개인 사용자 입장에서 성능 개선을 위한 

소프트웨어의 수정은 불가능하고, 몇몇 소프트웨어들의 경우는 성능 

개선 연구가 수행되고 있다는 것은 각각의 소프트웨어 홈페이지 및 

문헌[59-60] 등을 통해 간간이 확인되고 있다. 하지만 Lanczos 

반복 과정은 질량 행렬 연산 과정과 선형 연립방정식 연산 과정이 

밀접한 관계를 가지고 있기 때문에, 개별적으로 개선된 선형 해법 

소프트웨어들을 적용하여 성능을 개선한다는 것은 전체 해석 

과정의 관점에서 볼 때 올바른 성능 최적화라고 할 수는 없다. 본 

논문에서의 목적은 분산 메모리 환경에서 최고의 병렬 성능을 가질 
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수 있도록 성능을 개선하는 것이다. 이를 위한 유한요소 구조 진동 

해석 소프트웨어는 해당 연구실에서 직접 개발한 고성능 병렬 다중 

프론탈 해법이 M orthogonal block Lanczos 알고리즘의 선형 

연립방정식 해법으로 적용됨으로써 프론탈 행렬에 적합한 Lanczos 

벡터의 분산화를 통하여 효율적인 질량 행렬의 곱셈 연산이 가능할 

뿐만 아니라 기존 병렬 Lanczos 소프트웨어들의 수정이 

불가능하다는 단점도 해결하였다. 이를 바탕으로 병렬 다중 프론탈 

해법의 효율적인 통신 방법에 초점을 두고 선형 연립방정식 연산 

과정에 다양한 아이디어를 적용하여 병렬 계산 성능이 개선되도록 

연구[102]가 진행되었다. 

 

본 논문에서의 성능 개선을 위한 방법은 아래와 같이 크게 네 

가지 아이디어로 분류하여 서술할 수 있다. 

 

- Lanczos 벡터의 분산 기법에 의한 효율적인 질량 행렬 

곱셈 연산 

- 프론탈 행렬의 역행렬 계산에 의한 PLASC 서브루틴 내의 

데이터를 독립화하여 LCM(Least Common Multiple) 

컨셉을 적용, 삼각 시스템 연산 과정에서의 계산 노드들의 

응답 대기 시간 감소 

- Cholesky 분해 과정에서의 행렬 연산에 관여하는 병렬 

서브루틴들의 통합(압축)을 통한 통신량 감소 

- 병렬 서브루틴 함수의 네트워크 전송 위상 최적화를 통한 

계산 노드들 간의 원활한 통신 

 

첫 번째와 두 번째 아이디어는 선형 연립방정식 알고리즘으로 

각각 다른 반복 선형 해법에 적용한 사례가 있는 Mackay와 

Law[61], 그리고 Choi[62], Raghavan[63]에서 영감을 얻었다. 본 

논문이 앞의 문헌과 다른 점은 병렬 계산 환경에서 Lanczos 

해법에 포함된 선형 연립방정식 연산을 위해서 직접 선형 해법을 

적용했을 경우에 어떤 방식으로 최적화되어 병렬 성능이 개선될 수 

있는 지이다. 위에서 언급된 네 가지 아이디어는 고유치 추출에 

가장 많은 계산 시간이 요구되는 아래의 세 가지 연산 과정과 

밀접한 연관이 있다.  
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- Lanczos 반복 과정 동안 질량 행렬의 직교성 유지 

- M-K σ  행렬의 분해 

- Lanczos 반복 과정에서의 삼각 시스템 풀이 

 

가장 많은 시간이 소요되는 과정은 계산하고자 하는 고유치 

개수, 즉 Lancozs 반복 횟수에 따라 다르다. 일반적으로 Lanczos 

반복 횟수가 적다면 M-K σ  행렬 분해 과정인 Cholesky 분해 

시간이 가장 많은 계산 비중을 차지하며, 몇 십 개 정도의 고유치를 

구하는 경우에는 Lanczos 반복 루틴 내에 존재하는 삼각 시스템의 

풀이 과정인 전방 소거와 후방 대입에 가장 많은 계산 시간을 

필요로 한다. 그리고 유한요소 모델 자유도 크기에 따라 다를 수 

있으나, 구하고자 하는 고유치의 개수가 수백 개 이상의 수준으로 

많아지게 되면 재직교화에 소요되는 계산량이 기하급수적으로 

증가하기 때문에 삼각 시스템을 푸는데 소요되는 시간보다도 더 

많이 소요되는 경우도 있다. 일반적으로 한 번의 반복 과정으로 

계산량을 환산한다면 Cholesky 분해, 삼각 시스템의 전방 소거와 

후방 대입, 재직교화 순서로 계산량이 많다. Table 2-1과 Fig. 2-

1은 3차원 솔리드 요소로 구성된 약 1000만 자유도의 유한요소 

평판 모델에 대하여 고유치를 각각 10개, 100개, 500개를 구하였을 

경우 Cholesky 분해, 삼각 시스템 풀이, 재직교화의 계산 시간 및 

전체 계산 시간에 대한 비중을 보여준다. 반복 횟수가 9회로 적은 

경우에는 Cholesky 분해의 비중이 다른 예제에 비하여 높고, 반복 

횟수가 135회로 큰 경우에는 재직교화의 계산 비중이 다른 예제에 

비해 증가한 것을 확인할 수 있다. 또한 삼각 시스템 풀이에 대한 

계산 비중은 반복 횟수에 상관없이 꾸준히 높은 비중을 차지하고 

있음을 확인할 수 있다. 여기서 Cholesky 분해와 삼각 시스템 

풀이는 선형 연립방정식 해법에 해당되는 사항이며, 이 둘의 계산 

비중이 전체 계산 시간의 93%까지 차지하기도 한다. 따라서 

Lanczos 반복 과정에서의 선형 연립방정식 해법에 대한 병렬 계산 

성능 개선은 고유치 해석의 병렬 성능 개선과 밀접한 관계가 

있음을 의미한다. 
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Table 2-1. Pure computation time in the block Lanczos 

algorithm of structural eigenproblems 

Problem Description: Hex8, 1260x1260x1, 10M DOF 

No. of eigenvalues 10  100 500 

Lanczos iteration 9 36 135 

No. of processors 32 64 64 

Elapsed time (Unit: sec) 

Cholesky 

factorization 
239.1 143.7 147.1 

Triangular 

system 
267.0 1,170.7 4,378.7 

Reorthogonalization 8.7 62.6 2,208.4 

Etc. 33.3 92.4 1,088.3 

Total 548.1 1,469.4 7,822.5 

 

 

44%

49%

1%
6%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 
(a) 10 eigenvalues 
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10%

80%

4%
6%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 
(b) 100 eigenvalues 

 

2%

56%
28%

14%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 
(c) 500 eigenvalues 

Fig. 2-1. Percentage of pure computation time in the block 

Lanczos algorithm 

 

본 논문에서는 위와 같이 높은 계산 비용이 요구되는 선형 

연립방정식 해석 과정의 병렬 계산 성능을 개선하는 것에 대한 

연구가 수행되었으며, Lanczos 반복 과정을 가속화하는 기법[64], 

병렬 다중 프론탈 해법에서의 METIS를 이용한 그래프 분할 

기법[65-67] 등을 적용한 병렬 계산 성능 연구는 여기서 
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제외하였다. 다음 절에서는 병렬 분산 메모리 환경에서의 병렬 계산 

성능 개선의 기본이 되는 구조 유한요소 고유치 해석 솔버에 대한 

블록 Lanczos 해법과 병렬 다중 프론탈 해법의 알고리즘을 자세히 

알아본다. 
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제 2.2 절 고유치 해석 솔버의 알고리즘과 분석 
 

이번 절에서는 직접 선형 해법과 연관되어 있고, shift-invert 

변환 기법이 적용된 M orthogonal block Lanczos 해법의 

알고리즘[68]을 소개하고, 이 해법을 통하여 고유치가 계산되는 

과정 중에서 계산 비용이 가장 많이 소비되는 부분을 소개하고자 

한다. 식 (2-1)과 같은 구조 진동 문제를 위한 M orthogonal 

Lanczos 해법의 알고리즘은 Table 2-2로 주어진다. 

 

Table 2-2. M orthogonal block Lanczos algorithm with shift-

invert transformation 

Algorithm 1 : M orthogonal block Lanczos algorithm 
with shift-invert transformation 

 

 

 

step 1 

step 2 

step 3 

step 4 

step 5 

step 6 

step 7 

step 8 

Let 0V  be a set of initial vectors with IMVV =00
T  

0=j  

while(required eigenvalue > converged eigenvalue) 

jj MVU =  

( ) jjσ UWMK =− , solve for jW  

T
jjjj 11

*
−−−= BVWW  

*
j

T
jj MWVC =  

jjjj CVWW −= ***  

jjj BVW 1
**

+= , QR factorize for 1+jV  

compute eigenvalue of jT , 1+= jj  

reorthogonalize 1+jV  against iV , 1...0 −= ji  

end  
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jV , jB , jC 는 각각 반복 루프 j번째에서의 Lanczos 벡터, 

블록화된 삼중 대각 행렬 jT 의 off-diagonal 및 diagonal 

성분이다(식 (2-3)). 여기서 ‘step 2’와 ‘step 7’을 제외한 모든 

‘step’을 순수 Lanczos 반복 과정이라고 정의한다면, 이러한 

과정에서의 병렬화는 ‘step 6’의 QR 분해와 ‘step 1’의 질량 곱셈 

연산, ‘step 4’의 질량 행렬에 대한 내적이 적절하게 구현된다면 

비교적 쉬운 편이다. 

 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−−

k

kk

T
kk

T

T

B
CB

BC

BCB
BC

T

1

11

221

11

O

OOO
 (2-3) 

 

‘step 8’의 1+jV 에 대한 재직교화 과정( IMVV =++ 11 j
T
j )은 ‘step 

4’과 ‘step 5’의 계산 형식과 유사하다. ‘step 3’과 ‘step 5’은 jB 와 

jC 가 프로세서들이 공유를 하고 있다면 따로 분배하지 않고 단일 

프로세서에서도 계산할 수 있을 만큼 적은 계산량을 차지하기 

때문에, ‘step 2’를 제외한 순수 Lanczos 반복 과정에서는 

효율적으로 QR 분해와 질량 행렬 곱셈이 수행될 수 있도록 하는 

것이 병렬 성능 개선의 근원이 되겠다. 위의 블록 Lanczos 

해법에서는 이처럼 효과적인 병렬 계산을 위하여 병렬 QR 분해 

서브루틴에 CGS2 기법(classical Gram-Schmidt technique with 

reorthogonalization)[23]을 활용하였다. 행렬-행렬 연산 형식인 

‘level 3 BLAS’에 비해 계산 효율이 좋은 행렬-벡터 연산 형식의 

‘level 2 BLAS’ 사용을 위하여 CGS2 기법은 Table 2-3와 같은 

블록 버전으로 수정을 하였다. 
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Table 2-3. Block version of CGS2 algorithm 

Algorithm 2 : Block version of CGS2  
(classical Gram-Schmidt with reorthogonalization) 

1,...,0 −= nifor  

**
jiw W=  

1,0=kfor  

wT
ji

k
j

i
i MVB 11:1

)(1:1
+−

− =  

)(1:1
11:1

k
j

i
ijiww BV −

+−−=  

end  

wwT
j

i
i MB =)1(  

)1(
1 j

i
ij w BV =+  

end  

)1()0(
jjj BBB +=  

 

n 은 Lanczos 벡터 jV 의 블록 사이즈이고, 좌측의 위 첨자와 

아래 첨자는 각각 행렬의 행 및 열을 표시한다. 즉, □i
j 은 i번째 

행의 j번째 열의 성분을 의미한다. 위의 QR 분해 서브루틴 

내에서는 내적에 의한 질량 행렬 곱셈 과정에서만 계산 노드들간의 

통신이 수행된다. 결론적으로는 질량 행렬 곱셈만이 순수 Lanczos 

반복 과정에의 병렬 성능 개선의 근원지가 된다. 이는 또한 여러 

프로세서들에게로 jV 의 분배 및 처리 방식에 따라 병렬 성능 

개선이 될 수 있음을 의미한다.  

 

Table 2-2 블록 Lanczos 알고리즘의 ‘step 2’는 해당 

알고리즘을 이용한 구조 진동 해석 과정 중에서 가장 많은 계산 

시간이 소비되는 선형 연립방정식 연산에 해당하는 과정이다. 

2.1절에서도 언급했듯이, 이러한 선형 방정식 풀이를 위하여 직접 

선형 해법 중에서 유한요소법에 가장 효율적인 병렬 다중 프론탈 

해법이 적용되었다. 병렬 다중 프론탈 해법을 계산적인 측면에서 



 

 22

본다면 recursive nested dissection ordering scheme[67]을 

사용하는 일반적인 프론탈 해법과 유사하지만, 전역 강성 행렬 및 

질량 행렬을 따로 조합하지 않는다는 것이 다른 프론탈 해법들과의 

비교에서 가장 큰 차이점이다. 이러한 병렬 다중 프론탈 해법은 

고유 진동수 계산을 위한 일반적인 유한요소 고유치 문제에서의 

행렬이 SPD의 특성을 가지고 있기 때문에 여기에 가장 적합한 

병렬 분해법인 Cholesky 분해법을 적용하여 subtree-subcube 

매핑을 통한 행렬 분해가 수행된다. 그리고 extend_add 단계에는 

2차원 block-cyclic matrix distribution을 사용한다[21, 22, 60]. 

여기서 주목할 점은 이 Cholesky 분해는 쉬프트( σ ) 값이 바뀌지 

않으면 Lanczos 반복 루프에 진입하기 이전에 단 한 번만 

수행된다는 점이다. 주어진 유한요소 격자와 분할된 도메인이 Fig. 

2-2와 같다면, 병렬 다중 프론탈 해법이 적용된 parallel sparse 

Cholesky factorization은 Fig. 2-3과 같은 소거 트리로 구성되는 

것을 보여주고 있다. 이에 대한 알고리즘을 표현하면 Table 2-4와 

같다. 

 

P0

P2

P1

P3

 

Fig. 2-2. Partitioning domain from FE mesh and its ownership 
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0 101 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15

P1

P2 P3
P0      P1

P0      P1
P2      P3

0    1    4   5 
2    3    6   7 
8    9 12 13 
10  11 14 15

 

Fig. 2-3. Domains assigned to Processor 0 and its domain-

wise elimination tree 

 

Table 2-4. Parallel sparse Cholesky factorization algorithm 

Algorithm 3 : Parallel sparse Cholesky factorization 
        1,...,0 −= dNifor  

            ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1112

22

KK
K

K
SYM

f  

            ( )1211,KKfactorize , ( )22Kupdate  
            ij =  

            ( )1)2,( =jremwhile  

               ( )faddextend K_  with another domain branch in tree 

               ( )1211,KKfactorize , ( )22Kupdate  

( ) 21−= jj  

            end  
        end  
 
   parallel procedure 
       1=n  
      ( )PNnwhile <  

            ( )faddextend K_  with another processor branch in tree 

             ( )1211,KKfactorize , ( )22Kupdate  

            nn 2=  
       end  
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dN 와 pN 는 각각 한 프로세서에 할당된 도메인의 개수와 

프로세서의 개수를 의미한다. 그리고 함수 rem(a,b)는 a를 b로 나눈 

나머지를 계산하는 함수이다. 또한 프론탈 행렬 fK 는 

M-K σ 으로부터 형성된다. 앞에서 언급했듯이 )(_ faddextend K 은 

참고문헌[21, 22, 60]의 2차원 block-cyclic matrix distribution을 

사용하였다. 

행렬 형식인 Cholesky 분해 함수 ),( 1211 KKfactorize 와 조밀 

행렬의 업데이트 함수 )( 22Kupdate 은 다시 아래의 세 단계로 

표현할 수 있다. 

 

T
111111 LLK =  (2-4) 

12
*
1211 KKL =  (2-5) 

*
12

*
1222

*
22 KKKK T−=  (2-6) 

 

식 (2-4)~(2-6)은 프론탈 행렬인 대칭 행렬인 점으로 인하여 

diagonal 항을 기준으로 아래쪽 부분만을 고려하여 구성된 식이며, 

부속 행렬 ijK 은 Fig. 2-4와 같은 메모리 구조로 할당된다. Fig. 

2-4에서의 프론탈 행렬은 부속 행렬 22K 가 할당된 메모리의 초기 

위치에 가장 먼저 배정된다는 특징이 있다. 이러한 프론탈 행렬의 

구조는 *
22K 가 항상 할당된 메모리의 머리 부분에 남기 때문에 

)(_ faddextend K  과정은 쉽게 구현될 수 있다. 이 addextend _  

함수가 잘 구현된다면, 제안된 병렬 Cholesky 분해 알고리즘의 

통신에 의한 주요 오버헤드는 ),( 1211 KKfactorize 와 )( 22Kupdate 같은 

조밀 행렬 연산 과정에 의해 발생한다. 
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11K

22K

12K
 

Fig. 2-4. Memory structure of frontal matrix K 

 

다음으로 삼각 시스템 계산 과정은 전방 소거와 후방 대입이 

순차적으로 수행되는 것이 일반적이다. 이들은 앞에서의 분해 

과정과 동일한 프로세서 매핑을 사용하고 프론탈 행렬도 분해 

과정에서의 분포와 동일하다. 우항(RHS)이 W로 표시된다면, 전방 

소거는 일반적으로 다음 두 가지 단계로 구성된다. 

 

1
*
111 WWL =  (2-7) 

*
1

*
122

*
2 WKWW T−=  (2-8) 

 

또한 후방 대입은 다음과 같은 두 가지 단계로 완성된다. 

 

*
2

*
12

*
1

**
1 WKWW −=  (2-9) 

**
1

***
111 WWL =T  (2-10) 

 

여기서 ***
1W 가 이 방정식의 최종 해이다. 프론탈 행렬은 식 

(2-4)~(2-10)의 병렬 연산이 진행되면서 2차원 block-cyclic 

개념에 의하여 각각의 프로세서들로 분배가 되기 때문에, 행렬 분해 

및 연산 루틴은 패널 또는 블록 단위의 전송 및 수집이 진행되는 

병렬 행렬 연산 서브루틴들로부터 많은 통신 오버헤드가 발생한다. 
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그리고 이것은 병렬 성능 개선과 밀접한 관계가 있으며, 이에 대한 

자세한 사항은 다음 장에 설명되어 있다. 참고로 여기서의 블록의 

개념은 블록 Lanczos 해법에서의 블록 개념과는 다른 것이다. 

Cholesky 분해 및 전방 소거, 후방 대입이 수행되는 삼각 시스템 

풀이 과정에서의 병렬 성능 개선을 위한 주목적은 통신의 흐름을 

원활하게 하고 통신량을 줄여서 통신 오버헤드를 낮추고, 패널 또는 

블록 단위의 전송이 이루어지는 동안 응답 대기 시간을 최소화 

하는 것이다.  
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제 3 장 병렬 계산 성능 
 

 

병렬 계산 성능 개선을 설명하기에 앞서 해당 고유치 해석 

솔버는 기본적으로 단일 프로세서 계산 환경에서의 성능 최적화가 

선행되었다. 일반적으로 단일 프로세서의 경우 블록화된 행렬의 

연산에 사용하는 라이브러리는 BLAS와 LAPACK이며, Lanczos 

해석 과정은 이러한 라이브러리들의 적합한 행렬 연산 

서브루틴들로 구현이 된다면 우수한 계산 성능을 가질 수 있다. 

단일 프로세서인 경우 Lanczos 반복 과정은 크게 세 부분에서 

성능 최적화 요소가 존재한다. 먼저 알고리즘 1(Table 2-2)에서의 

Lanczos 루프와 QR 분해 과정에서 빈번하게 발생하는 질량 행렬 

M에 대한 내적이 첫 번째 최적화 요소이다. 이것은 Lanczos 벡터 

jV 를 블록화 했을 경우 성능이 향상되었으며, 질량 행렬 M에 대한 

내적의 속도가 그 성능을 좌우하는 QR 분해 역시 알고리즘 

2(Table 2-3)와 같이 블록화 했을 경우 효과가 있었다. jV 의 

블록화에 의한 Lanczos 루프와 QR 분해 과정은 BLAS의 

‘GEMM’과 ‘SYMM’ 서브루틴, 그리고 LAPACK의 ‘SYEV’ 
서브루틴으로 구현할 수 있다. 두 번째와 세 번째 요소는 선형 

연립방정식 해법과 관련된 것으로 Cholesky 분해 과정에서의 

성능과 전방 소거, 후방 대입 과정에서의 성능 최적화가 되겠다. 

Cholesky 분해 과정에서 사용되는 연산은 알고리즘 3(Table 2-

4)에서와 같이 ),( 1211 KKfactorize 와 )( 22Kupdate 이며, 이 역시 

BLAS와 LAPACK의 고성능 행렬 연산 서브루틴 함수들로 

계산하게 된다. ),( 1211 KKfactorize 은 LAPACK의 ‘POTRF’ 

서브루틴과 BLAS의 ‘TRSM’ 서브루틴으로 구현하며, 

)( 22Kupdate 는 BLAS의 ‘SYRK’ 서브루틴으로 구현할 수 있다. 

전방 소거와 후방 대입의 과정은 ‘TRSM’과 ‘GEMM’으로 구현할 

수 있다. 전체적으로 ‘level 3 BLAS’ 루틴을 적극적으로 

활용하였으나 CGS2를 이용한 QR 분해 과정에서는 ‘level 2 

BLAS’로 수정 가능한 부분이 존재하며, 이러한 부분을 정확히 

파악하여 불필요한 ‘level 3 BLAS’의 이용을 억제하였다. ‘level 3’ 
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형태의 행렬 연산에 있어서 그 크기가 작은(4 미만) 경우에는, 즉 

계산량이 적은 경우에는 BLAS 서브루틴 함수들을 호출하지 않도록 

하였다. 또한 메모리의 복사를 최소화하기 위하여 Cholesky 분해를 

통해 계산된 factorized block과 Lanczos basis로 구성되는 jV 를 

메모리에 적절한 방법으로 유지시켜, 재 사용 시 BLAS 루틴에 

적합한 모양이 되도록 하였다. 이와 같이 2장에서 소개된 

알고리즘으로 구성된 고유치 솔버를 단일 프로세서에서의 성능 

최적화가 이루어진 상태 그대로 병렬 계산으로 확장하였기 때문에 

병렬 계산에서는 앞의 성능 최적화 요소와 관련하여 계산 노드들 

간의 통신에만 집중할 수 있었다. 
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제 3.1 절 병렬 계산 성능 개선 기법 
 

병렬을 구현함에 있어서 전반적인 병렬 효율을 결정하는 

요인은 통신 오버헤드이다[60]. 통신 오버헤드는 통신량에 

비례하고, 프로세서의 응답 대기 시간과도 관계가 있다. 2.1절에서 

언급했던 성능 개선의 네 가지 방법 중에서 첫 번째와 세 번째는 

통신량을 줄이기 위한 것이고, 두 번째는 응답 대기 시간을 

최소화하기 위한 전략이며, 네 번째는 통신의 원활한 흐름을 

설정하는 것이다. 분산 병렬 환경에서의 이러한 질량 행렬 곱셈 및 

Cholesky 분해 과정이나 삼각 시스템 연산 과정과 같은 선형 

방정식 연산 과정을 위해서 PBLAS[43,69], ScaLAPACK [44,70], 

PLAPACK(Parallel LAPACK)[71-74], BLACS(Basic Linear 

Algebra Communication Subprograms)[75-77]과 같은 고성능 

선형 행렬 연산 라이브러리들을 적용할 수 있다. 하지만 이러한 

라이브러리들의 서브루틴들을 단순히 호출하여 사용하게 되면 

사용자의 병렬 계산 환경이 최고의 성능을 가지도록 최적화하는 

데에는 어려움이 있으므로, 본 연구에서는 고성능 라이브러리인 

PBLAS와 ScaLAPACK의 알고리즘을 적용하여 동일한 계산 

성능을 가지는 동시에 BLACS의 전송 위상을 직접 각각의 행렬 

연산 서브루틴 함수 내에서 설정 및 수정이 가능하도록 PLASC 

(Parallel Linear Algebra Subroutines in C)라는 이름의 

라이브러리를 개발한 다음 고유치 해석 과정에 사용하는 

서브루틴들인 ‘POTRF ④ ’, ‘TRTRI ⑤ ’, ‘TRSM ⑥ ’, ‘TRMM ⑦ ’, 
‘SYRK ⑧ ’, ‘GEMM ⑨ ’을 대체하여 이들로부터 병렬 계산 성능을 

개선하고자 노력하였다. 

                                            
④ POTRF computes the Cholesky factorization of a real symmetric positive 
definite matrix A 

A = U**T * U,  if UPLO = 'U', or A = L * L**T,  if UPLO = 'L' 
⑤ TRTRI computes the inverse of a real upper or lower triangular matrix A 
⑥ TRSM  solves one of the matrix equations 

op( A )*X = alpha*B,   or   X*op( A ) = alpha*B 
⑦ TRMM  performs one of the matrix-matrix operations 

B := alpha*op( A )*B,   or   B := alpha*B*op( A ) 
⑧ SYRK  performs one of the symmetric rank k operations 

C := alpha*A*A**T + beta*C 
⑨ GEMM  performs one of the matrix-matrix operations 

C := alpha*op( A )*op( B ) + beta*C 
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제 3.1.1 절 질량 행렬 곱셈 연산에서의 통신량 감소 
 

먼저 2.1절의 첫 번째 항목에 해당하는 통신량을 줄이는 

방법에 대해서 소개하고자 한다. 2.2절에서 정의한 순수 Lanczos 

반복 과정에서의 통신 병목 현상은 알고리즘 1에서의 블록화된 

벡터 jV , *
jW  또는 알고리즘 2에서 단일 벡터 **

jiW 와 함께 질량 

행렬 곱셈을 할 때 발생한다. 병렬을 구현하는데 row-wise 블록 

형태에서의 벡터들과 질량 행렬을 분할하여 각 계산 노드로 

분배하는 것은 간단하지만 효율적인 병렬 계산을 위해서 

일반적으로는 PBLAS와 ScaLAPACK과 같은 병렬 계산에 특화된 

희소 혹은 조밀 행렬의 곱셈 연산용 라이브러리를 사용한다. 본 

논문에서 사용되는 블록 Lanczos 솔버에서는 개발된 병렬 선형 

행렬 곱셈 라이브러리인 PLASC를 적용하였다. 이러한 

라이브러리를 사용하는데 있어서, 블록 Lanczos 벡터 jV 와 같이 

작은 크기의 블록을 사용하는 경우, 행렬 연산 서브루틴 

함수들로부터는 특별히 주목할 만큼의 병렬 성능 개선에 대한 

기대를 가질 수는 없다. 블록의 크기가 커질수록 선형 연립방정식 

계산에 소요되는 시간과 횟수는 감소하는 경향을 보이지만, 질량 

행렬과의 곱셈 연산에 대한 부담이 증가하게 된다. 따라서 전체적인 

계산 효율의 증대를 위해서는 블록 크기에 대한 조율이 요구되며, 

일반적으로 상용 유한요소 해석 소프트웨어에서는 블록 Lanczos 

벡터에서의 블록 크기로 7을 사용한다고 알려져 있다[6-8]. 

이와는 다르게 병렬 다중 프론탈 해법의 도메인 컨셉에서는 100 

이상의 비교적 큰 통신 블록 크기를 사용하기 때문에 개선할 수 

있는 부분이 보여진다. 이와 관련된 성능 개선 방법은 아래의 

3.1.2절, 3.1.3절과 관련이 있다. 따라서 질량 행렬 곱셈 과정은 

행렬 연산 서브루틴의 개선 측면보다는 Lanczos 벡터를 분할하여 

최대한 계산 노드들과의 통신 횟수를 줄여서 병목 현상을 피하는 

것이 성능 개선 측면에서 더 효율적이라고 할 수 있다. 이를 위해서 

Fig. 2-3에서 설명한 도메인 분할 방법과 같이 Lanczos 벡터의 

분할 또한 같은 방법으로 이루어진다. Fig. 3-1에서는 Fig, 2-2와 

같은 4개의 프로세서로 분할된 도메인을 예로 보여주고 있다. iP 는 



 

 31

ijI  또는 ijklI 로 지정된 인터페이스들의 미지수들을 제외한 i번째 

프로세서에 속하는 미지수들을 의미한다. 

 

P0

P2

P1

P3

I 01

I 02 I 13

I 23

I 0123

 

Fig. 3-1. Domain partitioned for four processors 

 

01I , 02I , 13I , 23I , 그리고 0123I 와 같은 인터페이스들 상에서 

프로세서들은 질량 행렬이 프로세서 각자의 도메인 내에서 희소 

행렬 형태로 조합되는 동안 Lanczos 벡터를 공유한다. i번째 

도메인에서 조합된 질량 행렬을 )(iM 라고 정의하면, )(iM  행렬은 

식 (3-1)과 같은 세 가지 조합으로 구성된다. 
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아래 첨자 D와 I는 각각 iP  도메인의 내부에 속하는 성분과 ijI  

또는 ijklI  인터페이스의 내부에 속하는 성분을 표시한다. 하나의 

프로세서에서 블록화된 벡터 q 와 질량 행렬을 곱셈은 )()( ii qM 로 

표현된다. )(iq 는 i번째 프로세서에 할당된 블록 벡터이며 이는 

인터페이스 상에서 다른 도메인들과 함께 같은 값을 공유한다. 

그러면 첫 번째로 먼저 알고리즘 1과 알고리즘 2에서 자주 

보이는 질량 내적의 경우를 고려해보자. 블록 벡터 p 와 q 로 된 

질량 내적을 단일 프로세서 관점으로 나타내면 식 (3-2)로 

표현된다. 
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이를 Fig. 3-1처럼 네 개의 도메인을 모두 포함하여 나타내면 

식 (3-3)과 같다. 
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식 (3-3)의 우항은 )(ip 와 )(iq 가 프로세서들과 인터페이스 

상의 값들을 공유하고 있다면 벡터 p 와 q 에 대한 질량 내적의 

식과 동일하다. 그리고 블록 크기 bN 를 가지는 블록 Lanczos 반복 

과정에서 이런 질량 내적을 수행하는 데는 모든 프로세서들로부터 

값을 조합하고 다시 그 결과를 모든 프로세서로 분배하는 

‘MPI_ALLREDUCE’ 호출을 통한 통신 한 번이면 충분하도록 

하였다.  

두 번째로 질량 행렬과 곱해진 블록 벡터 q 가 알고리즘 1의 

‘step 2’에서처럼 선형 연립방정식의 우항으로 사용되는 경우를 

고려해보자. 즉, 알고리즘 1의 ‘step 1’에 대한 단일 프로세서에서의 

곱셈 표현은 식 (3-4)와 같다. 
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이 경우 블록 벡터 )*(i
Dq 는 완전히 합쳐진 값들로 구성되는 반면, 

인터페이스 상에 있기 때문에 )*(i
Iq 는 일부 값으로 구성된다. 다시 

말해서 완전한 값들로 구성된 )*(i
Iq 는 관련 미지수들을 공유하고 

있는 프로세서들의 값이 합해져야만이 얻을 수 있다. 그러나 병렬 

다중 프론탈 해법의 특성으로 인하여 ‘step 2’의 전방 소거 
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과정에서 자동으로 합해지도록 하였기 때문에, 기존의 Lanczos 

해법과는 다르게 알고리즘 1의 ‘step 1’에서의 통신은 수행하지 

않아도 된다. 이처럼 병렬 계산 시, 질량 행렬과 관련된 곱셈 연산 

과정에서는 가능한 프로세서(계산 노드)들 간의 통신 횟수를 

감소시켜 Lanczos 반복 과정 동안 발생하는 병목 현상 발생 

빈도수를 낮추었다. 

 

 

제 3.1.2 절 삼각 시스템 연산 과정의 응답 대기 시간 
감소 

 

병렬 다중 프론탈 해법은 Lanczos 반복 루틴 이전에 최소 한 

번은 수행되는 알고리즘 3의 Cholesky 분해 과정 (식 (2-4)~(2-

6))에 필요하고, Lanczos 반복 루틴 내부의 삼각 시스템 연산 과정 

(식 (2-7)~(2-10))에 필요하다. 분산 메모리 병렬 계산 

환경에서의 식 (2-4)~(2-10)은 보다 나은 계산 성능을 위해서 

PBLAS, ScaLAPACK 또는 PLASC와 같은 병렬 계산용 행렬 연산 

라이브러리에 포함된 다양한 서브루틴 함수들을 적용하여 계산을 

수행하는 것이 일반적이다. 

전방 소거와 후방 대입을 수행하는 삼각 시스템 연산 과정인 

식 (2-7)부터 식 (2-10)까지는 각각 PLASC의 ‘TRSM_NN ⑩ ’, 
‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’ 그리고 ‘TRSM_TN’ 서브루틴 함수를 

적용하였다. 식 (2-7)과 (2-10)에 해당하는 ‘TRSM’ 서브루틴 

함수의 통신 패턴을 살펴보면 식 (2-8)과 (2-9)에 해당하는 

‘GEMM’ 서브루틴 함수와 비교하여 비효율적인 점을 발견할 수 

있다. 예를 들어 ‘TRSM’의 전송 시퀀스를 보여주는 Fig. 3-2의 

(a)는 행렬과 벡터와의 데이터 종속성으로 인하여 순차적 패널 

전송이 강요되는 것을 보여 준다. 이것은 어떠한 패널 전송 

방안에도 파이브라인에 방해가 된다. 반면에 ‘GEMM’의 전송 

시퀀스를 보여주는 Fig. 3-2의 (b)처럼 데이터 독립성을 가진다면 

LCM 컨셉을 적용하여 전송 시퀀스를 적절하게 프로파일링하여 

활용, 데이터 종속성일 때보다 전송 확장성이 더 좋아진다. 여기서 

LCM은 Least Common Multiple의 약자로서 프로세서 맵에서 

                                            
⑩ ‘N’ means a general matrix. cf) ‘T’ means a transposed matrix. 
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프로세서 행의 수와 열의 수에 대한 최소 공배수를 의미한다. Fig. 

3-3은 2차원 프로세서 맵에서 분배된 행렬에 LCM 컨셉을 

적용했을 경우와 안 했을 경우에 대한 패널 전송 시퀀스를 

보여준다. LCM 컨셉의 사용으로 인한 이점은 패널 전송 또는 

수집이 동시에 진행되고 다음 패널이 존재하지 않을 때까지 계속 

유지가 되어 응답 대기 시간을 감소 시킬 수 있다는 점이다. 하지만 

이러한 컨셉을 적용하기 위해서는 기존의 식 (2-7)과 (2-10)에 

해당하는 데이터 종속의 특성을 가지는 ‘TRSM’ 서브루틴은 데이터 

독립성을 가지는 식 (3-5)와 (3-6)과 같은 ‘TRMM’ 형태로의 

수정이 먼저 수반되어야 한다.  

 

*
11

1
11 WWL =−  (3-5) 

***
1

**
111 WWL =−T  (3-6) 

 

이는 Lanczos 반복 과정이 진행되기 이전 Cholesky 분해 

과정에서 ‘TRTRI’ 서브루틴 함수를 이용한 프론탈 행렬의 

역행렬( 1
11
−L )이 추가로 계산되어야 함을 의미한다. 1

11
−L 은 한 번 

계산되면 삼각 행렬 연산 시 계속 사용할 수 있으며, 간단한 행렬 

곱셈만으로 해를 구할 수 있게 된다. 일반적으로 1W 과 *
1W 는 같은 

메모리 공간에서 사용된다는 사실로 인하여 원래 식 (3-5)에 

해당하는 ‘TRMM’ 서브루틴 함수의 패널 전송 패턴은 Fig. 3-2의 

(c)와 같이 후방 시퀀스이다. 이러한 경우 1
11
−L 의 계산은 아무 

의미가 없으며, 식 (3-6) 또한 같은 경우이다. 그러나 식 (3-5)와 

식 (3-6)의 1W 과 **
1W 가 일시적으로 버퍼에 기억된다면, Fig. 3-

2의 (d)와 같은 임의 전송 시퀀스가 가능하게 되어 Fig. 3-2의 

(b)와 같은 방식의 LCM 컨셉을 적용할 수 있게 된다. Lanczos 

벡터의 블록 크기는 주로 7을 사용하기 때문에 그렇게 크지 않은 

크기이므로, 1W 과 **
1W 를 임시 메모리 공간에 할당하는 것이 

가능하다. 여기서 주의할 점은 적은 숫자의 프로세서로 병렬 계산을 

하는 경우 또는 구하고자 하는 고유치의 개수가 적어 Lanczos 

반복 횟수가 적을 경우에는 1
11
−L  계산 추가로 인하여 부동 소수점 
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연산이 증가하게 되는데, 전체 계산 시간 중에서 ‘TRTRI’에 

해당하는 역행렬 계산 비중이 커지게 된다면 LCM 컨셉 적용의 

이점이 사라질 수도 있으므로, 구하고자 하는 고유치 문제에 따라 

LCM 컨셉 적용 여부를 잘 판단하여야 한다. 

 

Matrix L11 Matrix W1

Forward panel sequence

 

(a) Forward panel sequence of TRSM subroutine 

 

Matrix K*
12 Matrix W*

2

LCM concept

i i+LCM(nprow,npcol)

i+LCM

i

 

(b) Broadcasting sequence with the LCM concept of GEMM 

subroutine 
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Matrix L11
-1 Matrix W1

Backward panel sequence
 

(c) Backward panel sequence of TRMM subroutine 

 

 

Matrix L11
-1 Matrix W1

Arbitrary panel sequence
 

(d) Arbitrary panel sequence of TRMM subroutine 

 

Fig. 3-2. Broadcasting sequences of subroutines used in 

triangular system solving phase 
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Fig. 3-3. Panel broadcasting sequences without (up) and with 

(down) the LCM concept 
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제 3.1.3 절 Cholesky 분해 과정에서의 통신량 감소 
 

식 (2-4)부터 식 (2-6)까지에 해당하는 Cholesky 분해 

과정과 앞 절에서 설명한 LCM 컨셉을 적용하기 위해 11L 의 역행렬 

계산을 수행하는 과정은 각각 PLASC 라이브러리의 ‘POTRF’, 
‘TRSM_NN’, ‘SYRK’, ‘TRTRI’ 서브루틴 함수들을 적용하였으며, 

이들 또한 다양한 블록 또는 패널 통신 패턴을 가지고 있다. 4개의 

서브루틴 함수를 통하여 계산이 수행되는 동안 몇몇의 통신에는 

서브루틴 함수들 간의 중복된 통신 패턴이 관찰된다. 예를 들면, 

‘POTRF’에 해당하는 Fig. 3-4의 (a)에서의 ‘COMM 2’ 패턴은 

‘TRSM’에 해당하는 Fig. 3-4의 (b)에서의 ‘COMM 1’ 패턴과 

‘TRTRI’에 해당하는 Fig. 3-4의 (d)에서의 ‘COMM 2’ 패턴과 

유사하다. 그리고 Fig. 3-4의 (b)에서의 ‘COMM 2’는 ‘SYRK’에 

해당하는 Fig. 3-4의 (c)에서의 ‘COMM 1’과 유사한 통신 

패턴이다. 이것은 모든 4개의 서브루틴 함수들의 기능을 포함하는 

동시에 유사한 통신 패턴의 중복을 제거하여 하나의 새로운 압축된 

서브루틴 함수 개발이 가능하다는 것을 의미하며, 그 결과 

‘CONDENSATION’이라는 새로운 압축 서브루틴 함수를 

개발하였다. 

압축된 서브루틴 함수의 병렬 성능은 분명히 4개의 서브루틴 

함수들을 따로 분리하여 계산한 경우보다 더 좋을 것으로 예상된다. 

이는 중복된 통신을 배제함으로써 통신량이 감소하기 때문이다. 

그러나 단점도 존재하는데, 서브루틴 함수들을 압축하게 되면 식 

(2-6)의 데이터 독립성은 사라지게 될 뿐만 아니라 식 (2-5)와 

11L  역행렬 조합을 통해 가능해지는 LCM 컨셉은 사용할 수 없게 

된다. 하지만 이것은 Cholesky 분해 및 11L  역행렬 계산 과정은 

쉬프트 값이 변하지 않는다면 고유치 해석 전체 과정에서 단지 한 

번만 수행되기 때문에 Lanczos 반복 과정에서의 LCM 컨셉 적용할 

때의 효과에 비하면 병렬 계산 성능 개선 효과는 미미하며, 

실제로도 압축된 서브루틴 함수 사용으로 인한 통신량을 

감소시키는 것이 병렬 성능 개선의 효과가 더 컸다. 따라서 

Cholesky 분해 과정에서는 LCM 컨셉 적용이 아닌 서브루틴 

함수들을 압축하여 사용한다. 또 하나의 단점은 낮은 자유도를 
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가지는 문제에서 계산에 참여하는 계산 노드의 수가 많아지게 되면 

하나의 프로세서가 할당 받는 프론탈 행렬의 크기가 작아지게 되어 

프로세서들간의 파이프라인이 방해되어 병렬 효율이 낮아지게 되며, 

최악의 경우는 압축 서브루틴을 사용하지 않았을 때의 계산 성능과 

비슷해진다는 점이다. 이는 압축 서브루틴 함수를 사용하기 

위해서는 각 계산 노드에 분배되는 프론탈 행렬의 크기가 충분히 

커야 압축 서브루틴 사용의 효용성이 더 높아짐을 의미한다. 

실제 압축 서브루틴 함수는 앞 절에 설명된 LCM 컨셉의 

유연한 적용과 파이프라인의 방해도 조금이나마 방지하고자 11L  

행렬의 역행렬을 계산하는 ‘TRTRI’ 서브루틴 함수를 제외한 식 

(2-4)부터 식 (2-6)까지의 과정에 해당하는 ‘POTRF’, ‘TRSM’, 
‘SYRK’를 통합한 압축 서브루틴 함수인 ‘CONDENSATION’을 Fig. 

3-5와 같이 구성하여 고유치 해석 솔버에 적용하였다.
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Comm 1

Comm 2

Comm 3

Matrix K11

 
(a) POTRF subroutine 

 

 

Comm 1

Comm 2

Matrix L11 Matrix K12

 
(b) TRSM subroutine 
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Matrix K*
12

Matrix K22

Comm 1

Comm 2

 
(c) SYRK subroutine 

 

Comm 3

Comm 2

Matrix L11

Comm 1

 
(d) TRTRI subroutine 

 

Fig. 3-4. Communication patterns of various subroutines during 

thc Cholesky factorization phase
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Comm 1

Comm 2

Comm 3

Matrix K11
POTRF

Matrix L11 Matrix K12

Comm 1

Comm 2

TRSM

Matrix K*
12

Matrix K22

Comm 1

Comm 2

SYRK

 

Matrix K11Matrix K12

Matrix K22

Comm 1

Comm 3

Comm 4

Comm 2

Comm 5

CONDENSATION

 
 

Fig. 3-5. Communication pattern of the CONDENSATION 

subroutine
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제 3.1.4 절 네트워크 전송 위상의 최적화 
 

병렬 다중 프론탈 해법이 적용된 Cholesky 분해 과정 및 삼각 

시스템 연산 과정은 PLASC의 다양한 서브루틴 함수들로 구성되어 

있고, 이 과정의 통신량 감소와 응답 대기 시간 감소를 통한 병렬 

성능 개선 방법이 앞 절을 통하여 소개가 되었다. 이와 관련된 

내용은 서브루틴 함수들끼리 연계 과정에서의 성능 개선 방법이며, 

이외에도 서브루틴 함수 각각에 대하여 최고의 병렬 성능을 가질 

수 있는 연구가 필요하였다. 

각각의 서브루틴 함수 알고리즘 내에서 병렬 성능을 개선하기 

위해서는 계산 노드들과의 통신 흐름을 제어하는 네트워크 전송 

위상을 조절하여 통신 시간을 감소시키는 것이 하나의 방법이다. 

PLASC의 서브루틴 함수의 알고리즘 내부에도 병렬 계산이 

수행되는 동안 계산 노드들간의 원활한 통신 흐름을 위한 전송 

위상을 제어하는 부분이 있다. PLASC의 ‘POTRF’와 동일한 

알고리즘인 ScaLAPACK의 ‘POTRF’의 알고리즘[78](Table 3-

1)을 하나의 예로 살펴보면 계산이 수행되는 동안 3번의 전송이 

이루어지며, 이것은 각각 Fig. 3-4의 (a)의 ‘COMM 1’, ‘COMM 2’, 
‘COMM3’에 해당한다. 총 3번의 전송이 발생하지만 ‘COMM 3’은 

‘COMM 1’의 재전송 과정이기 때문에 실제는 2번의 전송 위상 

조합으로 구성한다. 

전송 위상의 종류는 전송 방법에 따라 ‘increasing ring’, 
‘decreasing ring’, ‘split ring’, ‘multi-ring’, ‘hypercube’, ‘fully 

connected’, ‘tree broadcast’ 등 다양하며, Fig. 3-6은 이 중에서 

몇 가지 위상 옵션에 대한 전송 방식을 보여준다. PLASC 

라이브러리에서는 가장 많이 사용되는 단방향으로 순차적인 통신이 

이루어지는 방식인 ‘increasing ring; i’ 위상과 양방향으로 동시에 

통신이 이루어지는 ‘split ring; s’ 위상을 조합하여 각각의 

서브루틴에 대한 최고의 병렬 성능을 보여주는 최적의 전송 위상 

조합을 찾아보았다. 
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Table 3-1. POTRF subroutine algorithm of ScaLAPACK 

Algorithm : ScaLAPACK PxPOTRF 

for j=1 to n/b do 

processor owning block (j, j) computes Cholesky decomposition 

broadcast result to processors down processor column 

parallel for each processor owning blocks in column panel j do 

  update blocks in panel with triangular system solver 

  broadcast result across processor row 

end for 

parallel for each processor owning diagonal block (i, i) (i > j) do 

  rebroadcast results down processor column 

end for 

parallel for each processor owning blocks in trailing matrix do 

  update blocks with symmetric rank-b update 

end for 

end for 
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(a) Increasing ring (‘i’) 

 

 

src

0 1 2 3 4 5 6 7

 
(b) Decreasing ring (‘d’) 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7

src

 
(c) Split ring (‘s’) 

 

Fig. 3-6. Broadcast topology controls in panel of block 
communication 
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제 3.2 절 개선 기법에 대한 수치 테스트 
 

앞에서 소개한 병렬 계산 성능 개선 기법들을 실제 유한요소 

고유치 해석 솔버에 적용하여 병렬 성능 개선의 효율성을 확인하기 

전에 먼저 이번 절에서는 수치 테스트를 통하여 병렬 성능 개선 

방법이 효과가 있는지 확인하고자 한다. 2.1절에서 언급한 것처럼 

병렬 계산 성능 개선 방법은 크게 네 가지로 나누었다. 그 중 

하나인 Lanczos 벡터의 분산 기법에 의한 질량 행렬 연산 시 질량 

행렬을 조합하지 않고 분산된 상태로 계산을 진행하도록 구현하여 

기존의 다른 코드들과는 다르게 질량 행렬 조합에 필요한 계산 

노드들 간의 통신을 수행하지 않도록 하여 병렬 계산 성능을 

개선한 것은 고유치 해석 솔버 구현 처음부터 시도된 점이고 다른 

개선 방법과는 다르게 병렬 다중 프론탈 해법이 적용된 선형 

연립방정식 연산 루틴과 직접적인 연관이 없으므로 수치 

테스트에서 제외되었고, Cholesky 분해 과정의 병렬 행렬 연산에 

사용하는 PLASC 서브루틴 함수들을 통합하여 통신량을 

감소시키는 방법과 삼각 시스템 연산 과정에 LCM 컨셉을 적용하여 

응답 대기 시간을 감소하는 방법 및 각 서브루틴 함수의 통신에 

최적화된 전송 위상 조합을 찾는 방법에 대한 다양한 수치 

테스트가 수행되었다. 

 

병렬 계산 성능 테스트는 260개의 계산 노드와 Gigabit 

스위치로 연결된 분산 메모리 병렬 계산 시스템인 PEGASUS[79] 

(Fig. 3-7)에서 수행되었다. PEGASUS 병렬 컴퓨터의 사양은 

Table 3-2에 보여주며, Fig. 3-8은 PEGASUS의 전체 네트워크 

연결 상태를 보여주는 그림이다. 로그인 노드에 접속하여 해당 계산 

노드로 이동한 다음 병렬 계산을 수행하는 방식이며, 로그인 노드는 

NFS(Network File System)로 계산 노드와 파일 공유를 할 수 

있도록 되어있다. 계산 노드로의 접속이나 파일 전송은 파란색 선인 

10/100Mbps 네트워크를 사용하고, 병렬 계산은 빨간색 선인 

Gigabit 네트워크를 통하여 통신을 한다. 2002년에 처음 시스템이 

구성되어 이후 점점 계산 노드를 증가시켜가면서 2004년 

LINPACK[80] 벤치마크로부터 1.283Tflops의 우수한 성능을 
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확인하였으나 현재는 많이 노후화되어 있다. 하지만 각각의 계산 

노드가 메모리와 데이터 저장 공간을 가지고 있는 분산 메모리 

병렬 시스템으로 약 1TB의 총 메모리 용량을 보유하고 있어 큰 

자유도를 가지는 대형 유한요소 모델에 대한 대량의 고유치를 

구하는 문제와 같이 많은 메모리 공간을 요구하는 계산에 여전히 

활용되고 있다. 

 

 

Fig. 3-7. Parallel computing system in a distributed memory 

environment - PEGASUS 

 

 
Fig. 3-8. Outline of the PEGASUS system 
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Table 3-2. Details of the PEGASUS system 

 

<System Specifications> 

- Total CPU : 260 nodes, 520 CPUs 

- Network : Gigabit Ethernet System & Fast Ethernet (7 NFS Server) 

- Node specifications 

·Dual Intel Xeon 2.2/2.4/2.8/3.0GHz 

·DDR ECC 3/4/6GB 

·IDE 80/160GB HDD 

- Software 

·Redhat Linux OS 

·gcc compiler 

·LAM/MPI 

·etc. 

 

<Performance> 

- Theoretical Peak Performance : 5.0 Tflops (32bit) & 2.5Tflopos (64bit) 

- Total memory : 1,040GB 

- Total Storage : 25.28TB 

- LINPACK benchmarking performance : 1.283Tflops (64bit) (2004.12) 

 

 

PEGASUS 분산 메모리 병렬 계산 환경에서 본 연구를 통하여 

성능 개선 연구가 수행된 병렬 다중 프론탈 해법을 연동한 블록 

Lanczos 해법의 기본적인 병렬 계산 성능을 Fig. 3-9와 같이 

3차원 8절점 솔리드 요소(hex8)가 가로와 세로 (NxN)개로 구성된 

유한요소 모델로부터 알아보았다. 
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Fig. 3-9. FE model for a scalability test 

 

블록 Lanczos 해법을 적용한 고유치 해석 과정에서의 

계산량은 Cholesky 행렬 분해 과정과 삼각 시스템 연산 과정에서 

많은 비중을 차지하기 때문에, 이 과정에 해당하는 병렬 다중 

프론탈 해법의 병렬 계산 성능은 고유치 해법의 병렬 성능과도 

밀접한 관계가 있다는 것을 의미한다. Table 3-3과 Fig. 3-10은 

병렬 다중 프론탈 해법에 관하여 1개의 계산 노드부터 64개의 계산 

노드까지의 계산 성능이 최대한 잘 나오도록 계산 노드 개수에 

따라 하나의 계산 노드에 할당 받는 계산량이 비슷하도록 유한요소 

모델의 크기를 조절하여 병렬 계산 성능을 테스트하는 병렬 확장성 

테스트의 수행 결과를 보여준다. 32개의 계산 노드까지는 병렬 계산 

효율이 한 프로세서당 1,000Mflops 전후로 유지되고, 64개의 계산 

노드는 통신을 수행하는 네트워크의 복잡성으로 인하여 그 효율이 

낮아진다. Table 3-4와 Fig. 3-11은 블록 Lanczos 해법에서 선형 

연립방정식 연산 과정을 제외한 순수 Lanczos 반복 과정에 대한 

병렬 확장성 테스트를 수행한 결과이다. Lanczos 블록 크기는 7로 

설정하고, 반복 횟수는 15번을 유지하도록 설정하고, 하나의 계산 

노드가 담당하는 자유도는 약 60,000개가 되도록 유한요소 모델의 

크기를 조절하여 병렬 확장성 테스트를 수행하였다. 전체 블록 

Lanczos 해법 계산 시간 중 대부분을 차지하는 선형 연립방정식 

연산 과정과 비교하면 순수 Lanczos 반복 과정은 계산 노드가 

증가하여도 병렬 확장성이 우수하며 소요되는 계산 시간의 비중도 

낮기 때문에 병렬 계산 성능 개선의 중요도는 선형 연립방정식 

연산 과정보다 낮음을 보여준다. 
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Table 3-3. Parallel performance of PMFS 

No. of 

Processors 

2D (NxNx1 hexagonal element) 

Mesh 

(N) 
DOFs 

Factorization 

time (sec) 

Performance

(Mflops) 

Mflops 

/processor 

1 318 610,566 139 954 954 

2 400 964,806 129 2,036 1,018 

4 500 1,506,006 112 4,657 1,164 

8 630 2,388,966 121 8,624 1,078 

16 794 3,792,150 121 17,288 1,081 

32 1,000 6,012,006 129 32,757 1,024 

64 1,260 9,540,726 149 56,629 885 

 

 

Table 3-4. Parallel performance of pure Lanczos iteration 

No. of 

processors 

2D (NxNx1 hexagonal element) 

Mesh 

(N) 
DOFs 

Cj  

update

(sec) 

Re- 

orthogonalization

(sec) 

QR 

factorization 

(sec) 

1 100 61,206 0.54 4.3 1.99 

2 141 120,984 0.55 4.36 2.12 

4 200 242,406 0.57 4.6 2.2 

8 282 480,534 0.6 4.77 2.7 

16 400 964,806 0.59 4.23 2.82 

32 565 1,922,136 0.6 4.31 2.91 

64 800 3,849,606 0.61 4.32 3.02 
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Fig. 3-10. Scalability test of PMFS 
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Fig. 3-11. Scalability test of pure Lanczos iteration 
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다음으로 3.1절의 병렬 성능 개선 방법들에 대한 수치 

테스트가 다양한 계산 노드 개수 및 블록 크기에서 진행되었다. 

계산 결과는 모두 비슷한 경향을 나타내었기 때문에, 대표적으로 

64개의 계산 노드(64개의 프로세서)에서 크기가 32,000x 

32,000인 임의로 생성된 행렬에 블록 크기를 100으로 설정하여 

수행된 결과에 관하여 대표적으로 보여주고자 한다. 여기서 지정한 

블록 크기는 Lanczos 벡터의 블록 크기가 아닌 병렬 다중 프론탈 

해법의 통신 블록 크기에 해당함을 유의하자. 

 

Table 3-5. Elapsed time of PLASC subroutines used in the 
Cholesky factorization phase 

Matrix dimension : 32000x32000,  
process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

 ss ii 

POTRF  

<Eq. (2-4)> 
119.6 106.2 

TRSM_NN 

<Eq. (2-5)> 
241.7 221.8 

SYRK  

<Eq. (2-6)> 
321.0 320.6 

Total elapsed time 682.3 648.6 

(Unit: sec) 

 

먼저, Cholesky 분해 과정인 식 (2-4)부터 식 (2-6)에 

해당하는 ‘POTRF’, ‘TRSM_NN’, ‘SYRK’에 대한 전송 위상 조합에 

따른 수치해석 결과는 Table 3-5와 같다. 실제 세 종류 서브루틴 

함수의 위상은 Fig. 3-4의 통신 패턴 ‘COMM’을 고려하면 각각 

2개 위상의 조합으로 구성할 수 있다. Fig. 3-4-(a)의 ‘POTRF’의 

경우 3번의 통신을 하지만 ‘COMM 3’은 ‘COMM 1’의 통신 패턴을 

반복하는 것이므로 2개의 전송 위상 조합으로 구성되는 것은 

3.1.4절에 소개된 바 있다. 일반적인 서브루틴들은 전송 위상 2개의 

조합이 동일한 경우가 그렇지 않은 경우보다 성능이 좋다고 알려져 

있다. 수치 테스트 결과 ‘SYRK’는 계산 성능에 차이가 없었지만 
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나머지 서브루틴들은 ‘ss’와 ‘ii’ 중에서는 ‘ii’로 조합했을 경우에 

계산 성능이 좋았으며, 총 계산 시간 관점에서도 ‘ii’ 조합이 

648.6초로 더 좋은 계산 성능임을 보여준다. Fig. 3-12는 위상 

조합 ‘ii’의 시간을 기준으로 ‘ss’의 시간에 대한 비를 그래프로 

나타낸 것이며, 총 계산 시간을 비교하면 ‘ii’ 조합이 ‘ss’ 조합보다 

약 5%의 계산 성능 개선 효과가 있었다. 
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Fig. 3-12. Elapsed time of PLASC subroutines used in the 

Cholesky factorization phase 

 

3.1.3절에서 설명했듯이 Fig. 3-4의 (a), (b), (c)를 참고하면 

Cholesky 분해 과정에서 사용하는 ‘POTRF’, ‘TRSM_NN’, ‘SYRK’ 
서브루틴 함수는 중복된 통신이 수반된다. 따라서 Fig. 3-5와 같이 

세가지 행렬 연산 서브루틴 함수들을 압축하여 통신량을 감소하기 

위한 목적으로 개발된 ‘CONDENSATION’ 서브루틴에 대한 수치 

테스트도 수행하였다. 이 서브루틴 함수 또한 Table 3-5와 같이 

네트워크 전송 위상을 다양하게 조합하여 최고의 병렬 성능이 

나오도록 시도하였다. Fig. 3-5를 보면 세 종류의 서브루틴들이 

통합된 ‘CONDENSATION’ 서브루틴 함수는 개별 서브루틴 

함수보다 많은 ‘COMM 1’부터 ‘COMM 5’까지의 통신 패턴이 

존재하게 되어 총 5개의 전송 위상의 조합으로 구성되기 때문에, 

5개 위상 조합의 경우의 수인 총 32가지 경우를 대상으로 수치 
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테스트가 수행되었으며, 그 결과는 Table 3-6과 같다. 여기서 

‘POTRF’에서와 같이 ‘COMM 1’과 ‘COMM 5’는 동일한 전송 

위상으로 설정하여 4개의 위상 조합으로 구성할 수도 있었으나 

서브루틴 함수들의 압축으로 의외의 결과가 나올 수 있기 때문에 

분리하여 총 5개의 위상 조합으로 설정하여 테스트를 수행하였다. 

일반적인 서브루틴 함수의 경우 ‘i’ 또는 ‘s’로 전송 위상의 조합이 

통일되었을 경우 성능이 가장 좋은데 비하여, ‘CONDENSATION’ 
서브루틴 함수의 경우 ‘sssss’ 조합(607.3초) 또는 ‘iiiii’ 조합 

(611.8초)이 아닌 ‘issii’로 설정된 전송 위상 조합(585.8초)에서 

최고의 병렬 계산 성능이 나왔다. 압축 서브루틴 수치 테스트 결과 

가장 성능이 낮은 ‘siiss’ 조합(638.4초)도 기존 방법의 최고 

성능인 Table 3-5의 648.6초 보다 우위에 있었고, 가장 최고 

성능을 보여주는 585.8초와 비교한다면 중복 통신 배제로 인한 

통신량 감소로 약 10%의 성능 개선 효과가 있었다. Fig. 3-13은 

위상 조합 ‘issii’의 시간을 기준으로 다른 조합에 대한 비를 나타낸 

그래프이다. 

 

Table 3-6. Elapsed time of the CONDENSATION subroutine as 
broadcast topology set 

Topology Sets – 32 cases 

sssss ssssi sssis sssii ssiss ssisi ssiis ssiii 

sisss sissi sisis sisii siiss siisi siiis siiii 

issss isssi issis issii isiss isisi isiis isiii 

iisss iissi iisis iisii iiiss iiisi iiiis iiiii 

Matrix dimension : 32000x32000,  
process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

607.3 589.9 601.0 586.6 628.0 612.9 624.3 609.8 

611.4 593.8 608.5 594.0 638.4 616.2 636.0 614.3 

600.7 588.5 598.8 585.8 624.4 608.6 622.5 606.8 

611.5 592.0 610.1 590.7 637.9 615.2 633.9 611.8 

(Unit: sec) 



 

 55

 

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

ss
ss
s

ss
ss
i

ss
sis ss
sii

ss
iss ss
isi

ss
iis ss
iii

sis
ss

sis
si

sis
is

sis
ii

sii
ss

sii
si

sii
is

si
iii

iss
ss

iss
si

iss
is

iss
ii

isi
ss

isi
si

isi
is

is
iii

iis
ss

iis
si

iis
is

iis
ii

iii
ss iii
si

iii
is iii
ii

Ratio Topology set

 
Fig. 3-13. Elapsed time of each broadcast topology set of the CONDENSATION subroutine for the Cholesky 

factorization phase
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3.1.2절에서 언급한 기법인 식 (3-5), 식 (2-8), 식 (2-9), 

식 (3-6)에 해당하는 삼각 시스템 연산 과정에서 행렬 데이터의 

독립화를 통한 LCM 컨셉을 적용하기 위해서는 Cholesky 분해가 

수행되고 난 후 11L  행렬에 대하여 ‘TRTRI’ 서브루틴 함수에 의한 

역행렬 계산이 수행되어야 한다. 따라서 이 함수에 대하여 최고 

병렬 계산 성능에 필요한 최적의 전송 위상 조합을 찾는 수치 

테스트도 수반되었으며, 그 결과는 Table 3-7이 보여준다. 이 

서브루틴 또한 중복된 통신 패턴으로 인해 Cholesky 분해 과정 

안에 포함하여 압축 서브루틴 함수를 만들 경우 병렬 계산 성능이 

좋아지는 점을 수치 테스트를 통해 알 수 있었지만[81], LCM 

컨셉을 적용하지 않을 경우에는 사용하지 않는 무의미한 서브루틴 

함수이기 때문에 고유치 해석 상황에 따른 해석 솔버의 유연한 

적용을 위하여 ‘CONDENSATION’ 함수에 포함하지는 않았다. Fig. 

3-4의 (d)를 참고하면 ‘TRTRI’ 서브루틴의 경우 ‘COMM 1’부터 

‘COMM 3’까지의 통신 패턴으로 인하여 3개의 전송 위상 조합으로 

구성되기 때문에 총 8가지 경우에 대하여 최적의 위상 조합을 찾는 

수치 테스트를 수행하였으며, 그 결과 ‘iss’ 위상 조합에서 

123.3초로 가장 좋은 병렬 계산 성능이 나왔다. 하지만 ‘sss’ 위상 

조합의 계산 결과인 123.4초와 거의 차이가 없어 ‘s’ 위상으로만 

구성된 조합을 사용해도 무방하다. ‘TRTRI’ 함수는 다른 서브루틴 

함수들보다 특히 위상 조합에 따라 최대 35% 이상의 병렬 계산 

성능의 차이가 발생하였으므로, 자신의 병렬 계산 환경에 적합한 

최적의 위상 조합을 찾는 것은 성능 개선 과정에서 중요한 사항이 

되겠다. Fig. 3-14는 위상 조합 ‘iss’의 시간을 기준으로 다른 

조합에 대한 비를 나타낸 그래프이다.
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Table 3-7. Elapsed time of TRTRI subroutine as broadcast 
topology set 

Topology Sets – 8 cases 

sss ssi sis sii iss isi iis iii 

Matrix dimension : 32000x32000,  
process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

123.4 153.4 159.2 189.7 123.3 152.9 158.0 189.2 

(Unit: sec) 
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Fig. 3-14. Elapsed time of each broadcast topology set of 

TRTRI subroutine 
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다음으로 전방 소거 및 후방 대입이 수행되는 삼각 시스템 

연산 과정에 대한 수치 테스트를 수행하였다. Table 3-8의 좌측은 

식 (2-7)부터 식 (2-10)까지의 계산 과정에 해당되는 

‘TRSM_NN’, ‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’, ‘TRSM_TN’ 서브루틴 

함수들의 계산 결과를 전송 위상 조합 상황에 따라 보여주며, 

우측은 식 (3-5), 식 (2-8), 식 (2-9), 식 (3-6)에 해당되는 

‘TRMM_NN’, ‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’, ‘TRSM_TN’ 
서브루틴들의 계산 결과를 위상 조합 상황에 따라 보여준다. 각각의 

서브루틴 함수들은 2개의 전송 위상을 조합하여 구성된다. 순수 

서브루틴 함수들 중에서 ‘TRTRI’ 서브루틴(Fig. 3-14)과 

‘TRSM_TN’ 서브루틴을 제외한 모든 서브루틴에서 순방향 통신 

흐름을 하는 ‘i’ 위상으로 조합되었을 때의 병렬 계산 성능이 ‘s’ 
위상 조합보다 더 좋았다. Table 3-8의 결과에 의하면 ‘TRSM’과 

‘TRMM’의 부동 소수점 연산량과 통신 크기는 같기 때문에 

일반적인 삼각 시스템 연산 과정인 식 (2-7)-(2-8)-(2-9)-

(2-10)을 통하여 계산된 최소 시간은 1554.3초, 프론탈 행렬 

11L 의 역행렬 계산에 의하여 수정된 삼각 시스템 연산 과정인 식 

(3-5)-(2-8)-(2-9)-(3-6)을 통하여 계산된 최소 시간은 

1555.1초로 거의 동일하다. 하지만 후자의 경우에는 데이터 

독립성이라는 특징으로 인하여 LCM 컨셉을 적용하게 되면, 계산 

노드들이 서로의 데이터에 의존하지 않기 때문에 동시에 많은 

계산을 바로 진행할 수 있게 되어서 결과적으로 응답 대기 시간이 

감소한 1340.6초의 병렬 계산 성능이 나왔다. 이는 프론탈 행렬에 

대한 ‘TRTRI’ 역행렬 서브루틴 함수의 계산 시간 123.3초(Table 

3-7)를 추가한다고 하여도 총 1463.9초로 최적의 통신 위상 

조합만 적용되고 LCM 컨셉을 반영하지 않은 경우인 1554.3초보다 

우수한 성능이다. 게다가 쉬프트 값( σ )이 변하지 않는 한 

Cholesky 분해 및 역행렬 계산은 Lanczos 반복 과정이 시작되기 

이전에 한 번만 수행되는 반면, 삼각 시스템 연산은 Lanczos 반복 

과정 동안 계속 수행되어야 하기 때문에 반복 횟수가 높으면 

높을수록 LCM 컨셉을 적용한 경우의 병렬 계산 성능은 더 

좋아지게 된다. Fig. 3-15는 Table 3-8의 서브루틴 함수들에 대한 

병렬 성능을 전송 위상 ‘i’ 조합을 기준으로 비교한 그래프이다. Fig. 
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3-16은 삼각 시스템 연산 과정의 총 계산 시간을 전송 위상 

조합에 따라 최대(_max)와 최소(_min) 시간이 소요되는 경우 및 

LCM 컨셉을 적용한 경우의 시간을 보여주는 그래프이다. 일반적인 

삼각 시스템 연산 루틴과 LCM 컨셉을 적용한 루틴을 비교하면 

최대 18%의 병렬 성능 개선 효과가 있었다. 
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Fig. 3-15. Elapsed time comparison of each subroutine used in 

triangular system solving phase 
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Fig. 3-16. Total elapsed time comparison of triangular system 

solving phase
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Table 3-8. Elapsed time of PLASC subroutines used in triangular system solving phase 

Matrix dimension : 32000x32000,  
process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

 ss ii  ss ii ii & LCM 

TRSM_NN 

<Eq. (2-7)> 
241.7 221.8 

TRMM_NN 

<Eq. (3-5)> 
246.8 230.0 202.0 

GEMM_TN 

<Eq. (2-8)> 
592.5 577.3 

GEMM_TN 

<Eq. (2-8)> 
592.5 577.3 498.6 

GEMM_NN 

<Eq. (2-9)> 
384.3 369.6 

GEMM_NN 

<Eq. (2-9)> 
384.3 369.6 340.4 

TRSM_TN 

<Eq. (2-10)> 
385.6 412.5 

TRMM_TN 

<Eq. (3-6)> 
388.5 378.2 299.6 

Total 

elapsed time 
1554.3 

Total 

elapsed time 
1612.1 1555.1 1340.6 

(Unit: sec) 



 

 61

 
제 4 장 검증, 병렬 성능 비교 및 응용 

 

제 4.1 절 고유치 해석 솔버의 검증 
 

개선된 블록 Lanczos 솔버를 활용하여 항공우주 분야의 구조 

진동 해석의 기본이 되는 고유 진동수와 모드 형상을 구하는 모드 

해석에 적용하기에 앞서 이론해를 구하기가 용이하고 모달 시험도 

비교적 간단한 l=0.5m, hy=1cm, hz=1.5cm의 크기와 재료 물성치로 

영률 69GPa, 푸아송 비 0.33, 밀도 2700kg/m3를 가지는 고정단 보 

(Fig. 4-1)를 대상으로 해석 솔버의 검증이 이루어졌다. 

 

yh

zh )( xA

x dx

+x

+y

+z

l  
Fig. 4-1. Geometry of a beam 

 

경계 조건으로 한쪽 끝은 고정되고 다른 한쪽 끝은 자유로운 

보에 대하여 축 방향(x 방향) 이외의 자유도를 구속한 문제에 

대하여 먼저 고유 진동수를 계산하여 비교해 보았다. 이 때의 고유 

진동수는 식 (4-1)과 같다.  

 

),2,1(]/[
2

)12( L=−= nsrad
ρ
E

l
πnωn  (4-1) 

 

이 문제는 n이 100 이상인 고차 고유 진동수의 이론해 계산에 

유리하고, 적은 요소 개수로 유한요소 해석 시에는 고차 고유 

진동수의 오차가 큰 편이기 때문에 고차 고유 진동수를 구하는 

고유치 해석 솔버의 검증에 적합하다고 판단하였다. Table 4-1은 

본 논문에서 개선된 블록 Lanczos 해법이 적용된 유한요소 해석 

소프트웨어인 IPSAP과 상용 유한요소 해석 소프트웨어인 MSC. 
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NASTRAN, 그리고 식 (4-1) 이론해의 결과를 각각 보여주는 

표이다. IPSAP은 2절점 1차원 요소(beam2) 개수를 각각 40개, 

160개, 320개, 800개로 늘려가면서 요소 개수에 따른 이론해와의 

수렴 여부를 확인하였다. MSC.NASTRAN은 동일한 요소 160개에 

대하여 해석한 결과이며 이것은 IPSAP의 160개 요소를 사용한 

결과와 동일하였다. 

 

Table 4-1. Natural frequencies of IPSAP, MSC.NASTARN and 

analytic solution 

Mode 
IPSAP (elements) MSC. 

NASTRAN 

Analytic 

solution 5  40 160 320 800 

1 2.5172 2.5275 2.5276 2.5276 2.5276 2.5276 2.5276 

2 7.3053 7.5785 7.5826 7.5828 7.5829 7.5826 7.5829 

3 11.378 12.618 12.637 12.638 12.638 12.637 12.638 

4 14.338 17.638 17.690 17.693 17.693 17.690 17.693 

5 15.893 22.630 22.741 22.747 22.748 22.741 22.749 

6 - - 426.73 483.24 499.80 426.73 503.00 

(Unit: 103 Hz) 
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Fig. 4-2. Error of natural frequencies as a number of elements 

 

Fig. 4-2는 각 모드에 대하여 유한요소 개수에 따른 IPSAP과 
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이론해와의 오차를 나타낸 그래프이며 요소 개수가 증가함에 따라 

해가 수렴하고 있음을 보여준다. 저차 모드, 즉 1차부터 5차까지의 

고유 진동수는 높을수록 오차가 증가하긴 하지만 40개의 

요소에서도 1% 이내의 오차를 가지며, 320개 이상의 요소를 

사용할 경우는 이론해와 거의 동일할 정도로 정확하였다. 그러나 

100차 고유 진동수에서는 160개의 요소를 사용하였을 때에는 15% 

이상의 오차를 가졌으며 800개의 요소에서 40개 요소에서의 5차 

모드 수준인 0.6%의 오차를 가졌다. 이것은 유한요소 해석을 

이용하여 대량의 고유치를 추출할 시, 고차 모드의 정밀도를 높이기 

위해서는 요소 개수가 많아져야 하는 것을 의미한다. 이로 인하여 

유한요소 모델의 자유도는 증가하게 되고, 이러한 문제의 가장 

효율적인 해석 방법은 병렬 계산이다. 

 

다음으로 고정단 보를 Euler beam 이론[82]을 기반으로 식 

(4-2)의 지배 방정식을 가지는 문제에 대하여 검증을 수행하였다. 
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식 (4-2)를 변수 분리법으로 풀면 이론해에 대한 특성 방정식 

(4-3)과 고유 진동수 (4-4) 및 모드 형상 식 (4-5)를 구할 수 

있다. 식 (4-3)을 만족하는 875104069.11 =lβ , 694091133.42 =lβ , 

854757438.73 =lβ , 99554073.104 =lβ , 13716839.145 =lβ  등을 식 

(4-4)에 대입하면 각각의 고유 진동수 이론해를 구할 수 있으며, 

nβ 을 식 (4-5)에 대입하면 각 고유 진동수에 해당하는 모드 

형상을 도시할 수 있다. 
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또한 충격 해머로 시편을 가진하여 데이터를 수집한 후, 

STAR(Structural Testing, Analysis and Reporting) 시스템[83] 

소프트웨어로 고유 진동수 및 모드 형상을 구하는 모달 시험[84]도 

동반되었다. Fig. 4-3은 이 시험으로부터 획득한 주파수 응답 함수 

magnitude이다. 

 

 

Fig. 4-3. FRF magnitude via the STAR system 

 

이론해 및 모달 시험을 통해 1차부터 5차까지의 고유 진동수와 

모드 형상을 구하였고, 유한요소 해석은 앞의 결과(Table 4-

1)로부터 저차 모드에서 정밀도가 우수한 320개의 요소로 구성된 

유한요소 모델로 IPSAP과 MSC.NASTRAN의 고유치 해석을 

수행하여 고유 진동수 및 모드 형상을 구하였다. Table 4-2는 각 

방법으로 구한 고유 진동수를 보여주는 표이고, Fig. 4-4는 

IPSAP(좌)과 STAR 시스템(우)으로 구한 모드 형상이다. 이론해와 

유한요소 해석의 결과는 동일하였으나 시험 결과와는 모드가 높을 

수록 큰 오차가 있었다. 시험의 경우에는 시편의 물성치 및 크기가 

유한요소 해석에서 주어진 값과 정확하게 일치하지 않으며 

완벽하게 한쪽 끝단을 고정시키기의 어려움과 시험 과정에서의 

노이즈 및 댐핑 효과가 오차의 원인이다. 모드 형상은 시험의 MAC 

결과로부터 Fig. 4-4의 형상에 신뢰성이 있었고, IPSAP과 

MSC.NASTRAN 및 이론해의 모드 형상과도 동일하였다. 
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Table 4-2. Natural frequencies of analytic solution, IPSAP, 

MSC.NASTARN and modal test 

Mode 
Analytic 

solution 
IPSAP 

MSC. 

NASTRAN

Modal 

test 

1 32.7 32.7 32.7 30.2 

2 204.7 204.7 204.7 193.5 

3 573.2 573.2 573.2 534.2 

4 1123.2 1123.2 1123.2 1030.0 

5 1856.7 1856.7 1856.7 1690.0 

                                             (Unit: Hz) 

 

 
(a) 1st mode shape 

 

 
(b) 2nd mode shape 

 

 
(c) 3rd mode shape 

Fig. 4-4. Mode shapes with IPSAP (left) and 

STAR system (right) 
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다음으로 IPSAP과 상용 유한요소 소프트웨어인 MSC. 

NASTRAN(ver. 2005)의 고유치 해석 솔버의 단일 프로세서 

성능과 병렬 계산 성능을 비교하여 보았다. 예제는 2차원 shell 

요소(quad4), 50만 자유도로 구성된 날개 모델[104]을 사용하였다. 

각 솔버로부터 추출된 고유치는 Table 4-3과 같이 거의 유사하게 

나오는 것을 확인하였고, 단일 프로세서에서 고유치 10개, 25개, 

100개를 추출했을 때의 전체 해석 시간(Fig. 4-5)은 IPSAP이 약 

40% 단축된 것을 확인하였다. 또한 분산 메모리 병렬 계산 

환경에서 동일한 모델에서 25개 고유치를 계산하는 문제에 대하여 

프로세서 개수를 16개까지 확장하면서 병렬 성능을 조사한 

결과(Fig. 4-6), MSC.NASTRAN은 4개 프로세서에서 단일 

프로세서보다 약 2.8배 빠른 성능이 나오고 8개 이상부터는 오히려 

성능이 떨어지는 반면 IPSAP은 꾸준히 성능이 올라 16개 

프로세서에서 단일 프로세서의 약 6.4배에 해당하는 계산 성능이 

있음을 확인하였다. 이러한 결과들로부터 IPSAP의 고유치 해석 

솔버가 단일 프로세서 및 다량의 프로세서를 사용하는 모든 

경우에서 계산 성능이 우월하고, 병렬 계산 효율도 상용 유한요소 

해석 소프트웨어보다 우수하다는 점을 검증할 수 있었다. 

 

Table 4-3. Eigenvalues of IPSAP and MSC.NASTRAN 

Eigenvalue IPSAP MSC.NASTRAN 

1 3.4830E+01 3.4833E+01 

2 5.8171E+02 5.8249E+02 

3 7.7863E+02 7.7889E+02 

4 1.0108E+03 1.0120E+03 

5 1.3075E+03 1.3082E+03 

6 1.5410E+03 1.5426E+03 

7 1.5544E+03 1.5545E+03 

8 2.0871E+03 2.0905E+03 

9 2.6327E+03 2.6336E+03 

10 3.0558E+03 3.0631E+03 
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Fig. 4-5. Elapsed time of eigenvalue analysis with IPSAP and 

MSC.NASTRAN 
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Fig. 4-6. Parallel performance (speedup) of IPSAP and 

MSC.NASTRAN 
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제 4.2 절 대형 고유치 문제에 대한 병렬 성능 비교 
 

이번 절에서는 3장의 병렬 다중 프론탈 해법을 대상으로 

소개된 병렬 계산 성능 개선 기법들을 적용하여 4.1절로부터 

검증된 블록 Lanczos 고유치 해석 솔버를 바탕으로 대형 유한요소 

모델들의 모드 해석을 수행하고 병렬 성능 개선 효율을 살펴보고자 

한다. 

대상 유한요소 모델은 정사각형 평판에 3차원 솔리드 요소로 

가로, 세로의 크기를 적절히 조절하여 각각 1000만 자유도, 2400만 

자유도를 가지는 간단한 형상의 모델(square I, square II)부터 

80만 이상의 자유도를 가지는 항공기의 주 날개 부분(wing)과 

꼬리 날개 부분(empennage) 및 발사체(rocket I, rocket II)와 

같은 복잡한 형상의 모델까지 2차원 요소인 3절점 요소(tri3)와 

4절점 요소(quad4), 3차원 요소인 8절점 요소 (hex8)를 사용하여 

모델링 하였다. Table 4-4는 유한요소 모델에 대한 설명 및 각각의 

모델에 사용한 재료 물성치를 보여주는 표이다. 

Table 4-5는 요소의 개수, 절점의 개수, 자유도 등 유한요소 

모델 정보와 해당 모델의 모드 해석에 사용된 프로세서 개수, 

추출한 고유치의 개수, Lanczos 반복 횟수를 보여준다. ‘Square 

I’의 모델로는 64개의 프로세서, 즉 64개의 계산 노드로 구성된 

분산 메모리 병렬 계산 환경에서 고유 진동수를 각각 100개, 500개, 

1000개를 구하여 Lanczos 반복 횟수에 따른 개선 기법들의 병렬 

성능 개선 효율을 알아보고자 하였으며, ‘Square II’는 같은 계산 

환경에서 9회로 상대적으로 적은 반복 횟수에서 제안된 개선 

기법들의 효율을 알아보고자 하였다. 그리고 복잡한 형상인 

‘Rocket’ 모델, ‘Wing’ 모델, ‘Empennage’ 모델은 요소의 종류와 

자유도를 달리하고 16개, 32개, 64개의 다양한 계산 노드로 연결된 

네트워크 환경에서 100개부터 1000개까지 다량의 고유 진동수를 

구하도록 하여 각각의 경우에 대한 병렬 성능 개선 효율을 

알아보았다. 
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Table 4-4. Description of FE models and material properties 

FE model Description 
Young's modulus 

(GPa) 
Poisson's ratio

Density

( 3/ mkg )

Square I Hex8 1260x1260x1 

72.0 0.3 2810.0 

Square II Hex8 2000x2000x1 

Rocket I Hex8 ATLAS 71.7 0.33 2700.0 

Rocket II Quad4 & Tri3 KSLV-II concept 200.0 0.3 2740.13

Wing Quad4 & Tri3 Wing 70.0 0.33 2700.0 

Empennage Quad4 & Tri3 B727 empennage 71.7 0.33 2810.0 
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Table 4-5. FE models for modal analysis in parallel computing environment 

FE model 
No. of  

elements 
No. of  
nodes 

DOFs 
No. of  

processors 
No. of  

eigenvalues 
No. of  

iterations 

Square I-1 

1,587,600 3,180,242 9,540,726 
64 

100 36 

Square I-2 500 134~135 

Square I-3 1,000 250~251 

Square II 4,000,000 8,008,002 24,024,006 10 9 

Rocket I-1 
255,550 400,517 1,201,551 

32 100 39 

Rocket I-2 64 1,000 291 

Rocket II-1 
145,659 142,526 855,156 

16 500 220~263 

Rocket II-2 32 800 319~331 

Wing-1 
594,944 504,288 3,025,718 

16 100 54~55 

Wing-2 32 500 146~150 

Empennage-1 
386,660 381,435 2,288,610 

16 100 52~53 

Empennage-2 32 500 242~249 
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먼저, Fig. 3-9와 같은 ‘Square’ 모델의 다양한 모드 해석의 

결과를 살펴보자. 이 모델은 64개의 계산 노드로 구성된 분산 

메모리 병렬 계산 환경으로 고정하여 1000만 자유도로 구성된 

‘Square I’ 모델에서는 Lanczos 루틴의 반복 횟수에 따른 삼각 

시스템 연산 과정에 적용된 LCM 컨셉의 개선 효율을 주로 

알아보기 위하여 고유치 100개, 500개, 1000개를 구하는 해석을 

수행하였고, ‘Square II’ 모델에서는 Cholesky 분해 과정에서 

제안된 ‘CONDENSATION’ 서브루틴에 대한 개선 효율을 주로 

알아보기 위하여 적은 Lanczos 반복 횟수인 10개의 고유치를 

구하는 대신 2400만개로 자유도를 늘려 Cholesky 분해 

과정에서의 통신량을 증가시키고 해석을 수행하여 1000만 

자유도에서의 분해 과정과 성능 개선 효율을 비교하고자 하였다. 

Table 4-6은 병성 성능 결과를 보여주는 표이다. 여기서 

‘Eigensolver 1’은 병렬 다중 프론탈 해법에 사용되는 PLASC 

라이브러리의 ‘POTRF’, ‘TRSM’, ‘SYRK’, ‘GEMM’과 같은 

서브루틴 함수들의 전송 위상 조합 최적화만 적용한 일반적인 블록 

Lanczos 솔버이고, ‘Eigensolver 2’는 ‘Eigensolver 1’를 기본으로 

Cholesky 분해 과정에 최적의 전송 위상 조합이 설정된 

‘CONDENSATION’ 서브루틴을 적용한 솔버이며, ‘Eigensolver 

3’은 더 나아가 Cholesky 분해 과정에 프론탈 행렬의 역행렬을 

계산하는 ‘TRTRI’ 서브루틴을 추가하여 삼각 시스템 연산 과정에 

LCM 컨셉을 적용한 솔버이다. 그리고 ①은 Cholesky 분해 과정에 

소요되는 시간을 ②는 삼각 시스템 연산 과정에 소요되는 시간을 

③은 이 둘을 포함한 병렬 다중 프론탈 해법의 계산에 소요되는 총 

시간을 의미한다. 즉, ③은 블록 Lanczos 알고리즘(Table 2-2)의 

‘step 2’ 과정에 해당되는 시간이다. 

Cholesky 분해 과정에 해당하는 ①의 관점에서 ‘Eigensolver 

2’의 소요 시간은 ‘Eigensolver 1’의 소요 시간과 비교하여 모두 

감소한 결과를 보여주며, 이는 ‘POTRF’, ‘TRSM’, ‘SYRK’ 
서브루틴을 압축함으로써 계산 노드들 간의 중복 통신을 줄여 

통신량을 감소시킨 ‘CONDENSATION’ 서브루틴이 병렬 계산 성능 

개선에 효과가 있음을 의미한다. 1000만 자유도의 모델보다 

2400만 자유도의 모델에서 개선 효율이 약 7% 더 높았으며, 
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이것은 동일한 형상일 경우 계산 노드에 할당되는 행렬의 크기가 

클수록 압축에 의한 중복 통신량 감소 효과가 크기 때문이다. 

그럼에도 불구하고 ‘Eigensolver 3’에서는 다시 계산 시간이 

증가하는데, 이것은 LCM 컨셉 적용을 위하여 프론탈 행렬의 

역행렬 계산인 ‘TRTRI’ 서브루틴 함수가 추가되면서 부동 소수점 

연산이 증가되기 때문에 발생하는 현상이다. 하지만 ‘Eigensolver 

3’에서 증가된 계산 시간은 ②에 해당하는 Lanczos 반복 과정 동안 

LCM 컨셉 적용을 통하여 계산 노드들의 응답 대기 시간 감소에 

의한 삼각 시스템 계산의 성능 개선 효과로 충분히 그 손해를 

보완하고 그 이상의 개선 효율이 있음을 보여준다. LCM 컨셉의 

효과는 블록 Lanczos 해법의 Lanczos 반복 횟수가 많을수록, 즉 

많은 양의 고유치를 구할수록 계산에 소요되는 시간도 많이 

감소하는 것을 확인할 수 있다. 1000만 자유도를 가지는 평판 형태 

유한요소 모델로 500개의 고유치를 구했을 경우, ‘Eigensolver 1’과 

‘Eigensolver 3’의 병렬 다중 프론탈 해법 계산에 소요되는 총 

시간을 비교해보면 약 30% 병렬 성능 개선 효과가 있었다. 

 

Table 4-6. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Square I’ and ‘Square II’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Square I-1

① 143.7 135.5 152 

② 1170.7 1166.3 909.1 

③ 1320 1307.4 1066.8 

Square I-2

① 147.1 139.7 144.5 

② 4378.7 4374.5 3032.6 

③ 4531.4 4519.9 3182.6 

Square I-3

① 143.2 136.6 143.1 

② 8414.7 8408.2 6215.3 

③ 8563.5 8550.4 6364 

Square II 

① 484.2 424.2 483.8 

② 797.1 791.1 694.1 

③ 1296.6 1230.6 1193.2 

                                                   (Unit : sec) 
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Bottom view   Top view
 

Fig. 4-7. FE model of ‘Rocket I’ 
 

다음으로 복잡한 형상에 대한 병렬 성능 개선 효율을 

알아보았다. Fig. 4-7과 같이 ATLAS 로켓 형상을 유한요소 

모델링하여 평판 형상과 동일하게 세 종류의 고유치 해석 솔버로 

각각 모드 해석을 수행하였다. 8절점 솔리드 요소(hex8) 25만개, 

절점 40만개, 약 120만 자유도로 제작된 ‘Rocket I’ 모델은 32개의 

프로세서를 사용하여 100개의 고유 진동수 및 모드 형상을 

구하였고, 64개의 프로세서를 사용하여 1000개의 고유 진동수를 

구하였다. 이에 해당하는 Lanczos 반복 횟수는 각각 39회, 

291회이며, Table 4-7은 고유치 해석 과정 중 병렬 다중 프론탈 

해법에 대한 계산 시간을 보여준다. 평판과 마찬가지로 병렬 성능 

개선 기법을 적용함에 따라 병렬 성능의 개선이 있었다. 32개 계산 

노드에서 해석을 수행한 ‘Rocket I-1’ 모델은 기존의 ‘Eigensolver 

1’보다 압축 서브루틴 효과로 인하여 Cholesky 분해 과정은 8%, 

LCM 컨셉 효과로 인하여 삼각 시스템 연산 과정은 16%, 두 

과정을 포함한 병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 시간은 15%의 

개선 효율을 보여주고, 64개 계산 노드에서 해석을 수행한 ‘Rocket 
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I-2’ 모델은 Cholesky 분해 과정 7%, 삼각 시스템 연산 과정 

17%, 병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 시간 17%의 개선 효율을 

보여준다. Fig. 4-8은 모드 해석 결과인 모드 형상 중에서 굽힘 

모드에 대한 형상을 샘플로 뽑아본 것이다. 그림 좌측의 스펙트럼은 

변위에 대한 magnitude를 의미한다. 로켓 모델의 고유치 해석은 

경계 조건을 부여하지 않고 해석을 수행하였다. 이로 인하여 초기 

6개의 모드 형상은 강체 모션을 보여주고 있으므로, 실제 7번 

모드부터가 고유 진동수에 대한 모드 형상이다. 고유 진동수는 각각 

7.47Hz, 22.96Hz이었다. 

 

 

 
(a) 7th mode shape 

 
(b) 10th mode shape 

Fig. 4-8. Mode shapes of ‘Rocket I’ 
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Table 4-7. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Rocket I’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Rocket I-1 

① 60.4  55.5  59.0  

② 374.9  368.4  311.3  

③ 437.1  425.8  372.2  

Rocket I-2 

① 40.0  37.1  40.8  

② 3061.2  3060.4  2528.6  

③ 3102.1  3098.4  2570.3  

                                                   (Unit : sec) 

 

 
Fig. 4-9. FE model of 

‘Rocket II’ 

 
Fig. 4-10. 7th mode shape of 

‘Rocket II’ 
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Fig. 4-9와 Fig. 4-10은 KSLV-II를 기본 개념으로 가상 

설계한 ‘Rocket II’ 유한요소 모델과 이것의 모드 해석으로부터 

구해진 첫 번째 모드 형상의 그림이다. 2차원 3절점 요소(tri3)와 

4절점 요소(quad4) 14만개, 절점 14만개, 약 86만 자유도로 

제작된 이 모델은 16개의 프로세서를 사용하여 500개의 고유 

진동수, 32개의 프로세서를 사용하여 800개의 고유 진동수를 

구하였다. 이에 해당하는 Lanczos 반복 횟수는 각각 220회, 

331회이며, Table 4-8은 해석 결과로부터 병렬 다중 프론탈 

해법의 계산 시간을 보여준다. 16개 계산 노드에서 해석을 수행한 

‘Rocket II-1’ 모델은 ‘Eigensolver 1’보다 Cholesky 분해 과정 

6%, 삼각 시스템 연산 과정 23%, 병렬 다중 프론탈 해법의 총 

계산 시간 22%의 개선 효율을 보여주고, 32개 계산 노드에서 

해석을 수행한 ‘Rocket II-2’ 모델은 Cholesky 분해 과정 7%, 

삼각 시스템 연산 과정 10%, 병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 

시간 11%의 개선 효율을 보여준다. 고유치 해석은 ‘Rocket I’ 
모델과 같이 경계 조건을 부여하지 않고 해석을 수행하였다. 이로 

인하여 초기 6개의 모드 형상은 강체 모션을 보여주고 있으므로, 

실제 7번 모드부터 고유 진동수에 대한 모드 형상이다. 실제 첫 

번째 고유 진동수에 해당하는 7번째 고유 진동수는 8.63Hz이었다. 

 

Table 4-8. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Rocket II’ 

FE model 
 

Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Rocket II-1 

① 29.5 27.6 29.7 

② 721.4 718.2 556.9 

③ 752.6 747.5 588.3 

Rocket II-2 

① 18.9 17.6 19.5 

② 1044.1 1026.2 933.7 

③ 1069.3 1044.7 951.0 
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Fig. 4-11. FE model of ‘Wing’ 

 

Fig. 4-11은 전투기의 주날개 부분에 대하여 가상 설계한 

‘Wing’ 유한요소 모델이다. 이 모델은 2차원 3절점 요소(tri3)와 

4절점 요소(quad4) 60만개, 절점 50만개, 약 300만 자유도로 

구성되어 있으며, 16개의 프로세서를 사용하여 100개의 고유 

진동수, 32개의 프로세서를 사용하여 500개의 고유 진동수를 

구하여 보았다. 이에 해당하는 Lanczos 반복 횟수는 각각 55회, 

150회이며, 앞의 경우와 마찬가지로 Table 4-9는 해석 결과로부터 

병렬 다중 프론탈 해법과 관련된 계산 시간을 표시하였다. 16개 

계산 노드에서 해석을 수행한 ‘Wing-1’ 모델은 ‘Eigensolver 

1’보다 Cholesky 분해 과정 4%, 삼각 시스템 연산 과정 17%, 

병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 시간 14%의 개선 효율을 

보여주고, 32개 계산 노드에서 해석을 수행한 ‘Wing-2’ 모델은 

Cholesky 분해 과정 6%, 삼각 시스템 연산 과정 11%, 병렬 다중 

프론탈 해법의 총 계산 시간 10%의 개선 효율을 보여준다. 이 

모델은 날개와 동체 부분이 연결되는 부위가 고정이 되도록 경계 

조건을 부여하여 모드 해석을 수행하였다. 저차 모드에서는 주로 

날개 끝의 뒷전 부분만 진동하는 모드 형상이 관찰되었으며, 
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이외에는 Fig. 4-12와 같이 6번째 모드와 9번째 모드와 같은 모드 

형상이 관찰되었다. 각 모드 형상에 해당되는 주파수는 1.80Hz, 

1.93Hz이다. 

 

Table 4-9. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Wing’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Wing-1 

① 337.9  324.6  343.8  

② 1693.3  1700.2  1409.9  

③ 2037.8  2031.4  1760.5  

Wing-2 

① 222.4  208.2  226.5  

② 4671.6  4707.4  4179.4  

③ 4897.4  4919.0  4409.3  

 

 
(a) 6th mode shape 

 

 
(b) 9th mode shape 

Fig. 4-12. Mode shapes of ‘Wing’ 
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Fig. 4-13. FE model of ‘Empennage’ 

 

마지막으로 엔진이 동체의 뒷 부분에 있는 B727의 꼬리 날개 

부분을 유한요소 모델링한 ‘Empennage’ 모델(Fig. 4-13)을 

대상으로 모드 해석을 수행하였다. 2차원 3절점 요소(tri3)와 4절점 

요소(quad4) 39만개, 절점 38만개, 약 229만 자유도로 구성한 이 

모델은 16개의 프로세서를 사용하여 100개의 고유 진동수, 32개의 

프로세서를 사용하여 500개의 고유 진동수를 구하였다. 이것은 

Lanczos 반복 횟수는 각각 53회, 249회에 해당하며, 해석 

결과로부터 병렬 다중 프론탈 해법의 계산 시간은 Table 4-10과 

같다. 16개 계산 노드에서 해석을 수행한 ‘Empennage-1’ 모델은 

‘Eigensolver 1’보다 Cholesky 분해 과정 4%, 삼각 시스템 연산 

과정 16%, 병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 시간 13%의 병렬 

성능 개선 효율이 있었고, 32개 계산 노드에서 해석을 수행한 

‘Empennage-2’ 모델은 Cholesky 분해 과정 8%, 삼각 시스템 

연산 과정 25%, 병렬 다중 프론탈 해법의 총 계산 시간 26%의 

개선 효율이 있었다. 이 모델도 자유 경계 조건 하에 모드 해석이 

수행되었으며, 실제 첫 번째와 두 번째 모드에 해당하는 7번째 모드 

형상과 8번째 모드 형상은 Fig. 4-14와 같고, 각각의 고유 

진동수는 2.67Hz와 2.91Hz이다. 
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Table 4-10. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Empennage’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Empennage-1 

① 217.1  208.4  224.4  

② 1538.9  1543.6  1296.6  

③ 1760.7  1756.7  1525.7  

Empennage-2 

① 151.8  139.0  160.0  

② 12622.4  12342.1  9306.7  

③ 12776.5  12483.5  9469.1  

 

 
(a) 7th mode shape 

 

 
(b) 8th mode shape 

Fig. 4-14. Mode shapes of ‘Empennage’ 
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지금까지 블록 Lanczos 해법을 이용한 고유치 전체 해석 과정 

중 계산 시간이 가장 많이 소요되는 선형 연립방정식 계산 

과정에서의 병렬 계산 성능을 개선하기 위하여 계산 노드들의 

통신량 및 응답 대기 시간을 줄이기 위한 기법들을 적용하여 큰 

자유도를 가지는 다양한 유한요소 모델을 대상으로 프로세서 

개수와 고유치 개수를 변경하는 등 다양한 병렬 계산 조건에서의 

성능 개선 효과를 살펴보았다. 선형 연립 방정식의 해법으로 도입한 

고성능 병렬 다중 프론탈 해법 내부의 행렬 연산 서브루틴 

함수들의 네트워크 전송 위상 조합을 최적화한 고유치 해석 솔버를 

기준으로 Cholesky 분해 과정에서의 중복된 통신을 배제하도록 세 

종류의 서브루틴을 하나의 서브루틴으로 압축한 기법이 적용된 

해석 솔버와 여기에 추가로 Lanczos 반복 루틴 내부의 삼각 

시스템 연산 과정에서의 데이터를 독립화하여 LCM 컨셉으로 응답 

대기 시간을 줄인 기법이 적용된 해석 솔버로 모드 해석을 

수행하여 각 솔버의 병렬 성능 개선 효과를 비교하였다. Table 4-

11과 Fig. 4-15는 앞의 유한요소 모델을 종합하여 기본적인 해석 

솔버에 대한 개선된 각 솔버들의 병렬 성능 개선 효율을 보여준다. 

해석에 사용된 프로세서의 개수와 추출한 고유치의 개수 및 

유한요소 모델의 형상에 따라 병렬 성능 개선의 효율은 차이가 

있었지만 전반적으로 Lanczos 반복 횟수가 높으면 Cholesky 반복 

과정에서의 압축에 의한 효율보다 삼각 시스템 연산 과정에서 LCM 

컨셉에 의한 병렬 성능 개선 효율이 높았다. Table 4-12과 Fig. 

4-16은 블록 Lanczos 해법에서 병렬 다중 프론탈 해법의 총 

소요시간에 대한 성능 개선 효율을 각 기법이 적용된 솔버에 따라 

나타낸 것이다. 대량의 고유치를 계산하는 경우에 대하여 전체 소요 

시간의 관점에서 봤을 때, 일반적으로 Lanczos 반복 루틴 이전에 

한번만 수행되는 Cholesky 분해 과정의 성능 개선은 매 반복 

과정마다 개선 효과가 발생하는 삼각 시스템 연산 과정의 성능 

개선에 비하면 개선 효과가 미미한 것처럼 보이지만 ‘Square II’와 

같이 소량의 고유치를 구하는 경우에는 삼각 시스템 연산 과정과 

비슷한 병렬 개선 효율을 보이기 때문에 고유치 해석 조건에 

따라서 무시할 수 없는 성능 개선 기법이다. 
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Table 4-11. Enhancement efficiency of parallel performance by condensation and the LCM concept 

FE model 
Ratio 1⑪ Ratio 2⑫ Efficiency⑬ (%) 

Normal Condensation Normal LCM Condensation LCM 

Square I-1 1 0.94  1 0.78  5.7  22.2  

Square I-2 1 0.95  1 0.69  5.0  30.7  

Square I-3 1 0.95  1 0.74  4.6  26.1  

Square II 1 0.88  1 0.87  12.4  12.6  

Rocket I-1 1 0.92  1 0.84  8.1  16.2  

Rocket I-2 1 0.93  1 0.83  7.3  17.4  

Rocket II-1 1 0.94  1 0.77  6.4  22.6  

Rocket II-2 1 0.93  1 0.90  6.9  9.8  

Wing-1 1 0.96  1 0.83  3.9  16.9  

Wing-2 1 0.94  1 0.89  6.4  10.9  

Empennage-1 1 0.96  1 0.84  4.0  15.9  

Empennage-2 1 0.92  1 0.75  8.4  25.4  

 

 

                                            
⑪ Elapsed time ratio of a Cholesky factorization phase 
⑫ Elapsed time ratio of a triangular system solving phase 
⑬ Enhancement efficiency relative to a normal eigensolver 
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Fig. 4-15. Parallel performance comparison of condensation and the LCM concept 
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Table 4-12. Total elapsed time comparison of PMFS routine of three eigensolvers 

FE model 
Total elapsed time ratio of PMFS routine  

Efficiency⑭ (%) 

Eigensolver I Eigensolver II Eigensolver III 

Square I-1 1 0.99  0.81  19.2  

Square I-2 1 1.00  0.70  29.8  

Square I-3 1 1.00  0.74  25.7  

Square II 1 0.95  0.92  8.0  

Rocket I-1 1 0.97  0.85  14.8  

Rocket I-2 1 1.00  0.83  17.1  

Rocket II-1 1 0.99  0.78  21.8  

Rocket II-2 1 0.98  0.89  11.1  

Wing-1 1 1.00  0.86  13.6  

Wing-2 1 1.00  0.90  10.0  

Empennage-1 1 1.00  0.87  13.3  

Empennage-2 1 0.98  0.74  25.9  

 

 
                                            
⑭ Enhancement efficiency of ‘Eigensolver 3’ relative to the ‘Eigensolver 1’ 
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Fig. 4-16. Total elapsed time comparison of PMFS routine of three eigensolvers 
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Table 4-11을 보면 유한요소 모델과 계산에 사용된 프로세서 

개수에 따라 개선 효율에 차이가 있음을 확인할 수 있다. 따라서 

이러한 차이가 발생하는 원인을 파악해보고 향후 고유치 해석 

솔버의 효율적인 계산을 위한 가이드라인을 제시하고자 한다. 원인 

분석을 위하여 Table 4-5의 유한요소 모델과 함께 4.1절의 계산 

성능 검증에 사용된 날개 모델[104]을 추가하였다.  

 

Table 4-13. Elapsed time of the Cholesky factorization phase 

and performance enhancement efficiency of the 

CONDENSATION subroutine 

Model 
No. of 

processors 
Matrix 
size⑮ 

Elapsed time of 
Cholesky fact. phase 

(sec) 
Efficiency 

(%) 
Normal Condensation

Square I 
64 

4248 144.7 137.3 5.1 

Square II 6746 484.2 424.2 12.4 

Rocket I 
32 3524 60.4 55.5 8.1 

64 2486 40.0 37.1 7.3 

Rocket II 
16 2996 29.5 27.6 6.4 

32 2333 18.9 17.6 6.9 

Wing 
16 7644 337.9 324.6 3.9 

32 5606 222.4 208.2 6.4 

Empennage
16 5905 217.1 208.4 4.0 

32 4291 151.8 139.0 8.4 

Airfoil  
(1M DOF)

16 3617 62.3 56.9 8.7 

32 2594 46.9 40.9 12.8 

 

먼저 서브루틴 함수들을 압축하여 통신량을 감소시키는 

‘CONDENSATION’ 서브루틴에 대한 분석이 이루어졌다(Table 4-

13). Cholesky 분해에 소요된 시간이 매우 짧아서 시간 차이가 

작은 모델의 경우는 개선 효율을 판단하기가 애매하기 때문에 

제외하고 로컬 프론탈 행렬 크기가 충분히 큰 모델을 대상으로만 

분석이 이루어졌다. 같은 형상의 모델을 동일한 프로세서 개수를 

사용하여 해석하는 경우(‘Square’ 모델)는 자유도가 많으면 즉, 

                                            
⑮ Average size of local frontal matrix 
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로컬 프론탈 행렬의 크기가 크면 효율이 좋았다. 같은 자유도를 

가지는 모델의 경우 프로세서 개수가 많으면 즉, 통신해야하는 계산 

노드가 많을수록 통신량 감소 효과가 높아서 개선 효율이 좋았다. 

따라서 ‘CONDENSATION’ 서브루틴은 많은 계산 노드를 사용하고, 

각 계산 노드에 분배되는 로컬 프론탈 행렬의 크기가 충분히 클 

정도로 높은 자유도를 가지는 모델일 수록 높은 성능 개선 효과를 

기대할 수 있다. 

 

Table 4-14. Triangular system solving time per an iteration 

and performance enhancement efficiency of the LCM concept 

Model 
No. of 

processors
Matrix 
size 

Triangular system 
solving time per 1 

iteration (sec) 
Efficiency  

(%) 
Normal LCM 

Square I 
32 5667 58.2 40.8 29.8 

64 4248 32.8  24.2  26.2  

Square II 64 6746 87.9  77.1  12.3  

Rocket I-1 32 3524 9.4  8.0  15.5  

Rocket I-2 64 2486 10.5  8.7  17.4  

Rocket II-1 16 2996 2.7  2.5  7.3  

Rocket II-2 32 2333 3.2  2.8  12.3  

Wing-1 16 7644 31.4  25.6  18.2  

Wing-2 32 5606 32.0  27.9  12.9  

Empennage-1 16 5905 29.6  24.5  17.3  

Empennage-2 32 4291 51.0  37.4  26.7  

Airfoil 
(0.5M DOF) 

16 2409 4.8  3.4  28.9  

32 1733 9.4  7.8  16.9  

Airfoil 
(1M DOF) 

16 3617 8.8  7.8  11.3  

32 2594 18.7  14.8  21.0  

 

다음으로 서브루틴 함수들의 데이터를 독립화하여 LCM 컨셉을 

적용하여 응답 대기 시간을 감소시키는 기법에 대한 분석이 

이루어졌다(Table 4-14). 동일한 문제에 대하여 반복 횟수가 

높을수록 삼각 시스템 연산에 소요되는 시간의 감소폭은 커지지만 

개선 효율은 횟수와는 관계없이 비슷하였기 때문에 Lanczos 반복 

1회에 소요되는 시간으로 환산하면 모델의 형상에 따라 차이가 

있지만 Cholesky 분해 과정과 비슷하게 전반적으로 각 계산 

노드로 분배되는 로컬 프론탈 행렬의 평균 크기가 클수록 계산 
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시간도 증가한다. 하지만 성능 개선 효율은 분배된 로컬 프론탈 

행렬의 크기가 적당해야 효율이 좋은 것을 확인할 수 있었다. 높은 

개선 효율을 위한 로컬 프론탈 행렬의 크기는 병렬 계산 시스템의 

네트워크 성능과 계산 노드들의 계산 성능에 따라 차이가 있기 

때문에 자신의 계산 환경에 적합한 크기를 찾아야 한다. 로컬 

프론탈 행렬의 크기가 너무 작으면 각 계산 노드들의 계산 시간은 

짧아지기 때문에 응답 대기 시간 감소 효과가 낮아져서 효율이 

낮아지고, 반대로 크기가 너무 크면 동시에 많은 통신으로 인한 

병목 현상이 발생하여 효율이 낮아지게 된다. 또한 삼각 시스템 

연산 과정은 낮은 자유도의 문제를 해석하는데 많은 계산 노드를 

활용하게 되면 응답 대기 시간의 증가로 오히려 병렬 계산 효율이 

나빠지게 된다. 따라서 적은 개수를 구하는 고유치 해석은 무조건 

많은 계산 노드를 사용하는 것보다는 자신의 병렬 계산 환경을 

고려하여 유한요소 문제에 적합한 계산 노드 개수로 해석을 

수행하는 것이 더욱 효율적이다. 
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제 4.3 절 고유치 해석 솔버의 응용 
 

분산 메모리 병렬 계산 환경에서 블록 Lanczos 해법과 병렬 

다중 프론탈 해법으로 대형 구조물에 대한 대량의 고유 진동수와 

모드 형상을 구할 수 있는 고유치 해석 솔버를 개발하고 그의 병렬 

성능을 개선하였고, 이를 유한요소 해석 소프트웨어인 IPSAP의 

고유치 해석 솔버로 도입하였다. 고유치 해석 솔버가 IPSAP의 

해석 모듈로 포함되면서 기존의 모듈인 선형 정적 해석 모듈로부터 

기하 강성 행렬을 구할 수 있게 되면 좌굴 해석으로 응용이 

가능하다. 좌굴 해석은 일정한 외력으로부터 좌굴 현상이 발생하는 

임계 하중과 그 때의 형상을 구하는 정적 좌굴 해석, 임계 하중보다 

낮지만 일정한 주기를 가지고 진동하는 외력으로부터 좌굴이 

발생하는 외력의 주파수 영역을 구하는 동적 좌굴 해석 등으로 

분류된다. 식 (4-6)은 정적 좌굴 해석의 지배 방정식이고 식 (4-

8)은 식 (4-7)과 같이 주기적으로 변화하는 힘에 대한 동적 좌굴 

해석의 지배 방정식이다. 

 

The equation of a static buckling : 

0}{][ =+ qδλ giKK  (4-6) 

)Ωcos1(Ωcos)( 000 tβFtFFtF d +=+=  (4-7) 

The equation of a dynamic buckling :
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(4-8) 

 

식 (4-6)은 구조물의 모드 해석을 수행하는 고유치 해석 지배 

방정식인 식 (2-1)과 비교하였을 때, 질량 행렬(M)을 대신하여 

기하 강성 행렬( gK )를 사용하는 차이점이 있다. 그리고 질량 

행렬의 특성을 고려하여 M은 일반적으로 lumped matrix 형태로 

고유치를 계산하지만, 좌굴 해석의 gK 는 lumped matrix를 

구현하기에는 어려움이 있으므로 consistent matrix 형태로 

고유치를 구해야 하는 차이점이 있다. 식 (4-8)에 해당하는 동적 

좌굴 해석 방정식은 기하 강성 행렬 항을 제외하면 모드 해석의 
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형태와 동일하다. 고유치 해석으로부터 식 (4-7)의 동 하중에 대한 

주파수(Ω )를 계산하고, 이를 통하여 하중에 대한 불안정한 주파수 

영역을 도시하는 stability map을 제작하게 된다[85]. 좀 더 자세히 

살펴보면, 식 (4-8)은 ( ± )로 인하여 두 종류의 식으로 나눠지며, 

β 가 양수일 경우 (+)는 stability map의 아래쪽 경계면을 (-)는 

위쪽 경계면을 의미한다. 이것은 식 (4-7)과 같은 동 하중에 대한 

식 (4-8)의 해석 결과로부터 아래쪽 경계와 위쪽 경계 사이에 

해당하는 주파수 대역에서는 구조물이 좌굴로 인하여 파손될 수 

있음을 의미한다. 

지배 방정식으로부터 유한요소 해법을 위한 정적 좌굴 해석은 

이산화된 강성 행렬, 기하 강성 행렬의 구성이 필요하고, 동적 좌굴 

해석은 질량 행렬을 추가로 구성해야 하는 것을 확인하였다. 강성 

행렬과 질량 행렬은 앞의 모드 해석과 동일한 것이 사용된다. 

따라서 고유치 해법을 좌굴 해석에 적용하기 위해서는 추가로 선형 

정적 해석의 응력 값으로부터 기하 강성 행렬만 구성하면 된다. Fig. 

4-17은 기하 강성 행렬을 구현하는 방법을 포함한 좌굴 해석의 

일반적인 절차[86]이다. 

 

 
Fig. 4-17. Procedure of buckling analysis via FE analysis 

 

강성 행렬, 기하 강성 행렬, 질량 행렬은 변형에너지, 

위치에너지, 운동에너지로부터 유도할 수 있다. 유한요소의 요소 중, 

2차원 요소인 쉘 요소에 대한 각각의 행렬들은 일반적으로 in-

plane, bending, shear에 대한 힘들을 고려하여 구성한다. 유한요소 
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해의 정확성은 해석 솔버뿐만 아니라 요소의 품질과도 밀접한 

관계를 가지기 때문에 IPSAP에서도 이러한 힘들을 정확하게 

구현할 수 있도록 강성 행렬에 Hughes[87]의 T1 요소를 적용하는 

등 요소의 품질을 높이기 위한 연구[88-89]가 수행되었다. 기하 

강성 행렬은 Mindlin 이론으로부터 bending 항과 shear 항[90-

91]을 구성하고 MacNeal의 이론을 기반으로 in-plane 항[92-

94]을 구성한 다음, 이론해와 상용 유한요소 해석 소프트웨어와 

비교를 통하여 좌굴 해석 솔버의 검증[95-96]이 이루어졌다. 

이를 바탕으로 먼저 주기적으로 변하는 하중을 받는 평판에 

대하여 동적 좌굴을 예측하는 유한요소 해석과 시험을 수행하여 

보았다. Fig. 4-18은 가로(a) 1000mm, 세로(b) 250mm, 두께(t) 

1mm, 가로-세로비(a/b) 4인 평판(좌)과 고정된 위치(clamped) 및 

동적 하중이 가해지는 위치(red line)을 보여주고 있다(우). 그리고 

평판을 고정하기 위하여 동적 하중이 작용하는 위치와 동일한 

지점에 정적 하중 13.13N으로 잡아당기도록 설정하였다. 

 

 
Fig. 4-18. Test specimen (left) and test condition (right) for 

dynamic buckling analysis 

 

동적 하중 식 (4-7)에서 0F 는 정적 하중을 의미한다. 따라서 

본 해석에서의 0F 는 13.13N이고, 
0dF 는 동적 하중의 진폭을 



 

 92

의미한다. 유한요소 해석은 
0dF 에 0F 를 나눈 동적 하중 펙터 β 를 

입력 값으로 이용하기 때문에, 이 β  값을 조절하여 추출한 

고유치로부터 stability map을 제작하였다. 시험은 동적 하중의 

진폭을 22N부터 39N까지 변화시켜가면서 각 진폭에 대한 불안정 

주파수 영역을 구하였다[103]. 진폭에 대하여 주파수( Ω )를 점차 

올리게 되면 특정 주파수부터 심하게 진동을 하다가 다시 안정되는 

현상을 목격할 수 있다. 여기서 처음 심한 진동이 시작될 때의 

주파수가 stability map의 아래 경계가 되고, 다시 안정되는 

주파수가 위쪽 경계가 된다. Fig. 4-19는 1600개의 2차원 쉘 

요소로 구성된 유한요소 모델 해석과 시험으로부터 평판의 고유 

진동수인 6.165Hz의 2배인 12.330Hz의 principle parametric 

resonance로부터 시작되는 stability map을 도시한 결과이다. 
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Fig. 4-19. Stability map via FE analysis and test 

 

다음으로 항공기 주날개를 대상으로 정적 좌굴 해석을 

수행하여 보았다. 리브, 스파, 스트링거, 스킨 등으로 구성되는 

항공기 날개 구조에 양력 등의 높은 외력을 받게 되면 그 크기에 

비하여 비교적 두께가 얇은 스킨 부분(패널)에 주로 국부 좌굴이 

발생하게 된다. 항공기 날개 전체 형상에 대하여 유한요소 해법을 

활용하여 특정 패널에만 발생하는 국부 좌굴을 예측하기 위해서는 

대량의 고유치와 고유벡터를 계산할 수 있어야 한다. 또한 복잡한 

형상과 더불어 대량 고유치 계산의 정밀도를 높이기 위해서는 

유한요소 모델의 자유도는 커야 한다. 이러한 제한으로 인하여 

컴퓨팅 파워가 부족한 과거에는 패널을 분리하여 개별 패널을 



 

 93

대상으로 좌굴 해석이 수행되었다[97-99]. 하지만 앞 장의 연구를 

통하여 개선된 고유치 해석 솔버는 날개 전체 형상을 대상으로 단 

한 번의 좌굴 해석을 통하여 각 패널의 국부 좌굴을 효율적으로 

예측할 수 있다. 본 논문에서는 리브, 스파, 스킨으로 구성된 날개 

형상을 Fig. 4-20과 같이 8만개의 2차원 4절점 쉘 요소(quad4), 

9만개의 절점, 53만개의 자유도를 가지는 유한요소로 모델링하여 

전역 좌굴 해석을 수행, 기존의 패널 방법을 사용한 국부 좌굴 

해석과 결과를 비교하고자 한다. 

 

 
(a) skin 

 

 
(b) rib and spar 

Fig. 4-20. FE model of a main wing structure 
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날개의 외형과 초기 복합 하중은 문헌[100]의 내용을 

적용하였다. 운항 중 받는 양력은 CFD 해석으로부터 날개 전체에 

대한 압력 분포를 구한 다음 패널 방법과 동일한 하중 조건을 

부여하기 위하여 리브와 스파가 만나는 지점과 리브의 앞쪽과 

뒤쪽의 절점(패널과 패널이 만나는 곳의 절점)에 집중 하중이 

작용하도록 변환하였고(Fig. 4-20의 (a)), 경계 조건은 동체와 

날개가 만나는 지점이 고정되도록 하였다. 

패널 방법은 먼저 패널의 크기와 동일한 요소로 구성된 

유한요소 모델로부터 선형 정적 해석으로 각 패널의 응력을 

계산한다. 이로부터 개별 패널의 모서리에 가해지는 압축 

응력( compσ )과 전단 응력( shearτ )을 계산하고 식 (4-9)의 

이론해[101]를 이용하여 압축 및 전단에 대한 좌굴 강도( crσ , 

crτ )를 구하여 식 (4-10) 형태의 Margin of Safety(MoS)를 

구한다. 이론해의 좌굴 강도는 개별 패널에서 최초 좌굴이 발생할 

때이며, MoS가 양수이면 그 패널은 초기 가해진 하중으로부터 

좌굴에 안정함을 의미한다. 날개 유한요소 모델의 상부 스킨은 

리브와 스파를 기준으로 Fig. 4-21처럼 총 40개의 패널로 

분류하고 1부터 40까지의 ID를 부여하여 개별 패널의 MoS를 

계산하였다. 
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Margin of safety(factor of safety): 

1,1 −=−=
shear

cr
s

comp

cr
c τ

τf
σ
σf  (4-10) 

 

 
Fig. 4-21. Panel ID of a main wing structure 

 

그리고 복합 하중이 반영되는 주날개 모델(Fig. 4-20)에 

대하여 IPSAP을 사용하여 전역 좌굴 해석을 수행하였다. 정적 

좌굴 해석으로부터 구해지는 다양한 고유치( iλ )는 식 (4-10)의 

compcr σσ /
 
혹은 shearcr ττ / 와 같으며 해당 고유치에 대한 

고유벡터로부터 국부 좌굴 형상을 확인하면 좌굴이 발생하는 패널 

ID와 이것의 MoS를 구할 수 있다. Fig. 4-22는 전체 날개 

형상으로부터 2λ 에서 3번 패널, 5λ 에서 7번 패널, 11λ 에서 11번 

패널이 압축 하중에 의한 국부 좌굴이 나타남을 보여주는 그림이다. 

Fig. 4-23은 국부 좌굴이 발생하는 부분만 따로 확대한 좌굴 

형상을 보여주는 그림이며, 추가로 7λ 에서 발생하는 3번 패널의 

전단 하중에 의한 국부 좌굴도 보여준다. 

Table 4-15는 패널 방법에서 개별 패널의 압축 좌굴에 

해당하는 MoS가 낮은 수치부터 정리하고 이에 상응하는 패널 ID에 

대하여 IPSAP 정적 좌굴 해석의 압축 좌굴 MoS를 나타낸 표이다. 
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두 방법 모두 국부 좌굴이 발생하는 패널 ID는 동일하였지만 

MoS는 차이가 있었다. 개별 패널 방법은 모든 패널의 MoS를 

관찰하기는 용이하지만 패널을 따로 분리하는 과정에서 선형 정적 

해석의 결과인 응력 값으로부터 압축 응력과 전단 응력을 분리하여 

다시 계산해야 하는 불편함이 있으며, 이 때의 응력은 패널 크기와 

동일한 유한요소 크기를 가지는 모델로부터 얻어진 수치이기 

때문에 정확하지 않다. 또한 좌굴 강도의 이론해를 구하는 과정에 

필요한 계수인 ck  또는 sk 의 선택에도 어려움이 있고, 여기에 많은 

경험을 요구하기 때문에 정확한 MoS를 계산하는 것은 쉽지 않다는 

단점이 존재한다. 이에 반하여 전역 좌굴 해석은 정밀한 해를 

위하여 많은 자유도를 가지는 유한요소 모델로부터 해석을 수행, 

각각의 고유치에 해당하는 좌굴 형상을 하나씩 분석하여 패널들의 

MoS를 계산하기 때문에 다량의 패널에 대한 MoS를 구하기 

위해서는 많은 고유치를 추출해야 한다. 하지만 컴퓨팅 파워 및 

고유치 해석 솔버가 발전된 현재의 기술은 다량의 고유치를 

추출하는데 어려움이 없으므로 보다 정확한 좌굴 안정성 해석을 

위해서는 기존의 패널 방법보다는 본 논문에서 제시한 전역 좌굴 

해석 방법이 더 효과적이다. 

 
 

(a) panel 3 

 

 
(b) panel 7 
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(c) panel 11 

Fig. 4-22. Local buckling modes of a main wing structure by 

global buckling analysis 

 

(a) Compressive buckling 

mode of panel 3 

(fc =0.5139) 

(b) Shear buckling mode of 

panel 3 

(fs=1.0781) 

(c) Compressive buckling 

mode of panel 7 

(fc =0.7826) 

 
(d) Compressive buckling mode 

of panel 2 

(fc =1.5145) 

Fig. 4-23. Buckling modes of wing panels 
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Table 4-15. Margin of safety (fc) by a compressive buckling of 

analytic solution and IPSAP 

Analytic solution by panel 
method 

Panel ID IPSAP 

0.9818 14 2.3271 

1.0846 10 1.8542 

1.2761 2 1.5145 

1.372 6 1.5752 

1.5285 3 0.5139 

1.7556 7 0.7826 

1.8176 19 2.0772 

1.8177 15 1.6294 

1.8239 11 1.1215 
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제 5 장 결    론 
 

 

유한요소법을 기반으로 구조물의 고유 진동수와 모드 형상을 

구하는 모드 해석과 같은 형태의 고유치 문제는 많은 수치 해법 

중에서 가장 보편적이고 병렬 계산에도 유리한 블록 Lanczos 

해법이 널리 사용되고 있다. 지속적인 컴퓨터 그래픽 하드웨어의 

발달과 함께 3차원 설계 기술의 진보로 인하여 구조물의 진동 및 

모드 해석을 위한 유한요소 모델의 형상은 예전에 비하여 많이 

복잡해지고 있으며, 많은 계산 시간이 소요되는 3차원 솔리드 

요소로 구성되기도 한다. 이것은 해석하고자 하는 유한요소 모델에 

대한 미지수의 증가, 즉 자유도의 증가를 의미하며, 이러한 문제를 

해석하기 위해서는 많은 메모리 용량과 많은 계산 시간을 요구하게 

된다. 컴퓨팅 파워의 발전으로 최근 수치 해석 기술은 SMP 계산 

환경에서 상당한 크기의 자유도를 가지는 유한요소 모델의 고유치 

해석이 가능하게 되었다. 하지만 이것은 소량의 고유치를 추출할 

때에만 해당되고 대량의 고유치 추출을 위해서는 메모리 용량의 

한계 때문에 여전히 MPP 환경에서의 병렬 계산이 필요하다. 본 

연구에서는 고품질의 고유치 해를 구하기 위하여 shift-invert 변환 

기법이 적용된 M orthogonal block Lanczos 해법을 사용하여 분산 

메모리 병렬 계산 환경에서 큰 자유도를 가지는 유한요소 모델의 

대량 고유치 추출 시 병렬 성능을 개선하기 위한 다양한 연구가 

수행되었다. 

일반적으로 블록 Lanczos 해법을 사용하여 고유치를 추출하는 

과정에서 높은 계산 비용이 드는 부분은 Lanczos 반복 루틴 

이전에 수행되는 M-K σ  행렬에 대한 Cholesky 분해 과정, 

Lanczos 반복 루틴 내의 삼각 시스템에 대한 선형 연립방정식 

연산 과정, Lanczos 벡터의 재직교화 과정 이렇게 세 부분이다. 본 

연구에서의 블록 Lanczos 해법은 세 부분 중에서도 대부분의 계산 

비중을 차지하는 Cholesky 분해와 선형 연립방정식 연산 루틴에 

선형 직접 해법 중 계산 성능이 우수하고 병렬 계산으로 확장성이 

높은 병렬 다중 프론탈 해법을 적용하였다. 그리고 이 해법의 행렬 

곱셈 연산용 라이브러리는 분산 메모리 계산의 네트워크 환경에 
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적합한 PLASC 라이브러리를 개발하여 적용하였다. 고유치 해석 

솔버의 병렬 성능 테스트를 수행하기 전에 PLASC 라이브러리는 

각각의 서브루틴 함수에 대하여 수치 테스트를 수행, 현재 병렬 

계산 시스템(PEGASUS)에 최적화된 전송 위상 조합을 설정하여 

서브루틴 자체 병렬 성능을 먼저 개선하였다. 다음으로 블록 

Lanczos 해법의 병렬 성능 개선을 위하여 우리는 계산 노드들 

간의 통신량과 응답 대기 시간을 감소시키는 것에 초점을 맞추었다. 

통신량 감소를 위하여 병렬 다중 프론탈 해법의 원리를 잘 

활용하여 계산 노드로 분배된 Lanczos 벡터를 인위적으로 합치지 

않게 함으로써 통신량을 줄이고, Cholesky 분해 과정에서 사용하는 

세 개의 PLASC의 서브루틴 함수들의 통신 패턴 분석을 통하여 세 

함수들을 하나의 서브루틴 함수로 압축함으로써 중복된 통신을 

하지 않도록 하여 통신량을 줄였다. 그리고 응답 대기 시간을 

감소시키기 위하여 Lanczos 반복 루틴이 수행되기 이전에 프론탈 

행렬의 역행렬 계산을 추가로 수행하여 삼각 행렬 연산에 사용하는 

데이터 의존형인 ‘TRSM’ 서브루틴 대신 데이터 독립형인 ‘TRMM’ 
서브루틴을 사용하도록 바꾸고 여기에 LCM 컨셉을 적용하였다. 

통신량과 응답 대기 시간을 줄이는 기법을 적용된 고유치 해석 

솔버로 모드 해석을 수행하여 그 결과를 이론해, 상용 유한요소 

해석 소프트웨어, 모달 시험의 결과들과의 분석을 통하여 검증을 

마치고, 최대 2000만 자유도를 가지는 대형 유한요소 모델들을 

대상으로 최대 1000개의 고유치를 추출하는 해석을 수행하여 병렬 

성능 개선 효율을 확인하였다. Cholesky 분해 과정은 서브루틴 

압축에 의한 통신량 감소로 PLASC 라이브러리의 서브루틴에 대한 

전송 위상 조합 최적화만 적용했을 때의 성능과 비교하여 최대 

12%의 병렬 성능 개선 효율이 있었고, 삼각 시스템 연산 과정은 

LCM 컨셉 적용에 의한 응답 대기 시간 감소로 최대 30% 병렬 

성능 개선 효율이 있었다. 전체 병렬 다중 프론탈 해법의 소요 

시간의 관점에서는 전체 고유치 해석 솔버 루틴에서 한 번만 

수행하는 Cholesky 분해 과정보다 Lanczos 반복 루틴에 의해 

여러 번 반복 수행하는 삼각 시스템 연산 과정에 의한 성능 개선 

효과가 높았다. 

블록 Lanczos 해법과 같이 반복 과정 내에서 계산량이 많은 

선형 해법이 사용되는 분야라면 병렬 다중 프론탈 해법과 함께 
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제안된 성능 개선 기법을 적용하면 더 효율적인 병렬 계산이 

가능하다. 변형률-변위 관계식의 변위에 대한 비선형 항과 관련이 

있는 기하 강성 행렬을 구현하게 되면 좌굴 해석으로 구조물의 

고유치 솔버는 용도를 확장할 수 있다. 기하 강성 행렬은 다중 

프론탈 해법이 적용되는 선형 정적 해석의 결과인 응력 값으로 

구현되므로 본 논문의 고유치 해석 솔버에 적합한 응용 사례이다. 

따라서 선형 정적 해석 솔버와 연동된 좌굴 해석 솔버를 개발하고 

검증을 한 다음 거대 자유도를 가지며 다양한 위치에서 발생하는 

국부 좌굴을 관찰하기 위해 비교적 많은 고유치 계산이 요구되는 

항공기 주날개에 대한 전역 좌굴 해석을 수행하여 보았다. 기존의 

패널 방법이 날개의 스킨을 따로 분리하여 좌굴 해석을 수행하는 

반면 전체 형상을 대상으로 한번에 해석을 수행하기 때문에 패널 

방법의 단점을 보완할 수 있었다. 이처럼 고성능 고유치 해석 

솔버를 적용한 좌굴 해석이 가능하게 됨으로써 기존의 패널 

관점에서 부분적으로 접근하는 방법과는 다르게 앞으로는 리브, 

스파, 스킨 등의 구조로 구성된 전체 날개와 같이 전체 통합된 

구조물 관점에서 접근하는 좌굴 해석이 기대된다. 또한 좌굴 해석 

이외에도 고유치 해석 솔버는 다양한 응용 분야로 확장할 수 있다. 

모드 중첩법을 이용한 음향 하중 해석의 경우, 특정 주파수 영역 

내에서 세밀한 분석이 가능하지만 대량의 고유치 추출이 요구되기 

때문에 해석 범위의 확장에 한계가 있었으나 본 연구를 통하여 

개선된 고유치 해석 솔버를 활용하면 보다 빠른 시간에 넓은 

주파수 범위에 대한 음향 하중 해석이 가능할 것으로 예상되며 

향후 이에 대한 연구가 기대된다. 
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Abstract 

Enhancement of Parallel Performance of 

Structural Eigensolver based on 

Multifrontal Method 
 

Byun, Wanil 

School of Mechanical and Aerospace Engineering 

The Graduate School 

Seoul National University 
 

The IPSAP is a finite element analysis program which has 

been developed for a high computing performance. This 

program consists of various analysis modules such as a linear 

static module, an eigenvalue analysis module, etc. In the 

eigenvalue analysis module, the well-known M orthogonal 

block Lanczos algorithm with shift-invert transformation is 

used for extracting eigenvalue and eigenvector. And this 

algorithm is incorporated with the parallel multifrontal solver 

(PMFS) which is one of the most efficient direct linear equation 

solvers for Cholesky factorization phase and triangular system 

solving phase in the block Lanczos iteration routine. Algorithms 

and data structures implemented in this study are well suited 

for distributed-memory parallel computing environments. 

Basically, for the better performance of the block Lanczos 

algorithm in parallel computation, Lanczos vector allocation, 

mass matrix multiplication, and M inner product procedures 

were efficiently implemented. And the PMFS for a linear 

equation which is the most time-consuming part during 

Lanczos iterations was improved. The idea was to optimize 

broadcast topology set of parallel matrix subroutines in a 

parallel dense matrix multiplication library (PLASC) which are 



 

 112

working in a 2-dimensional block-cyclic processor map, as 

well as to reduce both communication volume and idling time of 

parallel matrix subroutines. To reduce the communication 

volume, we condensed the parallel matrix multiplication 

subroutine from which duplicated communications are observed 

in the Cholesky factorization phase. To reduce the idling time, 

we adopted the least common multiple (LCM) concept by 

inverting a frontal matrix in the triangular system. Reducing 

these prohibitive costs is the proposition of this study. 

 

 

Keywords : FEM, eigenvalue analysis, block Lanczos algorithm, 

parallel multifrontal solver, parallel performance 
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컴퓨  그래  드웨어  달과 3차원 계  진보  

인 여 복잡  상  구조 에  요소 모델이 개 고 

있다. 이러  모델   해  해 는 많  계산 용과 

모리 용량  요구 게 었고, 그 결과 병  계산이 가능  

고 능  요소 해  솔버인 IPSAP이 개 었다. 이 솔버는 

 해  모듈, 진동 해  모듈 등  구 어 있다. 이 에  

고  진동 (고 )  모드 상(고 벡 )  계산 는 진동 

해 (모드 해 ) 모듈  경우, 특히 개 이상 량  고 를 

추출 는  신속  해  해 는 많  모리 용량  

요구  에 여 히 다  계산 노드들  구  병  계산  

요구 고 있다. 라  본 연구에 는 분산 모리 병  계산 

경에  고 를 효  추출   법  계산 

능  개   연구를 행 다. 능 개  상  고  

해법  병  계산에 리   Lanczos 해법이며, 고 능 직  

 해법인 병  다  탈 해법이 행  분해 과 과 삼각 

시스  연산 과 에  효 이고 인 계산  여 

연동 었다. Lanczos 해법  사용 여 요소 구조  고 를 

해 는 과 에  가장 많  계산 시간이 요구 는 부분  

요소 모델  자 도 크  해  솔버  복 횟 에 라 

차이가 있지만 일  삼각 시스  연산에   소거  

후  입 과 , 행 에  Cholesky 분해 과 , 재직  과  

이다. 본 논 에 는 트워크  연결  계산 노드들간  병  

계산 효  높이  여 이러  고  해  과 에  

데이  통신량  이고 답  시간  이는 것에  

맞추고 연구를 행 고, 그 결과 다 과 같  법  병  

능 개  효과를 얻   있었다. 첫 번째는 Lanczos 벡 에 분산 
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법  용 여 질량 행  곱  행에  통신량  감소시 고, 

 번째는 행  곱  라이 러리인 PLASC 내부 루틴들 

각각  통신 송 법  는 송 상 조합  여 

원  통신 름  가지도  며,  번째는 탈 역행  

계산에  PLASC 루틴  데이 를 독립 여 LCM 컨  

용 삼각 시스  연산 과  답  시간  감소시 다. 

그리고  번째는 Cholesky 분해 과 에  행  연산에 여 는 

루틴 함 들  축 여 통신량  감소시 다. 

 

 

주요어 : 요소법, 고  해 ,  Lanczos 해법, 병  다  

탈 해법, 병  능 

   번 : 2004-21157 
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 1 장      
 

 

 1.1  연구  경  목  
 

구조해  종  에  시간 역 해 이나 주  역 해 과 

같  동  해  같  규모   해 에 해 훨  많  계산 

시간이 소요 다. 이  주  역에  모드 해  구조  

실  작동   진동과  계, 작  시험 과  본이 

는 고  진동  모드 상  공 며, 이것  는 

질량 행  포함 고 있는 일  고   계산  통  

고  고 벡 를 구 는 고  해법  귀착 다. 고  

해법  일 인 과   행   고   변 고, 

이를 행  변  법 등  이용 여 각 행  는 삼  각 

행  등  단 시  종 인 고   고 벡 를 구 게 

다. 고  해법에는 여러 가지 법들이 어 며, 

일  계산 법에 라 각종 변  해법과 같  직  해법과 

해를 고 복  통 여 차 차를 여나가는 근사 해법, 

그리고  를 심 역  해답  가지는 작   

축소 여 해 는 축소 해법 등  분   있다. 요소  

모델링  동일  크  에 여  해  과 에  

행 는  연립 식과 면 고  해  과  상당히 

많  분량  산  과  요구 게 며 구 고자 는 고  

해가 증가    많  계산량  요구 게 다. 라 , 계산 

능이 낮  과거  요소법  이용  고  해   

해 에 여  자 도를 가지도  요소 모델  

단 여 해  행 다. 지만 근에는 지속 인 컴퓨  

계산 능  달뿐만 니라 컴퓨  그래  드웨어  달  

3차원 계  진보  인 여 과거에 해 훨  복잡  상  

가지는 구조 에  요소 모델이 작 고 있 며, 심지어 

솔리드 요소  구  요소 모델도 작 고 있다. 를 들어 

가상 구조 시험  부  우주 거장, 인공 , 우주 
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사체, 항공 , 자동차 등 복잡  구조 에   요소 

모델이 CAD 소 트웨어를 통 여 작 어 이들에  고  

해  결과를 요구 고 있 며,  구조  시험   검사 

등   신 이 개 면  이들 과 에 도 고도   

고  해  결과를 요구 고 있다. 복잡  상  가지는 구조 에 

 고  해  요구는 거  자 도  인  계산량 증가를 

미 며,  고  해  요구는 량  고  추출  인  

계산량 증가를 미 다. 증가  계산량  해 에 많  계산 시간이 

소요 는 것이  에, 이  인 여 품  계  개  주 가 

어지게 다.  거  자 도 에  량 고  추출  

 모리 용량  계  인 여 단일 에  해를 

구 는 것  실  불가능 며, 이를 해결 다 라도 나 많  

계산 시간과 장 공간이 요 다. 이러  를 해결   있는 

가장 좋  법이  병  계산 경에  고  해  

행이다. 

드웨어 면에  병  계산  크게 공  모리  

SMP(Symmetric Multi-Processing) 시스 과 분산 모리 

 MPP(Massively Parallel Computer) 시스  분   

있 며, 각 병  계산 시스 에 합  병  고  해  

소 트웨어들도 개 어 다. 일 인 고  해법  해  

법에 라 Jacobi 해법, Householder 해법 등  직  해법과 

Lanczos 해법, subspace 복 해법, Arnoldi 복 해법, Jacobi-

Davidson 복 해법  분   있다. 이  요소 구조  

고  해 에 는 HQRI 해법[1], subspace 복 해법[2], 

Lanczos 해법[3-4], block Lanczos 해법[5] 등  용   

있지만, 보통 구조 해 에 는 행  체 크 지  고  해를 

요  지는 므  근사 해법  주  사용 다. 상용 요소 

해  소 트웨어  를 들어 보면 MSC.NASTRAN[6]과 

ANSYS[7]에 는 `Lanczos 해법이, ABAQUS[8]에 는 Lanczos 

해법과 subspace 복 해법이 고  해 에 주  쓰이고 있었다. 

에  언  고  해  법들  각각 특징이 있 며 용 

에 라  법  택이 요 다. 요소법  통  

구조  동  해  에  고  해 과 계 여 해  법  

택  에 고 어야  사항  다 과 같이 요약   
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있다[9]. 

 

-  행  크 , 즉 구조 해  요소 모델  크  

( , 요소  ) 

- 구 고자 는 고  고 벡  개  

- 구  행 (강  행 , 질량 행  등)  태 

- 해  도 

- 고  크  범  

 

 병  계산 경에 합  고  해법  탐색  해  

다 과 같  사항  고 해야 다. 

 

- 규모   행  직  생 , 연산 는 과 에  

계산량이 많다. 

- 임  원 는  고  해를 구   있어야 며, 그에 

는 계산량  증가가 있어야 다. 

- 해  차를 , 보   있어야 다. 

- 병  계산 경에 합  연산 과  구 어야 다. 

- 다른 고  해법과 여 우  능  가 야 다. 

 

 상황들  종합  리  결과 고  고 벡  

에 라 계산량이 다는 과 큰 행 에  량  고 를 

계산 는 경우에 다른 해법과 여 보다 계산 속도가 르며 

요구 는 억 용량도 작다는 장 이 있는 Lanczos 해법이 가장 

리 다고 단 었다. 1950  Cornelius Lanczos에 해  

Lanczos 해법  처 에는 행  삼  각 행  변 는 

법  연구가 었는데, 고  해법 는 상당  차  

인 여 주목  지 못 다가 상당히 시간이 른 뒤에 Simon[4], 

Grimes[5], Parlett[10], Ruhe[11] 등 많  사람들에 여 

차를 감소시키고 신뢰  있는 해를 구 는 법들이 많이 

연구 면 , 재는 NASTRAN, ANSYS, ABAQUS 등과 같  

상용 요소 해  소 트웨어뿐만 니라 많  고  해  

소 트웨어에  고  해법  사용 고 있다.  
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Table 1-1. List of Lanczos softwares for eigenvalue problems 

Name Description Date Language Parallel 

ARPACK 
Arnoldi/Lanczos 

(implicit restart) 
1995 F77 M 

BLZPACK Block Lanczos 2000 F77 M 

IPSAP Block Lanczos 2003 C/C++ M/O 

LANCZOS Lanczos 1992 F77 - 

LANSO Lanczos 1999 F77 M 

LANZ Lanczos 1991 F77 - 

PROPACK SVD via Lanczos 2005 
F77/ 

Matlab 
O 

SLEPc 
Krylov-Schur, Arnoldi, 

Lanczos, RQI, Subspace 
2009 C/ F77 M 

TRLAN 
Lanczos (dynamic thick-

restart) 
2006 F90 M 

(M: MPI, O: OpenMP) 

 

Table 1-1  과거부  재 지 Lanczos 해법  용  주요 

고  해  소 트웨어를 보여 다. 이  병  소 트웨어는 

SMP 시스  공  모리 경   OpenMP(Open 

Multiprocessing)  용 는 소 트웨어  MPP 시스  분산 

모리 경   MPI(Message Passing Interface)를 

용 는 소 트웨어 모  개 고 있는 것  인   있다. 

근 티 어  달과 RAM 용량  증가  인 여 

MPP 시스 에 여 상  병  그래 이 용이  

OpenMP를 용 는 SMP 시스   병  계산이 리  도 

있다. 지만 복잡  상  구조 에  량  고 를 

추출 는 경우, SMP 시스    고  해 에는 계산 

능에 계가 있   있 며, 나  운 체 에  모든 

가 모리를 공 고 있  에  자가 

증가  경우 병목 상이 생 여 병  계산  효  떨어지게 

다. 보통 SMP 시스  32개 이내   구 는 
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시스 에 효 이고, 32개 이상   구  계산 경  

MPP 시스  병  효 이  좋다. 에 면 부분  고  

해   병  소 트웨어는 분산 모리 경   

개 는 것  인   있다. 

일  Lanczos 해법에  계산 시, 단일 벡  행 는 것과는 

달리 병  계산 경에 합 도   행   함 써 

다  벡 를 동시에 사용 여 분산 병  컴퓨  이용  계산 

시간 감소에 리 도  개  것이  Lanczos 해법[5, 12-

17]이다. 는 단일 Lanczos 해법과 동등 나,  계산 

상  효   단  동시 계산  인 여 우 다. 라  

본 연구  병  능 개  근간이 는 요소 해  

소 트웨어인 IPSAP(Internet Parallel Structural Analysis 

Program)[18]  고  해법 도 이  Lanczos 해법  

용 다. IPSAP에 용   Lanczos 해법  Lanczos 

해법  단 인 근사 에 른 차를 이   법  

Lanczos 루틴   연립 식 연산  고 능 직  해법인 다  

탈 해법[19-22]  용 고,  행 이 커짐에 라 

Lanczos 벡 들  직 이 감소 는 단  해결  여 

CGS 재직  법[23]  용 다. 여 에 락 없이 인 

고  해를 구  여 shift-invert 변  법[24]도 

용 다. 이 해법  핵심 요소는 Lanczos 연산 과   계산 

이 높   연립 식  계산 는 부분에는 병  다  

탈 해법, 즉 PMFS (Parallel Multifrontal Solver)를 

용했다는 이다. 재 개  고 능  연립 식 

소 트웨어  직  해법  용  소 트웨어는 크게 left/right 

looking factoring 법  용  PARDISO[25-28], 

SuperLU[29-30], CHOLMOD[31-32] 등  구  그룹과 

다  탈 법  용  MUMPS[33-34], HSL_MA77[35], 

IPSAP 등  구  그룹  분 다(Table 1-2).  
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Table 1-2. List of direct solution softwares for sparse matrix 

Software Algorithm Matrix Type Parallel 

PARDISO 
Left/Right 

Looking 
SPD①, Sym②, Unsym③ M/O 

SuperLU 
Left/Right 

Looking 
Unsym M/O 

CHOLMOD Left Looking SPD - 

MUMPS Multifrontal SPD, Sym, Unsym M 

HSL_MA77 Multifrontal SPD, Sym O 

IPSAP 
Parallel 

Multifrontal 
SPD, Sym M/O 

 (M: MPI, O: OpenMP) 

 

Table 1-4  Fig. 1-1는 각각 Table 1-3  SPD 행  

타입  가지는 요소 모델에    해  다양  

 연립 식 소 트웨어  행  계산 능    

그래 이며, 이 부  병  다  탈 해법  용  IPSAP이 

 구조해  분야에  뛰어난 능  보여주고 있다는  이미 

입증   있다[36].  

 

Table 1-3. FE model information for benchmark of direct 

solution softwares 

Problem Description No. of DOFs 
No. of 

elements 

Cubic Hex8 50x50x50 390,150 125,000 

Square Quad4 600x600 2,163,600 360,000 

 

                                            
① SPD: Symmetric Positive Definite 
② Sym: Symmetric and may be indefinite 
③ Unsym: Unsymmetric 
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Table 1-4. Elapsed time of direct solution softwares scaled in 

terms of that of IPSAP[36] 

 PARDISO CHOLMOD MUMPS IPSAP 

Cubic 1.38 1.12 1.95 1 

Square 1.1 1.29 2.28 1 

 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Cubic Square

Ratio

PARDISO

CHOLMOD

MUMPS

IPSAP

 

Fig. 1-1. Elapsed time of direct solution softwares scaled in 

terms of that of IPSAP[36] 

 

고  해 에 용  여 병  다  탈 해법  

개 여  Lanczos 해법 내   연립 식 연산 과 에 

이용   있도  다.  연립 식  계산 이 높  

Lanczos 해법  특  고 다면 이러  과  른 처리가 

가능  병  다  탈 해법   택이다. 

에  명   같이 다  탈 해법  본  

요소 모델    해    연립 식  

해  해 고 었다. 이를 고  해 에 도 이용  

여  Lanczos 해법  질량  강  행 에  연산과 
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Lanczos 벡  불리는 직  벡 들  연산 에   

연립 식이 요  부분 등 병  다  탈 해법  체가 

가능  연산 과  체  여 그에 합  입출  데이  

 구조 모델 데이  처리가 이루어 다. 분산 모리 경에  

병  계산  행  에  질량 행 과 강  행   

Lanczos 벡  등  각 계산 노드  분산 어 당 다. 그리고 

계산이 진행 는 동 에는 지속  분산 어 있는 각 노드들  

데이 를 참조 여 계산이 행  에 계산 노드들 간  

통신량이 많 지게 다. 이러  분산 병  계산 경에  이  

Lanczos 해법과 병  다  탈 해법이 효 인 계산  

행  해  트워크  연결  노드들 간   통신 

 고 통신량  답  시간  이는 등 병  

능  개   있는 몇 가지 요소가 인 었다. 본 논 에 는 

이러  개 들이 병  능 개 에 효과가 있는지   

스트를 통해 살펴보고, 개  법  고  해  솔버에 용 여 

요소  모델링   구조 에  고  해  행 여 

병  능 개  효  보고자 다. 



 

 9

 

 1.2  연구  내용 
 

본 논 에 는 분산 모리 병  계산 경에 합 도  

개   Lanczos 해법(2장)에 거  자 도를 가지며, 많  

고  이에 상 는 고 벡 를 계산해야 는 고  해  

에 여 병  능 개  법들  본다(3.1 ).  

이러  법들  용   스트를 행 여 능 개  여부를 

타진 여 보고(3.2 ), 그 다  병  능 개  법  실  

IPSAP  고  해  솔버인  Lanczos 해법에 용 여 

검증   후(4.1 ), 거  자 도를 가지며 량  고 를 

구 는 에  병  능 개  효  볼 것이다(4.2 ). 

개  고  해법    용 사   강  행  

구 여 좌굴 해  솔버를 개 고 항공  주날개에  체 

좌굴 해  행 여 존   법과 결과를 고자 

다(4.3 ). 각 내용에 여 자 게 면 다 과 같다. 

 

2장에 는 분산 모리 병  계산 경에 합   

Lanczos 해법  고리즘,  연립 식 계산에 요  고 능 

병  다  탈 해법  요   Cholesky 분해 고리즘 등  

소개 고 이를 분 다. 

 

분  통 여 3장에 는 트워크  연결  계산 노드  

효 인 통신이 병  능 개  단임  착 , 계산 노드들 간  

통신량  답  시간  감소시킬  있는 법에  

맞추고 연구를 행 여 그 결과 고  몇 가지 병  능 개  

법들  소개 고, 고  해  솔버에 용 에   

스트를 행 여 고  능 개  법들이 실  효과가 

있는지 인 다.   스트  병행 여 병  다  탈 

해법에 내장  PLASC 라이 러리  행  곱  연산 루틴들  

송 상 조합 를 진행 다. 

 

4장에 는, 3장에  소개  법  용  고  해  솔버  

 모달 해  행 여 그 결과를 이 해  상용 요소 
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해  소 트웨어, 모달 시험  결과들과 는 솔버 검증  다. 

그 다  거  자 도를 가진 요소 모델에 여 량  

고 를 추출 는 모달 해  행, 고  법 각각  병  

능 개  효  인 다. 마지막  개  고  해  솔버  

용  병  다  탈 해법  사용 는   해  

솔버  연동,  강  행  구 여   동  좌굴 해 이 

가능  솔버를 개 다. 이를 이용 여 실  항공  운항 상황과 

사  복합  는 항공  날개를 상  역 좌굴 

해  행 여 존   법  이용  좌굴 해 과 , 

개  솔버  효용  인 다.  

 

본 논  고  해  솔버  좌굴 해  솔버는 고 능 

요소 해  소 트웨어인 IPSAP에 용 었다. 그리고 

IPSAP  요소 해  과  ·후처리가 가능  

DIAMOND/IPSAP이라는 소 트웨어가 있 므 , 본 논 에  

보여지는 요소 모델 소개, 모드 상, 좌굴 상 등  그림  

이 소 트웨어를 통 여 모  가시 다. 
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 2 장 고  해  솔버–  Lanczos 해법 
 

 

 2.1  병  고  해  솔버  개요 
 

자 도가 많  거  에 여 량  고 를 른 

속도  계산  해 는 분산  모리 경에  병  계산이 

가장 좋  법이다. 병  계산  이용  요소 고  해 에 

합  법 써  Lanczos 해법  탕   

연립 식 계산에 우  계산 능  보이는 병  다  탈 

해법  용  고  해  솔버를 개 고, 이는 요소 해  

소 트웨어인 IPSAP  구조 진동 해  모듈에 용 었다. 분산 

모리 시스 에  병  계산  트워크  연결 어 있는 

각각  계산 노드  분산  계산 명 이 해진 후, 각 노드들  

가 계산  결과들   통신 면  행 다. 본 장  

트워크  연결  계산 노드들 간  통신 과 에  효  

증 시키는 에  맞추고 병  능  개 고자 행  몇 

가지 법들  소개 에  그 본이 는  Lanczos 

해법이 용  고  해  솔버를  명 고자 다. 

 

요소법  이용  구조  진동 해 , 즉 고  진동  

모드 상  구 는 모드 해  SPD(Symmetric Positive 

Definite)인 강  행 과 질량 행  구  지  식  

풀이 여 고  고 벡 를 계산 는 과 이며, 구 고자 는 

고   크 가 커지게 면 각각  행  크 도 커지게 

며 희소 행  특  가지게 다. 구조 진동  고   

본 식  면 식 (2-1)과 같다. 

 

xλx MK =  (2-1) 

 

일  구조  진동 해  라면 여  K는 강  행  

M  질량 행  미 며, λ 는 고 (고  진동 )를 x는 
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고 벡 (모드 상)를 미 다. Lanczos 해법  많  고 를 

추출 는데 합  해법이며, 이미 MSC.NASTRAN[6]과 

ANSYS[7], ABAQUS[8]  같  상용 요소 해  

소 트웨어에  도입 어 히 사용 고 있다.  나 가 

근에는 락 는 고 를 막  해 shift-invert 변  

법[24]  용   Lanczos 해법이 구조 진동 해 에 많이 

사용 고 있다. Lanczos 벡   이   컴퓨  

키 쳐  모리 체계에 합 여 BLAS(Basic Linear Algebra 

Subprograms)[37-40]  LAPACK(Linear Algebra Package) 

[41]과 같  고 능  행  연산 라이 러리들과  연동이 

가능 며, 구 고자 는 고  개 가 많  경우에는 단일 

Lanczos 벡 보다  른  가진다[42]는 이다. 추가  

BLAS  LAPACK  분산 모리 경 버 인 PBLAS(Parallel 

BLAS)[43]  ScaLAPACK(Scalable LAPACK)[44]이 개 어 

병  계산에 도 고 능  행  연산 라이 러리  연동이 

가능 다. Shift-invert 변  법  직   해법인 병  다  

탈 해법과 같  효 인  연립 식 고리즘과 조합이 

다면  면에 는 가장 강  고  해법이   있다. 

식 (2-1)  고  식에 여 shift-invert 변  법  

용 면 식 (2-2)  태가 다. 

 

( ) xσx
α

TTT LLMKLL
11 -

-=  (2-2) 

 

쉬 트  고  α 는 원래 고 에  쉬 트 값( σ )  뺀 

σλα -=  미 고, 행  L  질량 행  M  분해  후  래쪽 

삼각 행  미 다( TLLM = ).  M-K σ  역행  

Lanczos 복 과  동   연립 식 연산이 요 다는 것  

미 며, xTL 는 Lanczos basis가 M orthogonal이어야 다는 

것  나타낸다.  , shift-invert 변  법   

restarted Lanczos 복 법[45]이 었다. 지만 일 인 

고  에 는  연립 식 연산 과 이 항상  

에, 이를 감 여 식 (2-1)  해를 구함에 있어  가장 

용  해법  shift-invert 변  법이다. 
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이를 종합 여 본 논 에  고  해  솔버 는  

연립 식 계산 과 이 직   해법 고리즘  구  M 

orthogonal iteration  사용 는 병   Lanczos 솔버가 병  

계산 경에 가장 합 다고 단 여 용 고, 이에  병  

능 개  연구를 행 다. 직  해법 고리즘  사용 다는 

것  당연히 shift-invert 변  법  용했다는 것  미 다. 

Shift-invert 법  효과  용  해 는 계  행  

M-K σ  게 풀  있는  연립 식 해법이 요 게 

었고, 그 해결책  나  직   해법  용 여 계산  

 높인 연구 사 [46]가 있었다.  병  계산 

경에  직  해법  장 과 모리 요구 면에  

장  인 여 근사 해법  복 해법  사용 는 경우도 

많 다[47-49]. 지만 병  다  탈 해법  직   

해법  장 인 과 함께 복 해법  병  장   모리 

효  우 함  색 게  도  능  보여주고 있다[36]. 

인  상에는 PARPACK[50-51], BLZPACK[52-53], 

SLEPc[54-55], TRLAN[56-58]과 같  고  해   

병  Lanczos 소 트웨어들이 포 고 있다. 지만 몇몇  

소 트웨어들  사용자가 직  질량 행  곱    연립 식 

연산    루틴  소 트웨어 내부에 구 해야 는 

단 이 있다. 그래  일 는 질량 행  곱  루틴  희소 

행  연산 키지를 지 고, 병   연립 식 연산 루틴 

 인  상에  구   있는 공개 소 트웨어인 PARDISO 

[25-28], SuperLU[29-30], MUMPS[33-34] 등  용 고 

있다. 이러   해법 소 트웨어들  내부는 랙 스  

어있  에 개인 사용자 입장에  능 개   

소 트웨어   불가능 고, 몇몇 소 트웨어들  경우는 능 

개  연구가 행 고 있다는 것  각각  소 트웨어 페이지  

헌[59-60] 등  통해 간간이 인 고 있다. 지만 Lanczos 

복 과  질량 행  연산 과 과  연립 식 연산 과 이 

 계를 가지고 있  에, 개별  개   해법 

소 트웨어들  용 여 능  개 다는 것  체 해  

과  에  볼  른 능 라고  는 없다. 본 

논 에  목  분산 모리 경에  고  병  능  가질 
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 있도  능  개 는 것이다. 이를  요소 구조 진동 

해  소 트웨어는 해당 연구실에  직  개  고 능 병  다  

탈 해법이 M orthogonal block Lanczos 고리즘   

연립 식 해법  용 써 탈 행 에 합  Lanczos 

벡  분산 를 통 여 효 인 질량 행  곱  연산이 가능  

뿐만 니라 존 병  Lanczos 소 트웨어들  이 

불가능 다는 단 도 해결 다. 이를 탕  병  다  탈 

해법  효 인 통신 법에  고  연립 식 연산 

과 에 다양  이 어를 용 여 병  계산 능이 개 도  

연구[102]가 진행 었다. 

 

본 논 에  능 개   법  래  같이 크게  

가지 이 어  분 여   있다. 

 

- Lanczos 벡  분산 법에  효 인 질량 행  

곱  연산 

- 탈 행  역행  계산에  PLASC 루틴 내  

데이 를 독립 여 LCM(Least Common Multiple) 

컨  용, 삼각 시스  연산 과 에  계산 노드들  

답  시간 감소 

- Cholesky 분해 과 에  행  연산에 여 는 병  

루틴들  통합( 축)  통  통신량 감소 

- 병  루틴 함  트워크 송 상 를 통  

계산 노드들 간  원  통신 

 

첫 번째   번째 이 어는  연립 식 고리즘  

각각 다른 복  해법에 용  사 가 있는 Mackay  

Law[61], 그리고 Choi[62], Raghavan[63]에  감  얻었다. 본 

논 이  헌과 다른  병  계산 경에  Lanczos 

해법에 포함   연립 식 연산  해  직   해법  

용했  경우에 어떤 식  어 병  능이 개   

있는 지이다. 에  언   가지 이 어는 고  추출에 

가장 많  계산 시간이 요구 는 래   가지 연산 과 과 

 연 이 있다.  
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- Lanczos 복 과  동  질량 행  직  지 

- M-K σ  행  분해 

- Lanczos 복 과 에  삼각 시스  풀이 

 

가장 많  시간이 소요 는 과  계산 고자 는 고  

개 , 즉 Lancozs 복 횟 에 라 다르다. 일  Lanczos 

복 횟 가 다면 M-K σ  행  분해 과 인 Cholesky 분해 

시간이 가장 많  계산  차지 며, 몇 십 개 도  고 를 

구 는 경우에는 Lanczos 복 루틴 내에 존재 는 삼각 시스  

풀이 과 인  소거  후  입에 가장 많  계산 시간  

요  다. 그리고 요소 모델 자 도 크 에 라 다를  

있 나, 구 고자 는 고  개 가  개 이상   

많 지게 면 재직 에 소요 는 계산량이  

증가  에 삼각 시스  푸는데 소요 는 시간보다도  

많이 소요 는 경우도 있다. 일   번  복 과  

계산량  산 다면 Cholesky 분해, 삼각 시스   소거  

후  입, 재직   계산량이 많다. Table 2-1과 Fig. 2-

1  3차원 솔리드 요소  구  약 1000만 자 도  요소 

평  모델에 여 고 를 각각 10개, 100개, 500개를 구  

경우 Cholesky 분해, 삼각 시스  풀이, 재직  계산 시간  

체 계산 시간에   보여 다. 복 횟 가 9회   

경우에는 Cholesky 분해  이 다른 에 여 높고, 복 

횟 가 135회  큰 경우에는 재직  계산 이 다른 에 

해 증가  것  인   있다.  삼각 시스  풀이에  

계산  복 횟 에 상 없이 꾸 히 높   차지 고 

있  인   있다. 여  Cholesky 분해  삼각 시스  

풀이는  연립 식 해법에 해당 는 사항이며, 이  계산 

이 체 계산 시간  93% 지 차지 도 다. 라  

Lanczos 복 과 에   연립 식 해법에  병  계산 

능 개  고  해  병  능 개 과  계가 

있  미 다. 
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Table 2-1. Pure computation time in the block Lanczos 

algorithm of structural eigenproblems 

Problem Description: Hex8, 1260x1260x1, 10M DOF 

No. of eigenvalues 10  100 500 

Lanczos iteration 9 36 135 

No. of processors 32 64 64 

Elapsed time (Unit: sec) 

Cholesky 

factorization 
239.1 143.7 147.1 

Triangular 

system 
267.0 1,170.7 4,378.7 

Reorthogonalization 8.7 62.6 2,208.4 

Etc. 33.3 92.4 1,088.3 

Total 548.1 1,469.4 7,822.5 

 

 

44%

49%

1%

6%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 

(a) 10 eigenvalues 
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10%

80%

4%
6%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 

(b) 100 eigenvalues 

 

2%

56%
28%

14%

Cholesky factorization

Triangular system

reorthogonalization

etc.

 

(c) 500 eigenvalues 

Fig. 2-1. Percentage of pure computation time in the block 

Lanczos algorithm 

 

본 논 에 는  같이 높  계산 용이 요구 는  

연립 식 해  과  병  계산 능  개 는 것에  

연구가 행 었 며, Lanczos 복 과  가속 는 법[64], 

병  다  탈 해법에  METIS를 이용  그래  분  

법[65-67] 등  용  병  계산 능 연구는 여  
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외 다. 다  에 는 병  분산 모리 경에  병  계산 

능 개  본이 는 구조 요소 고  해  솔버에  

 Lanczos 해법과 병  다  탈 해법  고리즘  자 히 

본다. 
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 2.2  고  해  솔버  고리즘과 분  
 

이번 에 는 직   해법과 연 어 있고, shift-invert 

변  법이 용  M orthogonal block Lanczos 해법  

고리즘[68]  소개 고, 이 해법  통 여 고 가 계산 는 

과  에  계산 용이 가장 많이 소 는 부분  소개 고자 

다. 식 (2-1)과 같  구조 진동 를  M orthogonal 

Lanczos 해법  고리즘  Table 2-2  주어진다. 

 

Table 2-2. M orthogonal block Lanczos algorithm with shift-

invert transformation 

Algorithm 1 : M orthogonal block Lanczos algorithm 
with shift-invert transformation 

 

 

 

step 1 

step 2 

step 3 

step 4 

step 5 

step 6 

step 7 

step 8 

Let 0V  be a set of initial vectors with IMVV =00
T  

0=j  

while(required eigenvalue > converged eigenvalue) 

jj MVU =  

( ) jjσ UWMK =- , solve for jW  

T
jjjj 11

*
---= BVWW  

*
j

T
jj MWVC =  

jjjj CVWW -= ***  

jjj BVW 1
**

+= , QR factorize for 1+jV  

compute eigenvalue of jT , 1+= jj  

reorthogonalize 1+jV  against iV , 1...0 -= ji  

end  
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jV , jB , jC 는 각각 복 루  j번째에  Lanczos 벡 , 

 삼  각 행  jT  off-diagonal  diagonal 

분이다(식 (2-3)). 여  ‘step 2’  ‘step 7’  외  모든 

‘step’   Lanczos 복 과 이라고 다면, 이러  

과 에  병 는 ‘step 6’  QR 분해  ‘step 1’  질량 곱  

연산, ‘step 4’  질량 행 에  내 이 게 구 다면 

 쉬운 편이다. 

 

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

û

ù

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ë

é

=

-

--

k

kk

T
kk

T

T

B

CB

BC

BCB

BC

T

1

11

221

11

O

OOO
 (2-3) 

 

‘step 8’  1+jV 에  재직  과 ( IMVV =++ 11 j
T
j )  ‘step 

4’과 ‘step 5’  계산 식과 사 다. ‘step 3’과 ‘step 5’  jB  

jC 가 들이 공 를 고 있다면  분 지 고 단일 

에 도 계산   있  만큼  계산량  차지  

에, ‘step 2’를 외   Lanczos 복 과 에 는 

효  QR 분해  질량 행  곱 이 행   있도  는 

것이 병  능 개  근원이 겠다.   Lanczos 

해법에 는 이처럼 효과 인 병  계산  여 병  QR 분해 

루틴에 CGS2 법(classical Gram-Schmidt technique with 

reorthogonalization)[23]  용 다. 행 -행  연산 식인 

‘level 3 BLAS’에 해 계산 효 이 좋  행 -벡  연산 식  

‘level 2 BLAS’ 사용  여 CGS2 법  Table 2-3  같  

 버   다. 
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Table 2-3. Block version of CGS2 algorithm 

Algorithm 2 : Block version of CGS2  
(classical Gram-Schmidt with reorthogonalization) 

1,...,0 -= nifor  

**
jiw W=  

1,0=kfor  

wT
ji

k
j

i
i MVB 11:1

)(1:1
+-

- =  

)(1:1
11:1

k
j

i
ijiww BV -

+--=  

end  

wwT
j

i
i MB =)1(  

)1(
1 j

i
ij w BV =+  

end  

)1()0(
jjj BBB +=  

 

n  Lanczos 벡  jV   사이즈이고, 좌   첨자  

래 첨자는 각각 행  행  열  시 다. 즉, □i
j  i번째 

행  j번째 열  분  미 다.  QR 분해 루틴 

내에 는 내 에  질량 행  곱  과 에 만 계산 노드들간  

통신이 행 다. 결 는 질량 행  곱 만이  Lanczos 

복 과 에  병  능 개  근원지가 다. 이는  여러 

들에게  jV  분   처리 식에 라 병  능 

개 이   있  미 다.  

 

Table 2-2  Lanczos 고리즘  ‘step 2’는 해당 

고리즘  이용  구조 진동 해  과  에  가장 많  계산 

시간이 소 는  연립 식 연산에 해당 는 과 이다. 

2.1 에 도 언 했듯이, 이러   식 풀이를 여 직  

 해법 에  요소법에 가장 효 인 병  다  탈 

해법이 용 었다. 병  다  탈 해법  계산 인 면에  
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본다면 recursive nested dissection ordering scheme[67]  

사용 는 일 인 탈 해법과 사 지만, 역 강  행   

질량 행   조합 지 는다는 것이 다른 탈 해법들과  

에  가장 큰 차이 이다. 이러  병  다  탈 해법  

고  진동  계산   일 인 요소 고  에  

행 이 SPD  특  가지고 있  에 여 에 가장 합  

병  분해법인 Cholesky 분해법  용 여 subtree-subcube 

매  통  행  분해가 행 다. 그리고 extend_add 단계에는 

2차원 block-cyclic matrix distribution  사용 다[21, 22, 60]. 

여  주목   이 Cholesky 분해는 쉬 트( σ ) 값이 지 

면 Lanczos 복 루 에 진입  이 에 단  번만 

행 다는 이다. 주어진 요소 격자  분  도 인이 Fig. 

2-2  같다면, 병  다  탈 해법이 용  parallel sparse 

Cholesky factorization  Fig. 2-3과 같  소거 트리  구 는 

것  보여주고 있다. 이에  고리즘  면 Table 2-4  

같다. 

 

P0

P2

P1

P3

 

Fig. 2-2. Partitioning domain from FE mesh and its ownership 
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0 101 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15

P1

P2 P3

P0      P1

P0      P1

P2      P3

0    1    4   5 

2    3    6   7 

8    9 12 13 

10  11 14 15

 

Fig. 2-3. Domains assigned to Processor 0 and its domain-

wise elimination tree 

 

Table 2-4. Parallel sparse Cholesky factorization algorithm 

Algorithm 3 : Parallel sparse Cholesky factorization 

        1,...,0 -= dNifor  

            ú
û

ù
ê
ë

é
=

1112

22

KK

K
K

SYM
f  

            ( )1211 ,KKfactorize , ( )22Kupdate  

            ij =  

            ( )1)2,( =jremwhile  

               ( )faddextend K_  with another domain branch in tree 

               ( )1211 ,KKfactorize , ( )22Kupdate  

( ) 21-= jj  

            end  
        end  
 

   parallel procedure 

       1=n  

      ( )PNnwhile <  

            ( )faddextend K_  with another processor branch in tree 

             ( )1211 ,KKfactorize , ( )22Kupdate  

            nn 2=  

       end  
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dN  pN 는 각각  에 당  도 인  개  

 개 를 미 다. 그리고 함  rem(a,b)는 a를 b  나  

나 지를 계산 는 함 이다.  탈 행  fK 는 

M-K σ 부  다. 에  언 했듯이 )(_ faddextend K  

참고 헌[21, 22, 60]  2차원 block-cyclic matrix distribution  

사용 다. 

행  식인 Cholesky 분해 함  ),( 1211 KKfactorize  조  

행  업데이트 함  )( 22Kupdate  다시 래   단계  

  있다. 

 

T
111111 LLK =  (2-4) 

12
*
1211 KKL =  (2-5) 

*
12

*
1222

*
22 KKKK T-=  (2-6) 

 

식 (2-4)~(2-6)  탈 행 인 칭 행 인  인 여 

diagonal 항   래쪽 부분만  고 여 구  식이며, 

부속 행  ijK  Fig. 2-4  같  모리 구조  당 다. Fig. 

2-4에  탈 행  부속 행  22K 가 당  모리   

에 가장  다는 특징이 있다. 이러  탈 행  

구조는 *
22K 가 항상 당  모리  리 부분에 남  에 

)(_ faddextend K  과  쉽게 구   있다. 이 addextend _  

함 가 잘 구 다면,  병  Cholesky 분해 고리즘  

통신에  주요 버헤드는 ),( 1211 KKfactorize  )( 22Kupdate 같  

조  행  연산 과 에 해 생 다. 
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11K

22K

12K

 

Fig. 2-4. Memory structure of frontal matrix K 

 

다  삼각 시스  계산 과   소거  후  입이 

차  행 는 것이 일 이다. 이들  에  분해 

과 과 동일   매  사용 고 탈 행 도 분해 

과 에  분포  동일 다. 우항(RHS)이 W  시 다면,  

소거는 일  다   가지 단계  구 다. 

 

1
*
111 WWL =  (2-7) 

*
1

*
122

*
2 WKWW T-=  (2-8) 

 

 후  입  다 과 같   가지 단계  다. 

 

*
2

*
12

*
1

**
1 WKWW -=  (2-9) 

**
1

***
111 WWL =T  (2-10) 

 

여  ***
1W 가 이 식  종 해이다. 탈 행  식 

(2-4)~(2-10)  병  연산이 진행 면  2차원 block-cyclic 

개 에 여 각각  들  분 가  에, 행  분해 

 연산 루틴   는  단  송  집이 진행 는 

병  행  연산 루틴들 부  많  통신 버헤드가 생 다. 
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그리고 이것  병  능 개 과  계가 있 며, 이에  

자  사항  다  장에 명 어 있다. 참고  여   

개   Lanczos 해법에   개 과는 다른 것이다. 

Cholesky 분해   소거, 후  입이 행 는 삼각 시스  

풀이 과 에  병  능 개   주목  통신  름  

원 게 고 통신량  여  통신 버헤드를 낮추고,  는 

 단  송이 이루어지는 동  답  시간  소  

는 것이다.  
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 3 장 병  계산 능 
 

 

병  계산 능 개  명 에  해당 고  해  

솔버는 본  단일  계산 경에  능 가 

행 었다. 일  단일  경우  행  

연산에 사용 는 라이 러리는 BLAS  LAPACK이며, Lanczos 

해  과  이러  라이 러리들  합  행  연산 

루틴들  구 이 다면 우  계산 능  가질  있다. 

단일 인 경우 Lanczos 복 과  크게  부분에  

능  요소가 존재 다.  고리즘 1(Table 2-2)에  

Lanczos 루  QR 분해 과 에  번 게 생 는 질량 행  

M에  내 이 첫 번째  요소이다. 이것  Lanczos 벡  

jV 를  했  경우 능이 향상 었 며, 질량 행  M에  

내  속도가 그 능  좌우 는 QR 분해 역시 고리즘 

2(Table 2-3)  같이  했  경우 효과가 있었다. jV  

에  Lanczos 루  QR 분해 과  BLAS  

‘GEMM’과 ‘SYMM’ 루틴, 그리고 LAPACK  ‘SYEV’ 

루틴  구   있다.  번째   번째 요소는  

연립 식 해법과  것  Cholesky 분해 과 에  

능과  소거, 후  입 과 에  능 가 겠다. 

Cholesky 분해 과 에  사용 는 연산  고리즘 3(Table 2-

4)에  같이 ),( 1211 KKfactorize  )( 22Kupdate 이며, 이 역시 

BLAS  LAPACK  고 능 행  연산 루틴 함 들  

계산 게 다. ),( 1211 KKfactorize  LAPACK  ‘POTRF’ 

루틴과 BLAS  ‘TRSM’ 루틴  구 며, 

)( 22Kupdate 는 BLAS  ‘SYRK’ 루틴  구   있다. 

 소거  후  입  과  ‘TRSM’과 ‘GEMM’  구  

 있다. 체  ‘level 3 BLAS’ 루틴  극  

용 나 CGS2를 이용  QR 분해 과 에 는 ‘level 2 

BLAS’   가능  부분이 존재 며, 이러  부분  히 

여 불 요  ‘level 3 BLAS’  이용  억 다. ‘level 3’ 
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태  행  연산에 있어  그 크 가 작 (4 미만) 경우에는, 즉 

계산량이  경우에는 BLAS 루틴 함 들  출 지 도  

다.  모리  복사를 소  여 Cholesky 분해를 

통해 계산  factorized block과 Lanczos basis  구 는 jV 를 

모리에  법  지시 , 재 사용 시 BLAS 루틴에 

합  모양이 도  다. 이  같이 2장에  소개  

고리즘  구  고  솔버를 단일 에  능 

가 이루어진 상태 그  병  계산  장  에 

병  계산에 는  능  요소  여 계산 노드들 

간  통신에만 집   있었다. 
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 3.1  병  계산 능 개  법 
 

병  구 함에 있어  인 병  효  결 는 

요인  통신 버헤드이다[60]. 통신 버헤드는 통신량에 

고,  답  시간과도 계가 있다. 2.1 에  

언 했  능 개   가지 법 에  첫 번째   번째는 

통신량  이   것이고,  번째는 답  시간  

소   략이며,  번째는 통신  원  름  

는 것이다. 분산 병  경에  이러  질량 행  곱   

Cholesky 분해 과 이나 삼각 시스  연산 과 과 같   

식 연산 과  해  PBLAS[43,69], ScaLAPACK [44,70], 

PLAPACK(Parallel LAPACK)[71-74], BLACS(Basic Linear 

Algebra Communication Subprograms)[75-77]과 같  고 능 

 행  연산 라이 러리들  용   있다. 지만 이러  

라이 러리들  루틴들  단 히 출 여 사용 게 면 

사용자  병  계산 경이 고  능  가지도  는 

데에는 어 움이 있 므 , 본 연구에 는 고 능 라이 러리인 

PBLAS  ScaLAPACK  고리즘  용 여 동일  계산 

능  가지는 동시에 BLACS  송 상  직  각각  행  

연산 루틴 함  내에    이 가능 도  PLASC 

(Parallel Linear Algebra Subroutines in C)라는 이름  

라이 러리를 개  다  고  해  과 에 사용 는 

루틴들인 ‘POTRF ④ ’, ‘TRTRI ⑤ ’, ‘TRSM ⑥ ’, ‘TRMM ⑦ ’, 

‘SYRK ⑧ ’, ‘GEMM ⑨ ’  체 여 이들 부  병  계산 능  

개 고자 노 다. 

                                            
④ POTRF computes the Cholesky factorization of a real symmetric positive 

definite matrix A 

A = U**T * U,  if UPLO = 'U', or A = L * L**T,  if UPLO = 'L' 
⑤ TRTRI computes the inverse of a real upper or lower triangular matrix A 
⑥ TRSM  solves one of the matrix equations 

op( A )*X = alpha*B,   or   X*op( A ) = alpha*B 
⑦ TRMM  performs one of the matrix-matrix operations 

B := alpha*op( A )*B,   or   B := alpha*B*op( A ) 
⑧ SYRK  performs one of the symmetric rank k operations 

C := alpha*A*A**T + beta*C 
⑨ GEMM  performs one of the matrix-matrix operations 

C := alpha*op( A )*op( B ) + beta*C 
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 3.1.1  질량 행  곱  연산에  통신량 감소 
 

 2.1  첫 번째 항목에 해당 는 통신량  이는 

법에 해  소개 고자 다. 2.2 에    Lanczos 

복 과 에  통신 병목 상  고리즘 1에   

벡  jV , *
jW  는 고리즘 2에  단일 벡  **

jiW  함께 질량 

행  곱    생 다. 병  구 는데 row-wise  

태에  벡 들과 질량 행  분 여 각 계산 노드  

분 는 것  간단 지만 효 인 병  계산  해  

일 는 PBLAS  ScaLAPACK과 같  병  계산에 특  

희소  조  행  곱  연산용 라이 러리를 사용 다. 본 

논 에  사용 는  Lanczos 솔버에 는 개  병   

행  곱  라이 러리인 PLASC를 용 다. 이러  

라이 러리를 사용 는데 있어 ,  Lanczos 벡  jV  같이 

작  크   사용 는 경우, 행  연산 루틴 

함 들 부 는 특별히 주목  만큼  병  능 개 에  

를 가질 는 없다.  크 가 커질   연립 식 

계산에 소요 는 시간과 횟 는 감소 는 경향  보이지만, 질량 

행 과  곱  연산에  부담이 증가 게 다. 라  체 인 

계산 효  증 를 해 는  크 에  조 이 요구 며, 

일  상용 요소 해  소 트웨어에 는  Lanczos 

벡 에   크  7  사용 다고  있다[6-8]. 

이 는 다르게 병  다  탈 해법  도 인 컨 에 는 100 

이상   큰 통신  크 를 사용  에 개   

있는 부분이 보여진다. 이   능 개  법  래  

3.1.2 , 3.1.3 과 이 있다. 라  질량 행  곱  과  

행  연산 루틴  개  면보다는 Lanczos 벡 를 분 여 

 계산 노드들과  통신 횟 를 여  병목 상  는 

것이 능 개  면에   효 이라고   있다. 이를 해  

Fig. 2-3에  명  도 인 분  법과 같이 Lanczos 벡  

분   같  법  이루어진다. Fig. 3-1에 는 Fig, 2-2  

같  4개   분  도 인   보여주고 있다. iP 는 
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ijI  는 ijklI  지  인 페이스들  미지 들  외  i번째 

에 속 는 미지 들  미 다. 

 

P0

P2

P1

P3

I 01

I 02 I 13

I 23

I 0123

 

Fig. 3-1. Domain partitioned for four processors 

 

01I , 02I , 13I , 23I , 그리고 0123I  같  인 페이스들 상에  

들  질량 행 이  각자  도 인 내에  희소 

행  태  조합 는 동  Lanczos 벡 를 공 다. i번째 

도 인에  조합  질량 행  )(iM 라고 면, )(iM  행  

식 (3-1)과 같   가지 조합  구 다. 

 

ú
û

ù
ê
ë

é
=

)()(

)()(
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i
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i
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C

i
Di

MM

MM
M  (3-1) 

 

래 첨자 D  I는 각각 iP  도 인  내부에 속 는 분과 ijI  

는 ijklI  인 페이스  내부에 속 는 분  시 다. 나  

에   벡  q  질량 행  곱  )()( ii qM  

다. )(iq 는 i번째 에 당   벡 이며 이는 

인 페이스 상에  다른 도 인들과 함께 같  값  공 다. 

그러면 첫 번째   고리즘 1과 고리즘 2에  자주 

보이는 질량 내  경우를 고 해보자.  벡  p  q   

질량 내  단일   나타내면 식 (3-2)  

다. 
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이를 Fig. 3-1처럼  개  도 인  모  포함 여 나타내면 

식 (3-3)과 같다. 
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식 (3-3)  우항  )(ip  )(iq 가 들과 인 페이스 

상  값들  공 고 있다면 벡  p  q 에  질량 내  

식과 동일 다. 그리고  크  bN 를 가지는  Lanczos 복 

과 에  이런 질량 내  행 는 데는 모든 들 부  

값  조합 고 다시 그 결과를 모든  분 는 

‘MPI_ALLREDUCE’ 출  통  통신  번이면 충분 도  

다.  

 번째  질량 행 과 곱해진  벡  q 가 고리즘 1  

‘step 2’에 처럼  연립 식  우항  사용 는 경우를 

고 해보자. 즉, 고리즘 1  ‘step 1’에  단일 에  

곱   식 (3-4)  같다. 
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이 경우  벡  )*(i
Dq 는 히 합쳐진 값들  구 는 면, 

인 페이스 상에 있  에 )*(i
Iq 는 일부 값  구 다. 다시 

말해   값들  구  )*(i
Iq 는  미지 들  공 고 

있는 들  값이 합해 야만이 얻   있다. 그러나 병  

다  탈 해법  특  인 여 ‘step 2’   소거 
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과 에  자동  합해지도   에, 존  Lanczos 

해법과는 다르게 고리즘 1  ‘step 1’에  통신  행 지 

도 다. 이처럼 병  계산 시, 질량 행 과  곱  연산 

과 에 는 가능  (계산 노드)들 간  통신 횟 를 

감소시  Lanczos 복 과  동  생 는 병목 상 생 

도 를 낮추었다. 

 

 

 3.1.2  삼각 시스  연산 과  답  시간 

감소 
 

병  다  탈 해법  Lanczos 복 루틴 이 에 소  

번  행 는 고리즘 3  Cholesky 분해 과  (식 (2-4)~(2-

6))에 요 고, Lanczos 복 루틴 내부  삼각 시스  연산 과  

(식 (2-7)~(2-10))에 요 다. 분산 모리 병  계산 

경에  식 (2-4)~(2-10)  보다 나  계산 능  해  

PBLAS, ScaLAPACK 는 PLASC  같  병  계산용 행  연산 

라이 러리에 포함  다양  루틴 함 들  용 여 계산  

행 는 것이 일 이다. 

 소거  후  입  행 는 삼각 시스  연산 과 인 

식 (2-7)부  식 (2-10) 지는 각각 PLASC  ‘TRSM_NN ⑩ ’, 

‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’ 그리고 ‘TRSM_TN’ 루틴 함 를 

용 다. 식 (2-7)과 (2-10)에 해당 는 ‘TRSM’ 루틴 

함  통신  살펴보면 식 (2-8)과 (2-9)에 해당 는 

‘GEMM’ 루틴 함  여 효 인  견   

있다. 를 들어 ‘TRSM’  송 시퀀스를 보여주는 Fig. 3-2  

(a)는 행 과 벡  데이  종속  인 여 차   

송이 강요 는 것  보여 다. 이것  어떠   송 

에도 이 라인에 해가 다. 면에 ‘GEMM’  송 

시퀀스를 보여주는 Fig. 3-2  (b)처럼 데이  독립  가진다면 

LCM 컨  용 여 송 시퀀스를 게 일링 여 

용, 데이  종속 일 보다 송 장 이  좋 진다. 여  

LCM  Least Common Multiple  약자   맵에  

                                            
⑩ ‘N’ means a general matrix. cf) ‘T’ means a transposed matrix. 
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 행   열  에  소 공 를 미 다. Fig. 

3-3  2차원  맵에  분  행 에 LCM 컨  

용했  경우   했  경우에   송 시퀀스를 

보여 다. LCM 컨  사용  인  이   송 는 

집이 동시에 진행 고 다  이 존재 지  지 계속 

지가 어 답  시간  감소 시킬  있다는 이다. 지만 

이러  컨  용  해 는 존  식 (2-7)과 (2-10)에 

해당 는 데이  종속  특  가지는 ‘TRSM’ 루틴  데이  

독립  가지는 식 (3-5)  (3-6)과 같  ‘TRMM’ 태  

이  어야 다.  

 

*
11

1
11 WWL =-  (3-5) 

***
1

**
111 WWL =-T  (3-6) 

 

이는 Lanczos 복 과 이 진행  이  Cholesky 분해 

과 에  ‘TRTRI’ 루틴 함 를 이용  탈 행  

역행 ( 1
11
-L )이 추가  계산 어야 함  미 다. 1

11
-L   번 

계산 면 삼각 행  연산 시 계속 사용   있 며, 간단  행  

곱 만  해를 구   있게 다. 일  1W 과 *
1W 는 같  

모리 공간에  사용 다는 사실  인 여 원래 식 (3-5)에 

해당 는 ‘TRMM’ 루틴 함   송  Fig. 3-2  

(c)  같이 후  시퀀스이다. 이러  경우 1
11
-L  계산   

미가 없 며, 식 (3-6)  같  경우이다. 그러나 식 (3-5)  

식 (3-6)  1W 과 **
1W 가 일시  버퍼에 억 다면, Fig. 3-

2  (d)  같  임  송 시퀀스가 가능 게 어 Fig. 3-2  

(b)  같  식  LCM 컨  용   있게 다. Lanczos 

벡   크 는 주  7  사용  에 그 게 크지  

크 이므 , 1W 과 **
1W 를 임시 모리 공간에 당 는 것이 

가능 다. 여  주    자   병  계산  

는 경우 는 구 고자 는 고  개 가 어 Lanczos 

복 횟 가  경우에는 1
11
-L  계산 추가  인 여 부동 소  
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연산이 증가 게 는데, 체 계산 시간 에  ‘TRTRI’에 

해당 는 역행  계산 이 커지게 다면 LCM 컨  용  

이 이 사라질 도 있 므 , 구 고자 는 고  에 라 

LCM 컨  용 여부를 잘 단 여야 다. 

 

Matrix L11 Matrix W1

Forward panel sequence

 

(a) Forward panel sequence of TRSM subroutine 

 

Matrix K*
12 Matrix W*

2

LCM concept

i i+LCM(nprow,npcol)

i+LCM

i

 

(b) Broadcasting sequence with the LCM concept of GEMM 

subroutine 
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Matrix L11
-1 Matrix W1

Backward panel sequence

 

(c) Backward panel sequence of TRMM subroutine 

 

 

Matrix L11
-1 Matrix W1

Arbitrary panel sequence

 

(d) Arbitrary panel sequence of TRMM subroutine 

 

Fig. 3-2. Broadcasting sequences of subroutines used in 

triangular system solving phase 
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0    1   4   5

2    3   6   7

0   1   4   5
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0    1   4   5

2    3   6   7

0   1   4   5

2   3   6   7

0    1   4   5
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0   1   4   5

2   3   6   7

2    3   6   7

0   1   4   5

2   3   6   7

LCM

LCM

 

 

Fig. 3-3. Panel broadcasting sequences without (up) and with 

(down) the LCM concept 
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 3.1.3  Cholesky 분해 과 에  통신량 감소 
 

식 (2-4)부  식 (2-6) 지에 해당 는 Cholesky 분해 

과 과  에  명  LCM 컨  용  해 11L  역행  

계산  행 는 과  각각 PLASC 라이 러리  ‘POTRF’, 

‘TRSM_NN’, ‘SYRK’, ‘TRTRI’ 루틴 함 들  용 며, 

이들  다양   는  통신  가지고 있다. 4개  

루틴 함 를 통 여 계산이 행 는 동  몇몇  통신에는 

루틴 함 들 간  복  통신 이 찰 다. 를 들면, 

‘POTRF’에 해당 는 Fig. 3-4  (a)에  ‘COMM 2’  

‘TRSM’에 해당 는 Fig. 3-4  (b)에  ‘COMM 1’ 과 

‘TRTRI’에 해당 는 Fig. 3-4  (d)에  ‘COMM 2’ 과 

사 다. 그리고 Fig. 3-4  (b)에  ‘COMM 2’는 ‘SYRK’에 

해당 는 Fig. 3-4  (c)에  ‘COMM 1’과 사  통신 

이다. 이것  모든 4개  루틴 함 들  능  포함 는 

동시에 사  통신  복  거 여 나  새 운 축  

루틴 함  개 이 가능 다는 것  미 며, 그 결과 

‘CONDENSATION’이라는 새 운 축 루틴 함 를 

개 다. 

축  루틴 함  병  능  분명히 4개  루틴 

함 들   분리 여 계산  경우보다  좋  것  상 다. 

이는 복  통신  함 써 통신량이 감소  이다. 

그러나 단 도 존재 는데, 루틴 함 들  축 게 면 식 

(2-6)  데이  독립  사라지게  뿐만 니라 식 (2-5)  

11L  역행  조합  통해 가능해지는 LCM 컨  사용   없게 

다. 지만 이것  Cholesky 분해  11L  역행  계산 과  

쉬 트 값이 변 지 는다면 고  해  체 과 에  단지  

번만 행  에 Lanczos 복 과 에  LCM 컨  용  

 효과에 면 병  계산 능 개  효과는 미미 며, 

실 도 축  루틴 함  사용  인  통신량  

감소시키는 것이 병  능 개  효과가  컸다. 라  

Cholesky 분해 과 에 는 LCM 컨  용이 닌 루틴 

함 들  축 여 사용 다.  나  단  낮  자 도를 
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가지는 에  계산에 참여 는 계산 노드  가 많 지게 면 

나  가 당 는 탈 행  크 가 작 지게 어 

들간  이 라인이 해 어 병  효 이 낮 지게 며, 

 경우는 축 루틴  사용 지   계산 능과 

슷해진다는 이다. 이는 축 루틴 함 를 사용  

해 는 각 계산 노드에 분 는 탈 행  크 가 충분히 

커야 축 루틴 사용  효용 이  높 짐  미 다. 

실  축 루틴 함 는  에 명  LCM 컨  

연  용과 이 라인  해도 조 이나마 지 고자 11L  

행  역행  계산 는 ‘TRTRI’ 루틴 함 를 외  식 

(2-4)부  식 (2-6) 지  과 에 해당 는 ‘POTRF’, ‘TRSM’, 

‘SYRK’를 통합  축 루틴 함 인 ‘CONDENSATION’  Fig. 

3-5  같이 구 여 고  해  솔버에 용 다.
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Comm 1

Comm 2

Comm 3

Matrix K11

 

(a) POTRF subroutine 

 

 

Comm 1

Comm 2

Matrix L11 Matrix K12

 

(b) TRSM subroutine 
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Matrix K*
12

Matrix K22

Comm 1

Comm 2

 

(c) SYRK subroutine 

 

Comm 3

Comm 2

Matrix L11

Comm 1

 

(d) TRTRI subroutine 

 

Fig. 3-4. Communication patterns of various subroutines during 

thc Cholesky factorization phase
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Comm 1

Comm 2

Comm 3

Matrix K11
POTRF

Matrix L11 Matrix K12

Comm 1

Comm 2

TRSM

Matrix K*
12

Matrix K22

Comm 1

Comm 2

SYRK

 

Matrix K11Matrix K12

Matrix K22

Comm 1

Comm 3

Comm 4

Comm 2

Comm 5

CONDENSATION

 

 

Fig. 3-5. Communication pattern of the CONDENSATION 

subroutine
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 3.1.4  트워크 송 상   
 

병  다  탈 해법이 용  Cholesky 분해 과   삼각 

시스  연산 과  PLASC  다양  루틴 함 들  구 어 

있고, 이 과  통신량 감소  답  시간 감소를 통  병  

능 개  법이   통 여 소개가 었다. 이   

내용  루틴 함 들끼리 연계 과 에  능 개  법이며, 

이외에도 루틴 함  각각에 여 고  병  능  가질 

 있는 연구가 요 다. 

각각  루틴 함  고리즘 내에  병  능  개  

해 는 계산 노드들과  통신 름  어 는 트워크 송 

상  조 여 통신 시간  감소시키는 것이 나  법이다. 

PLASC  루틴 함  고리즘 내부에도 병  계산이 

행 는 동  계산 노드들간  원  통신 름   송 

상  어 는 부분이 있다. PLASC  ‘POTRF’  동일  

고리즘인 ScaLAPACK  ‘POTRF’  고리즘[78](Table 3-

1)  나   살펴보면 계산이 행 는 동  3번  송이 

이루어지며, 이것  각각 Fig. 3-4  (a)  ‘COMM 1’, ‘COMM 2’, 

‘COMM3’에 해당 다.  3번  송이 생 지만 ‘COMM 3’  

‘COMM 1’  재 송 과 이  에 실 는 2번  송 상 

조합  구 다. 

송 상  종 는 송 법에 라 ‘increasing ring’, 

‘decreasing ring’, ‘split ring’, ‘multi-ring’, ‘hypercube’, ‘fully 

connected’, ‘tree broadcast’ 등 다양 며, Fig. 3-6  이 에  

몇 가지 상 에  송 식  보여 다. PLASC 

라이 러리에 는 가장 많이 사용 는 단 향  차 인 통신이 

이루어지는 식인 ‘increasing ring; i’ 상과 양 향  동시에 

통신이 이루어지는 ‘split ring; s’ 상  조합 여 각각  

루틴에  고  병  능  보여주는  송 상 

조합  찾 보 다. 
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Table 3-1. POTRF subroutine algorithm of ScaLAPACK 

Algorithm : ScaLAPACK PxPOTRF 

for j=1 to n/b do 

processor owning block (j, j) computes Cholesky decomposition 

broadcast result to processors down processor column 

parallel for each processor owning blocks in column panel j do 

  update blocks in panel with triangular system solver 

  broadcast result across processor row 

end for 

parallel for each processor owning diagonal block (i, i) (i > j) do 

  rebroadcast results down processor column 

end for 

parallel for each processor owning blocks in trailing matrix do 

  update blocks with symmetric rank-b update 

end for 

end for 
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0 1 2 3 4 5 6 7

src

 

(a) Increasing ring (‘i’) 

 

 

src

0 1 2 3 4 5 6 7

 

(b) Decreasing ring (‘d’) 

 

 

0 1 2 3 4 5 6 7

src

 

(c) Split ring (‘s’) 

 

Fig. 3-6. Broadcast topology controls in panel of block 

communication 

 



 

 46

 

 3.2  개  법에   스트 
 

에  소개  병  계산 능 개  법들  실  요소 

고  해  솔버에 용 여 병  능 개  효  인  

에  이번 에 는  스트를 통 여 병  능 개  

법이 효과가 있는지 인 고자 다. 2.1 에  언  것처럼 

병  계산 능 개  법  크게  가지  나 었다. 그  

나인 Lanczos 벡  분산 법에  질량 행  연산 시 질량 

행  조합 지 고 분산  상태  계산  진행 도  구 여 

존  다른 드들과는 다르게 질량 행  조합에 요  계산 

노드들 간  통신  행 지 도  여 병  계산 능  

개  것  고  해  솔버 구  처 부  시도  이고 다른 

개  법과는 다르게 병  다  탈 해법이 용   

연립 식 연산 루틴과 직 인 연 이 없 므   

스트에  외 었고, Cholesky 분해 과  병  행  연산에 

사용 는 PLASC 루틴 함 들  통합 여 통신량  

감소시키는 법과 삼각 시스  연산 과 에 LCM 컨  용 여 

답  시간  감소 는 법  각 루틴 함  통신에 

 송 상 조합  찾는 법에  다양   

스트가 행 었다. 

 

병  계산 능 스트는 260개  계산 노드  Gigabit 

스  연결  분산 모리 병  계산 시스 인 PEGASUS[79] 

(Fig. 3-7)에  행 었다. PEGASUS 병  컴퓨  사양  

Table 3-2에 보여주며, Fig. 3-8  PEGASUS  체 트워크 

연결 상태를 보여주는 그림이다. 그인 노드에 속 여 해당 계산 

노드  이동  다  병  계산  행 는 식이며, 그인 노드는 

NFS(Network File System)  계산 노드  일 공 를   

있도  어있다. 계산 노드  속이나 일 송  란색 인 

10/100Mbps 트워크를 사용 고, 병  계산  빨간색 인 

Gigabit 트워크를 통 여 통신  다. 2002 에 처  시스 이 

구 어 이후  계산 노드를 증가시 가면  2004  

LINPACK[80] 벤 마크 부  1.283Tflops  우  능  
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인 나 재는 많이 노후 어 있다. 지만 각각  계산 

노드가 모리  데이  장 공간  가지고 있는 분산 모리 

병  시스  약 1TB   모리 용량  보 고 있어 큰 

자 도를 가지는  요소 모델에  량  고 를 

구 는  같이 많  모리 공간  요구 는 계산에 여 히 

용 고 있다. 

 

 

Fig. 3-7. Parallel computing system in a distributed memory 

environment - PEGASUS 

 

 

Fig. 3-8. Outline of the PEGASUS system 
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Table 3-2. Details of the PEGASUS system 

 

<System Specifications> 

- Total CPU : 260 nodes, 520 CPUs 

- Network : Gigabit Ethernet System & Fast Ethernet (7 NFS Server) 

- Node specifications 

·Dual Intel Xeon 2.2/2.4/2.8/3.0GHz 

·DDR ECC 3/4/6GB 

·IDE 80/160GB HDD 

- Software 

·Redhat Linux OS 

·gcc compiler 

·LAM/MPI 

·etc. 

 

<Performance> 

- Theoretical Peak Performance : 5.0 Tflops (32bit) & 2.5Tflopos (64bit) 

- Total memory : 1,040GB 

- Total Storage : 25.28TB 

- LINPACK benchmarking performance : 1.283Tflops (64bit) (2004.12) 

 

 

PEGASUS 분산 모리 병  계산 경에  본 연구를 통 여 

능 개  연구가 행  병  다  탈 해법  연동   

Lanczos 해법  본 인 병  계산 능  Fig. 3-9  같이 

3차원 8  솔리드 요소(hex8)가 가   (NxN)개  구  

요소 모델 부  보 다. 
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Fig. 3-9. FE model for a scalability test 

 

 Lanczos 해법  용  고  해  과 에  

계산량  Cholesky 행  분해 과 과 삼각 시스  연산 과 에  

많   차지  에, 이 과 에 해당 는 병  다  

탈 해법  병  계산 능  고  해법  병  능과도 

 계가 있다는 것  미 다. Table 3-3과 Fig. 3-10  

병  다  탈 해법에 여 1개  계산 노드부  64개  계산 

노드 지  계산 능이  잘 나 도  계산 노드 개 에 

라 나  계산 노드에 당 는 계산량이 슷 도  요소 

모델  크 를 조 여 병  계산 능  스트 는 병  장  

스트  행 결과를 보여 다. 32개  계산 노드 지는 병  계산 

효 이  당 1,000Mflops 후  지 고, 64개  계산 

노드는 통신  행 는 트워크  복잡  인 여 그 효 이 

낮 진다. Table 3-4  Fig. 3-11   Lanczos 해법에   

연립 식 연산 과  외   Lanczos 복 과 에  

병  장  스트를 행  결과이다. Lanczos  크 는 7  

고, 복 횟 는 15번  지 도  고, 나  계산 

노드가 담당 는 자 도는 약 60,000개가 도  요소 모델  

크 를 조 여 병  장  스트를 행 다. 체  

Lanczos 해법 계산 시간  부분  차지 는  연립 식 

연산 과 과 면  Lanczos 복 과  계산 노드가 

증가 여도 병  장 이 우 며 소요 는 계산 시간  도 

낮  에 병  계산 능 개  요도는  연립 식 

연산 과 보다 낮  보여 다. 
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Table 3-3. Parallel performance of PMFS 

No. of 

Processors 

2D (NxNx1 hexagonal element) 

Mesh 

(N) 
DOFs 

Factorization 

time (sec) 

Performance 

(Mflops) 

Mflops 

/processor 

1 318 610,566 139 954 954 

2 400 964,806 129 2,036 1,018 

4 500 1,506,006 112 4,657 1,164 

8 630 2,388,966 121 8,624 1,078 

16 794 3,792,150 121 17,288 1,081 

32 1,000 6,012,006 129 32,757 1,024 

64 1,260 9,540,726 149 56,629 885 

 

 

Table 3-4. Parallel performance of pure Lanczos iteration 

No. of 

processors 

2D (NxNx1 hexagonal element) 

Mesh 

(N) 
DOFs 

Cj  

update 

(sec) 

Re- 

orthogonalization 

(sec) 

QR 

factorization 

(sec) 

1 100 61,206 0.54 4.3 1.99 

2 141 120,984 0.55 4.36 2.12 

4 200 242,406 0.57 4.6 2.2 

8 282 480,534 0.6 4.77 2.7 

16 400 964,806 0.59 4.23 2.82 

32 565 1,922,136 0.6 4.31 2.91 

64 800 3,849,606 0.61 4.32 3.02 
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Fig. 3-10. Scalability test of PMFS 
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Fig. 3-11. Scalability test of pure Lanczos iteration 
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다  3.1  병  능 개  법들에   

스트가 다양  계산 노드 개    크 에  진행 었다. 

계산 결과는 모  슷  경향  나타내었  에,  

64개  계산 노드(64개  )에  크 가 32,000x 

32,000인 임  생  행 에  크 를 100  여 

행  결과에 여  보여주고자 다. 여  지  

 크 는 Lanczos 벡   크 가 닌 병  다  탈 

해법  통신  크 에 해당함  자. 

 

Table 3-5. Elapsed time of PLASC subroutines used in the 

Cholesky factorization phase 

Matrix dimension : 32000x32000,  

process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

 ss ii 

POTRF  

<Eq. (2-4)> 
119.6 106.2 

TRSM_NN 

<Eq. (2-5)> 
241.7 221.8 

SYRK  

<Eq. (2-6)> 
321.0 320.6 

Total elapsed time 682.3 648.6 

(Unit: sec) 

 

, Cholesky 분해 과 인 식 (2-4)부  식 (2-6)에 

해당 는 ‘POTRF’, ‘TRSM_NN’, ‘SYRK’에  송 상 조합에 

른 해  결과는 Table 3-5  같다. 실   종  루틴 

함  상  Fig. 3-4  통신  ‘COMM’  고 면 각각 

2개 상  조합  구   있다. Fig. 3-4-(a)  ‘POTRF’  

경우 3번  통신  지만 ‘COMM 3’  ‘COMM 1’  통신  

복 는 것이므  2개  송 상 조합  구 는 것  

3.1.4 에 소개   있다. 일 인 루틴들  송 상 2개  

조합이 동일  경우가 그 지  경우보다 능이 좋다고  

있다.  스트 결과 ‘SYRK’는 계산 능에 차이가 없었지만 
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나 지 루틴들  ‘ss’  ‘ii’ 에 는 ‘ii’  조합했  경우에 

계산 능이 좋 며,  계산 시간 에 도 ‘ii’ 조합이 

648.6   좋  계산 능임  보여 다. Fig. 3-12는 상 

조합 ‘ii’  시간   ‘ss’  시간에  를 그래  

나타낸 것이며,  계산 시간  면 ‘ii’ 조합이 ‘ss’ 조합보다 

약 5%  계산 능 개  효과가 있었다. 
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Fig. 3-12. Elapsed time of PLASC subroutines used in the 

Cholesky factorization phase 

 

3.1.3 에  명했듯이 Fig. 3-4  (a), (b), (c)를 참고 면 

Cholesky 분해 과 에  사용 는 ‘POTRF’, ‘TRSM_NN’, ‘SYRK’ 

루틴 함 는 복  통신이 다. 라  Fig. 3-5  같이 

가지 행  연산 루틴 함 들  축 여 통신량  감소  

 목  개  ‘CONDENSATION’ 루틴에   

스트도 행 다. 이 루틴 함   Table 3-5  같이 

트워크 송 상  다양 게 조합 여 고  병  능이 

나 도  시도 다. Fig. 3-5를 보면  종  루틴들이 

통합  ‘CONDENSATION’ 루틴 함 는 개별 루틴 

함 보다 많  ‘COMM 1’부  ‘COMM 5’ 지  통신 이 

존재 게 어  5개  송 상  조합  구  에, 

5개 상 조합  경우  인  32가지 경우를 상   
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스트가 행 었 며, 그 결과는 Table 3-6과 같다. 여  

‘POTRF’에  같이 ‘COMM 1’과 ‘COMM 5’는 동일  송 

상  여 4개  상 조합  구  도 있었 나 

루틴 함 들  축  외  결과가 나   있  에 

분리 여  5개  상 조합  여 스트를 행 다. 

일 인 루틴 함  경우 ‘i’ 는 ‘s’  송 상  조합이 

통일 었  경우 능이 가장 좋 데 여, ‘CONDENSATION’ 

루틴 함  경우 ‘sssss’ 조합(607.3 ) 는 ‘iiiii’ 조합 

(611.8 )이 닌 ‘issii’   송 상 조합(585.8 )에  

고  병  계산 능이 나 다. 축 루틴  스트 결과 

가장 능이 낮  ‘siiss’ 조합(638.4 )도 존 법  고 

능인 Table 3-5  648.6  보다 우 에 있었고, 가장 고 

능  보여주는 585.8  다면 복 통신  인  

통신량 감소  약 10%  능 개  효과가 있었다. Fig. 3-13  

상 조합 ‘issii’  시간   다른 조합에  를 나타낸 

그래 이다. 

 

Table 3-6. Elapsed time of the CONDENSATION subroutine as 

broadcast topology set 

Topology Sets – 32 cases 

sssss ssssi sssis sssii ssiss ssisi ssiis ssiii 

sisss sissi sisis sisii siiss siisi siiis siiii 

issss isssi issis issii isiss isisi isiis isiii 

iisss iissi iisis iisii iiiss iiisi iiiis iiiii 

Matrix dimension : 32000x32000,  

process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

607.3 589.9 601.0 586.6 628.0 612.9 624.3 609.8 

611.4 593.8 608.5 594.0 638.4 616.2 636.0 614.3 

600.7 588.5 598.8 585.8 624.4 608.6 622.5 606.8 

611.5 592.0 610.1 590.7 637.9 615.2 633.9 611.8 

(Unit: sec) 
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Fig. 3-13. Elapsed time of each broadcast topology set of the CONDENSATION subroutine for the Cholesky 

factorization phase
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3.1.2 에  언  법인 식 (3-5), 식 (2-8), 식 (2-9), 

식 (3-6)에 해당 는 삼각 시스  연산 과 에  행  데이  

독립 를 통  LCM 컨  용  해 는 Cholesky 분해가 

행 고 난 후 11L  행 에 여 ‘TRTRI’ 루틴 함 에  

역행  계산이 행 어야 다. 라  이 함 에 여 고 

병  계산 능에 요   송 상 조합  찾는  

스트도 었 며, 그 결과는 Table 3-7이 보여 다. 이 

루틴  복  통신  인해 Cholesky 분해 과  

에 포함 여 축 루틴 함 를 만들 경우 병  계산 능이 

좋 지는   스트를 통해   있었지만[81], LCM 

컨  용 지  경우에는 사용 지 는 미  루틴 

함 이  에 고  해  상황에 른 해  솔버  연  

용  여 ‘CONDENSATION’ 함 에 포함 지는 다. Fig. 

3-4  (d)를 참고 면 ‘TRTRI’ 루틴  경우 ‘COMM 1’부  

‘COMM 3’ 지  통신  인 여 3개  송 상 조합  

구  에  8가지 경우에 여  상 조합  찾는 

 스트를 행 며, 그 결과 ‘iss’ 상 조합에  

123.3  가장 좋  병  계산 능이 나 다. 지만 ‘sss’ 상 

조합  계산 결과인 123.4  거  차이가 없어 ‘s’ 상 만 

구  조합  사용해도 다. ‘TRTRI’ 함 는 다른 루틴 

함 들보다 특히 상 조합에 라  35% 이상  병  계산 

능  차이가 생 므 , 자신  병  계산 경에 합  

 상 조합  찾는 것  능 개  과 에  요  사항이 

겠다. Fig. 3-14는 상 조합 ‘iss’  시간   다른 

조합에  를 나타낸 그래 이다.
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Table 3-7. Elapsed time of TRTRI subroutine as broadcast 

topology set 

Topology Sets – 8 cases 

sss ssi sis sii iss isi iis iii 

Matrix dimension : 32000x32000,  

process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

123.4 153.4 159.2 189.7 123.3 152.9 158.0 189.2 

(Unit: sec) 
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Fig. 3-14. Elapsed time of each broadcast topology set of 

TRTRI subroutine 
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다   소거  후  입이 행 는 삼각 시스  

연산 과 에   스트를 행 다. Table 3-8  좌  

식 (2-7)부  식 (2-10) 지  계산 과 에 해당 는 

‘TRSM_NN’, ‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’, ‘TRSM_TN’ 루틴 

함 들  계산 결과를 송 상 조합 상황에 라 보여주며, 

우  식 (3-5), 식 (2-8), 식 (2-9), 식 (3-6)에 해당 는 

‘TRMM_NN’, ‘GEMM_TN’, ‘GEMM_NN’, ‘TRSM_TN’ 

루틴들  계산 결과를 상 조합 상황에 라 보여 다. 각각  

루틴 함 들  2개  송 상  조합 여 구 다.  

루틴 함 들 에  ‘TRTRI’ 루틴(Fig. 3-14)과 

‘TRSM_TN’ 루틴  외  모든 루틴에  향 통신 

름  는 ‘i’ 상  조합 었   병  계산 능이 ‘s’ 

상 조합보다  좋 다. Table 3-8  결과에 면 ‘TRSM’과 

‘TRMM’  부동 소  연산량과 통신 크 는 같  에 

일 인 삼각 시스  연산 과 인 식 (2-7)-(2-8)-(2-9)-

(2-10)  통 여 계산  소 시간  1554.3 , 탈 행  

11L  역행  계산에 여  삼각 시스  연산 과 인 식 

(3-5)-(2-8)-(2-9)-(3-6)  통 여 계산  소 시간  

1555.1  거  동일 다. 지만 후자  경우에는 데이  

독립 이라는 특징  인 여 LCM 컨  용 게 면, 계산 

노드들이  데이 에 존 지  에 동시에 많  

계산   진행   있게 어  결과  답  시간이 

감소  1340.6  병  계산 능이 나 다. 이는 탈 행 에 

 ‘TRTRI’ 역행  루틴 함  계산 시간 123.3 (Table 

3-7)를 추가 다고 여도  1463.9   통신 상 

조합만 용 고 LCM 컨  지  경우인 1554.3 보다 

우  능이다. 게다가 쉬 트 값( σ )이 변 지 는  

Cholesky 분해  역행  계산  Lanczos 복 과 이 시작  

이 에  번만 행 는 면, 삼각 시스  연산  Lanczos 복 

과  동  계속 행 어야  에 복 횟 가 높 면 

높  LCM 컨  용  경우  병  계산 능   

좋 지게 다. Fig. 3-15는 Table 3-8  루틴 함 들에  

병  능  송 상 ‘i’ 조합    그래 이다. Fig. 
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3-16  삼각 시스  연산 과   계산 시간  송 상 

조합에 라 (_max)  소(_min) 시간이 소요 는 경우  

LCM 컨  용  경우  시간  보여주는 그래 이다. 일 인 

삼각 시스  연산 루틴과 LCM 컨  용  루틴  면 

 18%  병  능 개  효과가 있었다. 
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Fig. 3-15. Elapsed time comparison of each subroutine used in 

triangular system solving phase 
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Fig. 3-16. Total elapsed time comparison of triangular system 

solving phase
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Table 3-8. Elapsed time of PLASC subroutines used in triangular system solving phase 

Matrix dimension : 32000x32000,  

process map : 8x8, block size : 100 with 64 nodes (64 CPUs) 

 ss ii  ss ii ii & LCM 

TRSM_NN 

<Eq. (2-7)> 
241.7 221.8 

TRMM_NN 

<Eq. (3-5)> 
246.8 230.0 202.0 

GEMM_TN 

<Eq. (2-8)> 
592.5 577.3 

GEMM_TN 

<Eq. (2-8)> 
592.5 577.3 498.6 

GEMM_NN 

<Eq. (2-9)> 
384.3 369.6 

GEMM_NN 

<Eq. (2-9)> 
384.3 369.6 340.4 

TRSM_TN 

<Eq. (2-10)> 
385.6 412.5 

TRMM_TN 

<Eq. (3-6)> 
388.5 378.2 299.6 

Total 

elapsed time 
1554.3 

Total 

elapsed time 
1612.1 1555.1 1340.6 

(Unit: sec) 
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 4 장 검증, 병  능   용 
 

 4.1  고  해  솔버  검증 
 

개   Lanczos 솔버를 용 여 항공우주 분야  구조 

진동 해  본이 는 고  진동  모드 상  구 는 모드 

해 에 용 에  이 해를 구 가 용이 고 모달 시험도 

 간단  l=0.5m, hy=1cm, hz=1.5cm  크  재료  

 69GPa, 푸 송  0.33, 도 2700kg/m3를 가지는 고 단 보 

(Fig. 4-1)를 상  해  솔버  검증이 이루어 다. 

 

yh

zh )( xA

x dx

+x

+y

+z

l  

Fig. 4-1. Geometry of a beam 

 

경계 조건  쪽  고 고 다른 쪽  자 운 

보에 여 축 향(x 향) 이외  자 도를 구속  에 

여  고  진동 를 계산 여 해 보 다. 이  고  

진동 는 식 (4-1)과 같다.  

 

),2,1(]/[
2

)12( L=-= nsrad
ρ

E

l

π
nωn  (4-1) 

 

이 는 n이 100 이상인 고차 고  진동  이 해 계산에 

리 고,  요소 개  요소 해  시에는 고차 고  

진동  차가 큰 편이  에 고차 고  진동 를 구 는 

고  해  솔버  검증에 합 다고 단 다. Table 4-1  

본 논 에  개   Lanczos 해법이 용  요소 해  

소 트웨어인 IPSAP과 상용 요소 해  소 트웨어인 MSC. 
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NASTRAN, 그리고 식 (4-1) 이 해  결과를 각각 보여주는 

이다. IPSAP  2  1차원 요소(beam2) 개 를 각각 40개, 

160개, 320개, 800개  늘 가면  요소 개 에 른 이 해  

 여부를 인 다. MSC.NASTRAN  동일  요소 160개에 

여 해  결과이며 이것  IPSAP  160개 요소를 사용  

결과  동일 다. 

 

Table 4-1. Natural frequencies of IPSAP, MSC.NASTARN and 

analytic solution 

Mode 
IPSAP (elements) MSC. 

NASTRAN 

Analytic 

solution 5  40 160 320 800 

1 2.5172 2.5275 2.5276 2.5276 2.5276 2.5276 2.5276 

2 7.3053 7.5785 7.5826 7.5828 7.5829 7.5826 7.5829 

3 11.378 12.618 12.637 12.638 12.638 12.637 12.638 

4 14.338 17.638 17.690 17.693 17.693 17.690 17.693 

5 15.893 22.630 22.741 22.747 22.748 22.741 22.749 

6 - - 426.73 483.24 499.80 426.73 503.00 

(Unit: 103 Hz) 
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Fig. 4-2. Error of natural frequencies as a number of elements 

 

Fig. 4-2는 각 모드에 여 요소 개 에 른 IPSAP과 
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이 해  차를 나타낸 그래 이며 요소 개 가 증가함에 라 

해가 고 있  보여 다. 차 모드, 즉 1차부  5차 지  

고  진동 는 높  차가 증가  지만 40개  

요소에 도 1% 이내  차를 가지며, 320개 이상  요소를 

사용  경우는 이 해  거  동일  도  다. 그러나 

100차 고  진동 에 는 160개  요소를 사용  에는 15% 

이상  차를 가 며 800개  요소에  40개 요소에  5차 

모드 인 0.6%  차를 가 다. 이것  요소 해  

이용 여 량  고 를 추출  시, 고차 모드  도를 높이  

해 는 요소 개 가 많 야 는 것  미 다. 이  인 여 

요소 모델  자 도는 증가 게 고, 이러   가장 

효 인 해  법  병  계산이다. 

 

다  고 단 보를 Euler beam 이 [82]   식 

(4-2)  지  식  가지는 에 여 검증  행 다. 
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식 (4-2)를 변  분리법  풀면 이 해에  특  식 

(4-3)과 고  진동  (4-4)  모드 상 식 (4-5)를 구   

있다. 식 (4-3)  만족 는 875104069.11 =lβ , 694091133.42 =lβ , 

854757438.73 =lβ , 99554073.104 =lβ , 13716839.145 =lβ  등  식 

(4-4)에 입 면 각각  고  진동  이 해를 구   있 며, 

nβ  식 (4-5)에 입 면 각 고  진동 에 해당 는 모드 

상  도시   있다. 
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 충격 해  시편  가진 여 데이 를 집  후, 

STAR(Structural Testing, Analysis and Reporting) 시스 [83] 

소 트웨어  고  진동   모드 상  구 는 모달 시험[84]도 

동 었다. Fig. 4-3  이 시험 부  획득  주  답 함  

magnitude이다. 

 

 

Fig. 4-3. FRF magnitude via the STAR system 

 

이 해  모달 시험  통해 1차부  5차 지  고  진동  

모드 상  구 고, 요소 해   결과(Table 4-

1) 부  차 모드에  도가 우  320개  요소  구  

요소 모델  IPSAP과 MSC.NASTRAN  고  해  

행 여 고  진동   모드 상  구 다. Table 4-2는 각 

법  구  고  진동 를 보여주는 이고, Fig. 4-4는 

IPSAP(좌)과 STAR 시스 (우)  구  모드 상이다. 이 해  

요소 해  결과는 동일 나 시험 결과 는 모드가 높  

 큰 차가 있었다. 시험  경우에는 시편    크 가 

요소 해 에  주어진 값과 게 일 지 며 

벽 게 쪽 단  고 시키  어 움과 시험 과 에  

노이즈   효과가 차  원인이다. 모드 상  시험  MAC 

결과 부  Fig. 4-4  상에 신뢰 이 있었고, IPSAP과 

MSC.NASTRAN  이 해  모드 상과도 동일 다. 
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Table 4-2. Natural frequencies of analytic solution, IPSAP, 

MSC.NASTARN and modal test 

Mode 
Analytic 

solution 
IPSAP 

MSC. 

NASTRAN 

Modal 

test 

1 32.7 32.7 32.7 30.2 

2 204.7 204.7 204.7 193.5 

3 573.2 573.2 573.2 534.2 

4 1123.2 1123.2 1123.2 1030.0 

5 1856.7 1856.7 1856.7 1690.0 

                                             (Unit: Hz) 

 

 

(a) 1st mode shape 

 

 

(b) 2nd mode shape 

 

 

(c) 3rd mode shape 

Fig. 4-4. Mode shapes with IPSAP (left) and 

STAR system (right) 
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다  IPSAP과 상용 요소 소 트웨어인 MSC. 

NASTRAN(ver. 2005)  고  해  솔버  단일  

능과 병  계산 능  여 보 다. 는 2차원 shell 

요소(quad4), 50만 자 도  구  날개 모델[104]  사용 다. 

각 솔버 부  추출  고 는 Table 4-3과 같이 거  사 게 

나 는 것  인 고, 단일 에  고  10개, 25개, 

100개를 추출했   체 해  시간(Fig. 4-5)  IPSAP이 약 

40% 단축  것  인 다.  분산 모리 병  계산 

경에  동일  모델에  25개 고 를 계산 는 에 여 

 개 를 16개 지 장 면  병  능  조사  

결과(Fig. 4-6), MSC.NASTRAN  4개 에  단일 

보다 약 2.8  른 능이 나 고 8개 이상부 는 히  

능이 떨어지는 면 IPSAP  꾸 히 능이 라 16개 

에  단일  약 6.4 에 해당 는 계산 능이 

있  인 다. 이러  결과들 부  IPSAP  고  해  

솔버가 단일   다량  를 사용 는 모든 

경우에  계산 능이 우월 고, 병  계산 효 도 상용 요소 

해  소 트웨어보다 우 다는  검증   있었다. 

 

Table 4-3. Eigenvalues of IPSAP and MSC.NASTRAN 

Eigenvalue IPSAP MSC.NASTRAN 

1 3.4830E+01 3.4833E+01 

2 5.8171E+02 5.8249E+02 

3 7.7863E+02 7.7889E+02 

4 1.0108E+03 1.0120E+03 

5 1.3075E+03 1.3082E+03 

6 1.5410E+03 1.5426E+03 

7 1.5544E+03 1.5545E+03 

8 2.0871E+03 2.0905E+03 

9 2.6327E+03 2.6336E+03 

10 3.0558E+03 3.0631E+03 
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Fig. 4-5. Elapsed time of eigenvalue analysis with IPSAP and 

MSC.NASTRAN 
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Fig. 4-6. Parallel performance (speedup) of IPSAP and 

MSC.NASTRAN 
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 4.2   고  에  병  능  
 

이번 에 는 3장  병  다  탈 해법  상  

소개  병  계산 능 개  법들  용 여 4.1 부  

검증   Lanczos 고  해  솔버를 탕   요소 

모델들  모드 해  행 고 병  능 개  효  살펴보고자 

다. 

상 요소 모델  사각  평 에 3차원 솔리드 요소  

가 ,  크 를 히 조 여 각각 1000만 자 도, 2400만 

자 도를 가지는 간단  상  모델(square I, square II)부  

80만 이상  자 도를 가지는 항공  주 날개 부분(wing)과 

리 날개 부분(empennage)  사체(rocket I, rocket II)  

같  복잡  상  모델 지 2차원 요소인 3  요소(tri3)  

4  요소(quad4), 3차원 요소인 8  요소 (hex8)를 사용 여 

모델링 다. Table 4-4는 요소 모델에  명  각각  

모델에 사용  재료 를 보여주는 이다. 

Table 4-5는 요소  개 ,  개 , 자 도 등 요소 

모델 보  해당 모델  모드 해 에 사용   개 , 

추출  고  개 , Lanczos 복 횟 를 보여 다. ‘Square 

I’  모델 는 64개  , 즉 64개  계산 노드  구  

분산 모리 병  계산 경에  고  진동 를 각각 100개, 500개, 

1000개를 구 여 Lanczos 복 횟 에 른 개  법들  병  

능 개  효  보고자 며, ‘Square II’는 같  계산 

경에  9회  상   복 횟 에   개  

법들  효  보고자 다. 그리고 복잡  상인 

‘Rocket’ 모델, ‘Wing’ 모델, ‘Empennage’ 모델  요소  종  

자 도를 달리 고 16개, 32개, 64개  다양  계산 노드  연결  

트워크 경에  100개부  1000개 지 다량  고  진동 를 

구 도  여 각각  경우에  병  능 개  효  

보 다. 
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Table 4-4. Description of FE models and material properties 

FE model Description 
Young's modulus 

(GPa) 
Poisson's ratio 

Density 

(
3/ mkg ) 

Square I Hex8 1260x1260x1 

72.0 0.3 2810.0 

Square II Hex8 2000x2000x1 

Rocket I Hex8 ATLAS 71.7 0.33 2700.0 

Rocket II Quad4 & Tri3 KSLV-II concept 200.0 0.3 2740.13 

Wing Quad4 & Tri3 Wing 70.0 0.33 2700.0 

Empennage Quad4 & Tri3 B727 empennage 71.7 0.33 2810.0 
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Table 4-5. FE models for modal analysis in parallel computing environment 

FE model 
No. of  

elements 

No. of  

nodes 
DOFs 

No. of  

processors 

No. of  

eigenvalues 

No. of  

iterations 

Square I-1 

1,587,600 3,180,242 9,540,726 
64 

100 36 

Square I-2 500 134~135 

Square I-3 1,000 250~251 

Square II 4,000,000 8,008,002 24,024,006 10 9 

Rocket I-1 
255,550 400,517 1,201,551 

32 100 39 

Rocket I-2 64 1,000 291 

Rocket II-1 
145,659 142,526 855,156 

16 500 220~263 

Rocket II-2 32 800 319~331 

Wing-1 
594,944 504,288 3,025,718 

16 100 54~55 

Wing-2 32 500 146~150 

Empennage-1 
386,660 381,435 2,288,610 

16 100 52~53 

Empennage-2 32 500 242~249 
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, Fig. 3-9  같  ‘Square’ 모델  다양  모드 해  

결과를 살펴보자. 이 모델  64개  계산 노드  구  분산 

모리 병  계산 경  고 여 1000만 자 도  구  

‘Square I’ 모델에 는 Lanczos 루틴  복 횟 에 른 삼각 

시스  연산 과 에 용  LCM 컨  개  효  주  

보  여 고  100개, 500개, 1000개를 구 는 해  

행 고, ‘Square II’ 모델에 는 Cholesky 분해 과 에  

 ‘CONDENSATION’ 루틴에  개  효  주  

보  여  Lanczos 복 횟 인 10개  고 를 

구 는 신 2400만개  자 도를 늘  Cholesky 분해 

과 에  통신량  증가시키고 해  행 여 1000만 

자 도에  분해 과 과 능 개  효  고자 다. 

Table 4-6  병  능 결과를 보여주는 이다. 여  

‘Eigensolver 1’  병  다  탈 해법에 사용 는 PLASC 

라이 러리  ‘POTRF’, ‘TRSM’, ‘SYRK’, ‘GEMM’과 같  

루틴 함 들  송 상 조합 만 용  일 인  

Lanczos 솔버이고, ‘Eigensolver 2’는 ‘Eigensolver 1’를 본  

Cholesky 분해 과 에  송 상 조합이  

‘CONDENSATION’ 루틴  용  솔버이며, ‘Eigensolver 

3’   나 가 Cholesky 분해 과 에 탈 행  역행  

계산 는 ‘TRTRI’ 루틴  추가 여 삼각 시스  연산 과 에 

LCM 컨  용  솔버이다. 그리고 ①  Cholesky 분해 과 에 

소요 는 시간  ②는 삼각 시스  연산 과 에 소요 는 시간  

③  이  포함  병  다  탈 해법  계산에 소요 는  

시간  미 다. 즉, ③   Lanczos 고리즘(Table 2-2)  

‘step 2’ 과 에 해당 는 시간이다. 

Cholesky 분해 과 에 해당 는 ①  에  ‘Eigensolver 

2’  소요 시간  ‘Eigensolver 1’  소요 시간과 여 모  

감소  결과를 보여주며, 이는 ‘POTRF’, ‘TRSM’, ‘SYRK’ 

루틴  축함 써 계산 노드들 간  복 통신  여 

통신량  감소시킨 ‘CONDENSATION’ 루틴이 병  계산 능 

개 에 효과가 있  미 다. 1000만 자 도  모델보다 

2400만 자 도  모델에  개  효 이 약 7%  높 며, 
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이것  동일  상일 경우 계산 노드에 당 는 행  크 가 

클  축에  복 통신량 감소 효과가 크  이다. 

그럼에도 불구 고 ‘Eigensolver 3’에 는 다시 계산 시간이 

증가 는데, 이것  LCM 컨  용  여 탈 행  

역행  계산인 ‘TRTRI’ 루틴 함 가 추가 면  부동 소  

연산이 증가  에 생 는 상이다. 지만 ‘Eigensolver 

3’에  증가  계산 시간  ②에 해당 는 Lanczos 복 과  동  

LCM 컨  용  통 여 계산 노드들  답  시간 감소에 

 삼각 시스  계산  능 개  효과  충분히 그 손해를 

보 고 그 이상  개  효 이 있  보여 다. LCM 컨  

효과는  Lanczos 해법  Lanczos 복 횟 가 많 , 즉 

많  양  고 를 구  계산에 소요 는 시간도 많이 

감소 는 것  인   있다. 1000만 자 도를 가지는 평  태 

요소 모델  500개  고 를 구했  경우, ‘Eigensolver 1’과 

‘Eigensolver 3’  병  다  탈 해법 계산에 소요 는  

시간  해보면 약 30% 병  능 개  효과가 있었다. 

 

Table 4-6. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Square I’ and ‘Square II’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Square I-1 

① 143.7 135.5 152 

② 1170.7 1166.3 909.1 

③ 1320 1307.4 1066.8 

Square I-2 

① 147.1 139.7 144.5 

② 4378.7 4374.5 3032.6 

③ 4531.4 4519.9 3182.6 

Square I-3 

① 143.2 136.6 143.1 

② 8414.7 8408.2 6215.3 

③ 8563.5 8550.4 6364 

Square II 

① 484.2 424.2 483.8 

② 797.1 791.1 694.1 

③ 1296.6 1230.6 1193.2 

                                                   (Unit : sec) 
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Bottom view   Top view

 

Fig. 4-7. FE model of ‘Rocket I’ 

 

다  복잡  상에  병  능 개  효  

보 다. Fig. 4-7과 같이 ATLAS  상  요소 

모델링 여 평  상과 동일 게  종  고  해  솔버  

각각 모드 해  행 다. 8  솔리드 요소(hex8) 25만개, 

 40만개, 약 120만 자 도  작  ‘Rocket I’ 모델  32개  

를 사용 여 100개  고  진동   모드 상  

구 고, 64개  를 사용 여 1000개  고  진동 를 

구 다. 이에 해당 는 Lanczos 복 횟 는 각각 39회, 

291회이며, Table 4-7  고  해  과   병  다  탈 

해법에  계산 시간  보여 다. 평 과 마찬가지  병  능 

개  법  용함에 라 병  능  개 이 있었다. 32개 계산 

노드에  해  행  ‘Rocket I-1’ 모델  존  ‘Eigensolver 

1’보다 축 루틴 효과  인 여 Cholesky 분해 과  8%, 

LCM 컨  효과  인 여 삼각 시스  연산 과  16%,  

과  포함  병  다  탈 해법   계산 시간  15%  

개  효  보여주고, 64개 계산 노드에  해  행  ‘Rocket 
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I-2’ 모델  Cholesky 분해 과  7%, 삼각 시스  연산 과  

17%, 병  다  탈 해법   계산 시간 17%  개  효  

보여 다. Fig. 4-8  모드 해  결과인 모드 상 에  굽힘 

모드에  상  샘  본 것이다. 그림 좌  스펙트럼  

변 에  magnitude를 미 다.  모델  고  해  

경계 조건  부여 지 고 해  행 다. 이  인 여  

6개  모드 상  강체 모  보여주고 있 므 , 실  7번 

모드부 가 고  진동 에  모드 상이다. 고  진동 는 각각 

7.47Hz, 22.96Hz이었다. 

 

 

 

(a) 7th mode shape 

 

(b) 10th mode shape 

Fig. 4-8. Mode shapes of ‘Rocket I’ 
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Table 4-7. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Rocket I’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Rocket I-1 

① 60.4  55.5  59.0  

② 374.9  368.4  311.3  

③ 437.1  425.8  372.2  

Rocket I-2 

① 40.0  37.1  40.8  

② 3061.2  3060.4  2528.6  

③ 3102.1  3098.4  2570.3  

                                                   (Unit : sec) 

 

 

Fig. 4-9. FE model of 

‘Rocket II’ 

 

Fig. 4-10. 7th mode shape of 

‘Rocket II’ 
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Fig. 4-9  Fig. 4-10  KSLV-II를 본 개  가상 

계  ‘Rocket II’ 요소 모델과 이것  모드 해 부  

구해진 첫 번째 모드 상  그림이다. 2차원 3  요소(tri3)  

4  요소(quad4) 14만개,  14만개, 약 86만 자 도  

작  이 모델  16개  를 사용 여 500개  고  

진동 , 32개  를 사용 여 800개  고  진동 를 

구 다. 이에 해당 는 Lanczos 복 횟 는 각각 220회, 

331회이며, Table 4-8  해  결과 부  병  다  탈 

해법  계산 시간  보여 다. 16개 계산 노드에  해  행  

‘Rocket II-1’ 모델  ‘Eigensolver 1’보다 Cholesky 분해 과  

6%, 삼각 시스  연산 과  23%, 병  다  탈 해법   

계산 시간 22%  개  효  보여주고, 32개 계산 노드에  

해  행  ‘Rocket II-2’ 모델  Cholesky 분해 과  7%, 

삼각 시스  연산 과  10%, 병  다  탈 해법   계산 

시간 11%  개  효  보여 다. 고  해  ‘Rocket I’ 

모델과 같이 경계 조건  부여 지 고 해  행 다. 이  

인 여  6개  모드 상  강체 모  보여주고 있 므 , 

실  7번 모드부  고  진동 에  모드 상이다. 실  첫 

번째 고  진동 에 해당 는 7번째 고  진동 는 8.63Hz이었다. 

 

Table 4-8. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Rocket II’ 

FE model 
 

Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Rocket II-1 

① 29.5 27.6 29.7 

② 721.4 718.2 556.9 

③ 752.6 747.5 588.3 

Rocket II-2 

① 18.9 17.6 19.5 

② 1044.1 1026.2 933.7 

③ 1069.3 1044.7 951.0 
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Fig. 4-11. FE model of ‘Wing’ 

 

Fig. 4-11   주날개 부분에 여 가상 계  

‘Wing’ 요소 모델이다. 이 모델  2차원 3  요소(tri3)  

4  요소(quad4) 60만개,  50만개, 약 300만 자 도  

구 어 있 며, 16개  를 사용 여 100개  고  

진동 , 32개  를 사용 여 500개  고  진동 를 

구 여 보 다. 이에 해당 는 Lanczos 복 횟 는 각각 55회, 

150회이며,  경우  마찬가지  Table 4-9는 해  결과 부  

병  다  탈 해법과  계산 시간  시 다. 16개 

계산 노드에  해  행  ‘Wing-1’ 모델  ‘Eigensolver 

1’보다 Cholesky 분해 과  4%, 삼각 시스  연산 과  17%, 

병  다  탈 해법   계산 시간 14%  개  효  

보여주고, 32개 계산 노드에  해  행  ‘Wing-2’ 모델  

Cholesky 분해 과  6%, 삼각 시스  연산 과  11%, 병  다  

탈 해법   계산 시간 10%  개  효  보여 다. 이 

모델  날개  동체 부분이 연결 는 부 가 고 이 도  경계 

조건  부여 여 모드 해  행 다. 차 모드에 는 주  

날개  뒷  부분만 진동 는 모드 상이 찰 었 며, 
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이외에는 Fig. 4-12  같이 6번째 모드  9번째 모드  같  모드 

상이 찰 었다. 각 모드 상에 해당 는 주 는 1.80Hz, 

1.93Hz이다. 

 

Table 4-9. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Wing’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Wing-1 

① 337.9  324.6  343.8  

② 1693.3  1700.2  1409.9  

③ 2037.8  2031.4  1760.5  

Wing-2 

① 222.4  208.2  226.5  

② 4671.6  4707.4  4179.4  

③ 4897.4  4919.0  4409.3  

 

 

(a) 6th mode shape 

 

 

(b) 9th mode shape 

Fig. 4-12. Mode shapes of ‘Wing’ 



 

 79

 

Fig. 4-13. FE model of ‘Empennage’ 

 

마지막  엔진이 동체  뒷 부분에 있는 B727  리 날개 

부분  요소 모델링  ‘Empennage’ 모델(Fig. 4-13)  

상  모드 해  행 다. 2차원 3  요소(tri3)  4  

요소(quad4) 39만개,  38만개, 약 229만 자 도  구  이 

모델  16개  를 사용 여 100개  고  진동 , 32개  

를 사용 여 500개  고  진동 를 구 다. 이것  

Lanczos 복 횟 는 각각 53회, 249회에 해당 며, 해  

결과 부  병  다  탈 해법  계산 시간  Table 4-10과 

같다. 16개 계산 노드에  해  행  ‘Empennage-1’ 모델  

‘Eigensolver 1’보다 Cholesky 분해 과  4%, 삼각 시스  연산 

과  16%, 병  다  탈 해법   계산 시간 13%  병  

능 개  효 이 있었고, 32개 계산 노드에  해  행  

‘Empennage-2’ 모델  Cholesky 분해 과  8%, 삼각 시스  

연산 과  25%, 병  다  탈 해법   계산 시간 26%  

개  효 이 있었다. 이 모델도 자  경계 조건 에 모드 해 이 

행 었 며, 실  첫 번째   번째 모드에 해당 는 7번째 모드 

상과 8번째 모드 상  Fig. 4-14  같고, 각각  고  

진동 는 2.67Hz  2.91Hz이다. 
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Table 4-10. PMFS parallel performance of eigensolvers with 

‘Empennage’ 

FE model   Eigensolver 1 Eigensolver 2 Eigensolver 3 

Empennage-1 

① 217.1  208.4  224.4  

② 1538.9  1543.6  1296.6  

③ 1760.7  1756.7  1525.7  

Empennage-2 

① 151.8  139.0  160.0  

② 12622.4  12342.1  9306.7  

③ 12776.5  12483.5  9469.1  

 

 

(a) 7th mode shape 

 

 

(b) 8th mode shape 

Fig. 4-14. Mode shapes of ‘Empennage’ 
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지 지  Lanczos 해법  이용  고  체 해  과  

 계산 시간이 가장 많이 소요 는  연립 식 계산 

과 에  병  계산 능  개  여 계산 노드들  

통신량  답  시간  이   법들  용 여 큰 

자 도를 가지는 다양  요소 모델  상   

개  고  개 를 변경 는 등 다양  병  계산 조건에  

능 개  효과를 살펴보 다.  연립 식  해법  도입  

고 능 병  다  탈 해법 내부  행  연산 루틴 

함 들  트워크 송 상 조합   고  해  솔버를 

 Cholesky 분해 과 에  복  통신  도   

종  루틴  나  루틴  축  법이 용  

해  솔버  여 에 추가  Lanczos 복 루틴 내부  삼각 

시스  연산 과 에  데이 를 독립 여 LCM 컨  답 

 시간  인 법이 용  해  솔버  모드 해  

행 여 각 솔버  병  능 개  효과를 다. Table 4-

11과 Fig. 4-15는  요소 모델  종합 여 본 인 해  

솔버에  개  각 솔버들  병  능 개  효  보여 다. 

해 에 사용   개  추출  고  개   

요소 모델  상에 라 병  능 개  효  차이가 

있었지만  Lanczos 복 횟 가 높 면 Cholesky 복 

과 에  축에  효 보다 삼각 시스  연산 과 에  LCM 

컨 에  병  능 개  효 이 높 다. Table 4-12과 Fig. 

4-16   Lanczos 해법에  병  다  탈 해법   

소요시간에  능 개  효  각 법이 용  솔버에 라 

나타낸 것이다. 량  고 를 계산 는 경우에 여 체 소요 

시간  에   , 일  Lanczos 복 루틴 이 에 

번만 행 는 Cholesky 분해 과  능 개  매 복 

과 마다 개  효과가 생 는 삼각 시스  연산 과  능 

개 에 면 개  효과가 미미  것처럼 보이지만 ‘Square II’  

같이 소량  고 를 구 는 경우에는 삼각 시스  연산 과 과 

슷  병  개  효  보이  에 고  해  조건에 

라  시   없는 능 개  법이다. 
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Table 4-11. Enhancement efficiency of parallel performance by condensation and the LCM concept 

FE model 
Ratio 1⑪ Ratio 2⑫ Efficiency⑬ (%) 

Normal Condensation Normal LCM Condensation LCM 

Square I-1 1 0.94  1 0.78  5.7  22.2  

Square I-2 1 0.95  1 0.69  5.0  30.7  

Square I-3 1 0.95  1 0.74  4.6  26.1  

Square II 1 0.88  1 0.87  12.4  12.6  

Rocket I-1 1 0.92  1 0.84  8.1  16.2  

Rocket I-2 1 0.93  1 0.83  7.3  17.4  

Rocket II-1 1 0.94  1 0.77  6.4  22.6  

Rocket II-2 1 0.93  1 0.90  6.9  9.8  

Wing-1 1 0.96  1 0.83  3.9  16.9  

Wing-2 1 0.94  1 0.89  6.4  10.9  

Empennage-1 1 0.96  1 0.84  4.0  15.9  

Empennage-2 1 0.92  1 0.75  8.4  25.4  

 

 

                                            
⑪ Elapsed time ratio of a Cholesky factorization phase 
⑫ Elapsed time ratio of a triangular system solving phase 
⑬ Enhancement efficiency relative to a normal eigensolver 
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Fig. 4-15. Parallel performance comparison of condensation and the LCM concept 
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Table 4-12. Total elapsed time comparison of PMFS routine of three eigensolvers 

FE model 
Total elapsed time ratio of PMFS routine  

Efficiency⑭ (%) 

Eigensolver I Eigensolver II Eigensolver III 

Square I-1 1 0.99  0.81  19.2  

Square I-2 1 1.00  0.70  29.8  

Square I-3 1 1.00  0.74  25.7  

Square II 1 0.95  0.92  8.0  

Rocket I-1 1 0.97  0.85  14.8  

Rocket I-2 1 1.00  0.83  17.1  

Rocket II-1 1 0.99  0.78  21.8  

Rocket II-2 1 0.98  0.89  11.1  

Wing-1 1 1.00  0.86  13.6  

Wing-2 1 1.00  0.90  10.0  

Empennage-1 1 1.00  0.87  13.3  

Empennage-2 1 0.98  0.74  25.9  

 

 
                                            
⑭ Enhancement efficiency of ‘Eigensolver 3’ relative to the ‘Eigensolver 1’ 
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Fig. 4-16. Total elapsed time comparison of PMFS routine of three eigensolvers 
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Table 4-11  보면 요소 모델과 계산에 사용   

개 에 라 개  효 에 차이가 있  인   있다. 라  

이러  차이가 생 는 원인  해보고 향후 고  해  

솔버  효 인 계산   가이드라인  시 고자 다. 원인 

분  여 Table 4-5  요소 모델과 함께 4.1  계산 

능 검증에 사용  날개 모델[104]  추가 다.  

 

Table 4-13. Elapsed time of the Cholesky factorization phase 

and performance enhancement efficiency of the 

CONDENSATION subroutine 

Model 
No. of 

processors 

Matrix 

size⑮ 

Elapsed time of 

Cholesky fact. phase 

(sec) 
Efficiency 

(%) 

Normal Condensation 

Square I 
64 

4248 144.7 137.3 5.1 

Square II 6746 484.2 424.2 12.4 

Rocket I 
32 3524 60.4 55.5 8.1 

64 2486 40.0 37.1 7.3 

Rocket II 
16 2996 29.5 27.6 6.4 

32 2333 18.9 17.6 6.9 

Wing 
16 7644 337.9 324.6 3.9 

32 5606 222.4 208.2 6.4 

Empennage 
16 5905 217.1 208.4 4.0 

32 4291 151.8 139.0 8.4 

Airfoil  

(1M DOF) 

16 3617 62.3 56.9 8.7 

32 2594 46.9 40.9 12.8 

 

 루틴 함 들  축 여 통신량  감소시키는 

‘CONDENSATION’ 루틴에  분 이 이루어 다(Table 4-

13). Cholesky 분해에 소요  시간이 매우 짧  시간 차이가 

작  모델  경우는 개  효  단 가 매  에 

외 고 컬 탈 행  크 가 충분히 큰 모델  상 만 

분 이 이루어 다. 같  상  모델  동일   개 를 

사용 여 해 는 경우(‘Square’ 모델)는 자 도가 많 면 즉, 

                                            
⑮ Average size of local frontal matrix 
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컬 탈 행  크 가 크면 효 이 좋 다. 같  자 도를 

가지는 모델  경우  개 가 많 면 즉, 통신해야 는 계산 

노드가 많  통신량 감소 효과가 높  개  효 이 좋 다. 

라  ‘CONDENSATION’ 루틴  많  계산 노드를 사용 고, 

각 계산 노드에 분 는 컬 탈 행  크 가 충분히 클 

도  높  자 도를 가지는 모델일  높  능 개  효과를 

  있다. 

 

Table 4-14. Triangular system solving time per an iteration 

and performance enhancement efficiency of the LCM concept 

Model 
No. of 

processors 

Matrix 

size 

Triangular system 

solving time per 1 

iteration (sec) 
Efficiency  

(%) 

Normal LCM 

Square I 
32 5667 58.2 40.8 29.8 

64 4248 32.8  24.2  26.2  

Square II 64 6746 87.9  77.1  12.3  

Rocket I-1 32 3524 9.4  8.0  15.5  

Rocket I-2 64 2486 10.5  8.7  17.4  

Rocket II-1 16 2996 2.7  2.5  7.3  

Rocket II-2 32 2333 3.2  2.8  12.3  

Wing-1 16 7644 31.4  25.6  18.2  

Wing-2 32 5606 32.0  27.9  12.9  

Empennage-1 16 5905 29.6  24.5  17.3  

Empennage-2 32 4291 51.0  37.4  26.7  

Airfoil 

(0.5M DOF) 

16 2409 4.8  3.4  28.9  

32 1733 9.4  7.8  16.9  

Airfoil 

(1M DOF) 

16 3617 8.8  7.8  11.3  

32 2594 18.7  14.8  21.0  

 

다  루틴 함 들  데이 를 독립 여 LCM 컨  

용 여 답  시간  감소시키는 법에  분 이 

이루어 다(Table 4-14). 동일  에 여 복 횟 가 

높  삼각 시스  연산에 소요 는 시간  감소폭  커지지만 

개  효  횟 는 계없이 슷  에 Lanczos 복 

1회에 소요 는 시간  산 면 모델  상에 라 차이가 

있지만 Cholesky 분해 과 과 슷 게  각 계산 

노드  분 는 컬 탈 행  평균 크 가 클  계산 
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시간도 증가 다. 지만 능 개  효  분  컬 탈 

행  크 가 당해야 효 이 좋  것  인   있었다. 높  

개  효   컬 탈 행  크 는 병  계산 시스  

트워크 능과 계산 노드들  계산 능에 라 차이가 있  

에 자신  계산 경에 합  크 를 찾 야 다. 컬 

탈 행  크 가  작 면 각 계산 노드들  계산 시간  

짧 지  에 답  시간 감소 효과가 낮  효 이 

낮 지고,  크 가  크면 동시에 많  통신  인  

병목 상이 생 여 효 이 낮 지게 다.  삼각 시스  

연산 과  낮  자 도  를 해 는데 많  계산 노드를 

용 게 면 답  시간  증가  히  병  계산 효 이 

나 지게 다. 라   개 를 구 는 고  해  조건 

많  계산 노드를 사용 는 것보다는 자신  병  계산 경  

고 여 요소 에 합  계산 노드 개  해  

행 는 것이 욱 효 이다. 
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 4.3  고  해  솔버  용 
 

분산 모리 병  계산 경에   Lanczos 해법과 병  

다  탈 해법   구조 에  량  고  진동  

모드 상  구   있는 고  해  솔버를 개 고 그  병  

능  개 고, 이를 요소 해  소 트웨어인 IPSAP  

고  해  솔버  도입 다. 고  해  솔버가 IPSAP  

해  모듈  포함 면  존  모듈인   해  모듈 부  

 강  행  구   있게 면 좌굴 해  용이 

가능 다. 좌굴 해  일  외 부  좌굴 상이 생 는 

임계 과 그  상  구 는  좌굴 해 , 임계 보다 

낮지만 일  주 를 가지고 진동 는 외 부  좌굴이 

생 는 외  주  역  구 는 동  좌굴 해  등  

분 다. 식 (4-6)   좌굴 해  지  식이고 식 (4-

8)  식 (4-7)과 같이 주  변 는 힘에  동  좌굴 

해  지  식이다. 

 

The equation of a static buckling : 

0}{][ =+ qδλ giKK  
(4-6) 

)Ωcos1(Ωcos)( 000 tβFtFFtF d +=+=  (4-7) 

The equation of a dynamic buckling :
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Ω

2

1
1
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=-÷
ø

ö
ç
è

æ
±+ MKK gβ  

(4-8) 

 

식 (4-6)  구조  모드 해  행 는 고  해  지  

식인 식 (2-1)과  , 질량 행 (M)  신 여 

 강  행 ( gK )를 사용 는 차이 이 있다. 그리고 질량 

행  특  고 여 M  일  lumped matrix 태  

고 를 계산 지만, 좌굴 해  gK 는 lumped matrix를 

구 에는 어 움이 있 므  consistent matrix 태  

고 를 구해야 는 차이 이 있다. 식 (4-8)에 해당 는 동  

좌굴 해  식   강  행  항  외 면 모드 해  
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태  동일 다. 고  해 부  식 (4-7)  동 에  

주 ( Ω )를 계산 고, 이를 통 여 에  불  주  

역  도시 는 stability map  작 게 다[85]. 좀  자 히 

살펴보면, 식 (4-8)  ( ± )  인 여  종  식  나 지며, 

β 가 양 일 경우 (+)는 stability map  래쪽 경계면  (-)는 

쪽 경계면  미 다. 이것  식 (4-7)과 같  동 에  

식 (4-8)  해  결과 부  래쪽 경계  쪽 경계 사이에 

해당 는 주  역에 는 구조 이 좌굴  인 여 손   

있  미 다. 

지  식 부  요소 해법    좌굴 해  

이산  강  행 ,  강  행  구 이 요 고, 동  좌굴 

해  질량 행  추가  구 해야 는 것  인 다. 강  

행 과 질량 행   모드 해 과 동일  것이 사용 다. 

라  고  해법  좌굴 해 에 용  해 는 추가   

 해   값 부   강  행 만 구 면 다. Fig. 

4-17   강  행  구 는 법  포함  좌굴 해  

일 인 차[86]이다. 

 

 

Fig. 4-17. Procedure of buckling analysis via FE analysis 

 

강  행 ,  강  행 , 질량 행  변 에 지, 

에 지, 운동에 지 부  도   있다. 요소  요소 , 

2차원 요소인  요소에  각각  행 들  일  in-

plane, bending, shear에  힘들  고 여 구 다. 요소 
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해   해  솔버뿐만 니라 요소  품질과도  

계를 가지  에 IPSAP에 도 이러  힘들  게 

구   있도  강  행 에 Hughes[87]  T1 요소를 용 는 

등 요소  품질  높이   연구[88-89]가 행 었다.  

강  행  Mindlin 이 부  bending 항과 shear 항[90-

91]  구 고 MacNeal  이   in-plane 항[92-

94]  구  다 , 이 해  상용 요소 해  소 트웨어  

를 통 여 좌굴 해  솔버  검증[95-96]이 이루어 다. 

이를 탕   주  변 는  는 평 에 

여 동  좌굴  는 요소 해 과 시험  행 여 

보 다. Fig. 4-18  가 (a) 1000mm, (b) 250mm, 께(t) 

1mm, 가 - (a/b) 4인 평 (좌)과 고  (clamped)  

동  이 가해지는 (red line)  보여주고 있다(우). 그리고 

평  고  여 동  이 작용 는  동일  

지 에   13.13N  잡 당 도  다. 

 

 

Fig. 4-18. Test specimen (left) and test condition (right) for 

dynamic buckling analysis 

 

동   식 (4-7)에  0F 는   미 다. 라  

본 해 에  0F 는 13.13N이고, 
0dF 는 동   진폭  
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미 다. 요소 해  
0dF 에 0F 를 나  동   펙  β 를 

입  값  이용  에, 이 β  값  조 여 추출  

고 부  stability map  작 다. 시험  동   

진폭  22N부  39N 지 변 시 가면  각 진폭에  불  

주  역  구 다[103]. 진폭에 여 주 ( Ω )를 차 

리게 면 특  주 부  심 게 진동  다가 다시 는 

상  목격   있다. 여  처  심  진동이 시작   

주 가 stability map  래 경계가 고, 다시 는 

주 가 쪽 경계가 다. Fig. 4-19는 1600개  2차원  

요소  구  요소 모델 해 과 시험 부  평  고  

진동 인 6.165Hz  2 인 12.330Hz  principle parametric 

resonance 부  시작 는 stability map  도시  결과이다. 
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Fig. 4-19. Stability map via FE analysis and test 

 

다  항공  주날개를 상   좌굴 해  

행 여 보 다. 리 , 스 , 스트링거, 스킨 등  구 는 

항공  날개 구조에 양  등  높  외  게 면 그 크 에 

여  께가 얇  스킨 부분( )에 주  국부 좌굴이 

생 게 다. 항공  날개 체 상에 여 요소 해법  

용 여 특  에만 생 는 국부 좌굴   해 는 

량  고  고 벡 를 계산   있어야 다.  복잡  

상과 불어 량 고  계산  도를 높이  해 는 

요소 모델  자 도는 커야 다. 이러   인 여 

컴퓨  워가 부족  과거에는  분리 여 개별  
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상  좌굴 해 이 행 었다[97-99]. 지만  장  연구를 

통 여 개  고  해  솔버는 날개 체 상  상  단 

 번  좌굴 해  통 여 각  국부 좌굴  효  

  있다. 본 논 에 는 리 , 스 , 스킨  구  날개 

상  Fig. 4-20과 같이 8만개  2차원 4   요소(quad4), 

9만개  , 53만개  자 도를 가지는 요소  모델링 여 

역 좌굴 해  행, 존   법  사용  국부 좌굴 

해 과 결과를 고자 다. 

 

 

(a) skin 

 

 

(b) rib and spar 

Fig. 4-20. FE model of a main wing structure 
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날개  외 과  복합  헌[100]  내용  

용 다. 운항  는 양  CFD 해 부  날개 체에 

  분포를 구  다   법과 동일   조건  

부여  여 리  스 가 만나는 지 과 리  쪽과 

뒤쪽  ( 과 이 만나는 곳  )에 집  이 

작용 도  변 고(Fig. 4-20  (a)), 경계 조건  동체  

날개가 만나는 지 이 고 도  다. 

 법    크  동일  요소  구  

요소 모델 부    해  각   

계산 다. 이 부  개별  모 리에 가해지는 축 

( compσ )과 단 ( shearτ )  계산 고 식 (4-9)  

이 해[101]를 이용 여 축  단에  좌굴 강도( crσ
, 

crτ )를 구 여 식 (4-10) 태  Margin of Safety(MoS)를 

구 다. 이 해  좌굴 강도는 개별 에   좌굴이 생  

이며, MoS가 양 이면 그   가해진 부  

좌굴에 함  미 다. 날개 요소 모델  상부 스킨  

리  스 를  Fig. 4-21처럼  40개   

분 고 1부  40 지  ID를 부여 여 개별  MoS를 

계산 다. 
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ck : buckling coefficient which depends on edge boundary 

condition and panel aspect ratio (a/b) 

sk : shear buckling coefficient which depends on edge 

boundary condition and panel aspect ratio (a/b) 

b : short dimension of panel or loaded edge 

t : panel thickness 

(4-9) 
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Margin of safety(factor of safety): 

1,1 -=-=
shear

cr
s

comp

cr
c

τ

τ
f

σ

σ
f  

(4-10) 

 

 

Fig. 4-21. Panel ID of a main wing structure 

 

그리고 복합 이 는 주날개 모델(Fig. 4-20)에 

여 IPSAP  사용 여 역 좌굴 해  행 다.  

좌굴 해 부  구해지는 다양  고 ( iλ )는 식 (4-10)  

compcr σσ /
 

 shearcr ττ /  같 며 해당 고 에  

고 벡 부  국부 좌굴 상  인 면 좌굴이 생 는  

ID  이것  MoS를 구   있다. Fig. 4-22는 체 날개 

상 부  2λ 에  3번 , 5λ 에  7번 , 11λ 에  11번 

이 축 에  국부 좌굴이 나타남  보여주는 그림이다. 

Fig. 4-23  국부 좌굴이 생 는 부분만   좌굴 

상  보여주는 그림이며, 추가  7λ 에  생 는 3번  

단 에  국부 좌굴도 보여 다. 

Table 4-15는  법에  개별  축 좌굴에 

해당 는 MoS가 낮  부  리 고 이에 상 는  ID에 

여 IPSAP  좌굴 해  축 좌굴 MoS를 나타낸 이다. 
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 법 모  국부 좌굴이 생 는  ID는 동일 지만 

MoS는 차이가 있었다. 개별  법  모든  MoS를 

찰 는 용이 지만   분리 는 과 에    

해  결과인  값 부  축 과 단  분리 여 

다시 계산해야 는 불편함이 있 며, 이    크  

동일  요소 크 를 가지는 모델 부  얻어진 이  

에 지 다.  좌굴 강도  이 해를 구 는 과 에 

요  계 인 ck  는 sk  택에도 어 움이 있고, 여 에 많  

경험  요구  에  MoS를 계산 는 것  쉽지 다는 

단 이 존재 다. 이에 여 역 좌굴 해   해를 

여 많  자 도를 가지는 요소 모델 부  해  행, 

각각  고 에 해당 는 좌굴 상  나  분 여 들  

MoS를 계산  에 다량  에  MoS를 구  

해 는 많  고 를 추출해야 다. 지만 컴퓨  워  

고  해  솔버가  재   다량  고 를 

추출 는데 어 움이 없 므  보다  좌굴  해  

해 는 존   법보다는 본 논 에  시  역 좌굴 

해  법이  효과 이다. 

 
 

 

(a) panel 3 

 

 

(b) panel 7 
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(c) panel 11 

Fig. 4-22. Local buckling modes of a main wing structure by 

global buckling analysis 

 

(a) Compressive buckling 

mode of panel 3 

(fc =0.5139) 

(b) Shear buckling mode of 

panel 3 

(fs=1.0781) 

 

(c) Compressive buckling 

mode of panel 7 

(fc =0.7826) 

 

(d) Compressive buckling mode 

of panel 2 

(fc =1.5145) 

Fig. 4-23. Buckling modes of wing panels 
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Table 4-15. Margin of safety (fc) by a compressive buckling of 

analytic solution and IPSAP 

Analytic solution by panel 

method 
Panel ID IPSAP 

0.9818 14 2.3271 

1.0846 10 1.8542 

1.2761 2 1.5145 

1.372 6 1.5752 

1.5285 3 0.5139 

1.7556 7 0.7826 

1.8176 19 2.0772 

1.8177 15 1.6294 

1.8239 11 1.1215 
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 5 장 결     
 

 

요소법   구조  고  진동  모드 상  

구 는 모드 해 과 같  태  고  는 많   해법 

에  가장 보편 이고 병  계산에도 리   Lanczos 

해법이 리 사용 고 있다. 지속 인 컴퓨  그래  드웨어  

달과 함께 3차원 계  진보  인 여 구조  진동  

모드 해   요소 모델  상  에 여 많이 

복잡해지고 있 며, 많  계산 시간이 소요 는 3차원 솔리드 

요소  구 도 다. 이것  해 고자 는 요소 모델에 

 미지  증가, 즉 자 도  증가를 미 며, 이러  를 

해  해 는 많  모리 용량과 많  계산 시간  요구 게 

다. 컴퓨  워   근  해   SMP 계산 

경에  상당  크  자 도를 가지는 요소 모델  고  

해 이 가능 게 었다. 지만 이것  소량  고 를 추출  

에만 해당 고 량  고  추출  해 는 모리 용량  

계 에 여 히 MPP 경에  병  계산이 요 다. 본 

연구에 는 고품질  고  해를 구  여 shift-invert 변  

법이 용  M orthogonal block Lanczos 해법  사용 여 분산 

모리 병  계산 경에  큰 자 도를 가지는 요소 모델  

량 고  추출 시 병  능  개   다양  연구가 

행 었다. 

일   Lanczos 해법  사용 여 고 를 추출 는 

과 에  높  계산 용이 드는 부분  Lanczos 복 루틴 

이 에 행 는 M-K σ  행 에  Cholesky 분해 과 , 

Lanczos 복 루틴 내  삼각 시스 에   연립 식 

연산 과 , Lanczos 벡  재직  과  이 게  부분이다. 본 

연구에   Lanczos 해법   부분 에 도 부분  계산 

 차지 는 Cholesky 분해   연립 식 연산 루틴에 

 직  해법  계산 능이 우 고 병  계산  장 이 

높  병  다  탈 해법  용 다. 그리고 이 해법  행  

곱  연산용 라이 러리는 분산 모리 계산  트워크 경에 
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합  PLASC 라이 러리를 개 여 용 다. 고  해  

솔버  병  능 스트를 행  에 PLASC 라이 러리는 

각각  루틴 함 에 여  스트를 행, 재 병  

계산 시스 (PEGASUS)에  송 상 조합  여 

루틴 자체 병  능   개 다. 다   

Lanczos 해법  병  능 개  여 우리는 계산 노드들 

간  통신량과 답  시간  감소시키는 것에  맞추었다. 

통신량 감소를 여 병  다  탈 해법  원리를 잘 

용 여 계산 노드  분  Lanczos 벡 를 인  합 지 

게 함 써 통신량  이고, Cholesky 분해 과 에  사용 는 

 개  PLASC  루틴 함 들  통신  분  통 여  

함 들  나  루틴 함  축함 써 복  통신  

지 도  여 통신량  다. 그리고 답  시간  

감소시키  여 Lanczos 복 루틴이 행  이 에 탈 

행  역행  계산  추가  행 여 삼각 행  연산에 사용 는 

데이  존 인 ‘TRSM’ 루틴 신 데이  독립 인 ‘TRMM’ 

루틴  사용 도  꾸고 여 에 LCM 컨  용 다. 

통신량과 답  시간  이는 법  용  고  해  

솔버  모드 해  행 여 그 결과를 이 해, 상용 요소 

해  소 트웨어, 모달 시험  결과들과  분  통 여 검증  

마 고,  2000만 자 도를 가지는  요소 모델들  

상   1000개  고 를 추출 는 해  행 여 병  

능 개  효  인 다. Cholesky 분해 과  루틴 

축에  통신량 감소  PLASC 라이 러리  루틴에  

송 상 조합 만 용했   능과 여  

12%  병  능 개  효 이 있었고, 삼각 시스  연산 과  

LCM 컨  용에  답  시간 감소   30% 병  

능 개  효 이 있었다. 체 병  다  탈 해법  소요 

시간  에 는 체 고  해  솔버 루틴에   번만 

행 는 Cholesky 분해 과 보다 Lanczos 복 루틴에 해 

여러 번 복 행 는 삼각 시스  연산 과 에  능 개  

효과가 높 다. 

 Lanczos 해법과 같이 복 과  내에  계산량이 많  

 해법이 사용 는 분야라면 병  다  탈 해법과 함께 
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 능 개  법  용 면  효 인 병  계산이 

가능 다. 변 -변  계식  변 에   항과 이 

있는  강  행  구 게 면 좌굴 해  구조  

고  솔버는 용도를 장   있다.  강  행  다  

탈 해법이 용 는   해  결과인  값  

구 므  본 논  고  해  솔버에 합  용 사 이다. 

라    해  솔버  연동  좌굴 해  솔버를 개 고 

검증   다  거  자 도를 가지며 다양  에  생 는 

국부 좌굴  찰  해  많  고  계산이 요구 는 

항공  주날개에  역 좌굴 해  행 여 보 다. 존  

 법이 날개  스킨   분리 여 좌굴 해  행 는 

면 체 상  상  번에 해  행  에  

법  단  보   있었다. 이처럼 고 능 고  해  

솔버를 용  좌굴 해 이 가능 게 써 존   

에  부분  근 는 법과는 다르게 는 리 , 

스 , 스킨 등  구조  구  체 날개  같이 체 통합  

구조  에  근 는 좌굴 해 이 다.  좌굴 해  

이외에도 고  해  솔버는 다양  용 분야  장   있다. 

모드 첩법  이용  향  해  경우, 특  주  역 

내에   분 이 가능 지만 량  고  추출이 요구  

에 해  범  장에 계가 있었 나 본 연구를 통 여 

개  고  해  솔버를 용 면 보다 른 시간에  

주  범 에  향  해 이 가능  것  상 며 

향후 이에  연구가 다. 
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Abstract 

Enhancement of Parallel Performance of 

Structural Eigensolver based on 

Multifrontal Method 
 

Byun, Wanil 

School of Mechanical and Aerospace Engineering 

The Graduate School 

Seoul National University 
 

The IPSAP is a finite element analysis program which has 

been developed for a high computing performance. This 

program consists of various analysis modules such as a linear 

static module, an eigenvalue analysis module, etc. In the 

eigenvalue analysis module, the well-known M orthogonal 

block Lanczos algorithm with shift-invert transformation is 

used for extracting eigenvalue and eigenvector. And this 

algorithm is incorporated with the parallel multifrontal solver 

(PMFS) which is one of the most efficient direct linear equation 

solvers for Cholesky factorization phase and triangular system 

solving phase in the block Lanczos iteration routine. Algorithms 

and data structures implemented in this study are well suited 

for distributed-memory parallel computing environments. 

Basically, for the better performance of the block Lanczos 

algorithm in parallel computation, Lanczos vector allocation, 

mass matrix multiplication, and M inner product procedures 

were efficiently implemented. And the PMFS for a linear 

equation which is the most time-consuming part during 

Lanczos iterations was improved. The idea was to optimize 

broadcast topology set of parallel matrix subroutines in a 

parallel dense matrix multiplication library (PLASC) which are 
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working in a 2-dimensional block-cyclic processor map, as 

well as to reduce both communication volume and idling time of 

parallel matrix subroutines. To reduce the communication 

volume, we condensed the parallel matrix multiplication 

subroutine from which duplicated communications are observed 

in the Cholesky factorization phase. To reduce the idling time, 

we adopted the least common multiple (LCM) concept by 

inverting a frontal matrix in the triangular system. Reducing 

these prohibitive costs is the proposition of this study. 
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parallel multifrontal solver, parallel performance 
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