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Resumen

En este trabajo se introduciran los conceptos fundamentales de fisica cuantica para el estudio de la
interaccion molecular. En concreto, se pretende analizar el potencial de interaccion entre dos atomos
idénticos mediante el empleo de un modelo unidimensional, en el que el potencial de cada molécula
viene dado por un pozo de potencial finito. Posteriormente, se iran realizando diferentes grados de
mejoras en el modelo a fin de lograr describir de forma mas realista el sistema fisico bajo estudio. Los
calculos se concretan para el caso de interaccion entre dos atomos de hidrogeno.

Abstract

The present project will present the main concepts of quantum physics in order to study molecular
interaction. Specifically, the aim consists of analysing the interaction potential between two identical
atoms by using a one-dimensional model, in which the potential of each atom has been given by a
finite potential well. Afterwards, different modifications will be carried out to describe the physical
system on a more realistic way. These calculations are specific to the case of interactions between the
hydrogen atoms.
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1 INTRODUCCION

En el presente documento se expone el desarrollo completo, tanto tedrico, analitico como numérico,
de un modelo que sirve como herramienta para el calculo de potenciales de interaccion en moléculas.
Dicho de otro modo, el modelo estudia como distintos 4tomos cercanos se influyen reciprocamente,
uniéndose en ocasiones para formar una molécula.

Esta unién interatomica conforma los enlaces moleculares, esenciales para la existencia de moléculas
y la determinacion de sus propiedades. Al influir en las propiedades de las moléculas, resultan
condicionantes en el comportamiento de gases y liquidos. Ademas, dado que un nimero muy grande
de atomos se puede unir para formar un s6lido, del mismo modo que unos pocos se unen para formar
una molécula, el fenomeno de enlace molecular es también muy importante para las propiedades y
comportamiento de los solidos. La motivacion para el estudio de interacciones moleculares, ademas
de su interés intrinseco, radica en consideraciones practicas, siendo de especial interés en areas de la
quimica y ciencias de los materiales.

1.1 Alcance y objetivos

Pese a que el modelo introducido podria ser ampliado para todo tipo de moléculas, se aplica
unicamente a moléculas diatdmicas, en concreto, se describira la representacion fisica de la molécula
de hidrogeno. Se parte pues del caso mas sencillo, a partir del cual es posible lograr la representacion
de moléculas mas complejas, quedando esta posibilidad fuera del alcance de este proyecto.

En consecuencia, el objetivo fundamental del trabajo es la obtencion de un modelo que estudie la
interaccion que existe entre dos dtomos de hidrégeno que se acercan entre si para formar una molécula.
En esta molécula, cada uno de los 4&tomos que la compone est4 formado, a su vez, por un electréon y un
proton. Para la realizacion del modelo, el sistema objeto de estudio estard formado por el conjunto de
las cuatro particulas que conforman la molécula de hidroégeno, tratindose de un modelo
unidimensional.

A fin de lograr la reproduccion de la interaccion que ocurre en la molécula de hidrégeno, el estudio
tiene como resultado principal la obtencion de una representacion gréafica fiable y consistente de la
energia de interaccion en la molécula en funcioén de la distancia que separa a los dos atomos de
hidrogeno. La energia representada tendra un minimo en el intervalo de separaciones donde se
formaria el enlace molecular.



2 Introduccion

1.2 Estructura

Para la precisa exposicion del modelo se introducird, en primer lugar, una base tedrica breve donde se
expondran de manera concisa los conceptos fundamentales necesarios para la comprension del mismo.
De este modo, en el Capitulo 2 se describiran las caracteristicas del 4&tomo de hidrégeno, a fin de lograr
la completa comprension del sistema que se estudia y del cual parte el desarrollo del modelo.
Posteriormente, en el mismo capitulo, se describe la molécula y se especifica, descriptiva y
matematicamente, como las particulas que conforman el sistema interactian entre si.

A continuacion, se explicaran las bases del modelo en el Capitulo 3, detallando su planteamiento y
puntualizando en las aproximaciones y simplificaciones tomadas para, seguidamente, dar pie a su
desarrollo analitico y numérico, con la consecuente obtencion de los resultados en forma de
representaciones graficas. Mas adelante se discutiran los resultados y se aplicardn una serie de
modificaciones con el fin de mejorar lo maximo posible los resultados obtenidos, de modo que
reproduzcan con mayor fiabilidad la realidad. La seccion se cerrard con el calculo y representacion de
la funcion de onda y la funcion densidad de probabilidad.

Por ultimo, en el Capitulo 4 se resumird el contenido de la memoria y se expondran las conclusiones a
las cuales se ha llegado.

Por otra parte, en el Anexo A se aclarara la base matematica utilizada, fundamentada en la conocida
ecuacion de Schrodinger, y se desarrollaran ciertos calculos no detallados en la memoria en el Anexo
B. Ademas, en el Anexo C se especifican los cddigos utilizados para obtener los resultados, mientras
que en el Anexo D se dan los valores tabulados con los que se han obtenido los resultados graficos.



2 EL ATOMO Y LA MOLECULA DE HIDROGENO

Como la molécula de hidrogeno esta formada por dos atomos del mismo elemento es conveniente, en
primer lugar, reparar en el atomo de hidrogeno libre, para luego proceder al estudio de la molécula
completa.

2.1 El atomo de hidrégeno

El 4tomo de hidrégeno estd formado por un proton y un electron, tratdndose del elemento mas simple
de la tabla periddica. Para su estudio, se advierte que la masa del nucleo es varios 6rdenes de magnitud
mayor que la masa del electron, siendo su masa reducida u esencialmente idéntica a m:

(757 2
K= =™ 1)

donde m es la masa del electrén y M es la masa del nicleo. Debido a esta diferencia de masa, la

velocidad del electron es muy superior a la del nucleo que, en consecuencia, es considerado

completamente estacionario [1].

Se representa el estado del atomo a través de una funcion de las coordenadas del electron, llamada
funcion de onda ¥. Esta funcion contiene toda la informacion que es posible conocer acerca del
sistema y representa la amplitud de probabilidad de que la particula se encuentre en una region del
espacio en un determinado momento [2]. La funcion de onda es, en muchas ocasiones, separable en
espacio y tiempo y, por lo general, se trata de una funcion compleja, por 1o que no es una cantidad que
se pueda medir. Como consecuencia, se trabaja con la densidad de probabilidad |¥|*que no es mas
que “la probabilidad relativa por cada unidad de volumen de que la particula [en este caso el electron]
se encuentre en cualquier punto determinado en el volumen” [3]. Matemdticamente, coincide con el
cuadrado absoluto de la funcion de onda. Como se vera mas adelante, esta funcion representa los
orbitales atomicos, que no son mas que nubes de probabilidad de hallar el electrén en una region del
espacio a lo largo del tiempo.

La funciéon de onda permite, gracias a su obtencidn mediante la famosa ecuacion de ondas de
Schrodinger, el conocimiento del estado energético del atomo.

La energia total que posee el &tomo debe su origen a las cargas del electron y del proton que lo forman,
que son iguales y de signo opuesto, surgiendo entre ellos una fuerza electrostatica, en concreto una
fuerza de Coulomb, que los mantiene fuertemente unidos.

A su vez, las particulas se mueven bajo la influencia de su mutua atraccion. El atomo posee, por tanto,
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energia cinética, considerandose Unicamente el movimiento del electron. Por otro lado, la misma
fuerza atractiva origina una energia potencial que representa le energia ‘almacenada’ del sistema fisico,
en virtud de su posicion y/o configuracion [3]. Asi, el atomo poseera también energia potencial. Dicho
potencial es de tipo coulombiano, de simetria esférica, y s6lo depende de la distancia del electron al
nucleo, como puede observarse a continuacion:

419>
Amtegr’

V(r) = (2-2)

donde

® g1y g, son las cargas de las particulas correspondientes. La carga del electron es
—1.60218 x 10719C y la del proton es igual, pero de signo contrario a la del electron.

e ¢, eslapermitividad del vacio, cuyo valor es 8.8542 x 10712C2 /N - m?.
e 1 es la distancia que separa las particulas.

Finalmente, la energia total del atomo se expresa mediante el operador Hamiltoniano cuyo valor no
serd la suma del operador energia cinética y el operador energia potencial:

hZ
H=T+V=——V2+V(r), (2-3)
2m

donde V es el operador nabla en coordenadas esféricas [2].

La combinacion de la expresion de energia total como suma de energia potencial y cinética con la
mencionada funcion de onda da lugar a la ecuacion de Schrodinger. La forma en la que se utiliza la
ecuacion de Schrodinger a lo largo de este proyecto viene detallada en el Anexo A. La teoria de
Schrodinger para atomos con un electron parte de la ecuacion de Schrddinger independiente del
tiempo. Como el potencial que liga al electron es de simetria esférica, la ecuacion es desarrollada en
coordenadas esféricas, de modo que sus variables puedan ser separadas:

2

- f—mv%p(r, 0,0) +VY(r,0,0) = EY(r,6,9), (24)

donde 7 es la distancia que hay entre el electron y el niicleo mientras que 6 y ¢ correponden a los
angulos polar y azimutal que especifican la orientacion en el espacio. Como consecuencia de la
separacion de variables de (2-4) se obtienen tres ecuaciones, una por cada coordenada espacial. En
cada una de estas expresiones aparece una constante, llamadas n, m; y [. Estas constantes se
corresponden con los llamados nlimeros cuanticos. El primer numero cuantico, asociado con la funcion
radial (dependiente de la variable r) de la funcion de ondas completa, es conocido como nimero
cuantico principal n. El nimero cudntico orbital [ resulta de la ecuacion diferencial para la variable 6
y se asocia con el movimiento angular orbital del electron, mientras que el nimero cudntico m; resulta
de la ecuacion diferencial para ¢. Las soluciones aceptables de la ecuacion (2-4) solo se obtienen para
ciertos valores de los ntimeros cuanticos n, m; y [, los cuales estan relacionados entre si de la siguiente
manera:
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e n=0123,..
e [=012,..,n—1
e m=-,-1+1,..0,..,1—1,1

Aquellos estados que no cumplan estas condiciones no existen pues no satisfacen las condiciones de
contorno de la funcion de onda [1].

La ecuacion (2-4) solo tiene soluciones aceptables correspondientes a estados ligados si la energia total

tiene uno de los siguientes valores:

mZ%e* _ —13.606 eV
(4mey)22h2n2 nz '

E, = (2-5)

donde
e m es la masa reducida del electron.
e 7 eslacarganuclear (Z = 1 para el hidrogeno neutro).
e ¢ es la carga del electron.
e ¢, es la permitividad del vacio.
e h es la constante de Planck reducida.
e nes el nimero cuantico principal.

La ecuacion (2-5) es igualmente predicha por el modelo de Bohr e indica valores cuantizados de
energia. Para distintos valores del niimero cuédntico principal, el 4&tomo tomara distintos valores
discretos de energia. Cuando n = 1 se obtiene la energia del estado fundamental. En este estado de
minima energia el atomo de hidrogeno posee una energia total de valor -13.606 eV [3]. Para ionizar el
atomo de hidrégeno, para que éste pierda su electron, es posible aportarle un cierto valor de energia
suficiente para vencer la fuerza de atraccion sufrida por ambas particulas. Este valor es justamente
13.606 eV. En otras palabras, cuando el atomo alcanza el valor cero de energia se ioniza. El valor
minimo de energia necesaria a aportar a un atomo para que un electron de su capa de valencia se
desprenda se llama energia de ionizacion. El &tomo ajustard su tamafio de manera tal que alcance este
minimo de energia total, sujetandose a la tendencia general de todos los sistemas fisicos de ser lo mas
estables posible. En este estado el hidrogeno tiene un radio atémico cuadratico medio igual a 0.529A
correspondiente con el radio de Bohr, de expresion:

4meyh?
ao =

(2-6)

me?

A partir del valor del radio para el estado fundamental del dtomo de hidrogeno, cuyos niimeros
cuanticos sonn = 1,1 = 0 y m; = 0, la expresion de la funcién de onda es:

3/2

Y100 = \/% (%) e/, (2-7)

La expresion (2-7) es valida para cualquier &tomo con un electron. Particularizando para el atomo de

5
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hidrogeno, de modo que Z = 1, y representando la funciéon densidad de probabilidad mediante el
cuadrado absoluto de la funcion (2-7) se obtiene el orbital correspondiente al 4tomo de hidrogeno para
el estado fundamental [1, 4]. El orbital refleja el grado de indeterminacion en la posicion que tiene el
electron dentro del atomo, es decir, manifiesta los lugares en los que hay mas probabilidad de detectar
el electron si le forzamos a definir su posicion, pues lo normal es que su posicion esté indeterminada
dentro de la nube de probabilidad que forma el orbital.

En este caso el electron se mueve en un orbital de tipo 1s, nombrado de este modo debido a que el
electron se encuentra en la capa 1, definida por los estados con el mismo nimero n, y en la subcapa s
formada por los estados con idénticos valores de n y L. El orbital 1s del atomo de hidrogeno es
representado en la Figura 1:

1s

Figura 1. Orbital Is del atomo de hidrogeno

Del mismo modo que (2-5) surge de la solucion de la ecuacion de Schrodinger y la aplicacion de
condiciones de contorno, se obtienen dos expresiones més a partir de (2-4):

L=4I(+ Dk (2-8)

Esta expresion evidencia la cuantizacion del momento angular, que solo puede tomar valores discretos
para un mismo valor del nimero cuantico principal n. Para la nube de electrones de la Figura 1 el
momento angular es nulo (L = 0) y no tiene un eje de rotacion fundamental. Por otro lado:

LZ = mlh. (2-9)

Esta expresion significa que la proyeccion del momento angular sobre el eje z solo puede tomar valores
discretos. El nlimero cuantico orbital magnético m,; define los valores permitidos de L, bajo la
influencia de un campo magnético externo [1].

Existe un cuarto nimero cuantico relacionado con el espin del electron S, el cual no proviene de la
ecuacion de Schrodinger. Se trata de una propiedad intrinseca de la particula que es descrita por el
nimero cuantico s = -, cuyo valor numérico nunca cambia. Al igual que para la cantidad de

movimiento angular orbital L, el espin S esta cuantizado. Puede tener dos orientaciones en relacion al

eje z, definidas por el signo del nimero cuéntico magnético del espin (ms =+ %) [3]:

S, = mgh. (2-10)

Los dos valores que toma S, corresponden a las dos orientaciones posibles para S, nombradas como
. . . 1 . . . 1 , .
“espin hacia arriba” cuando my; = + >y “espin hacia abajo” para mg = — 5 La energia del electron

es ligeramente diferente para los dos sentidos del espin en presencia de un campo magnético.


http://2.bp.blogspot.com/_js6wgtUcfdQ/S1IuL8rqHbI/AAAAAAAAKIM/XPelXZnOXQ8/s1600-h/molecula_de_hidrogeno_a_partir_de_atomos_de_hidrogeno_1.png
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2.2 Lamolécula de hidrégeno

La molécula de hidrogeno esta formada por dos dtomos de hidrogeno, es decir, dos protones y dos
electrones. Del mismo modo que entre el electron y el nicleo de un 4tomo de hidrogeno surge una
fuerza de Coulomb, nuevas fuerzas de interaccion aparecen entre las cuatro particulas. El sistema
diatdbmico contard con una energia potencial sumatorio de todos los potenciales de interaccion que
tienen lugar en el sistema. En el sistema molecular también existe una energia cinética debida al
movimiento de las particulas bajo la influencia del campo electrostatico. Nuevamente, la energia total
del sistema sera la suma de la energia potencial y la energia cinética, y vendra expresada por el
operador Hamiltoniano [1,2]:

H=T+V, (2-11)

Este operador puede ser simplificado gracias a la aproximacion Born-Oppenheimer [5,2], que
evidencia el desacoplamiento del movimiento electronico y nuclear, al ser la masa del nucleo varios
ordenes de magnitud mayor que la de los electrones. La velocidad relativa del niicleo respecto a los
electrones es muy baja, por lo que puede considerarse que el nicleo estd quieto. En este trabajo se
consideran pues los protones en reposo, mientras que los electrones si cuentan con energia cinética.

La aproximacion de Born-Oppenheimer también simplifica el célculo de la energia total de la
molécula. Se define a continuacion la distancia internuclear:

Figura 2. Distancia internuclear

En la Figura 2 la distancia inernuclear d es dada por longitud que une los centros de los dos protones,
mientras que 7, Y 1, son la posicion de cada electron respecto a cada uno de sus nucleos. El valor
medio de r; y 1, es aproximadamente igual al radio de Bohr [6] cuando los atomos estdin muy
separados:

_ Amegh®

ap = = 0.529A. (2-12)

me?
La energia total del sistema dependera de la distancia d, que serd considerado un parametro fijo/no
dindmico segun la aproximacion de Born-Oppenheimer.

Una vez tomada la mencionada aproximacion, la energia total del sistema expresada segiin (2-11)
viene dada por la suma de la energia cinética de los electrones y la energia potencial de todas las
particulas. El Hamiltoniano indica la suma de todos los potenciales de interaccion y de la energia
cinética de cada electron, es el operador correspondiente al observable de energia:
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H= Tel + Tez + Vpl—pz (d) + Vel—ez (1‘1, d: Tz) + V;ol—ez (d,rz) + sz—e1 (rl' d) + Vpl—e1 (rl)

+ sz—ez (TZ)'

Profundizando en la naturaleza de las componentes de (2-13) correspondientes a la energia potencial

7, se conoce que entre las particulas que componen la molécula de hidrogeno surge una fuerza debida
a las diferentes cargas de las particulas. Dichas fuerzas de interaccion son de tipo electrostatica, pues
las particulas estan cargadas positiva (protones) o negativamente (electrones). Se expresan mediante

potenciales de Coulomb entre dos cargas puntuales, segun la ecuacion (2-2). Notese que, si las cargas

son del mismo signo, el potencial es positivo puesto que cargas del mismo signo se repelen y el trabajo
que deberia realizarse sobre el sistema para acercar las dos cargas seria positivo. Se trata de un
potencial repulsivo, correspondiente a una fuerza de repulsion debida a cargas del mismo signo. Por el
contrario, si las cargas son de signos opuestos el potencial es negativo, deberia realizarse un trabajo
negativo sobre el sistema en contra de la fuerza de atraccion entre cargas de signo opuesto. Es un
potencial atractivo. Las componentes de la energia potencial } resultan:

Interaccion proton-proton V (d). Es la fuerza de interaccion que surge entre los protones

P1—P2
de cada atomo. Esta fuerza depende de la distancia que separa los nticleos, esta es, la distancia
internuclear. Se trata de una fuerza repulsiva, debido a que las particulas son de la misma
naturaleza. Tendr4, por tanto, signo positivo en el sistema elegido y serd mayor cuanto menor

sea la distancia que separa los atomos.

Electron-electron Vg, _,(11,d, T3). Fuerza de interaccion entre los dos electrones.
Nuevamente, cuanto mas se acerquen los 4&tomos, mayor sera esta fuerza, pues los electrones
tienen carga negativa y se repelen. Esta fuerza serd también de signo positivo y depende de la
distancia que separa los electrones. Esta distancia se mide tomando como referencia a los
protones, es decir, midiendo la distancia que separa a cada electrén del proton de su mismo
atomo (radio atomico, dos veces), mas la distancia que separa ambos protones (distancia
internuclear).

Proton 1° atomo- electréon 2° atomo V, (d,r3). Fuerza de atraccion entre proton de un

D1—ez
atomo y el electron del otro dtomo. Se trata de una fuerza atractiva y, por tanto, de signo
negativo. Depende de la distancia que separa las particulas, calculada como la suma del radio

atémico (una vez) mas la distancia internuclear.

Proton 2° 4tomo- electron 1° atomo Vj,,_ (171, d). fdem anterior.

Proton 1° atomo- electron 1° atomo V,, _,
de hidrégeno entre su proton y su electron. Debido al distinto signo de las cargas de las
particulas y a la reducida distancia que los separa (el radio atdmico) se trata de una fuerza
fuertemente atractiva. Cuando el atomo estd asilado, este término coincide con la energia
potencial total, pues es el inico componente de la energia potencial que corresponde a una

interaccion interna del &tomo y no con alguna de las particulas del otro atomo.

(rq1). Es lainteraccion interna que surge en un atomo

Proton 2° atomo- electrén 2° atomo V (r,). Puesto que la molécula estudiada esta

D2—eéz
compuesta por atomos iguales, esta energia es exactamente igual a la anterior, pero

correspondiente al segundo atomo de hidrogeno.

(2-13)
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Finalmente, la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo [1,7] viene dada por:

HY(xq, %3, Y1, Y2, 21, Z2; d) = Eoe (X4, X2, Y1, V2, 21, Z2; d), (2‘14)

lo cual equivale a:

le aZIp 621/) azlp azl/) azl/) 621/;
- 2m cd)y = . 2-1
2m (ax12 0x,?  0y,?  0y,%> 0z,° + 6222> + V(x1, %2, Y1, Y2, 21, Z2; )Y = Eport (2-15)

Se obtendra como resultado el valor de la energia total del sistema E,;. Se trata de la magnitud que se
pretende representar; la energia total del sistema molecular, en funcion de la distancia de separacion
de los atomos:

tential
" eneray 9 J

74 pm d

attractive forces

repulsive
forces

-436

kJimol 00 mast stable state

Figura 3. Energia potencial de la molécula de hidrégeno

El potencial de la Figura 3 representa el potencial de un par de atomos de hidrogeno que podrian estar
ligados formando una molécula. La coordenada d representa la distancia que separa los centros de los
atomos, mas concretamente, la distancia internuclear. La derivada de la energia total coincide con la
fuerza que actia sobre el sistema:

i OB 2.16)
ad

El minimo de energia ocurre para la separacion de equilibrio, donde la derivada de energia se anula y,

por tanto, la fuerza aplicada al sistema es cero. Conforme decrezca la distancia internuclear, la derivada

se volvera negativa y la fuerza positiva, aparece una fuerza repulsiva. Por lo contrario, cuando crezca

la separacion desde el equilibrio aparecerd una fuerza atractiva. Si la separacion se vuelve

suficientemente grande la energia se mantiene aproximadamente constante, su derivada vuelve a

anularse y desaparece entonces la fuerza de interaccion, los atomos dejan de estar ligados [1].

Si existe una distancia en la que el sistema alcanza una energia total inferior a la que tendrian los
atomos por separados, entonces se forma el enlace quimico. Este minimo de energia es precisamente
la cantidad de energia a aportar al sistema para disociar el enlace, se trata de la energia de disociacion.
La separacion interatomica a la cual se da la formacion del enlace se 1lama longitud de enlace.



10 El 4tomo y la molécula de hidrogeno

Para la molécula de hidrogeno el minimo de energia total se da a -4.92 eV a una longitud de enlace de
0.74A [8].

2.3 El enlace covalente

Como la molécula de hidrégeno estd formada por dos atomos iguales la union entre ellos es apolar, se
forma una union por enlace covalente. En este enlace los &tomos comparten un par de electrones que
se distribuyen por toda la molécula de tal manera que minimizan su energia, en comparacion con la
energia que tendrian los &tomos por separado.

La unidn se origina a partir de dos atomos de hidrogeno, cuyos orbitales son del tipo 1s como se
muestra en la Figura 4. Cuando ambos atomos estén suficientemente cerca, se iran compartiendo las
nubes de probabilidad que conforman el orbital 1s de cada atomo de hidrégeno:

. + .
15 15

Figura 4. Orbitales en dtomos de hidrégeno

Como resultado del acercamiento, los orbitales van dejando de ser esféricos formando un nuevo orbital
compartido, designado como orbital o.. Esta nueva distribucion es producida por la superposicion de
las funciones de ondas que corresponden al electrén de ambos atomos. Estas funciones de onda tienen
dos maneras distintas de sumarse: una simétrica y otra antisimétrica. En la configuracion simétrica
ambos orbitales se traslapan quedando un espacio intermedio con densidad de probabilidad positiva
|¥sP, pues las fuerzas atractivas que ejercen los niicleos sobre los electrones vencen las fuerzas
repulsivas de ambos, existiendo asi una alta probabilidad de encontrar a los electrones en el espacio
comprendidos entre los nucleos, como se aprecia en la parte derecha de la Figura 5:

2
|

Figura 5. Configuracion simétrica

En la parte izquierda de la Figura 5 las lineas punteadas corresponden a las funciones de onda
individuales dadas ambas por ecuacion para Y:

3/2

1,2
D100 = = (a_) e=7r/a0, (2-17)
T 0
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mientras que la linea sélida de la figura izquierda corresponde a la suma W's de las funciones de onda,
que resulta ser una funcion de onda simétrica con respecto a la linea vertical central que separa a las
funciones de onda individuales. Al irse acercando los atomos ente si, sus orbitales esféricos (1s) se han
ido deformando, dando lugar a un nuevo orbital comun llamado orbital enlazante o.. Por otro lado,
existe otro tipo de unidn combinada antisimétrica, representada en la Figura 6, que no presenta una
region intermedia compartida por ambas nubes electronicas, es decir, la densidad de probabilidad |)|?
de encontrar los electrones en el espacio comprendido entre los dos orbitales 1s es cero y no favorece
la formacion del enlace. Esta configuracion da lugar a un orbital no enlazante 0% [4,9]

2
kA

Figura 6. Configuracion antisimétrica

En la Figura 6 la parte izquierda representa con una linea sélida la diferencia entre las funciones de
onda de los electrones separados, representadas con lineas de punto. En la parte derecha, se observa
como la densidad de probabilidad de encontrar los electrones entre ambos nucleos es nula.

Si los dos electrones ocupan el orbital Ws, que es el de menor energia, sus espines deben ser
antiparalelos, segtn el principio de exclusion de Pauli [3].

11
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3 MODELO DE INTERACCION MOLECULAR

Basandonos en los apartados anteriores se procede a la descripcion del modelo en si. Se ha especificado
el potencial de interaccion entre todas las particulas que intervienen en el sistema. Ahora bien, se
pretende aplicar la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo al potencial de interaccion
estudiado, a fin de observar la energia total de la molécula segin varia la separacion de los atomos.

Para ello, en primer lugar, debe aclararse como se aproxima este potencial de interaccion, pues no se
calcularan todas las componentes del mismo como potenciales de Coulomb, si no que algunas de ellas
se simplificaran a uno de tipo pozo cuadrado.

A continuacion, una vez obtenido el potencial V' (x) que se aplicara en la ecuacion de Schrodinger, se
procede a la resolucion analitica del problema partiendo de las soluciones generales de la ecuacion
segun los valores que toma V (x) e imponiendo las condiciones de contorno donde el potencial cambia
de valor. Se llegara a un sistema lineal homogéneo y la energia tomara valores discretos justo cuando
el determinante de la matriz se anule. Este ultimo paso se resuelve con Matlab.

Una vez obtenidos los valores de energia variando la separacion entre los atomos, se realizan las
correcciones pertinentes, incorporando las componentes del potencial que si se calculan por Coulomb
y se representa esta energia frente a la separacion d.

Por ultimo, se calculara la funcion de onda del sistema.

3.1 Aproximaciones del modelo

Para simular el potencial de interaccion total con todas sus componentes, es decir, entre las cuatro
particulas del sistema molecular bajo estudio, se realizaran una serie de aproximaciones:

e Los potenciales seran dependientes la longitud de la recta que separa ambos atomos, situada
en el eje x. Al desplazarse los electrones por este eje los cambios en la energia potencial son
significativos respecto a la situacion de atomos aislados, mientras que los desplazamientos de
los electrones en las otras direcciones son similares a la de la situacion de los dtomos aislados.
Basandonos en estas consideraciones, se ha optado por simplificar el problema desarrollando
un modelo unidimensional.

e Se utilizara la ecuacion de Schrodinger aplicada a cada electron por separado. En la
ecuacion se evaluara la energia cinética de los electrones y también su energia potencial.
Como en este caso los atomos son idénticos se obtendra el valor de la energia E del electron
y se tomara en consideracion dos veces (multiplicada por dos).

13
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El potencial de interaccion V(x) para cada electron, a partir del cual se realizaran los
calculos oportunos, estard compuesto por el potencial de interaccion del electrén con el
proton del mismo atomo y con el protdn del otro &tomo, que serdn aproximados en primera
instancia por potencial cuadrado.

El potencial de interaccion entre los dos electrones se calculara como potencial de
Coulomb, con sus distribuciones de densidad originales, y se afadira al final, una vez
obtenidos los resultados. Esta aproximacion se mejorard mas adelante.

Las interacciones de los protones también son tenidas en cuenta, aunque estos no poseen
energia cinética, segun la aproximacion Born-Oppenheimer. No obstante, el potencial de
interaccion proton-proton sera calculado del mismo modo que el potencial electron-
electron. De hecho, ambos potenciales tienen el mismo valor numérico (se veréa el calculo
concreto mas adelante).

A partir de ahora y durante el desarrollo analitico del problema, se hara referencia a la
energia potencial V(x) como potencial de interaccion, energia potencial o simplemente
potencial, aunque esta no represente por completo a todas las componentes del mismo, si
no Unicamente a las interacciones electron-protones.

h2 . .
El valor de w es calculado teniendo en cuenta el valor de la constante de Planck reducida h =

6.6 X 107 %¢eVs, y lamasa reducida del electron u = 0.5 MeV /c?. El resultado numérico es
4eVA.

Por Gltimo, aclarar las unidades utilizadas: electronvoltio (eV) para energia y Armstrong (A) para
distancias.

3.2 Descripcion del sistema molecular

El sistema molecular descrito en la Figura 7 presenta, en la mitad superior, el esquema de los 4&tomos de

hidrégeno separados por una distancia internuclear d y en la mitad inferior los correspondientes potenciales
de pozo cuadrado, a los cuales los electrones permanecen ligados. La energia E del electron sera un
resultado, y se evaluara para diferentes valores de la distancia d:

Can

Figura 7. Representacion del sistema de estudio y su potencial
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El sistema es dividido en cinco zonas numeradas de izquierda a derecha, de modo que en cada
zona el potencial sea continuo. Las anchuras de los pozos, a 'y ¢, toman el mismo valor a = ¢ =
1A (el doble del 4tomo de Bohr, aproximadamente). Asi, la forma de la funcion potencial es la
siguiente:

] b b b b
0 swc<—(a+—),——<x<— 0 <—+c><x,

482 no b (3-1)
—Vy si —(a+§)<x<—50 E<x<(5+c>.

El valor de V, se obtiene analizando el sistema cuando la separacién entre los &tomos es grande y
se puede decir que no interacttan entre si. No es méas que la energia de interaccion entre el electron
y el proton del mismo atomo, es decir, V},,_., (). Cuando el atomo esta aislado es conocido el
valor de la energia total E;,;, que coincide con la energia de ionizacion del atomo de hidrdgeno.
Resolviendo la ecuacion de Schrodinger para el &tomo aislado se obtiene un valor de potencial
V, = 24.8 eV. La obtencion de V,, se detalla en el Anexo B.

En la Figura 7:

e El valor E es llamado energia del punto cero, y es el valor mas bajo de la energia que
puede tener una particula, en este caso el electrén, ligada a la region del pozo (véase
Seccion 2).

e Ladistancia internuclear d, a través de la cual se define la separacién entre los &tomos y
de la que dependen los potenciales de interaccion (véase Figura 2. Distancia internuclear’™),
tiene un valor numérico que depende del radio atomico y de la anchura b de la barrera de
potencial que separa ambos pozos:

d=b+ays
S22

Las discontinuidades de la funcién potencial hacen de frontera en cada una de las zonas en las

que se divide el sistema, donde deberan analizarse las funciones de onda de modo que se

. . b b
cumpla la condicion de continuidad. Estas “fronteras” son dadas en x = — (a + 5) X ==

(3-2)

b b . . . . .
X=-yx= (5 + c). Las areas intermedias son llamadas zonas y numeradas de izquierda a

derecha.

3.3 Desarrollo analitico

3.3.1  Funcion de onda por zonas

El sistema puede dividirse en cinco zonas o intervalos. Como se detalla en el apartado “Soluciones
generales de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo” del ANEXO A, segun el valor que
tome el potencial, la funcion de ondas solucion tendra una determinada forma. Las zonas I, [Il y V son
clasicamente prohibidas y las zonas II y IV clasicamente permitidas cuando E < 0. En consecuencia,
las funciones de onda para cada zona seran:

P (x) = Ae’r, (3-3)

15
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Wy (x) = B cos(kyx) + C sin(kyx), (3-4)
Y (x) = Deki¥ + Eekix, (3-5)

Wy (%) = F cos(kyx) + G sin(k;;x), (3-6)
Yy(x) = He "%, (3-7)

donde A, B, C, D, E, F, G y H son coeficientes a determinar mediante la aplicacion de condiciones de
contorno y normalizacion. En la zona I se anula la exponencial negativa, asi como la positiva en la
zona V, a fin de evitar que la funcion de ondas tienda a infinito. Las constantes a determinar
correspondientes a estos términos tienen valor cero.

Los parametros que aparecen en la ecuacion de ondas tienen las siguientes expresiones:

2me
k; = , (3-8)
! h
2m(V, — ¢
k, = Y2 — &) (3-9)
h
donde ¢ es la energia en valor absoluto, € = —E. Ahora bien, como las funciones de onda son

soluciones a la ecuacion de Schrodinger, para que estas sean aceptables deben ser finitas,
monovaluadas y continuas. Para que la segunda derivada que aparece en la ecuacion de Schrodinger
sea finita, las condiciones de continuidad deben cumplirse también en la primera derivada, a fin
nuevamente de cumplir los requisitos de la funcién de ondas a lo largo de todo el eje x. Las derivadas
de la funcion de ondas en cada zona son:

Y1 (x) = Ake*r*, (3-10)

Y11 (x) = —=Bky; sin(ky;x) + Ckyy cos(kyx), (3-11)
Y1 (x) = Dke*1* — Ekje~*1%, (3-12)

Y’y (x) = —Fky; sin(kyx) + Gkj; cos(kypx), (3-13)
Y'y(x) = —Hkje **, (3-14)

3.3.2 Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno o condiciones frontera, de las cuales se hablaba en el apartado
“Condiciones” en el ANEXO A, deben cumplirse en los cuatro puntos criticos o discontinuidades.

o . iy b
Continuidad en la funcion de ondas en el punto critico x = — (a + E):

o[-(os ] wl- (o3 e
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Condicién de continuidad en la primera derivada en el punto — (a + g):

, b , b
vil=(arg)|=wul-(a+3)} -1
Continuidad en la funciénen x = — g:
b b
Y (— E) =Y (‘ E) (3'17)
Condicién de continuidad en la derivada en x = — g:
b b
lp,ll (_ E) = E[),m (‘ 5) (3‘18)
Continuidad en la funcién en x = g:
b b
Y (E) =Yy (5) (3'19)

.. . ) b
Condicién de continuidad en la derivada en x = Pt

Y (g) =Y’ (g) (3-20)

. .. b
Continuidad en la funciébnen x = ¢ + 5

Y (C + g) =Yy (C + g) (3-21)

Condicién de continuidad en la derivadaen x = ¢ + g:
, b , b
lp v (C + ;) = lp v (C + E) (3-22)

3.3.3 Obtencion del sistema de ecuaciones

A continuacion, se plantean y desarrollan las ecuaciones de continuidad de la funcion y la derivada en
los puntos anteriormente mencionados. Para ello, se sustituye en cada condicion de continuidad la
ecuacion de ondas correspondiente para el punto indicado. De este modo se obtiene un sistema de ocho
ecuaciones.

Ecuacion 1. Continuidad de la funcion en x = — (a + S):

—Ae_k’(a+g) + B cos [k” (a + g)] — Csin [k” (a + g)] = 0. (3-23)

17
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Ecuacion 2. Continuidad de la derivada en x = — (a + S):
—Ak,e_k’(“g) + B ky;sin [k” (a + g)] + Ckyjcos [ku (a + g)] = 0. (3-24)
Ecuacion 3. Continuidad de la funcidbnen x = — g:
—De_k’(g) — Eek’(g) + Bcos [ku (g)] — Csin [k” (g)] = 0. (3-25)
Ecuacion 4. Continuidad de la derivada en x = — g:

b b b b
—Dk,e_kl(f) + Eklekl(i) + BkuSin [k]] (5)] + CkHCOS [k[[ (E):l = 0 (3'26)

., . ., b
Ecuacion 5. Continuidad de la funcién en x = Y

—Dek’(g) — Ee_k’(g) + Fcos [k,, (g)] + Gsin [k,, (g)] =0. (3-27)

Ecuacion 6. Continuidad de la derivada en x =

b ) b b
—Dk,ekl(Z) + Ekle kI(Z) - FkHSin [k]] (E):l + GkHCOS [k[[ (E):I = 0 (3'28)
Ecuacion 7. Continuidad de la funciénen x = ¢ + g:

b b b
—He M(¢42) 4+ F cos [k” (c + E)] + G sin [k,, (c + E)] = 0. (3-29)

Ecuacion 8. Continuidad de la derivadaen x = ¢ + g:

b b b
Hkle_kl(c+§) - Fk" Sin [k]] (C + E):I + G k”COS [k]] (C + E):I = 0 (3—30)

3.3.4 Matriz

Estas ecuaciones dependen de los parametros k; y k;; que, a su vez, dependen de la energia total €, la
cual es objetivo de este proyecto calcular. Esta energia tomara un valor distinto para cada valor que
tome la distancia b. Los valores permitidos de energia se dan cuando el determinante de la matriz
formada por el sistema de ecuaciones del apartado previo se anula, es decir, cuando el sistema de
ecuaciones tiene solucion distinta de la trivial (solucion que anula todos los coeficientes
A=B=C....=G=0). Por tanto:



b b
_e—kl(‘”g) cos [k,, (a + E)] —sin [k” (a + E)] 0 0 0 0 0

—k,e_k’(“g) k;;sin [k” (a + g)] k;;cos [k” (a + g)] 0 0 0 0 0
0 cos [k,, (g)] —sin [k,, (g)] _e—kl(g) _ekl(g) 0 0 0
0 kysin [k,, (g)] k;cos [k” (g)] _kle‘kl(g) klekl(g) 0 0 0
S o e ] el
0 0 0 —k,ek’(g) k,e_k’(g) —kjsin [ku (g) kircos [ku (g)] 0
0 0 0 0 0 cos [k,, (c + g) sin |k;; (c + g)] _otal(c+3)
0 0 0 0 0 —k;; sin [k,, (c + g)] k;;cos [k” (c + g)] k,e_k’(”g)
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3.4 Resolucion numeérica

El determinante de la matriz 8x8 obtenida en el apartado anterior es resuelto con Matlab, mediante un
cddigo detallado en el Anexo C. Dicho programa permite la obtencion de todos los valores de energia
permitidos para una determinada distancia internuclear. Resolviendo la matriz para una anchura de

pozo a = 1A, un valor del pozo de potencial V, = 24.8 eV (correspondiente al potencial de atomo
aislado, véase Anexo B) y variando la distancia internuclear, se obtienen los siguientes valores de
energia permitidos:

21
19
17
15
13

11

Valores permitidos de energia € (eV)

0,5 1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 6,5

Distancia internuclear d (A)

Figura 8. Valores de energia permitidos

Es conveniente resaltar que la Figura 8 ilustra los valores de energia € y no E, de valor negativo. El
criterio de signos tomado en el estudio es especificado en el Anexo A. Puede observarse en la figura
que los valores de energia permitidos son dos para separaciones interatdmicas pequenias, y que €stos
convergen a un unico valor al crecer la separacion d. La bajada de energia que presupone la curva roja
de la figura se puede entender como una disminucion de la energia cinética del electron, ya que al
aproximarse los dos pozos cuadrados el electron dispone del doble de espacio para moverse, lo que
por el principio de incertidumbre Heisenberg disminuye su cantidad de movimiento.

El minimo valor de energia E correspondiente a la primera cuantizacion aparece en la Figura 8
“Valores de energia permitidos” en linea de puntos. A partir de dicho valor se obtiene la energia total
de interaccion mediante:

EtOt = ZE + ‘Zr + 27.2 eV, (3'31)

donde
e FE = —¢,siendo ¢ el minimo valor de energia obtenido en Matlab.
e U, es el potencial repulsivo de Coulomb.

e El valor 27.2 eV es la energia de referencia que corresponde con el valor del doble de la
energia del 4&tomo asilado, es decir, el correspondiente a la energia de ionizacion, 13.6 eV.

20
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El potencial repulsivo V,. se calcula como la suma de los potenciales de Coulomb correspondientes al
potencial de interaccion electron-electron y proton-proton, tratando las particulas como esferas de
carga separada. Estos potenciales de Coulomb se expresan como sigue:

q19>

V(r) = ,
) 4meqr

(3-32)

donde

® @1V (g, son las cargas de las particulas correspondientes. La carga del electron es
e = —1.60218 x 1071C y la del proton es igual, pero de signo contrario a la del electron.
e ¢, es lapermitividad del vacio, cuyo valor es 8.8542 x 10712C2/N - m?.

e 1 es la distancia que separa las particulas, tomada como la distancia internuclear d en este
desarrollo.

Sustituyendo numéricamente en (3-32) se obtiene un valor de 14.40 eV’ A/d, luego:

14.40 28.8
Ve =V, (@) + Ve, e, (d) = 2 B (3-33)

donde el potencial es expresado en eV y d en A. La ecuacién (3-31) se evalta para distintas
separaciones internucleares, en concreto, desde 6 hasta 1A, obteniéndose el siguiente resultado:

18
16
14
12

10

Energia total (eV)

0 1 2 3 4 5 6 7

Distancia internuclear d (A)

Figura 9. Primer resultado

Como puede observarse, este primer resultado es bastante distinto al esperado segun la Figura 3.
Energia potencial de la molécula de hidrogeno”, donde la curva era mayormente negativa y se
apreciaba un minimo de energia para -4.52eV. En cambio, en la Figura 9 la curva es decreciente en
todo su dominio, no presenta ningin minimo ni tramo creciente de energia. Por tanto, y debido a que
es decreciente, el potencial es completamente repulsivo, al igual que en la zona izquierda de la curva

de la Figura 3, pero para todos los valores de separacion, por lo que los 4&tomos no tenderian a unirse,
lo cual no tiene sentido fisico.
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3.4.1 Primera mejora: inclusién del potencial de largo alcance

A fin de corregir el anterior mal resultado, se mejora el modelo teniendo en cuenta que, al aproximarse
los dos protones, el valor del potencial en la zona III no es cero como se aprecia en la Figura 7, sino
que adquiere un valor negativo debido a que el potencial de Coulomb es de largo alcance.

Figura 10. Potencial de largo alcance

En la Figura 10 la linea de puntos indica el potencial en la zona III, correspondiente a la barrera que
une los pozos de ambos atomos, considerado para la obtencion de los primeros resultados. En color
azul, se aprecia un corte unidimensional del potencial de Coulomb. Por tanto, en la realidad el potencial
en la zona intermedia no es cero, si no que adquiere un valor negativo. El potencial de largo alcance
V4 €s el nuevo potencial considerado en la zona III, y corresponde a un potencial coulombiano
evaluado en el punto medio entre ambos protones, esto es, a una distancia d /2 (en la Figura 10 este
punto es representado en el origen de abscisas). Su expresion es la siguiente:

e? _ 576

e (3 4 >34

Ula=2'

donde
e v, esexpresadoen eV,
e e representa la carga del electron,
® ¢, es la permitividad del vacio,
e d/2 es el punto medio entre ambos protones en A.

Como ha sido mencionado, este potencial reduce la barrera que separa ambos atomos, y, por tanto, es
tenido en cuenta matematicamente en la expresion de la constante cinética en la zona III, de modo que
el potencial en esta zona se ve reducido de la siguiente forma:
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v 2m(E ~ Via) (3-35)

h

ki =

Por otro lado, se debe tener en cuenta que, a medida que decrece la separacion, el potencial en la zona
III se va reduciendo cada vez mas, hasta que es posible que alcance un valor inferior al de la energia:

\\ . /

Figura 11. Caso en el que € > v, para separaciones grandes

AREN

I I

Figura 12. Caso en el que € < V|, para separaciones pequerias.

Cuando esto ocurre y se da la situacion de la Figura 12, la funcion de ondas en la zona I1I cambia, pues
pasa de ser una zona clasicamente prohibida a una zona clasicamente permitida (el potencial pasa de
>, a € <vy). Por ello, el programa, realizado en base a la funcion de onda original
correspondiente a la Figura 11, deja de responder adecuadamente. Asi pues el valor de la energia total
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24 Modelo de interaccion molecular

del sistema sera calculado siempre que sea posible, a través de la ecuacion (3-31) y el programa de
Matlab, pero no quedara mas remedio que realizar una nueva aproximacion para valores pequenos de
separacion internuclear (Figura 12), para los cuales el programa deja de dar solucion. Con el fin de
suplir esta limitacion se realiza una extrapolacion lineal para valores de separacion pequenos, a partir
del momento en el cual el programa deja de obtener resultados. En este caso, el tltimo valor obtenido
con el programa es para d = 2.94, punto en el que vy, iguala la energia, de modo que los valores
comprendidos entre d = 2.8y d = 1 A se obtienen por la siguiente extrapolacion lineal:

E = —30,803 + 3,77d. (3-36)

Esta extrapolacion es calculada con los dos tltimos valores obtenidos mediante el programa, siendo
escogida por tratarse de un método sencillo, que provee buenos resultados cuando se usa para extender
la grafica de una funcion aproximadamente lineal o no muy lejana de los datos conocidos. Corrigiendo
segun el potencial especificado en (3-34) se representan los valores de energia frente a la separacion
internuclear:

Energia total (eV)
N

Distancia internuclear d (A)
Figura 13. Primera mejora con inclusion de v,

En esta ocasion la forma de la Figura 13 es mucho més cercana a la forma de la Figura 3 de lo que se
representaba en el apartado anterior. Se diferencia claramente una zona repulsiva (izquierda) de otra
atractiva (derecha), y se presenta un evidente minimo de energia donde se formaria el enlace molecular.
El minimo de energia se alcanza para una separacion de 2 A siendo su valor -4.926 eV. Los valores de
separacion de equilibrio y minima energia de la molécula real son, respectivamente, 0.72 A y -4.52
eV. Mediante este modelo, no es posible obtener el valor real de separacion, pero, dado que el minimo
es de 1A, el valor obtenido es razonable. Ademds, el valor de minima energia si resulta ser muy
aproximado. Finalmente, reparando en la zona derecha se observa, a diferencia de la Figura 3, que el
valor de energia se vuelve positivo a partir de una distancia d = 3.5A. Esta pequefia barrera de
potencial no existe en la Figura 3, pues el valor de energia tiende a ser proximo a cero. Se pretende
corregir este defecto incluyendo un potencial corrector de largo alcance.
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3.4.2 Segunda mejora: correccion del potencial de largo alcance

En la Figura 13 aparece una barrera de potencial de aproximadamente 1.5 eV a una distancia de unos
d = 5.5A. En la Figura 3 para la molécula real no aparece dicha barrera, sino que el potencial tiende
a cero conforme la separacion crece, lo cual tiene sentido pues a grandes separaciones los atomos
dejaran de estar enlazados.

Dicha barrera puede deberse a las aproximaciones del modelo, en concreto, a la simplificacion del
potencial por pozo cuadrado, que no simula correctamente la “parabolicidad” del potencial de
Coulomb (véase Figura 10). A fin de corregir dicho efecto, se introduce el coeficiente « , definido en
la siguiente ecuacion, probando para valores mayores del mismo, hasta encontrar un valor critico en el
cual el potencial no pase a valores positivos para distancias de separacion grandes.

Vi == eVA. (3-37)

El mencionado valor critico del coeficiente es hallado para &« = 83. Resolviendo el problema para el
nuevo valor del potencial de largo alcance v;4, se obtienen valores de energia desde d = 8A hastad =

4.5A. A partir de este valor la energia es calculada por extrapolacion lineal, al igual que en el apartado
anterior, segun la expresion:

E = —30,764 + 2,62d. (3-38)

Se representan los resultados en la siguiente figura:

Energia total (eV)

-10

-12

Distancia internuclear d (A)

Figura 14. Segunda mejora con v,, = 83/d eVA

Como puede observarse, se ha conseguido corregir la barrera de potencial indeseada para grandes
valores de separacion d. La zona externa es simulada apropiadamente, corrigiéndose los errores
cometidos en apartados anteriores. Por otro lado, en la zona interna el minimo de energia se ha
desviado, alcanzandose en esta ocasion a -9.75 eV y 2.3A, lo cual se separa considerablemente de la
realidad. Esto es debido a que al crecer el valor de v,,, la energia y el potencial de largo alcance se
igualan a una separacion mayor y se pasa al caso representado en la Figura 12 para un valor mayor de
separacion que en el caso anterior, en concreto, para un valor de d = 4.5A. Como consecuencia la
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26 Modelo de interaccion molecular

extrapolacion lineal abarca mayor rango de separaciones que en el caso anterior, y pudiendo dejar de
ser tan exacta.

3.4.3 Tercera mejora: correccion del potencial electron-electrén

Pese a que en la Figura 14 se consigue mejorar la parte externa eliminando la barrera de potencial
presente en la Figura 13, en la zona interna se obtiene mucha interaccion, pues el minimo de energia
es muy profundo y a demasiada distancia. Estos resultados pueden deberse a una de las aproximaciones
tomadas, en relacion al tratamiento del potencial de interaccion electron-electron como dos
distribuciones esféricamente simétricas de carga, cada una centrada en su proton, tal como expresa la
ecuacion (3-33). Sin embargo, como se comentaba en la seccion 2.3. “El enlace covalente” cuando
los atomos se encuentran separados por distancias pequeiias, sus orbitales se deforman, dando lugar a
un nuevo orbital comun. Esta consideracion no es tenida en cuenta en el modelo, pues sea cual sea la
distancia, los potenciales de cada 4&tomo son tratados como esféricamente simétricos, es decir, como si
no sufrieran alteracion al acercarse entre si. Lo que ocurre en realidad es que la densidad de
probabilidad se concentra mds en el centro, como puede apreciarse en la Figura 5. Configuracion
simétrica”. Para estimar este efecto, se modifica el valor del potencial de repulsion entre electrones,
que sera mayor que el expresado en (3-33) a distancias pequefias. De este modo se introduce un término
de orden superior y una distancia de reordenacion electronica f:
Vo (rd,ry) = 14.4 (% + %). (3-39)

Sisetoma B = 1A el potencial es doble ad = 1A con este afiadido, mientras que para § = 0 se vuelve
a la expresion (3-33). El potencial repulsivo resulta entonces:

14.4 1 B
Vy = Vo (@) + Vi, () = == + 144 (5 +

- ) VA, (3-40)

De este modo, es posible comparar mediante el coeficiente S los efectos de ordenacion electronica. Se
realizan nuevos calculos combinando distintos valores de v, y grados de reordenacion, siendo los
principales resultados:

Tabla 3-1. Efecto de reordenacion

v, = 83/d Vi, = 90/d

ﬁ(A) d(Eml’n) (A) Emin (BV) .B(A) d(Emin) (A) Emin (eV)
0 2,3 -9,754 0 2,2 -12,945

0,25 2,5 -9,132 0,25 2,3 -12,254
0,5 2,6 -8,562 0,5 2,4 -11,626

0,75 2,7 -8,032 0,75 2,5 -11,048
1 2,7 -7,538 1 2,6 -10,509

Se encuentra el mejor resultado para el potencial v;, = 83/d y distancia de reordenacién maxima
(8 = 1A). Dicho resultado es representado a continuacion, en la Figura 15:
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Energia total (eV)
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-10

Distancia internuclear d (A)

Figura 15. Tercera mejora con reordenacion electronica

Como era de esperar, se encuentran mejorias respecto a la figura anterior. La parte externa permanece
correcta, mientras que la parte interna es mejorada notablemente, alcanzando el minimo en esta ocasion
un valor de -7.538 eV. Ademas, la tendencia a valores positivos de energia para d muy pequeios es
similar a la de la figura para la molécula de hidrégeno real.

3.5 Funcion de onda

En este capitulo se lleva a cabo la representacion grafica de la funcion de onda. Esta viene dada por

diferentes expresiones segtin el valor tomado por la funcion potencial V (x). Para la determinacion de
las funciones de onda:

P (x) = Aekix, (3-41)

Wi (x) = B cos(kyx) + C sin(ky;x), (3-42)
Wi (x) = Deki* 4 Eekix, (3-43)

Yy (x) = F cos(kyx) + G sin(kyx), (3-44)
Yy (x) = He k%, (3-45)

es necesario determinar los coeficientes A, B, C, D, E, F, G y H. Con este fin, se aplican condiciones
de contorno, de modo que la funcién sea continua, monovaluada y finita en todo x. Reordenando
(véase apartado 3.3.3) se obtiene el siguiente sistema de ocho ecuaciones:

—Ae_k’(a+g) + B cos [k” (a + g)] — Csin [k” (a + g)] =0 (3-46)
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28 Modelo de interaccion molecular

b b b
_Akle_kl(a+§) + B k”Sin [k]] (a + E):l + Ck”COS k” (a + E):l = 0 (3‘47)
b b b b
_pe@) — ge"(@) 4 Beos [k,, (§>] — Csin [k” (E)] =0 (3-48)
b b b b
—Dk,e_k’(f) + Ek,ek’(f) + Bk;sin [ku (E)] + Ckjcos [k” (E)] =0 (3-49)

—Dek’(g) — Ee_k’(g) + Fcos [k” (g)] + Gsin [k” (g)] =0 (3-50)

b b b b
“plye @) 4 ke ™13 — Fieysin [k” (E)] + Gkyycos [k,, (E)] —0 (351

b b b
_HeFle+3) + F cos [k,, (c + E)] + G sin |k, (c + E)] =0 (3-52)
b b b
Hk,e_k’(c+7) — Fky; sin [k” (c + E)] + G kj;cos [k” (c + E)] =0 (3-53)

El sistema es homogéneo, por lo que, si el rango de la matriz de los coeficientes y de la matriz ampliada
es igual al nlimero de incognitas, el sistema sera compatible determinado, mientras que, si el rango es
menor al nimero de incdgnitas, el sistema serd compatible indeterminado.

El determinante es igual a cero (véase seccion 3.3.4 “Matriz’), lo que significa que el rango de la matriz
de los coeficientes es menor que el nimero de incégnitas y, por tanto, el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones. Que el rango de las matrices sea menor al nimero de
incognitas significa que el numero de ecuaciones linealmente independientes del sistema es también
menor al nimero de incdgnitas, lo que quiere decir que una ecuacion se forma como combinacion
lineal de las otras y, por tanto, no aporta nada a la solucion. Para resolver este sistema compatible
indeterminado, se trabaja con las siete ecuaciones linealmente independientes que forman un
subsistema. Para ello, se ha tomado A = 1 y se ha “eliminado” la ecuacion (3-46). Se debe tener en
cuenta que la ecuacion (4-7) tiene ahora un término independiente no nulo, formado por el término en
el cual aparece A, por lo que la submatriz tiene determinante distinto de cero y el subsistema es
compatible determinado. Se resuelve el sistema eligiendo una separacion internuclear de 4.5A, pues
este es el ultimo valor para el cual el sistema anterior es valido. Para valores inferiores, el sistema a
resolver seria distinto debido a que v;, toma un valor numérico inferior al de la energia €. El sistema
es resuelto para:

b=d—1A =354, (3-54)

y su valor de energia € = 18.974 eV, utilizando el método de eliminacién de Gauss-Jordan: sus
soluciones se obtienen mediante la reduccion del sistema dado a otro equivalente en el que cada
ecuacion tiene una incégnita menos que la anterior. El método de Gauss transforma la matriz de
coeficientes en una matriz triangular superior. Los valores de los parametros obtenidos son:
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A=1,
B = —0.0033,
C = —0.0040,
D = 0.0022,
E = 0.0022,
F =-0.0033,
G = 0.0040,
H = 0.9990.

A continuacion, la funcion de onda debe ser normalizada, es decir, se adectian los pardmetros anteriores
para que se cumpla la siguiente condicion:

| Tl dx =1, (3-59)

que indica que la integral de la densidad de probabilidad en todo el dominio de la funcion debe ser 1,
es decir, la probabilidad de encontrar al electrén en alguna parte del dominio debe ser 1. Como la
funcion de onda es, en este caso, una funcion a trozos se puede particularizar:

~(a+3) -3 e
2 2 2 2 2 2
f_ S o dx+ f " G2 dx + f (g)wm(xn dx

b (3-56)

+ ,E%)hpm(xw act [, @Ear=,
) (a+2)

donde N es la constante de normalizacién que permitird que la condicion (3-56) se cumpla.
Sustituyendo en (3-56) los parametros A, B, C, ..., H hallados anteriormente, y los correspondientes
valores de energia y separacion internuclear se obtiene un valor de la constante de normalizacion N =

3.0594 x 10~*A. Finalmente, los parametros de la funcion normalizados se obtienen de la siguiente
forma:

, . Parametro (A,B,C, ...)
Parametro normalizado (A,, By, Cy, ...) = N )

(3-57)

, . o _1
Los parametros normalizados resultan, en A /a:

A, = 57.1719,
B, = —0.1887,
C, = —0.2287,
D, = 0.1258,
E, = 0.1258,
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F, = —0.1887,
G,= 0.2287,
H,= 57.1147.

Representando la funcion de onda normalizada, es decir, utilizando los pardmetros normalizados, a lo
largo del eje x seglin las expresiones (3-41), (3-42), (3-43), (3-44) y (3-45) :

015 7

0.1 1

Funcion de onda A2

0.05 T

D1 T T T T

0.08 T

0.02 - 1

Densidad de probabilidad A

0 ! I I I !
5 -4 =2 0 2 4 6

x

Figura 16. Funcion de onda y densidad de probabilidad para d=4.54

En la Figura 16 se aprecia en la parte superior la funcion de onda correspondiente a la molécula de
hidrégeno, para una separacion internuclear de 4.5 A. Por otro lado, en la parte inferior se encuentra la
funcion densidad de probabilidad. Esta funcion indica las zonas donde es mas probable encontrar al
electron, teniendo su méaximo en las zonas correspondientes a los dtomos de hidrogeno. Puede
apreciarse que a esta distancia la interaccion es notable, pues se observa en la zona central de la grafica
una union entre los picos que representan a los atomos de hidrogeno, debida a la deformacion de los
orbitales de cada atomo. En esta zona de union se forma el enlace molecular, a través de la formacion
de un nuevo orbital enlazante o, .

Observando los valores obtenidos de los parametros, se advierte que éstos estan relacionados dos a
dos; el valor de A y H, correspondientes a los términos exponenciales de la funcion en las zonas [y V,
respectivamente, es aproximadamente el mismo. Lo mismo ocurre con los parametros B y F
(relacionados a los cosenos en las zonas Il y IV) y la pareja formada por D y E, relacionados con las
exponenciales en la zona III. Estas igualdades en los valores de los parametros justifican la simetria de
la funcidn de onda, teniendo en cuenta que la funcion seno es antisimétrica. Por ello, los valores de los
parametros C y G son iguales, pero de signo contrario. Esto es consecuencia de que el potencial es
simétrico. Para su representacion gréafica, se ha tenido en cuenta la media aritmética de cada valor
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emparejado.

Volviendo a repetir las operaciones anteriores para distintas separaciones internucleares, en concreto,
parad = 6.5 Ay d = 8 A se obtiene:
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Figura 17. Funcién de onda y densidad de probabilidad para d=6.54

Como puede observarse en la Figura 17, la funcion de onda va sufriendo una deformacion a medida
que aumenta la separacion internuclear. En la parte superior de la figura se representa la funcion para
una separacion d = 6.5 Ay en la parte inferior el cuadrado absoluto de la funcién, es decir, la densidad
de probabilidad. En la Figura 18 se repite para d = 8 A. A medida que la distancia aumenta, la funcién
de onda tiende a cero en la zona central, indicando una nula posibilidad de encontrar los electrones en
la zona intermedia, siendo la interaccion cada vez més débil, hasta anularse por completo. La densidad

de probabilidad se concentra entonces en los extremos, es decir, en las zonas donde se hallan los
atomos libres.
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Figura 18. Funcion de onda y densidad de probabilidad para d=8A



4 RESUMEN Y CONCLUSIONES

En la molécula de hidrégeno coexisten varias particulas que interaccionan entre si. En funcién de la
posicion relativa de estas particulas, la energia de los atomos puede llegar a tomar el valor adecuado
para que el enlace molecular tenga lugar.

La molécula esta formada por dos atomos de hidrogeno. En cada uno de ellos, la masa del electron es
notablemente inferior a la del nucleo, por lo que pueden considerarse los protones estacionarios y los
electrones en movimiento. De este modo, se puede expresar el estado del atomo a través de la funcion
de onda del electron, la cual manifiesta la amplitud de probabilidad de encontrar el electron en una
determinada posicion. El cuadrado absoluto de la funcién de onda representa los orbitales atdmicos,
siendo el orbital del 4&tomo de hidrégeno en su estado fundamental del tipo 1s, de simetria esférica. A
partir de la separacion de variables de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en
coordenadas esféricas resultan los nimeros cuanticos; el nimero cuantico principal n esta relacionado
con la cuantizacion de la energia, obteniéndose para n = 1 la energia del atomo en su estado
fundamental. El nimero cuantico orbital [ da lugar a la cuantizacion del momento angular, mientras
que el nimero cuantico orbital magnético m; evidencia la cuantizacion de la proyeccion del momento
angular sobre el eje z. Existe un Ultimo niimero cuantico, que no proviene de la ecuacion de
Schrédinger, llamado nimero cuantico magnético del espin mg y relacionado con la cuantizacion del
espin del electron.

Cuando dos atomos de hidrogeno se encuentran separados por una distancia pequefia, cada particula
interacciona con las demas, debido a la carga que presentan. Entre cada pareja de particulas se crea un
potencial coulombiano, algunos de tipo repulsivo y otros de tipo atractivo, segln la naturaleza de las
particulas en cuestion. La suma de todos estos potenciales da lugar al operador de energia potencial de
la molécula que, junto con el operador de energia cinética conforma el Hamiltoniano de energia total
del sistema. Para su obtencion, se hace uso de la aproximacion de Born-Oppenheimer, teniendo en
cuenta para el calculo de la energia cinética inicamente el movimiento del electron, y simplificando la
energia potencial al definir un parametro d constante, correspondiente a la distancia de separacion
entre los nicleos atdmicos, es decir, la separacion internuclear. A partir del operador Hamiltoniano y
la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se han obtenido los valores de la energia total del
sistema, E;,;. De la representacion grafica de la energia frente a la separacion internuclear se puede
observar donde se da el minimo de energia, lugar en el que ocurre el enlace molecular, y la evolucion
de las fuerzas que actian sobre el sistema, de tipo atractivo a separaciones grandes, y repulsivas a
separaciones pequefias. A medida que esta separacion varia, las funciones de onda de ambos 4tomos
se solapan, hasta producirse la formacioén de un nuevo orbital en el momento en el cual la separacion
entre los 4tomos es la correspondiente al estado de minima energia. Siempre y cuando la forma en la
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que se solapan las funciones de onda sea simétrica, dando lugar a un orbital de tipo enlazante, se
formara el enlace molecular.

A fin de llevar a cabo la representacion grafica de la energia del sistema se desarrolla un modelo de
interaccion molecular, tomando una serie de aproximaciones; se utiliza la ecuacion de Schrodinger
aplicada una sola vez, pues los protones se consideran estacionarios segun la aproximacion de Born-
Oppenheimer y a un solo electron, pues ambos atomos son iguales; y el potencial de interaccion
coulombiano viene simplificado por un potencial de pozo cuadrado, exceptuando los potenciales de
interaccion electron-electron y proton-proton. El sistema es representado por dos pozos de potencial
cuadrado, que puede dividirse en cinco zonas. En cada una de ellas, la funcién de onda sera distinta
seglin si la energia es mayor que el potencial, o viceversa. De acuerdo con esta division habra,
respectivamente, zonas clasicamente permitidas y zonas clasicamente prohibidas. Para la resolucion
analitica del problema la funcion de onda es resuelta en cada zona, se aplican condiciones de contorno
a la funcién y a su derivada y se obtiene un sistema de ocho ecuaciones lineales. Este sistema tendra
solucion diferente de la trivial cuando su determinante sea igual cero. A través del determinante del
sistema y el uso de Matlab se obtienen valores de energia del electron, que son corregidos al incluirse
los potenciales coulombianos electron-electron, proton-proton y la energia de referencia del sistema.
Una vez obtenida la energia total, se representa frente a la separacion internuclear y se realizan una
serie de mejoras.

En un primer momento no se consigue una buena representacion de la interaccion, debido a que el
potencial obtenido es completamente repulsivo. Por ello, se realiza una mejora considerando un
potencial de largo alcance para corregir el modelo en la zona de la barrera intermedia (entre los dos
atomos). Esto mejora notablemente la forma de la curva, aunque no aproxima con precision la parte
externa de la misma, quizés debido a que el potencial de Coulomb es aproximado por pozo cuadrado.
Por ello, se intenta y se consigue mejorar dicha zona corrigiendo el potencial de largo alcance,
posiblemente subestimado anteriormente. De este modo, se consigue una buena representacion de la
zona externa, mientras que la zona interna empeora, si bien mantiene su forma. Finalmente, a fin de
equilibrar la zona interna, se piensa en introducir un coeficiente de reordenacion electronica, que suple
la sobreestimacion a distancias pequefias de la interaccion repulsiva electron-electron, para finalmente
hallar una representacion equilibrada de toda la curva.

En definitiva, de la primera a la segunda mejora, se pierde calidad en la zona interna a costa de ganarla
considerablemente en la parte externa. Después, en la tercera mejora, se llega a un equilibrio donde
ambas partes se presentan de manera bastante fiel con la realidad, consiguiéndose una buena
aproximacion del comportamiento de la interaccion que tiene lugar en la molécula de hidrogeno. Se
prioriza pues una buena descripcion cualitativa de la interaccion a su obtencion cuantitativa exacta, si
bien se mantiene el orden de magnitud correspondiente.

El modelo podria mejorarse para separaciones pequenas resolviendo el problema para los diferentes
casos que se presentan en la zona interna, pudiendo dar mejores resultados que extrapolando. También
podrian usarse directamente potenciales coulombianos en lugar de pozos cuadrados, pero implicaria
reescribir el método de resolucion de la ecuacion de Schrodinger.

Por ultimo, se lleva a cabo la representacion de la funcion de onda. Para ello se resuelve el sistema de
ecuaciones lineales conseguido al aplicar condiciones de contorno a la funcion. Como resultado, se
obtienen los valores de los parametros de la funcidon, que posteriormente son normalizados. Al
representar la funcion se aprecia la simetria de la misma respecto al eje de ordenadas, y su evolucion
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con la separacion internuclear evidencia el acoplamiento de la funcion al darse una aproximacion de
los 4tomos.

Finalmente, mencionar que a lo largo del grado de ingenieria quimica he estudiado el concepto de
enlace molecular y de orbital atomico desde un punto de vista completamente quimico. Para la
realizacion de este proyecto, he aprendido por primera vez fundamentos basicos de fisica cudntica, y
he comprendido el origen de lo estudiado durante la carrera. Ademas, he tenido ocasion de
familiarizarme con Matlab, generando numerosos codigos que permiten resolver diversos problemas
de interaccion molecular. Algunos de ellos se especifican en el Anexo C. Este proyecto me ha
permitido valerme de nuevas herramientas, enriqueciendo y “poniendo la guinda” a mi carrera de
ingenieria.
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ANEX0 A

LA ECUACION DE SCHRODINGER

La ecuacion de ondas de Schrodinger

La ecuacion que obtuvo Schrédinger es una ecuacion en derivadas parciales, con similitudes a las
ecuaciones de ondas clésicas, pero también con importantes diferencias. Las propiedades deseables
para esta ecuacion de onda eran varias: debia cumplirse que la longitud de onda de la funcion fuese
inversamente proporcional al momento de la particula y su frecuencia proporcional a la energia total
de la particula; debia coincidir con la ecuacion de conservacion de la energia total (suma de la energia
cinética y potencial) y debia ser lineal, es decir, cualquier combinacion lineal arbitraria de dos
soluciones de la ecuacion de ondas es igualmente solucion de la ecuacion. Este tltimo requisito
permitira la posibilidad de sumar funciones de onda dando lugar a interferencias entre ellas, tanto
constructivas como destructivas. Finalmente, la ecuacién de ondas de Schrddinger para sistemas
monodimensionales resulta:

h? 9%W(x,t) 0¥ (x, t)
—— "+ V(x, O¥(x,t) = ih———, A-1

S TV ¥ () = ih— (A-T)
donde 7 es la constante de Planck reducida, ¥ (x, t) es la funcion de onda dependiente del tiempo y
V (x, t) es la funcion potencial dependiente del tiempo.

La ecuacion de ondas independiente del tiempo

Mediante la técnica de separacion de variables se convierte la ecuacion (A-1) en un conjunto de
ecuaciones derivadas ordinarias, lo cual permite la separacion de las variables espacial y temporal. De
este modo, se concluye que la funcion de la variable independiente x es solucion de la ecuacion de
ondas, y se simplifica la misma dando lugar a una ecuacion diferencial ordinaria, la ecuacion de
Schrédinger independiente del tiempo:

h? 0%(x)

— o H VY () = EP(x). (A-2)

En esta ecuacion E representa la energia total del sistema y viene dada por:

0
=ih— A-3
E Lhat. (A-3)
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Propiedades de las funciones de onda

Las soluciones a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo solo son aceptables si la funcion
1 (x) y su derivada son finitas, monovaluadas y continuas.

Debido a que la probabilidad (el cuadrado de la funcidon de ondas) de encontrar una particula no puede
ser discontinua de un punto a otro, la funcion de onda debe ser una funcién monovaluada y continua
de x y t, de modo que no puede haber ambigiliedades en las predicciones de la teoria. En la ecuacion
(A-2) se observa que la derivada segunda debe ser finita, pues tanto la funcién como las energias total
y potencial lo son. Para que la segunda derivada sea finita, la primera derivada debe ser continua, pues
la derivada de una funcion discontinua es infinita en el punto donde se produce la discontinuidad. A
su vez, para que la primera derivada sea finita, la funcién debe ser continua.

Solo se encuentran soluciones aceptables, es decir, con la funcién de ondas y su derivada finitas,
monovaluadas y continuas para determinados valores de la energia total E. Aparece, pues, la
cuantizacion de la energia.

Como la energia esta cuantizada existe un conjunto particular de valores de energia para un potencial
V' (x) dado. Estos valores de energia estan discretamente separados.

Las propiedades mencionadas de la funcion de onda permiten interpretarla como una funcion de
cuadrado integrable, haciendo posible el uso de la funcioén densidad de probabilidad.

Soluciones generales de la ecuacion de Schrodinger independiente del
tiempo

En primer lugar, es conveniente aclarar el convenio de signos seguido en este proyecto: se trabaja con
potenciales definidos en la region por debajo del eje de abscisas. La funcion potencial suele tener una
forma definida a trozos, es decir, es una funcion discontinua. Comtinmente y de manera general toma
dos valores diferentes: en el origen del eje, es decir, V(x) = 0 y por debajo del mismo V(x) = —V,.
Los intervalos en los que la funcion tome un valor u otro dependera del tipo de potencial concreto que
se esté tratando. Estos valores son escogidos por simplicidad matematica a la hora de evaluar la
ecuacion de Schrodinger cuando la energia total toma valores en el rango de la funcion potencial, esto
es, entre 0 y —V,,. Cuando esto ocurre, la energia total también toma un valor negativo E = —¢ , con
0 < e <V, ,siendo éste el rango de valores que se pretende evaluar en el proyecto.

Se encontraran entonces dos tipos diferentes de soluciones a lo largo del eje x:

e Agquellas soluciones en las que la funcion energia total tome un valor menor que la funcion
potencial. Para estos intervalos V(x) = 0y, por tanto, € > 0 . Los intervalos en los que se dan
este tipo de soluciones son llamados zonas clasicamente prohibidas.

e Agquellas en las que la funcion energia total sea mayor que la funcion potencial. La funcion
potencial toma el valor V(x) = —V,,, de modo que ¢ < V{, . Los intervalos correspondientes
se denominan zonas clasicamente permitidas.
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Zonas clasicamente prohibidas

Se denominan zonas clasicamente prohibidas a aquellos intervalos del eje x en los cuales la energia
total del sistema E, constante, es inferior al valor de la funcidn potencial V (x) = 0, también constante.
La fisica clasica predice que la particula, en este caso un electron, no puede encontrarse en esta region
como consecuencia de (A-4):
2
p

E=—+V(x) <V(x). (A-4)
2p

2
. . , . 14 . . , . ..
Lo que implica que la energia cinética 25 S¢a negativa. Para la fisica cuantica, el movimiento de la

particula se determina obteniendo la funcion de ondas solucion de la ecuacion de Schrodinger para el
potencial V(x) = 0 con la energia total € > 0. Como el potencial es independiente del tiempo, la
ecuacion a resolver es la de Schrodinger independiente del tiempo:

h* 0% (x)
2m  0Ox?

= 51/’ (x ) ’ (A_S)

La solucion general a esta ecuacion puede expresarse como sigue:

v Z;ne, (A-6)

Y(x) = Ae*™* + Be™®* donde k =

Ay B se determinan imponiendo condiciones de contorno y normalizacion sobre la funcion de ondas.

Zonas clasicamente permitidas

En estos intervalos del eje x la energia total toma un valor mayor que el de la energia potencial, es
decir, e < V. Por tanto, se cumple la condicion:

2

_P B}
E =t V() >V(0) (A7)

para una energia cinética positiva, y clasicamente la particula se podria encontrar en esta zona. La
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo resulta:

h? 02
ﬂ—ai(zx) + Vo (x) = e (). (A8)

La solucion general a la ecuacion (A-8):

V2mVy — &) (A-9)

Y(x) = Csin(kx) + D cos(kx) donde k = - :

donde C y D son constantes que se determinan con condiciones de contorno y normalizacion.
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Condiciones de contorno

Las funciones potencial pueden ser discontinuas, por lo que a lo largo del eje x se presentan
combinaciones de intervalos en los que € < V, con otros en los que V, < €. En cada zona, la ecuacion
de Schrodinger se resuelve por separado y, por tanto, se deberd construir una funcién de onda valida
para el intervalo completo de x uniendo las soluciones de cada intervalo, de manera que se cumplan
las propiedades mencionadas anteriormente, es decir, que la funcién de onda y su primera derivada
sean finitas, monovaluadas y continuas a lo largo de todo el eje x.

Para que dichos requisitos se cumplan, se estudia cada punto de discontinuidad por separado, haciendo
coincidir en dicho punto la funcion de onda solucion de la zona que se encuentra inmediatamente a la
izquierda del punto con la solucion en la zona que se encuentra a la derecha del punto. Lo mismo se
repite para la primera derivada de la funcion en cada zona. Estas son las llamadas condiciones de
contorno.



ANEXo B

OBTENCION DEL VALORDE Vv,

»> Obtencion de valores permitidos de energia para un potencial de pozo
cuadrado finito

El valor de V;, podria obtenerse resolviendo el problema planteado para el sistema formado por dos
atomos, cuando estos se encuentran a una gran distancia, puesto que a partir de cierto valor de
separacion los atomos dejan de estar enlazados y la simulacién corresponderia a la de un atomo libre.
Sin embargo, se ha realizado la resolucion del problema especificamente para este caso, obteniendo
resultados mas exactos, pues no se conoce a priori cuando los 4&tomos dejan de interactuar.

Con este fin se resuelve, del mismo modo que el problema de dos pozos finitos de potencial, para uno
solo.

1. El potencial pozo cuadrado finito

El potencial de pozo cuadrado tiene la forma:

a a
0 six<—§ ox>§,
V(X) ] a a (B'l)
Vs sz—§<x<5,
V(x)

Figura 19. Potencial de pozo cuadrado

El pozo se divide asi en tres zonas, la zona I o parte izquierda al pozo donde x < —% ,zonall o

interior del pozo —% <x< % ,y zona I1I o parte derecha al pozo x > % .
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2. Soluciones ecuacion de Schrodinger en la zona ll
En la zona IT del interior del pozo, la funcién solucién es

Y(x) = Aek* + Be~u* donde k;; = —”zm(hw —% <x< 2& yE<0. (B2

Tomando las constantes arbitrarias como iguales se obtiene la solucion simétrica. Se nombra una
nueva constante B* = 2B = 2A se obtiene:

Y(x) = B’ cos kj;x. (B-3)
Por otro lado, tomando las constantes como A" = 2iA = 2B se obtiene la solucion antisimétrica:
Y(x) = A’ sinkx. (B-4)
La suma de ambas expresiones es también solucién de la ecuacién de Schrodinger
Y (x) = A’sink;;x + B’ cos kj x. (B-5)

La funcion de ondas (B-2)es equivalente a (B-5). Esta Ultima puede interpretarse como una
particula de impulso conocido que puede tener cualquiera de las direcciones de decrecimiento-
crecimiento de x.

3. Soluciones ecuacion de Schrodinger en las zonas | y llI

La forma de las soluciones en las regiones exteriores del pozo es similar a la forma de las
soluciones en el interior, con constantes arbitrarias distintas y un valor de nimero de onda en el
cual influye el valor del potencial, en estos casos distinto a cero (a diferencia del caso anterior).
Asi, se tiene

Y, (x) = Ce*1* + De ¥1* donde k; = “zmh(_E) x < —% y E<O, (B-6)

(B-7)

Yy (x) = Fekmx  Ge=*m* donde k;;; = “ZW;(_E) x > % yE <O0.

Estas soluciones no tienen nodos, pero se unen la forma de estas soluciones en las regiones 1 y 111
con la forma de la solucion en la zona Il, de modo tal que se cumpla la continuidad de la funcion
y de su derivada en todo x. Las constantes arbitrarias D y F deberan ser nulas evitando la tendencia
al infinito de la funcién de onda.

Finalmente,
P (x) = Ce"r, (B-8)

Y (x) = Ge kx, (B-9)
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4. Condiciones de continuidad

Para que la funcion de ondas sea continua en todo x, deben cumplirse las condiciones de
continuidad de la funcion y de su derivada en todo x. Se estudiaran los puntos criticos, en los

.z . a a
cuales la funcion cambia de una zona a otra, esto es, en los puntos x = — SYxX=7

En primer lugar, se derivan de manera general las soluciones a la ecuacion de Schrédinger para
cada zona.

Zona |

P (x) = Cekr, (B-10)
Y (x) = k,Cekr*, (B-11)

Zona ll
Y (x) = A’sin(k;;x) + B” cos(kjx), (B-12)
Y (x) = ky A" cos(kyx) — ki B sin(kyyx). (B-13)

Zona lll
Y (x) = Ge ™%, (B-14)
W (x) = —k,Ge™M%, (B-15)

A continuacién, se plantean y desarrollan las ecuaciones de continuidad de la funcion y la derivada
en los puntos anteriormente mencionados.

Ecuacidn 1. Continuidad de la funcion en x = —%

ay _ a B-16
Y, (— 5) =Yy (— E)' (B-16)
€MD = A'sin[kyy (— 9] + B’ coslky (— D],

a
Certt = i i) + 5 costh

. a , a el
—A"sin (ky; E) + B  cos(ky; E) —Ce "2 =0. (B-17)

Ecuacioén 2. Continuidad de la derivada en x = —%

Y (_ %) =Y’y (_ %)' (B-18)

klcekl( 2) = ky A cos [k (— %)] — kB sin[k;; (— %)];

kiCe™ 2 = A'ky cos(ky3) + B kysinCky3),
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a a a
A’ kyycos (ki) + B kysin(ky; ) — Chye™ 12 = 0. (B-19)

Ecuacién 3. Continuidad en la funcién en x = %:
a a
Y (E) =Yy (E): (B-20)

Ge ™™z = A’sin(ky, ) + B’ cos(ky; 3).

(B-21)
Ecuacion 4. Continuidad en la derivada en x = %
’ a —_ ’ a
Yo (E) =Y’y (x E)' (B-22)
—kIGe_kI% = A,k” COS( k” g) — B' k”Sin(k” g),
, a , . a 12
A k” COS( k” E) - B kuSln(k” E) + k,Ge 2 = 0 (B_23)

Finalmente se usa la siguiente notacion:

a
e=e k’Z,

a
sn = sin(ky; E)'

a
cs = cos(ky; E)'

El sistema de cuatro ecuaciones puede escribirse
—A'sn+ B’cs — Ce =0,
A’k cs + B'kysn — Ckje = 0,
A'sn+ B’cs — Ge = 0,
A'kjjcs — B'kjisn+ 0+ Gkje = 0.

Para que este sistema homogéneo tenga solucion no-nula, debe cumplirse que el determinante de
la matriz de los coeficientes se anule:

—Sn CcS —e 0
k”CS k”STl —k,e O _ 0 (B_24)
sn CcS 0 —e|

kjcs —kjsn 0 ke
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5. Resultado

El valor de fondo de potencial V;, para una energia total de -13.6 eV es 24.8 eV. Este es el valor
usado en la resolucion del problema principal del proyecto.

6. Resolucion en Matlab

6.1 Datos
a=1A

hZ
2m

=4

6.2 Codigo Matlab

%"Pozo cuadrado finito" para hallar VO tal que a=1 y el

%$resultado sea E=13,6 (E ionizacidén hidrdégeno). Se va variando
valor de VO

%$corriendo el programa. Se anota la E mads grande (nivel més bajo
de

%energia) .

clear all

o)

%% Datos

a=1;
vV0=24.8;
i= 1;

paso = 0.001;
%% Calculos
X= sprintf ('Los valores de energia permitidos y k2 son:');
disp (X);
for E=0:paso:V0
k2=sqrt (VO-E) /2;
kl=sqrt(E)/2;
e=exp ((-k1* 2);
2);
2);

; k2*cs k2*sn -kl*e 0; sn cs 0 —-e; k2*cs -k2*sn

a)/
sn=sin ((k2*a)/
cs=cos ((k2*a)/
M=[-sn cs -e 0
0 kl*e];
d(i) = det(M);
if (i~=1)
if (sign(d(i))~=sign(d(i-1)))
E
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Kl=sqrt (E) /2
k2=sqrt (VO-E) /2
end

end



ANexo C

RESOLUCION NUMERICA EN MATLAB

Se especifica a continuacion el codigo utilizado para la obtencion de los valores minimos de energia
del sistema de estudio.

Cddigo Matlab sistema de dos pozos cuadrados

%Uso de "Dos pozos de potencial cuadrado infinito" para obtener

%la distancia correspondiente al estado de minima energia del
sistema. Para

%a=c=1 (atomos de hidrdbégeno) y V0=24.8 (estado minima energia)

clear all

%% Datos

a=1;

c=1;

V1=0;

V2=24.8;

V3=0;

V4=24.8;

V5=0;

i= 1;

j=1;

paso = 0.001;

% Calculos

for r=8:-0.1:4.5
b=r-a;
V1a=83.41/r;
A=a+b/2;
B=b/2;
C=c+b/2;

X= sprintf ('Los valores de energia permitidos son:');

%disp (X) ;

for E=Vl:paso:V2

%definiciones constantes
kl=sqrt (E)/2;
k2=sqrt (V2-E) /2;
k3=sqrt (E-Vla)/2;
kd=sqrt (V4-E) /2;
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k5=sqrt (E) /2;
%elementos matriz
all=-exp (-k1*A);
al2=cos (k2*2);
al3=-sin (k2*1);
a2l=-kl*exp (-k1*A7);
az22=k2*sin (k2*A) ;
a23=k2*cos (k2*A) ;
a32=cos (k2*B);
a33=-sin (k2*B) ;
a34=-exp (-k3*B) ;
a35=-exp (k3*B) ;
ad2=k2*sin (k2*B) ;
ad43=k2*cos (k2*B) ;
ad4=-k3*exp (-k3*B) ;
ad5=k3*exp (k3*B) ;
abd=-exp (k3*B) ;
abb=-exp (-k3*B);
ab6=cos (k4*B) ;
ab7=sin (k4*B);
abd4=-k3*exp (k3*B) ;
a65=k3*exp (-k3*B) ;
ab66=-kd*sin (k4*B) ;
a67=k4d*cos (k4*B) ;
a76=cos (k4*C) ;
a77=sin (k4*C);
a78=-exp (-k5*C) ;
a86=-kd4*sin (k4*C) ;
a87=k4d*cos (k4*C);
a88=k5*exp (-k5*C) ;

%determinante matriz
M=[all al2 al3 0 0 0 0 0;a21 a22 a23 0 0 0 0 0;0 a32 a33 a34
a3b 0 0 0;0 a42 a43 a4d44 a45 0 0 0;0 0 0 ab4 abb abe ab7 0; 0 0 O
ab4 a6b a66 a67 0;0 0 0 0 0 a76 a77 a78;0 0 0 0 O a86 a87 a88];

d(i) = det(M);
if (i~=1)
if(3~=1)
if(sign(d(i))~=sign(d(i-1)))
if (E~=V2)
z(3-1)=E;
end

end
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end
J=3+1;
end

end
distanciainternuclear=r;
max (7Z)

end

REPRESENTACION DE LA FUNCION DE ONDA

El codigo presentado a continuacion ha sido utilizado para la obtencion de los parametros A, B, C, D,
E, F, G y H de la funciéon de onda, utilizando como datos de entrada la energia y la separacion
internuclear; también normaliza la funcion comprobando que los resultados sean adecuados vy,
finalmente, representa la funcion de onda junto a la funcién densidad de probabilidad.

Cdédigo Matlab

%$Solucidén sistema de ecuaciones. A=1
clear all
%% Datos
a=1;

c=1;

v1=0;

V2=24.8;

v3=0;

V4=24.8;

v5=0;

$E=epsilon
E=18.974;
r=4.5;

% Calculos
b=r-(a/2+c/2);
V1a=83.41/r;
A=a+b/2;

B=b/2;
C=c+b/2

%definiciones constantes
kl=sqrt (E)/2;
k2=sqrt (V2-E) /2;
k3=sqgrt (E-Vla)/2;
kd=sqrt (V4-E) /2;
k5=sqrt (E) /2;

%elementos matriz
all=-exp (-kl*A);
al2=cos (k2*A);
al3=-sin (k2*A);
azl=-kl*exp(-k1*A);
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a22=k2*sin (k2*A) ;
a23=k2*cos (k2*A) ;
a32=cos (k2*B) ;
a33=-sin (k2*B) ;
a34=-exp (-k3*B) ;
a35=-exp (k3*B) ;
ad2=k2*sin (k2*B) ;
ad3=k2*cos (k2*B) ;
add=-k3*exp (-k3*B) ;
ad5=k3*exp (k3*B) ;
ab4=-exp (k3*B) ;
a5b5=-exp (-k3*B) ;
ab6=cos (k4*B) ;
ab7=sin (k4*B) ;
a64=-k3*exp (k3*B) ;
a65=k3*exp (-k3*B) ;
a66=-k4*sin (k4*B) ;
a67=k4d*cos (k4*B) ;
a76=cos (k4*C) ;
a77=sin (k4*C) ;
a78=-exp (-k5*C) ;
a86=-k4*sin (k4*C);
a87=kd*cos (k4*C) ;
a88=k5*exp (-k5*C) ;

M=[a22 a23 0 0 0 0 0;a32 a33 a34 a35 0 0 0; a42 a43 a44 a45 0 0 0; O
0 ab54 ab55 ab56 a57 0;0 0 a6c4 ao6b a6 ac7 0;0 0 0 0 a76 a77 a78; 0 0 0 O
a86 a87 a88];

T=[-a2l1; 0; 0; 0; 0; 0; 0];

rref (am)
$Normalizacidn funcidn de ondas

%Valores de los parédmetros
As=1;
Bs= -0.003265824694703;
Cs=-0.004007964930003;
D=0.002178301098028;
E=0.002183411334397;
F=-0.003259782712570;
G=0.004004294556673;
H=0.998965223400617;

%$Integral de la funcién de onda
ylll= @ (x)As*exp (kl*x);
gl= integral(ylll,-inf,-A);
y222= @(x) (Bs*cos (k2*x)+Cs*sin (k2*x)) ;
g2= integral (y222,-A,-B);
y333= @(x) (D*exp (k3*x)+E*exp (-k3*x)) ;
g3= integral (y333,-B,B);
y444= Q@ (x) (F*cos (k2*x)+G*sin (k2*x)) ;
g4= integral (y444,B,C);
y555=Q (x) (H*exp(-k1l*x));
g5= integral (y555,C, inf);
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$Constante de normalizacidn
N=qgl"2+g2"2+g3"2+g4"2+g5"2;

$Pardmetros normalizados

AN=As/sqgrt (N)
BN=Bs/sqgrt (N)
CN=Cs/sqgrt (N)
DN=D/sqrt (N

)
EN=E/sqgrt (N)
FN=F/sqgrt (N)
GN=G/sqgrt (N)
HN=H/sqgrt (N)
%$Comprobacidén resultados (P=1)
yll= @ (x)AN*exp (kl*x) ;
gll= integral (yll,-inf,-A);
y22= @ (x) (BN*cos (k2*x) +CN*sin (k2*x)) ;
g22= integral (y22,-A,-B);
y33= @ (x) (DN*exp (k3*x) +EN*exp (-k3*x)) ;
g33= integral (y33,-B,B);
y44= @ (x) (FN*cos (k2*x) +GN*sin (k2*x)) ;
g44= integral (vy44,B,C);
y55=@ (x) (HN*exp (-kl*x)) ;

g55= integral (y55,C, inf);
P=qll"2+g22"2+g33°2+g44°2+g55"2

$Representacidén grafica
%$Dominio por zonas de la funcién

x=-6:0.001:6;

B));

(C))s

xl= x(x<(-A));
X2= X (x>=-A& x<=(-
x3= X (x>-B& x<=B);
x4= x (x>B& x<=

x5= x (x>C);

$Funcién de onda por zonas

yl= AN*exp (kl*x1);
y2= BN*cos (k2*x2) +CN*sin (k2*x2) ;
y3= DN*exp (k3*x3) +EN*exp (-k3*x3) ;
y4= FN*cos (k2*x4)+GN*sin (k2*x4) ;
y5= HN*exp (-k1*x5);
$Funcién densidad de probabilidad por zonas
y6= (abs(yl)) ."2;
y7= (abs(y2))."2;
y8= (abs(y3)) ."2;
y9= (abs(y4)) ."2;
y1l0=(abs (y5)) ."2;
%Genera graficas
figure ()
subplot(2,1,1); plot(x, [yl v2 y3 v4 y5],

ylabel ('Funcidén de onda')

xlabel ('x")
subplot (2,1, 2)

; plot(x

ylabel ('Densidad de probabilidad')

xlabel ('x'")

51

,Lye y7 y8 y9 y107],

'LineWidth',

'LineWidth',

.5)

1.5)

;grid

;grid
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ANExo D

TABLAS DE RESULTADOS

En la Tabla D-1 se presenta los valores de energia permitidos E; y E, obtenidos para cada valor de
separacion internuclear d, donde E = —¢. Estos valores son usados para la generacion de la Figura 8.
Por otro lado, U;,; es la energia total del sistema y se expresa:

Uws = 2E + V. + 272 eV (D-1)

donde

e FE = —¢,siendo € el minimo valor de energia obtenido en Matlab.
. . 288 . %
e V. es el potencial repulsivo, de valor - eVA.

El valor 27.2 eV es la energia de referencia que corresponde con el valor del doble de la energia del
atomo asilado, es decir, el correspondiente a la energia de ionizacion, 13.6 eV. La representacion de
Uior frente a d da lugar a la Figura 9.

Tabla D-1. Resultados para Figura 8 y Figura 9

d(A) Ei(eV) E,(eV) Uior(eV)
6 13,636 13,637 4,726
55 13,635 13,638 5,160
5 13,63 13,64 5,68
45 13,625 13,646 6,308
4 13,611 13,661 7,078
3,5 13,573 13,699 8,031
3 13,474 13,792 9,216
2,5 13,218 14,021 10,678
2 12543 14,578 12,444
1,9 12,31 14,763 12,831
18 12,026 14,985 13,230
1,7 11,683 15,251 13,639
1,6 11,268 15,573 14,054
15 10,771 15,96 14,480
14 10,18 16,439 14,893
1,3 9,485 17,025 15,303
1,2 8,684 17,756 15,688
1,1 7,781 18,681 16,019
1 6,795 19,88 16,240
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En la Tabla D-2 se presentan los valores de minima energia Ey.i» (€V) obtenidos en Matlab para cada
separacion d (A). Vi es el potencial de repulsion calculado anteriormente y U, viene dado por (D-
1). En este caso, el problema ha sido corregido mediante un potencial llamado de largo alcance, dando
distintos valores de energia minima. Sombreado en verde, se destaca el valor de minima energia, -

4.926¢V, para una separacion de 2.2 A . En naranja, el valor a partir del cual se realiza extrapolacion
lineal.

Tabla D-2. Resultados para Figura 13

d(A) Emin (eV) Vrep (eV) Utot (BV) d(A) Emin (eV) Vrep (eV) Utot (eV)
8  -14,696 3,600 1,408 45  -16,196 6,400 1,208
79  -14713 3,646 1,420 44  -16,313 6,545 1,119
78  -14,730 3,692 1,432 43  -16.440 6,698 1,018
7,7 -14,749 3,740 1,442 42  -16578 6,857 0,901
76 14768 3,789 1,453 41  -16,728 7,024 0,768
7,5 -14,787 3,840 1,466 4 -16,892 7,200 0,616
74 -14808 3892 1476 39  -17,070 7,385 0,445
73 -14829 3,945 1,487 38  -17,264 7,579 0,251
72 -14851 4,000 1,498 3,7  -17,474 7,784 0,036
1 -14873 4056 1,510 36  -17,702 8,000  -0,204
7 -14897 4114 1520 35  -17,949 8,229  -0,469
69 -14922 4174 1,530 34  -18,215 8471  -0,759
68 -14947 4235 1,541 33  -18,502 8,727  -1,077
67 -14974 4,299 1,551 32  -18,810 9,000  -1,420
66 -15,002 4,364 1,560 31  -19,140 9,290  -1,790
6,5 -15,032 4,431 1,567 3 -19,493 9,600 -2,186
6,4 -15,062 4,500 1,576 2,9 -19,87 9,931 -2,609
63 -15095 4,571 1,581 28  -20,247 10,286  -3,008
62 -15129 4,645 1,587 27 -20624 10,667  -3,381
61 -15164 4,721 1,593 26 -21,000 11,077  -3,725
6 -15202 4,800 1,596 25 -21,378 11520  -4,036
59  -15242 4,881 1,597 24 -21755 12,000  -4,310
58  -15284 4,966 1,598 23 22132 125522  -A542
57  -15,328 5,053 1,597 22  -22509 13,091  -4727
56  -15376 5,143 1,591 21 -22886 13,714 -4,858
55  -15,426 5,236 1,584 2  -23263 14,400 -4,926
54  -15,480 5,333 1,573 1,9 -23,64 15,158 -4,922
53  -15,538 5,434 1,558 1,8  -24,017 16,000 -4,834
52  -15,600 9,938 1,538 17 -24394 16,941 -4,647
51  -15,667 5,647 1,513 16  -24771 18,000 -4,342
5 -15,738 5,760 1,484 15  -25148 19,200 -3,896
49  -15816 5,878 1,446 1,4 -25525 20,571 -3,279
48  -15,900 6,000 1,400 1,3 -25902 22,154 -2,450
4,7 -15991 6,128 1,346 12  -26279 24000  -1,358
46  -16,089 6,261 1,283 1,1 -26,656 26,182 0,070

1 -27,033 28,800 1,934
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En la Tabla D-3 se presentan los valores de minima energia Eyi» (€V) obtenidos en Matlab para cada
separacion d (A). Vi, es el potencial de repulsion calculado anteriormente y Uy, viene dado por (D-
1). En este caso, el potencial de medio alcance anterior ha sido corregido de modo que se obtienen
distintos valores de energia minima. Sombreado en verde, se destaca el valor de minima energia, -

9.754 ¢V, para una separaciéon de 2.3 A . En naranja, el valor a partir del cual se realiza extrapolacion
lineal.

Tabla D-3. Resultados para Figura 14

dA) Emin(eV) Veep(€V) Uppe(eV) d(A) Emin(eV) Viep(eV) Upor(eV)

8 -15,385 3,600 0,030 45  -18,974 6,400 -4,348
79 -15418 3646 0,010 44 10236 6545  -4,727
78  -15452 3692  -0,012 43 -19498 6698  -5098
77 -15487 3740  -0,034 42 -19,760 6,857  -5463
76  -15524 3789  -0,059 41 -20022 7024  -5820
75  -15563 3840  -0,086 4 -20284 7,200  -6,168
74 -15604 3892  -0,116 39 20546 7,38 6,507
73 15646 3945  -0,147 38 -20.808 7,579  -6,837
72 -15691 4000  -0,182 37 21070 7,784  -7,156
71 -15737 4056  -0,218 36 21,332 8000  -7,464

7 -15,786 4,114 -0,258 3,5 -21,594 8,229 -7,759
69 -15838 4174  -0,302 34 2185 8471  -8,041
68 -15892 4235  -0,349 33 -22118 8727  -8309
67 -15950 4299  -0,401 32 -22,380 9,000  -8560
66 -16010 4364  -0,456 31 22642 9290  -8,794
65 -16075 4431  -0,519 3 -22904 9600  -9,008
64 -16143 4500  -0,586 29 23166 9931  -9,201
63 -16216 4571  -0,661 28  -23428 10,286  -9,370
6,2 -16,294 4,645 -0,743 2,7 -23,690 10,667 -9,513
61 -16,377 4,721 -0,833 26  -23,952 11,077 -9,627

6 -16466 4800  -0,032 25  -24214 11520  -9,708
59 -16,561 4,881 -1,041 24  -24,476 12,000 -9,752
58 -16,664 4966  -1,162 23  -24738 12522  -9,754
57 -16,774 5,053 -1,295 2,2 -25,000 13,091 -9,709
56 -16,893 5,143 -1,443 21  -25,262 13,714 -9,610
55 -17,020 5236  -1,604 2 -25524 14400  -9,448
5,4 -17,158 5,333 -1,783 19 -25,786 15,158 -9,214
5,3 -17,306 5,434 -1,978 1,8 -26,048 16,000 -8,896
52 -17466 5538 2194 17 -26310 16941  -8,479
5,1 -17,639 5,647 2,431 1,6 -26,572 18,000 -7,944

5 -17.824 5760  -2,688 15 -26834 19200  -7,268
49 -18023 5878  -2.968 14  -27,096 20571  -6,421
4,8 -18,237 6,000 -3,274 13 -27,358 22,154 -5,362
47 -18467 6128  -3.606 12  -27,620 24,000  -4,040
46  -18,712 6,261 -3,963 11 -27,882 26,182 -2,382

1 -28,144 28,800 -0,288
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En la Tabla D-2 se presentan los valores de minima energia Ey.i» (€V) obtenidos en Matlab para cada
separacion d (A). Vi es el potencial de repulsion calculado anteriormente y U, viene dado por (D-
1). En este caso, el problema ha sido corregido mediante un coeficiente de reordenacion electronica,
que no afecta a la energia minima obtenida pero si a la energia total del sistema. Sombreado en verde,
se destaca el valor de minima energia, -7.538¢V, para una separacion de 2.7 A . En naranja, el valor a

partir del cual se realiza extrapolacion lineal.

Tabla D-4. Resultados para Figura 15

d(A) Emin(eV) Vrep(eV) Utor(eV)
8,0 -15,385 3,825 0,255

d(A) Enin(eV) Viep(€V) U,y (eV)

79 -15418 3876 0,240 45

$ wm yn s
77 15487 3983 0209 43 10498 7476 4320
76 -15524 4039 0,191 S 19, ’ 4
75 15563 4,096 0,170 42 -19760 7673  -4647

41 20022 7881  -4.963
74 -15604 4155 0,147 025 B0 o6s
73 -15646 4215 0,123 "2V, ’ -,

39 20546 8331  -5561
72 -15691 4278 0,096

38 20808 8576  -5840
71 -15737 4342 0,068

37 21070 8836  -6.104
70 -15786 4408 0,036

36 21332 9111  -6,353
69 -15838 4476 0,000

35 21594 9404  -6584
68 -15892 4547  -0037

34 2185 9716  -6.796
67 -15050 4619  -0081

33 22118 10050  -6.986
66 -16010 4694  -0126

32 22380 10406  -7,154
65 -16075 4772  -0,178

31 22642 10789  -7,295
64 -16143 4852  -0,.234 3 29001 11200 7408
22 12;;2 4’3%‘ gggg 20 23166 11643  -7.489
2 -16, S, -0, 28 23428 12122  -7.534
61 -16377 5108  -0446 27 23600 12,642  -7.538
60 -16466 5200  -0,532 26 23952 13207  -7.497
59 -16561 529  -0.627 25 24214 13824  -7.404
58 -16664 5394 0,734 24 24476 14500  -7,252
57 -16,774 5496  -0,852 23 24738 15244 7,082
56 -16893 5602 -0,984 22 25000 16,066 -6,734
55 -17020 S7lz  -1,128 21 25262 16,980  -6,344
54 -17158 5827  -1,289 2 25524 18,000  -5848
538 17306 5947  -1465 19 25786 19,147 5225
52 17466 6071  -1,661 18 -26048 20,444  -4,452
51 -17639 6201  -1.877 17 -26310 21,924  -3,496
50 -17.824 6336  -2,112 16 -26572 23625  -2,319
49 -18023 6477  -2,369 15 -26,834 25600  -0,368
48 -18237 6,625 -2,649 14  -27,096 27,918 0,926
47 -18467 6,780  -2,954 13 -27358 30,675 3,159
46 -18,712 6,941 -3,283 1,2 -27,620 34,000 5,960

11  -27882 38083 9519

1 28144 43200 14112
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