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Resumo

Na abordagem da mecanica quantica nao-relativistica e do ponto de vista da fisica ma-
tematica, neste trabalho apresentamos estimativas de quantidades que descrevem o cresci-
mento de magnitudes fisicas que caracterizam a evolucao temporal de um sistema quantico,
tal como o momento associado a probabilidade de retorno. Estas estimativas envolvem as di-
mensoes de Hausdorff e de empacotamento da medida espectral associada ao grupo unitario
que descreve a evolucao temporal de um sistema.

Em primeiro lugar, introduzimos as medidas de Hausdorff e empacotamento de uma
medida. A continuagao, definimos as ferramentas que nos permitirao caracterizar matema-
ticamente a dinamica de uma particula em uma dimensao. Em seguida apresentamos um
resumo que inclui resultados da teoria de operadores auto-adjuntos e grupos unitarios de
evolucao, tais como o teorema espectral e o teorema de Stone, os quais serao relevantes em
nosso estudo. Apoés isso, apresentamos as quantidades que desejamos estimar e suas esti-
mativas. Finalmente, o leitor encontrara uma aplicacao destas estimativas, que consiste na

estimativa de quantidades definidas a partir de conceitos da mecanica estatistica.






Abstract

In this work we approach the nonrelativistic quantum mechanics from the point of view of
mathematical physics; we present estimates of some dynamical quantities that are used to
describe the return probability to the initial state. Such estimates are related to Hausdorff
and packing dimensions of the relevant spectral measures.

After defining such dimensions we discuss some tools to characterize the quantum
dynamics of a particle in one dimension. Then we summarize some standard facts from the
literature and the quantities we are interested in. Finally, as an application, estimates of

some dynamical quantities based on concepts from statistical mechanics are presented.



Algumas Notacoes

1 o operador identidade
F o corpo dos reais ou dos complexos

Z A, a unido disjunta dos conjuntos {A4;}

A a o-dlgebra de Borel sobre R
A(+) a medida de Lebesgue sobre A
An(+) a medida de Lebesgue sobre R™ (n < 2)

B(H) o espago dos operadores limitados definidos sobre H
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Introducao

No fim do século XIX, os problemas do corpo negro, o comportamento ondulatorio da matéria
e o Efeito Compton nao conseguiam ser explicados através das teorias fisicas da época. Estes
problemas motivaram a busca de respostas por meio de novas teorias. A resposta que tem
mais aceitagao até hoje foi fornecida pela mecanica quantica.

A mecanica quantica teve seus inicios com Max Planck, cientista que postulou em
1900 que a energia sé podia assumir valores permitidos em certos sistemas, os quais estariam
determinados por uma constante, a que depois seria chamada de constante de Planck. Logo
apos esse acontecimento, ocorreram muitas descobertas e em consequéncia a teoria quantica
teve um grande crescimento. Além da quantizacao da energia proposta por Planck, outro
principio revoluciondrio da fisica quantica foi a natureza ondulatéria da matéria proposta por
de Broglie em 1924. Como consequéncia deste tltimo principio, deduz-se que o movimento
das particulas nao pode ser descrito por meio de uma trajetoria. Assim, Erwin Schrodinger
em 1925 apresentou uma equacao que descreve a evolucao temporal de uma particula nao

relativista. Esta equagao é dada por

on

LN
ot

(t) =Tn(t), n(0) = ¢,

em que h é a constante de Planck, T' é um operador auto-adjunto, e £ um vetor num espaco
de Hilbert H, o qual é chamado estado inicial do sistema. A solucao desta equacao é dada

por n(t) = U(t)¢, sendo U(t) = e /" Quando H é o operador Hamiltoniano, isto é,
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h
H=—A
om +Vi(z),

em que A é o Laplaciano em R", m é a massa da particula e V(z) é a energia potencial do
sistema, a solugao da equacao de Schrodinger é chamada fungao de onda, a qual é denotada
por ().

Mais tarde, no ano de 1926, Max Born afirma que a probabilidade de encontrar uma

particula em A C R™ no tempo ¢ é

Probw(t)(/\):/|6_“Hw(x)|2dx.
A

Assim, [1(z)|? é interpretada como sendo a densidade de probabilidade da posicao
da particula no tempo t = 0. A contribui¢ao de Born implica que em mecanica quantica
nao conseguimos falar da posicao exata de uma particula, senao falamos da probabilidade
de encontrar uma particula numa regiao.

Portanto a informacgao do comportamento de um sistema quantico esta na funcao
de onda v(f). Uma magnitude muito 1til para descrever o comportamento do sistema é a

probabilidade de retorno ao estado inicial £ no tempo ¢, a qual é dada por

pe(t) = (& e7"E) .

Sabe-se por um resultado apresentado por Wiener em 1925 que se a medida es-
pectral associada ao operador H for continua em relacao a medida de Lebesgue, entao a
probabilidade de retorno tende a zero em média quando o tempo tende ao infinito. Entao
surge a pergunta acerca da natureza dessa convergéncia. Para estudar esta convergéncia,
introduzem-se os momentos associados a probabilidade de retorno, M, (t). Outra magnitude
util no estudo da probabilidade de retorno é o e-suporte minimal, n(t).

Para o estudo da evolugio temporal destas magnitudes, definem-se os expoentes 3% (M, (t

BE(n(t)) e BF, amplamente estudados em [4] e [5]. E interessante notar que os expoentes
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inferiores, 5~ (M,(t)) e B, , podem ser limitados inferiormente pela dimensdo de Hausdorff
superior da medida espectral, enquanto que o expoente superior 57 (M,(t)) admite a di-
mensao superior de empacotamento da medida espectral como cota inferior. Por outra parte
o expoente 5~ (n(t)) é limitado inferiormente pela dimensao de Hausdorff inferior da medida
espectral. Isto sugere que os expoentes 3, e 87 (n.(t)) sao limitados inferiormente pela di-
mensao de empacotamento superior e inferior da medida respectivamente, o que se consegue
demonstrar sob algumas hipdteses especiais.

Os primeiros expoentes estudados foram os superiores, talvez por estarem associa-
dos a dimensao de Hausdorff, introduzida aproximadamente em 1918. Por outro lado, os
expoentes superiores estao relacionados com a dimensao de empacotamento, definida recen-
temente por Tricot em 1982 [7], o que talvez justifique que estes expoentes tenham sido
menos explorados do que os inferiores.

No final desta dissertacao, inclui-se uma aplicacao dos resultados tedricos apresen-
tados. Esta aplicacao consiste na estimativa das dimensoes dinamicas, conceito introduzido
em [2] e formalizado por Guarneri em [4], o qual tem sua origem na mecanica estatistica.
Em [4], sdo estimadas as dimensoes dinamicas inferiores enquanto este trabalho apresenta
estimativas das dimensoes dinamicas superiores.

O trabalho estrutura-se da seguinte forma: o capitulo dos preliminares se subdivide
em duas secoes, a primeira introduz ao leitor nas dimensoes de Hausdorff e empacotamento
enquanto a segunda é um resumo de resultados da teoria de operadores auto-adjuntos. O
segundo capitulo se subdivide em duas se¢oes, na primeira delas, definem-se os expoentes
de crescimento e sao apresentadas estimativas destes e na segunda secao é apresentada uma
aplicacao das estimativas estudadas.

Em resumo, o objetivo deste trabalho é apresentar as estimativas de % (M,(t)),
B~ (ne(t)), By e das dimensoes dinamicas inferiores, além de dizer alguma coisa acerca dos

expoentes 3y e BT (n.(t)) e das dimensdes dinamicas superiores.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Medidas de Hausdorff e de empacotamento

A continuagao o leitor serd introduzido no estudo das propriedades das medidas e das di-
mensoes de Hausdorff e de empacotamento. Em [6], o leitor podera encontrar mais resultados
referentes as dimensoes fractais dos que serao apresentados aqui.

Nesta segao consideraremos um espago métrico (2, p). Tanto a medida de Hausdorff
como a medida de empacotamento serao definidas como sendo medidas exteriores associ-
adas a certas pré-medidas, razao pela qual descreveremos a continuacao dois métodos de

construcao de uma medida dada uma pré-medida.

Definicao 1.1. Uma funcao 7 definida numa classe C de subconjuntos de €} é uma pré-

medida se:
a) 0 e,
b) 0<7(C)<xx VCEeC,

c) 7(0) = 0.
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Definigao 1.2. Uma fung¢ao p definida sobre o conjunto poténcia de 2, P(2), a valores em

R, € uma medida exterior se:

a) p(E) 20 VE € P(Q),

b) Ey C Ey = pu(Ey) < u(Ey) VE, Ey € P(Q),

c) p(Usey Ey) < 3772, nky  V{E;} famidia emP(9),
d) u(0) =0.

Se existe uma familia contdvel de subconjuntos de ), {E;}%2,, tal que Q = U2 B e p(E;) <

oo V7, dizemos que u € o-finita.

O seguinte teorema é um dos métodos que usaremos para construir medidas exteriores

em ().

Teorema 1.3. Se 7:C — [0,00] é uma pré-medida em €2, entdo a fun¢ao
w(E):==inf{) 7(C;): C;eC Vi e ECUZCY
i=1

¢ uma medida exterior em ). Assume-se que inf () = oo.

O teorema anterior tem uma reciproca, isto é, dada uma medida exterior podemos
encontrar uma pré-medida de modo que a medida obtida através do teorema anterior coincide

com a medida considerada inicialmente.

Teorema 1.4. Seja p uma medida exterior em §2. Entao existe uma pré-medida 7 : C —

[0,00] em Q de forma que p pode ser construida a partir de T pelo Teorema 1.3.

Demostragao. Tome 7 = p e seja A a medida exterior dada pelo Teorema 1.3. Vamos verificar

que = A. Seja E C ). Assim,
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Por outro lado, se F C U;C;, entao

A= L. m

Uma outra forma de construir uma medida exterior a partir de uma pré-medida é

fornecida pelo seguinte teorema.

Teorema 1.5. Sejam €2 um espaco métrico e T uma pré-medida definida numa classe de

conjuntos C de subconjuntos de 2. Dado § > 0 para cada E C €, considere
ps(E) :==if{) r(Ci): ECUC;, CjeC, diamC; < 4}
i=1

Entao a fun¢ao Q O E +— u(E) = limg)o ps(E) € uma medida exterior em §Q.

Consideremos uma fungao h : [0,00] — [0, 00|, crescente e continua a direita tal
que h(0) = 0 e definamos h(()) = 0 e h(G) := h(diam G) para todo aberto G C Q. Entao, h

¢ uma pré-medida na classe dos conjuntos abertos de €.

Definicao 1.6. A medida exterior " definida a partir de h pelo Teorema 1.5, é chamada

de medida de Hausdorff correspondente a h.

Daqui em diante, consideraremos o caso particular no qual Q2 = R" e h(t) = t°. Neste
caso a medida exterior u serd chamada medida de Hausdorff s-dimensional e denotaremos
ph = hie uh = he.

Exploremos algumas propriedades da medida h®. Sejam E C R™, t > s e {U;} uma
0-cobertura de E, 6 > 0. Entao,
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SN =) o rul < 6 U
= B(E) < 6h3(E).
Logo, se h*(E) < oo entao h'(E) = 0. Este fato motiva a seguinte definigao.

Definicao 1.7. Se E C R" define-se a dimensao de Hausdorff do conjunto E, dimy F,
como sendo dimy E = inf{s : h*(E) = 0}.

Agora definiremos a medida de empacotamento. Sejam EF C R™ e & um d-empaco-
tamento, isto é, uma colecao disjunta e contavel de bolas fechadas centradas em pontos de

E e de raio menor ou igual a . Para s > 0 definem-se

Pi(E) = sup{Z\Bi\S:BZ- €&} e Ri(B):=limPi(E).

Como Fg(+) é uma pré-medida em R™ podemos usar o Teorema 1.3 para definir uma

medida exterior a qual sera chamada de medida de empacotamento s-dimensional.

Definicao 1.8. Seja E C R™. A medida de empacotamento s-dimensional do conjunto F,
P*(E), é definida por
P*(E) =inf{)_Pj(E;): E C UE}.

Observagao 1.9. a) Note que P*(E) < F§(E). Como no caso Hausdorff, verifica-se que
set>s e P5(E) < oo, entio P'(E) = 0.

b) Analogamente a Hausdorff, define-se a dimensao de empacotamento do conjunto E:
dimp F :=inf{s : P°(E) = 0}.

No que segue, serao definidas as dimensoes de Hausdorff e de empacotamento de

uma medida. Em particular, nosso interesse estara focado nas medidas de Radon.
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Definicao 1.10. Seja 1 uma medida exterior em €). Entao p é de Radon se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:

a) p(K) < oo para todo compacto K C €.
b) Se U C Q for aberto, entio pu(U) = sup{u(K) : K C U compacto}.

c) Se A C Q, entao p(A) = inf{u(U) : A C U aberto}.

A continuacao enunciamos dois lemas que serao utilizados nas demonstragoes de
alguns teoremas desta secao. As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas,

por exemplo, em [3, 6].

Lema 1.11 (Cobertura de Vitali). Sejam E C R™ e 8 uma familia de bolas fechadas de modo
que cada ponto de E pertenca a um elemento de 5 com diametro arbitrariamente pequeno.

Entao existem bolas disjuntas By, Bs, ... em (3 tais que

M(E — (U;B;)) = 0.
Além disso, se A\ (E) < oo, dado € > 0, tais bolas podem ser escolhidas de modo que
satisfacam

D Ma(Bi) < M(E) +e.

Lema 1.12 (Vitali). Se u for medida de Radon em R", E C R™ e 8 uma familia de bolas
fechadas de forma que cada se x € E € centro de bolas em [ de raios arbitrariamente

pequenos, entao existe uma subfamilia contdvel B; € B com
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Definigao 1.13. Sejam 0 < s < 0o e p uma medida exterior em R™. As densidades (ou

s-derivadas) superior e inferior de p estio definidas respectivamente por

B0 — s PBE@T) o (B, T)
(Du)(@) = limsup =5 = (Dp)(w) = lim nf =7 5=

Se os limites existirem, denota-se simplesmente (D*p)(x).
Observacgao 1.14. Demonstra-se que (D i) e (D*p) sdo mensurdveis se ju for de Radon.

O seguinte teorema relaciona a derivada superior de uma medida com a medida de

HausdorfT.

Teorema 1.15. Sejam p de Radon em R™ e E C R™. Entao:
a) Se (D°p)(z) <t Yz € E, entio u(E) < t2°h*(E).
b) Se (D'p)(x) >t Yz € E, entio u(E) > th*(E).

Demostragio. a) Se x € E, € > 0, existe §(z) > 0 tal que u(B(x,7)) < (t + €)(2r)° se
0<r<d(x).
Seja By, = {x € E : u(B(z,r)) < (t+¢)(2r)* se 0 < r < 1/k}. Entdo E =
UrEx = p(E) = limy_ o0 1(Ey).
Fixe k. Tome uma 1/k-cobertura {E}} de E; de modo que E. N Ej; # () para todo
j e escolha x; € E} N Ey. Note que B(z;, |El|) D ELN E) e vale
DB < (B +e,

J
sendo k suficientemente grande.

Agora, u(By) = X, u(EL 0 B < Y, u(Blay, | EL) < X, + @B = 2:(t +
)3, Bl = p(Br) < 2°(t + €)(h*(By) + €) = p(Ey) < 12°h*(E).

b) Sejam € > 0, > 0 e U D E aberto. Se z € FE, existe uma sequéncia r | 0 de

modo que pu(B(z,71)) > (t — €)(2r)*. Suponha que todo r, < &, com B(x,r;,) C U. Pelo
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lema de Vitali, dessas bolas podemos extrair uma colecao disjunta B; = E(xj, r;) de modo

que
Uij cU e hS(E — Uij) = 0.
Assim,
ZM Z (B(xj,75))
>Zt—e (2r,)° = (t —€) ZhSEm (U;B)))
(t —€e)hs(E)
Fazendo § | 0 obtém-se p(U;B;) > (t — €)h*(E). Como h*(E —U;Bj) =0ee>0¢
arbitrario, o resultado se segue. O
O seguinte resultado relaciona a derivada superior de uma medida com a medida de
empacotamento.

Teorema 1.16. Sejam p de Radon em R™ e E C R". Entao:
a) Se (D’p)(z) <t Va e E, entao u(E) <tP*(E).
b) Se (D’u)(x) >t Vax € E, entao u(F) > tP*(E).

Demostragdao. a) Sejam e > 0ex € E, entdo dado § > 0 existe {ry} comr, = 0e0 < rp <9

tal que
u(B(z, i) < (t+€)(2rp)".

Consideremos E' C E. Note que a familia das bolas acima forma uma ”cobertura de
Vitali”’de E’. Podemos entdo selecionar uma subfamilia disjunta contavel {B; = B(z;,7;)}

de modo que u(E' —UB;) = 0 e {B;} é um J-empacotamento em E'.
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Assim,

Yo = e > A = )

(2

1
= Bis > l;/
E |Bi|* > ; Elu( )

= Fj(E') >

1
El
t+€u( )

Sejam { £} subconjuntos de E tais que £ = 3 E;. Aplicando a desigualdade acima

para cada E; obtemos

—u(B) = Y n(E) < > r()

J

e tomando o infimo sobre as coberturas de E conclui-se que

E) < P*(F).
n(E) < P'(B)
Como € > 0 é arbitrario, segue-se que u(£) < tP*(E).

b) A demostragao de b) é andloga a demostracao de a). O

Daqui em diante denotaremos (D™u)(z) = (D%)(z) e (DPu)(z) = (D) (z).

Definicao 1.17. Seja u medida de Radon em R™. Para 0 < s < n, definem-se os sequintes

conjuntos,

Ti(n) == {a s (D"*p)(x) = O},

T3 () = {0 < (D"*)(z) < oo},
T2 (n) = {2 : (D"*p) () = o0},

Ui (i) == { : (D7) (x) = 0},

)
U (p) = {2 :0 < (D™ p)(x) < oo},
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Seja K?(p) uma notagao para 77 (u) ou UZ () se K = H ou K = P respectivamente,
sendo * € {0,4,00}.

Teorema 1.18. Sejam pi de Radon em R™, 0 < s <n, K € {h, P}. Entio K§(n), K5(n) e

K? (p) sao borelianos e valem:

a) K*(K3(p)) = 0.

b) K% (w) possui medida K*® o-finita.

) bt 0 (E) i= u(E 01K (1)) = 0 se K*(E) = 0,

d) /,L;Kg_(u)(E) = pu(ENKY () =0 se E possui medida K* o-finita.

Demostracao. Faremos a demostragao do teorema no caso K = H. A demostracao do caso
K = P ¢ anéloga.

Note que U := {z : (D’p)(x) > t} e l, := {x : (D"p)(z) < t} sdo borelianos.
Observemos que T (1) = Nqlije, T (1) = MUk e T (1) = (U2 Uy ) N (U2, lk) sao
conjuntos borelianos.

a) Pelo Item b) do Teorema 1.15 temos h*(T3 (1)) = h*(NMiUx) < h*(U;), < u(U;) /5 V5.

Escrevamos R™ = U°, E; com u(E;) < co. Assim,

< (U n E)

J

1(E;)
J

< :

sendo j arbitrario, concluimos que h*(T3 N E;) = 0. Agora,

W(T5) = (T8, NUE) <> B (T3 N E;) =0.
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b) Sejam E; como na demostracao de a). Escreva T4 (u) = (U2, Urye) N (Ul k).
Entao 7% () C U; U, (Urye N E;).

Agora, pelo Item b) do Teorema 1.15 temos h*(Uy N E;) < ku(E;). Portanto, T (i)
possui medida h® o-finita.

c) Seja £ C R™ com h*(F) = 0. Do Item a) do Teorema 1.15 segue que 0 =
h*(L;NE) > u(l; N E)/(2°5) = 0. Assim,

WENT () < p(ENUdy) <Y p(ENT) =

d) Suponha inicialmente que h*(E) < co. Assim,

I NE) = (M2l NE) < p(liy; NE)

1 1
< szhS(zl/] NE) < =2°h%(E) V.

.

Logo, u(T§ N E) = 0. Agora, se E = U,;E; com h*(E;) < oo Vj, tem-se que

w(Ty NE) = (U2, (B N Ty () <Y p(E;NTy) = 0.

J

Isto completa a demonstracao. O]

Definicao 1.19. Seja p medida de Radon em R™. Os expoentes de escala pontual superior

e inferior em x € R" sao definidos respectivamente por

. In u(B(x, €)) -
() — ’ _
d () = hnelf)up In(2¢) ¢ d cl0 In(2¢) '

se u(B(z,€)) >0 Ve >0, sendo, di(x) := n.

No capitulo seguinte, usaremos a partigao do eixo real em intervalos da forma [ JN =

(5% 5%]. Dado x € R denotamos por I, o intervalo do tipo I¥ (j € N) que contém z.

Logo para x € R podemos rescrever os expoentes escalas na forma

& (2) = lim sup—10g2(ﬂ(];\([x)))
K N—oo Inf N .
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Lema 1.20. Seja yu de Radon em R". Entdo:

a) d7(x) < a= (D"p)(x) = 00 = d(z) < .

b) di(x) > a = (Dp)(z) = 0 = d; () > a.

¢) df(x) < a = (D)) = 0o = dif (x) < a

4) di(z) > a = (D°p)(z) = 0= di (2) > a.

e) d; () = int{a : (D" 1)) = oo} = sup{a: D" ()(x) = 0}.

f) d(z) = supfa: (D"p)(z) = oo} = inf{ar: D*(p)(x) = 0},

17

Demostragdo. a) Suponha que d, (r) < a. Entao existe €, | 0 de modo que

In j1(B(x, )

In(2¢,,) a=9,

para algum ¢ > 0. Assim,

In p(B(2, €)) > In(26,)7° = u(B(x, €m)) > (260m)% (26m)°

L #Be) 1

= (D" p)(x) = oco.

Qe el

Agora, se (D" p)(z) = oo, dado M > 0 existe uma sequéncia e, | 0 satisfazendo

p(B(2, €m))

> M
(2€,,) ’

para m suficientemente grande.

Assim, se m ¢ suficientemente grande temos

w(B(z,€m)) > M(26,)* = Inu(B(x, €,)) > In M + aIn(2¢)

1
_ I

y€Em)) In M

=d, (x)

Q.

(x
m(26,) In(2e,)
<

«
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As demonstragdes de b), ¢) e d) sdo anédlogas a demostragao de a). A demostracao

de e) segue dos Itens a) e b) enquanto a demostracao de f) segue dos Itens c) e d). ]
Observagao 1.21. Denotaremos d,, (x) = df (x) e df (z) = d ().
A versao dimensional dos Teoremas 1.15 e 1.16 é a seguinte:

Teorema 1.22. Seja E C R™ boreliano K € {H, P} e u de Radon com 0 < p(E) < oo.

Entao valem:
a) Sed(z) <a VreE entiodimg E < a.
b) Se dff(x) >« Vo€ FE entao dimg F > a.

Demonstragdo. a) Considere K = H. O caso a = n é ébvio. De d,(r) < a+e Vr €
E, Ve > 0, segue-se (ﬁa+€u)(x) =00 Ve E Ve>0=FECT%u Ve>0=
hot{(E) =0 Ve>0=dimy(E) <a+e Ve>0=dimy(F)<a.

A demostracao do caso K = P é anédloga. Nesta demostragao usa-se o Item a) do
Teorema 1.18 com K = P.

b) Considere K = H. O caso a = 0 é ébvio. Suponha que d; () > a >0 Vz €
E=d(r)>a—¢c Vo eE Ve > 0= (D" “p)(z) =0 Vo € E Ve > 0= u(E) <
27°th*(E) Vt>0 VYe>0=h*"(E)=00 Ve>0=dimy(E)>a—¢ Ye>0=
dimy(E) > a.

A demostragao do caso K = P é andloga. Neste caso usa-se o Item b) do Lema 1.20

e o Item a) do Teorema 1.16. O

Definicao 1.23. Seja o de Radon em R" e K € {H,P}. A K-dimensdo superior de i €
definida por
dim}; (i) := inf{dimg (E) : E € boreliano eu(E) =0}

e a K-dimensao inferior de p € definida por

dimy (p) :=sup{a: u(F) = 0se dimg(F) < a}.
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O seguinte resultado é carateriza as dimensoes de Hausdorff e de empacotamento de

uma medida mediante os expoentes escala inferior e superior respectivamente.

Teorema 1.24. Seja 1 de Radon e finita em R™ e K € {H, P}. Entdo
a) dim} () = p-ess. sup dff,
b) dimp(u) = p-ess.inf dfy.

Demonstragao. a) Escrevamos pi- ess. sup dff = «. Da definicao de a segue-se que dff (z) <«
para quase todo z, ou seja, existe E com p(E°) = 0 de modo que a desigualdade anterior
vale para todo z € E. Logo, pelo Item a) do Teorema 1.22 segue que dimj: (1) < a.

Agora demonstremos a desigualdade contrdria. Se a = 0 entao dimj(u) < 0 =
dim} () = 0 = a. Seja a > 0 e suponha por absurdo que dimj.(;) < . Assim, para § > 0
pequeno, existe um boreliano E C R" com p(E°) = 0 e dim};(E) < a — §. Pelo Item b) do
Teorema 1.22 concluimos que djy (z) < o — 4§ Va € E contradizendo a definicao de o

o dimj)e = a.

b) Escrevamos pi-ess. inf df = . Vamos mostrar que dimp () > a. Claramente a
desigualdade vale se &« = 0. Suponha que o > 0. Se dimy(x) < « escolha § de maneira que
dimp(p) < 8 < a.

Desejamos mostrar que se dimg(E) <  entdo u(E) = 0, o que implicaria que
dimy (u) > 5. Sendo que vale para todo § < a concluiremos que dimy (u) > a.

Sejam E com dimg(F) < f e

E.:={x € E: (D*u)(z) < oo},
E. :={x € E: (D"Pu)(r) = oo}.
Note que E = E_. + E,. Como dimg(E) < 8 entdao K?(E) = 0. Aplicando os

Teoremas 1.15 e 1.16 obtemos p(E<) = 0. Agora pelos Itens a) e ¢) do Lema 1.20 temos

EwC{zeE: dff(:c) < (B}, mas tal conjunto possui medida nula, pois 8 < a.
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L pu(E) = p(Ec) + m(Ex) = 0.

Agora mostremos a desigualdade contraria, ou seja, dimy (1) < a. Da definigao de «
dado 0 > 0 existe £ com u(E) > 0edf(r) < a+d, Vre E = dimg(F)<a+d=
dimy (p) < a+46. Como § > 0 é arbitrario, segue que dimy (1) < a.

Codimg(p) = a. o

1.2 Dinamica quantica unidimensional

Nesta segao, serd apresentada a linguagem béasica da dinamica quantica de uma particula
numa dimensao. Quanto as demonstracoes, elas serao omitidas. O leitor podera aché-las
em [1]. Comegamos considerando uma particula movendo-se no eixo real. Na mecanica
quantica, o estado do sistema é descrito mediante um vetor tomado num espaco de Hilbert
H. Este fato a diferencia da mecanica classica, na qual o estado do sistema ¢é descrito pela
posicao e pelo momento. Na mecanica quantica os observaveis sao dados por um tipo especial

de fungoes chamados operadores auto-adjuntos, os quais serao definidos em seguida.

Definicao 1.25. Um operador linear entre os espacos vetoriais X eY € uma transformacgao
T:domT C X — Y tal que dom T € um subespaco vetorial de X e T(E4an) = T(§)+aT(n),
para todo £,m € domT e todo escalar « € F. Se X =Y, T € chamado operador linear

definido sobre X, ou simplesmente operador sobre X.

Definigao 1.26. Seja T : domT C H — H um operador linear cujo dominio estd densa-
mente definido em H, ou seja, domT é denso em H, e sejan € H. Se para cada vetor

& e domT existe um vetor ¢ € ‘H tal que

(n,TE) =((,€),

dizemos que n esta no dominio do operador adjunto de T', T*, e que ¢ =T"n.
Se T =T%, dizemos que T € auto-adjunto.

Se T tem inversa e T~' = T*, dizemos que T € unitdrio.
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Observacao 1.27. O fato de T ser densamente definido em H garante a boa defini¢cao de T™.

Para descrever os processos de evolugao em um sistema quantico definimos os grupos

unitarios de evolugao.

Definigao 1.28. Uma fun¢io G : R — B(H) € um grupo unitdrio de evolugao sobre H se
G(t) é um operador unitdrio sobre H e G(t+s) = G(t)G(s), Vt, s, € R. Diremos que G(t) é
continuo se lim;_;, G(t)€ = G(to)&, Vto € R, V€ € H.

Os operadores auto-adjuntos e os grupos unitarios de evolucao estao intimamente
relacionados, de fato podemos encontrar uma correspondéncia biunivoca entre estas duas

classes de objetos.

Definigao 1.29. Se G(t) € um grupo unitdrio de evolugdo, o operador linear definido por

domT := {f eEH: Elillig(l)%(G(h) — 1)5}»

T¢ :=ilim %(G(h) —1)¢ V&edomT

h—0

é chamado gerador infinitesimal de G(t).

Observacao 1.30. 1. domT € um subespaco vetorial denso de H e T estd unicamente

definido.

2. E possivel demonstrar que se G(t) for continuo entdo o gerador infinitesimal T € auto-

adjunto. Este resultado € conhecido como Teorema de Stone.

Da observagao anterior, segue-se que a cada grupo unitario de evolugao continuo po-
demos associar um operador auto-adjunto. Pode-se demonstrar que esta relagao é biunivoca,
ou seja, dado um operador auto-adjunto 7', existe um grupo unitario de evolugao continuo,

G(t), de modo que T' é seu gerador infinitesimal. Para escrever esta relagdo, necessitamos
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definir a exponencial de um operador. Para um operador linear limitado 7', a exponencial

e*T pode ser definida através da série,

o X LI
€ :Z 0
=

em que é considerada a convergéncia em B(#H). Se o operador 1" nao for limitado, podemos
definir e*7 mediante o teorema espectral.

Para enunciar o teorema espectral, precisamos definir o conceito de resolucao da
identidade.

Denotemos por Proj(H) o conjunto das projecoes ortogonais sobre H, isto é, Py €

Proj(H) se e s6 se Py € B(H), Py é auto-adjunto e P? = P,.
Defini¢ao 1.31. Uma resolugdo da identidade sobre H é uma fun¢do P : A — Proj(H) tal
que

a) P(R) =1,

b) Se A=3"7"  Aj, com Aj € A Vj, entdo
P(A) = P(A)).
=1

Definicao 1.32. Seja P uma resolucao da identidade e & € H. A medida espectral de P
associada a &, pe(-), € dada por:
A= pe(A) = (€, P(A)E) (A € A).
Observagao 1.33. Note que pe(R) = (£, P(R)P(R)¢) = ||P(R)E]1* = ||€]|>. Logo, a medida
e € finita.
Seja P uma resolugao da identidade. Define-se P(ys) = P(A) VA € A. Para uma
fungdo simples mensurdvel s = 37 | a;xa, definimos P(s) := > 7| a;P(A;). Notemos que

a funcdo s — P(s) ¢ linear e satisfaz

(&, P(s)€) = / S(O)dpe(t),

R
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1P(s)El]* = / [s(t)[Pdpe(t) < (sup|s(t)])]I¢]]*
R teR
A dltima relagdo implica que a funcdo linear P : {fungdes simples} — B(H) é
continua (no espaco das fungoes simples é considerada a norma do supremo).
Denotemos por B*(RR) o espago das fungoes borelianas sobre R com a norma || f||o. =
supser | f(t)]. Como o espago das fungoes simples é denso em B> (R), existe uma tunica
extensao de P a um operador linear limitado (usando a mesma notagao) P : B*(R) — B(H),

tal que,

<amﬂ@:4f@wwv

1P = [ 170Pduet) < Gupl FOR IR, ¥F € B=(R).

Finalmente estenderemos a definicao de P as fun¢oes de Borel sobre R, nao-limitadas

e de valores complexos. Seja f : R — C boreliana e nao-limitada e definamos
dom f:={¢cH: / | f1Pdpe < oo}
R
E fcil ver que dom f é um subespago vetorial de H. Seja

An = An(f) ={t e R:[f(t)] < n}, fn = Fxa. € BX(R),

e £ € dom f. Demonstra-se que {P(f,)¢}, converge em H a um vetor, digamos, P(f)E.
Observe que dom P(f) = dom f. Ainda, essa extensdao f +— P(f) é linear, continua e

satisfaz
IP(f)EIPP = / |F(®)Pdpe(t) < (sup |f(£)[*)][]1%, Vf € BZ(R).
R teR

Agora estamos prontos para enunciar o teorema espectral.

Teorema 1.34 (Teorema Espectral). Dado um operador auto-adjunto T sobre H eziste uma

tinica resolugao da identidade PT sobre H de modo que T = PT(h), sendo h(t) =t.
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Observagao 1.35. a) Denotaremos por ugT a medida espectral associada a resolucao da

identidade PT dada pelo teorema espectrall.

b) Dado um conjunto A, a soma H = PT(xpa)H + PT(x3)H € direta e é chamada decom-

posicao espectral com respeito a A.
Definigao 1.36. Se f : R — C, define-se f(T) := PT(f)

Agora podemos enunciar o teorema que relaciona os grupos unitarios de evolucao

continuos com os operadores auto-adjuntos.

Teorema 1.37. Dado um operador auto-adjunto T, U(t) = e~ € o inico grupo unitdrio

de evolugao sobre H continuo de forma que T' seja o gerador infinitesimal de U(t).

Observacao 1.38. Segue-se da observacao 1.30 e do teorema acima que todo grupo unitdrio

de evolugao sobre H continuo, U(t), tem a forma U(t) = e sendo T o gerador infinite-

simal de U(t) (lembremos que T € auto-adjunto).

Dado T auto-adjunto e £ € H, consideremos a equacao de Schrodinger definida por

S =T, n0) =&

Pode-se mostrar que e~ 7 é a tnica solucdo da equacao acima. Para estudar o

comportamento da dinamica do sistema, usam-se as seguintes magnitudes:

1. A probabilidade de retorno a condicao inicial £ € H, no tempo t,

pe(t) = | (& e E) [

Podemos generalizar esta definicao para n,£ € H mediante a equagao:

Poe(t) = [{m, e &) .
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2. A média da probabilidade de retorno a condigao inicial £, no tempo t # 0,

1 t
{pe), = ;/O Pe(s)ds. (1.1)
A magnitude (p,¢), define-se analogamente.

3. A probabilidade Py, (A) = >4 Pr(t), sendo A um subconjunto de Z e py(t) = (Pey,p),
para todo k e para todo t. Note que F'(z) =}, ., pr(t) é uma funcio de distribuicao
de probabilidade e f(z) = p,(t) é sua fungao densidade associada (vide Apéndice).

Para estudar o comportamento das magnitudes acima definidas para tempos grandes,
precisamos falar da parte continua e pontual de uma medida.

Dadas duas medidas @ e v, as notacoes p L v e p << v indicam que p e v sao
ortogonais e que i é absolutamente continua com respeito a v.

Lembremos que o teorema de decomposi¢ao de Lebesgue estabelece que dada uma
medida o-finita o sobre R, ela pode-se decompor na forma p = p, + p., sendo p. a parte
continua de y, isto é, u.({t}) =0, t € R, e p, a parte pontual, isto ¢ existe um conjunto
contavel € com p,(R—) = 0. Pela decomposigao de Lebesgue, a parte continua da medida
pode-se decompor na forma pi. = flge + tse, COM fige << A, a que é chamada componente
absolutamente continua de u, e pus,. L A, a que é chamada componente singular continua
de .

A continuagao, enunciamos dois resultados importantissimos que descrevem o com-
portamento temporal da probabilidade de retorno. As demonstragdes destes teoremas, as

quais podem ser achadas em [1], usam fortemente os lemas de Wiener e Riemann-Lebesgue.
Teorema 1.39. Se ul << X entdo pe(t) — 0 quando t — oo.
He 3

Teorema 1.40 (Wiener). (pe), — 0 quando t — oo se e s6 se i for medida continua, ou

seja, ugT nao tem componente pontual.
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Suponhamos que p seja uma medida continua. Pelo teorema acima, sabemos que
(pe), — 0 quando ¢ — oo, mas o teorema nao fala qual é a velocidade desta convergéncia.
Para dar resposta a esta questdo, define-se para ¢ € N o momento g-ésimo, M, (), o qual é

definido por
My(t) =Y jpe(?).
j=1

Para estudar o comportamento desta magnitude no tempo, precisamos definir quan-

tidades adequadas, as quais serao definidas e estudadas na seguinte se¢ao.



Capitulo 2

Estimativas dos expoentes de

crescimento

Neste capitulo estudaremos o crescimento de magnitudes associadas a probabilidade de re-
torno, tais como os momentos e o nimero de elementos do suporte da probabilidade associada
a probabilidade de retorno. Os resultados que serdo apresentados podem ser achados em [5].

Finalizaremos o capitulo com uma aplicagao desses resultados a que é mencionada em [4].

2.1 Expoentes de crescimento

As definigoes e os resultados desta segao foram apresentados em [5].

Consideremos um operador auto-adjunto H num espaco de Hilbert separavel H,
um vetor ¢ € H com |[¢|| = 1, p = plf a medida espectral associada a H e B = {e,}
um conjunto ortonormal completo de H. Lembremos que p,¢(t) = |<77, e’“T§> | e que
Pry(A) = > 1caPr(t) é a sua probabilidade associada, sendo A ¢ um subconjunto de Z e

Pi(t) = (Peyu); Para todo k e para todo .

Definicao 2.1. Fize ) € H, um tempo t e € € (0,1). Define-se o e-suporte minimal de Py,
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como sendo uma subconjunto F. C N de modo que
a) Pry(Fe) < (1= €)Pry(N)
b) Piyp(F') > (1 —€)Pry(N) para toda familia F' tal que #F' < #F..

Fisicamente o e-suporte minimal de P, indica o menor diametro em que ¢ possivel
encontrar a particula com probabilidade 1 — €. Note que a probabilidade P;, pode ter

diferentes e-suportes minimais, mas todos eles tém o mesmo nimero de elementos.

Definicao 2.2. Seja F. um e-suporte minimal de P.y. Define-se o portador minimal
ne(v,t, B) por
nf(¢“t713):::##]1'

Da aqui en diante omitiremos os parametros ¢ e B de n (1, t, B), desde que a omissao
nao gere confusao.

Suponhamos que uma sequéncia {c¢;}ey tenha um crescimento da forma ¢, ~ t7.
Aqui sao considerados os limites superior e inferior, ja que o limite lim; ., In(¢;)/ In(¢) pode

nao existir. Esta discussao motiva a seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 2.3. Dada uma sequéncia {c¢;}, definem-se os expoentes de crescimento superior

e inferior de {c;}, denotados por BT ({c;}) e B~ ({c;}) respectivamente, por

Bi({Ct}) — lim sup In(¢;)

t—oo inf In(t)

Estes expoentes nos ajudarao a descrever o comportamento no infinito de grandezas
fisicas cujo crescimento pode ser aproximado por uma poténcia de t. Serao de nosso especial
interesse os expoentes de crescimento de {n.(¢)} e dos momentos {M,(¢)}. Outra quantidade

importante nesta secao sera

By = sup BF({n(t)}).

0<e<1

O objetivo desta se¢ao sera encontrar estimativas para esses expoentes.
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Proposicao 2.4. Seja € > 0 dado, e sejamt >0 e N € N tais que

t
2Nt <« — < 2N, 2.1
N (2.1)
Entao para toda familia de indices F € N, a sequinte desigualdade vale
}j/wmuﬁ|%%+—22wmw) (22)
neF neF jEZL
Para

+ £ introduzida no capitulo anterior.

J—1 J_
N

Demostracao. Usaremos a notacao IJN = (Lx, 3
0 < s <'t, definamos

—iszlY
dals) = 3 e n (H) (@),

jET

em que :10 = 427N,
Mostremos que 1;(s) aproxima e~*#%. Mais precisamente

() — &M H2<§j/‘@t )Pl — 2P

JEZ

Note que |z — $§V| <27V paraz € [JN. De fato,

N J 4 J
xE[j 2 <ZE<2—N
—1
= oy <T—j27N <0

Assim, se 0 < s < t pela relagao (2.1) obtém-se

> [, uta)stia - |_22Nz/ Sute)

JEZ

— 22N Z/ 22N

JEL
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Por outra parte,

[{en, €710 * = [en, e(s) — u(s) + e[
= {en, e(s)) — (en, v(s) — e )|
< 2(|(en, Ye(s)* + [{en, te(s) — e )?).

Logo,

> [ dslten <32 - [ 20 P e ) =
ne]—'

/ ds(>" [en We(sNIP + 3 Hensvn(s) — e ) 2)
neF neF

=) = e+ 2 3 / sl en, (5P

< 2+ 2- Z/ ds|{en, Pi(s

1 oN+1 ,
<242, 3 [ dsllenls)) 23)
Mas
(ens () = (e 3 gy ()0)) = 37 ey (D)
= e V(N = {ens tu(s)) Tem 0 50] = (O €7 e i (D)) x (3 7 (o (), e0)

Assim, a desigualdade (2.3) fica

7.‘.2N+1

>3 / e U < 24 20 3 enrn ) (H) ) [ dseniel e

ne]-‘ ] lez 0

N+1 .
Integrando obtemos foﬁ T ds emia—a)s = oN *178;,. Substituindo o valor dessa integral

na desigualdade acima, obtém-se (2.2) O
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Definicao 2.5. Sejam N € N e a > 0. Definem-se
Ay =U{I1Y  p(IY) < 27N} e by = (Ana)-

Proposicao 2.6. Sejam N € N e a > 0. Se by > 0, entao para todo t que satisfaz a

desiqualdade b2V =1 < 9t < by2N wvale
Ny 2(t) > C(a)b 1%, (2.4)
em que C(«a) depende apenas de «.

Demostragao. Seja 1 = ¢y + )y a decomposigao espectral com respeito ao conjunto Ay q.

Observe que se (1Y) > 27N, entao

(ewsxap (H)0n ) = (ens iy (H )Xo ()W) ) = (ens Xpyaay,, (H)(W)) = 0.

Usando a observagao anterior e a proposigao (2.4) com ¢ = ¢y, F ={n € N:n <

m}, sendo m = - (%TN)B 2Ne e ¢ = (bg) obtemos a desigualdade

1 ‘ —Ur1s K3 S
t [ aslipa @l = 33 [ dsll ene ) e

n<m
:_Z/ ds|(en, o) |
n<m
<2e+—2 > Hew xan (H)gw) P
n<m]€SNa
2
727T
2 (3) +TE T K uml @9
n<m]68N

sendo P, (s)(¥) = 32, (ens €7 5)) €5(e,) € Syo = {j € Z - p(IN) < 27N},
Agora estimaremos a soma do lado direito da desigualdade (2.5). Observemos que

dun = legvdu, sendo que py denota a medida espectral, e
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w11 = (Xano (H) (), Xy, (H)())
= (V, Xay.(H)(¥)) = i(Ana) = by > 0

Logo, as observéveis acima implicam:

Z Z |<€naX1]N(H)¢N>|2:Z Z |<XIJN(H)€mXIJN(H>¢N>|2

ne€F jESN nEF JESN,a

<D D v (Heal Plixay (H)dwl?

nE.FJESN a

<30 2 b UDIleall (o ey (Hyi)

nE.F]ESN o

=m > puv(I))

jESNa

<m sup pn(I})
]ESNoc

msza:i 2b_N ’
4 9

%/Ot ds|| P (s) (¥w)]|* < (%TN)Q

Finalmente, estimemos a integral f; ds||P,,(s)]|? usando as relagoes ¥ = 1y + Wy,

Assim (2.5) implica

(Un, W) = 0, [Junl)? + || ]|? = 1 e a desigualdade acima.

1P (8)911” = (Pu(8) (0w + ¥x), Pa(8) (¥ + ¥ly))
= 1P () (Ww)II* + 2Re (P () (), P (8) (W) + || P (5) (W)
< 1P (8) (W) 4 2P (8) () 1] P () ()] + 1 P (5) (01
< 1P () (Wm)I + 2110 1P () (o) || + ([ (2.6)
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A 1ltima desigualdade vale, pois

1P(s)@h)I2 = 3 [{en, e i)

n<m
> 2

<3 e e B[ = e oy
n=1

< |yl

Integrando e dividindo por t a desigualdade (2.6) obtém-se

%/0 ds|| P (s)0|* < / ds|| Pn(s) ()| "+

1 t
FlAIT [ asliPalsonll+ 1 [ dsllvnl?

2bN 4bN
< () o +

2bn ) 4b b
= S0 =7 [ asPatopl < (2 + e+ B <1 -2

n<m

(a tltima desigualdade vale pois ||Un]|> + |[[U][*? =1 e by = |[¥n|]* < [[¢]|*> = 1). Logo, da

definicao de portador minimal e da relacao entre by e t segue que

1 /bn\° oy 1 (by)’ (90)° 3—
>m — gNe ~ | 2 p3ape
Ny /2(t) = m 47r(9) _47r<9 b > Cla)by 1%,
com C(a) = 9;;3. ]

Para encerrar a se¢ao, sera apresentado um resultado que fornece estimativas en-
volvendo dimensoes de Hausdorff e de empacotamento para os expoentes 5 e 8% (M,(t)).
Para encontrar estimativas para os expoentes mencionados, devemos obter relacoes entre as

dimensoes espectrais e os expoentes de escala.
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Lembrando que I J].\([x) denota o intervalo da forma (]2;1, 2LN] que contém x, podemos

escrever

limsup Ay o = limsup{z € R : u(I5,)) <27V}

N—oo N—oo i(@)
—log, (I,
= {:U eR: limsupM > a}
N—o00 N
={reR:d}(z) > a}. (2.7)
Similarmente, obtém-se

liminf Ay, = {z € R:d,(z) > a}. (2.8)
N—o0

As relagoes (2.7) e (2.8) serao fundamentais na demonstracdo do seguinte teorema.

Teorema 2.7. Seja q > 0. Entao valem as sequintes desigualdades:
a) By > dimf(p)

b) B (My(t)) > qdimy (1)

c) BH(My(t)) > qdimp(u)

Demostragao. Se dimj; (1) = 0 os Itens a) e b) sdo imediatos. Se dimp () = 0, entdo c)
segue-se.

a) Suponha que dim}; () > 0. Seja a > 0 com dim};(u) > a. Do Item a) do
Teorema 1.24 e de (2.8) decorre liminf u(Ay,) > p(liminf Ay,) > 0, o que implica a
existéncia de uma constante b > 0 de forma que by > b para todo N € N. Note que
os intervalos da forma (by2V~1 N2V cobrem N. Assim, dado t existe N de modo que
t € (by2V"1,bn2Y]. Da Proposigao 2.6 se segue que ny, o(t) > At*, com A constante.
Como by > b, temos nyo(t) > nyy , (t) > At

Assim,
Inngo(t) S

Inn(t
By = sup liminf (1) > lim inf
O<e<1 t—o0 nt t—o0 nt
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Como a < dimj; (1) é arbitrario o resultado segue.

b) Suponha que dimj; (1) > 0. Seja @ > 0 com dim};(u) > «. Pela demostragio do
Item a) sabemos que existe b > 0 de modo que ny/5(t) > At®, sendo A uma constante. Pela
definicao de suporte minimal segue-se que

PN GESEE T SrADES

n<C n>C

em que C' = At*. Logo, a desigualdade de Chebyshev (vide Apéndice) implica
b _
M,(t) 2 5 (At%)T = 5~ (1 M,(1)}) = qen

Como a < dimj; (1) é arbitrario o resultado segue.
¢) Suponha que dimp(u) > 0. Seja 0 < a < dimp (). Do Item a) do Teorema 1.24
e de (2.7) obtemos p(limsup Ay ,) > 0. Do lema de Borel Cantelli (vide Apéndice) segue-se

que
Z J(Ana) = 0.
N

. N —9

Logo, existe uma sequéncia Ny — oo de forma que by, = p(An, o) > N, °. De fato,
se essa sequéncia nao existisse, pelo critério de comparacao, teriamos que a série acima seria
convergente, o que é uma contradi¢ao. A Proposicao 2.6 implica que existe uma constante

C(«) tal que o)

6—2a
A%

sendo ¢, 6 uma sequéncia que satisfaz by, 2Ve71 < 9ty < by, 2N Vk. Como 9t > by, 2Ve-1 >

My, s2(tk) > CQ)by,“t* > t VkeN,

2Nk-1 /N2 temos que tp — oo quando k — oo e N < f~Y(t), com f(z) = 27/(182?).

Portanto,

C(a)
FH ()

Denotemos por Cj o lado direito da desigualdade acima. Da definicao de suporte

Ny, /2(tk) > C(Q)by, 1" > t* VkeN.

minimal, obtém-se,

b b
> palty) <1- % = > palts) > 25 V.

k
2
n<Cly n>Cy,
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Logo, a desigualdade de Chebyshev implica
M ka q
q(tk) > TCk VEk.

Assim,

1 Cla) \*
M) > iy (Fggeet) v

In M, (t In2 In f=1(¢ 1
o Mo(t) o In2 ST In C<“§_2 o) v
lntk lntk lntk hltk f_l(tk) @

= FLOD = s (00 )

k—o0
= B D)) = ga — liming(6 - 20) ) gy
—00 &

(a tltima implicagao se obtém usando lim; ., In(f~1(¢))/In(t) = 0). Como a < dim};(u) é

arbitrario, segue-se o resultado. [

E natural perguntarmos se podemos encontrar uma desigualdade andloga a a) do Te-
orema 2.7, envolvendo a medida de empacotamento, usando argumentos similares aos usados
na demonstracao do Teorema 2.7. Em geral, a demonstragao apresentada nao é aplicavel
para estimar $; por meio de dim}(u), embora em [5] seja feita a seguinte observagio: se
dados N € N e a < dim}(u) supomos a condi¢ao limsup p(Ayxq) > 0 (a qual nido decorre
de dim} () > ) podemos obter a desigualdade desejada. Com efeito, existe uma constante
b > 0 de modo que by, > b para todo k. Logo, podemos aplicar um argumento similar ao
utilizado em a) de (2.7) para obter 8 > a, donde concluimos Bf > dim} ().

Para finalizar, enunciaremos um corolario do teorema anterior e do comentario acima.
O Item a) do corolario foi apresentado em [4] na versao discreta, o qual foi demonstrado com
argumentos diferentes dos usados aqui. O Item b) foi deduzido facilmente do comentério

acima.

Corolario 2.8. Para € suficientemente pequeno valem:
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a) [~ (ne(t)) = dimy (p).
b) Selimsupy_,.. (Ana) > 0 para cada o < dimp(u) entdo B (n.(t)) > dimp(p).

Demonstragio. a) Suponhamos que dim};(u) # dimyg(u). Seja n = dimj; (1) —dimy (u) > 0.
Pelo Item a) do Teorema 2.7 e pela defini¢ao de supremo, existe ¢, suficientemente pequeno

de forma que
B7(ne, (1)) + 1 > dimy (1) = B (ne,(t)) > dimyy () —n = dimp (n).

Como n.(t) é decrescente em €, temos que S_(n.(t)) > dimy(p) para todo € < €.

Agora suponhamos que dimg (1) = dimj; (1) = dimp (1) e seja o < dimg (p) positivo.
Da demostracao do Item a) Teorema 2.7 sabemos que existe b > 0 tal que ny/2(t) > At?,
sendo A uma constante. Logo, 87 (ny2)(t) > a. Ja que o < dimp(u) é arbitrario, temos
que B~ (np2(t)) > dimp(p) = dimy(p). Dado que n.(t) é decrescente em ¢, conclui-se que
B~ (ne(t)) > dimy () para todo € < b/2.

b) O caso dimp(u) # dimp(u) é completamente andlogo ao caso Hausdorff. Neste
caso, usa-se o comentario anterior ao corolario.

Suponhamos que dimp(y) = dimp(u) = dimp(u) e seja a < dimp(p) arbitrario.
Por hipétese, sabemos que im supy_, o 4(An,) > 0. Logo existem uma subsequéncia { N}
e b > 0 constante tais que by, > b Vk. Escolhamos ty, € (bn, 271 by, 2V]. A Pro-
posi¢ao 2.6 implica que ny,, s2(tn,) > Aty Vk, para todo k e para alguma constante A.
Portanto, 8% (nya(t)) > B*(npy, 2(t)) > o Vk. Como a < dimp(u) é arbitrdrio, segue-
se que BF(ny(t)) > dimp(p) = dimp(p). Finalmente, como nc(t) é decrescente em e,

concluimos que 7 (n(t)) > dimp(p) para todo € < b. O

Na se¢ao seguinte, apresentaremos uma aplicacao destes resultados no caso discreto.
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2.2 Aplicacao

A continuagao, introduziremos alguns conceitos tirados da mecanica estatistica que foram
utilizados em [2, 4] e formalizados e estudados por Guarneri em [4]. As dimensoes dinamicas
serao uns dos conceitos mais importantes desta secao. Nosso objetivo sera encontrar estima-
tivas para essas dimensoes envolvendo dimensoes de Hausdorff e de empacotamento. Para

tal fim usaremos os resultados da secao anterior.

Definicao 2.9. Define-se a familia de fungoes de particao Z,(1,t) por
Zy(h, 1) =Y pi(t),
ke,

para todos ¢ > 0 (se a série acima diverge, entdo Z,(1,t) = 00).

Observacgao 2.10. a) A defini¢io acima € motivada pela defini¢ao de fungao de parti¢ao
da mecanica estatistica. Dado um sistema cuja temperatura e cujo numero de particulas
Ej

sao constantes, define-se a funcao de particao como sendo Z = Zj e PEiem que E; €a

energia do estado 7 do sistema.

b) Note que para ¢ > 1, a série acima converge. Com efeito Z,(¢,t) < Zy(,t) = Py(Z) =
1.

c) O caso de nosso interesse é q > qo para algum 0 < qo < 1.

Definicao 2.11. Definem-se as entropias generalizadas como sendo

1
Sq = 1_qanq se q#1,
kez
com 0(x) = —zlnx quando 0 < x <1 e O(x) =0 quando x = 0. S € a chamada entropia

de Shannon da distribuicao py(t).
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Em mecanica estatistica, a entropia indica o nivel de ”"desordem”de um sistema
de particulas, mais precisamente a entropia é proporcional ao nimero de micro-estados do

sistema.

Definicao 2.12. Definimos o nimero de estados Ny(t) por
N (t) = €5,

Observagao 2.13. Se q # 1 entdo N,(t) = Zy/"79(1).

Definigao 2.14. Os expoentes de crescimento de Ny(t), ou seja BE(N,(t)) = DE, sao cha-

q

mados dimensdes dinamicas superior (+) e inferior (-).

A seguinte proposicao é uma aplicacao do Teorema 2.7 e do Corolério 2.8. O Item
a) é uma estimativa da dimensao dindmica mediante a dimensao de Hausdorff, a qual foi
apresentada em [4], enquanto o Item b) é uma versdo andloga do Item a) para o caso de
medida de empacotamento, a que foi deduzida do Item c¢) do Teorema 2.7 ¢ do Item b) do

Corolério 2.8.
Proposicao 2.15. a) D, > dimj; (1) para ¢ <1 e Dy > dimpy(p).

b) Se limsupy_,., (Ana) > 0 para cada o < dimp(p) entao D > dimf(p) para ¢ < 1 e
Dy > dimp(p).

Demostragao. a) Sejam € > 0 e ¢ < 1. Definamos,

Acgr ={k € Z:pi(t) < el/(l_q)./\/_l(t)},

q

e denotemos por B, 4, 0 seu complementar em Z. Entdose k € A, o, = pp(t) < €/0-0Wa®I™
-1 - - -
P (1) > e NG (D] = 71 Z, ().

Logo,
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Zyt) = Y pe(O)p(2)

k’G.Ag,q,t

> Z pk(t)eilzq(t)
kEAe,q,t

="' Z,(t) Y pelt)

k€Ae,q,t

= ¢ ' Zy(t)Pya(Acgr)

ou seja, Py i(Begt) > 1 — €. Da definicdo de suporte minimal segue que #(B.g+) > ne(t).

Portanto,

Z,(t) > Z PL(t) > nc(t)e’ VDN (1) 71 = n (1) 1D Z, (1) 79/ (1=

k’EBg,q,t

= N, (t) = Zq(t)l/(lfq) > 6q/(lfq)ne(t)
= Dy = B~ ({ne})
Como a desigualdade acima vale para e > 0 arbitrario, temos que D, > ;. Assim,

a) do Teorema 2.7 implica D, > 5 > dim};(u)

Agora consideremos o caso ¢ = 1. Definamos A.; = {k € Z : pip(t) < e 51/}

e B.; como sendo seu complementar em Z. Se k € A.; = hl,ﬁ(t) > Sle(t) = Pry(Betr) >

1 —€ = #(B.;) > n.(t). Agora definamos B, = B, N{k € Z : pp(t) < e '}. Entdo
#(B.;) > n.(t) — 3. Seja €; > 0 suficientemente grande de modo que n.(t) > 3 para todo
€ > €. Observando que a funcgao f(z) = —xInx é crescente no intervalo (0,e™!) e usando a

desigualdade anterior, obtemos

Si(t) > Z O(pi(t)) > (ne(t) — 3)e 1Sy (t)e 510/

keBe,t

= N1W0/e > (n, —3)e .
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Suponha que 8~ ({n.(t)}) = 0. Entéo pela desigualdade a) do Corolério 2.8 obtém-se
dimy (p) = 0. Assim, Dy = S~ ({MNi(t)}) > 0 = dimy (1). Agora suponhamos B({n.(t)}) >
0. Entao Ni(t) = €(ne(t)=3) = Dy = 5~ ({M(1)}) = B~ (e “(ne(t)=3)°) = e6~({n(t)}) =
edimy (p). Dado que € < 1 é arbitrario segue que Dy > dimy (u).

b) A demonstragao é andloga a demostragao de a). Na demostragdo, usa-se o co-

mentdrio que estd ao final da subsegao anterior e o Item b) do Corolério 2.8. O
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Capitulo 3

Conclusao

Aqui apresentaremos rapidamente o que se procurou fazer neste trabalho e seus resultados,
bem como algumas palavras sobre possiveis perspectivas futuras.

Neste trabalho, introduziu-se ao leitor nas dimensoes de Hausdorff e empacotamento
e na linguagem bdsica da mecanica quantica na perspectiva da fisica matematica.

As principais magnitudes estudadas foram os momentos associados a probabilidade
de retorno, M,(t), e o e-suporte minimal, n.(t). Para estudar o crescimento destas mag-
nitudes, definimos os expoentes de crescimento superior e inferior e logo apds isso foram
apresentadas estimativas desses expoentes para as magnitudes mencionadas.

No caso de BT (n(t)) e B4 fomos capazes de demonstrar, sob algumas condigoes,
resultados andlogos aos que ja haviam sido demonstrados para os expoentes 8~ (n.(t)) e 3, -

No final do trabalho, foram definidas as dimensoes dinamicas, as quais foram limi-
tadas inferiormente com ajuda da versao discreta das estimativas apresentadas.

Finalizamos dizendo que seria interessante tentar enfraquecer a condicao que foi
imposta para estimar 7 (n.(t)) e ;. Mesmo que se consiga enfraquecer esta condi¢ao s6

para o caso discreto, isto permitiria melhorar o resultado que estima as dimensoes D;.
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Apeéendice A

Alguns resultados de teoria da medida

Neste apéndice enunciaremos o lema de Borel-Cantelli e a desigualdade de Chebyshev.

Lema A.1 (Borel-Cantelli). Seja (€2, F, ) um espago de medida finita e seja {A;} uma

sequéncia em A. Se 37| i(A;) < oo entdo limsup;_, ., u(A;) = 0.

Antes de enunciar a desigualdade de Chebyshev, recordemos alguns conceitos de

teoria da probabilidade. Seja (€2,.4, P) um espago de probabilidade.

1.

Uma variavel aleatéria é uma funcao X : {2 — R Borel-mensuravel e nao negativa.
A distribuicao de probabilidade, Fx(z) é definida por

Fx(z)=F(z) = P{w e Q: X(w) < z}).

A funcao densidade de probabilidade, fx(x), é definida como sendo

Este limite existe pois demonstra-se que F'(x) é continua a direita.

. A esperanga da varidvel X, F(X), é definida mediante a equagao

B(X) = /Rxf(x).
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No caso em que a imagem de X é um conjunto contavel, digamos X(Q) = {z,}, a
igualdade acima fica E(X) =37 x;f(r;). A esperanca da variavel | X|™ é chamada
momento m-ésimo de X. Pode-se demonstrar que E(|X|™) = [, ™ f(z) e no caso que

X(Q) = {z;} a férmula anterior fica E(X™) => 72 a7 f(x;).

Jj=1"J

Observagao A.2. A funcdo distribuigao de probabilidade, Fx(x) tem as sequintes proprie-

dades:

a) lim, o F(x) = 1.

b) lim,, o F(x) =0.

c) F(zx) é nao decrescente.
d) F(x) € continua a direita.

Reciprocamente podemos demonstrar que se uma fun¢ao F(x) satisfaz as quatro condig¢oes
acima, entao existem um espag¢o de probabilidade (Q, F, P) e uma varidvel aleatoria X :

Q — R tais que F(x) € a distribui¢ao de probabilidade de X .

Teorema A.3 (Desigualdade de Chebyshev). Seja (Q2,.A, P) um espago de probabilidade e

seja X : €2 — R mensurdvel e nao negativa. Entao Ve > 0,¥Ym inteiro vale:

P(|X] >¢) < M

Em

Observacao A.4. Considere uma distribuicao de probabilidade F(x). A desigualdade de

Chebyshev pode-se rescrever na forma

Zﬂ%) < Zj:l ZZ (xy)

j>e€
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