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Resumo

Seja
L =0+ (a(x,t) +ib(z,1)0s, a,b€ C®(T*IR),

campo vetorial sobre o toro Tf, , =~ IR? /27 Z?, satisfazendo a condicio (P)

de Nirenberg-Treves, tal que a estrutura definida por L possua ao menos uma
6rbita de Sussmann homotépica a {0} x S*. Considere K a uniao das érbitas de
Sussmann unidimensionais peridédicas e suponhamos que exista uma tal orbita
v contida em OK. Existe um difeomorfismo de T? em T2 tal que nas novas
coordenadas v se escreve como y(s) = (g, ), 0 < s < 27, para algum z € S*,
e se IC é finito podemos escrever K = O{:cj} x S', para algum g € Z; além

Jj=0
disso, nas novas coordenadas temos

L =0, + (a;(z,t) +ibj(x,1))d,, @;,b; € C°(V;:R),

numa vizinhanga V; de cada {x;} x S*.
Este trabalho analisa a influéncia da ordem de anulamento das funcoes

aj e Zj7 para cada j, na resolubilidade global e/ou forte de L.



Abstract

Let
L=+ (alx,t+ilkx,t) ., a,be Cc®(T*1R),

be a vector field on the torus ’]I‘%x’t) ~ R?/2 Z?, satisfying the Nirenberg-
Treves condition (P), and such that the structure defined by L has at least
one Sussmann orbit homotopic to {0} x S'. Let K be the union of all one-
dimensional, periodic, Sussmann orbits and assume that there exists one such
orbit  contained in K. There exists a diffeomorphism of T? onto T? such
that, in the new coordinates, is written as (s) = (xg,s), 0 < s< 2 | for
some %o € S, and if K is finite, we may write K = O{xj} x st for some

=0
q € Z ; furthermore, in the new coordinates, we have

L= ,+(&x9+b(xb) ., 3bec®V;R),

in a neighborhood V; of each {x;} x S
The present work analyzes the influence of the order of vanishing of

a; and of E, for each j, in the global and/or strong solvability of L.
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Introducao

Este trabalho dirige-se ao estudo da resolubilidade global de campos

vetoriais da forma

(1) L=0,+ (a(zx,t) +ib(x, )0y, a,be C®(T%IR),

2

sobre o toro T(m’t),

que satisfazem a condic¢ao (P) de Nirenberg-Treves, para os
quais a estrutura definida por L possui pelo menos uma o6rbita de Sussmann
homotépica a {0} x St.

Um campo L da forma (1) satisfaz a condigao (P) se, e somente se,
a funcao b ndao muda de sinal ao longo das curvas caracteristicas de 0; +
a(x,t)0, (ver defini¢ao 1.0.2 e teorema 1.0.1). A condic¢do (P) caracteriza a
resolubilidade local de L e também comparece de maneira fundamental na
caracterizacao da resolubilidade semi-global, ou seja, a resolubilidade sobre
subconjuntos compactos de T2. Seja K um subconjunto compacto de T?. Se L
é resolivel em K (no sentido de [H2, definigao 26.4.1)) entao necessariamente

a condigao (P) deve ser satisfeita numa vizinhanga aberta de K ([H2, corolario

26.4.8]). Além disso, se

(#) Qualquer ponto caracteristico de L sobre K estd sobre um intervalo com-
pacto de uma curva bi-caracteristica de R(gp), sobre a qual ¢ # 0, sem

extremos caracteristicos sobre K

entao a condic¢ao (P) implica resolubilidade de L em K num sentido mais forte,
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isto é, solugoes podem ser obtidas em C'*(T?) ([H2, teorema 26.11.3]).

Para o estudo de existéncia de solugoes globais existem duas nocoes.
Dizemos que L é globalmente resoltivel se LO(T?) = (ker'L)°; se, além disso,
dim ker'L < oo dizemos que L é fortemente resolivel.

A condicao (#) nao é satisfeita para os campos vetoriais que nos propo-
mos estudar. Para a elaboracao e conclusao deste trabalho foi necessario o
estudo, dentre outros, dos trabalhos [BCP], [BM] e [BP].

O trabalho [BM] exibe uma funcao f de classe C*, flat em z = 0
(e, portanto, satisfazendo a condigdo de compatibilidade / v f(0,t)dt = 0),

0
tal que a equacao Lyu = f nao possui solugao de classe C°*°, em nenhuma
vizinhanga aberta do conjunto caracteristico {0} x S!, sendo Ly = A\0; —
ixdy, A € Ry +iR. Os trabalhos [BCP| e [BP] referem-se a resolubilidade
global e/ou forte de campos vetoriais no toro T2. O trabalho [BCP] trata de
campos da forma 0, +1b(x, )0, que satisfazem a condic¢ao (P). Se, para cada x
em que t — b(z,t) é identicamente nula, b se anula de ordem finita m = m(z) >
2 entao L é fortemente resolivel; se permitissemos m = 1 entao seria possivel
obter algum L que nao é fortemente resolivel. Além disso, [BCP] demonstra
que b anular-se de ordem finita sobre {x} x S! é uma condigdo necessaria
para a resolubilidade global. Vale lembrar que a condi¢ao (P) para o trabalho
[BCP] é equivalente ao fato de ¢ — b(z,t) ndo mudar de sinal, para cada
z € S'. Conforme mencionado em [BCP], a condi¢ao (P) nao é uma condigao
necessaria para a resolubilidade global. De fato, [Hol, teorema 3.2] verifica
que se b(z,t) = b(t), b # 0, /27r b(t)dt =0e Q. ={t € Sl;/t b(s)ds < r} é
0 0
conexo em S', para cada r € IR, entao L = 9; +1ib(t)0, é globalmente resolivel
embora, evidentemente, nao satisfaga a condi¢ao (P). O trabalho [BP], trata

dos campos da forma 0; + a(x)d,, a € C*(T?; R), sendo que @ # a~1(0) # T?



e demonstra que L é globalmente resoliivel se, e somente se, a possui apenas
zeros de ordem finita.

Trabalhamos com o objetivo de obter resultados sobre resolubilidade
global e/ou forte para campos do tipo (1).

Seja K a uniao das érbitas de Sussmann unidimensionais periddicas da
estrutura definida por L. No capitulo 2 supomos que existe 7, curva integral de
R(L), contida em OK. Entao, existe um difeomorfismo (ver [E|, [Hi] e também
[BNZ]) tal que, nas novas coordenadas, 7 se escreve como y(s) = (xg,s),
0 < s < 27, e tal que numa vizinhanga V' de {zo} x S!, nas novas coordenadas,
L se escreve como L = 8, + (a(z,t) + ib(z,1))d,, sendo a,b € C=(V;IR).
Provamos que se L satisfaz a condi¢ao (P) e é globalmente resolivel entao
@+ ib ndo ¢ flat sobre {zo} x S (teorema 2.0.8).

Nos capitulos 3 e 4, supomos que existe no maximo um numero finito
de érbitas de Sussmann unidimensionais, da estrutura gerada por L, sendo ca-
da uma delas periddica. Entao, existe um difeomorfismo (ver [E], [Hi] e também
[BNZ]) tal que, nas novas coordenadas, K se escreve como K = O{xj} x St
para algum ¢ € Z,, e tal que numa vizinhanca V; de cada {xj]:}l x S, nas
novas coordenadas, L se escreve como L = 0y + (a;(z,t) + igj(a:,t))ﬁx, sendo
aj7gj € C(V;;R). Suponhamos que L satisfaga a condicao (P). Provamos que
se em cada j temos (a; + igj)(x, t) = (v — z;)"agj(x,t) +i(x — xj)mjgoj(x, t),
com goj £ 0 em {z;} x S*, e 2 < m; < n; entdo L é fortemente resoliivel
(teorema 4.0.2). Se, além disso, L = 0; + (a(x) + ib(z))0d, provamos que: se
em cada z; temos agj(x;) # 0 # byj(z;) e 2 < m; < 2n; — 1, ou agj(z;) # 0
e by; = 0, ent@o L ¢ fortemente resolivel; se apj(x;) # 0 e m; > 2n;, com
bo; # 0 em qualquer vizinhanca de {z;} x S', para algum z;, entdo L ndo é

fortemente resolivel (teorema 3.2.1).



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contém resultados que auxiliam na compreensao do tra-
balho.
Seja L um campo vetorial sobre uma variedade suave €2, de dimensao

m. Denote por p(z, &) o simbolo principal de L; localmente podemos escrever

p(z,§) = Zaj(a:)éj.

7j=1
Definigao 1.0.1 Seja ¢ uma fungao suave a valores complexos sobre T*Q\ 0.
Uma curva bi-caracteristica de R(¢) é uma curva integral do campo Hamilto-

niano de R(€), sobre a qual R({) se anula.

Definigao 1.0.2 Diz-se que L satisfaz a condi¢cdo (P), num aberto V C €, se
ndo existe fungdo suave a valores complexos, positivamente homogénea, q(x,§),
sobre T*V '\ 0, tal que (gp) assume tanto valores positivos quanto negativos

sobre uma curva bi-caracteristica de R(qp), em V', sobre a qual g # 0.
Ver [H3, defini¢ao 3.1].

Defini¢ao 1.0.3 Diz-se que uma curva y é semi-bi-caracteristica de p(x,§) se

v € uma curva bi-caracteristica de R(pq), com q # 0.



Teorema 1.0.1 Cada uma das sequintes condigoes € necessaria e suficiente
para que L satisfaca a condigio (P) em V:

(a) Nao existe fungao C*° a valores complexos q em T*V '\ 0, tal que I(qp) as-
sume tanto valores positivos quanto negativos sobre uma curva bi-caracteristica
de R(qp), em Y, sobre o qual q # 0.

(b) Se T é um ponto caracteristico ou uma curva bi-caracteristica com proje¢ao
reqular injetiva em S*(V'), entao existe uma fun¢ao q de classe C*°, numa vizi-
nhanga W de ', tal que R(Hg,) # 0 em W e J(gp) ndo muda de sinal sobre

qualquer bi-caracteristica de R(qp) em W.
Ver [H3, teorema 3.7].

Pelo teorema acima, se L = d;+ (a(x, t)+ib(x, t))d,, a,b € C*(T? R)
entao a condicao (P) é satisfeita se, e somente se, b(+y(s)) ndo muda de sinal,
para qualquer 7y curva integral de $(L); a curva integral de (L), passando por

(z,t), tem a forma v, 4)(s) = (¢(x, ), s+1), sendo Os¢(x, 5) = a(¢(x,s),s+t).

Definicao 1.0.4 Diz-se que L ¢é globalmente resolivel se o endomorfismo

L : C=(T?) — C°°(T?) tem imagem fechada.

O operador transposto de L é dado por 'L = —L — (a, + ib,)(x,t).
Por argumentos padrao de andlise funcional mostra-se que L é globalmente

resoltivel se, e somente se, LO*(T?) = (kerL)°.

Definicao 1.0.5 Diz-se que L ¢é fortemente resolivel se a imagem do endo-

morfismo L : C*®(T?) — C>(T?) tem codimensao finita.

Usando o teorema da aplicacao aberta mostra-se que L é fortemente
resoltivel se, e somente se, L é globalmente resolivel e ker’L tem dimensao

finita.



Definicao 1.0.6 Seja L=X+:iY, sendo X e Y campos vetoriais reais. Diz-se
que p e q pertencentes a §) sao equivalentes se existe um numero finito de curvas
integrais dos campos £X e £Y que justapostas os unem. As classes de equi-
valéncia sao chamadas orbitas de Sussmann do campo L. Se B é uma tal classe
e existe p representante de B, com X(p) e Y(p) linearmente independentes,

entdo dizemos que B € bidimensional; caso contrdrio, B € unidimensional.

Ver [S, pag. 175].

Teorema 1.0.2 Seja L = X +1iY campo vetorial complexo nao singular sobre
uma variedade paracompacta M. As sequintes condigoes sao equivalentes:

i) L satisfaz a condi¢io (P) em M;

it) As drbitas de Sussmann da estrutura definida por L sao orientdveis, de
dimensao menor ou igual que 2 e X N'Y nao muda de sinal sobre as drbitas

de Sussmann bidimensionais.

Ver [Ho3, teorema 3.1]

Teorema 1.0.3 Suponha que L satisfaz a condi¢ao (P) em Q0 e seja K um
subconjunto compacto de 2. Entao sao equivalentes:

(i) qualquer ponto caracteristico de L sobre K estd sobre um intervalo compacto
de uma curva bi-caracteristica de R(qp), sobre a qual ¢ # 0, sem extremos ca-
racteristicos sobre K ;

(ii) nenhuma bi-caracteristica bidimensional e nenhuma bi-caracteristica uni-
dimensional completamente contida em C \ (Ciy1 U C§) (ver pdgina 36) estd

intetramente contida acima de K.

Ver [H1, teorema 7.1].



Teorema 1.0.4 Suponha que L satisfaz a condigio (P) e seja K um subcon-
jJunto compacto de ) tal que as condicoes equivalentes do teorema 1.0.3 sejam
satisfeitas. Entao,

N ={ue & (K);"Lu = 0}
¢ um subespago de dimensao finita de C§°(K) ortogonal a L(D'(R2)). Além
disso, para qualquer f € HEZ)C(Q), com < f,N >=0, e qualquert < s+m —1
podemos encontrar u € Héf)C(Q) tal que Lu=f numa vizinhan¢a de K (se s = 00

podemos tomar t = c0).
Ver [H2, teorema 26.11.3].

Proposicao 1.0.1 Seja 2 variedade suave nao compacta, paracompacta. Se
L satisfaz a condi¢ao (P) e u € D'() satisfaz (L+a)u = 0, sendo a € C*(£2),
entao o suporte de u € uma uniao de orbitas de Sussmann da estrutura definida

por L.

Ver [Ho2, proposigao 2.3].
Seja © uma medida de Baire com suporte compacto em €. Definimos

a transformada de Cauchy [ de p por

i) = [ (@), e sty

Lema 1.0.1 Se p € uma medida de Baire com suporte compacto em C e

f(z) =0 g.t.p.-dedy entao p = 0.
Ver [W, lema 2.7

Lema 1.0.2 Seja v uma curva retificivel e suponha que @ seja uma fungao

definida e continua sobre {y}. Para cada m > 1 seja

Ful2) = [ elw)w=2)"dw pora 2 {2}

5

Entao cada F,, é analitica sobre C\ {7} e F),(2) = mEF,,11(z).



Ver [C, lema 6.3]

Teorema 1.0.5 Se fy e f1 sao mergulhos (lineares por partes) homotdpicos
de S* em T2, de tal modo que fo(S*) ndo é fronteira de um disco, entdo existe
uma isotopia ambiente (linear por partes) de fo em fi, a qual € a identidade

fora de um subconjunto compacto de T?.
Ver [E, teorema 2.1]

Teorema 1.0.6 Seja V' C ) subvariedade compacta e F' : V x I — Q uma
isotopia de V.. Se ou F(V x 1) C 0Q ou F(V x 1) C Q\0NQ entao F estende-se

a uma difeotopia de € tendo suporte compacto.
Ver [Hi, teorema 1.3, capitulo 8]

Teorema 1.0.7 Seja U C 2 subconjunto aberto e A C U subconjunto com-
pacto. Seja F' : U x I — Q uma isotopia de U tal que F(U xI)C QxI
¢ aberto. Entao existe uma difeotopia de €2 tendo suporte compacto a qual é

wqual a F' numa vizinhanca de A x 1.

Ver [Hi, teorema 1.4, capitulo 8]



Capitulo 2

Condicao Necessaria

Neste capitulo daremos uma condi¢ao necessaria para que um campo

da forma

L=0,+ (a(z,t) +ib(x,t))0,, a,be C®(T%IR),

sobre o toro ']I'%m) ~ R?*/2n Z*, satisfazendo a condicdo (P), que possui pelo
menos uma orbita de Sussmann homotépica a {0} x S', seja globalmente
resolivel. Para isso vamos explorar uma variante da técnica de violacao de
desigualdades desenvolvida em [BCP, lema 2.1], a qual é baseada na seguinte

caracterizacao de operadores com imagem fechada devida a [Ko]:

e Sejam FE, F espacos de Fréchet, com F' separavel. Entao uma aplicacao
linear continua A : E — F tem imagem fechada se, e somente se, a
seguinte propriedade é satisfeita: dada z, € *A(F’), com z, — 0 fraca-

mente, existe y, € F’, y, — 0 fracamente, tal que ‘A(y,) = 2z,.

Embora nosso objetivo neste trabalho seja estudar campos genuina-
mente complexos, isto é, campos que nao sao multiplos de campos reais, o

teorema 2.0.8 aplica-se também a campos reais.

Se o € C®(SY) defina ¢ = p ® 1; € C°°(T?).
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Lema 2.0.3 Se L ¢é globalmente resolivel entao dada qualquer seqiéncia { ., }

em D'(T?), tal que Ly, — 0 fracamente, existem C' >0 e N € Z , tais que
i [(a-+ )31 | < Cllta-+ D)gllw, Vo € C¥(8"), [ 9 =0, ¥n € Zo. (20.)

A demonstracao deste lema sera omitida, pois é uma simples adaptacao da

demonstragao do [BCP, lema 2.1].

Seja I a uniao das orbitas de Sussmann unidimensionais periédicas

da estrutura definida por L.

Teorema 2.0.8 Suponhamos que exista o € S* tal que {zo} x ST C OK. Se

L € globalmente resolivel e satisfaz a condi¢ao (P) entdo a+ib nao é flat em

{zo} x St

Demonstracao:
E facil ver que uma das seguintes situagoes ocorre:
(x.1) para qualquer aberto V' D {x} x S! existe 7, curva integral periédica de
R(L), contida em V tal que bo v Z 0;
(x.2) para qualquer aberto V' D {zo} x S', o conjunto V'\ ({z} x S!) contém
alguma 7, curva integral periddica de R(L), a qual é w-limite (ou a-limite) de
alguma curva integral nao periédica de R(L);
(%.3) existe «y, curva integral nao periédica de (L), cujo conjunto w-limite é
w(y(s)) = {xo} x S* (ou a-limite é a(y(s)) = {zo} x ST).

Suponhamos que L seja globalmente resoluvel e que a + b seja flat em
{z0} x S*. Nossa demonstragio seguird analisando separadamente cada um dos
trés casos citados acima. Porém, antes disso, faremos algumas consideragoes
gerais.

Consideremos (x,) uma seqiiéncia estritamente decrescente convergin-

2 3
do para xg, com x, — Iy < 3 Seja ¢ € C°((—1,1)), ¢ = 1 sobre [0, Z_l] >0
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1 1
sobre {—5, 11 e ¢ < 0 sobre {—1, —5] , tal que /90 = (. Definamos a seguinte

seqiiéncia de funcgoes:

) neZ.,. (2.0.2)

Notemos que

2 x— xg 3 3x, — X
- <l z—29< =(x, — Sr —m
Zy—— T — Xo 2(33 xy) & T 5
e
2T — 29 3 5xrg — 3T,
—= > -1 x— > —(—x, =>Tr > —.
o T — T 2( T+ x0) & 5
5o — 31, 3T, — . 5zp— 31,
Logo, s(yn) C < o 5 - : - 5 xo). Além disso, xo—zx < Tp < Tp <
3T, — To

2

encontrar uma vizinhanca U x S' de {zo} x S tal que, para qualquer (z,t) €

9z, —
e @, = 1 sobre {:co, %] Como a = O(|x — zo|?), podemos

1
e | — xo|; aqui C” é a constante de Lipschitz da
T

fungdo ¢ sobre S x [0,27], sendo ¢ tal que v 0)(s) = (¢(z,5),s) é a curva

U x S temos, |a(x,t)| <

integral de R(L) com ponto incial (x,0). E facil ver que existe um aberto
U C U tal que para qualquer (z,0) € U’ x S tem-se (¢(z,s),s) € U x ST se

0 < s < 2m. Assim, para qualquer (x,0) € U’ x S e 0 < s < 27, temos

1
|p(z,8) — x| < g\x — Zg]. (2.0.3)
De fato, [¢(z,s) — z[ = [o(z,s) — ¢(z,0)] < |a(é(z,s),s)[2r <

1 1

o NN < Ny — Ty )

Logo, sex €U, x>x9e0<s< 2w, entdo

T — Xg 9x — x¢
o(z,s) =o¢(x,8) —z+x < +x=

e, conseqientemente,

zo < Pz, s) < (2.0.4)
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Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos assumir que a seqiiéncia
{(x,,0)} €U’ x St

Definamos ¢, (x,t) = ¢,(r) ® 1;. Dado N € IN, por um simples
calculo, é possivel obtermos constantes positivas C; e Cy, dependendo de N,

tais que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas:
1Y) ()| < Cy|zn — 20|77, para qualquer j < N; (2.0.5)
|0%(a + ib) (2, )| < Colz — 20|V, para qualquer |of < NVt € St (2.0.6)

Em particular, das desigualdades (2.0.5) e (2.0.6) obtemos, para cada N € IN

dado, a seguinte estimativa:
[(a+ib)@nl(v) < C'len — xol®, n€ Zy. (2.0.7)

Um fato importante que serd usado com freqiiéncia no decorrer desta demons-

tragao é que gragas a condigao (P) temos

o
/ b o Y(z0)(s)ds

T1

T2
~ [ berotlds (208)

T1

sendo 1,75 < 00 quaisquer, para qualquer curva integral (o) de R(L).
No decorrer desta demonstragao vamos supor que as curvas dadas nas
respectivas hipdteses estao a direita de {xg} x S* (caso contrario a demons-

tragao segue de modo andlogo).

Suponhamos que ocorra (x.1). Entao, podemos encontrar uma seqiién-
cia ((x,,0)), sendo (x,,) estritamente decrescente convergindo para z, tal que
em cada (z,,0) passe uma curva integral periédica de R(L), vn(5) = Y(z,,0)(5),
s € [0,27], com bo~, # 0. Consideremos a seqiiéncia de fungoes (p,,), dada
por (2.0.2), definida para esta seqiiéncia (x,).

Definamos

2
() = / pom(s)ds, ¥ e C(T?),
0
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1 — cos(z,, — xo)

Jy" o ml(s)ds
¢ € C>(T?), temos:

sendo «,, = . Evidentemente ju, € D'(T?). Além disso, se

o) — o (/0%(6,5@ - aD,) 0 yu(s)ds + i /O%(baxgo) o ’Yn(S)ds) -

— an ( / (oo ()ds 1 / 7 (b0, o %<s>ds) .

2T
Porém, / (p o) (s)ds = @ oy,(2m) — ¢ 0 7,(0) = 0. Assim, temos
0

2
Lian(0)] < @wsuplOo] [ b0 7()lds = (1~ cos(an, — ) sup Bl
T 0 T

Portanto, 'L, — 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ¢, 07, = 1, fazendo
uso de (2.0.8) e das desigualdades (2.0.1) e (2.0.7) obtemos

1 — cos(z, — x9)

fo% b o v,(s)|ds

[0 ommtsras

1 —cos(z, — o) =

[ 030 0mis1is| =

= o < |unl(a +ib)@u]| < CC'zn — ol

a qual é uma contradicao. O

Suponhamos, agora, que ocorra (*.2). Entao, podemos assumir que

existem seqiiéncias (z,,), (x)) e (2!) estritamente decrescentes convergindo

para xg, tal que em cada (z,,0) passa uma curva integral nao peridédica de

R(L), Yo = V(wn0), satisfazendo: x, € (27, 2},), w((2,,0)) = Y@r,0([0,27])

e a((zn,0)) = 7a,0([0,27]) (ou w((2n,0)) = Yay,0([0,27]) e a(2s,0)) =
Year,0)([0,27])), sendo que Y1 ) € Y@r0) Sa0 curvas integrais periédicas de
R(L). Logo, podemos escolher s, < s/, € IR tais que v,(s,) € V,(s,) pertencam

a St x {0} e, além disso,

n < |¢(.’L’n, 3;1) - Qb(l‘n, 5n)|

n+1"— xl —x

n n

< 1.

Consideremos a seqiiéncia de fungoes (¢, ), dada por (2.0.2), definida para a

seqliéncia (x)). Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, podemos supor
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que ocorre uma das duas situagoes seguintes:

/

) [ oo rals)ds < ol . v

it) / |bo,|(s)ds > !, — 2 Vn.
Suponhamos que o item 7) seja satisfeito. Definamos

. 1 —cos(z;, — o

pin () = o >/ oYu(s)ds, Y e C®(T?).

[
L Ly,

Evidentemente p,, € D'(T?). Além disso, se p € C°°(T?), temos:

1 —cos(x;, — o) l

Linn() = ( / (o) (s)ds +i / " (bup) 0 %<s>ds) |

x —xl
Como |p(x,t) — ¢(y,t)| < K|z — yl, temos

1 — cos(z], — z9)

|tL:un(§0)’ < |90(7n(3;)) - 90(%1(871)”4_

I o
xn xTL

1 — cos(z!, — x9)

/ "
Ly — Ty,

sup 9] / b o ya(s)lds <
T2 Sn

< 1 — cos(z], — xo)

K|¢(xn, 5,) = ¢(wn, sn) |+

Il
xn xn

1 — cos(z!, — xo)

sup Ié’xwl/ b0 vn(s)|ds.

/ 1"
Ty — Ty

e, portanto, 'Ly, — 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos @, oy, = 1,

usando as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos

n |¢(«Tm S;L) - ¢<xm Sn)|
— 1(1 — cos(x), — x0)) < (1 — cos(x;, — xp)) P -
1 —cos(x!, — o) | [*, N~ "ot 3
R (@) 0 (5)| ds < lpal(a + D)) < CC'l, = ol
Logo,

n+1
n

1 — cos(x!, — zg) < CC'|x!, — mo|® < 2C"|2!, — x|?,

a qual é uma contradigao.

Suponhamos, agora, que ii) seja satisfeito. Entao,

/

/ " ool (s)ds >, — 2 > [$(n, 5L) — Hn 5u)]-
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Definamos

. 1—cos(z), —x
,un(@) - s, ( 0>
Lo 1o o ml(s)ds

Evidentemente p,, € D'(T?). Além disso, se p € C°°(T?), temos:

1 —cos(z, —z Sn ) [
"Lin(p) = s : 0 </ (0 0 7m)'(s)ds + z/ (bOxp) © ”yn(s)ds> .
fsn ‘b o ’)/n|(8)d$ Sn Sn

Como |90(:Eat) - QO(y,t)’ < K|£L’ - y|7 temos

/ngooyn(s)ds, VQOECOO(']IQ).

— cos(x!, — xp)

th <
o)l = f b0l (3)ds

(Y (57)) — (Vnlsn)) |+

S/

fs;L b0 va|(s)ds S%gp 1020 b0 n|(s)ds <

1 — cos(z!, — xo)
Ly ol (s)ds
+(1 — cos(z!, — z0)) sup |0

T2

1 — cos(z], — z9)

K|¢(xn, 5,) = &(wn, sn) |1+

e, portanto, ‘L, — 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos @, o vy, = 1,
usando (2.0.8) e as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos
1— ’ sh,
1= cos(el, —n0) = T I [Py 0 ) <
S o uls)lds .
< Jpnl(a + )G < CC'|an — ol
a qual é uma contradigao. O

Finalmente, suponhamos que ocorra (*.3). Podemos assumir que
existe uma seqiiéncia (z,), estritamente decrescente convergindo para xg, tal
que em cada (z,,0) passa uma curva integral de (L), Vn(5) = Y@n,0)(5) =
(d(xn, 5), 8), sendo w((z,,0)) = {xo} x S* (caso contrario existe uma seqiiéncia
de tais curvas com a((z,,0)) = {zo} x S' e a demonstragao segue de mo-
do andlogo). Consideremos a seqiiéncia de fungoes, dada por (2.0.2), defini-

da para esta seqiéncia (z,). Para cada n escolhamos s, € IR, tal que
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(21,,0) = Ywn0)(sn) satisfaca |x), — x9| < |z, — zo|*>. Passando a uma sub-
seqiiéncia, se necessario, podemos assumir que ocorre uma das duas situacoes
a seguintes:
) [ berl(s)ds — o
0
i1) /Sn |bov,|(s)ds # 0, Vn, e /Sn |bov,|(s)ds — C > 0, sendo que C' pode
0 0
ser igual a oo.

Suponhamos que o item i) seja satisfeito. Definamos

() = / pom(s)ds, Ve C(T?).
0

Evidentemente u,, € D'(T?). Além disso, se ¢ € C°°(T?), temos:

L) = / " (o) (s)ds +i / " (b02p) 0 1ul(s)ds,

e, assim,

' Ltn (0)] < lo(yn(sn)) — ©(72(0))] + sup 0,0 /0 b0 v (s)|ds.

Portanto, *Ly, — 0 fracamente. Logo, pelas desigualdades (2.0.1) e (2.0.7),

obtemos
|tn[(a +i0) 2] < Cl|(a+ )@l vy < CC'|y — 0],

Além disso, como (2.0.4) implica ¢, o Tljgroy = 1, temos

/ a o, (s)ds
0

|tn[(a + ib)Gn]| >

| @ o

= |z), — xp| = 2y — ), = T, — 20 — (T}, — T0).

/Sn 0s¢0(xy, s)ds
0

Logo,

|z, — 20| < (CC" + 1)|2,, — 20|,

a qual é uma contradigao.
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Suponhamos, agora, que ii) seja satisfeito. Definamos,

. 1 —cos(z, — o) /S" 2
Hn P) = —F5 po(s)ds, Ve C(T).
O T bomlas Jy 00 )

Evidentemente y,, € D'(T?). Além disso, se p € C*(T?), temos:

1 — cos(x,, — xo)
‘'L n = s
) T o nlto)es

(1pnts) = a0 1 [ 0010) 0051 ).

(Lo < (1 = cost, — ) (0O sup o,

e, portanto, * Ly, — 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ¢,, o Vlo.oey = 1,

usando (2.0.8) e as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos

1—cos(z, —x Sno
1 —cos(z, — o) = b o(%(s)l(;z /0 (bpn) © Yu(s)ds| <
< lalla + )3l < Cll(a+B)@ulloy < CCa, — o,
a qual é uma contradigao. 0
Assim a demonstracao estd completa. [ |

O fato de existir {zg} x S' C 9K, para algum z, € S', é um caso
particular do problema proposto no comego deste capitulo. Em geral, quando
OK # 0, temos v C K, para alguma 7 curva integral periddica de R(L). Porém,
pelos teoremas 1.0.5 e 1.0.6 obtemos um difeomorfismo de T? em T? tal que 7,
nas novas coordenadas, pode ser escrita como y(s) = (xg, s), s € [0, 27|, para

algum x, € S! e tal que L, nas novas coordenadas, pode ser escrito da forma
L =0, + (a(z,t) + ib(x,1))d,, @ be C®(V;IR),

numa vizinhanga V' de {zo} x S*.
Como os argumentos dados no teorema 2.0.8 sao restritos a uma vi-

zinhanga de {xg} x S' é facil ver que a respectiva demonstracao se aplica a
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todos os campos referidos neste capitulo, para os quais 9K # (), utilizando
sua forma no aberto V. Com nossa hipétese de K # 0, se 9K = () entao L
é real e possui apenas curvas integrais periédicas. Neste caso, usamos o fluxo
para obter um difeomorfismo que transforma o campo L no campo 9, o qual

¢ globalmente resoluvel (ver [GW], [He|, [Hol]).

Corolario 2.0.1 Se L = 0; + (a(x) +ib(x))0y, com a+ib # 0, € globalmente
resolivel e satisfaz a condigio (P) entdo a + ib possui apenas zeros de ordem

finita.

Existe uma outra demonstragao deste coroléario, a qual ¢ valida mesmo que L
nao satisfaga a condi¢ao (P); tal demonstragdo é uma simples adaptagao da

prova do teorema de necessidade de [BP, pag.137], bastando trocar a por a+1ib.

Nota:

Se a estrutura definida por L possui apenas um niumero finito de orbitas uni-
dimensionais periddicas homotdpicas a {0} x S, entdo ndo existe perda de
generalidade em assumir que todas sio da forma {z} x S* (ver 1.0.5 ¢ 1.0.7).
Serd que podemos assumir o mesmo quando o niumero de orbitas unidimen-
sionais periddicas homotdpicas a {0} x S* nao é finito? Se a resposta for
afirmativa, entao sequird que: se L € globalmente resolivel entao L possui

apenas um numero finito de orbitas unidimensionais periodicas homotopicas a

{0} x St (ver teorema 2.0.8).



Capitulo 3

Condicoes Suficientes: 12 parte

Este e o proximo capitulo tém como objetivo obter condigoes sufi-

cientes para que um campo da forma
L =0+ (a(z,t) +ib(x,1))0,, a,be C®(T%IR), b#0,

sobre o toro T%:c,t) ~ IR?/2wZ?, satisfazendo a condicdo (P), que possui pe-
lo menos uma érbita de Sussmann homotdpica a {0} x S!, seja fortemente
resoluvel. Em particular, teremos obtido condicoes suficientes para que L seja
globalmente resolivel. Vamos nos restringir ao caso em que (L) possui al-
guma curva integral nao periddica; caso contrario o fluxo reduz nosso estudo
ao estudo feito em [BCP|. Na primeira segao deste capitulo (segao 3.1) enun-
ciaremos um teorema devido a [BCP, teorema 3.1], o qual nos permite subs-
tituir o problema de resolubilidade forte por um problema de resolubilidade
perto do conjunto caracteristico. Na secao 3.2 estudaremos o caso especial,
L = 0, + (a(z) + ib(x))0,, o qual nos permitira entender o caso geral, isto é,
quando a e b dependem de (x,t) (conteido do capitulo 4). Desde j&, assumire-

mos que a palavra orbita significa érbita de Sussmann. Como conseqiiéncia

imediata do trabalho [Sc| (ver também [Ho4]) temos o seguinte teorema:

19
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Teorema 3.0.9 Se v € uma curva integral do campo vetorial Oy + a(x,t)0,,
sobre T2, com a real, entdo temos apenas duas possibilidades para seu conjunto
a-limite ou w-limaite:

i) € uma curva integral peridodica;

ii) € igual a T?.

De posse desse teorema, € facil ver que se a estrutura definida por L =
O+ (a(z,t) +ib(x,1))0ys, a,b € C*(T? R), com b # 0, satisfazendo a condigao
(P), nao possui drbitas de Sussmann unidimensionais periédicas entao T? é a
unica 6rbita e, portanto, L é fortemente resoluvel (teorema 1.0.4). Por isso
este trabalho se dirige aos campos para os quais existe 6rbita unidimensional
peridédica. Nosso estudo serd feito no caso particular em que essa 6rbita (e,

portanto, qualquer uma delas) é homotdpica a {0} x S*.

3.1 Resolubilidade forte versus semi-global

Seja IC o conjunto formado pela unidao das curvas integrais periddicas de R(L),
para as quais b se anula identicamente, ou seja, boy = 0, para qualquer v C K.

q
Suponhamos que K = U 7:, para algum ¢, e definamos U = T? \ K.
i=1

Observacao 3.1.1 Essa enumeracao das curvas em KC € dada de forma que
nao exista Yy, entre vy; € Vir1. Assim, o aberto limitado por ~; e vix1 € uma

componente conexa de U.

Seja V' uma componente conexa de U. Entao, V' é uma orbita bidi-
mensional se, e somente se, para cada 7, curva integral de (L) contida em V|
existe sp = so(7) € R tal que boy(sg) # 0. De fato. A necessidade é ébvia.

A suficiéncia vem do fato de que qualquer ponto de V' estd sobre uma orbita
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bidimensional, a qual é aberta e conexa. Conseqlientemente, V' é tal orbita.

Para ilustrar esse fato daremos os seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.1 Se existe curva integral periddica de R(L) contida em V' entao

V' € a unica orbita da estrutura definida por Ly, .

De fato, se p € V entdo pelo menos uma das curvas integrais periddicas w(p)

e a(p) de R(L) é tal que, sobre ela, b Z 0. [ |

Exemplo 3.1.2 Suponhamos que em V nao exista curva integral periodica de
R(L). Tomemos ~v; C V. Definamos I' a translagao de ~; tal que T' C V. Se
b(xz,t) # 0, Y(x,t) € T', entdo V € a unica orbita da estrutura definida por
Ly, . (Evidentemente que no caso em que U € conexo, isto €, ¢ = 1, temos
[ =T"UIl'", sendo I'"NI~ = (. Assim, para que U seja drbita bidimensional

basta que b(x,t) # 0, para qualquer (z,t) € T ou para qualquer (z,t) € T~ ).

De fato, pois qualquer curva integral de R(L), em V| intercepta I' (resp. I'*
ou I'") em pelo menos um ponto. [ |
Com a hipotese de que cada componente conexa de U é uma Orbita

bidimensional podemos demonstrar os seguintes lemas:

Lema 3.1.1 Suponha que L satisfaca a condi¢cao (P). Seja s € IR. Se

pwe€DU) e'Lu e H entao p € H®.

Demonstracao:

A demonstragao é uma conseqiiéncia imediata de [H1, teorema 3.1]. Seja
(x0,t0) € U. Entao (zg,ty) pertence a alguma componente conexa V. Logo,
existe so tal que b(7y(so)) # 0, sendo vy curva integral de R(L), passando por
(70, t9). Em particular, L é eliptico em ~(sg), e, portanto, u € H**t C H® em
7(sp). Como b tem sinal constante numa vizinhanga de ([0, sq]), obtemos que

JIRS H? em (Z)’Jo,to). |
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Lema 3.1.2 Seja u € D'(V) (V componente conexa de U) tal que "Ly = 0.

Se =0 em algum subconjunto aberto de V' entao u = 0.

Demonstracao:

O suporte de p é uma unido de érbitas (ver proposigao 1.0.1). Logo, p=0. 1

Como K é finito, com o auxilio dos teoremas 1.0.5 e 1.0.7, obtemos

um difeomorfismo de T? em T? tal que nas novas coordenadas K se escreve

como K =N x 5!, sendo
N ={z e SYa(x,t) +ib(x,t) =0,V t € S'} = {x1, ..., 2.},

e tal que numa vizinhanga V; de cada {x;} x S', nas novas coordenadas, L se

escreve €omo
L =08+ (a;(x,t) + ibi(x,1))0,, sendo @b € C®(Vi;IR).

q
Assim, U = U J; x S, sendo J; = (i, xi11). Para cada z; € N definamos

=1

F(x;) = ker(*L) N &' ({x;} x SY).

Se J;_1 x St e J; x S! sdo 6rbitas bidimensionais e U = (z; — §,7; + §) x S,
com § > 0 pequeno, entdo, pelo lema 3.1.2, obtemos ker(*L) N &'(U) = F(x;).

Com auxilio dos lemas 3.1.1 e 3.1.2, é possivel demonstrarmos o seguinte

teorema (devido a [BCP, teorema 3.1]):

Teorema 3.1.1 Suponha que L satisfaca a condi¢ao (P), que K seja finito e
que cada componente conexa de U seja uma orbita bidimensional. FEntao L
¢ fortemente resolivel se, e somente se, ambas as propriedades a sequir $ao
satisfeitas, para cada x; € N :

(x) dimF(z;) < oo;

(%x) para qualquer f € C®({x;} x SY), f € F(x;)°, existe u € C>*({x;} x S)

resolvendo a equagio Lu = f numa vizinhanca de {x;} x S?.
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Observagao 3.1.2 A hipdtese de que cada componente conexa de U € uma
orbita bidimensional, no teorema 3.1.1, € essencial para que L seja fortemente
resolivel. De fato, se L = Oy+(a(x)+1ib(x))0:, negar tal hipdtese significa dizer
que bbixsl = 0, para algum i. Assim, € possivel construir uma distribuicdo h

"bem especial”, como em [BP], para mostrar que dim(ker 'L) = oo.

3.2 Caso Especial

Para que L = 0, + (a(z) +ib(x))0,. seja globalmente resoliivel é necessério que
o numero de érbitas unidimensionais periddicas, da estrutura definida por L,
seja finito e que, além disso, sobre cada uma a + ib nao seja flat (corolario
2.0.1). Sendo assim, nao é dificil imaginarmos que as condigoes para que valha
a reciproca do corolério 2.0.1 estejam relacionadas com a ordem dos zeros da
funcao a + ib. Definamos K, ' e U como na secao anterior. Nossa técnica de
resolucao baseia-se em utilizar o teorema 3.1.1; para isso vamos assumir que
cada componente conexa de U é uma orbita bidimensional e que L satisfaz
a condigao (P). Dessa forma, dizer que V', componente conexa de U, é uma
6rbita bidimensional, significa dizer que by, # 0.

Pelo teorema 3.1.1, mostrar que L ¢ fortemente resolivel é equivalente

a verificar a validade de (x) e (%x).

Lema 3.2.1 Se numa vizinhanga V; de x; temos (a+ib)(x) = (v —x;)"ap(x)+
i(x — x)™bo(x) com ap(z;) # 0 e m; > n; > 1, ou ainda, com by(x;) # 0 e
n; > m; > 2, entdao, para m = min{m;, n;}, temos que as sequintes afirmacoes
sao verdadeiras:

i) a equagdo Lu=f pode ser resolvida mddulo fungoes flat em {x;} x S, desde

que (69 (z) @ 1,)(f) = 0 para todo 0 < j < m —1;
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ii) F(x;) € gerado pelas distribuicoes 59 (x)®1;, 0<j<m-—1.

A demonstragao do {tem i) é andloga a do lema 2.1 de [BP] e a do item i)
esta feita no lema 4.1 de [BCP].
Estamos, finalmente, prontos para demonstrar o principal resultado

desta secao.

Teorema 3.2.1 Sob as hipdteses do lema 3.2.1 suponha que b Z 0 em cada
Ji x S e que L satisfaca a condigio (P). Seque que:

i) se em cada x; temos ag(x;) # 0 # bo(x;) e 2 < m; < 2n; — 1, ou ap(z;) # 0
e bp =0, entdo L ¢ fortemente resolivel;

ii) se ap(x;) #0 e m; > 2n;, com by #Z 0 em qualquer vizinhanga de {x;} x S,

para algum x;, entao L nao € fortemente resolivel.

Demonstracao:

O lema 3.2.1 prova que L satisfaz (x) e, além disso, que satisfaz (%) mddulo
fungoes flat em {x;} x S'. Seja, entao, f uma fungao flat em {z;} xS*. Podemos
assumir, sem perda de generalidade, z; = 0. Note que Lu(x,t) = f(z,t) numa
vizinhanga de {0} x S' em T? se, e somente se, a seqiiéncia (i) (transformada
parcial de Fourier com relagao a variavel t) é tal que Lytuy(x) = fk(x), numa

vizinhanca de z = 0, Vk € Z, sendo Lyty(x) = ikiyg(x) + (a + ib)(z)(0) (x),

e tal que Z e’ define uma fungdo C'* numa vizinhanca de {0} x S'.

ke,
Usaremos esta tltima condi¢do da afirmacdo acima para provar os itens i) e

i1) do teorema.

Demonstragao do item i). Suponha que by(0) # 0. Para k = 0 temos que

resolver (a + ib)%ﬁo(x) = fo(z), isto &, Eﬁo = afib e C™, pois fo ¢ flat
em x = 0. Portanto,
o) = [ @)
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¢ solugao numa vizinhanca de = = 0.
Para k # 0 resolveremos, em primeiro lugar, Lytg(z) = fk(a:) para
z € (0,9), para algum 6 > 0 pequeno. Podemos assumir que b > 0 para tais

valores de x. Usando fator integrante encontramos, para x > 0 e para cada
k>0,

o) = [ emikC@—cw) Tk g
o) = [ e ey

o1 T a " b
Clz) = —/m a+z’b<y)dy: —/m aQ—JFbQ(?J)dy‘H/m ag—erQ(y)dy-

fi

N ‘ —kfz#(s)ds
< . a2+b2 d
)| < [t Ot gy

e, como m(m) > 0, temos

i ()] < / x

Usando novamente fator integrante, mudamos o ponto inicial e encon-

~

Ir
a—+1b

(y)dy = O(|z)),Vj.

tramos, para cada x > 0 e para cada k < 0,

n ;
() = —/ e_““(c(m)_c(y))a :f'_kib(y)dy, sendo C(x) como antes.

Assim, para 0 < z < g, temos

o) < [t e S )y -
- / R P
. a—+1b
n Y b
/2 ) et I i () % (y)dy.
b x™by

Notemos que (x). Portanto, podemos fazer as

() =
1 b()

seguintes simplificagoes: se 2 < m < nentao ——=(z) = —- T);
g p G = = a2 + bQ( ) m x2(n—m)a% + bg< )

a? + b2 z?rad + x2mbj
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™ bo

(0) = 5 () = —

ag + z2m-—n)p2 ol

sen < m < 2n — 1 entao

bo
at + x2m-n)pZ

a? + b2

(x), para algum [ > 2. Logo, podemos encontrar «, 3 reais
positivos tais que

bo

ak + x2m-n)pZ

< bo
(67
— p2nmmgk 4+ b3

(@Qﬁp @Os@

e, assim, para algum [ > 2 e para y > 2x, temos

Y b Y1 o a
- > _ S S [ S S 2z _
/x a? + bQ(S)dS - a/m slds ((—=1s=t* = (I—=1)s1! E

:‘ufn<@$1‘xh>:‘ufw(gﬁf):3ﬁ;:3';f

Portanto,

|mmnséh

O processo para obter as solugoes e estimativas, utilizado para = > 0,

ka(271—1) 1
()dy + Me 27 E=1) 270 = O(|af?), v,

~

fr
a—+ b

procede de modo analogo para x < 0.
Notemos que, se by = 0, numa vizinhanga de z = 0, entao en-

contramos, para cada k € Z, uy(x) = / e_ikf;%(s)dsﬁ(y)dy e, portanto,
0 a

\mmﬂsﬁxﬁ<w@.

a
Pelas solugoes e majoragoes encontradas, bem como majoragoes analo-

gas para as derivadas de 1y, fica evidente que, para cada k € Z, a funcao uy
é de classe C™ e é flat em x = 0; além disso, (i) é rapidamente decrescente
quando |k| — oo. Portanto, tal seqiiéncia define uma fungao u € C*, a qual

é solugao para Lu = f, numa vizinhanca de {0} x S*.

Demonstragao do item ii). Podemos assumir, fazendo uso da hipdtese, b, —50) *
0, para qualquer § > 0, e b(x) > 0, se x < 0 é suficientemente proximo de
0. Caso contrario teremos by, # 0, para qualquer 6 > 0, e o resultado

segue analogamente. Suponhamos que L seja resoltivel numa vizinhanca V =
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(—0,8) x S de {0} x S*. Consideremos a seguinte seqiiéncia de funcoes (f),
ke Z:

Fel@) = g(z) - (a+ib)(x) - e - e oo @

sendo zo € (0,0) tal que b(zg) > 0, (¢x) uma seqiiéncia de nimeros positivos

rapidamente decrescente e

Tal seqiiéncia (fy) é rapidamente decrescente e, para cada k, fi € C>({0}) e
é flat em =z = 0. De fato. Evidentemente fk é de classe C'°, para cada = # 0.

Considere hy(z) = g(z) - (a + ib)(z) e hyo(z) = e e 2@ Como hy(z)
(9)

é flat em z = 0, temos ——(0) = 0, para qualquer j; aqui p(z) é qualquer
p

fungao em que x = 0 é zero de ordem finita. Assim, (h?’hé”)(oﬂ = 0, pois
hy € C*(x0,0) N L[z, 0]. Logo,
f,ﬁ”(oi) = ¢y, Z <i> (VRS (0%) = 0, para cada j,
r<j
e, portanto, fk é de classe C* e flat em x = 0. Além disso, para cada j fixado,

700 < (D) @l < 3 ClIn gl b < Gkt

r<j r<j

sendo g;_, somatoério de derivadas de poténcias da funcao Q—Iﬂ(m) e C; =

maX{C’]Tth Qj—r||oo}. Porém, de (c;) rapidamente decrescente, temos que
O/

dados N, j € IN, existe C’ > 0 tal que |¢x| < W’

VEk, e, portanto,

C//

£(7)
@)1 < e v

Desse modo, a seqiiéncia (fi) define uma funcio f(x,t) de classe C*™ em V),

flat em {0} x S!, a qual, evidentemente, pertence a F(0)°.
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Mostraremos, a seguir, que nao existe u € C* tal que Lu(z,t) =

~

f(z,t), em V. Resolvendo Ly0x(z) = fr(x), para cada k # 0, obtemos 0 ()

Osex>0c¢

0 ~
~ —i z)— fk
Uk,(gj) = _/ e k(C(z) C(y))a n Zb(y)dy’

sendo

T
C(x) = / —(y)dy, se z <0,
y @+ )

pois € L'[n,0]. Assim,

a? 4+ b2

0
bulan) = = [ gly)ene o Ty

o

Como, por hipotese,

Yob
0< / m(S)dS < o0, vy S (1’0,0),

zo

temos que y; > 1y implica

/’yl b ( )d /'342 b ( )d
—(s)ds > ——(s)ds.
20 a2 + b2 o0 a2 + b2

Logo, se k > 0,

<
~—
o
<
A%

0
iulan) = = [ glg)aet om0

Zo

2

0 xg b 0
> = [ gwac S #EOmay — — [ Hg)ady = e,

Q 0

2 2

Tome, na definicao de fk, cp = e M* para cada k > 0. Sendo assim, (%) nao
define uma fungao C'*°.

Um simples cdlculo mostra que a solucao geral da equagao homogénea
Lyhg(xz) =0, para 2 < 0 e cada k # 0, é dada por:

a

hi(z) = hi(n) - o~ Sy aw Wy _ hio(n) - el S L Tz W)dy.

A

Se existe u(z,t) tal que Lu(x,t) = f(z,t) em z < 0 entdo Lyig(z) = fr(z) e

U (z) = v () + hg(x), para cada k # 0. Assim, para k > 0, temos |l (zq)| >
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— z b
[on(wo)| — [he(wo)| = M = [hi(m)] - ™I @@ N, Como ———3 € L'[n, 0]

zo b Cl2 + b
temos 0 < /77 W)y = < oo, Logo, lik(wo)| = M'=[hx(m)] e >
/

TR para qualquer k£ > 0 suficientemente grande, o qual é uma contradicao.

Portanto, nao existe tal u(x,t) e o item i7) fica demonstrado. u

Nota:

Observe que o teorema 3.2.1 nao se aplica aos campos que satisfazem m; =
2n; — 1, para algum i. Porém, neste caso, se m; = n; = 1, o trabalho [BM]
exibe uma funcdao f de classe C* e flat em x = x;, a qual nao possui solugao
u € C°{z;} x SY). Assim, o item (»x) do teorema 3.1.1 ndo € satisfeito
e, portanto, L ndao € fortemente resoluvel. Fxiste uma particular semelhanca

entre os campos em que m; = 2n;—1, sendo n; > 2, e 0s campos que satisfazem

b 1

m; = n; = 1, para algum i, a saber: ——(x) =
p g a2+b2()

-g(x), sendo g €
Xr — I;

C>*NL>*, em alguma vizinhanca de x;. Isto dificulta o uso da série de Fourier
(como usada no teorema 3.2.1) para verificar a resolubilidade forte de L e,

além disso, nos leva a acreditar na possibilidade de existir exemplos de campos

com esta ordem de anulamento que nao sejam fortemente resoliveis.



Capitulo 4

Condicoes Suficientes: 22 parte

No capitulo anterior foram dadas condicoes que determinam se o cam-
po L = O+ (a(x)+ib(x))d, é, ou nao, fortemente resolivel, a menos do caso em
que m; = 2n; — 1, para algum i. Sendo assim, nosso objetivo, neste momento,

é obter condigoes suficientes para que um campo da forma
L =0+ (a(z,t) +ib(x,1))dy, a,be C®(T%IR), b0,

sobre o toro T(QM) ~ IR?*/2wZ?, satisfazendo a condicdo (P), que possui um
nimero finito de érbitas de Sussmann unidimensionais, sendo cada uma ho-
motépica a {0} x S', seja fortemente resolivel.

Assumiremos, neste capitulo, a exemplo do capitulo anterior, que a
palavra orbita significa érbita de Sussmann. Como mencionado no capitulo
anterior, no caso em que R(L) possui apenas curvas integrais periédicas o
fluxo reduz nosso estudo ao estudo feito em [BCP]. Sendo assim, vamos nos
restringir ao caso em que f(L) possui alguma curva integral nao periddica. A
secao 3.1 nos diz que, nas novas coordenadas, as orbitas unidimensionais de

tais campos sao da forma {x;} x S1. Além disso, nas novas coordenadas, L se

30
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escreve como
L =0, + (a;(x,t) +ibs(x,))0s, @i, b; € C(Vi; R),
numa vizinhanga V; de {x;} x S'. Logo, podemos definir os conjuntos
N={zeS(a+ib)(z,t)=0,VteS}={a,...,v,} e
q
U=T"\(NVx8")=|]JJx5",
i=1

para algum ¢ € Z, (ver secdo 3.1). Dentre os campos em que (@; + ib;)(z, ) =
(x —x)"ag(x,t) +i(x — xi)migol-(x, t), com t — ag;(x;,t) £ 0 e m; > 2n;, para
algum ¢, é possivel encontrar algum que nao seja fortemente resolivel (ver
segdo 3.2). Logo, para alcangarmos nosso objetivo, nos resta apenas estudar
os campos em que m; < 2n; — 1. Porém, este capitulo trata apenas daqueles
em que 2 < m; < n;. Isso se deve as dificuldades encontradas ao longo deste
trabalho. Algumas ja foram mencionadas no final do capitulo 2, outra é a
demonstracao da existéncia de uma fungao suave H sobre [—oyq, 0¢] a valores
no espago da fungoes holomorfas sobre A(e) tal que u(z,y,t) = H(z, Z(z,y,t)),
se (z,y,t) € K,,, para qualquer u solugao de Lu =0 (L, Z, A(e) e K, serao

definidos no decorrer do capitulo).

Teorema 4.0.2 Se L satisfaz a condi¢ao (P) e para cada x; € N, {x;} %
S possui uma vizinhanga em que @;(x,t) + ibi(z,t) = (x — ;)™ (Goi(x, t) +
iEOi(m,t)), com m; > 2, e tal que a fungao t +— EOi(xi,t) %= 0 entdo L €

fortemente resolivel.

Para demonstrarmos este teorema basta provarmos que, sob tais hipé-
teses, as propriedades (x) e (%%) do teorema 3.1.1 sdo satisfeitas. Isso é o que

faremos nas secoes a seguir.
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4.1 Resolvendo mdédulo funcoes flat

Fixemos z; € N. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que z; = 0.

Para facilitar a notacao vamos considerar a; + tb; = a + 1b.

Lema 4.1.1 Assuma que a condi¢ao (P) € verificada. Considere c(x,t) ~
Con(D)Z™+Cpp 1 ()™ 4+ -+ @ expansdo de Taylor de c = a+ib numa vizinhanga
de {0} x S, sendo m > 1 e by,(t) # 0. Entdo:

i) by, nao muda de sinal;

i) ( I cm(t)dt) = [P b (t)dt # 0.

Usando a demonstracao de [BCP, lema 4.1] e o fato de que b nao muda de sinal
sobre as 6rbitas bidimensionais (teorema 1.0.2) temos a demonstracao deste
lema.

O resultado acima ¢ usado para provarmos a seguinte proposigao:

Proposicao 4.1.1 Sob as hipdteses do lema acima, suponha que m > 2.
Entao,

i) A equacdo Lu = f pode ser resolvida modulo funcoes flat em {0} x S1, desde
que (0Y)(z) ® 1;) (f) =0 para todo 0 < j < m —1;

ii) F(0) € gerado pelas distribuigies 69 (x) @ 1, 0 < j < m — 1.

Se na demonstragao de [BCP, proposicao 4.1] substituirmos b,,(t) por ¢,,(t) e
usarmos o lema 4.1.1, teremos a demonstracao desta proposicao.
Segue, da proposicao acima, que para provarmos o teorema 4.0.2 é

suficiente resolvermos a seguinte equacao:

Lu=f

fflat em {0} x S*.
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4.2 Method of descent

Nesta se¢ao utilizaremos o method of descent (ver [Hel], [Go]) como em [BCP],
o qual recordaremos.

Estamos interessados em resolver
Lu=f (4.2.1)

em Q = (—4§,0) x S, sendo que f € C*(Q) se anula de ordem infinita sobre
{0} x S'. Pela hipétese do teorema 4.0.2, contraindo § se necessario, podemos
supor que c(x,t) = x™(ag(z,t) + ibo(z,t)) em €, sendo que m > 2, e que a
fungao x +— bo(z,t9) # 0, V = € (=4,0), para algum ty, o qual sem perda
de generalidade podemos assumir igual a 0. Como, por hipétese, L satisfaz a
condigao (P), podemos assumir, também sem perda de generalidade, by > 0.

Assim, podemos escrever L, em {2, como
L =0+ x"cy(x,t)0,, (4.2.2)

sendo co(x,t) = ap(z,t) + ibo(x,t), com bo(x,t) > 0, para qualquer (z,t) e
bo(x,0) > 0, para qualquer x. Podemos, entdo, aplicar o method of descent

(cf. [Hel], [Go]). Consideremos o seguinte operador em (—4§,d) x R x S
L =0+ co(z,t) (™0, + 0). (4.2.3)

A resolubilidade de (4.2.1) é equivalente a resolubilidade do sistema sobre-

determinado

Lo —
v= (4.2.4)

Oyu =0

Facamos a seguinte mudanca de coordenadas: t =t, y =y e

T=z (14 (m— 1)y:vm_1)71/(m71) .
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Um célculo direto mostra que
(™0, + 0,)T =0, 0,T = -1,
e, assim, obtemos as relacoes:
Oy = a0, + 0y, 0, = 0y — T"0s. (4.2.5)
Logo, nas novas variaveis (7,7, t), o operador £ torna-se
LF = 0; + O(z,7,1)0y, (4.2.6)

sendo C(Z,7,t) = co(x(T,7), ), e, portanto, o sistema (4.2.4) torna-se

Lhut = ft
. (4.2.7)
Xiub =0
Aqui escrevemos
X =0y — 705 (4.2.8)

Notemos, além disso, que x = ZTu(T,7), sendo que p nao se anula. Conseqiien-
temente, f*(z,7,1) = f(Tu(Z,7),t) é uma funcao flat em T = 0, a qual satisfaz

a condicao de compatibilidade
XPfE = 0. (4.2.9)

Notemos também que [£*, X¥] = 0.

4.3 O sistema a ser estudado

Nesta segao passaremos do sistema (4.2.7) para um sistema equivalente, o qual
facilitard nossa resolugdo. Lembremo-nos que nas novas variaveis, (z,y,t),

estamos considerando o operador

L =0+ c(x,y,t)0,, sendo ¢ = a+ib, (4.3.10)
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definido num aberto de R x IR x S! que contém {0} x IR x S!, assumindo

b>0eb(0,y,0) #0, Yy € IR. Estamos considerando, também, o operador
X=0,—2"0,, (4.3.11)
sendo m > 2, e assumindo que
[£,X] =0.

Esta propriedade é equivalente ao fato de Xe¢ = 0, pois [£,X] = Xe. Em
particular, segue que ¢(0,y,t) deve ser independente de y. Podemos, entao,

c(0,y,t) = a(0,y,t) +ib(0,y,t) = ae(t) + ibe(t) = co(t). (4.3.12)

Depois de uma mudanga y — 7y, nao existe perda de generalidade em as-

sumirmos que
2m
/ bo()dt = 2. (4.3.13)
0

Sejam M, A € IR tais que

A:/%m@mt (4.3.14)

/0 t ae(t')dt’

E facil ver que Y040 (5) = (0,9 —1—/ ae(t)dt,s) é uma curva integral de
0

M = sup
0<t<2mw

. (4.3.15)

R(L) passando por (0,y,0). Notemos que, Yo,y,0(s) = Ty © ¥0,00)(5), sendo
T, : {0} xR xSt — {0} x Rx S* tal que T,(0,v',t) = (0,y+',t). Logo, para
que {0} x {0} x St C U Y0,49,0)[0, 27}, B > 0, é necessario que § > M.

y€([-B,5]
Tomemos d e € reais positivos tais que £ e X estejam definidos em

(=6,0) x (=3M — 1,3M + 1) x S* e b(x,y,t) # 0 se (z,y,t) € (=9,0) X

(=3M — 1,3M + 1) x (—e€,¢€).
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Seja f € C®°((=6,0) x (=3M — 1,3M + 1) x S') uma fungao flat
em r = 0 e satisfazendo Xf = 0. Nosso objetivo é resolver o sistema sobre-

determinado

Lu=f
, (4.3.16)
Xu =0
em alguma vizinhanga de {0} x {0} x S*.

No que segue, para esta secao, K denotara um subconjunto compacto

de (=4,0) x (=3M —1,3M + 1) x S*, contendo {0} x {0} x St.
Lema 4.3.1 O operador

L:C®%K)— C*(K)
¢ sobrejetor.

Demonstracao:
Para demonstrarmos este lema utilizaremos o teorema 1.0.4. Antes faremos
uma discussao sobre os conceitos envolvidos para a utilizacao do referido teo-

rema. Seja C o conjunto caracteristico de £, isto é, o conjunto dos zeros de

U,y t,6n,7) =74+ (alz,y,t) +ib(z,y,t))n

com (&,1n,7) # 0. De acordo com [H1] o conjunto Cs é o subconjunto de C em
que d7 + adn e bdn sao linearmente independentes e o conjunto C§ é a uniao
de todas as curvas semi-bi-caracteristicas que interceptam C,. Finalmente,
consideramos C;; o conjunto de todos os pontos caracteristicos que estao no
complemento de C§ e podem ser unidos a algum ponto nao-caracteristico por
uma curva semi-bi-caracteristica. Por [H1, prop. 2.1] segue que C§ U Cy; C C.

Como

H?R(Z) = at + CL(CC, Y, t>ay - 77[%(% Y, t)aE + ay(:p, Y, t)an + CLt(l’, Y, t)aT]v
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dado py = (o, Yo, to, &0, M0, T0) € C é fécil ver que uma curva bi-caracteristica
de R(¢), passando por py, tem a forma 7,,(s) = (xo, y(s), to+s,£(s),n(s), 7(s)).
Se p1 = (o, y(So0), to+S0,€(50), M(S0), T(S0)), com b(zo, y(so), to+S0) # 0, segue
que:

1°) Se n(so) = 0 entao 7(sg) = 0, pois 7(s) = —a(xg, y(s),to + s) - n(s). Assim
&(s0) # 0 e, entao, py € CS, pois p; € Ca.

2°) Se n(so) # 0 entao py € Cy1, pois p1 € C.

Portanto, o conjunto {p € C; I sy € I, com b(x,y(s0),t + s9) # 0} é
um subconjunto de C§ U Cy;.

Lembremo-nos que as érbitas de Sussmann unidimensionais, da estru-
tura definida por £, sdo as curvas (z,y(s),t + s) (curva integral de (L) pas-
sando por (x,y,t)) tais que b(x, y(s),t+s) = 0, para qualquer s. Assim, se py €
C\C5UCy; temos b(zo,y(s),to+s) = 0,Vs, e, portanto, a projecao de 7,,, sobre
{0} x (=3M—1,3M+1)x S', é uma érbita unidimensional. Como existe € > 0
tal que b(z,y,t) # 0 se (z,y,t) € V = (—0,0) x (=3M — 1,3M + 1) X (—¢,¢€),
temos que qualquer érbita unidimensional sobre {x¢} x (—=3M —1,3M +1) x S*
tende a fronteira de tal conjunto, quando s — w, (py) ou s — w_(po), pois a
curva (zo, y(s), t+s) é transversal a diregao y e nao intercepta V' (aqui, como na
teoria de equagoes diferencias ordindrias, w_(pg) e w (pp) sdo os extremos infe-
rior e superior, respectivamente, de I,, = (w_(po),w+(po)), 0 intervalo maximo
de defini¢do da curva 7,,). Portanto, ndo existe 6rbita unidimensional contida
em K e, dessa forma, se py € C\ C§ U Cy; a curva -, nao estd contida acima
de K. Sendo assim, para verificarmos que £ satisfaz as hipéteses do teorema
1.0.4 basta verificarmos que nenhuma bi-caracteristica bidimensional esta in-
teiramente contida acima de K. Seja B uma bi-caracteristica bidimensional.

Se py € B entao B contém a orbita de Sussmann através de py do conjunto de
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Hamiltonianos { Hyy, Hge}, pois eles sao tangentes a B. Como, além disso, as
curvas integrais de Hyy e Hgy projetam-se de modo sobrejetor sobre as curvas
de RL e SL, respectivamente, vemos que a projecao de B é de fato igual a
uma Orbita de Sussmann bidimensional do campo L. Conseqlientemente, a
projecao de B nao pode estar contida em K, pois caso contrario ela contém V',
o que é uma contradigao.

Consideremos, agora, o conjunto
{veCP(K): "Lv=0}.

Como o suporte de v (v pertencente ao conjunto acima) é uma uniao de 6rbitas

de Sussmann (proposicao 1.0.1) e cada tal érbita ndo esta contida em K, temos
{veCP(K): "Lv=0}={0}.
Portanto, a conclusao final segue do teorema 1.0.4. [ ]

Lema 4.3.2 Seja
EO = 0,5 + C(O,y, t>8y
e seja vg € C®({(y,t) : (0,y,t) € K}) tal que Lovg = 0. Entao, existe

v € C®(K) satisfazendo Lv =0 e v(0,y,t) = vo(y,1).

Demonstracao:

O argumento que recordaremos a seguir é o mesmo usado em [H1, corolario
4.4] e também é usado em [BCP]. Como Lvy(y,t) = 0, temos % € C™(K).
Assim, pelo lema 4.3.1, temos que existe 0 € C*(K) tal que Lo = %. Defina

v =g — x0. Entao, Lv = Lyg — L0 =0 e v(0,y,t) = vo(y,t) — 0.9(0,y,t) =
vo(y, t). m
Proposicao 4.3.1 Seja f € C*(K) uma fungdo flat em x = 0. Entao, existe
uma solu¢ao v € C®(K) para a equa¢io Lv = f, a qual é também flat em

z = 0.
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Demonstracao:

O argumento é o mesmo usado em [BCP, proposi¢ao 5.1.1], o qual recordare-
mos. Pelo lema 4.3.1, existe w € C*°(K) solugao para a equagao Lw = f.
Podemos encontrar uma seqiiéncia de solugbes {h,} da equagdo homogénea

Lh; =0 com h; € C*(K), tal que

(i, y,t) = wla,y,t) Zh 5y t) 5 = O(Jel), (4.3.17)

para cada k. Comegamos por hy. Temos que Lo {w(0,y,t)} = 0 e, assim, pelo
lema 4.3.2, existe hg € C*(K) tal que Lhg =0 e ho(0,y,t) = w(0,y,t). Assim
(4.3.17) é verificada para k = 0. Suponhamos, agora, que ji tenhamos obtido
hi, ..., hy de tal modo que (4.3.17) valha. Entao, se aplicarmos o operador %!
em Lwy, = f e restringirmos a igualdade obtida a x = 0 obtemos, de (4.3.17),
que Ly {(@’jﬂwk)(o,y,t)} = 0, pois O,w,(0,y,t) = 0. Novamente, pelo lema
4.3.2, existe hy 1 € C°(K) tal que Lhy1 = 0e hpy1(0,y,t) = (051w, )(0,y,t).

Logo,

k+1

wk+1<x7yvt> = wk(xa Y, t) - hk+1(x7ya t)( = O(|x|k+2)7

k+1)!
pois (dwy,1)(0,y,t) = 0, se j = 0,....,k + 1. Isso completa a construgiao da
seqiiéncia {h;}. Finalmente, tomemos uma seqiiéncia o; € C° na variavel z,

sendo o; = 1 numa vizinhanga da origem, de modo que
R(z,y,t) = Y oj()hy(z,y, )=
j=0 7
defina uma funcao suave, numa vizinhanca de K. Portanto, como LR = 0,
temos que v = w — R satisfaz Lv = f e, por (4.3.17), obtemos que v é flat em
x = 0. [ |
Seja f como no sistema 4.3.16 e defina g = Xv, sendo que v é dada

pela proposigao 4.3.1. Como

Lg=LXv=XLv=X[f=0,
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nosso problema passa a ser a resolucao do seguinte sistema:

Lw =0
, (4.3.18)
Xw =g

sendo ¢ flat em = = 0, com Lg = 0, numa vizinhanca de K (de fato a solugao

final para o sistema (4.3.16) serd u = v — w).

4.4 Final da prova do teorema 4.0.2: a princi-
pal reducao

Recordemos que em (—§,0) X (—3M — 1,3M + 1) x S! estamos considerando

o operador

L =0 +c(x,y,t)0,, c=a+1ib, (4.4.19)

sendo b > 0 para qualquer (z,y,t) e b(x,y,t) > 0 se (z,y,t) € (=6,0) X

(=3M — 1,3M + 1) x (—¢,€), para algum € > 0. Além disso, temos Xc¢ = 0,

sendo
X=0,—2"0,. (4.4.20)
Em particular,
c(0,y,t) = a(0,y,t) +ib(0,y,t) = as(t) + ibe(t) = cu(t), (4.4.21)
sendo que estamos assumindo
2
/ be(t)dt = 2, (4.4.22)
0

e considerando

sup
0<t<2r

=M, / " ao(t)dt = A. (4.4.23)

/Ot ae(t")dt’




41

272 2 2
que existe U € C*°(K) tal que

Seja K = [ d 51 X {—BM— §,3M—|—§ x St O lema 4.3.1 implica

LU = —¢,. (4.4.24)

Como ¢, = 2™c,, pelo mesmo argumento usado na prova da proposigao 4.3.1,

¢ possivel construir tal solugao U satisfazendo
Ux,y,t) = O(|z]™). (4.4.25)
Definamos

V(z,y,t) = /y V@V gy — /t c(z,0,t)eV @0 gy’ (4.4.26)
0 0
Notemos que
LV =0V + ),V = /y 9,V @YDy’ — c(x,0,1)eV @0 4 ez, y, t)eV @¥D
0
e, como (fazendo uso de (4.4.24))
9,V = 9,U (x,y,1).eV @) = (—c,—c0,U)e"@¥) = —9, (c(x, y, t)eV @1,

obtemos

LV =0. (4.4.27)

Definamos, agora,

-1

2
0(z) = 2r < / —ic(x,0,t)e” (I’O’t)dt> (4.4.28)
0

Diminuindo 0, se necessario, obtemos 6 € C*(—¢,0). De fato. Como

27 27
/ Ce(t)dt # 0 temos / c(x,O,t)eU(m’O’t)dt # 0, para 0 > 0 pequeno. Por-
0 0 o
2 — 1

tanto, § € C*°(—4,0) com 6(0) =

3 (gracas a (4.4.21), (4.4.22), (4.4.23)

e (4.4.25)). Agora, pela periodicidade da U em t, temos:

O(x)V(z,y,27) — 0(x)V(x,y,0) =
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2
_ 9(1,) (/y 6U(:L‘,y’,271')dy/ _ / C(.CE, O, t/)eU(z,O,t’)dt/ _ /y 6U(ac,y’,O)dy/> _
0 0 0
2w
= —0(x) (/ oz, O,t')eU(’”’O’tl)dt’) = —2mi.
0

Conseqlientemente, a expressao
Z(z,y,t) = L@VEyD (4.4.29)
define uma funcdo Z € C*(K), a qual satisfaz
L7 =0, Z,#0. (4.4.30)
Notemos que
Z(0,y,t) = o35 (v=Jy o)) _ 5 CrtiN) (y=Jg co()dt') _ (4.4.31)
_ ehgﬁ{ (27 (y—f5 ae()dt' )+ [5 be(#)dt'|+i[A(y— [ as(t')dt' ) =27 [3 be(t')dt'] }

Seja Yzt (8) = (z,¢(s,y), s+1) curva integral de (L) passando pelo

ponto (z,y,t). Como (o0 (s) = (0,y —|—/ ae(t)dt, s) temos
0

Z(’Y(O,y,o)<5)) — 6271-21"1) (y_'lfos b.(t)dt) (4432)

De (4.4.31) obtemos |Z],(0,y,t) > 0 e (arg Z),(0,y,t) = MQ—:T_)\Q A # 0 se
A # 0. Assim, diminuindo § > 0, se necessario, podemos assumir

Zl, >0 e (argZ),#0, se A #0, (4.4.33)

(em particular, sgn[(arg Z),] = sgn(X), se A # 0) em (—4,0) x (—=3M —1,3M +
1) x St.
Para o que segue, consideremos, para cada € € (0, 1),

_4r?(@eM-))

ﬂ_2
A() ={C: e 207 —d <[(| < e +€'}, se A >0,

arZ(2M+))

2
A€) = {C: e e — ¢ <[(| <e mr 4}, se A <0,
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e, além disso, para cada (z,y,t) € (—0,0) x (—2M —1,2M +1) X (—¢, €), consi-
deremos Bz p(270).0)(5) = (x,7%(s, ¢(27, 7)), t) a curva integral de —sgn(A)3(L)
passando por (l’, ¢(27T7 y)7 t) € a(x,y,t) (S> = B(a:,qﬁ(?w,y),t) * ;\Y/(Jz,y,t) (8)7 fi(x,y,t)(‘s) -

V1) gy (8)> Blap@mu)n) = Bwseny.,, - Sendo so tal que S p(any).n(s0) =

10,27

(z,y,t). Denotaremos Dy,  , o dominio da curva a g .

Lema 4.4.1 Z(a(y(51)) = Z((wyn(S2)) se, e somente se, Q(yyp(s;) =
Yawt)(85), 5= 1,2, e uma das sequintes afirmagoes é valida:
i)s1=0, so=2me V) € periodica (observe que neste caso B(m,¢(2W,y)7t)(s) =

(z,9,1));

i) 0 <81 <sy<2me bo'y(w’t)'[ ](s) =0.
51,52

Demonstracao:

Podemos escrever Z(z,y,t) = |Z(z,y, t)|e!*&Z@v). Como L£Z = 0 temos:
0= |Z|t€iargZ + |Z|z'(arg Z)teiargZ + a|Z|yeiargZ + a|Z|Z’(arg Z)yeiargZ+

+ib|Z|yeiargZ +ib| Z]i(arg Z)yeiargz =

= "B ((|Z]; + alZ], — b|Z|(arg Z),) + (| Z|(axg Z)¢ + al Z|(axg Z), + b Z],,)]-

Dali,
2]+l — b7 (arg 2), = 0
|Z|(arg Z)¢ + a|Z|(arg Z), + b| Z|, =0
A
e, assim, (arg Z), + a(arg Z), = —b|’7||y <0e|Z|+a|lZ|, = bZ|(arg Z), .

Em particular,

121y (Vawr(3)) _ (4.4.34)

(18 Z 0 Yo (8) = =bwa () 770 =70y <

(121 © Yoy () = (B|Z](ar8 Z),) 0 Ao (4.4.35)
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Por outro lado, arg Z sobre B 4(2x4),¢) satisfaz (por (4.4.33))

(arg Z o Biu gy ) (s) = —sgn(X) - [b- (arg Z)y] © B p@ry. < 0. (4.4.36)

Logo, de (4.4.34) e (4.4.36) temos que Z 0 q (g y4) (D é uma cur-

a(rvyvt))

va fechada ao redor da origem que caminha no sentido horario; além disso,

Z O ’7(367y’t)((0, 271')) N Z O B(I@(gﬂ-’y),t)((o, So)) = @ POI‘ (4436), Z [©] B(I,¢(27T7y)»t) é
injetor e, por (4.4.34) e (4.4.35), Z(Vwy.)(51)) = Z(V(@yp)(52)), com s1 < 5o,

se, e somente se, boy(:,,,yo)‘s1 32< s) = 0. n

Pela dependéncia continua, de v(,,,0), com relagao aos dados iniciais,

)
existe 0 < 0 < ) tal que K, = U a(w,y,O)(Da(z,y,o)) ¢ um compacto

z€[—0,0]
yE[—2M —0,2M +0]

contido em (—6,d) x (=3M — 1,3M + 1) x S*, o qual contém {0} x {0} x S!

(como discutido apés (4.3.15)).

Lema 4.4.2 Seja u € C*(K,) tal que Lu = 0. Se (x,y,0) € K, entdo
21
o [ 10+ a2 (o)
0

[ s0m) 62 Bastan s | 0.
0

Demonstracao:
Na demonstracao deste lema, no intuito de facilitar a compreensao, denotare-

mos L = D3+ ¢D,. Como
£(D2Z) = D3DQZ + CDQDQZ = D2D3Z + DQ(CDQZ) - DQCDQZ =

== DQ(EZ) - DQCDQZ - —DQCDQZ

temos

Oy{[u-(DsZ + aDaZ)] © Y(ay0)(s)} = Op{[u(=ibD2Z)] © Yay0)(8)} =
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= Do(=ib-uDaZ)(Y(wy,0)(5))-Oy(s, y) =
= [~iDsbuDsZ — ib.Dy(uDs.2Z))(V(w0)(5))-0y0(5,y) =
= [=iDsbuDyZ + (D3 + aDs)(uD2Z) — L(uD22))(Ywy0)(5))-0, (5, y) =
= [DyauDyZ + (D3 + aDs)(uD2Z))(Ya,y.0)(5))-0, (5, y).- (4.4.37)

Lembremo-nos que 9s¢(s,y) = a(z, d(s,y),5) = a(V(wy0)(s)). Assim, temos

0s(0y0(5,y)) = 0y(0s0(5,y)) = Daa(V(wy,0)(5))-0y0(s,y), e, por (4.4.37), obte-

110S

O [u(DsZ + aD2Z)] 0 V(uy,0)(5)} = O5[(w.D2Z) (V(wy,0)(5))-Oyd(s, y)]-
Logo,
Oy {/0 7r[u.(DgZ + aDgZ)}(V(%y,o)(s))ds} =
= w.DoZ(Viay0)(5))-0y0(s,y) o (4.4.38)

Por outro lado, por uma mudanga s — (s, ¢(27,y)) obtém-se
y

/0 " (. = 5gn(N) BDsZ) (Brastonnon(5))ds = /¢ (1. DyZ) (5, 0))ds.

(2m,y)

y=¢(0,)
Oy / (u.DyZ)(x,5,0)ds p =
¢(2myy)

=u-DyZ(x,y,0).0,0(0,y) —u.Ds Z(x, p(27,y),0).0,06(27, y). (4.4.39)

Além disso,

Portanto, de (4.4.38) e (4.4.39) segue o resultado. [

Provaremos, agora, nossa principal reducao.

Consideremos K, = U (z,y,0) (Do«x,y,o))'

z€[—0q,00]
yE[-M—og,M+oq]
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Proposicao 4.4.1 Dado o > 0, pequeno, existe 0 < 09 < g el < e <1
satisfazendo

(x,y,t) € K:,O = Z(x,y,t) € A(¢),

e tal que a sequinte afirmacao € valida: se uw € C*(K,) satisfaz Lu = 0 entao
existe uma funcdo suave H sobre |—og, 00| a valores no espaco da fungoes

holomorfas sobre A(e) tal que
u(x,y,t) = H(z, Z(x,y,t), se (x,y,t) € Kyy. (4.4.40)

Demonstracao:
Seja u € C*(K,) tal que Lu = 0.
Fazendo uso de (4.4.31) e (4.4.32) obtemos, por continuidade uniforme,

sn?M_ _an?(2M-x)
a existéncia de 0 < Kk < g, p; > €422 e py < e 4232 se A > 0, ou, ainda,

, an2(2M4N) , _ 8n?Mm
P > e i e py < e w22 se A < 0, tal que, para |z| < ke s € D,,

Z(aartsan ()| = oo 1Z(0-2-00)(8) < pr, se A2 0, (4.4.41)

Z(a@artsoo( )| = e 1Z(00-2t-so(s)] < phy se A< 0. (44.42)
De fato, por (4.4.31) e (4.4.32), obtemos

4n24(s,6(2m.y)) 5 (2my+A [y be(t)d
Z0Boserpo (sl =€ T e | Z(y0,0)(s))] = et Gl @),

e, assim, quando A > 0

ar2(2M+0) _an?(2M+o-))
1 Z(02M10,0)(8))] = € 77637 e |[Z(a0,—am—00)(8))] S e T

quando A < 0

472 (2M+0+2) _4an?(2M+o)
| Z(a02m100)(8))] = € a3 e |Z(ao-2m—00)(8))] S e 4R

Pelo lema 4.4.2, podemos considerar as seguintes fungoes suaves de

T € [—kK, K|
L2 u(Yaw0)(5))

Ai(r)=—— ;
J( ) 271 0 Z(/}/(w,y,O)(S»J—H

(Zi + aZy)(V(ay.0)(5))ds
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1 %0 z,p(2m ]
/ Zu(ﬂ( B2 ,y),o)(5)> (—sgn()\)be)(ﬁ(az,¢(2w,y),0)(3))d87 JE L.
0

i (5(z,¢>(2w,y),0) (s))i+t

De (4.4.41) e (4.4.42) obtemos, para = € [—k, k], as seguintes majoragoes, para

j#0:

AP@)| <Cliff Bl j<—1e [AP@)| < Clilf o, 5> —1 se Az 0;
ou, entao,

AV @)] <l o j<=1e [AP@)| <ol o, G > <1 se <0
Consequientemente, para algum ¢’ > 0, a série de Laurent

H(w,0) = 3 Ayfa)c! (1.4.43)

jez
define uma fungao suave de = € [—k, k| a valores em O(A(¢')). Notemos que
¢ depende somente de py, ps (resp. pj, ph), e, em particular, independe da

solucao u.

Escolhemos, agora, 0 < 09 < k de modo que
(x,y) € [—00,00] X [-M — 09, M + 0¢] = Z(a(Ly,O)(Da(w’y’o))) C A(é€),

e prosseguimos para a prova de (4.4.40); para isto fixemos (z,y,0) € K:,O em

todo o argumento. Observemos que

1 H(, Z(Yaw0)(3)
2mi Jo  Z(V@y0)(s)) Tt

1 (Y H(z Z(z,s,0))
4 , Z 0)ds =
i /¢<2ﬂ,y> Z(r sy 2Ans 0

(Z + aZy)(Vay0)(s))ds+

1 H(z,()
= — — 22d¢ = —A.(x).
2mi /Zoa(x’y’o) ¢t dg J(ZU)

Assim, para cada j € Z, temos

(Zt + aZy)(V(zy.0)(5))
Z (V(wy,0)(8))7+1

/0 W[”(V(m,y,O)(S)) — H(z, Z(Vayo) ()] s 4
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Yy
+Lﬁmmwﬁmy4ﬂ%zuﬁﬂm§%%%§%@:o (4.4.44)
Existe uma funcio contfnua u* : Z((,0)(Day,,0)) — € tal que
(e y0)(8)) = W Z(a(ey0(s))). A funcdo u' estd bem definida em vista
do lema 4.4.1, pois Lu = 0. A continuidade verifica-se como a seguir: seja
(j seqiiencia em Z((zy.0)(Day,,0)) tal que ¢ — G € Z((y,0)(Dag,.,.0))-
Tomemos s; tal que Z(ozy0)(s;)) = ¢;. Passando a uma subseqiiéncia, se
necessario, podemos assumir que ocorre uma das duas situacoes seguintes:
i) Z(00)(57)) = Z(iay0)(55)), com s; — s* € [0, 271
1) Z(00)(5)) = Z(Bisotam (7)), com 5; — s* € [0, 50].
Se i) ocorre entdo (5 = Z(Vaw0)(85)) —  Z(Vaww0)(50)) e, assim,
Z(Y(z0)(50)) = Co- Portanto, u*(¢;) = v (Z(Y(y0(55))) = u(Vwp0)(85) —
U( V(.0 (50)) = W Z(Viwy0)(50)) = u#((o). Se ii) ocorre o resultado segue de
modo analogo.

Se considerarmos v* = uf — H(z,-), entdo, por (4.4.44), temos

vt ¢ .
/Z Cj(“) d¢ =0, VjeZ. (4.4.45)
% (z,y,0)

v(Q)

d¢ ¢ analitica em C \ Z 0 a(zy,0) (lema

2|

1.0.2) temos F'(z) = 0 para qualquer z € Z o (gy,0). De fato, se — < 1 entao

q

Como a funcao F(z) = /
ZOCM(z y,0)

min ||, temos que

. 1
Assim, para |z| <r = =
2 CEZOO&(I’%(D

00 )
=2 V(¢
v
+1°
J=0 CJ

Logo, de (4.4.45), para |z| < r temos

=3
. 74¢= d¢ =0,
/Zoa(zyy 0) &= Z VATT C‘H_l
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Portanto, ' = 0 na regiao interior a curva Z o a(gy0). Agora, se |z| > 7’

2. max (], fazemos
CEZOQ(IY%o)

I 1
N
e usamos (4.4.45), com j < 0, para obter, de modo andlogo ao feito para

|z| < 7, que F' = 0 na regido exterior a curva Z o g y0). Assim, F = 0 em

C\ Z o azy), isto é,
f
/ Hgc =0, 2¢ Zoagy. (4.4.46)
Zoa Z— C
(2,y,0)

Logo, segue do lema 1.0.1 que v* = 0. Portanto, a prova de (4.4.40)

estd completa.

Retornemos para (4.3.18) com K = K,,. Como também temos L(XZ) =

0, podemos aplicar a proposicao 4.4.1 e representar

g9,y 1) = Gx, Z(2,y,1)), XZ = Alx, Z(x,y,1));

aqui G e A sdo fungdes suaves sobre um intervalo [—7n,7] e a valores em

O(A(€)), para n,€¢ > 0 convenientemente pequenos; além disso, G é flat em

x = 0.
Estudaremos, agora, a fungao A(zx, (). Notemos que

(XZ)(x,y,t) = X{0(2)V (2, y,1)} Z(, y,1).

Como
X{0(z)V (z,y,t)} = 0(x)0,V — 2™V I,0 — 200,V = 0(z)eV %) 1 O(|z|™),

temos
X{0(x)V (z,y,t)} — 0(x) = 0(x) {eU(‘T’y’t) — 1} +O(|z|™).
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Fazendo uso de (4.4.25), concluimos que

X{0(x)V(,y,t)} — 0(z) = O(|z[™).

Assim,
Az, Z(z,y,1)) = X{0(z)V (2, y, 1)} Z (2, y,t) =
0(x)Z(x,y,t) + O(|z|™). (4.4.47)
Definamos
A*(2,¢) = Az, ¢) — 0(z)C. (4.4.48)

Entao, (4.4.47) implica
(07A%)(0,Z(0,y,t)) =0, j=0,...,m—1,

e, portanto,

A*(2,¢) = O(|z|™). (4.4.49)

(aqui usamos o fato de A®(z,() ser holomorfa em ¢ e 97A4°(0,¢() = 0, se
j=0,...,m—1,sobre Z(0,y,t)).

Finalmente, podemos construir o operador
P = A(x,()0; —x™0, . (4.4.50)

Proposigao 4.4.2 Suponha que para algum 0 < n' < n exista uma solugao

para

PW =G (4.4.51)

pertencente a C*((—n',n"), O(A(€))). Entao,
U)(.’ﬂ, y7 t) = W('CE7 Z(x7 y? t))

resolve (4.3.18) numa vizinhanca de {0} x {0} x S?.
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Esta proposigao estd demonstrada em [BCP, proposigao 6.2].

Tendo em vista o que foi desenvolvido acima, vemos que a resolubili-

dade de (4.3.18) é reduzida a resolubilidade de (4.4.51).

Como feito em [BCP, paginas 22 e 23|, verificamos que para resolver

(4.4.51) ¢ suficiente resolver a equagao

2" w'(z) = 0(x)Tw(x) + 2™ (B(x)Tw(x) + g(z)), (4.4.52)
sendo m > 2, T' = (0, B(z) = B(z,() = %x’f) eg:[-nn — H=

O(A(¢')) N L*(A(¢')) (g é uma funcao suave dada, a qual é flat para x = 0);
além disso, (4.4.52) satisfaz as hipdteses do [BCP, teorema A.1.1]. Como [BCP,

teorema A.1.1] resolve (4.4.52), a demonstracao fica completa. [
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