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Resumo

Seja

L = ∂t + (a(x, t) + ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR),

campo vetorial sobre o toro T2
(x,t) ' IR2/2πZZ 2, satisfazendo a condição (P)

de Nirenberg-Treves, tal que a estrutura definida por L possua ao menos uma

órbita de Sussmann homotópica a {0}×S1. Considere K a união das órbitas de

Sussmann unidimensionais periódicas e suponhamos que exista uma tal órbita

γ contida em ∂K. Existe um difeomorfismo de T2 em T2 tal que nas novas

coordenadas γ se escreve como γ(s) = (x0, s), 0 ≤ s ≤ 2π, para algum x0 ∈ S1,

e se K é finito podemos escrever K =

q⋃
j=0

{xj} × S1, para algum q ∈ ZZ+; além

disso, nas novas coordenadas temos

L = ∂t + (ãj(x, t) + ĩbj(x, t))∂x, ãj, b̃j ∈ C∞(Vj; IR),

numa vizinhança Vj de cada {xj} × S1.

Este trabalho analisa a influência da ordem de anulamento das funções

ãj e b̃j, para cada j, na resolubilidade global e/ou forte de L.



Abstract

Let

L = t + (a(x,t) + ib(x,t)) x, a,b∈ C∞(T2; IR),

be a vector field on the torus T
2
(x,t) � IR2/2 ZZ 2, satisfying the Nirenberg-

Treves condition (P), and such that the structure defined by L has at least

one Sussmann orbit homotopic to {0} × S1. Let K be the union of all one-

dimensional, periodic, Sussmann orbits and assume that there exists one such

orbit contained in K. There exists a diffeomorphism of T
2 onto T

2 such

that, in the new coordinates, is written as (s) = (x0,s), 0 ≤ s≤ 2 , for

some x0 ∈ S1, and if K is finite, we may write K =

q⋃
j=0

{xj} × S1, for some

q∈ ZZ+; furthermore, in the new coordinates, we have

L = t + (ãj(x,t) + ĩbj(x,t)) x, ãj,̃bj ∈ C∞(Vj; IR),

in a neighborhood Vj of each {xj} × S1.

The present work analyzes the influence of the order of vanishing of

ãj and of b̃j, for each j, in the global and/or strong solvability of L.
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Introdução

Este trabalho dirige-se ao estudo da resolubilidade global de campos

vetoriais da forma

(1) L = ∂t + (a(x, t) + ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR),

sobre o toro T2
(x,t), que satisfazem a condição (P) de Nirenberg-Treves, para os

quais a estrutura definida por L possui pelo menos uma órbita de Sussmann

homotópica a {0} × S1.

Um campo L da forma (1) satisfaz a condição (P) se, e somente se,

a função b não muda de sinal ao longo das curvas caracteŕısticas de ∂t +

a(x, t)∂x (ver definição 1.0.2 e teorema 1.0.1). A condição (P) caracteriza a

resolubilidade local de L e também comparece de maneira fundamental na

caracterização da resolubilidade semi-global, ou seja, a resolubilidade sobre

subconjuntos compactos de T2. Seja K um subconjunto compacto de T2. Se L

é resolúvel em K (no sentido de [H2, definição 26.4.1]) então necessariamente

a condição (P) deve ser satisfeita numa vizinhança aberta de K ([H2, corolário

26.4.8]). Além disso, se

(]) Qualquer ponto caracteŕıstico de L sobre K está sobre um intervalo com-

pacto de uma curva bi-caracteŕıstica de <(qp), sobre a qual q 6= 0, sem

extremos caracteŕısticos sobre K

então a condição (P) implica resolubilidade de L em K num sentido mais forte,

1
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isto é, soluções podem ser obtidas em C∞(T2) ([H2, teorema 26.11.3]).

Para o estudo de existência de soluções globais existem duas noções.

Dizemos que L é globalmente resolúvel se LC∞(T2) = (kertL)◦; se, além disso,

dim kertL <∞ dizemos que L é fortemente resolúvel.

A condição (]) não é satisfeita para os campos vetoriais que nos propo-

mos estudar. Para a elaboração e conclusão deste trabalho foi necessário o

estudo, dentre outros, dos trabalhos [BCP], [BM] e [BP].

O trabalho [BM] exibe uma função f de classe C∞, flat em x = 0

(e, portanto, satisfazendo a condição de compatibilidade

∫ 2π

0

f(0, t)dt = 0),

tal que a equação Lλu = f não possui solução de classe C∞, em nenhuma

vizinhança aberta do conjunto caracteŕıstico {0} × S1, sendo Lλ = λ∂t −

ix∂x, λ ∈ IR+ + iIR. Os trabalhos [BCP] e [BP] referem-se a resolubilidade

global e/ou forte de campos vetoriais no toro T2. O trabalho [BCP] trata de

campos da forma ∂t +ib(x, t)∂x, que satisfazem a condição (P). Se, para cada x

em que t 7→ b(x, t) é identicamente nula, b se anula de ordem finitam = m(x) ≥

2 então L é fortemente resolúvel; se permit́ıssemos m = 1 então seria posśıvel

obter algum L que não é fortemente resolúvel. Além disso, [BCP] demonstra

que b anular-se de ordem finita sobre {x} × S1 é uma condição necessária

para a resolubilidade global. Vale lembrar que a condição (P) para o trabalho

[BCP] é equivalente ao fato de t 7→ b(x, t) não mudar de sinal, para cada

x ∈ S1. Conforme mencionado em [BCP], a condição (P) não é uma condição

necessária para a resolubilidade global. De fato, [Ho1, teorema 3.2] verifica

que se b(x, t) = b(t), b 6≡ 0,

∫ 2π

0

b(t)dt = 0 e Ωr = {t ∈ S1;

∫ t

0

b(s)ds < r} é

conexo em S1, para cada r ∈ IR, então L = ∂t + ib(t)∂x é globalmente resolúvel

embora, evidentemente, não satisfaça a condição (P). O trabalho [BP], trata

dos campos da forma ∂t + a(x)∂x, a ∈ C∞(T2; IR), sendo que ∅ 6= a−1(0) 6= T2
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e demonstra que L é globalmente resolúvel se, e somente se, a possui apenas

zeros de ordem finita.

Trabalhamos com o objetivo de obter resultados sobre resolubilidade

global e/ou forte para campos do tipo (1).

Seja K a união das órbitas de Sussmann unidimensionais periódicas da

estrutura definida por L. No caṕıtulo 2 supomos que existe γ, curva integral de

<(L), contida em ∂K. Então, existe um difeomorfismo (ver [E], [Hi] e também

[BNZ]) tal que, nas novas coordenadas, γ se escreve como γ(s) = (x0, s),

0 ≤ s ≤ 2π, e tal que numa vizinhança V de {x0}×S1, nas novas coordenadas,

L se escreve como L = ∂t + (ã(x, t) + ĩb(x, t))∂x, sendo ã, b̃ ∈ C∞(V ; IR).

Provamos que se L satisfaz a condição (P) e é globalmente resolúvel então

ã+ ĩb não é flat sobre {x0} × S1 (teorema 2.0.8).

Nos caṕıtulos 3 e 4, supomos que existe no máximo um número finito

de órbitas de Sussmann unidimensionais, da estrutura gerada por L, sendo ca-

da uma delas periódica. Então, existe um difeomorfismo (ver [E], [Hi] e também

[BNZ]) tal que, nas novas coordenadas, K se escreve como K =

q⋃
j=1

{xj} × S1,

para algum q ∈ ZZ+, e tal que numa vizinhança Vj de cada {xj} × S1, nas

novas coordenadas, L se escreve como L = ∂t + (ãj(x, t) + ĩbj(x, t))∂x, sendo

ãj, b̃j ∈ C∞(Vj; IR). Suponhamos que L satisfaça a condição (P). Provamos que

se em cada j temos (ãj + ĩbj)(x, t) = (x− xj)
nj ã0j(x, t) + i(x− xj)

mj b̃0j(x, t),

com b̃0j 6≡ 0 em {xj} × S1, e 2 ≤ mj ≤ nj então L é fortemente resolúvel

(teorema 4.0.2). Se, além disso, L = ∂t + (a(x) + ib(x))∂x provamos que: se

em cada xj temos a0j(xj) 6= 0 6= b0j(xj) e 2 ≤ mj < 2nj − 1, ou a0j(xj) 6= 0

e b0j ≡ 0, então L é fortemente resolúvel; se a0j(xj) 6= 0 e mj ≥ 2nj, com

b0j 6≡ 0 em qualquer vizinhança de {xj} × S1, para algum xj, então L não é

fortemente resolúvel (teorema 3.2.1).



Caṕıtulo 1

Preliminares

Este caṕıtulo contém resultados que auxiliam na compreensão do tra-

balho.

Seja L um campo vetorial sobre uma variedade suave Ω, de dimensão

m. Denote por p(x, ξ) o śımbolo principal de L; localmente podemos escrever

p(x, ξ) =
m∑

j=1

aj(x)ξj.

Definição 1.0.1 Seja ` uma função suave a valores complexos sobre T ∗Ω \ 0.

Uma curva bi-caracteŕıstica de <(`) é uma curva integral do campo Hamilto-

niano de <(`), sobre a qual <(`) se anula.

Definição 1.0.2 Diz-se que L satisfaz a condição (P), num aberto V ⊂ Ω, se

não existe função suave a valores complexos, positivamente homogênea, q(x, ξ),

sobre T ∗V \ 0, tal que =(qp) assume tanto valores positivos quanto negativos

sobre uma curva bi-caracteŕıstica de <(qp), em V , sobre a qual q 6= 0.

Ver [H3, definição 3.1].

Definição 1.0.3 Diz-se que uma curva γ é semi-bi-caracteŕıstica de p(x, ξ) se

γ é uma curva bi-caracteŕıstica de <(pq), com q 6= 0.

4
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Teorema 1.0.1 Cada uma das seguintes condições é necessaria e suficiente

para que L satisfaça a condição (P) em V :

(a) Não existe função C∞ a valores complexos q em T ∗V \0, tal que =(qp) as-

sume tanto valores positivos quanto negativos sobre uma curva bi-caracteŕıstica

de <(qp), em Y , sobre o qual q 6= 0.

(b) Se Γ é um ponto caracteŕıstico ou uma curva bi-caracteŕıstica com projeção

regular injetiva em S∗(V ), então existe uma função q de classe C∞, numa vizi-

nhança W de Γ, tal que <(Hqp) 6= 0 em W e =(qp) não muda de sinal sobre

qualquer bi-caracteŕıstica de <(qp) em W .

Ver [H3, teorema 3.7].

Pelo teorema acima, se L = ∂t+(a(x, t)+ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2, IR)

então a condição (P) é satisfeita se, e somente se, b(γ(s)) não muda de sinal,

para qualquer γ curva integral de <(L); a curva integral de <(L), passando por

(x, t), tem a forma γ(x,t)(s) = (φ(x, s), s+ t), sendo ∂sφ(x, s) = a(φ(x, s), s+ t).

Definição 1.0.4 Diz-se que L é globalmente resolúvel se o endomorfismo

L : C∞(T2) → C∞(T2) tem imagem fechada.

O operador transposto de L é dado por tL = −L − (ax + ibx)(x, t).

Por argumentos padrão de análise funcional mostra-se que L é globalmente

resolúvel se, e somente se, LC∞(T2) = (ker tL)◦.

Definição 1.0.5 Diz-se que L é fortemente resolúvel se a imagem do endo-

morfismo L : C∞(T2) → C∞(T2) tem codimensão finita.

Usando o teorema da aplicação aberta mostra-se que L é fortemente

resolúvel se, e somente se, L é globalmente resolúvel e ker tL tem dimensão

finita.



6

Definição 1.0.6 Seja L=X+iY, sendo X e Y campos vetoriais reais. Diz-se

que p e q pertencentes a Ω são equivalentes se existe um número finito de curvas

integrais dos campos ±X e ±Y que justapostas os unem. As classes de equi-

valência são chamadas órbitas de Sussmann do campo L. Se B é uma tal classe

e existe p representante de B, com X(p) e Y(p) linearmente independentes,

então dizemos que B é bidimensional; caso contrário, B é unidimensional.

Ver [S, pág. 175].

Teorema 1.0.2 Seja L = X+ iY campo vetorial complexo não singular sobre

uma variedade paracompacta M. As seguintes condições são equivalentes:

i) L satisfaz a condição (P) em M;

ii) As órbitas de Sussmann da estrutura definida por L são orientáveis, de

dimensão menor ou igual que 2 e X ∧ Y não muda de sinal sobre as órbitas

de Sussmann bidimensionais.

Ver [Ho3, teorema 3.1]

Teorema 1.0.3 Suponha que L satisfaz a condição (P) em Ω e seja K um

subconjunto compacto de Ω. Então são equivalentes:

(i) qualquer ponto caracteŕıstico de L sobre K está sobre um intervalo compacto

de uma curva bi-caracteŕıstica de <(qp), sobre a qual q 6= 0, sem extremos ca-

racteŕısticos sobre K;

(ii) nenhuma bi-caracteŕıstica bidimensional e nenhuma bi-caracteŕıstica uni-

dimensional completamente contida em C \ (C11 ∪ Ce
2) (ver página 36) está

inteiramente contida acima de K.

Ver [H1, teorema 7.1].
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Teorema 1.0.4 Suponha que L satisfaz a condição (P) e seja K um subcon-

junto compacto de Ω tal que as condições equivalentes do teorema 1.0.3 sejam

satisfeitas. Então,

N = {u ∈ E ′(K); tLu = 0}

é um subespaço de dimensão finita de C∞
0 (K) ortogonal a L(D′(Ω)). Além

disso, para qualquer f ∈ H loc
(s)(Ω), com < f,N >= 0, e qualquer t < s+m− 1

podemos encontrar u ∈ H loc
(t) (Ω) tal que Lu=f numa vizinhança de K (se s = ∞

podemos tomar t = ∞).

Ver [H2, teorema 26.11.3].

Proposição 1.0.1 Seja Ω variedade suave não compacta, paracompacta. Se

L satisfaz a condição (P) e u ∈ D′(Ω) satisfaz (L+a)u = 0, sendo a ∈ C∞(Ω),

então o suporte de u é uma união de órbitas de Sussmann da estrutura definida

por L.

Ver [Ho2, proposição 2.3].

Seja µ uma medida de Baire com suporte compacto em C. Definimos

a transformada de Cauchy µ̂ de µ por

µ̂(z) =

∫
1

ζ − z
dµ(ζ), z ∈ s(µ)c.

Lema 1.0.1 Se µ é uma medida de Baire com suporte compacto em C e

µ̂(z) = 0 q.t.p.-dxdy então µ = 0.

Ver [W, lema 2.7]

Lema 1.0.2 Seja γ uma curva retificável e suponha que ϕ seja uma função

definida e continua sobre {γ}. Para cada m ≥ 1 seja

Fm(z) =

∫
γ

ϕ(w)(w − z)−mdw para z 6∈ {γ}.

Então cada Fm é anaĺıtica sobre C \ {γ} e F ′
m(z) = mFm+1(z).
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Ver [C, lema 6.3]

Teorema 1.0.5 Se f0 e f1 são mergulhos (lineares por partes) homotópicos

de S1 em T2, de tal modo que f0(S
1) não é fronteira de um disco, então existe

uma isotopia ambiente (linear por partes) de f0 em f1, a qual é a identidade

fora de um subconjunto compacto de T2.

Ver [E, teorema 2.1]

Teorema 1.0.6 Seja V ⊂ Ω subvariedade compacta e F : V × I → Ω uma

isotopia de V . Se ou F (V ×I) ⊂ ∂Ω ou F (V ×I) ⊂ Ω\∂Ω então F estende-se

a uma difeotopia de Ω tendo suporte compacto.

Ver [Hi, teorema 1.3, caṕıtulo 8]

Teorema 1.0.7 Seja U ⊂ Ω subconjunto aberto e A ⊂ U subconjunto com-

pacto. Seja F : U × I → Ω uma isotopia de U tal que F̂ (U × I) ⊂ Ω × I

é aberto. Então existe uma difeotopia de Ω tendo suporte compacto a qual é

igual a F numa vizinhança de A× I.

Ver [Hi, teorema 1.4, caṕıtulo 8]



Caṕıtulo 2

Condição Necessária

Neste caṕıtulo daremos uma condição necessária para que um campo

da forma

L = ∂t + (a(x, t) + ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR),

sobre o toro T2
(x,t) ' IR2/2πZZ 2, satisfazendo a condição (P), que possui pelo

menos uma órbita de Sussmann homotópica a {0} × S1, seja globalmente

resolúvel. Para isso vamos explorar uma variante da técnica de violação de

desigualdades desenvolvida em [BCP, lema 2.1], a qual é baseada na seguinte

caracterização de operadores com imagem fechada devida a [Kö]:

• Sejam E, F espaços de Fréchet, com F separável. Então uma aplicação

linear cont́ınua A : E → F tem imagem fechada se, e somente se, a

seguinte propriedade é satisfeita: dada zn ∈ tA(F ′), com zn → 0 fraca-

mente, existe yn ∈ F ′, yn → 0 fracamente, tal que tA(yn) = zn.

Embora nosso objetivo neste trabalho seja estudar campos genuina-

mente complexos, isto é, campos que não são múltiplos de campos reais, o

teorema 2.0.8 aplica-se também a campos reais.

Se ϕ ∈ C∞(S1) defina ϕ̃
.
= ϕ⊗ 1t ∈ C∞(T2).

9
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Lema 2.0.3 Se L é globalmente resolúvel então dada qualquer seqüência {µn}

em D′(T2), tal que tLµn → 0 fracamente, existem C > 0 e N ∈ ZZ+ tais que

|µn [(a+ ib)ϕ̃] | ≤ C‖(a+ ib)ϕ̃‖(N), ∀ϕ ∈ C∞(S1),

∫
ϕ = 0, ∀n ∈ Z+. (2.0.1)

A demonstração deste lema será omitida, pois é uma simples adaptação da

demonstração do [BCP, lema 2.1].

Seja K a união das órbitas de Sussmann unidimensionais periódicas

da estrutura definida por L.

Teorema 2.0.8 Suponhamos que exista x0 ∈ S1 tal que {x0} × S1 ⊂ ∂K. Se

L é globalmente resolúvel e satisfaz a condição (P) então a+ib não é flat em

{x0} × S1.

Demonstração:

É fácil ver que uma das seguintes situações ocorre:

(?.1) para qualquer aberto V ⊃ {x0}×S1 existe γ, curva integral periódica de

<(L), contida em V tal que b ◦ γ 6≡ 0;

(?.2) para qualquer aberto V ⊃ {x0}× S1, o conjunto V \ ({x0}× S1) contém

alguma γ, curva integral periódica de <(L), a qual é ω-limite (ou α-limite) de

alguma curva integral não periódica de <(L);

(?.3) existe γ, curva integral não periódica de <(L), cujo conjunto ω-limite é

ω(γ(s)) = {x0} × S1 (ou α-limite é α(γ(s)) = {x0} × S1).

Suponhamos que L seja globalmente resolúvel e que a+ ib seja flat em

{x0}×S1. Nossa demonstração seguirá analisando separadamente cada um dos

três casos citados acima. Porém, antes disso, faremos algumas considerações

gerais.

Consideremos (xn) uma seqüência estritamente decrescente convergin-

do para x0, com xn−x0 <
2

3
. Seja ϕ ∈ C∞

0 ((−1, 1)), ϕ ≡ 1 sobre

[
0,

3

4

]
, ϕ ≥ 0
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sobre

[
−1

2
, 1

]
e ϕ ≤ 0 sobre

[
−1,−1

2

]
, tal que

∫
ϕ = 0. Definamos a seguinte

seqüência de funções:

ϕn(x) = ϕ

(
2

3

x− x0

xn − x0

)
, n ∈ ZZ+. (2.0.2)

Notemos que

2

3

x− x0

xn − x0

< 1 ⇔ x− x0 <
3

2
(xn − x0) ⇔ x <

3xn − x0

2

e

2

3

x− x0

xn − x0

> −1 ⇔ x− x0 >
3

2
(−xn + x0) ⇔ x >

5x0 − 3xn

2
.

Logo, s(ϕn) ⊂
(

5x0 − 3xn

2
,
3xn − x0

2

)
. Além disso,

5x0 − 3xn

2
< x0 < xn <

3xn − x0

2
e ϕn ≡ 1 sobre

[
x0,

9xn − x0

8

]
. Como a = O(|x − x0|2), podemos

encontrar uma vizinhança U × S1 de {x0}× S1 tal que, para qualquer (x, t) ∈

U ×S1 temos, |a(x, t)| < 1

16πC ′ |x− x0|; aqui C ′ é a constante de Lipschitz da

função φ sobre S1 × [0, 2π], sendo φ tal que γ(x,0)(s) = (φ(x, s), s) é a curva

integral de <(L) com ponto incial (x, 0). É fácil ver que existe um aberto

U ′ ⊂ U tal que para qualquer (x, 0) ∈ U ′ × S1 tem-se (φ(x, s), s) ∈ U × S1 se

0 ≤ s ≤ 2π. Assim, para qualquer (x, 0) ∈ U ′ × S1 e 0 ≤ s ≤ 2π, temos

|φ(x, s)− x| ≤ 1

8
|x− x0|. (2.0.3)

De fato, |φ(x, s) − x| = |φ(x, s) − φ(x, 0)| ≤ |a(φ(x, s′), s′)|2π ≤

2π
1

16πC ′ |φ(x, s′)−x0| =
1

8C ′ |φ(x, s′)−φ(x0, s
′)| ≤ 1

8C ′C
′|x−x0| =

1

8
|x−x0|.

Logo, se x ∈ U ′, x > x0 e 0 ≤ s ≤ 2π, então

φ(x, s) = φ(x, s)− x+ x ≤ x− x0

8
+ x =

9x− x0

8

e, conseqüentemente,

x0 < φ(x, s) ≤ 9x− x0

8
. (2.0.4)
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Passando a uma subseqüência, se necessário, podemos assumir que a seqüência

{(xn, 0)} ∈ U ′ × S1.

Definamos ϕ̃n(x, t) = ϕn(x) ⊗ 1t. Dado N ∈ IN, por um simples

cálculo, é posśıvel obtermos constantes positivas C1 e C2, dependendo de N ,

tais que as seguintes desigualdades sejam satisfeitas:

|ϕ(j)
n (x)| ≤ C1|xn − x0|−j, para qualquer j ≤ N ; (2.0.5)

|∂α(a+ ib)(x, t)| ≤ C2|x− x0|N+3, para qualquer |α| ≤ N ∀ t ∈ S1. (2.0.6)

Em particular, das desigualdades (2.0.5) e (2.0.6) obtemos, para cada N ∈ IN

dado, a seguinte estimativa:

‖(a+ ib)ϕ̃n‖(N) ≤ C ′|xn − x0|3, n ∈ ZZ+. (2.0.7)

Um fato importante que será usado com freqüência no decorrer desta demons-

tração é que graças a condição (P) temos∣∣∣∣∫ r2

r1

b ◦ γ(x,0)(s)ds

∣∣∣∣ =

∫ r2

r1

|b ◦ γ(x,0)(s)|ds, (2.0.8)

sendo r1, r2 <∞ quaisquer, para qualquer curva integral γ(x,0) de <(L).

No decorrer desta demonstração vamos supor que as curvas dadas nas

respectivas hipóteses estão à direita de {x0} × S1 (caso contrário a demons-

tração segue de modo análogo).

Suponhamos que ocorra (?.1). Então, podemos encontrar uma seqüên-

cia ((xn, 0)), sendo (xn) estritamente decrescente convergindo para x0, tal que

em cada (xn, 0) passe uma curva integral periódica de <(L), γn(s) = γ(xn,0)(s),

s ∈ [0, 2π], com b ◦ γn 6≡ 0. Consideremos a seqüência de funções (ϕ̃n), dada

por (2.0.2), definida para esta seqüência (xn).

Definamos

µn(ϕ)
.
= αn

∫ 2π

0

ϕ ◦ γn(s)ds, ∀ ϕ ∈ C∞(T2),
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sendo αn =
1− cos(xn − x0)∫ 2π

0
|b ◦ γn|(s)ds

. Evidentemente µn ∈ D′(T2). Além disso, se

ϕ ∈ C∞(T2), temos:

tLµn(ϕ) = αn

(∫ 2π

0

(∂tϕ+ a∂xϕ) ◦ γn(s)ds+ i

∫ 2π

0

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds

)
=

= αn

(∫ 2π

0

(ϕ ◦ γn)′(s)ds+ i

∫ 2π

0

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds

)
.

Porém,

∫ 2π

0

(ϕ ◦ γn)′(s)ds = ϕ ◦ γn(2π)− ϕ ◦ γn(0) = 0. Assim, temos

|tLµn(ϕ)| ≤ αn sup
T2

|∂xϕ|
∫ 2π

0

|b ◦ γn(s)|ds = (1− cos(xn − x0)) sup
T2

|∂xϕ|.

Portanto, tLµn → 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ϕ̃n◦γn ≡ 1, fazendo

uso de (2.0.8) e das desigualdades (2.0.1) e (2.0.7) obtemos

1− cos(xn − x0) =
1− cos(xn − x0)∫ 2π

0
|b ◦ γn(s)|ds

∣∣∣∣∫ 2π

0

(bϕ̃n) ◦ γn(s)ds

∣∣∣∣ =

= αn

∣∣∣∣∫ 2π

0

(b.ϕ̃n) ◦ γn(s)ds

∣∣∣∣ ≤ |µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≤ CC ′|xn − x0|3,

a qual é uma contradição. �

Suponhamos, agora, que ocorra (?.2). Então, podemos assumir que

existem seqüências (xn), (x′n) e (x′′n) estritamente decrescentes convergindo

para x0, tal que em cada (xn, 0) passa uma curva integral não periódica de

<(L), γn = γ(xn,0), satisfazendo: xn ∈ (x′′n, x
′
n), ω((xn, 0)) = γ(x′′n,0)([0, 2π])

e α((xn, 0)) = γ(x′n,0)([0, 2π]) (ou ω((xn, 0)) = γ(x′n,0)([0, 2π]) e α((xn, 0)) =

γ(x′′n,0)([0, 2π])), sendo que γ(x′n,0) e γ(x′′n,0) são curvas integrais periódicas de

<(L). Logo, podemos escolher sn < s′n ∈ IR tais que γn(sn) e γn(s′n) pertençam

a S1 × {0} e, além disso,

n

n+ 1
≤ |φ(xn, s

′
n)− φ(xn, sn)|
x′n − x′′n

< 1.

Consideremos a seqüência de funções (ϕn), dada por (2.0.2), definida para a

seqüência (x′n). Passando a uma subseqüência, se necessário, podemos supor
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que ocorre uma das duas situações seguintes:

i)

∫ s′n

sn

|b ◦ γn|(s)ds ≤ x′n − x′′n, ∀n;

ii)

∫ s′n

sn

|b ◦ γn|(s)ds > x′n − x′′n, ∀n.

Suponhamos que o ı́tem i) seja satisfeito. Definamos

µn(ϕ)
.
=

1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n

∫ s′n

sn

ϕ ◦ γn(s)ds, ∀ ϕ ∈ C∞(T2).

Evidentemente µn ∈ D′(T2). Além disso, se ϕ ∈ C∞(T2), temos:

tLµn(ϕ) =
1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n

(∫ s′n

sn

(ϕ ◦ γn)′(s)ds+ i

∫ s′n

sn

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds

)
.

Como |ϕ(x, t)− ϕ(y, t)| ≤ K|x− y|, temos

|tLµn(ϕ)| ≤ 1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n
|ϕ(γn(s′n))− ϕ(γn(sn))|+

+
1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n
sup
T2

|∂xϕ|
∫ s′n

sn

|b ◦ γn(s)|ds ≤

≤ 1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n
K|φ(xn, s

′
n)− φ(xn, sn)|+

+
1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n
sup
T2

|∂xϕ|
∫ s′n

sn

|b ◦ γn(s)|ds.

e, portanto, tLµn → 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ϕ̃n ◦ γn ≡ 1,

usando as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos

n

n+ 1
(1− cos(x′n − x0)) ≤ (1− cos(x′n − x0))

|φ(xn, s
′
n)− φ(xn, sn)|
x′n − x′′n

=

=
1− cos(x′n − x0)

x′n − x′′n

∣∣∣∣∣
∫ s′n

sn

(aϕ̃n) ◦ γn(s)

∣∣∣∣∣ ds ≤ |µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≤ CC ′|x′n − x0|3.

Logo,

1− cos(x′n − x0) ≤
n+ 1

n
CC ′|x′n − x0|3 ≤ 2C ′|x′n − x0|3,

a qual é uma contradição.

Suponhamos, agora, que ii) seja satisfeito. Então,∫ s′n

sn

|b ◦ γn|(s)ds > x′n − x′′n > |φ(xn, s
′
n)− φ(xn, sn)|.
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Definamos

µn(ϕ)
.
=

1− cos(x′n − x0)∫ s′n
sn
|b ◦ γn|(s)ds

∫ s′n

sn

ϕ ◦ γn(s)ds, ∀ ϕ ∈ C∞(T2).

Evidentemente µn ∈ D′(T2). Além disso, se ϕ ∈ C∞(T2), temos:

tLµn(ϕ) =
1− cos(x′n − x0)∫ s′n

sn
|b ◦ γn|(s)ds

(∫ s′n

sn

(ϕ ◦ γn)′(s)ds+ i

∫ s′n

sn

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds

)
.

Como |ϕ(x, t)− ϕ(y, t)| ≤ K|x− y|, temos

|tLµn(ϕ)| ≤ 1− cos(x′n − x0)∫ s′n
sn
|b ◦ γn|(s)ds

|ϕ(γn(s′n))− ϕ(γn(sn))|+

+
1− cos(x′n − x0)∫ s′n

sn
|b ◦ γn|(s)ds

sup
T2

|∂xϕ|
∫ s′n

sn

|b ◦ γn|(s)ds ≤

≤ 1− cos(x′n − x0)∫ s′n
sn
|b ◦ γn|(s)ds

K|φ(xn, s
′
n)− φ(xn, sn)|+

+(1− cos(x′n − x0)) sup
T2

|∂xϕ|

e, portanto, tLµn → 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ϕ̃n ◦ γn ≡ 1,

usando (2.0.8) e as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos

1− cos(x′n − x0) =
1− cos(x′n − x0)∫ s′n

sn
|b ◦ γn(s)|ds

∫ s′n

sn

|(bϕ̃n) ◦ γn(s)|ds ≤

≤ |µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≤ CC ′|xn − x0|3,

a qual é uma contradição. �

Finalmente, suponhamos que ocorra (?.3). Podemos assumir que

existe uma seqüência (xn), estritamente decrescente convergindo para x0, tal

que em cada (xn, 0) passa uma curva integral de <(L), γn(s) = γ(xn,0)(s) =

(φ(xn, s), s), sendo ω((xn, 0)) = {x0}×S1 (caso contrário existe uma seqüência

de tais curvas com α((xn, 0)) = {x0} × S1 e a demonstração segue de mo-

do análogo). Consideremos a seqüência de funções, dada por (2.0.2), defini-

da para esta seqüência (xn). Para cada n escolhamos sn ∈ IR+ tal que
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(x′n, 0) = γ(xn,0)(sn) satisfaça |x′n − x0| < |xn − x0|3. Passando a uma sub-

seqüência, se necessário, podemos assumir que ocorre uma das duas situações

a seguintes:

i)

∫ sn

0

|b ◦ γn|(s)ds→ 0;

ii)

∫ sn

0

|b ◦ γn|(s)ds 6= 0, ∀n, e

∫ sn

0

|b ◦ γn|(s)ds → C > 0, sendo que C pode

ser igual a ∞.

Suponhamos que o ı́tem i) seja satisfeito. Definamos

µn(ϕ)
.
=

∫ sn

0

ϕ ◦ γn(s)ds, ∀ ϕ ∈ C∞(T2).

Evidentemente µn ∈ D′(T2). Além disso, se ϕ ∈ C∞(T2), temos:

tLµn(ϕ) =

∫ sn

0

(ϕ ◦ γn)′(s)ds+ i

∫ sn

0

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds,

e, assim,

|tLµn(ϕ)| ≤ |ϕ(γn(sn))− ϕ(γn(0))|+ sup
T2

|∂xϕ|
∫ sn

0

|b ◦ γn(s)|ds.

Portanto, tLµn → 0 fracamente. Logo, pelas desigualdades (2.0.1) e (2.0.7),

obtemos

|µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≤ C||(a+ ib)ϕ̃n||(N) ≤ CC ′|xn − x0|3.

Além disso, como (2.0.4) implica ϕ̃n ◦ γn|[0,∞)
≡ 1, temos

|µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≥
∣∣∣∣∫ sn

0

(aϕ̃n) ◦ γn(s)ds

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ sn

0

a ◦ γn(s)ds

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫ sn

0

∂sφ(xn, s)ds

∣∣∣∣ = |x′n − xn| = xn − x′n = xn − x0 − (x′n − x0).

Logo,

|xn − x0| ≤ (CC ′ + 1)|xn − x0|3,

a qual é uma contradição.
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Suponhamos, agora, que ii) seja satisfeito. Definamos,

µn(ϕ)
.
=

1− cos(xn − x0)∫ sn
0
|b ◦ γn|(s)ds

∫ sn

0

ϕ ◦ γn(s)ds, ∀ ϕ ∈ C∞(T2).

Evidentemente µn ∈ D′(T2). Além disso, se ϕ ∈ C∞(T2), temos:

tLµn(ϕ) =
1− cos(xn − x0)∫ sn

0
|b ◦ γn|(s)ds

(
ϕ(γn(sn))− ϕ(γn(0)) + i

∫ sn

0

(b∂xϕ) ◦ γn(s)ds

)
.

Assim,

|tLµn(ϕ)| ≤ (1− cos(xn − x0))

(
|ϕ(γn(sn))− ϕ(γn(0))|∫ sn

0
|b ◦ γn|(s)ds

+ sup
T2

|∂xϕ|
)

e, portanto, tLµn → 0 fracamente. Como, por (2.0.4), temos ϕ̃n ◦ γn|[0,∞)
≡ 1,

usando (2.0.8) e as desigualdades (2.0.1) e (2.0.7), obtemos

1− cos(xn − x0) =
1− cos(xn − x0)∫ sn

0
|b ◦ γn(s)|ds

∣∣∣∣∫ sn

0

(bϕ̃n) ◦ γn(s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤ |µn[(a+ ib)ϕ̃n]| ≤ C||(a+ ib)ϕ̃n||(N) ≤ CC ′|xn − x0|3,

a qual é uma contradição. �

Assim a demonstração está completa.

O fato de existir {x0} × S1 ⊂ ∂K, para algum x0 ∈ S1, é um caso

particular do problema proposto no começo deste caṕıtulo. Em geral, quando

∂K 6= ∅, temos γ ⊂ K, para alguma γ curva integral periódica de <(L). Porém,

pelos teoremas 1.0.5 e 1.0.6 obtemos um difeomorfismo de T2 em T2 tal que γ,

nas novas coordenadas, pode ser escrita como γ(s) = (x0, s), s ∈ [0, 2π], para

algum x0 ∈ S1 e tal que L, nas novas coordenadas, pode ser escrito da forma

L = ∂t + (ã(x, t) + ĩb(x, t))∂x, ã, b̃ ∈ C∞(V ; IR),

numa vizinhança V de {x0} × S1.

Como os argumentos dados no teorema 2.0.8 são restritos a uma vi-

zinhança de {x0} × S1 é fácil ver que a respectiva demonstração se aplica a
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todos os campos referidos neste caṕıtulo, para os quais ∂K 6= ∅, utilizando

sua forma no aberto V . Com nossa hipótese de K 6= ∅, se ∂K = ∅ então L

é real e possui apenas curvas integrais periódicas. Neste caso, usamos o fluxo

para obter um difeomorfismo que transforma o campo L no campo ∂t, o qual

é globalmente resolúvel (ver [GW], [He], [Ho1]).

Corolário 2.0.1 Se L = ∂t + (a(x) + ib(x))∂x, com a+ ib 6≡ 0, é globalmente

resolúvel e satisfaz a condição (P) então a + ib possui apenas zeros de ordem

finita.

Existe uma outra demonstração deste corolário, a qual é válida mesmo que L

não satisfaça a condição (P); tal demonstração é uma simples adaptação da

prova do teorema de necessidade de [BP, pág.137], bastando trocar a por a+ib.

Nota:

Se a estrutura definida por L possui apenas um número finito de órbitas uni-

dimensionais periódicas homotópicas a {0} × S1, então não existe perda de

generalidade em assumir que todas são da forma {x}× S1 (ver 1.0.5 e 1.0.7).

Será que podemos assumir o mesmo quando o número de órbitas unidimen-

sionais periódicas homotópicas a {0} × S1 não é finito? Se a resposta for

afirmativa, então seguirá que: se L é globalmente resolúvel então L possui

apenas um número finito de órbitas unidimensionais periódicas homotópicas a

{0} × S1 (ver teorema 2.0.8).



Caṕıtulo 3

Condições Suficientes: 1a parte

Este e o próximo caṕıtulo têm como objetivo obter condições sufi-

cientes para que um campo da forma

L = ∂t + (a(x, t) + ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR), b 6≡ 0,

sobre o toro T2
(x,t) ' IR2/2πZZ 2, satisfazendo a condição (P), que possui pe-

lo menos uma órbita de Sussmann homotópica a {0} × S1, seja fortemente

resolúvel. Em particular, teremos obtido condições suficientes para que L seja

globalmente resolúvel. Vamos nos restringir ao caso em que <(L) possui al-

guma curva integral não periódica; caso contrário o fluxo reduz nosso estudo

ao estudo feito em [BCP]. Na primeira seção deste caṕıtulo (seção 3.1) enun-

ciaremos um teorema devido a [BCP, teorema 3.1], o qual nos permite subs-

tituir o problema de resolubilidade forte por um problema de resolubilidade

perto do conjunto caracteŕıstico. Na seção 3.2 estudaremos o caso especial,

L = ∂t + (a(x) + ib(x))∂x, o qual nos permitirá entender o caso geral, isto é,

quando a e b dependem de (x, t) (conteúdo do caṕıtulo 4). Desde já, assumire-

mos que a palavra órbita significa órbita de Sussmann. Como conseqüência

imediata do trabalho [Sc] (ver também [Ho4]) temos o seguinte teorema:

19
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Teorema 3.0.9 Se γ é uma curva integral do campo vetorial ∂t + a(x, t)∂x,

sobre T2, com a real, então temos apenas duas possibilidades para seu conjunto

α-limite ou ω-limite:

i) é uma curva integral periódica;

ii) é igual a T2.

De posse desse teorema, é fácil ver que se a estrutura definida por L =

∂t +(a(x, t)+ ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR), com b 6≡ 0, satisfazendo a condição

(P), não possui órbitas de Sussmann unidimensionais periódicas então T2 é a

única órbita e, portanto, L é fortemente resolúvel (teorema 1.0.4). Por isso

este trabalho se dirige aos campos para os quais existe órbita unidimensional

periódica. Nosso estudo será feito no caso particular em que essa órbita (e,

portanto, qualquer uma delas) é homotópica a {0} × S1.

3.1 Resolubilidade forte versus semi-global

Seja K o conjunto formado pela união das curvas integrais periódicas de <(L),

para as quais b se anula identicamente, ou seja, b◦γ ≡ 0, para qualquer γ ⊂ K.

Suponhamos que K =

q⋃
i=1

γi, para algum q, e definamos U = T2 \ K.

Observação 3.1.1 Essa enumeração das curvas em K é dada de forma que

não exista γk entre γi e γi+1. Assim, o aberto limitado por γi e γi+1 é uma

componente conexa de U .

Seja V uma componente conexa de U . Então, V é uma órbita bidi-

mensional se, e somente se, para cada γ, curva integral de <(L) contida em V ,

existe s0 = s0(γ) ∈ IR tal que b ◦ γ(s0) 6= 0. De fato. A necessidade é óbvia.

A suficiência vem do fato de que qualquer ponto de V está sobre uma órbita
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bidimensional, a qual é aberta e conexa. Conseqüentemente, V é tal órbita.

Para ilustrar esse fato daremos os seguintes exemplos:

Exemplo 3.1.1 Se existe curva integral periódica de <(L) contida em V então

V é a única órbita da estrutura definida por L|V .

De fato, se p ∈ V então pelo menos uma das curvas integrais periódicas ω(p)

e α(p) de <(L) é tal que, sobre ela, b 6≡ 0.

Exemplo 3.1.2 Suponhamos que em V não exista curva integral periódica de

<(L). Tomemos γi ⊂ V . Definamos Γ a translação de γi tal que Γ ⊂ V . Se

b(x, t) 6= 0, ∀(x, t) ∈ Γ, então V é a única órbita da estrutura definida por

L|V . (Evidentemente que no caso em que U é conexo, isto é, q = 1, temos

Γ = Γ+∪Γ−, sendo Γ+∩Γ− = ∅. Assim, para que U seja órbita bidimensional

basta que b(x, t) 6= 0, para qualquer (x, t) ∈ Γ+ ou para qualquer (x, t) ∈ Γ−).

De fato, pois qualquer curva integral de <(L), em V , intercepta Γ (resp. Γ+

ou Γ−) em pelo menos um ponto.

Com a hipótese de que cada componente conexa de U é uma órbita

bidimensional podemos demonstrar os seguintes lemas:

Lema 3.1.1 Suponha que L satisfaça a condição (P). Seja s ∈ IR. Se

µ ∈ D′(U) e tLµ ∈ Hs então µ ∈ Hs.

Demonstração:

A demonstração é uma conseqüência imediata de [H1, teorema 3.1]. Seja

(x0, t0) ∈ U . Então (x0, t0) pertence a alguma componente conexa V . Logo,

existe s0 tal que b(γ(s0)) 6= 0, sendo γ curva integral de <(L), passando por

(x0, t0). Em particular, L é eĺıptico em γ(s0), e, portanto, µ ∈ Hs+1 ⊂ Hs, em

γ(s0). Como b tem sinal constante numa vizinhança de γ([0, s0]), obtemos que

µ ∈ Hs em (x0, t0).
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Lema 3.1.2 Seja µ ∈ D′(V ) (V componente conexa de U) tal que tLµ = 0.

Se µ = 0 em algum subconjunto aberto de V então µ ≡ 0.

Demonstração:

O suporte de µ é uma união de órbitas (ver proposição 1.0.1). Logo, µ ≡ 0.

Como K é finito, com o auxilio dos teoremas 1.0.5 e 1.0.7, obtemos

um difeomorfismo de T2 em T2 tal que nas novas coordenadas K se escreve

como K = N × S1, sendo

N = {x ∈ S1; a(x, t) + ib(x, t) = 0,∀ t ∈ S1} = {x1, ..., xq},

e tal que numa vizinhança Vi de cada {xi} × S1, nas novas coordenadas, L se

escreve como

L = ∂t + (ãi(x, t) + ĩbi(x, t))∂x, sendo ãi, b̃i ∈ C∞(Vi; IR).

Assim, U =

q⋃
i=1

Ji × S1, sendo Ji = (xi, xi+1). Para cada xi ∈ N definamos

F(xi) = ker(tL) ∩ E ′({xi} × S1).

Se Ji−1 × S1 e Ji × S1 são órbitas bidimensionais e U = (xi − δ, xi + δ)× S1,

com δ > 0 pequeno, então, pelo lema 3.1.2, obtemos ker(tL) ∩ E ′(U) = F(xi).

Com aux́ılio dos lemas 3.1.1 e 3.1.2, é posśıvel demonstrarmos o seguinte

teorema (devido a [BCP, teorema 3.1]):

Teorema 3.1.1 Suponha que L satisfaça a condição (P), que K seja finito e

que cada componente conexa de U seja uma órbita bidimensional. Então L

é fortemente resolúvel se, e somente se, ambas as propriedades a seguir são

satisfeitas, para cada xi ∈ N :

(?) dimF(xi) <∞;

(??) para qualquer f ∈ C∞({xi} × S1), f ∈ F(xi)
◦, existe u ∈ C∞({xi} × S1)

resolvendo a equação Lu = f numa vizinhança de {xi} × S1.
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Observação 3.1.2 A hipótese de que cada componente conexa de U é uma

órbita bidimensional, no teorema 3.1.1, é essencial para que L seja fortemente

resolúvel. De fato, se L = ∂t+(a(x)+ib(x))∂x, negar tal hipótese significa dizer

que b|Ji×S1 ≡ 0, para algum i. Assim, é posśıvel construir uma distribuição h

”bem especial”, como em [BP], para mostrar que dim(ker tL) = ∞.

3.2 Caso Especial

Para que L = ∂t + (a(x) + ib(x))∂x seja globalmente resolúvel é necessário que

o número de órbitas unidimensionais periódicas, da estrutura definida por L,

seja finito e que, além disso, sobre cada uma a + ib não seja flat (corolário

2.0.1). Sendo assim, não é dif́ıcil imaginarmos que as condições para que valha

a rećıproca do corolário 2.0.1 estejam relacionadas com a ordem dos zeros da

função a+ ib. Definamos K, N e U como na seção anterior. Nossa técnica de

resolução baseia-se em utilizar o teorema 3.1.1; para isso vamos assumir que

cada componente conexa de U é uma órbita bidimensional e que L satisfaz

a condição (P). Dessa forma, dizer que V , componente conexa de U , é uma

órbita bidimensional, significa dizer que b|V 6≡ 0.

Pelo teorema 3.1.1, mostrar que L é fortemente resolúvel é equivalente

a verificar a validade de (?) e (??).

Lema 3.2.1 Se numa vizinhança Vi de xi temos (a+ib)(x) = (x−xi)
nia0(x)+

i(x − xi)
mib0(x) com a0(xi) 6= 0 e mi ≥ ni ≥ 1, ou ainda, com b0(xi) 6= 0 e

ni > mi ≥ 2, então, para m = min{mi, ni}, temos que as seguintes afirmações

são verdadeiras:

i) a equação Lu=f pode ser resolvida módulo funções flat em {xi} × S1, desde

que (δ
(j)
xi (x)⊗ 1t)(f) = 0 para todo 0 ≤ j ≤ m− 1;
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ii) F(xi) é gerado pelas distribuições δ
(j)
xi (x)⊗ 1t, 0 ≤ j ≤ m− 1.

A demonstração do ı́tem i) é análoga a do lema 2.1 de [BP] e a do ı́tem ii)

está feita no lema 4.1 de [BCP].

Estamos, finalmente, prontos para demonstrar o principal resultado

desta seção.

Teorema 3.2.1 Sob as hipóteses do lema 3.2.1 suponha que b 6≡ 0 em cada

Ji × S1 e que L satisfaça a condição (P). Segue que:

i) se em cada xi temos a0(xi) 6= 0 6= b0(xi) e 2 ≤ mi < 2ni − 1, ou a0(xi) 6= 0

e b0 ≡ 0, então L é fortemente resolúvel;

ii) se a0(xi) 6= 0 e mi ≥ 2ni, com b0 6≡ 0 em qualquer vizinhança de {xi}×S1,

para algum xi, então L não é fortemente resolúvel.

Demonstração:

O lema 3.2.1 prova que L satisfaz (?) e, além disso, que satisfaz (??) módulo

funções flat em {xi}×S1. Seja, então, f uma função flat em {xi}×S1. Podemos

assumir, sem perda de generalidade, xi = 0. Note que Lu(x, t) = f(x, t) numa

vizinhança de {0}×S1 em T2 se, e somente se, a seqüência (ûk) (transformada

parcial de Fourier com relação a variável t) é tal que Lkûk(x) = f̂k(x), numa

vizinhança de x = 0, ∀k ∈ ZZ , sendo Lkûk(x) = ikûk(x) + (a + ib)(x)(ûk)
′(x),

e tal que
∑
k∈ZZ

ûke
ikt define uma função C∞ numa vizinhança de {0} × S1.

Usaremos esta última condição da afirmação acima para provar os ı́tens i) e

ii) do teorema.

Demonstração do ı́tem i). Suponha que b0(0) 6= 0. Para k = 0 temos que

resolver (a + ib)
d

dx
û0(x) = f̂0(x), isto é,

d

dx
û0 =

f̂0

a+ ib
∈ C∞, pois f̂0 é flat

em x = 0. Portanto,

û0(x) =

∫ x

0

f̂0

a+ ib
(x)dx
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é solução numa vizinhança de x = 0.

Para k 6= 0 resolveremos, em primeiro lugar, Lkûk(x) = f̂k(x) para

x ∈ (0, δ), para algum δ > 0 pequeno. Podemos assumir que b ≥ 0 para tais

valores de x. Usando fator integrante encontramos, para x > 0 e para cada

k > 0,

ûk(x) =

∫ x

0

e−ik(C(x)−C(y)) f̂k

a+ ib
(y)dy

sendo

C(x) = −
∫ η

x

1

a+ ib
(y)dy = −

∫ η

x

a

a2 + b2
(y)dy + i

∫ η

x

b

a2 + b2
(y)dy.

Logo,

|ûk(x)| ≤
∫ x

0

e
−k

∫ x
y

b
a2+b2

(s)ds

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy
e, como

b

a2 + b2
(x) ≥ 0, temos

|ûk(x)| ≤
∫ x

0

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy = O(|x|j),∀j.

Usando novamente fator integrante, mudamos o ponto inicial e encon-

tramos, para cada x > 0 e para cada k < 0,

ûk(x) = −
∫ η

x

e−ik(C(x)−C(y)) f̂k

a+ ib
(y)dy, sendo C(x) como antes.

Assim, para 0 < x <
η

2
, temos

|ûk(x)| ≤
∫ η

x

e
k

∫ y
x

b
a2+b2

(s)ds

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy =

=

∫ 2x

x

e
k

∫ y
x

b
a2+b2

(s)ds

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy+∫ η

2x

e
k

∫ y
x

b
a2+b2

(s)ds

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy.
Notemos que

b

a2 + b2
(x) =

xmb0
x2na2

0 + x2mb20
(x). Portanto, podemos fazer as

seguintes simplificações: se 2 ≤ m ≤ n então
b

a2 + b2
(x) =

1

xm
· b0
x2(n−m)a2

0 + b20
(x);
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se n < m < 2n − 1 então
b

a2 + b2
(x) =

xm

x2n
· b0
a2

0 + x2(m−n)b20
(x) =

1

xl
·

b0
a2

0 + x2(m−n)b20
(x), para algum l ≥ 2. Logo, podemos encontrar α, β reais

positivos tais que

α ≤ b0
x2(n−m)a2

0 + b20
(x)

(
resp.

b0
a2

0 + x2(m−n)b20
(x)

)
≤ β,

e, assim, para algum l ≥ 2 e para y ≥ 2x, temos∫ y

x

b

a2 + b2
(s)ds ≥ α

∫ y

x

1

sl
ds = − α

(l − 1)sl−1
|yx ≥ − α

(l − 1)sl−1
|2x
x =

= − α

(l − 1)

(
1

(2x)l−1
− 1

xl−1

)
= − α

(l − 1)

(
1− 2l−1

(2x)l−1

)
=
α(2l−1 − 1)

2l−1(l − 1)
· 1

xl−1
.

Portanto,

|ûk(x)| ≤
∫ 2x

x

∣∣∣∣∣ f̂k

a+ ib

∣∣∣∣∣ (y)dy +Me

kα(2l−1 − 1)

2l−1(l − 1)
· 1

xl−1
= O(|x|j),∀j.

O processo para obter as soluções e estimativas, utilizado para x > 0,

procede de modo análogo para x < 0.

Notemos que, se b0 ≡ 0, numa vizinhança de x = 0, então en-

contramos, para cada k ∈ ZZ , ûk(x) =

∫ x

0

e−ik
∫ x
y

1
a
(s)ds f̂k

a
(y)dy e, portanto,

|ûk(x)| ≤
∫ x

0

∣∣∣∣∣ f̂k

a

∣∣∣∣∣ (y)dy.
Pelas soluções e majorações encontradas, bem como majorações análo-

gas para as derivadas de ûk, fica evidente que, para cada k ∈ ZZ , a função ûk

é de classe C∞ e é flat em x = 0; além disso, (ûk) é rapidamente decrescente

quando |k| → ∞. Portanto, tal seqüência define uma função u ∈ C∞, a qual

é solução para Lu = f , numa vizinhança de {0} × S1.

Demonstração do ı́tem ii). Podemos assumir, fazendo uso da hipótese, b|(−δ,0) 6≡

0, para qualquer δ > 0, e b(x) ≥ 0, se x < 0 é suficientemente próximo de

0. Caso contrário teremos b|(0,δ) 6≡ 0, para qualquer δ > 0, e o resultado

segue analogamente. Suponhamos que L seja resolúvel numa vizinhança V =
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(−δ, δ)× S1 de {0} × S1. Consideremos a seguinte seqüência de funções (f̂k),

k ∈ ZZ :

f̂k(x) = g(x) · (a+ ib)(x) · ck · e−ik
∫ x
x0

a
a2+b2

(y)dy
,

sendo x0 ∈ (0, δ) tal que b(x0) > 0, (ck) uma seqüência de números positivos

rapidamente decrescente e

g(x) =

 −e 1
x , x < 0

0, x ≥ 0

.

Tal seqüência (f̂k) é rapidamente decrescente e, para cada k, f̂k ∈ C∞({0}) e

é flat em x = 0. De fato. Evidentemente f̂k é de classe C∞, para cada x 6= 0.

Considere h1(x) = g(x) · (a + ib)(x) e h2(x) = e
−ik

∫ x
x0

a
a2+b2

(y)dy
. Como h1(x)

é flat em x = 0, temos
h

(j)
1

p
(0) = 0, para qualquer j; aqui p(x) é qualquer

função em que x = 0 é zero de ordem finita. Assim, (h
(j)
1 h

(r)
2 )(0±) = 0, pois

h2 ∈ C∞(x0, 0) ∩ L∞[x0, 0]. Logo,

f̂
(j)
k (0±) = ck

∑
r≤j

(
j

r

)
(h

(r)
1 h

(j−r)
2 )(0±) = 0, para cada j,

e, portanto, f̂k é de classe C∞ e flat em x = 0. Além disso, para cada j fixado,

|f̂ (j)
k (x)| ≤

∑
r≤j

(
j

r

)
|h(r)

1 h
(j−r)
2 (x)ck| ≤

∑
r≤j

Cjr||h(r)
1 qj−r||∞.|k|j−r.ck ≤ Cj|k|jck,

sendo qj−r somatório de derivadas de potências da função
a

a2 + b2
(x) e Cj =

max
r≤j

{Cjr||h(r)
1 qj−r||∞}. Porém, de (ck) rapidamente decrescente, temos que

dados N, j ∈ IN, existe C ′ > 0 tal que |ck| ≤
C ′

(1 + |k|)N+j
, ∀k, e, portanto,

|f̂ (j)
k (x)| ≤

C ′′
j

(1 + |k|)N
,∀k.

Desse modo, a seqüência (f̂k) define uma função f(x, t) de classe C∞ em V ,

flat em {0} × S1, a qual, evidentemente, pertence a F(0)◦.
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Mostraremos, a seguir, que não existe u ∈ C∞ tal que Lu(x, t) =

f(x, t), em V . Resolvendo Lkv̂k(x) = f̂k(x), para cada k 6= 0, obtemos v̂k(x) ≡

0 se x > 0 e

v̂k(x) = −
∫ 0

x

e−ik(C(x)−C(y)) f̂k

a+ ib
(y)dy,

sendo

C(x) =

∫ x

η

1

a+ ib
(y)dy, se x < 0,

pois
b

a2 + b2
∈ L1[η, 0]. Assim,

v̂k(x0) = −
∫ 0

x0

g(y)cke
k

∫ y
x0

b
a2+b2

(s)ds
dy.

Como, por hipótese,

0 ≤
∫ y

x0

b

a2 + b2
(s)ds <∞, ∀y ∈ (x0, 0),

temos que y1 ≥ y2 implica∫ y1

x0

b

a2 + b2
(s)ds ≥

∫ y2

x0

b

a2 + b2
(s)ds.

Logo, se k > 0,

v̂k(x0) ≥ −
∫ 0

x0
2

g(y)cke
k

∫ y
x0

b
a2+b2

(s)ds
(y)dy ≥

≥ −
∫ 0

x0
2

g(y)cke
k

∫ x0
2

x0

b
a2+b2

(s)ds
dy = −

∫ 0

x0
2

ekMg(y)ckdy = ekMM ′ck.

Tome, na definição de f̂k, ck = e−Mk, para cada k > 0. Sendo assim, (v̂k) não

define uma função C∞.

Um simples cálculo mostra que a solução geral da equação homogênea

Lkhk(x) = 0, para x < 0 e cada k 6= 0, é dada por:

hk(x) = hk(η) · e−ik
∫ x
η

1
a+ib

(y)dy = hk(η) · e−ik
∫ x
η

a
a2+b2

(y)dy · e−k
∫ x
η

b
a2+b2

(y)dy
.

Se existe u(x, t) tal que Lu(x, t) = f(x, t) em x < 0 então Lkûk(x) = f̂k(x) e

ûk(x) = v̂k(x) + hk(x), para cada k 6= 0. Assim, para k > 0, temos |ûk(x0)| ≥
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|v̂k(x0)| − |hk(x0)| ≥ M ′ − |hk(η)| · e−k
∫ x0
η

b
a2+b2

(y)dy
. Como

b

a2 + b2
∈ L1[η, 0]

temos 0 ≤
∫ x0

η

b

a2 + b2
(y)dy = α′ <∞. Logo, |ûk(x0)| ≥M ′−|hk(η)|·e−k·α′ >

M ′

2
, para qualquer k > 0 suficientemente grande, o qual é uma contradição.

Portanto, não existe tal u(x, t) e o item ii) fica demonstrado.

Nota:

Observe que o teorema 3.2.1 não se aplica aos campos que satisfazem mi =

2ni − 1, para algum i. Porém, neste caso, se mi = ni = 1, o trabalho [BM]

exibe uma função f de classe C∞ e flat em x = xi, a qual não possui solução

u ∈ C∞({xi} × S1). Assim, o ı́tem (??) do teorema 3.1.1 não é satisfeito

e, portanto, L não é fortemente resolúvel. Existe uma particular semelhança

entre os campos em que mi = 2ni−1, sendo ni ≥ 2, e os campos que satisfazem

mi = ni = 1, para algum i, a saber:
b

a2 + b2
(x) =

1

x− xi

· g(x), sendo g ∈

C∞∩L∞, em alguma vizinhança de xi. Isto dificulta o uso da série de Fourier

(como usada no teorema 3.2.1) para verificar a resolubilidade forte de L e,

além disso, nos leva a acreditar na possibilidade de existir exemplos de campos

com esta ordem de anulamento que não sejam fortemente resolúveis.



Caṕıtulo 4

Condições Suficientes: 2a parte

No caṕıtulo anterior foram dadas condições que determinam se o cam-

po L = ∂t+(a(x)+ib(x))∂x é, ou não, fortemente resolúvel, a menos do caso em

que mi = 2ni − 1, para algum i. Sendo assim, nosso objetivo, neste momento,

é obter condições suficientes para que um campo da forma

L = ∂t + (a(x, t) + ib(x, t))∂x, a, b ∈ C∞(T2; IR), b 6≡ 0,

sobre o toro T2
(x,t) ' IR2/2πZZ 2, satisfazendo a condição (P), que possui um

número finito de órbitas de Sussmann unidimensionais, sendo cada uma ho-

motópica a {0} × S1, seja fortemente resolúvel.

Assumiremos, neste caṕıtulo, a exemplo do caṕıtulo anterior, que a

palavra órbita significa órbita de Sussmann. Como mencionado no caṕıtulo

anterior, no caso em que <(L) possui apenas curvas integrais periódicas o

fluxo reduz nosso estudo ao estudo feito em [BCP]. Sendo assim, vamos nos

restringir ao caso em que <(L) possui alguma curva integral não periódica. A

seção 3.1 nos diz que, nas novas coordenadas, as órbitas unidimensionais de

tais campos são da forma {xi} × S1. Além disso, nas novas coordenadas, L se

30
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escreve como

L = ∂t + (ãi(x, t) + ĩbi(x, t))∂x, ãi, b̃i ∈ C∞(Vi; IR),

numa vizinhança Vi de {xi} × S1. Logo, podemos definir os conjuntos

N = {x ∈ S1; (a+ ib)(x, t) = 0, ∀ t ∈ S1} = {x1, ..., xq} e

U = T2 \ (N × S1) =

q⋃
i=1

Ji × S1,

para algum q ∈ Z+ (ver seção 3.1). Dentre os campos em que (ãi + ĩbi)(x, t) =

(x−xi)
ni ã0i(x, t)+ i(x−xi)

mi b̃0i(x, t), com t 7→ ã0i(xi, t) 6≡ 0 e mi ≥ 2ni, para

algum i, é posśıvel encontrar algum que não seja fortemente resolúvel (ver

seção 3.2). Logo, para alcançarmos nosso objetivo, nos resta apenas estudar

os campos em que mi ≤ 2ni − 1. Porém, este caṕıtulo trata apenas daqueles

em que 2 ≤ mi ≤ ni. Isso se deve as dificuldades encontradas ao longo deste

trabalho. Algumas já foram mencionadas no final do caṕıtulo 2, outra é a

demonstração da existência de uma função suave H sobre [−σ0, σ0] a valores

no espaço da funções holomorfas sobreA(ε) tal que u(x, y, t) = H(x, Z(x, y, t)),

se (x, y, t) ∈ Kσ0 , para qualquer u solução de Lu = 0 (L, Z, A(ε) e Kσ0 serão

definidos no decorrer do caṕıtulo).

Teorema 4.0.2 Se L satisfaz a condição (P) e para cada xi ∈ N , {xi} ×

S1 possui uma vizinhança em que ãi(x, t) + ĩbi(x, t) = (x − xi)
mi(ã0i(x, t) +

ĩb0i(x, t)), com mi ≥ 2, e tal que a função t 7→ b̃0i(xi, t) 6≡ 0 então L é

fortemente resolúvel.

Para demonstrarmos este teorema basta provarmos que, sob tais hipó-

teses, as propriedades (?) e (??) do teorema 3.1.1 são satisfeitas. Isso é o que

faremos nas seções a seguir.
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4.1 Resolvendo módulo funções flat

Fixemos xi ∈ N . Podemos assumir, sem perda de generalidade, que xi = 0.

Para facilitar a notação vamos considerar ãi + ĩbi = a+ ib.

Lema 4.1.1 Assuma que a condição (P) é verificada. Considere c(x, t) ∼

cm(t)xm+cm+1(t)x
m+1+· · · a expansão de Taylor de c = a+ib numa vizinhança

de {0} × S1, sendo m ≥ 1 e bm(t) 6≡ 0. Então:

i) bm não muda de sinal;

ii)=
(∫ 2π

0
cm(t)dt

)
=
∫ 2π

0
bm(t)dt 6= 0.

Usando a demonstração de [BCP, lema 4.1] e o fato de que b não muda de sinal

sobre as órbitas bidimensionais (teorema 1.0.2) temos a demonstração deste

lema.

O resultado acima é usado para provarmos a seguinte proposição:

Proposição 4.1.1 Sob as hipóteses do lema acima, suponha que m ≥ 2.

Então,

i) A equação Lu = f pode ser resolvida modulo funções flat em {0}×S1, desde

que
(
δ(j)(x)⊗ 1t

)
(f) = 0 para todo 0 ≤ j ≤ m− 1;

ii) F(0) é gerado pelas distribuições δ(j)(x)⊗ 1t, 0 ≤ j ≤ m− 1.

Se na demonstração de [BCP, proposição 4.1] substituirmos bm(t) por cm(t) e

usarmos o lema 4.1.1, teremos a demonstração desta proposição.

Segue, da proposição acima, que para provarmos o teorema 4.0.2 é

suficiente resolvermos a seguinte equação: Lu = f

f flat em {0} × S1.
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4.2 Method of descent

Nesta seção utilizaremos o method of descent (ver [Hel], [Go]) como em [BCP],

o qual recordaremos.

Estamos interessados em resolver

Lu = f (4.2.1)

em Ω
.
= (−δ, δ) × S1, sendo que f ∈ C∞(Ω) se anula de ordem infinita sobre

{0}×S1. Pela hipótese do teorema 4.0.2, contraindo δ se necessário, podemos

supor que c(x, t) = xm(a0(x, t) + ib0(x, t)) em Ω, sendo que m ≥ 2, e que a

função x 7→ b0(x, t0) 6= 0, ∀ x ∈ (−δ, δ), para algum t0, o qual sem perda

de generalidade podemos assumir igual a 0. Como, por hipótese, L satisfaz a

condição (P ), podemos assumir, também sem perda de generalidade, b0 ≥ 0.

Assim, podemos escrever L, em Ω, como

L = ∂t + xmc0(x, t)∂x, (4.2.2)

sendo c0(x, t) = a0(x, t) + ib0(x, t), com b0(x, t) ≥ 0, para qualquer (x, t) e

b0(x, 0) > 0, para qualquer x. Podemos, então, aplicar o method of descent

(cf. [Hel], [Go]). Consideremos o seguinte operador em (−δ, δ)× R× S1:

L = ∂t + c0(x, t)(x
m∂x + ∂y). (4.2.3)

A resolubilidade de (4.2.1) é equivalente a resolubilidade do sistema sobre-

determinado  Lu = f

∂yu = 0

. (4.2.4)

Façamos a seguinte mudança de coordenadas: t = t, y = y e

x = x
(
1 + (m− 1)yxm−1

)−1/(m−1)
.
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Um cálculo direto mostra que

(xm∂x + ∂y)x = 0, ∂yx = −xm,

e, assim, obtemos as relações:

∂y = xm∂x + ∂y, ∂y = ∂y − xm∂x. (4.2.5)

Logo, nas novas variáveis (x, y, t), o operador L torna-se

L] = ∂t + C(x, y, t)∂y, (4.2.6)

sendo C(x, y, t) = c0(x(x, y), t), e, portanto, o sistema (4.2.4) torna-se L]u] = f ]

X ]u] = 0

. (4.2.7)

Aqui escrevemos

X ] = ∂y − xm∂x. (4.2.8)

Notemos, além disso, que x = xµ(x, y), sendo que µ não se anula. Conseqüen-

temente, f ](x, y, t) = f(xµ(x, y), t) é uma função flat em x = 0, a qual satisfaz

a condição de compatibilidade

X ]f ] = 0. (4.2.9)

Notemos também que [L],X ]] = 0.

4.3 O sistema a ser estudado

Nesta seção passaremos do sistema (4.2.7) para um sistema equivalente, o qual

facilitará nossa resolução. Lembremo-nos que nas novas variáveis, (x, y, t),

estamos considerando o operador

L = ∂t + c(x, y, t)∂y, sendo c = a+ ib, (4.3.10)
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definido num aberto de IR × IR × S1 que contém {0} × IR × S1, assumindo

b ≥ 0 e b(0, y, 0) 6= 0, ∀y ∈ IR. Estamos considerando, também, o operador

X
.
= ∂y − xm∂x, (4.3.11)

sendo m ≥ 2, e assumindo que

[L,X] = 0.

Esta propriedade é equivalente ao fato de Xc = 0, pois [L,X] = Xc. Em

particular, segue que c(0, y, t) deve ser independente de y. Podemos, então,

escrever

c(0, y, t) = a(0, y, t) + ib(0, y, t) = a•(t) + ib•(t) = c•(t). (4.3.12)

Depois de uma mudança y 7→ τy, não existe perda de generalidade em as-

sumirmos que ∫ 2π

0

b•(t)dt = 2π. (4.3.13)

Sejam M,λ ∈ IR tais que

λ =

∫ 2π

0

a•(t)dt (4.3.14)

e

M = sup
0≤t≤2π

∣∣∣∣∫ t

0

a•(t
′)dt′

∣∣∣∣ . (4.3.15)

É fácil ver que γ(0,y,0)(s) = (0, y +

∫ s

0

a•(t)dt, s) é uma curva integral de

<(L) passando por (0, y, 0). Notemos que, γ(0,y,0)(s) = Ty ◦ γ(0,0,0)(s), sendo

Ty : {0}× IR×S1 → {0}× IR×S1 tal que Ty(0, y
′, t) = (0, y+y′, t). Logo, para

que {0} × {0} × S1 ⊂
⋃

y∈[−β,β]

γ(0,y,0)[0, 2π], β > 0, é necessário que β ≥M .

Tomemos δ e ε reais positivos tais que L e X estejam definidos em

(−δ, δ) × (−3M − 1, 3M + 1) × S1 e b(x, y, t) 6= 0 se (x, y, t) ∈ (−δ, δ) ×

(−3M − 1, 3M + 1)× (−ε, ε).
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Seja f ∈ C∞((−δ, δ) × (−3M − 1, 3M + 1) × S1) uma função flat

em x = 0 e satisfazendo Xf = 0. Nosso objetivo é resolver o sistema sobre-

determinado

 Lu = f

Xu = 0

, (4.3.16)

em alguma vizinhança de {0} × {0} × S1.

No que segue, para esta seção, K denotará um subconjunto compacto

de (−δ, δ)× (−3M − 1, 3M + 1)× S1, contendo {0} × {0} × S1.

Lema 4.3.1 O operador

L : C∞(K) −→ C∞(K)

é sobrejetor.

Demonstração:

Para demonstrarmos este lema utilizaremos o teorema 1.0.4. Antes faremos

uma discussão sobre os conceitos envolvidos para a utilização do referido teo-

rema. Seja C o conjunto caracteŕıstico de L, isto é, o conjunto dos zeros de

`(x, y, t, ξ, η, τ) = τ + (a(x, y, t) + ib(x, y, t))η

com (ξ, η, τ) 6= 0. De acordo com [H1] o conjunto C2 é o subconjunto de C em

que dτ + adη e bdη são linearmente independentes e o conjunto Ce
2 é a união

de todas as curvas semi-bi-caracteŕısticas que interceptam C2. Finalmente,

consideramos C11 o conjunto de todos os pontos caracteŕısticos que estão no

complemento de Ce
2 e podem ser unidos a algum ponto não-caracteŕıstico por

uma curva semi-bi-caracteŕıstica. Por [H1, prop. 2.1] segue que Ce
2 ∪ C11 ⊂ C.

Como

H<(`) = ∂t + a(x, y, t)∂y − η[ax(x, y, t)∂ξ + ay(x, y, t)∂η + at(x, y, t)∂τ ],
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dado p0 = (x0, y0, t0, ξ0, η0, τ0) ∈ C é fácil ver que uma curva bi-caracteŕıstica

de <(`), passando por p0, tem a forma γp0(s) = (x0, y(s), t0+s, ξ(s), η(s), τ(s)).

Se p1 = (x0, y(s0), t0+s0, ξ(s0), η(s0), τ(s0)), com b(x0, y(s0), t0+s0) 6= 0, segue

que:

1o) Se η(s0) = 0 então τ(s0) = 0, pois τ(s) = −a(x0, y(s), t0 + s) · η(s). Assim

ξ(s0) 6= 0 e, então, p0 ∈ Ce
2, pois p1 ∈ C2.

2o) Se η(s0) 6= 0 então p0 ∈ C11, pois p1 6∈ C.

Portanto, o conjunto {p ∈ C; ∃ s0 ∈ Iγp com b(x, y(s0), t+ s0) 6= 0} é

um subconjunto de Ce
2 ∪ C11.

Lembremo-nos que as órbitas de Sussmann unidimensionais, da estru-

tura definida por L, são as curvas (x, y(s), t+ s) (curva integral de <(L) pas-

sando por (x, y, t)) tais que b(x, y(s), t+s) = 0, para qualquer s. Assim, se p0 ∈

C\Ce
2∪C11 temos b(x0, y(s), t0+s) = 0,∀s, e, portanto, a projeção de γp0 , sobre

{x0}×(−3M−1, 3M+1)×S1, é uma órbita unidimensional. Como existe ε > 0

tal que b(x, y, t) 6= 0 se (x, y, t) ∈ V = (−δ, δ)× (−3M − 1, 3M + 1)× (−ε, ε),

temos que qualquer órbita unidimensional sobre {x0}×(−3M−1, 3M+1)×S1

tende à fronteira de tal conjunto, quando s → ω+(p0) ou s → ω−(p0), pois a

curva (x0, y(s), t+s) é transversal à direção y e não intercepta V (aqui, como na

teoria de equações diferencias ordinárias, ω−(p0) e ω+(p0) são os extremos infe-

rior e superior, respectivamente, de Ip0 = (ω−(p0), ω+(p0)), o intervalo máximo

de definição da curva γp0). Portanto, não existe órbita unidimensional contida

em K e, dessa forma, se p0 ∈ C \ Ce
2 ∪ C11 a curva γp0 não está contida acima

de K. Sendo assim, para verificarmos que L satisfaz as hipóteses do teorema

1.0.4 basta verificarmos que nenhuma bi-caracteŕıstica bidimensional está in-

teiramente contida acima de K. Seja B uma bi-caracteŕıstica bidimensional.

Se p0 ∈ B então B contém a órbita de Sussmann através de p0 do conjunto de
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Hamiltonianos {H<`, H=`}, pois eles são tangentes a B. Como, além disso, as

curvas integrais de H<` e H=` projetam-se de modo sobrejetor sobre as curvas

de <L e =L, respectivamente, vemos que a projeção de B é de fato igual a

uma órbita de Sussmann bidimensional do campo L. Conseqüentemente, a

projeção de B não pode estar contida em K, pois caso contrário ela contém V ,

o que é uma contradição.

Consideremos, agora, o conjunto

{v ∈ C∞c (K) : tLv = 0}.

Como o suporte de v (v pertencente ao conjunto acima) é uma união de órbitas

de Sussmann (proposição 1.0.1) e cada tal órbita não está contida em K, temos

{v ∈ C∞c (K) : tLv = 0} = {0}.

Portanto, a conclusão final segue do teorema 1.0.4.

Lema 4.3.2 Seja

L0 = ∂t + c(0, y, t)∂y

e seja v0 ∈ C∞({(y, t) : (0, y, t) ∈ K}) tal que L0v0 = 0. Então, existe

v ∈ C∞(K) satisfazendo Lv = 0 e v(0, y, t) = v0(y, t).

Demonstração:

O argumento que recordaremos a seguir é o mesmo usado em [H1, corolário

4.4] e também é usado em [BCP]. Como Lv0(y, t) = 0, temos
Lv0

x
∈ C∞(K).

Assim, pelo lema 4.3.1, temos que existe ṽ ∈ C∞(K) tal que Lṽ =
Lv0

x
. Defina

v
.
= v0 − xṽ. Então, Lv = Lv0 − xLṽ = 0 e v(0, y, t) = v0(y, t)− 0.ṽ(0, y, t) =

v0(y, t).

Proposição 4.3.1 Seja f ∈ C∞(K) uma função flat em x = 0. Então, existe

uma solução v ∈ C∞(K) para a equação Lv = f , a qual é também flat em

x = 0.
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Demonstração:

O argumento é o mesmo usado em [BCP, proposição 5.1.1], o qual recordare-

mos. Pelo lema 4.3.1, existe w ∈ C∞(K) solução para a equação Lw = f .

Podemos encontrar uma seqüência de soluções {hj} da equação homogênea

Lhj = 0 com hj ∈ C∞(K), tal que

wk(x, y, t)
.
= w(x, y, t)−

k∑
j=0

hj(x, y, t)
xj

j!
= O(|x|k+1), (4.3.17)

para cada k. Começamos por h0. Temos que L0 {w(0, y, t)} = 0 e, assim, pelo

lema 4.3.2, existe h0 ∈ C∞(K) tal que Lh0 = 0 e h0(0, y, t) = w(0, y, t). Assim

(4.3.17) é verificada para k = 0. Suponhamos, agora, que já tenhamos obtido

h1, . . . , hk de tal modo que (4.3.17) valha. Então, se aplicarmos o operador ∂k+1
x

em Lwk = f e restringirmos a igualdade obtida a x = 0 obtemos, de (4.3.17),

que L0

{
(∂k+1

x wk)(0, y, t)
}

= 0, pois ∂ywk(0, y, t) = 0. Novamente, pelo lema

4.3.2, existe hk+1 ∈ C∞(K) tal que Lhk+1 = 0 e hk+1(0, y, t) = (∂k+1
x wk)(0, y, t).

Logo,

wk+1(x, y, t)
.
= wk(x, y, t)− hk+1(x, y, t)

xk+1

(k + 1)!
= O(|x|k+2),

pois (∂j
xwk+1)(0, y, t) = 0, se j = 0, ..., k + 1. Isso completa a construção da

seqüência {hj}. Finalmente, tomemos uma seqüência σj ∈ C∞
c na variável x,

sendo σj ≡ 1 numa vizinhança da origem, de modo que

R(x, y, t) =
∞∑

j=0

σj(x)hj(x, y, t)
xj

j!

defina uma função suave, numa vizinhança de K. Portanto, como LR = 0,

temos que v
.
= w−R satisfaz Lv = f e, por (4.3.17), obtemos que v é flat em

x = 0.

Seja f como no sistema 4.3.16 e defina g
.
= Xv, sendo que v é dada

pela proposição 4.3.1. Como

Lg = LXv = XLv = Xf = 0,
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nosso problema passa a ser a resolução do seguinte sistema: Lw = 0

Xw = g

, (4.3.18)

sendo g flat em x = 0, com Lg = 0, numa vizinhança de K (de fato a solução

final para o sistema (4.3.16) será u = v − w).

4.4 Final da prova do teorema 4.0.2: a princi-

pal redução

Recordemos que em (−δ, δ)× (−3M − 1, 3M + 1)× S1 estamos considerando

o operador

L = ∂t + c(x, y, t)∂y, c = a+ ib, (4.4.19)

sendo b ≥ 0 para qualquer (x, y, t) e b(x, y, t) > 0 se (x, y, t) ∈ (−δ, δ) ×

(−3M − 1, 3M + 1) × (−ε, ε), para algum ε > 0. Além disso, temos Xc = 0,

sendo

X = ∂y − xm∂x. (4.4.20)

Em particular,

c(0, y, t) = a(0, y, t) + ib(0, y, t) = a•(t) + ib•(t) = c•(t), (4.4.21)

sendo que estamos assumindo∫ 2π

0

b•(t)dt = 2π, (4.4.22)

e considerando

sup
0≤t≤2π

∣∣∣∣∫ t

0

a•(t
′)dt′

∣∣∣∣ = M,

∫ 2π

0

a•(t)dt = λ. (4.4.23)
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Seja K =

[
−δ

2
,
δ

2

]
×
[
−3M − δ

2
, 3M +

δ

2

]
×S1. O lema 4.3.1 implica

que existe U ∈ C∞(K) tal que

LU = −cy. (4.4.24)

Como cy = xmcx, pelo mesmo argumento usado na prova da proposição 4.3.1,

é posśıvel construir tal solução U satisfazendo

U(x, y, t) = O(|x|m). (4.4.25)

Definamos

V (x, y, t) =

∫ y

0

eU(x,y′,t)dy′ −
∫ t

0

c(x, 0, t′)eU(x,0,t′)dt′. (4.4.26)

Notemos que

LV = ∂tV + c∂yV =

∫ y

0

∂te
U(x,y′,t)dy′ − c(x, 0, t)eU(x,0,t) + c(x, y, t)eU(x,y,t)

e, como (fazendo uso de (4.4.24))

∂te
U(x,y,t) = ∂tU(x, y, t).eU(x,y,t) = (−cy−c∂yU)eU(x,y,t) = −∂y(c(x, y, t)e

U(x,y,t)),

obtemos

LV = 0. (4.4.27)

Definamos, agora,

θ(x) = 2π

(∫ 2π

0

−ic(x, 0, t)eU(x,0,t)dt

)−1

(4.4.28)

Diminuindo δ, se necessário, obtemos θ ∈ C∞(−δ, δ). De fato. Como∫ 2π

0

c•(t)dt 6= 0 temos

∫ 2π

0

c(x, 0, t)eU(x,0,t)dt 6= 0, para δ > 0 pequeno. Por-

tanto, θ ∈ C∞(−δ, δ) com θ(0) =
2π

2π − iλ
(graças a (4.4.21), (4.4.22), (4.4.23)

e (4.4.25)). Agora, pela periodicidade da U em t, temos:

θ(x)V (x, y, 2π)− θ(x)V (x, y, 0) =
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= θ(x)

(∫ y

0

eU(x,y′,2π)dy′ −
∫ 2π

0

c(x, 0, t′)eU(x,0,t′)dt′ −
∫ y

0

eU(x,y′,0)dy′
)

=

= −θ(x)
(∫ 2π

0

c(x, 0, t′)eU(x,0,t′)dt′
)

= −2πi.

Conseqüentemente, a expressão

Z(x, y, t) = eθ(x)V (x,y,t) (4.4.29)

define uma função Z ∈ C∞(K), a qual satisfaz

LZ = 0, Zy 6= 0. (4.4.30)

Notemos que

Z(0, y, t) = e
2π

2π−iλ(y−
∫ t
0 c•(t′)dt′) = e

2π
4π2+λ2 (2π+iλ)(y−

∫ t
0 c•(t′)dt′) = (4.4.31)

= e
2π

4π2+λ2{[2π(y−
∫ t
0 a•(t′)dt′)+λ

∫ t
0 b•(t′)dt′]+i[λ(y−

∫ t
0 a•(t′)dt′)−2π

∫ t
0 b•(t′)dt′]}

Seja γ(x,y,t)(s) = (x, φ(s, y), s+t) curva integral de <(L) passando pelo

ponto (x, y, t). Como γ(0,y,0)(s) = (0, y +

∫ s

0

a•(t)dt, s) temos

Z(γ(0,y,0)(s)) = e
2π

2π−iλ(y−i
∫ s
0 b•(t)dt) (4.4.32)

De (4.4.31) obtemos |Z|y(0, y, t) > 0 e (argZ)y(0, y, t) =
2π

4π2 + λ2
· λ 6= 0 se

λ 6= 0. Assim, diminuindo δ > 0, se necessário, podemos assumir

|Z|y > 0 e (argZ)y 6= 0, se λ 6= 0, (4.4.33)

(em particular, sgn[(argZ)y] = sgn(λ), se λ 6= 0) em (−δ, δ)×(−3M−1, 3M+

1)× S1.

Para o que segue, consideremos, para cada ε′ ∈ (0, 1),

A(ε′)
.
= {ζ : e

− 4π2(2M−λ)

4π2+λ2 − ε′ < |ζ| < e
8π2M

4π2+λ2 + ε′}, se λ ≥ 0,

A(ε′)
.
= {ζ : e

− 8π2M
4π2+λ2 − ε′ < |ζ| < e

4π2(2M+λ)

4π2+λ2 + ε′}, se λ < 0,
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e, além disso, para cada (x, y, t) ∈ (−δ, δ)×(−2M−1, 2M+1)×(−ε, ε), consi-

deremos β(x,φ(2π,y),t)(s) = (x, ψ(s, φ(2π, y)), t) a curva integral de −sgn(λ)=(L)

passando por (x, φ(2π, y), t) e α(x,y,t)(s) = β̃(x,φ(2π,y),t) ∗ γ̃(x,y,t)(s), γ̃(x,y,t)(s) =

γ(x,y,t)|[0,2π]
(s), β̃(x,φ(2π,y),t) = β(x,φ(2π,y),t)|[0,s0]

, sendo s0 tal que β(x,φ(2π,y),t)(s0) =

(x, y, t). Denotaremos Dα(x,y,t)
o domı́nio da curva α(x,y,t)

Lema 4.4.1 Z(α(x,y,t)(s1)) = Z(α(x,y,t)(s2)) se, e somente se, α(x,y,t)(sj) =

γ(x,y,t)(sj), j = 1, 2, e uma das seguintes afirmações é válida:

i) s1 = 0, s2 = 2π e γ(x,y,t) é periódica (observe que neste caso β̃(x,φ(2π,y),t)(s) ≡

(x, y, t));

ii) 0 < s1 < s2 < 2π e b ◦ γ(x,y,t)|[s1,s2]
(s) ≡ 0.

Demonstração:

Podemos escrever Z(x, y, t) = |Z(x, y, t)|ei arg Z(x,y,t). Como LZ = 0 temos:

0 = |Z|tei arg Z + |Z|i(argZ)te
i arg Z + a|Z|yei arg Z + a|Z|i(argZ)ye

i arg Z+

+ib|Z|yei arg Z + ib|Z|i(argZ)ye
i arg Z =

= ei arg Z [(|Z|t + a|Z|y − b|Z|(argZ)y) + i(|Z|(argZ)t + a|Z|(argZ)y + b|Z|y)].

Dáı,  |Z|t + a|Z|y − b|Z|(argZ)y = 0

|Z|(argZ)t + a|Z|(argZ)y + b|Z|y = 0

e, assim, (argZ)t + a(argZ)y = −b |Z|y
|Z|

≤ 0 e |Z|t + a|Z|y = b|Z|(argZ)y .

Em particular,

(argZ ◦ γ(x,y,t))
′(s) = −b(γ(x,y,t)(s))

|Z|y(γ(x,y,t)(s))

|Z|(γ(x,y,t)(s))
≤ 0. (4.4.34)

e

(|Z| ◦ γ(x,y,t))
′(s) = (b|Z|(argZ)y) ◦ γ(x,y,t) (4.4.35)
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Por outro lado, argZ sobre β(x,φ(2π,y),t) satisfaz (por (4.4.33))

(argZ ◦ β(x,φ(2π,y),t))
′(s) = −sgn(λ) · [b · (argZ)y] ◦ β(x,φ(2π,y),t) < 0. (4.4.36)

Logo, de (4.4.34) e (4.4.36) temos que Z ◦ α(x,y,t)(Dα(x,y,t)
) é uma cur-

va fechada ao redor da origem que caminha no sentido horário; além disso,

Z ◦ γ̃(x,y,t)((0, 2π))∩Z ◦ β̃(x,φ(2π,y),t)((0, s0)) = ∅. Por (4.4.36), Z ◦ β̃(x,φ(2π,y),t) é

injetor e, por (4.4.34) e (4.4.35), Z(γ̃(x,y,t)(s1)) = Z(γ̃(x,y,t)(s2)), com s1 < s2,

se, e somente se, b ◦ γ(x,y,0)|[s1,s2]
(s) ≡ 0.

Pela dependência cont́ınua, de γ(x,y,0), com relação aos dados iniciais,

existe 0 < σ <
δ

2
tal que Kσ =

⋃
x∈[−σ,σ]

y∈[−2M−σ,2M+σ]

α(x,y,0)(Dα(x,y,0)
) é um compacto

contido em (−δ, δ)× (−3M − 1, 3M + 1)× S1, o qual contém {0} × {0} × S1

(como discutido após (4.3.15)).

Lema 4.4.2 Seja u ∈ C∞(Kσ) tal que Lu = 0. Se (x, y, 0) ∈ Kσ então

∂y

{∫ 2π

0

[u.(Zt + aZy)](γ(x,y,0)(s))ds+

+

∫ s0

0

(u.− sgn(λ) bZy)(β(x,φ(2π,y),0)(s))ds

}
= 0.

Demonstração:

Na demonstração deste lema, no intuito de facilitar a compreensão, denotare-

mos L = D3 + cD2. Como

L(D2Z) = D3D2Z + cD2D2Z = D2D3Z +D2(cD2Z)−D2cD2Z =

= D2(LZ)−D2cD2Z = −D2cD2Z

temos

∂y{[u.(D3Z + aD2Z)] ◦ γ(x,y,0)(s)} = ∂y{[u.(−ibD2Z)] ◦ γ(x,y,0)(s)} =
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= D2(−ib.uD2Z)(γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y) =

= [−iD2b.uD2Z − ib.D2(uD2Z)](γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y) =

= [−iD2b.uD2Z + (D3 + aD2)(uD2Z)− L(uD2Z)](γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y) =

= [D2auD2Z + (D3 + aD2)(uD2Z)](γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y). (4.4.37)

Lembremo-nos que ∂sφ(s, y) = a(x, φ(s, y), s) = a(γ(x,y,0)(s)). Assim, temos

∂s(∂yφ(s, y)) = ∂y(∂sφ(s, y)) = D2a(γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y), e, por (4.4.37), obte-

mos

∂y{[u.(D3Z + aD2Z)] ◦ γ(x,y,0)(s)} = ∂s[(u.D2Z)(γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y)].

Logo,

∂y

{∫ 2π

0

[u.(D3Z + aD2Z)](γ(x,y,0)(s))ds

}
=

= u.D2Z(γ(x,y,0)(s)).∂yφ(s, y)
∣∣2π

0
. (4.4.38)

Por outro lado, por uma mudança s 7→ ψ(s, φ(2π, y)) obtém-se∫ s0

0

(u.− sgn(λ) bD2Z)(β(x,φ(s,y),0)(s))ds =

∫ y

φ(2π,y)

(u.D2Z)(x, s, 0))ds.

Além disso,

∂y

{∫ y=φ(0,y)

φ(2π,y)

(u.D2Z)(x, s, 0)ds

}
=

= u ·D2Z(x, y, 0).∂yφ(0, y)− u.D2Z(x, φ(2π, y), 0).∂yφ(2π, y). (4.4.39)

Portanto, de (4.4.38) e (4.4.39) segue o resultado.

Provaremos, agora, nossa principal redução.

Consideremos K̃σ =
⋃

x∈[−σ0,σ0]
y∈[−M−σ0,M+σ0]

α(x,y,0)(Dα(x,y,0)
).
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Proposição 4.4.1 Dado σ > 0, pequeno, existe 0 < σ0 ≤ σ e 0 < ε < 1

satisfazendo

(x, y, t) ∈ K̃σ0 =⇒ Z(x, y, t) ∈ A(ε′),

e tal que a seguinte afirmação é válida: se u ∈ C∞(Kσ) satisfaz Lu = 0 então

existe uma função suave H sobre [−σ0, σ0] a valores no espaço da funções

holomorfas sobre A(ε) tal que

u(x, y, t) = H(x, Z(x, y, t)), se (x, y, t) ∈ K̃σ0 . (4.4.40)

Demonstração:

Seja u ∈ C∞(Kσ) tal que Lu = 0.

Fazendo uso de (4.4.31) e (4.4.32) obtemos, por continuidade uniforme,

a existência de 0 < κ < σ, ρ1 > e
8π2M

4π2+λ2 e ρ2 < e
− 4π2(2M−λ)

4π2+λ2 se λ ≥ 0, ou, ainda,

ρ′1 > e
4π2(2M+λ)

4π2+λ2 e ρ′2 < e
− 8π2M

4π2+λ2 se λ < 0, tal que, para |x| ≤ κ e s ∈ Dα,

|Z(α(x,2M+σ,0)(s))| ≥ ρ1, |Z(α(x,−2M−σ,0)(s))| ≤ ρ2, se λ ≥ 0; (4.4.41)

|Z(α(x,2M+σ,0)(s))| ≥ ρ′1, |Z(α(x,−2M−σ,0)(s))| ≤ ρ′2, se λ < 0. (4.4.42)

De fato, por (4.4.31) e (4.4.32), obtemos

|Z ◦β(0,φ(2π,y),0)(s)| = e
4π2ψ(s,φ(2π,y))

4π2+λ2 e |Z(γ(0,y,0)(s))| = e
2π

4π2+λ2 (2πy+λ
∫ s
0 b•(t)dt),

e, assim, quando λ ≥ 0

|Z(α(0,2M+σ,0)(s))| ≥ e
4π2(2M+σ)

4π2+λ2 e |Z(α(0,−2M−σ,0)(s))| ≤ e
− 4π2(2M+σ−λ)

4π2+λ2 ;

quando λ < 0

|Z(α(0,2M+σ,0)(s))| ≥ e
4π2(2M+σ+λ)

4π2+λ2 e |Z(α(0,−2M−σ,0)(s))| ≤ e
− 4π2(2M+σ)

4π2+λ2 .

Pelo lema 4.4.2, podemos considerar as seguintes funções suaves de

x ∈ [−κ, κ]:

Aj(x) = − 1

2πi

∫ 2π

0

u(γ(x,y,0)(s))

Z(γ(x,y,0)(s))j+1
(Zt + aZy)(γ(x,y,0)(s))ds
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− 1

2πi

∫ s0

0

u(β(x,φ(2π,y),0)(s))

Z(β(x,φ(2π,y),0)(s))j+1
(−sgn(λ)bZy)(β(x,φ(2π,y),0)(s))ds, j ∈ ZZ .

De (4.4.41) e (4.4.42) obtemos, para x ∈ [−κ, κ], as seguintes majorações, para

j 6= 0:

∣∣∣A(`)
j (x)

∣∣∣ ≤ C` |j|` ρ|j|2 , j ≤ −1 e
∣∣∣A(`)

j (x)
∣∣∣ ≤ C` |j|` ρ−|j|1 , j > −1, se λ ≥ 0;

ou, então,

∣∣∣A(`)
j (x)

∣∣∣ ≤ C` |j|` ρ′2
|j|
, j ≤ −1 e

∣∣∣A(`)
j (x)

∣∣∣ ≤ C` |j|` ρ′1
−|j|

, j > −1, se λ < 0.

Conseqüentemente, para algum ε′ > 0, a série de Laurent

H(x, ζ) =
∑
j∈Z

Aj(x)ζ
j (4.4.43)

define uma função suave de x ∈ [−κ, κ] a valores em O(A(ε′)). Notemos que

ε depende somente de ρ1, ρ2 (resp. ρ′1, ρ
′
2), e, em particular, independe da

solução u.

Escolhemos, agora, 0 < σ0 < κ de modo que

(x, y) ∈ [−σ0, σ0]× [−M − σ0,M + σ0] ⇒ Z(α(x,y,0)(Dα(x,y,0)
)) ⊂ A(ε′),

e prosseguimos para a prova de (4.4.40); para isto fixemos (x, y, 0) ∈ K̃σ0 em

todo o argumento. Observemos que

1

2πi

∫ 2π

0

H(x, Z(γ(x,y,0)(s)))

Z(γ(x,y,0)(s))j+1
(Zt + aZy)(γ(x,y,0)(s))ds+

+
1

2πi

∫ y

φ(2π,y)

H(x, Z(x, s, 0))

Z(x, s, 0)j+1
Zy(x, s, 0)ds =

=
1

2πi

∫
Z◦α(x,y,0)

H(x, ζ)

ζj+1
dζ = −Aj(x).

Assim, para cada j ∈ ZZ , temos∫ 2π

0

[u(γ(x,y,0)(s))−H(x, Z(γ(x,y,0)(s)))]
(Zt + aZy)(γ(x,y,0)(s))

Z(γ(x,y,0)(s))j+1
ds +
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+

∫ y

φ(2π,y)

[u(x, s, 0)−H(x, Z(x, s, 0))]
Zy(x, s, 0)

Z(x, s, 0)j+1
ds = 0. (4.4.44)

Existe uma função cont́ınua u] : Z(α(x,y,0)(Dα(x,y,0)
)) → C tal que

u(α(x,y,0)(s)) = u](Z(α(x,y,0)(s))). A função u] está bem definida em vista

do lema 4.4.1, pois Lu = 0. A continuidade verifica-se como a seguir: seja

ζj seqüência em Z(α(x,y,0)(Dα(x,y,0)
)) tal que ζj → ζ0 ∈ Z(α(x,y,0)(Dα(x,y,0)

)).

Tomemos sj tal que Z(α(x,y,0)(sj)) = ζj. Passando a uma subseqüência, se

necessário, podemos assumir que ocorre uma das duas situações seguintes:

i) Z(α(x,y,0)(sj)) = Z(γ(x,y,0)(sj)), com sj → s• ∈ [0, 2π];

ii) Z(α(x,y,0)(sj)) = Z(β(x,φ(2π,y),0)(sj)), com sj → s• ∈ [0, s0].

Se i) ocorre então ζj = Z(γ(x,y,0)(sj)) → Z(γ(x,y,0)(s0)) e, assim,

Z(γ(x,y,0)(s0)) = ζ0. Portanto, u](ζj) = u](Z(γ(x,y,0)(sj))) = u(γ(x,y,0)(sj)) →

u(γ(x,y,0)(s0)) = u](Z(γ(x,y,0)(s0)) = u](ζ0). Se ii) ocorre o resultado segue de

modo análogo.

Se considerarmos v] = u] −H(x, ·), então, por (4.4.44), temos∫
Z◦α(x,y,0)

v](ζ)

ζj+1
dζ = 0, ∀j ∈ Z. (4.4.45)

Como a função F (z) =

∫
Z◦α(x,y,0)

v](ζ)

z − ζ
dζ é anaĺıtica em C \ Z ◦ α(x,y,0) (lema

1.0.2) temos F (z) = 0 para qualquer z 6∈ Z ◦α(x,y,0). De fato, se
|z|
|ζ|

< 1 então

1

ζ − z
=

1

ζ
(
1− z

ζ

) =
1

ζ
· 1

1− z
ζ

=
∞∑

j=0

zj

ζj+1
.

Assim, para |z| < r =
1

2
· min

ζ∈Z◦α(x,y,0)

|ζ|, temos que

v](ζ)

ζ − z
=

∞∑
j=0

v](ζ) · zj

ζj+1
.

Logo, de (4.4.45), para |z| < r temos

−
∫

Z◦α(x,y,0)

v](ζ)

z − ζ
dζ =

∞∑
j=0

zj

∫
Z◦α(x,y,0)

v](ζ)

ζj+1
dζ = 0.
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Portanto, F ≡ 0 na região interior a curva Z ◦ α(x,y,0). Agora, se |z| > r′ =

2 · max
ζ∈Z◦α(x,y,0)

|ζ|, fazemos

1

z − ζ
=

1

z
(
1− ζ

z

) =
1

z
· 1

1− ζ
z

=
∞∑

j=0

ζj

zj+1

e usamos (4.4.45), com j < 0, para obter, de modo análogo ao feito para

|z| < r, que F ≡ 0 na região exterior a curva Z ◦ α(x,y,0). Assim, F ≡ 0 em

C \ Z ◦ α(x,y,0), isto é,∫
Z◦α(x,y,0)

v](ζ)

z − ζ
dζ = 0, z 6∈ Z ◦ α(x,y,0). (4.4.46)

Logo, segue do lema 1.0.1 que v] = 0. Portanto, a prova de (4.4.40)

está completa.

Retornemos para (4.3.18) comK = Kσ. Como também temos L(XZ) =

0, podemos aplicar a proposição 4.4.1 e representar

g(x, y, t) = G(x, Z(x, y, t)), XZ = A(x, Z(x, y, t));

aqui G e A são funções suaves sobre um intervalo [−η, η] e a valores em

O(A(ε′)), para η, ε′ > 0 convenientemente pequenos; além disso, G é flat em

x = 0.

Estudaremos, agora, a função A(x, ζ). Notemos que

(XZ)(x, y, t) = X{θ(x)V (x, y, t)}Z(x, y, t).

Como

X{θ(x)V (x, y, t)} = θ(x)∂yV − xmV ∂xθ − xmθ∂xV = θ(x)eU(x,y,t) + O(|x|m),

temos

X{θ(x)V (x, y, t)} − θ(x) = θ(x)
{
eU(x,y,t) − 1

}
+ O(|x|m).
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Fazendo uso de (4.4.25), conclúımos que

X{θ(x)V (x, y, t)} − θ(x) = O(|x|m).

Assim,

A(x, Z(x, y, t)) = X{θ(x)V (x, y, t)}Z(x, y, t) =

θ(x)Z(x, y, t) + O(|x|m). (4.4.47)

Definamos

A•(x, ζ) = A(x, ζ)− θ(x)ζ. (4.4.48)

Então, (4.4.47) implica

(∂j
xA

•) (0, Z(0, y, t)) = 0, j = 0, . . . ,m− 1,

e, portanto,

A•(x, ζ) = O(|x|m). (4.4.49)

(aqui usamos o fato de A•(x, ζ) ser holomorfa em ζ e ∂j
xA

•(0, ζ) = 0, se

j = 0, ...,m− 1, sobre Z(0, y, t)).

Finalmente, podemos construir o operador

P = A(x, ζ)∂ζ − xm∂x . (4.4.50)

Proposição 4.4.2 Suponha que para algum 0 < η′ ≤ η exista uma solução

para

PW = G (4.4.51)

pertencente a C∞((−η′, η′),O(A(ε))). Então,

w(x, y, t) = W (x, Z(x, y, t))

resolve (4.3.18) numa vizinhança de {0} × {0} × S1.
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Esta proposição está demonstrada em [BCP, proposição 6.2].

Tendo em vista o que foi desenvolvido acima, vemos que a resolubili-

dade de (4.3.18) é reduzida à resolubilidade de (4.4.51).

Como feito em [BCP, páginas 22 e 23], verificamos que para resolver

(4.4.51) é suficiente resolver a equação

xmw′(x) = θ(x)Tw(x) + xm(B(x)Tw(x) + g(x)), (4.4.52)

sendo m ≥ 2, T
.
= ζ∂ζ , B(x) = B(x, ζ) =

A•(x, ζ)

xmζ
e g : [−η, η] → H =

O(A(ε′)) ∩ L2(A(ε′)) (g é uma função suave dada, a qual é flat para x = 0);

além disso, (4.4.52) satisfaz as hipóteses do [BCP, teorema A.1.1]. Como [BCP,

teorema A.1.1] resolve (4.4.52), a demonstração fica completa.
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