
UNIVERSIDADE FEDERAL DE S ÃO CARLOS
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À memória de Deuquizia Ferreira Chibebe.



Agradecimentos

Ao Prof. Miled gostaria de expressar dois tipos de gratid˜ao. No que se refere a seu inques-
tionável profissionalismo, gostaria de agradecˆe-lo pela excelente orientac¸ão, sem a qual esta tese
não teria sido poss´ıvel, bem como pela sua paciˆencia e disponibilidade durante todos estes anos.
A ele devo grande parte de meu conhecimento e de minha formac¸ão como cientista. Para al´em do
lado profissional, tamb´em quero agradecˆe-lo por revelar-se um amigo, em todos os momentos em
que precisei de um.

Agradeço a meus amigos e colaboradores do grupo de ´otica quântica: Alexander e F´abio, que
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Estaciońarios 10
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3.3 Número médio de part´ıculas criadas . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.4 Entropia linear e decoerˆencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.5 Um caso particular - movimento oscilat´orio da fronteira . . . . . .. . . . . . . . 38

3.5.1 Fenomenologia do hamiltoniano efetivo . . .. . . . . . . . . . . . . . . 38

3.5.2 Número médio de part´ıculas criadas .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.5.3 Entropia e decoerˆencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.6 Conclus˜oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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Resumo

Demonstramos nesta tese, primeiramente, que a ac¸ão inevitável do meio ambiente pode ser

substancialmente enfraquecida quando consideramos sistemas quˆanticos não estacion´arios apro-

priados. Diferentemente do programa de engenharia de reservat´orios e de forma similar aos pro-

tocolos para o desacoplamento dinˆamico de sistemas quˆanticos abertos, nossa proposta n˜ao requer

o conhecimento pr´evio do estado a ser protegido. Diferentemente mesmo dos esquemas de de-

sacoplamento dinˆamico, a protec¸ão de estados de modos n˜ao estacion´arios prescinde da disponi-

bilidade de pulsos externos ultra r´apidos que atuem sobre o sistema de interesse em intervalos de

tempo mais curtos que a menor escala de tempo acess´ıvel aos graus de liberdade do reservat´orio.

No domı́nio da engenharia de estados em eletrodinˆamica quântica de cavidades, mostramos como

preparar modos n˜ao estacion´arios atrav´es da interac¸ão dispersiva do campo com ´atomos de dois

nı́veis submetidos `a amplificac¸ão linear.

Tratamos, em seguida, de diferentes aspectos do efeito Casimir dinˆamico (ECD) atrav´es da

derivaç̃ao de hamiltonianos efetivos capazes de descrever convenientemente os principais aspectos

do fenômeno. Comec¸amos pelo ECD n˜ao ideal a temperaturas finitas. Obtivemos express˜oes

gerais tanto para n´umero médio de part´ıculas criadas como para a entropia linear de um estado

arbitrário preparado em um modo selecionado da cavidade, express˜oes estas que se aplicam a

qualquer lei de movimento da fronteira m´ovel. Desenvolvemos, atrav´es destas express˜oes, uma

análise abrangente das ressonˆancias presentes tanto na criac¸ão de part´ıculas como na perda de

pureza e decoerˆencia de estados.

Consideramos tamb´em o ECD no contexto de um campo escalar n˜ao massivo confinado, sob

as condic¸ões de contorno de Dirichlet, entre duas cascas esf´ericas concˆentricas. Utilizamos dois

diferentes m´etodos, o operador densidade e os coeficientes de Bogoliubov, para o c´alculo da ex-

pressão geral para o n´umero médio de part´ıculas criadas, v´alida para qualquer lei de movimento

das cascas esf´ericas. Aplicamos esta express˜ao para o c´alculo do número de part´ıculas produzi-

das quando apenas uma das cascas oscila ou quando ambas oscilam em fase ou fora de fase, e

v



comparamos os resultados com aqueles associados `a geometria plana.

Por fim, analisamos a ac¸ão do campo gravitacional sobre o ECD. Para tal, consideramos um

campo escalar n˜ao massivo confinado numa cavidade cub´oide localizada em um campo gravita-

cional descrito por uma m´etrica est´atica e diagonal. Assumindo que uma das paredes planas da

cavidade seja m´ovel, obtivemos o n´umero de part´ıculas criadas no interior da cavidade atrav´es do

cálculo, via expans˜oes perturbativas, dos coeficientes de Bogoliubov. Aplicamos o resultado para

o caso particular de um movimento oscilat´orio da fronteira m´ovel, considerando um campo grav-

itacional fraco descrito pela m´etrica de Schwarzschild. O regime de amplificac¸ão param´etricaé

detalhadamente analisado, demonstrando que nosso resultado para o n´umero médio de part´ıculas

criadas, est´a em acordo com resultados particulares previamente apresentados na literatura.
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Abstract

In this thesis we first demonstrate that the inevitable action of the environment can be sub-

stantially weakened when considering appropriate nonstationary quantum systems. Beyond pro-

tecting quantum states against decoherence, an oscillating frequency can be engineered to make

the system-reservoir coupling almost negligible. Differently from the program for engineering

reservoir and similarly to the schemes for dynamical decoupling of open quantum systems, our

technique does not require a previous knowledge of the state to be protected. However, differently

from the previously-reported schemes for dynamical decoupling, our technique does not rely on

the availability of tailored external pulses acting faster than the shortest time scale accessible to

the reservoir degree of freedom. We show, in the domain of cavity quantum electrodynamics,

how to engineer such a nonstationary cavity mode through its dispersive interaction with a driven

two-level atom.

Next, we consider different aspects of the dynamical Casimir effect (DCE) through the deriva-

tion of effective Hamiltonians which exhibit the essential features of the phenomenon. We start

by investigating the dynamical Casimir effect in a nonideal cavity at finite temperature. We first

compute a general expression for the average number of particle creation, applicable for any law

of motion of the cavity boundary. We also compute a general expression for the linear entropy of

an arbitrary state prepared in a selected mode, also applicable for any law of motion of the cavity

boundary. As an application of our results we have analyzed both the average number of particle

creation and linear entropy within a particular oscillatory motion of the cavity boundary. On the

basis of these expressions we develop a comprehensive analysis of the resonances in the number

of particle creation in the nonideal dynamical Casimir effect. We also demonstrate the occurrence

of resonances in the loss of purity of the initial state and estimate the decoherence times associated

with these resonances.

We also consider the dynamical Casimir effect for a massless scalar field, under Dirichlet

boundary conditions, between two concentric spherical shells. We obtain a general expression for
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the average number of particle creation, for an arbitrary law of radial motion of the spherical shells,

using two distinct methods: by computing the density operator of the system and by calculating

the Bogoliubov coefficients. We apply our general expression to breathing modes: when only

one of the shells oscillates and when both shells oscillate in or out of phase. We also analyze the

number of particle production and compare it with the results for the case of plane geometry.

Finally, we analyze the action of the gravitational field on the dynamical Casimir effect. We

consider a massless scalar field confined in a cuboid cavity placed in a gravitational field described

by a static and diagonal metric. With one of the plane mirrors of the cavity allowed to move, we

compute the average number of particles created inside the cavity by means of the Bogoliubov

coefficients computed through perturbative expansions. We apply our result to the case of an oscil-

latory motion of the mirror, considering a weak gravitational field described by the Schwarzschild

metric. The regime of parametric amplification is detailed analyzed, demonstrating that our com-

puted result, for the mean number of particles created, is in agreement with associated particular

cases in literature.

viii



1

Caṕıtulo 1

Introduç ão

Apresentamos, nesta tese, trabalhos relacionados a dois diferentes t´o picos que tˆem merecido

destacada atenc¸ão nas ´ultimas dé cadas: o controle da decoerˆencia de estados quˆanticos e o efeito

Casimir dinâmico (ECD). Ambos os t´opicos são abordados dentro de uma contexto comum; n˜aoé

por coincidência que a t´ecnica para o controle da decoerˆencia aqui apresentada vale-se, de forma

similar ao ECD, de modos n˜ao estacion´arios de uma cavidade. Em contrapartida, o ECD oferece,

por sua vez, uma plataforma privilegiada para a an´alise da decoerˆencia de estados de modos em

cavidades com fronteiras m´oveis. Além da decoerˆencia de estados e sua relac¸ ão com o ECD,

tratamos tamb´em nesta tese do processo de criac¸ ão de part´ıculas, via ECD, sob diferentes aspectos

geométricos. Aspectos estes impostos tanto pelas fronteiras m´oveis da cavidade, representada

por cascas esf´ericas concˆentricas, como pela presenc¸ a da gravidade, descrita pela m´etrica de

Schwarzschild. Procuramos, nesta introduc¸ão, apresentar um breve hist´orico de ambos os temas

para uma contextualizac¸ão apropriada da nossa contribuic¸ ão.

1.1 Decoer̂encia de estados

O processo da decoerˆencia de estados tem sido alvo de renovado interesse, especialmente da

fı́sica teórica, desde o advento da mec ˆanica quântica e das dificuldades inerentes `a teoria em

explicar o processo de medida e de transic¸ão da dinâmica micro para a macrosc´opica. A princ´ıpio,

atribuı́a-se essencialmente ao aparato de medida quˆantico o fenômeno docolapso da func¸ ão de

onda, que até então, pouco ou nada se distinguia da decoer ˆencia. É sintomático que na maioria

dos livros textos o “postulado da projec¸ão” seja tratado (de forma quase que metaf´ısica), como um

dos axiomas da teoria [1].



1.1 Decoer̂encia de estados 2

Com a substituic¸ão do aparato de medida quˆantico pela noc¸ ão mais geral de meio ambiente,

e em paralelo ao grande desenvolvimento da teoria quˆantica, décadas foram dispensadas ao trata-

mento de sistemas quˆanticos abertos. Dos desenvolvimentos decorrentes destacamos a superac¸ão

das abordagens fenomenol´ogicas de sistemas quˆa nticos abertos atrav´es da modelagem do meio

ambiente por um grande n´u mero de osciladores harmˆonicos independentes.

Apenas no in´ıcio da década de 1980 ´e que resultados seminais, relacionados `a decoerˆencia de

estados quˆanticos [2, 3, 4], conduziram a uma compreens˜ao mais detalhada do processo de me-

dida quântica e da transic¸ão da dinâmica micro para a macrosc´opica (para al´em do que fizera o

experimento de pensamento conhecido como “O paradoxo do gato de Schr¨o dinger” [5]). Con-

tudo, os avanc¸os apresentados nas Refs. [2, 3, 4] explicam apenas parcialmente os processos de

medida e de transic¸ão da dinâmica micro para a macrosc´opica, dado que, afinal, concentram-se

especificamente na decoerˆencia de estados quˆanticos. A dinâmica do colapso da func¸ão de onda,

aparentemente um processo estoc´astico,é ainda um problema a ser resolvido apesar de resultados

recentes importantes [6].

Com o advento do que se convencionou denominar teoria da informac¸ão quântica, o es-

tudo da decoerˆencia de estados, antes confinado `a esfera puramente conceitual da fundamentac¸ão

da mecânica quâ ntica, adentra o campo das potenciais aplicac¸ões tecnol´ogicas dos fenˆomenos

quânticos, recentemente divisado. No contexto da informac¸ão quântica — que compreende, ba-

sicamente, a implementa c¸ão de operac¸ões lógicas atrav´es de fenˆomenos como a superposic¸ão de

estados, a n˜ao localidade e o colapso da func¸ão de onda — o desenvolvimento de mecanismos de

controle ou supress˜ao da decoerˆencia torna-se essencial. Este t´opico, de interesse central nas duas

últimas décadas, aprofundou nossa compreens˜ao acerca dos sistemas quˆanticos abertos e resultou

na elaborac¸ão de esquemas engenhosos para o controle da decoerˆencia.

Dentre os diversos mecanismos propostos para este fim, mencionamos, primeiramente, os

algoritmos quˆanticos de correc¸ão de erros [7], inspirados em seus an´alogos clássicos. Outra es-

tratégia, denominada engenharia de reservat´orios [8], submete o sistema de interesse, cujo estado

pretende-se proteger dos mecanismos de decoerˆencia, a interac¸ões adicionais al´em daquela, in-

evitável, com o meio ambiente. Estas interac¸ões adicionais, confeccionadas de forma apropriada,

permitem o controle da dinˆamica do sistema, atrav´es da manipulac¸ão do seu acoplamento com

o meio ambiente. Esta estrat´egia foi implementada, tanto te´orica quanto experimentalmente em

ı́ons aprisionados [9, 10], al´em de contar com propostas exequ´ıveis em sistemas atˆomicos de



1.2 O efeito Casimir 3

dois nı́veis [11, 12, 13]. Mencionamos tamb´em que os processos coletivos de decoerˆencia, pelos

quais sistemas compostos, de muitas partes, interagem com um reservat´orio comum, têm instigado

diversos estudos interessantes relacionados `as proposic¸ões de subespac¸os livres de decoerˆencia

[14, 15, 16].É notório o fato de que os algor´ıtmos quânticos de correc¸ão de erros pressup˜oem, em

geral, que sistemas quˆanticos compostos submetem-se de forma independente aos mecanismos de

decoerência, enquanto que a construc¸ão dos subespac¸os livres de decoerˆencia decorrem, em geral,

da aç̃ao de um reservat´orio comum sobre sistemas compostos. Um protocolo para a construc¸ão

de subespac¸os livres de decorˆencia sob a condic¸ão de que sistemas compostos encontram-se sob a

aç̃ao de reservat´orios distintos ´e apresentado na Ref. [17].

Por fim, lembramos dos mecanismos de desacoplamento dinˆamico, pelos quais o sistema

de interesse ´e submetido `a aç̃ao de pulsos cl´assicos que atuam sobre o sistema numa escala de

tempo ainda menor que aquelas associadas `as correlac¸ões temporais t´ıpicas apresentadas pelos

osciladores harmˆonicos que modelam o reservat´orio térmico [18, 19, 20]. A ac¸ão destes pulsos,

de difı́cil implementac¸ão prática, promove o desacoplamento entre o sistema e o meio ambiente.

1.2 O efeito Casimir

Outro tópico que tem atra´ıdo atenc¸ão recentemente, devido a diversos aspectos de sua aplicac¸ão,

inclusive nos campos da biologia e tecnologia de dispositivos nanoeletrˆonicos,é o efeito Casimir,

que consiste, basicamente, em uma manifestac¸ão macrosc´opica das flutuac¸ões quânticas do v´acuo.

De fato, o campo eletromagn´etico segundo a mecˆanica quântica comp˜oe-se de um conjunto de os-

ciladores harmˆonicos e, como consequˆencia do princ´ıpio da incerteza de Heisenberg, suas quadrat-

uras devem flutuar. Para ilustrarmos o conceito de flutuac¸ão, consideramos uma part´ıcula clássica

em movimento browniano com a posic¸ão caracterizada pela distribuic¸ãoexp (−U/kBT ), em que

U indica a energia potencial em cada ponto do espac¸o, kB a constante de Boltzmann, eT a tem-

peratura do meio. Enquanto que a configurac¸ão mais prov´avelé aquela de m´ınima energiaUmin,

contribuiç̃oes significativas decorrem das configurac¸ões nas quaisU −Umin ∼ kBT . Estes desvios

da posic¸ão de m´ınima energia, cuja escala ´e dada porkBT , são manifestac¸ões das flutuac¸ões

térmicas. Na vers˜ao quântica do problema, descrita pelas integrais de trajet´oria de Feynman, a

partı́cula segue virtualmente todas as trajet´orias que conectam os pontos inicial e final do seu

movimento, ao inv´es de seguir exclusivamente sua trajet´oria clássica. Ainda que a contribuic¸ão

dominante decorra da trajet´oria clássica de m´ınima aç̃aoScl, a cada trajet´oria associa-se um peso
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exp (−iS/�) determinado por sua ac¸ão caracter´ıstica S. Portanto, contribuic¸ões significativas

para o movimento da part´ıcula somam-se a partir dos desvios da trajet´oria clássicaS − Scl ∼ �,

caracterizados pela escala�, que compreendem as flutuac¸ões quânticas [21].

H. B. G. Casimir, em 1948, considerou um campo eletromagn´etico em uma cavidade formada

por duas placas met´alicas paralelas e neutras, de ´areasA e separac¸ãoL, com
√

A >> L. Impondo-

se que o campo el´etrico deve anular-se nas placas, consideradas ideais, os modos normais da

cavidade s˜ao caracterizados pelo vetor de ondak = (kx, ky, nπ/L), comn inteiro. Quantizados,

estes modos passam a ser descritos por osciladores harmˆonicos com frequˆenciaω = |k| c, e

energia do estado fundamentalE = �ω/2. Embora a soma das energias dos estados fundamentais

dos modos da cavidade seja infinita, demonstrou-se que existe uma contribuic¸ão finita para a

diferença entre as energias de ponto zero na presenc¸a e na ausˆencia das placas, respectivamente, o

que define a energia de Casimir [22]

E = −�cπ2A

720L3
,

implicando na existˆencia de uma forc¸a atrativa entre as placas.

Portanto, medindo-se a forc¸a mecânica entre duas placas, podemos, em princ´ıpio, obter informac¸ões

a respeito das flutuac¸ões do vácuo. Embora esta forc¸a seja muito pequena (F ∼ 0.1 µN paraA = 1

cm2 e L = 1 µm), este fenˆomeno foi confirmado experimentalmente, pela primeira vez em 1958,

por M. Sparnaay [23] e, mais recentemente, no final da d´ecada de 1990, por Lamoreaux [24] e

Mohideen e Roy [25].́E importante ressaltar que a eletrodinˆamica clássica n˜ao prevê a existência

desta forc¸a, uma vez que as placas s˜ao neutras. Portanto, como dito acima, esta forc¸a, de natureza

puramente quˆantica,é uma manifestac¸ão macrosc´opica do vácuo quântico [26].

Note que a definic¸ão de energia de ponto zero decorre, necessariamente, do fato de se consid-

erar regiões finitas do espac¸o, delimitadas por fronteiras, de forma que a forc¸a de Casimir surge

como resposta do v´acuo ao confinamento. Portanto, variando-se as dimens˜oes da regi˜ao delim-

itada do espac¸o, espera-se que a energia de Casimir seja correspondentemente modificada. De

fato, verifica-se da express˜ao acima que a energia de Casimir depende apenas das dimens˜oes da

cavidade.

É importante notar a dependˆencia da forc¸a de Casimir com a geometria das fronteiras que

confinam o vácuo. O pr´oprio Casimir foi o primeiro a considerar os aspectos geom´etricos das

fronteiras, propondo em 1953 um modelo semicl´assico para a estabilidade do el´etron [27]. Neste
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modelo, assume-se que o el´etron seja constitu´ıdo por uma casca esf´erica perfeitamente condutora

com carga totale, na qual a forc¸a de repuls˜ao de Coulomb ´e balanceada pela forc¸a atrativa de

Casimir. Em 1968, Boyer [28] mostrou que a forc¸a de Casimir associada a geometria esf´erica

é repulsiva, invalidando esta proposta para se explicar a estabilidade do el´etron. Apesar deste

resultado negativo, o modelo do el´etron foi importante para evidenciar que o sinal da forc¸a de

Casimir depende da geometria do problema, impossibilitando que se conhec¸a a priori se esta

força será repulsiva ou atrativa. No in´ıcio da década de 1990, tornou-se evidente que esta forc¸a

depende tamb´em das propriedades eletromagn´eticas da fronteiras [29]. Mais recentemente, numa

abordagem geral [30], calculou-se a energia de Casimir entre objetos compactos de geometrias

arbitrárias.

1.3 O efeito Casimir dinâmico

Até aqui tratamos o caso em que as fronteiras que confinam o campo s˜ao estáticas, o que resulta

numa express˜ao independente do tempo para a energia de Casimir. Quando se considera fronteiras

móveis — tanto fronteiras materiais, como originalmente considerado por Casimir, como campos

clássicos arbitr´arios — ocorre o que se denomina efeito Casimir dinˆamico (ECD). A manifestac¸ão

mais notória do ECD, em que a energia de Casimir torna-se dependente do tempo, consiste na

criaç̃ao de part´ıculas a partir do v´acuo [31].

Voltando ao caso est´atico, a força de Casimir entre dois espelhos imersos no v´acuoé uma

consequˆencia da diferenc¸a da press˜ao de radiac¸ão entre ambos os lados dos espelhos que espalham

as flutuac¸ões do vácuo. No caso de um ´unico espelho em repouso no v´acuo, a forc¸a média que

sobre ele atua ´e nula dado o balanc¸o entre as taxas de espalhamento em ambos os seus lados.

Entretanto, quando o espelho encontra-se em movimento, com uma certa leiq(t), esta simetria

é quebrada e o vácuo, reagindo ao movimento do espelho, induz sobre este uma forc¸a resultante

[32].

Os efeitos dissipativos sofridos por um corpo que se movimenta em um ambiente que apresenta

flutuaç̃oes foram primeiramente descritos por Einstein [33]. Em 1966 mostrou-se que as relac¸ões

de flutuac¸ão-dissipac¸ão obtidas por Einstein s˜ao igualmente v´alidas no contexto quˆantico [34]. A

energia mecˆanica dissipada desta maneira ´e associada `a emiss˜ao de radiac¸ão pelo espelho. A forc¸a

de reac¸ão, sob a forma de radiac¸ão emitida pelo espelho, ´e uma consequˆencia da troca de momento

deste com o campo. Entretanto, se um espelho em movimento no v´acuo emite radiac¸ão, torna-se,
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aparentemente, poss´ıvel distinguir entre o movimento uniforme e o repouso, contrariando assim

o princı́pio da relatividade do movimento. Esta forc¸a foi calculada primeiramente por Fulling e

Davies [35], para o caso de um campo escalar em um espac¸o-tempo bidimensional, e sua express˜ao

Fm =
�

6πc4

d3q(t)

dt3
.

permite-nos concluir que, para um espelho em movimento retil´ıneo e uniforme, esta forc¸aé nula.É

interessante notar que esta forc¸aé também nula para o caso de acelerac¸ão uniforme, o que faz com

que a massa inercial do espelho n˜ao seja modificada [36]. Se o mesmo espelho estiver em movi-

mento em um campo t´ermico, esta forc¸a passa a ser proporcional `a primeira derivada temporal de

seu movimento, e portanto n˜ao anula para o caso de um movimento uniforme (de forma an´aloga

à dissipac¸ão do movimento de um corpo que se move em um meio viscoso). Devemos observar

aqui que, para o caso do campo eletromagn´etico em três dimens˜oes, esta forc¸a é proporcional `a

quinta derivada temporal do movimento do espelho [32]

Fm = − �A

60π2c4

d5q(t)

dt5
.

O fenômeno da criac¸ão de part´ıculas a partir do v´acuo quântico tem sido exaustivamente estu-

dado desde a quantizac¸ão do campo de radiac¸ão numa cavidade com espelhos m´oveis, empreen-

dida por Moore [37] no in´ıcio da década de 1970. Neste caso, podemos ter uma amplificac¸ão da

radiaç̃ao emitida (em relac¸ão ao caso em que um ´unico espelho encontra-se presente), quando um

dos espelhos desenvolve um movimento oscilat´orio cuja frequênciaé um múltiplo inteiro de um

dos modos naturais da cavidade [31].

Para tornar o ECD matematicamente trat´avel, impomos ao campo algum tipo de condic¸ão de

contorno, o que representa a ac¸ão das fronteiras sobre o campo. Para espelhos perfeitamente re-

fletores, impomos a condic¸ão de que sobre eles o campo seja nulo. Uma importante consequˆencia

deste fato, apontada primeiramente por Moore [37], refere-se `a ausência de um operador hamilto-

niano que governe a evoluc¸ão temporal do campo no interior da cavidade. Para demonstrar este

fato, vamos assumir, por contradic¸ão, que um tal hamiltoniano exista, o que implica na existˆencia

de um operador de evoluc¸ão unitárioU(t), com a seguinte propriedade

Φ(x, t) = U(t)Φ(x, t0)U
†(t),

ondeΦ(x, t0) representa o operador de campo no tempot0 e Φ(x, t) o operador num tempo pos-

terior t > t0. Entretanto, se escolhemos o ponto(x, t0) sobre o espelho m´ovel, então, devidoàs
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condiç̃oes de contorno, temosΦ(x, t0) = 0 e torna-se imposs´ıvel a obtenc¸ão de um valor n˜ao nulo

paraΦ(x, t) através de uma transformac¸ão unitária.

Apesar da inexistˆencia de um operador hamiltoniano completo para o sistema, ´e poss´ıvel,

conforme detalhamos nos cap´ıtulos 3 e 4, descrever o campo no interior de uma cavidade com

espelhos m´oveis atrav´es de uma teoriaefetiva, constru´ıda primeiramente por Law [38] em 1994.

Por fim,é importante mencionar o desenvolvimento de um modelo microsc´opico da interac¸ão do

espelho com o campo no interior da cavidade que prescinde de condic¸ões de contorno [39]. Nesta

formulaç̃ao, que apresenta algumas correc¸õesàquela apresentada por Law, os autores descrevem

o espelho como um campo de mat´eria quantizado interagindo com o campo eletromagn´etico no

interior da cavidade, formando assimpolaritons din̂amicos.

1.4 Detecc¸ão experimental do efeito Casimir

Dado que a forc¸a de Casimir ´e extremamente fraca, a sensibilidade do aparato utilizado para a

sua detecc¸ão consiste em forte barreira tecnol´ogica. Apresentamos a seguir uma breve descric¸ão

dos principais experimentos realizados at´e o momento para a detecc¸ão deste efeito [26].

Sparnaay [23], em 1958, foi o primeiro a realizar um experimento com o intuito de medir o

efeito Casimir. Utilizou-se uma balanc¸a de molas, com uma sensibilidade entre(0.1−1)×10−8N,

para a medic¸ão da forc¸a entre duas placas met´alicas. O aparato experimental foi desenhado de

maneira a isolar eletricamente estas placas do restante do equipamento pois, como apontado por

Sparnaay, uma diferenc¸a de potencial de apenas17 mV entre as placas tornar-se-ia suficiente

para impossibilitar a medida. Dadas as incertezas envolvidas neste experimento, apenas uma con-

cordância qualitativa com a f´ormula de Casimir pˆode ser obtida. Um dos materiais utilizados por

Sparnaay, o alum´ınio, resultou em uma forc¸a repulsiva, atribu´ıda à presenc¸a de impurezas nas

placas, fato que tornou inconclusiva a medida do sinal da forc¸a. Apesar deste resultado, o exper-

imento de Sparnaay foi importante para apontar os principais problemas a serem superados para

que uma medida precisa da forc¸a de Casimir pudesse ser efetuada. Dentre eles, mencionamos a

necessidade de uma medida mais precisa do paralelismo, da separac¸ão e do potencial eletrost´atico

(devido a presenc¸a de impurezas) entre as placas. Deve-se observar que a dependˆencia da forc¸a

de Casimir com a quarta potˆencia da distˆancia de separac¸ão entre as placas (L−4), exige grande

precisão na medic¸ão dessas distˆancias.
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O experimento realizado por Lamoreaux [24], em 1997, ´e considerado o primeiro a confirmar

a existência do efeito Casimir. Quase todos os parˆametros relevantes foram medidos de maneira

independente da forc¸a, tornando consistente o c´alculo da precis˜ao experimental. Utilizou-se uma

balança baseada em um pˆendulo de torc¸ão para a medic¸ão da forc¸a entre uma superf´ıcie esférica e

uma placa, superando assim o problema de se manter o paralelismo entre duas superf´ıcies planas.

A força de Casimir resultaria em um torque, induzindo uma mudanc¸a noângulo da balanc¸a de

torção. O experimento mostrou uma excelente concordˆancia com as previs˜oes teóricas, com erro

de5%. Apesar do sucesso, os dados obtidos por Lamoreaux n˜ao eram precisos o suficiente para

incluir as correc¸ões devido a temperatura finita.

A utilização, por Mohideenet al. [25, 40], de um microsc´opio de força atômica com precis˜ao

de10−12 N permitiu uma medida da forc¸a de Casimir entre uma placa e uma esfera com erro de1%,

superando todo os problemas apontados por Sparnaay. A influˆencia da rugosidade e condutividade

finita das superf´ıcies, sobre a forc¸a de Casimir, foi tamb´em considerada, e mostrou-se que tais

correç̃oes são indispens´aveis para a determinac¸ão desta forc¸a para distˆancias da ordem de1 µm.

Os efeitos devido a temperatura finita s˜ao muito menores que1% para as separac¸ões consideradas

nestes experimentos.

Um dos aspectos mais interessantes do efeito Casimir ´e sua forte dependˆencia com a geome-

tria. Em 1999, Roy e Mohidden [41] realizaram um experimento demonstrando essa dependˆencia

não trivial através da utilizac¸ão de um microsc´opio de força atômica para a medic¸ão da forc¸a de

Casimir entre uma placa com pequenas rugosidades senoidais e uma esfera. Observou-se a ex-

istência de uma forc¸a lateral atuando sobre a esfera, que se anula nos pontos de equil´ıbrio estável,

onde a amplitude das rugosidades ´e máxima. Esta forc¸a lateral foi verificada com maior pre-

cisão por Chen e Mohideen em 2002 [42], onde apontou-se a possibilidade de sua utilizac¸ão para

promover translac¸ões em dispositivos microeletromecˆanicos.

Recentemente, reportou-se a medic¸ão dos efeitos da temperatura sobre o que se denomina

força de Casimir-Polder entre um condensado de Bose-Einstein e um diel´etrico [43]. Este foi

o primeiro experimento a medir a dependˆencia da temperatura em um sistema do tipo Casimir.

Trabalhando com o diel´etrico a uma temperatura de605 K, enquanto o ambiente ´e mantido a300

K, verificou-se que a forc¸a é multiplicada por um fator3, em relac¸ão a seu valor na situac¸ão de

equilı́brio térmico, mostrando excelente acordo com a teoria [44].

Em se tratando do ECD, o arranjo mais simples capaz de produzir a radiac¸ão de Casimir
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consiste num espelho oscilando numa direc¸ão perpendicular `a sua superf´ıcie. Contudo, o pe-

queno número de fótons assim criados n˜ao poderia se detectado atrav´es da tecnologia atualmente

dispon´ıvel. Se este espelho, no entanto, constituir parte das fronteiras de uma cavidade resso-

nante, esta deve atuar como um multiplicador dos f´otons produzidos caso a frequˆencia de oscilac¸ão

do espelho igualar-se ao dobro de uma das frequˆencias fundamentais da cavidade (amplificac¸ão

paramétrica). Apesar de todos os esforc¸os dispendidos, a radiac¸ão de Casimir n˜ao foi ainda obser-

vada experimentalmente. Abaixo descrevemos duas propostas para sua verificac¸ão experimental.

Dado que um experimento baseado no movimento mecˆanico da fronteira m´ovel da cavidade ´e

tecnologicamente invi´avel [45], o experimento conhecido como MIR (Motion Induced Radiation)

[46], apóia-se na proposta apresentada por Lozovik [47] e por Yablonovitch [48] de utilizac¸ão

de pulsos curtos e intensos de laser para provocar mudanc¸as abruptas nas propriedades refletoras

de um semicondutor. A id´eia por trás do MIRé simular o movimento da fronteira m´ovel pela

alternância da superf´ıcie refletora de um espelho composto, que consiste de uma placa met´alica

revestida de uma camada semicondutora. Atrav´es da incidˆencia de um pulso laser sobre o semi-

condutor completamente transparente, este tornar-se-´a completamente refletor para a radiac¸ão da

cavidade. Portanto, atrav´es da incidˆencia de uma sequˆencias de pulsos laser sobre o semicondu-

tor, obtêm-se um espelho que efetivamente oscila com uma amplitude igual `a largura da camada

semicondutora. A sensibilidade da antena proposta para a detecc¸ão da radiac¸ão gerada ´e da ordem

de100 fótons em uma ´unica medida.

Kim et al. propuseram uma alternativa a este experimento explorando o fenˆomeno da super-

radiância para a amplificac¸ão da radiac¸ão de Casimir gerada por uma cavidade ressonante com

espelhos m´oveis [49]. A induç̃ao do processo de superradiˆancia em uma amostra atˆomica con-

tendo entre107−108 átomos, pelos f´otons gerados pelo ECD, possibilitaria a detecc¸ão do sinal. A

combinac¸ão desta poss´ıvel e engenhosa proposta para a amplificac¸ão da radiac¸ão de Casimir com

a simulac¸ão do movimento de espelhos atrav´es de pulsos laser e uma placa met´alica revestida de

uma camada semicondutora, pode inaugurar uma nova etapa para a medic¸ão do ECD.
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Caṕıtulo 2

Controle da Interação
Sistema-Reservat́orio Atrav és de Sistemas
Quânticos Não-Estaciońarios

2.1 Introdução

A teoria quântica da informac¸ão tem atra´ıdo grande atenc¸ão recentemente devido a sua posic¸ão

estratégica, combinando v´ariasáreas da f´ısica, tanto te´orica quanto experimental. Como, even-

tualmente, todas as ´areas da f´ısica de baixas energias podem fornecer potenciais plataformas para

a implementac¸ão de operac¸ões lógicas quˆanticas, esforc¸os tem sido dispendidos no sentido de

superar problemas que constituem forte barreira contra a realizac¸ão destas operac¸ões. Estes prob-

lemas est˜ao relacionados tanto a fenˆomenos da f´ısica fundamental — como a decoerˆencia e a

não localidade — como tamb´em aos de natureza tecnol´ogica como o enderec¸amento de sistemas

quânticos individuais, separados por apenas algunsµm [50].

Enquanto o debate em torno do fenˆomeno da n˜ao localidade encontra suporte em um conjunto

de resultados experimentais— tais como i) a evidˆencia tecnol´ogica contra os chamados loopholes

[51], ii) a demonstrac¸ão da violac¸ão da desigualdade de Bell com visibilidade de franja de dois

fótons em excesso de 97% [52] e iii) o sucesso na implementac¸ão do processo de teleportac¸ão

quântica [53]— o programa de protec¸ão de estados encontra-se ainda em um est´agio anterior,

apesar de todos os desenvolvimentos. Uma sugest˜ao promissora nesse dom´ınio refere-se `a pos-

sibilidade da manipulac¸ão do acoplamento do sistema com o reservat´orio através de interac¸ões

adicionais entre o sistema de interesse e um outro auxiliar, cl´assico. Esta forma de controle da

decoerência atrav´es da chamada engenharia de reservat´orios foi proposta para sistemas atˆomicos

de dois n´ıveis, explorando um reservat´orio estruturado [12] ou imitando a ac¸ão de um banho
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comprimido [11]. No contexto de ´ıons aprisionados, para al´em de uma proposta te´orica [10], a

engenharia de reservat´orios foi experimentalmente implementada para superposic¸ões de estados

vibracionais de um ´unico ı́on aprisionado [9]. Uma outra estrat´egia, tamb´em experimentalmente

investigada [54], envolve o processo de decoerˆencia coletiva, onde um sistema de m´ultiplas partes

que interage com um reservat´orio comum [16] exibe subespac¸os livres de decoerˆencia (SLD).

Enquanto que um reservat´orio comumé crucial para a protec¸ão da coerˆencia quântica em SLDs,

os protocolos de correc¸ão de erros quˆanticos [7] pressup˜oem, ao inv´es disso, que o processo de

decoerência age, de forma independente, sobre cada sistema quˆantico. Uma discuss˜ao sobre as

bases f´ısicas por tr´as das suposic¸ões de um reservat´orio comum ou de reservat´orios distintos ´e

apresentada em detalhes nas Refs. [17, 55].

Devemos tamb´em mencionar uma proposta recente, para o controle da coerˆencia de um sis-

tema quântico de dois n´ıveis [56], baseada em m´etodos de desacoplamento dinˆamico randˆomico

[19]. Tais métodos s˜ao similares `as técnicas de supress˜ao da decoerˆencia atrav´es do uso de pul-

sos externos apropriados [18], que atuam sobre o sistema de interesse. Na Ref. [20], em um

escopo mais abrangente, os autores propuseram um modelo para o desacoplamento de um sistema

quântico aberto geral, do meio ambiente, tamb´em baseado na ac¸ão de pulsos externos desenhados

de forma a induzir mudanc¸as no sistema de interesse que sejam mais r´apidas que a menor escala

de tempo acess´ıvel aos graus de liberdade do reservat´orio.

Neste estudo atingimos as metas das Refs. [18, 19, 20, 56], que se encontram al´em da protec¸ão

de estados quˆanticos atrav´es da engenharia de reservat´orios, a partir de um m´etodo distinto:

demonstramos, por meio de suposic¸ões gerais, que um oscilador harmˆonico não estacion´ario pode

ser quase que completamente desacoplado do meio ambiente, resultando num fator de amorteci-

mento caracter´ıstico do reservat´orio desprez´ıvel. Diferentemente dos m´etodos de desacoplamento

dinâmico apresentados na literatura [18, 19, 20, 56, 57], que exigem que se interfira no sistema

em escalas de tempo menores que o tempo de correlac¸ão do reservat´orio, nossa t´ecnica aproveita-

se da frequˆencia natural do sistema n˜ao estacion´ario, adicionando a ela uma pequena amplitude

de forma a se atingir as escalas de tempo curtas do reservat´orio. Note que, diferentemente da

nossa proposta, bem como das propostas apresentadas nas Refs. [18, 19, 20, 56], os esquemas de

engenharia de reservat´orio requerem um conhecimento pr´evio do estado que se deseja proteger.

Evidentemente, tal requerimento pro´ıbe o uso da engenharia de reservat´orio para a implementac¸ão

de operac¸ões logicas, tornando os esquemas de desacoplamento dinˆamico mais atrativos. Obser-
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vamos que o controle da decoerˆencia atrav´es da modulac¸ão do acoplamento do sistema com o

reservat´orio foi proposto anteriormente na Ref. [58] mas, como nas Refs. [19, 56], tal controle ´e

atingido para um sistema de dois n´ıveis e não para um modo do campo, como no presente estudo.

Também baseados na suposic¸ão de um controle arbitrariamente r´apido do hamiltoniano, podemos

mencionar aqui os t´opicos de controle ´otimo [59] e estoc´astico [60] da decoerˆencia, que contam

com pulsos laser externos no primeiro caso e com uma modulac¸ão estoc´astica de um parˆametro

do sistema no segundo caso. Finalmente, mencionamos a t´ecnica da codificac¸ão multi-nı́veis de

estados l´ogicos [61], que torna as operac¸ões lógicas quˆanticas imunes aos efeitos da decoerˆencia.

O presente cap´ıtulo é organizado da seguinte maneira: na Sec¸ão 2.2 apresentamos o modelo

proposto para o controle da decoerˆencia; na sec¸ão 2.3é apresentado um esquema para a construc¸ão

de um modo n˜ao estacion´ario do campo, baseado na interac¸ão deste modo com um ´atomo de dois

nı́veis; finalmente, na sec¸ão 2.4, apresentamos nossas observac¸ões finais.

2.2 Modelo para o controle da decoer̂encia

O hamiltoniano de um modo n˜ao estacion´ario acoplado com o meio ambiente pode ser escrito

como

H(t) = ω(t)a†a +
∑

k

ωkb
†
kbk +

∑
k

λk(t)
(
ab†k + a†bk

)
, (2.1)

coma† (a) e b†k (bk) representando os operadores de criac¸ão (aniquilac¸ão) para o campo n˜ao esta-

cionário ω(t) e para ok-ésimo oscilador do reservat´orio ωk, respectivamente. Vamos assumir a

seguinte dependˆencia temporal para o modo do campo (sistema)

ω(t) = ω0 − χ sin(ζt).

A funçãoλk(t), que descreve o acoplamento do sistema com o reservat´orio, será discutida mais

abaixo. Como estamos interessados aqui na protec¸ão de estados, vamos considerar o caso adiab´atico,

definido pela relac¸ão

χ, ζ << ω0,

evitando desta maneira a injec¸ão de ru´ıdo no modo de interesse atrav´es da gerac¸ão e espalhamento

de fótons pelo ECD [62].

A dependência temporal simples apresentada pelo hamiltoniano livreH0 = ω(t)a†a +
∑

k ωkb
†
kbk
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permite-nos, atrav´es da transformac¸ão unitária

U(t) = exp

(
−i

∫ t

0

H0(τ ) d τ

)
,

descrever o hamiltoniano de interac¸ão na representac¸ão de interac¸ão

V (t) = aΛ†(t) + a†Λ(t), (2.2)

onde definimos o operadorΛ(t) =
∑

k λk(t)bk exp [i∆k(t)] e os parˆametros∆k(t) = Ω(t) − ωkt,

comΩ(t) =
∫ t

0
ω(τ) d τ . Para o caso de acoplamento fraco entre o sistema e o reservat´orio, isto

é, paraλk(t) << ω(t), a evoluç̃ao da matriz densidade do campo n˜ao estacion´ario, em segunda

ordem de perturbac¸ão no acoplamento, ´e dada por

d ρ(t)

d t
= −

∫ t

0
d t′ TrR [V (t), [V (t′), ρR(0) ⊗ ρ(t)]] . (2.3)

Na deduc¸ão desta express˜ao utilizamos a aproximac¸ão usualρR(0) ⊗ ρ(t). Assumindo agora que

a distribuiç̃ao de frequˆencias do reservat´orio aproxima-se do cont´ınuo, com a densidade espectral

σ(µ), podemos substituir a soma sobre os modos do reservat´orio por uma integral, isto ´e, podemos

escrever ∑
k

→ (2π)−1

∫ ∞

0
d µσ (µ) .

Desta maneira, as integrais das func¸ões de correlac¸ão que aparecem na Eq. (2.3) assumem a forma∫ t

0
d t′
〈
Λ†(t)Λ(t′)

〉
= e−i χ

ζ
cos(ζt)

∫ t

0
d t′ ei χ

ζ
cos(ζt′)

×
∫ ∞

0

d µ

2π
e−i(µ−ω0)(t−t′) σ(µ)N(µ)λ(µ, t)λ(µ, t′), (2.4)

com a excitac¸ão térmica média do reservat´orioN (µ) definida pela relac¸ão
〈
b†(µ)b(µ′)

〉
= N(µ)δ(µ−

µ′).

Para resolver estas integrais, vamos modelar o acoplamento do sistema com o reservat´orio

através da lorentziana

λ(µ, t) = λ0
ξ2

(ω(t) − µ)2 + ξ2
, (2.5)

onde o parˆametroξ representa a largura espectral do acoplamento em torno da frequˆencia do modo

não estacion´ario. É bem razo´avel, para o caso de acoplamento fraco aqui considerado, que se

assuma uma forma lorentziana para a func¸ãoλ(µ, t), centrada emω(t). Uma estimativa da m´edia

temporal do operadorΛ(t) revela que a intensidade do acoplamento do sistema com o reservat´orio

tem a formaλ0/ |µ − ω0|, tal que quanto maior a dessintonia entre o modo do reservat´orio e a
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Figura 2.1: Representac¸ão da distribuic¸ão espectralσ(µ) do reservat´orio, os máximosω0 ± χ
da frequência do sistema, bem como um valor particularω(t) em torno do qual encontra-se a
lorentziana de acoplamento sistema-reservat´orio λ(µ, t).

frequência natural do sistema, menor o acoplamento. Na Fig. 2.1 representa-se a distribuic¸ão

espectral do reservat´orio σ(µ), descrita pelo ru´ıdo branco markoviano. Tamb´em apresentamos os

extremosω0 ± χ da frequência do sistema, bem como um valor particularω(t) desta frequˆencia,

em torno da qual encontra-se a lorentziana de acoplamento sistema-reservat´orio λ(µ, t).

Aplicando na Eq. (2.4) a seguinte transformac¸ão de variáveis

τ = ζ (t − t′) ,

ν = (ω0 − µ) /χ − sin(ζt),

e assumindo que tantoσ quantoN sejam func¸ões que variam lentamente em torno da frequˆencia

ω0, obtemos ∫ t

0
d t′
〈
Λ†(t)Λ(t′)

〉
= κκ4χN(ω0)

∫ ζt

0
d τ e−iεF (τ)

×
∫ a

−∞

d ν

2π

eiνετ

(ν2 + κ2)
[
(ν + G(τ))2 + κ2

] , (2.6)

onde, além das func¸õesF (τ ) = cos (ζt − τ)+cos (ζt)−τ sin (ζt), G(τ ) = sin (ζt)−sin (ζt − τ )

ea = ω0/χ − sin (ζt), definimos os parˆametros adimensionais

κ = Γ0/ζ,

κ = ξ/χ,

ε = χ/ζ,

sendoΓ0 = σ(ω0)λ
2
0 a taxa usual de amortecimento para o modo estacion´ario. Como estamos con-

siderando aqui o caso adiab´atico, em queχ/ω0 � 1, o limite superiora da integral na frequˆencia
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pode ser estendido para o infinito (lembrando tamb´em que o integrando ´e uma func¸ão fortemente

oscilante). Com isso a integral pode ser calculada analiticamente, levando-nos `a seguinte forma

para a func¸ão de correlac¸ão∫ t

0
d t′
〈
Λ†(t)Λ(t′)

〉
= 2N(ω0)κκ4χ

∫ ζt

0
d τ

eiε[F (τ)+ 1
2
τG(τ)]

G3(τ)(1 + Θ2)
e−εκτ

×
{

G(τ ) cos

(
ετG(τ)

2

)
+ 2κ sin

(
ετG(τ)

2

)}
= N(ω0)γ(t). (2.7)

ondeΘ = 2κ/G(τ) enquanto queγ(t) relaciona-se `a taxa efetiva de amortecimento. Deve-

mos lembrar aqui que a correlac¸ão acima ´e apenas uma dentre dezesseis. Aquelas nas formas〈
Λ†(t)Λ(t′)

〉
e
〈
Λ(t)Λ†(t′)

〉
fornecem resultados proporcionais aN(ω0) e aN(ω0) + 1, respecti-

vamente, enquanto que aquelas nas formas
〈
Λ†(t)Λ†(t′)

〉
e 〈Λ(t)Λ(t′)〉 são nulas, pois assumimos

aqui um reservat´orio térmico. Por uma quest˜ao de completeza, antes de analisarmos a influˆencia

dos parâmetrosκ, κ, e ε sobre a taxa de amortecimento de um modo n˜ao estacion´ario, vamos

calcular o operador densidade reduzido do modo em quest˜ao. A equac¸ão mestra que governa a

evoluç̃ao do sistema ´e dada por

d ρ(t)

d t
= [N(ω0) + 1]

{
2 Re [γ(t)] aρ(t)a† − γ∗(t)ρ(t)a†a − γ(t)a†aρ(t)

}
+ N(ω0)

{
2 Re [γ(t)] a†ρ(t)a − γ(t)ρ(t)aa† − γ∗(t)aa†ρ(t)

}
. (2.8)

Assumindo que o reservat´orio esteja a temperatura zero, caso em queN(ω0) = 0, a equac¸ão acima

reduz-se `a forma

d ρ(t)

d t
= [γ(t) + γ∗(t)] aρ(t)a† − γ∗(t)ρ(t)a†a − γ(t)a†aρ(t). (2.9)

Para resolver esta equac¸ão de operadores vamos reescrevˆe-la através da func¸ão caracter´ıstica na

forma normal ordenada

χ(η, η∗, t) = Tr
[
ρ(t) exp(ηa†) exp(−η∗a)

]
,

que nos leva `a equac¸ão

∂χ(η, η∗, t)
∂t

= −γ∗(t)η
∂χ(η, η∗, t)

∂η
− γ(t)η∗∂χ(η, η∗, t)

∂η∗ . (2.10)

Assumindo que a soluc¸ão de (2.10) seja da formaχ(η, η∗, t) = χ(η(t), η∗(t)), obtemosη(t) =

η0 e−Γ(t)/2, ondeη0 ≡ η(t = 0) e

Γ(t) =

∫ t

0

γ(τ) d τ
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a taxa efetiva de amortecimento. Para calcularmos o operador densidade, vamos supor queχ(η, η∗, t) =

χ(η, η∗, t = 0)|η→η(t). Desta forma, a partir da representac¸ãoP de Glauber-Sudarshan e do estado

inicial |Ψ(t = 0)〉 = N ∑	 c	 |α0	〉, com|α0	〉 representando o estado coerente, obtemos o oper-

ador densidade reduzido do modo n˜ao estacion´ario escrito na forma

ρ(t) = N 2
∑

		′
C		′(t)|α	(t)〉〈α	′(t)|, (2.11)

ondeα	(t) = α0	 e−γ(t) e

C		′(t) = exp

{[
−1

2

(|α0	|2 + |α0	′ |2
)

+ α∗
0	′α0	

] [
1 − e−2Re[Γ(t)]

]}
c∗	′c	. (2.12)

Podemos notar que, como esperado, a taxa de decaimento ´e uma func¸ão real, mesmo quandoΓ(t)

é complexo. Para o caso particular em que o modo n˜ao estacion´ario é preparado no estado de

superposic¸ão |Ψ(0)〉 = N (|α0〉 + |−α0〉), a funç̃ao que multiplica os elementos fora da diagonal

da matriz densidade reduzida torna-se.

C12(t) = exp
[−2|α0|2

(
1 − e−2Re[Γ(t)]

)]
. (2.13)

2.2.1 O mecanismo por tŕas da atenuac¸ão do acoplamento entre sistema e
reservatório

Passamos agora `a análise da influência dos parˆametrosκ, κ, eε sobre a taxa efetiva de amortec-

imentoΓ(t) que, por sua vez, determina o tempo de decoerˆencia de uma superposic¸ão |Ψ(0)〉,
conforme as Eqs. (2.12) e (2.13). Vamos comec¸ar pelo parˆametroκ = Γ0/ζ, queé uma medida

da taxa de variac¸ão da frequˆencia do modo de interesse,ζ, comparada com a constante de amortec-

imentoΓ0. É evidente `a partir da Eq. (2.7), como esperado, que a func¸ão de amortecimentoΓ(t)

diminua na proporc¸ão direta deκ. Por outro lado, quando o valor deζ se aproxima deΓ0 es-

peramos tamb´em queΓ(t) restitua a constanteΓ0. No que se refere ao parˆametroκ = ξ/χ, que

relaciona o intervalo de oscilac¸ão da frequˆenciaω(t) com a largura da lorentziana,ξ, esperamos

que a func¸ão de amortecimento diminua com o aumento deχ, contanto que a taxa de variac¸ãoζ

seja ajustada para que seja significantemente maior queΓ0. Quando ambos os parˆametros,κ e κ,

são ajustados convenientemente, ambos significantemente menores que a unidade, o acoplamento

entre o sistema e o reservat´orio é enfraquecido, bem como a func¸ão de amortecimentoΓ(t), au-

mentando consequentemente o tempo de decoerˆencia do estado inicial. De forma distinta do que

ocorre comκ, nossa expectativa quanto ao parˆametroκ nãoé diretamente revelado pela Eq. (2.7):
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da mesma forma que ´e confirmada pelo fatorκ4, ela é refutada pela func¸ão e−εκτ na integral.

Finalmente, o parˆametroε = χ/ζ pode tamb´em ser definido comoε = κ/κ (dado que a con-

stante de amortecimentoΓ0 seja aproximadamente igual a largura da lorentzianaξ), comparando

as contribuic¸ões dos parˆametrosκ eκ. Pela mesma raz˜ao queκ, o papel desempenhado porε no

comportamento deΓ(t) é também obscuro pela estrutura funcional da Eq. (2.7).

Observamos que a an´alise matem´atica apresentada acima pode ser antecipada por raz˜oes fı́sicas.

De fato, apesar de termos assumido um acoplamento s´ubito entre o sistema e o reservat´orio, o in-

tervalo caracter´ıstico para uma ac¸ão apreci´avel do reservat´orio sobre o sistema estacion´ario é da

ordem deΓ−1
0 . Entretanto, quando a frequˆencia do sistema altera-se continuamente no tempo,

sua taxa de variac¸ão (proporcional aζ) assume um papel crucial no acoplamento efetivo entre o

sistema e o reservat´orio. Lembrando que este acoplamento se d´a em torno da frequˆenciaω(t), em

uma região definida pela larguraξ da lorentziana, uma taxa de variac¸ão significativa, comζ maior

queΓ0, dificulta a ac¸ão efetiva do reservat´orio sobre o sistema uma vez que o tempo de interac¸ão

entre ambos ´e reduzido proporcionalmente aκ. Por outro lado, quandoζ é menor queΓ0, há

tempo suficiente para que o reservat´orio atue sobre o sistema, induzindo a relaxac¸ão do mesmo

antes que uma mudanc¸a apreciável na frequˆenciaω(t) tenha ocorrido. Em relac¸ão a amplitude

de oscilac¸ão χ, seu papel ´e o de acionar o mecanismo de ac¸ão da taxa de variac¸ão ζ. De fato,

quando a amplitudeχ é menor que a larguraξ da lorentziana, o sistema n˜ao estacion´ario não deixa

a região (no espac¸o das frequˆencias) na qual ocorre um acoplamento efetivo com o reservat´orio;

portanto, tal sistema decai como se fosse um sistema estacion´ario, qualquer que seja o valor deζ.

Entretanto, quandoχ é maior queξ, o acoplamento efetivo do sistema com o reservat´orio move-se

continuamente para regi˜oes diferentes do espectro, acionando assim a ac¸ão da taxa de variac¸ãoζ,

como descrito acima.

Para tornar ainda mais claro o papel dos parˆametrosκ e κ na taxa de amortecimento, na Fig.

2.2 mostramos o gr´afico da func¸ão C12(t) (Eq. (2.13)) contra o parˆametroΓ0t, considerando o

estado inicial de superposic¸ão|Ψ(0)〉 = N (|α0〉 + |−α0〉) comα0 = 1.

A linha preta (s´olida cheia) corresponde ao caso de um modo estacion´ario, em queω(t) = ω0,

e o fator de decaimento assume ent˜ao a forma conhecidaΓ(t) = Γ0t/2. As linhas laranja (s´olida)

e verde (tracejada) correspondem, respectivamente, aos casos em queκ = 1/2 e1/10, ambas com

κ = 1/2. Como esperado, a func¸ão de amortecimento decai tanto mais lentamente conforme a

taxa de variac¸ão da frequˆencia aumenta, isto ´e, conformeκ diminui. De fato, uma taxa de variac¸ão
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Figura 2.2: Gr´afico da func¸ão C12(t) contra o parˆametroΓ0t para o estado inicial|Ψ(0)〉 =
N (|α0〉 + |−α0〉) comα0 = 1. A linha preta (s´olida cheia) corresponde ao caso do modo esta-
cionário ondeω(t) = ω0; As linhas laranja (s´olida) e verde (tracejada) correspondem aos casos
κ = 1/2 e 1/10, paraκ = 1/2; finalmente, as linhas vermelha (tracejada-pontilhada) e azul
(pontilhada) correspondem aos casosκ = 1/2 e κ = 1/10, paraκ = 1/10.

mais alta dificulta a ac¸ão do reservat´orio sobre o sistema, aumentando assim o tempo de resposta

deste. Fixando agoraκ = 1/10, as linhas vermelha (tracejada-pontilhada) e azul (pontilhada)

correspondem aos casos em queκ = 1/2 e κ = 1/10, respectivamente. Podemos ver que

a amplitude de oscilac¸ãoχ é mais eficiente para a atenuac¸ão do amortecimento do que a taxa de

variaç̃aoζ. Este resultado, a princ´ıpio inesperado, revela interessantes aspectos da f´ısica de modos

não estacion´arios em cavidades: em primeiro lugar, como demonstrado abaixo,i) a dependˆencia

temporal deω(t) – os valores das frequˆenciasχ eζ – necess´aria para, praticamente, desligarmos o

acoplamento entre o sistema e o reservat´orio pode ser constru´ıda através da utilizac¸ão da interac¸ão

átomo-campo; al´em disso,ii) no regime adiab´atico aqui estudado, ondeζ/ω0, χ/ω0 � 1, a

interaç̃ao átomo-campo pode ser descrita pelo modelo de Jaynes-Cummings, apesar de o modo

apresentar uma dependˆencia temporal [63]. Consequentemente, todos os protocolos desenvolvidos

para implementac¸ão de processos em modos estacion´arios — como por exemplo, a engenharia

de estados ou hamiltonianos quˆanticos para a utilizac¸ão em dispositivos l´ogicos — tornam-se
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diretamente aplic´aveis aos modos n˜ao estacion´arios estudados aqui.

As Figs. 2.3(a-e) mostram o processo de amortecimento na evoluc¸ão da amplitude do estado

coerenteα(t) = α0 exp [−iΩ(t) − Γ(t)], que comp˜oe a superposic¸ão |Ψ(t)〉. Todas as figuras

referem-se ao mesmo intervalo de tempo utilizado na confecc¸ão da Fig. 2.2, e, portanto, resul-

tam no mesmo n´umero de ciclos decorrentes da rotac¸ão no espac¸o de fase devido ao fatore−iΩ(t).

Em todas as figuras ajustamos a raz˜ao fictı́cia ω0/Γ0 = 10 para tornar claro o processo de es-

piralamento deα(t). Na Fig. 2.3(a), que est´a relacionada `a linha preta (s´olida cheia) da Fig.

2.2, podemos observar a perda da excitac¸ão, levando o estado coerente inicial para o estado de

vácuo. Nesta figura mostra-se tamb´em, atrav´es da linha pontilhada, a evoluc¸ão da outra compo-

nente do estado de superposic¸ão,−α(t). As Figs. 2.3(b-e) correspondem, respectivamente, `as

linhas laranja (s´olida), verde (tracejada), vermelha (tracejada-pontilhada) e azul (pontilhada) da

Fig. 2.2, mostrando a supress˜ao gradual da perda de excitac¸ão inicial que, diferentemente da Fig.

2.3(a), não ocorre em uma taxa uniforme, devido ao car´ater oscilat´orio – vindo da Eq. (2.7) – de

suas curvas correspondentes na Fig. 2.2. A Fig. 2.3(d) revela claramente este car´ater não uniforme

da perda de excitac¸ão através dos intervalos distintos entre os ciclos descritos pela amplitudeα(t)

em seu caminho (obstru´ıdo) para o v´acuo.

Para deixar claro que o mecanismo de supress˜ao da decoerˆencia — ilustrado nas Figs. 2.2

e 2.3 para a superposic¸ão particular|Ψ(0)〉 = N (|α0〉 + |−α0〉) — aplica-se para qualquer es-

tado inicial, na Fig. 2.4 ´e mostrado o gr´afico da parte real da func¸ão de amortecimento efetivo

Re [Γ(t)] contra o parˆametroΓ0t. De fato, voltando `a equac¸ão mestra (2.9), podemos observar que

quandoγ(t) diminui, o amortecimento efetivoΓ(t) também diminui, enfraquecendo assim ambos

os processos de relaxac¸ão e de decoerˆencia. No caso extremo em queγ(t) se anula, obtemos a

evoluç̃ao livre do sistema. Como na Fig. 2.2, a linha preta (s´olida cheia) corresponde ao caso em

que temos um modo estacion´ario, resultando emΓ(t) = Γ0t/2. Confirmando que a func¸ão de

amortecimento diminui conforme a taxa de variac¸ãoζ aumenta, as linhas laranja (s´olida) e verde

(tracejada) correspondem aos casosκ = 1/2 e 1/10, comκ = 1/2. Finalmente, mostrando que

a funç̃ao de decaimento tamb´em diminui conforme a amplitude de oscilac¸ãoχ aumenta, as linhas

vermelha (tracejada-pontilhada) e azul (pontilhada) correspondem aos casosκ = 1/2 eκ = 1/10,

comκ = 1/10. Portanto, existe uma completa correspondˆencia entre o processo de decoerˆencia

do estado particular|Ψ(0)〉 = N (|α0〉 + |−α0〉) e o comportamento geral da taxa efetiva de de-

caimentoΓ(t), mostrando que nosso mecanismo de supress˜ao de decoerˆencia aplica-se a qualquer
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estado inicial.

Em seguida, vamos considerar alguns aspectos sens´ıveis ao presente esquema de controle da

decoerência. Em primeiro lugar, tratando-se do acoplamentoλk(t) do sistema com o reservat´orio,

podemos justificar sua dependˆencia temporal atrav´es do tratamento de dois osciladores harmˆonicos

acoplados, um dos quais com uma frequˆencia dependente do tempo. Comec¸amos com o acopla-

mento usualCX1X2, ondeX1(t) = C1(t)(a1 + a†
1) e X2 = C2(a2 + a†

2). Na representac¸ão de

interaç̃ao e na aproximac¸ão de ondas girantes, obtemos uma interac¸ão dependente do tempo na

formaC(t)
(
a†

1a2 + a1a
†
2

)
, similar ao que foi considerado nas Refs. [56, 64, 65, 66]. Mais que

isso, como assumimos um modelo de acoplamento s´ubito entre o sistema e o reservat´orio em cada

instante do tempo, ´e razoável supor que este acoplamento “segue” a modulac¸ão da frequˆencia do

modo da cavidade. Nosso esquema est´a baseado no fato de que, ao menos em ´otica quântica, o

acoplamento entre o sistema e o reservat´orio é suficientemente fraco, de maneira que podemos

assumir como modelo deste acoplamento uma func¸ão lorentziana. Considerando mais uma vez

dois osciladores harmˆonicos interagentes, mas agora ambos com frequˆencias estacion´ariasω1 e

ω2, com uma intensidade de acoplamentoλ — ω1 desempenhando o papel do sistema eω2 o

papel de um dos osciladores do reservat´orio — pode-se demonstrar que o acoplamento efetivo

entre estes osciladores ´e dado porλ2/
√

λ2 + δ2, comδ = |ω1 − ω2| [55], no caso de acoplamento

fraco, em queλ � δ, justificando assim o fato de a lorentziana apresentar uma pequena largura.

Entretanto, para o caso de acoplamento forte, ondeλ 	 δ (assumindo uma frequˆencia de corte

para o reservat´orio) obtemos um acoplamento efetivo constanteλ.

2.3 Engenharia do modo ñao estaciońario

O ponto mais sens´ıvel, entretanto, ´e a engenharia do modo n˜ao estacion´ario cujo estado quer-

emos proteger. Existem muitos trabalhos na literatura explorando modos n˜ao estacion´arios, es-

pecialmente no que diz respeito ao chamado efeito Casimir dinˆamico [31]. Apresentamos abaixo

um esquema para a construc¸ão de um modo n˜ao estacion´ario ω(t) = ω0 + χ sin(ζt) a partir da

interaç̃ao de um ´atomo de dois n´ıveis, guiado pela ac¸ão de um laser, com um modo estacion´ario

da cavidade. O hamiltoniano deste sistema pode ser escrito como

H = ωca
†a +

ωa

2
σz + F (t)

(
σ+e−iωLt + σ−eiωLt

)
+ G

(
aσ+ + a†σ−

)
, (2.14)
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sendoωa a frequência doátomo,ωc a frequência do modo,ωL a frequência do campo cl´assico

e G a frequência de Rabi. Os operadores atˆomicos são dados porσz = |e〉 〈e| − |g〉 〈g|, σ+ =

|e〉 〈g| e σ− = |g〉 〈e|, com e e g representando os estados excitado e fundamental do ´atomo,

respectivamente. Vamos assumir aqui que a modulac¸ão da amplificac¸ão atômica seja dada por

F (t) = F0 cos (ζt/2 + φ). Na representac¸ão de interac¸ão, o hamiltoniano (2.14) assume a forma

HI = G
(
aσ+eiδ1t + a†σ−e−iδ1t

)
+ F (t)

(
σ+eiδ2t + σ−e−iδ2t

)
, (2.15)

onde δ1 = ωa − ωc e δ2 = ωa − ωL são as dessintonias entre o ´atomo e o campo e en-

tre o átomo e o laser, respectivamente. Prosseguindo, vamos definir os hamiltonianosH1 =

G
(
aσ+eiδ1t + a†σ−e−iδ1t

)
e H2 = F (t)

(
σ+eiδ2t + σ−e−iδ2t

)
e assumir que o laser esteja al-

tamente fora da ressonˆancia com o ´atomo, de maneira tal que|δ2| >> F0,ζ,G,|δ1| e G <<

|δ1|. Através destas suposic¸ões, os termos fortemente oscilantes presentes emH2 levam, em boa

aproximac¸ão, ao seguinte hamiltoniano efetivo [67]

Heff = H1 − iH2(t)

∫
H2(τ ) d τ

= ωca
†a + Ω(t)σz + g

(
aσ+ + a†σ−

)
, (2.16)

ondeΩ(t) = ωa/2+F 2(t)/δ1. A diagonalizac¸ão deHeff é facilmente calculada atrav´es do uso da

base vestida do ´atomo{|g, n〉,|e, n − 1〉} [68]. Com a condic¸ão usual de queG2n � δ2
1, obtemos

a interac¸ão dispersiva ´atomo-campo dada por

H = ωca
†a + Ω(t)σz + Υ(t)a†aσz, (2.17)

onde o ajuste da faseφ = π/4 resulta emΥ(t) = Υ1+Υ2 sin(ζt) comΥ1 = [1 − 3F 2
0 /2δ1δ2]G

2/δ1

eΥ2 = (G2/δ1) (F 2
0 /2δ1δ2). Evidentemente, desligando o laser obtemos o deslocamento de Stark

usualΥa†aσz comΥ = G2/δ1. Através da transformac¸ão unitária

U = exp
[
−iΩ̃(t)σz

]
,

em queΩ̃(t) =

∫
Ω(t′) d t′, o vetor de estado associado com o hamiltoniano transformadoH̃ =

ωca
†a + Υ(t)a†aσz é dado por

|Ψ (t)〉 = eiΩ̃(t) |g〉 |Φg (t)〉 + e−iΩ̃(t) |e〉 |Φe (t)〉 , (2.18)

onde, na base de Fock,|Φ	 (t)〉 =
∑

n 〈�, n| Ψ (t)〉 |n〉, sendo� = g, e. Usando agora a ortonor-

malidade dos estados atˆomicos, juntamente com as Eqs. (2.17) e (2.18), obtemos duas equac¸ões
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de Schrödinger desacopladas

i
d

dt
|Φ	 (t)〉 = H̃	|Φ	 (t)〉, (2.19)

H̃	 = ω	(t)a
†a, (2.20)

ondeωg = ωc − Υ(t) e ωe = ωc + Υ(t). Portanto, preparando o ´atomo no estado fundamental,

obtemos a frequˆencia dependente do tempoω(t) = ω0 − χ sin(ζt) onde, da interac¸ão (2.17),

ω0 = ωc +Υ1 eχ = Υ2. Note que durante todo o tempo em que o ´atomo atravessa a cavidade, ele

se mant´em no estado fundamental (devido ao fato de estar fora da ressonˆancia tanto com o laser

como com o modo da cavidade), portanto, n˜ao há injeç̃ao de ru´ıdo, vindo do decaimento do estado

atômico, no modo n˜ao estacion´ario.

Considerando valores t´ıpicos dos parˆametros envolvidos em experimentos em eletrodinˆamica

quântica de cavidades [69, 70]:G ∼ 3×105s−1, |δ1| ∼ 106s−1, |δ2| ∼ 107s−1, Γ0 ∼ 103s−1 e com

a intensidade do campo cl´assicoF0 ∼ 10 × G, segue queχ ∼ 4 × 104s−1 comζ � 106s−1. Uma

vez queé razoável assumirmosξ ∼ Γ0, o valor1/10 para os parˆametrosκ e κ empregados para a

obtenç̃ao da linha azul (pontilhada) da Fig. 2.2 ´e facilmente atingido.

Evidentemente, para contornarmos as dificuldades introduzidas pelo fato de um pequeno inter-

valo de tempo de interac¸ão entre o ´atomo e o modo da cavidade, seria interessante construirmos o

modo não estacion´ario através de interac¸ões sequenciais com ´atomos. O aprisionamento do ´atomo

no interior da cavidade, seguindo as linhas discutidas na Ref. [71], ´e uma outra possibilidade a

ser analisada. Por outro lado, modos n˜ao estacion´arios podem tamb´em ser obtidos atrav´es de out-

ros métodos, tais como o movimento mecˆanico dos espelhos da cavidade [72], m´etodo este que ´e

adequado para os nossos prop´ositos, uma vez que ´e poss´ıvel atingirmos frequˆencias da ordem de

gigahertz, ou por m´etodos mais sofisticados onde o movimento efetivo da parede da cavidade ´e

gerado atrav´es da excitac¸ão de um plasma em um semicondutor [45].

2.4 Conclus̃oes

Neste trabalho apresentamos um esquema que, praticamente, desliga a interac¸ão entre o reser-

vatório e o modo n˜ao estacion´ario ω(t), convenientemente constru´ıdo. Como comentado na

introduç̃ao deste cap´ıtulo, ao invés de interferirmos no sistema em escalas de tempo menores que

o tempo de correlac¸ão do reservat´orio, como nos esquemas de desacoplamento dinˆamico apresen-

tados anteriormente na literatura, em nossa t´ecnica exploramos a frequˆencia natural do sistemaω0,
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preexistente, adicionando a ela uma pequena amplitudeχ para atingirmos tais escalas de tempo,

em torno deω0+χ. Alcançamos assim a mesma meta dos esquemas de desacoplamento dinˆamico,

prescindindo da necessidade de interferirmos no sistema em escalas de tempo t˜ao curtas. Nosso

procedimento repousa sobre a manipulac¸ão de frequˆencias (χ e ζ) cujas escalas de tempo s˜ao

consideravelmente maiores que o tempo de correlac¸ão do reservat´orio.

Al ém de analisarmos os parˆametros f´ısicos necess´arios para implementar este processo, demon-

stramos tamb´em como construir o modo n˜ao estacion´ario através de sua interac¸ão dispersiva com

um átomo amplificado por um campo cl´assico. Evidentemente, o esquema apresentado aqui para

um modo não estacion´ario de uma cavidade, pode ser aplicado diretamente a quaisquer sistemas

oscilatórios, tais como ´ıons armadilhados, osciladores nanomecˆanicos e linhas de transmiss˜ao su-

percondutoras; pode tamb´em ser estendido para qualquer sistema quˆantico não estacion´ario.

Acreditamos que ambas as t´ecnicas apresentadas aqui, a protec¸ão de estados atrav´es de sis-

temas quˆanticos não estacion´arios, além da construc¸ão destes sistemas, possam desempenhar um

papel importante na teoria quˆantica da informac¸ão.

Al ém de aplicac¸ões em teoria de informac¸ão, acreditamos que o presente trabalho possa con-

tribuir diretamente para o campo da eletrodinˆamica quântica de cavidades, especificamente ao

pouco explorado t´opico da interac¸ão entre um ´atomo de dois n´ıveis e um modo n˜ao estacion´ario

no regime adiab´atico. De fato, como a construc¸ão do modo n˜ao estacion´ario é relativamente f´acil

de ser atingida neste regime — atrav´es de movimento mecˆanico dos espelhos [72] ou da interac¸ão

átomo-campo como mostrado neste cap´ıtulo — fenômenos t´ıpicos daótica quântica podem ser

investigados neste contexto particular.
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Figura 2.3: Gr´afico deIm(α(t)) contraRe(α(t)) ilustrando o processo de amortecimento na
evoluç̃ao da amplitude do estado coerenteα(t) = α0 exp [−iΩ(t) − Γ(t)], que comp˜oe a
superposic¸ão |Ψ(t)〉, com α0 = 1. Os padr˜oes das linhas correspondem aos apresentados na
Fig. 2.2, com os mesmos valores associados aos parˆametrosκ eκ.
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Figura 2.4: Gr´afico da parte real da taxa efetiva de amortecimentoRe [Γ(t)] contraΓ0t, ilustrando
que o mecanismo de supress˜ao de decoerˆencia aplica-se a qualquer estado inicial. Como na Fig.
3, os padr˜oes das linhas correspondem as da Fig. 2.2, com os mesmos valores associados aos
parâmetrosκ eκ.
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Caṕıtulo 3

Criação de part́ıculas e decoer̂encia no ECD
não ideal a temperatura finita

3.1 Introdução

3.1.1 O ECD

O ECD, pelo qual part´ıculas são criadas devido ao movimento de fronteiras que perturbam

o vácuo quântico, tem sido extensivamente estudado desde a quantizac¸ão, realizada por Moore

em 1970 [37], do campo de radiac¸ão confinado em uma cavidade ideal, cujos espelhos est˜ao em

movimento. O problema da quantizac¸ão do campo eletromagn´etico em um meio diel´etrico com

dependˆencia espacial e temporal foi resolvido duas d´ecadas ap´os por Dodonovet al. [73]. É

interessante notar que, tanto o movimento n˜ao uniforme das fronteiras [74, 35] como mudanc¸as

súbitas no ´ındice de refrac¸ão de um diel´etrico [48, 75] produzem efeitos similares, resultando na

criaç̃ao de fótons a partir do v´acuo quântico. As propriedades estat´ısticas dos f´otons criados que,

como esperado, exibem caracter´ısticas não clássicas, foram tamb´em analisadas nas Refs. [76, 77],

onde uma distribuic¸ão não térmica e a compress˜ao param´etrica do estado do campo foram preditas.

Na década de 90, Eberlein [78], seguindo uma sugest˜ao de Schwinger [79], propˆos um modelo

em que os f´otons emitidos no processo de sonoluminescˆencia seriam criados pelo ECD devido

ao movimento da fronteira — a parede da bolha de um certo g´as imersa em um l´ıquido — entre

dois meios com propriedades diel´etricas distintas, atraindo assim mais atenc¸ão ao ECD. Como

apontado por P. Knight [80], para provar que o modelo de Eberlein pode estar (ao menos aprox-

imadamente) correto, ser´a necess´ario demonstrar que os f´otons que emergem da bolha sonolu-

minescente exibem as estat´ısticas não clássicas caracter´ısticas do ECD. Tais observac¸ões revelam
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a importância, do ponto de vista da ´otica quântica, do ECD, especialmente no que se refere ao

cálculo das propriedades estat´ısticas das part´ıculas criadas.

Os efeitos t´ermicos sobre a criac¸ão de part´ıculas em decorrˆencia de fronteiras m´oveis tamb´em

foram investigados, levando-se em conta um modelo formal para o reservat´orio [81] ou simples-

mente assumindo um sistema fechado inicialmente em equil´ıbrio térmico [82]. No que se refere

à relevância destes efeitos para a verificac¸ão experimental do ECD, foi demonstrado na Ref. [82]

que uma temperatura finita pode aumentar a taxa de part´ıculas criadas em v´arias ordens de mag-

nitude. Na Ref. [81] o reservat´orio é modelado assumindo-se que uma das fronteiras da cavidade

seja um espelho fixo, com coeficiente de transmiss˜ao não nulo. O reservat´orio compreende um

espac¸o discreto de auto frequˆencias, obtido atrav´es da adic¸ão de um novo espelho, fixo e perfeita-

mente refletor, significativamente distante do espelho n˜ao ideal, como mostrado na Fig. 3.1. Este

modelo para uma cavidade n˜ao ideal foi adotado pela primeira vez na Ref. [83] para o tratamento

de perdas em uma cavidade laser. Notamos tamb´em que em 1969, L. Parker [84], estudando o

problema da criac¸ão de part´ıculas em um universo em expans˜ao, observou que a presenc¸a inicial

de bósons tende a aumentar a taxa de criac¸ão de bósons — resultado similar ao obtido na Ref.

[82] — com o processo oposto ocorrendo para f´ermions.É interessante observar que o problema

da expans˜ao do universo apresenta grande similaridade com o ECD e esforc¸os consider´aveis têm

sido devotados a este assunto [35, 74, 85, 86, 87].

A formulaç̃ao, apresentada por Law [38], de um hamiltoniano efetivo para o ECD, possi-

bilitando assim a descric¸ão dinâmica do campo na cavidade na representac¸ão de Schr¨odinger,

representou tamb´em uma importante contribuic¸ão. Através deste hamiltoniano, que exibe as

caracter´ısticas essenciais do ECD, tornou-se poss´ıvel conhecer a forma expl´ıcita do estado do

campo e descrever, de uma maneira simplificada, as ressonˆancias caracter´ısticas que s˜ao de ex-

trema relevˆancia para a verificac¸ão experimental do efeito. A estrutura quadr´atica deste hamil-

toniano efetivo mostra que os modos instantˆaneos da cavidade acoplam-se mutuamente al´em da

amplificaç̃ao param´etrica a que est˜ao sujeitos devido ao movimento das fronteiras. Generalizando

o procedimento apresentado por Law, na Ref. [81] os autores apresentaram um hamiltoniano

efetivo para o ECD em uma cavidade mais realista, tridimensional e n˜ao ideal.

Neste cap´ıtulo, de forma an´aloga ao trabalho apresentado em [81], obtemos a contrapartida

dissipativa do hamiltoniano apresentado em [38]. Calculamos, a partir deste hamiltoniano, uma

express˜ao geral para o n´umero de part´ıculas criadas no interior da cavidade que aplica-se a qual-
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quer lei de movimento da fronteira. Nosso resultado ´e então aplicado ao caso de um movimento

oscilatório da fronteira e, juntamente com o hamiltoniano, permite-nos desenhar um cen´ario com-

pleto das ressonˆancias envolvidas no processo. Al´em disso, apresentamos uma an´alise abrangente

do mecanismo de decoerˆencia envolvido no ECD, conforme discutido abaixo.

Figura 3.1: Desenho esquem´atico do problema. Os espelhos emx = q(t) e x = L0 são ideais. O
espelho dispersivo encontra-se emx = 0.

3.1.2 ECD e decoer̂encia

Mais recentemente, o estudo da decoerˆencia no ECD tem produzido interessantes resultados

[88, 89], conectando dois t´opicos que tˆem atra´ıdo muita atenc¸ão, tanto do ponto de vista te´orico

[2, 3, 7, 9, 10, 16, 55] como experimental [9, 90].É um fato bem estabelecido que qualquer pro-

cesso que induza flutuac¸ões quânticas na evoluc¸ão de um sistema quˆantico, acarreta a decoerˆencia

de estados de superposic¸ão [2, 3]. Num caso t´ıpico, o mecanismo inevit´avel de dissipac¸ão, acom-

panhado pela injec¸ão de ru´ıdo do reservat´orio sobre o sistema, conduz o seu estado puro para uma

mistura estat´ıstica. Nesta situac¸ão particular, a injec¸ão de ru´ıdo deve-se inteiramente do grande

número de graus de liberdade que modelam o reservat´orio. Quando temos um pequeno n´umero de

graus de liberdade interagindo com o sistema de interesse, as chamadas recorrˆencias de Poincar´e

[2] substituem o processo de decoerˆencia.

Considerando um modo do campo de radiac¸ão confinado em uma cavidade n˜ao ideal com

fronteiras est´aticas,é o processo de absorc¸ão de fótons pelo espelho (ou o vazamento destes em

uma cavidade aberta) o respons´avel pela dinˆamica da decoerˆencia [91, 92]. O desenvolvimento

de cavidades com maior fator de qualidade n˜ao é menos importante, para o processamento de
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informaç̃ao quântica, que o esforc¸o teórico de implementac¸ão de métodos que diminuam os efeitos

da decoerˆencia [7, 9, 10, 16, 55]. Embora os protocolos propostos para controlar ou contornar a

decoerência ultrapassem em muito os quesitos por condic¸ões que enfraquec¸am o acoplamento

do sistema com o reservat´orio [93, 94], mais uma vez os esforc¸os práticos, com vista a atingir

o processamento de informac¸ão quântica — tais como a miniaturizac¸ão dos componentes f´ısicos

como feixes laser e microcavidades — n˜ao são menos desafiadores.

De maneira similar ao processo de absorc¸ão de fótons em uma cavidade n˜ao ideal, a criac¸ão

e espalhamento de f´otons pelo movimento dos espelhos da cavidade tamb´em constituem fontes

de injeç̃ao de ru´ıdo no modo de interesse. De fato, como mencionado acima, todos os modos da

cavidade acoplam-se entre si, devido ao movimento das fronteiras, por processos de criac¸ão e es-

palhamento de f´otons. Consequentemente, todos os modos da cavidade est˜ao sujeitos a injec¸ão de

ruı́do devido aos demais modos, que agem como um reservat´orio. Portanto, em uma situac¸ão onde

um estado de superposic¸ão é preparado em um modo particular de uma cavidade cujos espelhos

estejam em movimento, duas fontes distintas de decoerˆencia atuam neste modo: o reservat´orio

propriamente dito e os mecanismos de amplificac¸ão e acoplamento multi-modo induzido pelo

movimento dos espelhos. Uma an´alise detalhada destes processos de decoerˆencia podem revelar

aspectos interessantes tando do ECD como do fenˆomeno da decoerˆencia.

Um caso particular de decoerˆencia de um estado de superposic¸ão preparado em um modo se-

lecionado de uma cavidade ideal com uma das fronteiras m´oveis, foi analisado na Ref. [88]. Neste

caso os autores consideraram a condic¸ão de ressonˆancia, pela qual a frequˆencia de oscilac¸ão do

espelho ´e um múltiplo inteiro da frequˆencia do modo fundamental da cavidade est´atica. Sob esta

condiç̃ao — que maximiza o n´umero de part´ıculas criadas [95] — e na ausˆencia de um reser-

vatório, o tempo de decoerˆencia de uma superposic¸ão de estados coerentes, preparada no modo

fundamental, foi estimado. Na Ref. [89] foi demonstrado que o ECD induz a decoerˆencia de um

estado de superposic¸ão de um espelho submetido a um potencial harmˆonico, em uma escala de

tempo que depende da energia dos estados que comp˜oem a superposic¸ão, obedecendo portanto,

ao princ´ıpio da correspondˆencia.

No presente cap´ıtulo, de maneira an´aloga ao nosso tratamento do n´umero de part´ıculas cri-

adas, estudamos o problema da decoerˆencia a partir de um cen´ario geral, onde um estado qualquer

é preparado em um modo selecionado de uma cavidade n˜ao ideal com um dos espelhos executando

um movimento arbitr´ario (veja Fig. 3.1). Como mostrado abaixo, nossa an´alise baseia-se nova-
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mente no hamiltoniano efetivo derivado em analogia com as Refs.[81] e [38]. Observamos aqui

que a entropia linear associada a um estado de superposic¸ão preparado em um dado modo, quando

aplicada ao caso particular de um movimento oscilat´orio, exibe, como esperado, as mesmas res-

sonâncias apresentadas pela express˜ao do número de part´ıculas criadas. Tais ressonˆancias revelam

que a perda de pureza ocorre de uma maneira efetiva apenas para certos valores da frequˆencia de

oscilaç̃ao do espelho da cavidade. Os tempos de decoerˆencia, de um estado particular, associado

a estas ressonˆancias s˜ao estimados.́E interessante notar que, fora das condic¸ões de ressonˆancia, a

perda de pureza e o processo de decoerˆencia podem ser desprezados no contexto do ECD.

O presente cap´ıtulo é organizado da seguinte maneira: na sec¸ão 3.2 apresentamos o hamiltoni-

ano efetivo para o ECD; nas sec¸ões 3.3 e 3.4 apresentamos nossas express˜oes gerais para o n´umero

de part´ıculas criadas e para a entropia linear de um modo selecionado do campo, respectivamente;

na sec¸ão 3.5 aplicamos nossos resultados para o caso de um movimento oscilat´orio do espelho;

finalmente, na sec¸ão 3.6, apresentamos nossas observac¸ões finais.

3.2 O hamiltoniano efetivo para o ECD

Como discutido na introduc¸ão deste cap´ıtulo, um hamiltoniano efetivo para o campo quanti-

zado em uma cavidade com espelhos m´oveis foi apresentado por Law [38], onde se assume que

a cavidade seja preenchida por um meio diel´etrico cuja permissividade depende do tempo e do

espac¸o. No presente estudo, seguindo o procedimento da Ref. [81], vamos substituir o diel´etrico

por um potencial na formaV (x) = γδ(x) no intuito de modelar o espelho n˜ao ideal da cavidade

[83]. Os espelhos ideais s˜ao modelados por barreiras de potenciais infinitas, induzindo assim

condiç̃oes de contorno de Dirichlet sobre o campo. Portanto, nossa densidade lagrangeana para

um campo escalar n˜ao massivoφ(x, t) é dada por

L (x, t) =
1

2

{[
φ̇(x, t)

]2
− [∂xφ(x, t)]2 − γδ(x)φ2(x, t)

}
, (3.1)

onde as condic¸ões de contornoφ(−L0, t) = φ [q(t), t] = 0, comq(t) representando uma lei de

movimento arbitr´aria para o espelho, devem ser satisfeitas. Expandimos o campoφ(x, t) — na

extensão do sistema composto tanto pela cavidade como pelo reservat´orio — em um conjunto

completo e ortonormal de func¸ões, escrevendo

φ(x, t) =
∑

k

Qk(t)ψk(x, t).
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Uma vez queψk(x, t) deve satisfazer a equac¸ão diferencial

[∂x,x − γδ(x)] ψk(x, t) = −ω2
k(t)ψk(x, t),

sob as condic¸ões de contornoψk(−L0, t) = ψk [q(t), t] = 0, os modos instantˆaneos s˜ao então

dados pelas express˜oes

ψk(x, t) =


Ck sin {[(x − q (t)] ωk} para 0 < x ≤ q,

Rk sin [(x + L0)ωk] para −L0 ≤ x < 0,
0 para outras regi˜oes,

onde os coeficientesCk e Rk são definidos pelas condic¸ões de normalizac¸ão e contorno. As

autofrequênciasωk(q) são calculadas a partir da equac¸ão transcendental

cot [ωkq (t)] + cot (ωkL0) = −γ/ωk, (3.2)

que decorre das condic¸ões de contorno paraψk(x, t) emx = 0. Seguindo a Ref. [81], ´e poss´ıvel

obter uma soluc¸ão anal´ıtica aproximada da Eq. (3.2), no limite em que o espelho dissipativo

aproxima-se de um espelho ideal, atrav´es de uma expans˜ao no parˆametroηk = ωk/γ � 1.

Supondo que a raz˜aoq (t) /L0 não seja um n´umero inteiro, podemos notar que somente uma das

funções cotangente na Eq. (3.2) tornar-se-´a dominante. Portanto, expandindo uma destas func¸ões

em torno de seus p´olosnπ, comn inteiro, obtemos um polinˆomio emη k, que deve ser resolvido

para as frequˆenciasωk. Dependendo de qual seja a func¸ão cotangente dominante, obtemos duas

classes de autofunc¸õesψk(x, t), derivadas a partir das frequˆencias que s˜ao dominantes na cavidade

(DC) ou daquelas que s˜ao dominantes no reservat´orio (DR).

Em primeira ordem no parˆametroηk, estas frequˆencias reduzem-se, respectivamente, `as ex-

pressões

ωC
k(q) =

kπ

q

(
1 +

1

γq

)−1

, (3.3a)

ωR
k (L0) =

kπ

L0

(
1 +

1

γL0

)−1

. (3.3b)

Devemos notar aqui que, at´e a ordem considerada, as autofrequˆencias do reservat´orio ωR
k não

dependem do tempo. Evidentemente, estas autofrequˆencias definem os modos dominantes da

cavidadeψC
k(x, t) e do reservat´orio ψR

k (x, t)

Substituindo a expans˜ao deφ(x, t) na Eq. (3.1) e integrando o resultado sobre todo o espac¸o

— entrex = −L0 ex = q(t) — obtemos a seguinte lagrangeana

L =
1

2

∑
k

[
Q̇2

k − ω2
k(t)Q

2
k + Qk

∑
	

Gk	(t)

(
Q̇	 +

∑
m

QmGm	(t)

)]
,
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onde os coeficientes anti-sim´etricosGk	 são definidos na forma

Gk	(t) =

∫ q(t)

−L0

d xψ̇k(x, t)ψ	(x, t).

Estes coeficientes descrevem a intensidade do acoplamento entre dois diferentes modos. Note

que estes coeficientes anulam-se na situac¸ão estática em que todos os espelhos encontram-se em

repouso. Introduzindo o momento canonicamente conjugado a coordenada generalizadaQk, dado

por

Pk =
∂L
∂Q̇k

,

obtemos, por meio de uma transformac¸ão de Legendre, a hamiltoniana

H =
1

2

∑
k

[
P 2

k + ω2
k(t)Q

2
k + 2

∑
	

PkGk	(t)Q	

]
, (3.4)

da qual resulta as seguintes equac¸ões de movimento para as coordenadas e momentos generaliza-

dos:

Q̇k = Pk +
∑

	

Gk	Q	, (3.5a)

Ṗk = −ω2
kQk +

∑
	

Gk	P	. (3.5b)

3.2.1 Operadores instant̂aneos de criac¸ão e destruiç̃ao

Para podermos estudar o fenˆomeno da criac¸ão de part´ıculas — atrav´es da vers˜ao quântica da

hamiltoniana em (3.4) — ´e conveniente introduzir, como na Ref. [38], os operadores instantˆaneos

de criaç̃ao e aniquilac¸ão

a†
k(t) =

1√
2ωk(t)

[ωk(t)Qk − iPk] ,

ak(t) =
1√

2ωk(t)
[ωk(t)Qk + iPk] ,

os quais atuam sobre o campo de radiac¸ão em todo o espac¸o, incluindo o reservat´orio, e satis-

fazem as relac¸ões de comutac¸ão1
[
ak(t), a

†
	(t)
]

= δk	. As derivadas temporais destes operadores,

1A quantizac¸ão do campo ´e feita de maneira canˆonica: são constru´ıdos os operadoreŝφ e π̂, associados, re-
spectivamente, ao campoφ e a seu momento canonicamente conjugadoπ. Impondo-se as relac¸ões de comutac¸ão[
φ̂(x, t), π̂(x′, t)

]
= iδ(x − x′) e

[
φ̂(x, t), φ̂(x′, t)

]
= [π̂(x, t), π̂(x′, t)] = 0 e, lembrando que as func¸ões de modo

formam um conjunto completo, seguem-se diretamente as relac¸ões de comutac¸ão para os operadoresa e a † apresen-
tadas no texto.
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combinadas com as Eqs. (3.5), fornecemȧk e ȧ†
k como funç̃oes lineares deQk e Pk e, conse-

quentemente, deak e a†
k. Supondo que estas equac¸ões de movimento respeitem as equac¸ões de

Heisenberġak = i [Heff , ak], podemos inferir a forma do hamiltoniano efetivo, que resulta ser o

mesmo obtido por Law [38],

Heff =
∑

k

ωk(t)a
†
kak + iξk(t)

[
(a†

k)
2 − a2

k

]
+ i
∑
	(�=k)

µk	(t)
(
a†

ka
†
	 + a†

ka	 − H.c.
) , (3.6)

mas com o mecanismo de dissipac¸ão introduzido atrav´es das autofrequˆenciasωk(t). A dissipaç̃ao

é também levada em conta nas intensidades de acoplamentosξk(t) e µk	(t) — associadas com a

criaç̃ao degenerada
[
(a†

k)
2 − a2

k

]
e não degenerada

(
a†

ka
†
	 − aka	

)
de part´ıculas, além do processo

de espalhamento
(
a†

ka	 − aka
†
	

)
— dadas por

ξk(t) =
ω̇k(t)

4ωk(t)
, (3.7a)

µk	(t) =
1

2

√
ωk(t)

ω	(t)
Gk	(t). (3.7b)

Através da transformac¸ão unitáriaU(t) = exp
(
−i
∫ t

0
dτ H0(τ)

)
, ondeH0 =

∑
k ωk(t)a

†
kak,

podemos reescrever o hamiltoniano (3.6) na representac¸ão de interac¸ão como

HI = i
∑

k

eiΩk(t)

ξk(t)
(
a†

k

)2

eiΩk(t) +
∑
	(�=k)

µk	(t)a
†
k

(
a†

	 eiΩ�(t) +a	 e−iΩ�(t)
)− H.c.

 ,

ondeΩk(t) =
∫ t

0 d τ ωk(τ). Note que esta transformac¸ão é poss´ıvel, apesar deH0 depender do

tempo, pois[U(t), H0(t)] = 0. Definindo agora o operador

OS,k(t) = aS,k e−iΩS
k (t) ,

o termo do hamiltoniano associado `a criaç̃ao degenerada de part´ıculas pode ser decomposto em

duas componentes: uma para os modos DC (S = C) e outra para os modos DR (S = R), dados,

respectivamente por

ξCk(t)

[(
O†

C,k(t)
)2

− H.c.

]
,

ξRk (t)

[(
O†

R,k(t)
)2

− H.c.

]
,

ondeξSk (t) = ω̇S
k (t)/4ωS

k (t). Entretanto, em primeira ordem emηk, as autofrequˆencias do reser-

vatório ωR
k (t) não dependem do tempo, tal que obtemos a partir da Eq. (3.7a) queξR

k (t) = 0,
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o que implica que n˜ao temos contribuic¸ão do termo degenerado para os modos DR. No que diz

respeito aos termos n˜ao degenerado e de espalhamento, eles podem ser decompostos em quatro

componentes, todos da forma

µSS′
k	 (t)

[
O†

S,k(t)O†
S′,	(t) + O†

S,k(t)OS′,	(t) − H.c.
]

,

comS,S ′ = C ou R. As componentes comS = S ′ = C (R) referem-se `a interac¸ão entre dois

modos DC (DR), enquanto que as componentes comS �= S ′ implicam na interac¸ão entre um

modo DC e outro DR. Como estamos mantendo aqui apenas termos de primeira ordem emηk,

segue-se diretamente queµRR
k	 (t) = µRC

k	 (t) = 0, uma vez que tanto as autofrequˆenciasωR
k (t)

como tamb´em as autofunc¸õesψR
k (x, t) são independentes do tempo nesta ordem de aproximac¸ão.

Portanto, sob estas considerac¸ões, o hamiltoniano efetivo assume a forma

HI = i
∑

k

ξCk(t)
(
O†

C,k(t)
)2

+
∑
	(�=k)

{
µCC

k	 (t)O†
C,k(t)

[
O†

C,	(t) + OC,	(t)
]

+µCR
k	 (t)O†

C,k(t)
[
O†

R,	(t) + OR,	(t)
]}

− H.c.
}

, (3.8)

tal que, além de considerar a dissipac¸ão, descreve, como esperado, a fraca amplificac¸ão quadr´atica

dos modos da cavidade, bem como o acoplamento entre todos os seus modos. De fato, da Eq.

(3.7), podemos notar que ambas as intensidades de acoplamento,ξk(t) eµk	(t) — que são propor-

cionaisà velocidade da parede da cavidadeq̇(t), muito pequena para casos n˜ao relativ´ısticos —

são significativamente menores que a frequˆencia do modo fundamental da cavidade est´atica. No

presente estudo, seguindo o desenvolvimento apresentado abaixo, obtemos uma express˜ao para o

número de part´ıculas criadas em um dado modo DC, v´alida para qualquer lei de movimento do

espelho.

3.3 Número médio de part́ıculas criadas

De posse do hamiltoniano efetivo (3.8), podemos determinar a evoluc¸ão do operador densidade

do sistemaρ(t), na representac¸ão de interac¸ão, atrav´es da equac¸ão ρ̇(t) = −i [HI , ρ(t)]. Escol-

hendo a velocidade do espelhoq̇(t) como nosso parˆametro de perturbac¸ão (lembrando quec = 1),

a soluç̃ao formal deρ(t), mantendo termos at´e segunda ordem emHI(t) — note queHI ∝ q̇ —

satisfaz

ρ(t) � ρ(0) − i

∫ t

0
d τ [HI(τ ), ρ(0)] −

∫ t

0
d t′
∫ t′

0
d τ [HI(t

′), [HI(τ), ρ(0)]] .
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Vamos assumir que todos os modos DR encontram-se na distribuic¸ão térmica

ρR(0) =
e−βHR

Tr (e−βHR)
,

ondeHR =
∑

k ωR
k (t)a†

R,kaR,k, β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzman eT a temperatura do

reservat´orio. Para os modos DC consideramos qualquer estado inicial

ρC(0) =
∏

k ρC,k(0),

tal que todos os modos, exceto ok-ésimo, satisfazem as relac¸ões

TrC( �=k)

[
(aC,	)

m
(
a†
C,	′

)n

ρC(0)
]

, TrC(�=k)

[(
a†
C,	

)m

(aC,	′)
n ρC(0)

]
∝ δmnδ		′,

TrC( �=k) [(aC,	)
m (aC,	′)

n ρC(0)] , TrC(�=k)

[(
a†
C,	

)m (
a†
C,	′

)n

ρC(0)
]

= 0.

Em particular, podemos assumir a condic¸ão em que todos os modos, exceto ok-ésimo, encontram-

se no estado t´ermico ρC,	(0) = e−βHC,�/ Tr
(
e−βHC,�

)
, com HC,	 = ωC

	 (t)a
†
C,	aC,	, da mesma

maneira que os modos DR. Para ok-ésimo modo — aquele para o qual calculamos o n´umero

médio de part´ıculas criadas — consideramos um estadoρC,k(0) arbitrário, que inclui a distribuic¸ão

térmica.

O número médio de part´ıculas criadas nok-ésimo modo DC ´e dado por

〈NC,k(t)〉 = Tr
[
ρC,k(t)a

†
C,kaC,k

]
,

onde o trac¸o é tomado sobre ok-ésimo modo DC. Uma vez que o hamiltoniano de interac¸ãoHI

é nulo para uma cavidade est´atica, é razoável considerar que todos os modos — DC e DR —

estão inicialmente descorrelacionados, de tal maneira que podemos escrever o operador densidade

inicial comoρ(0) = ρC(0)⊗ ρR(0). Calculando o operador densidade reduzido dok-ésimo modo

DC

ρC,k(t) = TrR TrC(�=k) ρ(t) =
∑

{nR,k}

∑
{nC,�( �=k)}

〈{nR,k}| 〈{nC,	} |ρ(t)| {nC,	}〉 |{nR,k}〉 ,
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onde o trac¸o é tomado sobre todos os modos DR e DC, excetok-ésimo modo DC, obtemos

ρC,k(t) = ρC,k(0) − i

∫ t

0
d t′
[
VC,k(t

′), ρC,k(0)
]

−
∫ t

0
d t′
∫ t′

0
d τ
{[

VC,k(t
′),
[
VC,k(τ), ρC,k(0)

]]
−
∑
	(�=k)

{[
fC,	(t

′, τ)Ξ+
	k(t

′, τ) + g	(t
′, τ)Υ+

	k(t
′, τ)
] [OC,k(t

′),O†
C,k(τ)ρC,k(0)

]
+
[
fC,	(t

′, τ)Ξ+
	k(t

′, τ) − g	(t
′, τ)Υ+

	k(t
′, τ)
] [O†

C,k(t
′),OC,k(τ )ρC,k(0)

]
+
[
fC,	(t

′, τ)Ξ−
	k(t

′, τ) + g	(t
′, τ)Υ−

	k(t
′, τ)
] [O†

C,k(t
′),O†

C,k(τ)ρC,k(0)
]

+
[
fC,	(t

′, τ)Ξ−
	k(t

′, τ) − g	(t
′, τ)Υ−

	k(t
′, τ)
] [OC,k(t

′),OC,k(τ)ρC,k(0)
]
+ H.c.

}
−
∑

	

µCR
k	 (t′)µCR

k	 (τ)
{
fR,	(t

′, τ)
[
ΛC,k(t

′), ΛC,k(τ )ρC,k(0)
]
+ H.c.

}}
, (3.9)

onde definimos os operadores

VC,k(t) = iξCk(t)
[(

O†
C,k(t)

)2

−O2
C,k(t)

]
,

ΛC,k(t) = O†
C,k(t) −OC,k(t),

e as func¸ões

fS,	(t, τ ) = −2NS,	(0) cos∆S
	 (t, τ) − exp

[−i∆S
	 (t, τ)

]
,

g	(t, τ ) = 2iNC,	(0) sin∆C
	 (t, τ) − exp

[−i∆C
	 (t, τ)

]
,

Ξ±
	k(t, τ ) = ζ	k(t)ζ	k(τ ) ± ζkl(t)ζkl(τ),

Υ±
	k(t, τ ) = ζ	k(t)ζk	(τ ) ± ζk	(t)ζ	k(τ),

∆S
	 (t, τ ) = ΩS

	 (t) − ΩS
	 (τ ),

ζ	k(t) = ξCk(t)δ	k + µCC
k	 (t),

nas quais

NS,	(0) = Tr
(
ρS,	(0)a†

S,	aS,	

)
representa o n´umero médio de part´ıculas inicialmente presente no�-ésimo modo DS (S = C ouR).

(Particularmente, quando o�-ésimo modo encontra-se em um estado t´ermico, temosNS,	(0) =

1/
[
exp
(
βωS

	

)− 1
]
.)

A partir da express˜ao para o operador densidade reduzidoρC,k(t), obtemos finalmente o n´umero

médio de part´ıculas ciadas nok-ésimo modo DC,∆NC,k(t) = 〈NC,k(t)〉 − NC,k(0), dado por

∆NC,k(t) = 2 Re

∫ t

0
d t′
∫ t′

0
d τ {Fk(t

′, τ ) + Gk(t
′, τ)} , (3.10)
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onde definimos

Fk(t, τ) =
∑

	

{
NC,k(0)

[
fC,	(t, τ)Ξ+

	k(t, τ) − g	(t, τ )Υ+
	k(t, τ)

]
exp
[−i∆C

k(t, τ)
]

− [NC,k(0) + 1]
[
fC,	(t, τ)Ξ+

	k(t, τ) + g	(t, τ)Υ+
	k(t, τ )

]
exp
[
i∆C

k(t, τ )
]}

,

Gk(t, τ) =
∑

	

µCR
k	 (t)µCR

k	 (τ )
{
[2NC,k(0) + 1] sin

[
∆C

	 (t, τ)
]
sin
[
∆R

	 (t, τ)
]

− [2NC,	(0) + 1] cos
[
∆C

	 (t, τ)
]
cos
[
∆R

	 (t, τ)
]}

.

Para o caso particular de uma cavidade ideal (γ → ∞) em zero absoluto (NS,k(T = 0) → 0),

a express˜ao para o n´umero de part´ıculas criadas reduz-se a

∆NC,k(t) = 2

∫ t

0
d t′
∫ t′

0
d τ
∑

	

χk	(t
′, τ) cos

[
ΩC

k(t′) − ΩC
k(τ ) + ΩC

	 (t
′) − ΩC

	 (τ )
]

,

com

χk	 (t, τ) =
q̇ (t) q̇ (τ)

q (t) q (τ)

{
1/8 para k = �,
k	

(k+	)2
para k �= �.

Finalmente, para o caso de uma cavidade parada (q̇ = 0), verificamos diretamente que n˜ao temos

formaç̃ao de part´ıculas dentro da cavidade, de maneira tal que〈NC,k(t)〉 = NC,k(0).

3.4 Entropia linear e decoer̂encia

Para analisarmos a decoerˆencia de estados quˆanticos no ECD vamos supor que um estado

arbitrário ρC,k(0) é preparado nok-ésimo modo DC de uma cavidade inicialmente est´atica. Ev-

identemente, devido ao movimento do espelho da cavidade — o qual induz o acoplamento do

modo selecionado com todos os demais modos — a entropia linear do estado evolu´ıdo,SC,k(t) =

1 − Tr ρ2
C,k(t), deve aumentar. Ressaltamos que este comportamento, associado com a perda de

pureza do estado inicialρC,k(0), ocorre mesmo quando o processo de espalhamento ´e o único

mecanismo de acoplamento presente. Entretanto, quando o processo de criac¸ão não degenerado

de pares de part´ıculas tamb´em está presente, a perda de pureza ´e significativamente ampliada,

como veremos abaixo.

Para o c´alculo da entropiaSC,k(t) devemos nos confinar ao caso em que todo o sistema —

tanto a cavidade quanto o reservat´orio — encontram-se em zero absoluto, exceto ok-ésimo modo

DC, cujo estado ´e completamente arbitr´ario. O operador densidade do sistema fica ent˜ao escrito

na forma

ρ(0) =
∣∣{0C,	(�=k)

}〉 〈{
0C,	(�=k)

}∣∣⊗ |{0R,	}〉 〈{0R,	}| ⊗ ρC,k(0). (3.11)
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Portanto, a partir do operador densidade reduzido dado na Eq. (3.9), comρ(0) descrito pela Eq.

(3.11), obtemos, at´e segunda ordem eṁq, o resultado

SC,k(t) = 1 − Tr ρ2
C,k(0)

+ 4 Re

∫ t

0
d t′
∫ t′

0
d τ

∑
	(�=k)

[
Ξ+

	k(t
′, τ)
〈
Θ+

k (t′, τ )
〉− Υ+

	k(t
′, τ)
〈
Θ−

k (t′, τ)
〉

+Ξ−
	k(t

′, τ)
〈
Φ+

k (t′, τ )
〉

+ Υ−
	k(t

′, τ)
〈
Φ−

k (t′, τ)
〉]

exp
[−i∆C

	 (t′, τ )
]

+
∑

	

µCR
k	 (t′)µCR

k	 (τ )
[〈

Θ+
k (t′, τ)

〉− 〈Φ+
k (t′, τ)

〉]
exp
[−i∆R

	 (t′, τ)
]}

, (3.12)

onde definimos as func¸ões

〈
Θ±

k (t, τ )
〉

= Tr
{([

O†
C,k(t),OC,k(τ )ρC,k(0)

]
±
[
OC,k(t),O†

C,k(τ)ρC,k(0)
])

ρC,k(0)
}

,〈
Φ±

k (t, τ )
〉

= Tr
{([

O†
C,k(t),O†

C,k(τ )ρC,k(0)
]
± [OC,k(t),OC,k(τ)ρC,k(0)

])
ρC,k(0)

}
.

Evidentemente, para uma cavidade est´atica,q̇ = 0, a Eq. (3.12) reduz-se, como esperado, `a forma

SC,k(t) = 1 − Tr ρ2
C,k(0).

Observamos aqui que o tempo de decoerˆenciaτD do estado inicialρC,k(0) pode ser estimado a

partir da entropia (3.12), como discutido abaixo.

3.5 Um caso particular - movimento oscilat́orio da fronteira

3.5.1 Fenomenologia do hamiltoniano efetivo

Antes de analisarmos os mecanismos de criac¸ão de part´ıculas e a entropia linear, ´e conve-

niente considerarmos as implicac¸ões fenomenol´ogicas do hamiltoniano efetivo (3.8). Esta an´alise

permitir-nos-á identificar os principais aspectos presentes nas express˜oes gerais (3.10) e (3.12).

Para este fim, precisamos especificar uma lei de movimento particular para o espelho. Vamos

admitir a lei senoidal que pode maximizar o n´umero de part´ıculas criadas [95], dada por

q(t) = q0 [1 + ε sin (pω1t)] , (3.13)

ondeε � 1 caracteriza a amplitude de oscilac¸ão do espelho,p é um número real e positivo tal que

(p − 1)ω1 é a dessintonia entre a frequˆencia do espelho em movimento e do modo fundamental da

cavidade est´aticaωC
1 ≡ ω1. No que se segue, restringiremos nossa an´alise do hamiltoniano efetivo
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(3.8) a primeira ordem emε, uma vez que ambas as quantidades que nos interessam — o número

de part´ıculas (3.10) e a entropia linear (3.12) — apresentam apenas termos da ordemH 2
I , isto é,

de segunda ordem emε.

Lembrando queξCk(t), µCS
k	 (t) ∝ q̇(t) e OS,k(t) = aS,k exp

[−iΩS
k (t)
]
, comΩS

k (t) =
∫ t

0 d τ

ωS
k (τ) � ωS

k t = kωS
1 t em ordem zero emε, o hamiltoniano efetivo (3.8) pode ser representado

como

HI = i
∑

k

ξCk(t)
(
O†

C,k(t)
)2

+
∑
	(�=k)

∑
S

µCS
k	 (t)O†

C,k(t)
[
O†

S,	(t) + OS,	(t)
]
− H.c.


∝
∑

k

q̇(t)

eikω1t

eikω1t
(
a†
C,k

)2

+
∑
	(�=k)

∑
S

(
ei	ωS

1 t a†
C,ka

†
S,	 + e−i	ωS

1 t a†
C,kaS,	

)− h.c.

 .

Uma vez quėq(t) ∝ (eipω1t + e−ipω1t), a aproximac¸ão de ondas girantes permite-nos escrever

HI ∝
∑

k

e−i(p−2k)ω1t
(
a†
C,k

)2

+
∑
	(�=k)

[
e−i[p−(k+	)]ω1t a†

C,ka
†
C,	 + e−i[p−(k+	κ)]ω1t a†

C,ka
†
R,	

+
(
ei[p+(k−	)]ω1t + e−i[p−(k−	)]ω1t

)
a†
C,kaC,	 +

(
ei[p+(k−	κ)]ω1t + e−i[p−(k−	κ)]ω1t

)
a†
C,kaR,	

]
+ h.c.

}
ondeκ = ωR

1 /ωC
1 . A partir deste hamiltoniano podemos identificar cinco processos distintos de

ressonˆancia: O primeiroi) decorre dos termos associados com a criac¸ão degenerada (k = �) de

pares de part´ıculas, o qual contribui significativamente apenas quandop = 2k, isto é, quando

p for um número par. Por meio deste processo, temos uma amplificac¸ão param´etrica do modo

k = p/2. (Para valores ´ımpares dep, a ocorrência deste processo requer um modo n˜ao fı́sico

semi-inteirok = pı́mpar/2). Para que haja contribuic¸ão deste processo, o m´ınimo valor dep

deve ser2. Dois processos distintos est˜ao associados com a criac¸ão não degenerada (k �= �) de

pares de part´ıculas: ii) a criaç̃ao de ambas as part´ıculas em modos DC eiii) a criaç̃ao de uma

partı́cula em um modo DC e outra em um modo DR. Os termos associados ao primeiro casoii)

contribuem significativamente quandop for um número inteiro, ´ımpar ou par, preenchendo os

modosk + � = p. Como neste caso devemos terk �= �, o mı́nimo valor dep para que haja

contribuiç̃ao deste processo ´e3. Os termos associados ao ´ultimo casoiii) contribuem apenas para

valores não inteiros dep. Neste caso, teremos part´ıculas formadas nok-ésimo modo DC e no

�-ésimo modo DR que satisfizerem a relac¸ãok + �κ = p.

Os dois processos restantes est˜ao associados ao espalhamento de part´ıculas dos modos DC

para iv) outro modo DC ev) para um modo DR. Os termos associados ao primeiro casoiv)
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contribuem significativamente apenas para valores inteiros dep que satisfac¸am a relac¸ão p =

|k − �|, espalhando part´ıculas do modok (�) para o modo� (k) sek > � (k < �). Para que este

processo contribua o m´ınimo valor dep deve ser1. Por outro lado, os termos associados ao ´ultimo

casov) contribuem apenas quandop = |k − �κ|.

Devemos observar aqui que valores inteiros dep tornam poss´ıveis apenas os processos resso-

nantesi), ii), e iv), enquanto que valores n˜ao inteiros dep, os processos ressonantesiii) e v).

3.5.2 Ńumero médio de part́ıculas criadas

Nesta sec¸ão calculamos o n´umero médio de part´ıculas criadas nok-ésimo modo DC para a lei

de movimento (3.13) e, portanto, sob as condic¸ões de ressonˆancia especificadas acima. Supondo

que o estado inicial dok-ésimo modo DC seja um estado t´ermico, a Eq. (3.10) reduz-se, em

segunda ordem emε, à forma

∆NC,k(τ ) =

(
pΓτ

4

)2

[2NC,k(0) + 1] δp,2k

+
(pτ

4

)2 ∑
	(�=k)

{
[NC,k(0) + NC,	(0) + 1]

[
MCC

kl (0)
]2 (k − l)2

kl
δp,k+l

− [NC,k(0) − NC,	(0)]
[
MCC

kl (0)
]2 (k + l)2

kl
θ (p) (δp,k−l + δp,l−k)

− [NR,k(0) + NC,l(0) + 1]
[
MCR

k	 (0)
]2 k

lκ
δp,k+lκ

+ [NC,k(0) − NR,	(0)]
[
MCR

k	 (0)
]2 k

lκ
θ (p) (δp,k−lκ + δp,lκ−k)

}
, (3.14)

onde definimos a vari´avel adimensionalτ = εω1t, as intensidades efetivas de acoplamento

Γ = 1 − 1

π
η1 + O(η2

1),

MCS
kl (t) = q0

∫ q(t)

−L0

d x
∂ψC

k(x, t)

∂q
ψS

	 (x, t),

além da func¸ão degrau

θ (x) =

{
0 x ≤ 0
1 x > 0

.

A respeito da express˜ao obtida acima para o n´umero médio de part´ıculas criadas, a qual gen-

eraliza resultados apresentados anteriormente na literatura, observamos, em primeiro lugar, que

para uma cavidade est´atica, comε = 0 ou p = 0, esta express˜ao reduz-se, como esperado, a
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∆NC,k(τ) = 0. Além disso, os cinco processos ressonantes identificados na sec¸ão anterior tornam-

se evidentes: os primeiros trˆes termos do lado direito da Eq. (3.14) correspondem aos casosi),

ii), e iv), enquanto que os dois ´ultimos termos correspondem aos casosiii) ev), respectivamente.

É interessante notar que os processos de espalhamento apenas contribuem, em segunda ordem em

ε, quando consideramos os efeitos da temperatura.

A seguir vamos analisar dois casos particulares.

O processo de amplificac¸ão paramétrica

Para o caso em quep = 2, a express˜ao para o n´umero de part´ıculas formadas no modo funda-

mental (k = 1) torna-se

∆NC,1(τ) =

(
Γτ

2

)2

[2NC,1(0) + 1] − 4

3
τ 2 (NC,1(0) − NC,3(0))

[
MCC

1,3(0)
]2

, (3.15)

mostrando o processo de criac¸ão degenerada de part´ıculas no modo fundamental, al´em do pro-

cesso de espalhamento de part´ıculas deste modo para o terceiro [casosi) e iv), respectivamente].

Observamos que o processo de criac¸ão não degenerada de part´ıculas [casoii)] não ocorre, uma

vez que a condic¸ãop = k + � nãoé satisfeita para qualquer�. Como esperado,∆NC,1(τ) cresce

com a temperatura. Para o caso em que todo o sistema se encontra em zero absoluto, a Eq. (3.15)

reduz-se a

∆NC,1(τ) =

(
Γτ

2

)2

,

recuperando o resultado obtido na Ref. [62] para uma cavidade ideal, ondeΓ = 1.

O casop = 1

Finalmente notamos que, apesar de n˜ao termos criac¸ão de part´ıculas para o casop = 1, onde

∆NC,1(τ) = − 9

32
τ 2 [NC,1(0) − NC,2(0)]

[
MCC

1,2(0)
]2

, (3.16)

o processo de espalhamento de part´ıculas [do primeiro modo para o segundo, por meio do pro-

cessoiv)], está presente quandoNC,1(0) = Tr
(
ρC,1(0)a†

C,1aC,1

)
�= 0, isto é, quando o modo

fundamental encontra-se inicialmente excitado.
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Análise gráfica

Apresentamos em seguida os resultados gr´aficos para o n´umero de part´ıculas criadas∆NC,k(τ),

obtidos a partir da Eq. (3.14). Para este fim, vamos considerar valores inteiros dep, istoé, vamos

considerar que apenas os casosi), ii), e iv) contribuam. Além disso vamos, com excec¸ão de um

dos gráficos, considerar que o sistema todo, incluindo ok-ésimo modo, encontra-se em zero ab-

soluto. Vamos comec¸ar construindo, nas Figs. 3.2(a) e (b), gr´aficos de∆NC,k(τ) contrak para os

valores fixosp = 14 e15, respectivamente. Podemos observar que a criac¸ão de part´ıculas dar-se-´a

apenas nos modosk que satisfazem a relac¸ão

k ≤ p − 1,

como esperado da an´alise fenomenol´ogica do hamiltoniano (3.8). Devemos tamb´em notar que

o número máximo de part´ıculas criadas ocorre parap = 14, situaç̃ao em que o modok = 7

é parametricamente amplificado. Quandop = 15, temos apenas a criac¸ão não degenerada de

partı́culas, com o m´aximo ocorrendo para os modos(k, �) = (6, 7). Da Fig. 3.2à 4.2 fixamos o

valor do intervalo de tempoτ = 1/p, durante o qual o espelho realiza1/2πε oscilaç̃oes.

Ao invés de fixarmosp, na Fig. 3.3 fixamosk = 7 para a construc¸ão do gráfico de∆NC,7(τ )

contrap. Verificamos, como esperado, a ocorrˆencia de ressonˆancias no n´umero de part´ıculas

criadas parap ≥ 8, com um máximo parap = 14 (amplificaç̃ao param´etrica). Como evidenciado

na Fig. 3.3, com excec¸ão do máximo emp = 2k, a magnitude de∆NC,7(τ) exibe um perfil

governado pelos elementos da matriz de acoplamentoMCC
kl (0), além das raz˜oes(k ± l)2 /kl.

Na Fig. 3.4(a) mostramos o gr´afico do número total de part´ıculas criadas nos modos DC,

NC =
∑

k ∆NC,k(τ ), contrap. É evidente desta figura que este n´umeroé significativamente maior

para valores pares dep, onde ocorre o processo de criac¸ão degenerada de pares de part´ıculas.

Al ém disso, como esperado, n˜ao existem part´ıculas criadas quandop = 1. Notamos tamb´em

que o número total de part´ıculas aumenta conformep aumenta. Um comportamento similar ao

mostrado na Fig. 3.4(a) ´e encontrado na Fig. 3.4(b), onde apresentamos o gr´afico da energia

total normalizadaEC =
∑

k ωk∆NC,k(τ)/ω1 contrap. Enquanto que na Fig. 3.4(a) o n´umero de

partı́culas criadas aumenta conformep aumenta, na Fig. 3.4(b) este comportamento ´e modulado

pela frequênciaωk.

Finalmente, na Fig. 3.5, exibimos o gr´afico de∆NC,1(τ) contraτ para o caso em que todo

o sistema — tanto a cavidade como o reservat´orio — encontram-se nas temperaturasT = 0 K,
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Figura 3.2: Número médio de part´ıculas criadas∆NC,k(t) contrak para os valores fixos (a)p = 14
e (b)p = 15. O intervalo de tempo ´e fixo emτ = 1/p.

isto é, 〈NS,k(0)〉 = 0 (linha azul sólida) eT = ω1/kB ln(1.1) K, onde,〈NC,1(0)〉 = 10 (linha

vermelha tracejada), para o valor fixop = 2. Podemos observar que o n´umero de part´ıculas

criadas aumenta com a temperatura, resultado que tamb´em foi verificado em Ref. [82] para uma

cavidade tridimensional, corroborando a demonstrac¸ão de Parker [84], de que a presenc¸a inicial

de bósons tende a aumentar a taxa de criac¸ão de bósons.

3.5.3 Entropia e decoer̂encia

Nesta sec¸ão vamos calcular, para a lei de movimento especificada na Eq. (3.13), a entropia

linear (3.12) e o tempo de decoerˆencia de um estado do tipo gato de Schr¨odinger
∣∣ψC,k(0)

〉
=

N (|α0〉 + |−α0〉), preparado nok-ésimo modo DC de uma cavidade inicialmente est´atica. Em
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Figura 3.3: Número médio de part´ıculas criadas∆NC,7(τ ) contrap parak = 7. O intervalo de
tempoé fixo emτ = 1/p.

segunda ordem emε, obtemos a seguinte express˜ao para a entropia linear

SC,k(τ) � (pτ )2
∑
	(�=k)

{(|α|2 + 1
) [

MCC
kl (0)

]2 (k − l)2

2kl
δp,l+k

+ |α|2 [MCC
kl (0)

]2 (k + l)2

2kl
(δp,k−l + δp,l−k) θ (p)

− (|α|2 + 1
) k

2lκ

[
MCR

k	 (0)
]2

δp,k+lκ

− |α|2 k

2lκ

[
MCR

k	 (0)
]2

(δp,k−lκ + δp,lκ−k) θ (p)

}
, (3.17)

que ser´a empregada na estimativa do tempo de decoerˆencia atrav´es da relac¸ão

Sp
C,k(τ ) �

(
τ

τD

)2

, (3.18)

conectada com o chamado defeito de idempotˆencia [96].

Em primeiro lugar observamos que, para o caso particular em que ok-ésimo modo DC encontra-

se no vácuo (α = 0), bem como todos os demais modos, temos ainda um aumento da entropia
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Figura 3.4: (a) n´umero toral de part´ıculas criadasNC(τ) e (b) energia total normalizadaEC(τ)/ω1,
contrap. O intervalo de tempo ´e fixo emτ = 1/p.

dado por

SC,k(τ) �
(pτ

2

)2 ∑
	(�=k)

{[
MCC

kl (0)
]2 (k − l)2

2kl
δp,l+k

− k

2lκ

[
MCR

k	 (0)
]2

δp,k+lκ

}
.

Evidentemente, neste caso, o aumento da entropia deve-se inteiramente ao processo de criac¸ão de

partı́culas.

Agora, considerando que o estado inicial
∣∣ψC,1(0)

〉
= N (|α0〉 + |−α0〉) seja preparado no

modo fundamental, obtemos, para os casosp = 1 ep = 2, os resultados

Sp=1
C,1 (τ ) � 9

4
τ 2 |α|2 [MCC

1,2(0)
]2

,

Sp=2
C,1 (τ ) � 32

3
τ 2 |α|2 [MCC

1,3(0)
]2

,
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Figura 3.5: Número de part´ıculas formadas no modo fundamental DC,∆NC,1(τ ), contraτ para
os casos em que a temperatura do sistema ´e T = 0 K (linha azul sólida) eT = ω1/kB ln(1.1) K
(linha vermelha tracejada). Escolhemos o valor fixop = 2.

associados com os tempos de decoerˆencia

τp=1
D � 2

3

1

|α|MCC
1,2(0)

,

τp=2
D �

√
3

32

1

|α|MCC
1,3(0)

.

Notamos que ambos os tempos de decoerˆenciaτ p=1
D eτp=2

D são inteiramente devidos ao processo de

espalhamento do modo fundamental para o primeiro e terceiro modos excitados, respectivamente,

governados pelo processoiv). A razão entre estes dois tempos de decoerˆencia, dada pela relac¸ão

τp=1
D

τp=2
D

�
√

3

2

(
1 − 1

π
η1

)
+ O(η2

1).

recupera, para o caso de uma cavidade ideal (γ → ∞), exatamente o resultado obtido na Ref. [88]

através de um m´etodo diferente.

Para uma an´alise gráfica da entropia e, consequentemente, da perda de pureza e decoerˆencia no

ECD, vamos assumir que o estado inicial
∣∣ψC,1(0)

〉
= N (|α0〉 + |−α0〉) seja preparado no modo
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fundamental DC. Como podemos concluir da Fig. 3.6, onde se apresenta o gr´afico da entropia

SC,1(t) contrap para|α0|2 = 2 e dois intervalos fixos de tempoτ = 0.1 (triângulos pretos) e

τ = 0.25 (cı́rculos pretos), a perda da pureza do estado inicial
∣∣ψC,1(0)

〉
exibe ressonˆancias, assim

como o número médio de part´ıculas criadas. O aumento da entropia comp, segue diretamente

dos processos de criac¸ão não degenerada de pares de part´ıculas, que ocorre parap ≥ 3, e de

espalhamento, que ocorre parap ≥ 1. De fato, estes processos acoplam o modo fundamental

DC, onde o estado
∣∣ψC,1(0)

〉
é preparado, com todos os demais modos DC, aumentando assim sua

entropia quando trac¸amos sobre os modos remanescentes. Al´em disso, como podemos observar

diretamente das Eqs. (3.14) e (3.17), as taxas com as quais estes dois processos ocorrem aumentam

comp. Observamos tamb´em que o processo de criac¸ão degenerada de part´ıculas, que resulta na

amplificaç̃ao param´etrica do modo fundamental quandop = 2, não acopla o modo de interesse

com qualquer outro modo e, consequentemente, n˜ao contribui para o aumento de sua entropia.

Para uma cavidade ideal, a entropiaSC,1(τ) se reduz a

SC,1(τ ) � τ 2

2
×
{

2 |α|2 p + p − 1 para p ≥ 3

|α|2 (p + 1) para p = 1, 2
,

para valores inteiros e positivos dep.

Figura 3.6: Entropia linear de um estado de superposic¸ão do tipo gato de Schr¨odinger, com|α0|2 =
2, preparado no modo fundamental DC, contrap. Os triângulos correspondem ao intervalo de
tempoτ = 0.1 e os c´ırculos aτ = 0.25.

A seguir, na Fig. 3.7, mostramos o gr´afico do tempo de decoerˆencia normalizadoτ p
D/τp=1

D do

estado inicial
∣∣ψC,1(0)

〉
contrap. Como esperado da Fig. 3.6, o tempo de decoerˆencia do estado
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inicial diminui conformep aumenta. As ressonˆancias no ECD indicam que, apesar dos mecan-

ismos de criac¸ão de part´ıculas e de espelhamento presentes no hamiltoniano (3.8), praticamente

não há perda de pureza quando a frequˆencia de oscilac¸ão do espelho n˜ao satisfaz as condic¸ões de

ressonˆancias apresentadas acima. De fato, para uma situac¸ão fora da ressonˆancia, o acolamento

efetivo entre os modos da cavidade e o n´umero de part´ıculas criadas ´e praticamente nulo, prote-

gendo assim o estado preparado, qualquer que seja o modo selecionado. Portanto, para o ECD n˜ao

ressonante, o estado inicial
∣∣ψC,1(0)

〉
torna-se um estado n˜ao estacion´ario, seguindo a dinˆamica

governada pelo espelho em movimento, mas protegido dos mecanismos de decoerˆencia presentes

no regime ressonante.

Figura 3.7: Tempo de decoerˆenciaτD de um estado de superposic¸ão do tipo gato de Schr¨odinger,
preparado no modo fundamental DC, contrap.

3.6 Conclus̃oes

Considerando o problema do ECD em uma cavidade n˜ao ideal, constru´ımos um hamiltoniano

dissipativo efetivo, Eq. (3.8), v´alido para qualquer lei de movimento do espelho da cavidade. A



3.6 Conclus̃oes 49

partir deste hamiltoniano, calculamos uma express˜ao geral, dada pela Eq. (3.10), para o n´umero

médio de part´ıculas criadas nok-ésimo modo DC,∆NC,k(τ ), que se aplica a qualquer lei de

movimento do espelho. Considerando o caso particular de um movimento oscilat´orio do espelho,

Eq. (3.13), a express˜ao obtida, apresentada na Eq. (3.14), possibilitou uma an´alise completa das

ressonˆancias na taxa de criac¸ão de part´ıculas — como mostrado nas Figs. 3.2, 3.3 e 3.4 — uma

vez que esta express˜ao aplica-se a qualquer valor da dessintonia entre a frequˆencia de oscilac¸ão

do espelho e o modo fundamental. Na literatura, mesmo em se tratando do ECD ideal, aborda-se

casos particulares em que a lei de movimento do espelho ´e especificada de partida. A express˜ao

generalizada obtida neste trabalho, Eq. (3.10), certamente pode ser ´util para futuras investigac¸ões

sobre o ECD.

Apresentamos tamb´em um tratamento geral da evoluc¸ão temporal da entropia linear do estado

dok-ésimo modo da cavidade,SC,k(t) = 1 − Tr ρ2
C,k(t), com o resultado mostrado na Eq. (3.12),

que tamb´em se aplica a qualquer lei de movimento do espelho. Considerando mais uma vez o

caso particular de um movimento oscilat´orio, Eq. (3.13), calculamos, atrav´es da entropia linear,

o tempo de decoerˆencia de um estado de superposic¸ão do tipo gato de Schr¨odinger, preparado no

k-ésimo modo da cavidade est´atica. Com este intuito, utilizamos a relac¸ão (3.18) para obter uma

estimativa do tempo de decoerˆencia, apresentando assim uma an´alise completa das ressonˆancias

no processo de decoerˆencia no ECD n˜ao ideal e mostramos que nossa express˜ao geral, Eq. (3.17),

recupera resultados anteriormente apresentados na literatura [88].

Esperamos que o presente m´etodo seja ´util para futuras investigac¸ões acerca do ECD n˜ao ideal,

considerando, por exemplo, um modelo mais realista de reservat´orio, que atue mesmo quando a

cavidade encontra-se em repouso. De fato, a obtenc¸ão de um modelo mais realista de reservat´orio

para o ECD ´e, por si s´o, uma tarefa interessante.
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Caṕıtulo 4

ECD para o campo escalar ñao massivo
entre duas cascas esféricas conĉentricas

4.1 Introdução

O efeito Casimir est´atico, previsto teoricamente em 1948 [22], consiste no surgimento de

uma força de atrac¸ão entre duas placas paralelas, perfeitamente condutoras e neutras, devido a

distorç̃ao, por elas provocadas, no v´acuo eletromagn´etico (para uma revis˜ao ver [26]). Como

consequˆencia das flutuac¸ões quânticas causadas pela presenc¸a das placas, tal distorc¸ão do estado

de vácuo emerge dos conceitos fundamentais da teoria quˆantica de campos [81]. O pr´oprio Casimir

foi o primeiro a discutir a importˆancia da geometria esf´erica na distorc¸ão do estado de v´acuo

[27], propondo, em 1953, um modelo semicl´assico para explicar a estabilidade do el´etron. Neste

modelo, assume-se que o el´etron seja uma casca esf´erica perfeitamente condutora, carregada com

uma carga totale, com a repuls˜ao coulombiana sendo balanceada pela forc¸a atrativa de Casimir.

Entretanto, como elucidado por Boyer [28] em 1968, a forc¸a de Casimir para uma configurac¸ão

esféricaé repulsiva, invalidando assim a tentativa de se explicar a estabilidade do el´etron atrav´es

da força de Casimir. Apesar disso, o modelo para o el´etron proposto por Casimir evidenciou o

fato de que n˜ao podemos prever se a forc¸a de Casimir ser´a atrativa ou repulsiva para uma dada

configurac¸ão geom´etrica antes de completarmos o c´alculo. O desenvolvimento, na d´ecada de

1970, dobag modelpara os hadrons — modelo este que descreve os hadrons como quarks e

antiquarks confinados no interior de uma cavidade esf´erica — tamb´em estimulou a investigac¸ão

do efeito Casimir para a geometria esf´erica [97, 98].

Para além das configurac¸ões geom´etricas est´aticas, o ECD, que surge a partir de fronteiras

móveis, revela aspectos ainda mais profundos da complexidade da estrutura do v´acuo. A dinâmica
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da geometria d´a origem a uma forc¸a de Casimir dependente do tempo e atua como uma forc¸a dis-

sipativa para o movimento das fronteiras [99]. A energia mecˆanica dissipada por esta ”viscosidade

do vácuo” induz a mais interessante manifestac¸ão do ECD, o mecanismo pelo qual part´ıculas são

criadas a partir do v´acuo. G. T. Moore foi o primeiro a estudar a quantizac¸ão do campo eletro-

magnético no interior de uma cavidade cujos espelhos encontram-se em movimento [37] e, ainda

em 1970, a criac¸ão de part´ıculas a partir do movimento n˜ao uniforme das fronteiras foi predito

[37]. Mais tarde foi observado que uma mudanc¸a súbita no ´ındice de refrac¸ão do meio tamb´em

pode levar `a gerac¸ão de fótons a partir do v´acuo [48, 73, 75].

No que se refere a geometria esf´erica — o tema do presente cap´ıtulo — J. Schwinger [79]

propôs que o ECD poderia fornecer uma poss´ıvel explicaç̃ao para o fenˆomeno da sonolumi-

nescência, descoberto na d´ecada de 1930 [100]. Entretanto, apesar dos interessantes resultados

obtidos a partir da hip´otese de Schwinger [78], a descric¸ão teórica do fenômeno da sonolumi-

nescência permanece ainda controverso. Mencionamos, finalmente, que o ECD com geometria

esférica apresenta grande similaridade com o problema da criac¸ão de part´ıculas em um universo

em expans˜ao, onde a porc¸ão espacial da m´etricaé uma superf´ıcie hiperesf´erica cujo raio depende

do tempo [84, 85, 86].

No presente cap´ıtulo estudamos o ECD para um campo escalar n˜ao massivo, confinado entre

duas casas esf´ericas concˆentricas e m´oveis. Apresentamos uma express˜ao geral — válida para

qualquer lei de movimento das cascas — para o c´alculo do número médio de part´ıculas criadas

pelo ECD no campo confinado entre as cascas. Notamos que o caso particular de uma ´unica

casca esf´erica movendo-se com uma lei espec´ıfica de movimento foi estudada na Ref. [101].

O caso do campo eletromagn´etico confinado em uma cavidade esf´erica cujo raio descreve um

movimento oscilat´orio foi considerado na Ref. [102]. Ap´os a deduc¸ão de um hamiltoniano efetivo

para o problema em quest˜ao, calculamos o n´umero médio de part´ıculas criadas atrav´es de dois

métodos distintos: considerando, em primeiro lugar, o operador densidade do campo na cavidade

(região entre as duas cascas) e, em segundo lugar, pelo c´alculo dos denominados coeficientes

de Bogoliubov. Assumindo, ent˜ao, um movimento oscilat´orio para as cascas, nosso resultado ´e

aplicado a quatro diferentes situac¸ões: quando somente a casca (a) interna ou (b) externa oscilam

e também quando ambas as cascas oscilam (c) em fase ou (d) fora de fase.

O presente cap´ıtulo é organizado da seguinte maneira: na Sec¸ão 4.2 apresentamos a quantizac¸ão

do campo, bem como o hamiltoniano efetivo; na sec¸ão 4.3 calculamos o n´umero médio de part´ıculas
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criadas, assumindo uma lei geral de movimento para as cascas; na sec¸ão 4.4 nosso resultado geral

é aplicado ao caso do movimento oscilat´orio; finalmente, na sec¸ão 4.5 apresentamos nossas con-

clusões.

4.2 Quantizaç̃ao do campo na cavidade

Para quantizarmos o campo escalar n˜ao massivoφ na cavidade delimitada pelas cascas esf´ericas,

partimos da definic¸ão da ac¸ão para este campo, dada por

S =

∫
d t d

3 x L(x) =
1

2

∫
d t d

3 x

(
∇φ · ∇φ − 1

c2
φ̇

2
)

, (4.1)

onde a densidade lagrangeanaL permite-nos definir o momento canonicamente conjugado ao

campo

π(r, t) =
∂L

∂
(
∂φ̇
) =

1

c2
φ̇(r, t). (4.2)

Através da minimizac¸ão da ac¸ão (4.1), obtemos a equac¸ão de Klein-Gordon para o campo[
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

]
φ(r, t) = 0. (4.3)

Como estamos considerando o caso ideal, vamos impor condic¸ões de contorno de Dirichlet para o

campo

φ(r=ri, θ, ϕ, t) = φ(r = ro, θ, ϕ, t) = 0, (4.4)

sobre ambas as cascas, interna e externa, cujos raios s˜aori e ro, respectivamente.

A geometria esf´erica da cavidade nos leva, naturalmente, a procurar por soluc¸ões, tanto para o

campo como para seu momento canonicamente conjugado, em termos das expans˜oes em harmˆonicos

esféricos

φ(r, t) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

∞∑
s=1

c

√
�

2ωls

Fls(r) [clms(t)Ylm(θ, ϕ) + c.c] , (4.5a)

π(r, t) = −i

∞∑
l=0

l∑
m=−l

∞∑
s=1

1

c

√
�ωls

2
Fls(r) [clms(t)Ylm(θ, ϕ) − c.c] . (4.5b)

Substituindo as expans˜oes acima nas Eqs. (4.3) e (4.4), obtemos a seguinte equac¸ão diferencial

para a func¸ão radialFls(r):

1

r2

d
dr

(
r2 dFls(r)

dr

)
+

(
ω2

ls

c2
− l(l + 1)

r2

)
Fls(r) = 0. (4.6)



4.2 Quantizaç̃ao do campo na cavidade 53

Das condic¸ões de contorno (4.4) segue queFls deve satisfazer as seguintes relac¸ões

Fls(r = ri) = Fls(r = ro) = 0.

Al ém disso, como as func¸ões radiais s˜ao soluc¸ões de um problema de valor de contorno, elas

automaticamente satisfazem as seguintes condic¸ões de ortonormalizac¸ão∫ ro

ri

Fls(r)Fls′(r)r
2
d r = δs,s′. (4.7)

Uma vez que as soluc¸ões da Eq. (4.6) s˜ao dadas em termos de uma combinac¸ão linear das

funções esf´ericas de Bessel do primeiro (jl) e do segundo (nl) tipos, a condic¸ão de contorno sobre

a casca interna resulta na seguinte relac¸ão

Fls(r) = Nls

[
jl

(ωlsr

c

)
nl

(ωlsri

c

)
− jl

(ωlsri

c

)
nl

(ωlsr

c

)]
,

enquanto que a imposic¸ão da condic¸ão de contorno sobre a casca externa resulta na equac¸ão tran-

scendental para as autofrequˆencias

jl

(ωlsro

c

)
nl

(ωlsri

c

)
− jl

(ωlsri

c

)
nl

(ωlsro

c

)
= 0. (4.8)

Para uma dada configurac¸ão da cavidade devemos resolver esta equac¸ão para determinarmos as

frequências do campo. O ´ındices emωls — que assume valores discretos, mas n˜ao necessaria-

mente igualmente espac¸ados — rotula as-ésima raiz da Eq. (4.8). Notamos tamb´em que a soluc¸ão

para o problema com cascas em movimento, com condic¸ões dinâmicas de contorno, segue dire-

tamente das relac¸ões acima, a partir da substituic¸ão dos raios est´aticosri(o) pelos raios dinˆamicos

ri(o)(t), uma vez que toda a dependˆencia temporal das func¸ões radiais decorre destes raios [81].

Na Fig. (4.1) constru´ımos um mapa das soluc¸ões da Eq. (4.8) para alguns valores del e s. Como

podemos ver, para o casol = 0, as frequˆencias s˜ao equidistantes, o que n˜ao ocorre para o caso

l �= 0. Entretanto, quando consideramosro (t) >> ro (t)−ri (t) (istoé, quando os raios das cascas

são muito maiores que a separac¸ão entre elas), as soluc¸ões para todos os valores del aproximam-se

da soluc¸ão paral = 0, istoé,ωls → ω0s.

4.2.1 Quantizaç̃ao can̂onica do campo

A quantizac¸ão canônica do campo escalarφ na Eq. (4.5a) ´e realizada — pela promoc¸ão dos

coeficientesclms e c∗lms a operadoresalms e a†
lms — através da construc¸ão de um operador de
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campoφ̂ que satisfaz as Eqs. (4.3) e (4.4) e da imposic¸ão das relac¸ões de comutac¸ão a tempos

iguais [
φ̂(r, t), π̂(r′, t)

]
= i�δ3(r − r′),[

φ̂(r, t), φ̂(r′, t)
]

= [π̂(r, t), π̂(r′, t)] = 0,

sendoπ̂ o operador momento associado aπ. As relaç̃oes acima entre os operadores de campo

implicam, automaticamente, nas relac¸ões de comutac¸ão bosônicas para os operadores de criac¸ão

e aniquilac¸ão [
alms(t), a

†
l′m′s′(t)

]
= δll′δmm′δss′,

[alms(t), al′m′s′(t)] =
[
a†

lms(t), a
†
l′m′s′(t)

]
= 0.

Através da derivada temporal da vers˜ao quântica das Eqs. (4.5), juntamente com as equac¸ões para

o campo na cavidade (4.3) e seu momento canonicamente conjugado (4.2), obtemos as seguintes

equac¸ões de Heisenberg para os operadores de aniquilac¸ão

ȧlms(t) = −iωls(t)alms(t) +
∑

s′
µl[ss′](t)alms′(t) +

∑
s′

µl(ss′)(t)a
†
l(−m)s′(t), (4.10)

onde

µl(ss′) (t) =
1

2
[µlss′(t) + µls′s(t)] ,

µl[ss′] (t) =
1

2
[µlss′(t) − µls′s(t)] ,

são as partes sim´etrica e anti-sim´etrica, respectivamente, dos coeficientes

µlss′(t) =
ω̇ls(t)

2ωls(t)
δss′ + (1 − δss′)

√
ωls(t)

ωls′(t)

∫ ro(t)

ri(t)

r2Fls′(r; t)Ḟls(r; t) d r.

A partir da Eq. (4.10) obtemos diretamente as equac¸ões para os operadoresȧ†
lms.

4.2.2 O hamiltoniano efetivo

Seguindo as raz˜oes apresentadas na Ref. [38], derivamos, em seguida, um hamiltoniano efetivo

que governe a evoluc¸ão dos operadores de criac¸ão e aniquilac¸ão, segundo descrita pelas Eqs.

(4.10). Para este fim, uma vez que as equac¸ões de movimento s˜ao lineares, consideramos a forma

quadrática mais geral poss´ıvel para o hamiltoniano

Heff = �

∑
l,l′

∑
m,m′

∑
s,s′

[
f

(1)
ll′mm′ss′(t)a

†
lmsa

†
l′m′s′ + f

(2)
ll′mm′ss′(t)a

†
lmsal′m′s′

+f
(3)
ll′mm′ss′(t)almsa

†
l′m′s′ + f

(4)
ll′mm′ss′(t)almsal′m′s′

]
,
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que governa a evoluc¸ão dos operadores de campo segundo as equac¸ões de Heisenberg

ȧlms = (i/�) [Heff , alms] .

Comparando as equac¸ões de movimento parȧalms(t) e ȧ†
lms(t), obtidas atrav´es das equac¸ões

acima, com aquelas que seguem da Eq. (4.10), obtemos o hamiltoniano efetivoHeff(t) =

H0(t) + V (t), em que

H0(t) = �

∑
l,m,s

ωls(t)

(
a†

lmsalms +
1

2

)
, (4.11a)

V (t) = i
�

2

∑
l,m

∑
s,s′

µlss′(t)
[(

alms′ + a†
l(−m)s′

)
a†

lms − alms

(
al(−m)s′ + a†

lms′

)]
. (4.11b)

No que se segue calculamos o n´umero médio de part´ıculas criadas em um modo selecionado

através de dois m´etodos distintos: o operador densidade e os coeficientes de Bogoliubov.

4.3 Número médio de part́ıculas criadas

4.3.1 O operador densidade

Através da transformac¸ão unitária

U0(t) = exp

[
−i

∫ t

0
d τH0(τ )

]
,

podemos reescrever, na representac¸ão de interac¸ão, o hamiltoniano efetivo obtido na sec¸ão anterior

na forma

VI(t) = i
�

2

∑
l,m

∑
s,s′

µlss′(t)
[(

ãlms′(t) + ã†
l(−m)s′(t)

)
ã†

lms(t) − ãlms(t)
(
ãl(−m)s′(t) + ã†

lms′(t)
)]

.

O operador densidade dos modos do campo na cavidade, nesta representac¸ão,é dado por

ρ(t) = ρ(0) +

∞∑
n=1

(
− i

�

)n ∫ t

0
d t1

∫ t1

0
d t2 · · ·

∫ tn−1

0
d tn [VI(t1), [VI(t2), · · · [VI(tn), ρ(0)]]] ,

ondeãlms(t) = alms exp (−iΩls(t)) eΩls(t) =
∫ t

0 d t1 ωls(t1).

O número médio de part´ıculas criadas em um modo particular, rotulado pelos n´umeros quˆanticos

(l, m, s), é dado por

Nlms(t) = Tr ρ(t)a†
lmsalms.
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Para calcularmos este n´umero vamos considerar a aproximac¸ão em segunda ordem na velocidade

das paredes da cavidadeṙi(o)/c � 1. Assumindo que o estado inicial do campo seja o v´acuo

ρ(0) = |{0}〉 〈{0}| ,

um cálculo direto nos leva ao resultado

Nlms(t) � 1

4

∫ t

0
d t1

∫ t1

0
d t2

∑
m′,m′′

∑
q,q′

∑
p,p′

µlpp′(t1)µlqq′(t2)

×
{
〈{0}| alm′′qal(−m′′)q′a

†
lmsalmsa

†
l(−m′)p′a

†
lm′p |{0}〉

× exp [−i (Ωlp(t1) + Ωlp′(t1) − Ωlq(t2) − Ωlq′(t2))]

+ 〈{0}| alm′pal(−m′)p′a
†
lmsalmsa

†
l(−m′′)q′a

†
lm′′q |{0}〉

× exp [i (Ωlp(t1) + Ωlp′(t1) − Ωlq(t2) − Ωlq′(t2))]} . (4.12)

Usando o fato de que

〈{0}| alm′′qal(−m′′)q′a
†
lmsalmsa

†
l(−m′)p′a

†
lm′p |{0}〉 = δm′′,mδs,q (δm′,mδq′,p′δs,p + δ−m′,mδq′,pδs,p′)

+ δ−m′′,mδs,q′ (δm′,mδq,p′δs,p + δ−m′,mδq,pδs,p′) ,

a express˜ao (4.12) assume a forma compacta

Nlms(t) =
∑
s′

∣∣∣∣∫ t

0
d t1µl(s′s)(t1) exp [i {Ωls′(t1) + Ωls(t1)}]

∣∣∣∣2 , (4.13)

a qual, como a energia de um dado modoωls, é a mesma para qualquer valor dem.

4.3.2 Os coeficientes de Bogoliubov

Nesta sec¸ão calculamos o n´umero médio de part´ıculas criadas atrav´es dos coeficientes de Bo-

goliubov [103], definidos pelas express˜oes

alms(t) =
∞∑

q=1

αlsq(t)almq(0) +
∞∑

q=1

βlsq(t)a
†
l(−m)q(0), (4.14a)

a†
lms(t) =

∞∑
q=1

α∗
lsq(t)a

†
lmq(0) +

∞∑
q=1

β∗
lsq(t)al(−m)q(0), (4.14b)

juntamente com as condic¸ões iniciaisαlsq(0) = δs,q eβlsq(0) = 0.
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Calculando as derivadas temporais dos operadoresalms(t) e a†
lms(t) diretamente das Eqs.

(4.14), obtemos

ȧlms(t) =
∑

q

α̇lsq(t)almq(0) +
∑

q

β̇lsq(t)a
†
l(−m)q(0), (4.15a)

ȧ†
lms(t) =

∑
q

α̇∗
lsq(t)a

†
lmq(0) +

∑
q

β̇
∗
lsq(t)al(−m)q(0). (4.15b)

Substituindo as express˜oes paraalms(t) ea†
lms(t), dadas pelas Eqs. (4.14), na Eq. (4.10) obtemos

ȧlms(t) =
∑
s′,q

[−iωlsδs,s′αlsq(t) + µl[ss′]αls′q(t) + µl(ss′)β
∗
ls′q(t)

]
almq(0)

+
∑
s′,q

[−iωlsδs,s′βlsq(t) + µl[ss′]βls′q(t) + µl(ss′)α
∗
ls′q(t)

]
a†

l(−m)q(0), (4.16a)

ȧ†
lms(t) =

∑
s′,q

[
iωlsδs,s′α

∗
lsq(t) + µl[ss′]α

∗
ls′q(t) + µl(ss′)βls′q(t)

]
a†

lmq(0)

+
∑
s′,q

[
iωlsδs,s′β

∗
lsq(t) + µl[ss′]β

∗
ls′q(t) + µl(ss′)αls′q(t)

]
al(−m)q(0). (4.16b)

Igualando os termos nas express˜oes parȧalms(t) e ȧ†
lms(t) obtidas nas Eqs. (4.15) e (4.16), obte-

mos, ap´os alguma manipulac¸ão algébrica, o seguinte sistema de equac¸ões diferenciais acopladas

para os coeficientes de Bogoliubov

α̇lss′(t) = −iωls(t)αlss′(t) +
∑

q

[
µl[sq](t)αlqs′(t) + µl(sq)(t)β

∗
lqs′(t)

]
, (4.17a)

β̇lss′(t) = −iωls(t)βlss′(t)
∑

q

[
µl[sq](t)βlqs′(t) + µl(sq)(t)α

∗
lqs′(t)

]
. (4.17b)

Agora, expandimos estes coeficientes em potˆencias do acoplamentoµlss′, de maneira que

αlss′(t) = e−iΩls(t)
∞∑

λ=0

α
(λ)
lss′(t), (4.18a)

βlss′(t) = e−iΩls(t)
∞∑

λ=0

β
(λ)
lss′(t), (4.18b)

onde o fatore−iΩls(t) foi introduzido por conveniˆencia matem´atica. Substituindo as Eqs. (4.18)

nas Eqs. (4.17), obtemos as seguintes relac¸ões de recorrˆencia para os coeficientes de Bogoliubov

α
(λ)
lss′(t) =

∫ t

0
d t1 eiΩls(t1)

∑
q

[
µl[sq](t1) e−iΩlq(t1) α

(λ−1)
lqs′ (t1)

+µl(sq)(t1) eiΩlq(t1) β
(λ−1)∗
lqs′ (t1)

]
, (4.19a)

β
(λ)
lss′(t) =

∫ t

0
d t1 eiΩls(t1)

∑
q

[
µl[sq](t1) e−iΩlq(t1) β

(λ−1)
lqs′ (t1)

+µl(sq)(t1) eiΩlq(t1) α
(λ−1)∗
lqs′ (t1)

]
. (4.19b)
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Quando as condic¸ões iniciais, dadas pelos termos de ordem zeroα
(0)
lss′(t) = δs,s′ eβ

(0)
lss′(t) = 0, são

substitu´ıdas nas Eqs. (4.19b), obtemos, finalmente, a soluc¸ão em primeira ordem

β
(1)
lss′(t) =

∫ t

0
d t1 ei[Ωls(t1)+Ωls′ (t1)] µl(ss′)(t1). (4.20)

Em seguida calculamos o numero m´edio de part´ıculas criadas a partir da express˜ao

Nlms(t) = 〈{0}| a†
lms(t)alms(t) |{0}〉 =

∑
s′

∣∣βl,s,s′(t)
∣∣2 ,

onde|{0}〉 indica o estado de v´acuo inicial da cavidade et o intervalo de tempo durante o qual

as cascas estiveram em movimento. At´e segunda ordem nos coeficientes de acoplamentoµlss′, o

resultado obtido ´e

Nlms(t) �
∑

s′

∣∣∣β(1)
lss′(t)

∣∣∣2 . (4.21)

Através da substituic¸ão da Eq. (4.20) na Eq. (4.21) obtem-se exatamente o mesmo resultado

exposto na Eq. (4.13).

4.4 A criação de part́ıculas entre cascas esféricas sob oscilac¸ões
harmônicas

Nesta sec¸ão vamos assumir que ambas as cascas esf´ericas executam pequenas oscilac¸ões

harmônicas descritas por

rα(t) = rα [1 + εα sin (	t)] , α = i, o, (4.22)

sendoεα � 1 e 	 a frequência de oscilac¸ão das cascas. Substituindo a Eq. (4.22) na Eq. (4.13)

obtemos, em segunda ordem no parˆametroεα, o resultado

Nlms �
∑
s′

∣∣∣∣(exp [i (ωlss′ + 	) t] − 1

(ωlss′ + 	)
+

exp [i (ωlss′ − 	) t] − 1

(ωlss′ − 	)

)∣∣∣∣2

×
(∑

α

cα
l(ss′)rαεα	

)2

, (4.23)

onde definimos os coeficientes

cα
lss′ ≡

1

2ωls(0)

∂ωls(0)

∂rα
δss′ + (1 − δss′)

√
ωls(0)

ωls′(0)

∫ ro

ri

r2Fls′(r; 0)
∂Fls(r; 0)

∂rα
d r

+ (1 − δss′)

√
ωls(0)

ωls′(0)

∂ωls(0)

∂rα

∫ ro

ri

r2Fls′(r; 0)
∂Fls(r; 0)

∂ωls(0)
d r, (4.24)
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além das frequˆenciasωlss′ ≡ ωls(0) + ωls′(0). A partir da Eq. (4.23) podemos observar a

ocorrência de ressonˆancias quando	 = ωlss′. Fora destas condic¸ões, o n´umero de part´ıculas

criadasé uma func¸ão oscilatória do tempo. Portanto, para um dado modo(l, s), o número médio

de part´ıculas criadas nas′-ésima ressonˆanciaé dado por

lim
�→ωlss′

Nlms(t) �
(∑

α

cα
l(ss′)rαεα	t

)2

. (4.25)

Desta express˜ao podemos observar que o n´umero de part´ıculas cresce quadraticamente com o

tempo.

Paral = 0 a equac¸ão transcendental (4.8) apresenta uma soluc¸ão anal´ıtica

ω0s(t) = sω01(t) =
sπc

r0(t) − ri(t)
,

relacionando os raios das cascas com as frequˆencias instantˆaneas do modos, implicando na

condiç̃ao de ressonˆancia	 = (s + s′) ω01(0).

Os coeficientes (4.24) reduzem-se `a forma

ci
0(ss′) = − (−1)s+s′ co

0(ss′) =

√
ss′

s + s′
1

ro − ri
,

e o número médio de part´ıculas criadas ´e dado pela express˜ao

lim
�→ω0ss′

N0ms(t) �
(

ss′

(s + s′)2

)(
εoro − (−1)s+s′ εiri

ro − ri

)2

(	t)2 . (4.26)

Note que, uma vez que o limite inferior dero − ri é |roεo| + |riεi|, o máximo valor do segundo

fator no lado direito da Eq. (4.26) ´e 1. Este resultado est´a em concordˆancia com o fato de que o

efeito Casimiré mais pronunciado para pequenas distˆancias entre as cascas. Al´em disso, podemos

observar que as velocidades efetivas	εoro − (−1)s+s′ 	εiri = vo − (−1)s+s′ vi desempenham

um importante papel no processo de criac¸ão de part´ıculas, compat´ıvel com os resultados obtidos

para a geometria plana [31, 104].

Para o casol �= 0, as ressonˆancias s˜ao deslocadas para valores n˜ao inteiros da raz˜ao	/ω01(0),

uma vez que as autofrequˆenciasωls deixam de ser equidistantes, como podemos constatar a partir

da Fig. 4.1. Neste caso, a Eq. (4.8) n˜ao apresenta uma soluc¸ão anal´ıtica e, portanto, n˜ao podemos

escrever uma express˜ao fechada simples para os coeficientescα
lss′, como fizemos para o casol = 0.

Na Fig. 4.2 mostra-se o gr´afico de(ro − ri) |cα
lss′| como funç̃ao da raz˜ao ro/ri. Como podemos

observar, os casosl = 0 e l �= 0 exibem o mesmo comportamento, isto ´e, conforme a distˆancia
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entre as cascas diminui, os coeficientes|cα
lss′| aumentam. Por outro lado, quandol �= 0, caso

em queci
l(ss′) �= −(−1)s+s′co

l(ss′), as velocidades efetivasvo − (−1)s+s′ vi não exibem um papel

evidente na amplitude dos coeficientescα
l(ss′). Este fato mostra que a diferenc¸a qualitativa entre

as geometrias plana e esf´erica aparecem, essencialmente, paral �= 0, como evidenciado pela Fig.

4.1.

Sob a lei de movimento dada pela Eq. (4.22) vamos agora analisar o n´umero médio de

partı́culas criadas para os quatro casos mencionados na introduc¸ão: quando (a) somente a casca

interna oscila (εi = ε e εo = 0); (b) somente a casca externa oscila (εi = 0 e εo = ε); (c) ambas as

cascas oscilam em fase (εi = εo = ε); e (d) ambas as cascas oscilam fora de fase (εi = −εo = ε).

Na Fig. 4.3 apresentamos um gr´afico da raz˜aoNlms(t)/(ε	t)2 contra	/ω01(0), para os quatro

casos, na condic¸ão de ressonˆancia exata (	 = ωlss′), considerando alguns poucos valores del es.

Podemos notar que a ressonˆancia principal, que maximizaNlms(t), ocorre quando	 = 2sωlss(0)

(s′ = s) nos casos (a), (b) e (c), como esperado. Entretanto, no caso (d), esta ressonˆancia pode ser

deslocada para o valors′ = s + 1, dependendo da raz˜aoro/ri que, paral = 0, torna-se∣∣∣∣vo + vi

vo − vi

∣∣∣∣ >
√

1 +
1

4s (s + 1)
.

Este resultado segue diretamente da Eq. (4.26). Note que o caso onde somente a casca externa

oscila produz um n´umero maior de part´ıculas que aquele no qual somente a casca interna oscila.

Este fato pode ser diretamente observado da Eq. (4.25) sob a suposic¸ão de que somente uma

das cascas oscila, onde verificamos queNlms(t) é proporcional `a velocidade da casca oscilante.

Podemos tamb´em observar da Fig. 4.3 que, conformel aumenta, o n´umero de part´ıculas criadas

neste modo diminui. Este resultado ´e esperado, uma vez que a energia de um dado modo cresce

coml. Por outro lado, para os casos (c) e (d) podemos ter um n´umero maior ou menor de part´ıculas

criadas na cavidade, a depender da escolha da condic¸ão de ressonˆancia: ses + s′ é um número

par, o caso (c) ir´a apresentar um n´umero menor de part´ıculas criadas que todos os demais casos,

enquanto que o caso (d) ir´a apresentar o maior n´umero de part´ıculas dentre os quatro casos. Se

s + s′ é um número ´ımpar, a situac¸ão inversa ir´a ocorrer.

Na Eq. (4.25) podemos tamb´em observar que n˜ao haver´a criaç̃ao de part´ıculas, mesmo na

condiç̃ao de ressonˆancia, quando a seguinte relac¸ão for satisfeita

ro

ri
= − εic

i
l(ss′)

εoco
l(ss′)

> 1.
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Paral = 0, esta relac¸ão reduz-se `a forma simplificada

ro

ri
=

εi

εo
(−1)s+s′ > 1,

mostrando que, ses + s′ é um número par (´ımpar) eεi/εo > 0 (< 0), esta condic¸ão não será

satisfeita, de forma que sempre teremos part´ıculas criadas dentro da cavidade.

4.5 Conclus̃oes

Neste cap´ıtulo consideramos um sistema consistindo de duas cascas esferas concˆentricas em

movimento e analisamos o n´umero de part´ıculas criadas pelo ECD para um campo escalar n˜ao

massivo confinado na cavidade entre as cascas, consideradas refletoras ideais. Obtivemos uma

express˜ao para o n´umero de part´ıculas criadas, v´alida para qualquer lei de movimento das cascas

esféricas, atrav´es de dois m´etodos distintos: o operador densidade do sistema e os coeficientes de

Bogoliubov.

A express˜ao geral obtida foi aplicada ao caso de um movimento oscilat´orio das cascas, associ-

ados aos chamadosbreathing modes. Neste caso identificamos as condic¸ões de ressonˆancia onde

o número de part´ıculas criadas ´e mais significativo e, analisando estas ressonˆancias, notamos que

as diferenc¸as qualitativas entre as geometrias plana e esf´erica surgem quando consideramos o caso

l �= 0. Foram estudados quatro diferentes casos dosbreathing modes: quando somente a casca (a)

interna ou (b) a externa oscilam, bem como quando ambas as cascas oscilam (c) em fase ou (d)

fora de fase.

Al ém de revelar caracter´ısticas interessantes do efeito Casimir est´atico, a geometria esf´erica

pode desempenhar um papel importante na compreens˜ao dos fenˆomenos da sonoluminescˆencia e

da criaç̃ao de part´ıculas na expans˜ao do universo. Portanto, acreditamos que o presente estudo

contribui para aumentar as perspectivas no assunto do ECD, que recebe crescente atenc¸ão tanto da

fı́sica teórica quanto da experimental.
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Figura 4.1: Mapa das soluc¸ões da equac¸ão transcendental (4.8). As cores correspondem a difer-
entes valores do parˆametrol: as linhas pretas s˜ao paral = 0, as vermelhas paral = 1 e, paral = 2,
as azuis. As linhas s´olida, tracejada e pontilhada correspondem aos casoss = 1, s = 2 e s = 3,
respectivamente.
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1 2

ro/ri

0.4

0.5

(r
o
−

r i
)
∣ ∣ cα l1

s′
∣ ∣

Figura 4.2: Gr´afico de(ro − ri)|cα
l1s′| contra a raz˜aoro/ri. As linhas s´olida e tracejada correspon-

dem aos valoress′ = 1 e s′ = 2, respectivamente. A linha preta corresponde ao casol = 0 e
α = i,o. As linhas azul e vermelha s˜ao paraα = i eα = o, respectivamente, ambas coml = 1.



4.5 Conclus̃oes 64

� � � � � � � �

��
��

��
��

�� �� �� ��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

� � � � � � �

��
�� �� �� �� �� ��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

� � � � � � � �

��
��

��
��

�� �� �� ��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

0 5 10

	/ω01(0)

00

1

2

3

4

5

6

N
0,

m
,1
/(

ε	
t)

2

00

1

2

3

4

5

6

N
0,

m
,2
/(

ε	
t)

2

0

1

2

3

4

5

6

N
1,

m
,1
/(

ε	
t)

2

�� caso d

�� caso c

�� caso b

� caso a

Figura 4.3: Gr´afico deNlms(t)/(ε	t)2 contra	/ω01(0), na condic¸ão de ressonˆancia exata, para
os casos (a), (b), (c), e (d) para alguns valores del e s. Nós ajustamosro = 2ri.
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Caṕıtulo 5

Influ ência do campo gravitacional sobre o
ECD

5.1 Introdução

Desde o trabalho de Casimir [22] sabe-se que as flutuac¸ões da energia de ponto zero de um

campo quˆantico, confinado em um volume finito do espac¸o, exercem press˜ao de radiac¸ão sobre

as fronteiras que confinam este campo [26]. De fato, n˜ao se requer que estas fronteiras sejam

materiais, como as placas met´alicas utilizadas no trabalho original de Casimir. Qualquer potencial

clássico que possa perturbar o v´acuo quântico, alterando a estrutura dos modos deste campo,

induz o efeito Casimir. No caso do campo eletromagn´etico em uma cavidade de Fabri-Perrot

perfeitamente condutora, este efeito ´e respons´avel pelo surgimento de uma forc¸a atrativa entre os

espelhos. Esta forc¸a foi experimentalmente confirmada por Lamoreaux [24] em 1997 e, um ano

mais tarde, por Mohideen e Roy [25, 40, 41]. Diferentemente do trabalho original de Casimir, que

trata o campo eletromagn´etico, diversos trabalhos abordaram outros campos, como por exemplo

o campo fermiˆonico [105] ou o campo de Dirac [98], sendo este ´ultimo aplicado ao estudo do

problema do confinamento dos quarks.

Esforços significativos tˆem sido despendidos no sentido de se estudar o efeito Casimir em

espac¸os-tempo curvos. A ac¸ão de um campo gravitacional fraco e est´atico sobre o campo escalar

não massivo, confinado entre duas placas met´alicas, foi considerado na Ref. [106]. Verificou-se

que a interac¸ão gravitacional causa uma pequena reduc¸ão na energia de Casimir, o que leva a uma

correspondente reduc¸ão na intensidade da forc¸a de atrac¸ão entre as placas. Na Ref. [107] calculou-

se a forc¸a que atua em uma cavidade r´ıgida1 de Casimir, posicionada em um campo gravitacional

1A palavrar ı́gida aqui empregada significa que as dimens˜oes da cavidade n˜ao são alteradas pela presenc¸a do



5.1 Introdução 66

fraco; verificou-se que a forc¸a lı́quida tem a direc¸ão oposta `aquela da acelerac¸ão da gravidade. Um

experimento para se testar os efeitos da curvatura gravitacional na energia do v´acuo foi tamb´em

proposto na Ref. [107]. Recentemente, estudando o caso do campo eletromagn´etico confinado

em uma cavidade sob a ac¸ão de um campo gravitacional fraco e est´atico, Fullinget al. [108]

descobriram que a energia de Casimir acopla-se com a gravidade exatamente como predito pelo

princı́pio da equivalˆencia, o que implica que os f´otons virtuais seguem geod´esicas [109].

Quando as fronteiras ou, equivalentemente, os potenciais cl´assicos que confinam o campo ap-

resentam uma dependˆencia temporal, a contrapartida dinˆamica do efeito Casimir ocorre, revelando

o interessante fenˆomeno da criac¸ão de part´ıculas a partir do v´acuo. Como dito anteriormente, ape-

sar de todos os esforc¸os [46, 49], este efeito ainda n˜ao foi observado experimentalmente.

O problema da expans˜ao do universo exibe similaridades com o ECD e interessantes avanc¸os

foram obtidos neste contexto [84, 85, 86]. L. Parker [84] mostrou em 1969 que, em um uni-

verso em expans˜ao, part´ıculas são criadas a partir do v´acuo. Neste mesmo trabalho (como j´a

mencionado no cap´ıtulo anterior), verificou-se que a presenc¸a inicial de bósons tende a aumentar

o número de b´osons criados, com o processo oposto ocorrendo para f´ermions. Trabalhando em

um modelo de branas para o universo, Durrer [110] mostrou que gr´avitons são formados a par-

tir do vácuo; Davies [111], estudando o sistema de coordenadas de Rindler em um espac¸o-tempo

plano, verificou que um observador dotado de uma acelerac¸ão uniforme deveria ver uma superf´ıcie

fixa irradiar energia. A id´eia da criac¸ão de part´ıculas devido a ac¸ão de um campo gravitacional

não estático foi discutida pela primeira vez por Schr¨odinger [112] e, mais tarde, por DeWitt [74]

e Imamura [113]; entretanto, o primeiro a fornecer um tratamento rigoroso deste problema foi

Parker [84].É também interessante mencionar uma analogia do fenˆomeno de criac¸ão de part´ıculas

em modelos cosmol´ogicos em armadilhas iˆonicas, recentemente apresentada na Ref. [114]. En-

quanto grávitons, mesons-π, prótons e el´etrons s˜ao formados a partir do v´acuo devido a ac¸ão do

campo gravitacional, uma cadeia de ´ıons confinada por um potencial que depende do tempo leva

à formaç̃ao de fônons.

Neste cap´ıtulo estudamos a ac¸ão do campo gravitacional sobre o ECD. Consideramos um

campo escalar n˜ao massivo confinado em uma cavidade cub´oide rı́gida localizada em um campo

gravitacional descrito por uma m´etrica est´atica. Esta restric¸ão implica no fato de que a fonte do

campo gravitacional n˜ao apresenta movimento de rotac¸ão. Um dos espelhos da cavidade encontra-

campo gravitacional.
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se em movimento descrito pela leia(t) = a0 [1 + εf(t)], enquanto os demais espelhos s˜ao manti-

dos fixos;f(t) é uma func¸ão arbitrária eε um pequeno parˆametro de maneira tal queε |f(t)| << 1.

A restriç̃aoε |f(t)| << 1 impõe que a variac¸ão do comprimento da cavidade na direc¸ão do campo

gravitacional seja muito menor que o seu comprimento pr´oprio.

O presente cap´ıtulo é organizado da seguinte maneira. A Sec. 5.2 ´e dedicada a quantizac¸ão

do campo escalar no interior da cavidade. Na Sec. 5.3 calcula-se o n´umero médio de part´ıculas

criadas na cavidade atrav´es dos coeficientes de Bogoliubov [103]. Na Sec. 5.4 aplicamos nosso

resultado geral para o caso de um espelho em movimento oscilat´orio, considerando um campo

gravitacional fraco descrito pela m´etrica de Schwarzschild. Nossas conclus˜oes são apresentadas

na Sec. 5.5. Neste cap´ıtulo vamos adotar o sistema de unidades naturais, de maneira quec = G =

� = 1. A assinatura da m´etricaé (−, +, +, +).

5.2 Quantizaç̃ao do campo escalar ñao massivo

Consideremos um campo escalar n˜ao massivo confinado no interior de uma cavidade cub´oide

rı́gida situada em uma regi˜ao do espac¸o onde existe um campo gravitacional descrito por uma

métrica est´atica e diagonalgµν , com determinanteg. Condiç̃oes de contorno de Dirichlet s˜ao

impostas ao campo sobre todos os espelhos planos da cavidade, o que inclui o espelho em movi-

mento. Assumindo que o campo escalarφ esteja inicialmente no v´acuo (condic¸ão em que o escalar

de curvatura ´e nulo) a equac¸ão de movimento que rege sua evoluc¸ãoé dada por [115]

∂ν

(√−ggµν∂µφ
)

= 0. (5.1)

A densidade lagrangeana que gera esta equac¸ão de movimento tem a forma

L =
1

2

√−ggµν∂µφ∂νφ,

e o momento canonicamente conjugado ao campo escalar ´e definido pela relac¸ão

π = −√−gg00∂0φ. (5.2)

Introduzimos agora o sistema de referˆencia(x, y, z) com origem no espelho est´atico local-

izado emz = 0, e com−ẑ denotando a direc¸ão da acelerac¸ão da gravidade. O espelho m´ovel

localiza-se emz = a(t). Para prosseguir com o processo de quantizac¸ãoé conveniente expandir o
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campo escalar em um conjunto completo e ortonormal de modos instantˆaneos{uk(x; t)} de aut-

ofrequênciasωk(t), ondek = (kx, ky, kz) denota o vetor de onda associado. Escrevemos ent˜ao o

campo escalar e seu momento canonicamente conjugado na forma

φ(x, t) =
∑
k

√
1

2ωk (t)
[ck(t) + c∗k(t)] uk(x; t), (5.3)

π(x, t) = i
√−gg00

∑
k

√
ωk (t)

2
[ck(t) − c∗k(t)] uk(x; t), (5.4)

ondeck(t) e c∗k(t) são coeficientes complexos dependentes do tempo ex = (x, y, z). Observa-

mos que a dependˆencia temporal dos modos instantˆaneos, bem como das correspondentes aut-

ofrequências, ´e inteiramente devida ao fato de que um dos espelhos encontra-se em movimento

[38, 81]. Como estamos tratando de uma cavidade cub´oide fechada, assumimos que os modos

uk(x; t) são funç̃oes reais que obedecem a seguinte equac¸ão diferencial[−√−gg00ω2
k + ∂i

√−ggij∂j

]
uk(x; t) = 0, (5.5)

juntamente com a condic¸ão de normalizac¸ão

−
∫
V(t)

d
3 x

√−gg00uk′(x; t)uk(x; t) = δkk′, (5.6)

onde (daqui em diante)i, j = x, y, z. Note que a integrac¸ão é efetuada sobre todo o volume

instantâneo da cavidadeV(t). Conforme dito acima, impomos que os modos satisfac¸am condic¸ões

de Dirichlet sobre todos os espelhos.

A quantizac¸ão é realizada de maneira canˆonica, construindo-se um operador de campoΦ as-

sociado aφ por meio da promoc¸ão dos coeficientes complexosck e c∗k a operadoresak e a†
k,

respectivamente, e da imposic¸ão das seguintes relac¸ões de comutac¸ão a tempos iguais

[Φ(x; t), Π(x′; t)] = iδ(x − x′), (5.7a)

[Π(x; t), Π(x′; t)] = [Φ(x; t), Φ(x′; t)] = 0, (5.7b)

ondeΠ é o operador de campo associado aπ. Como consequˆencia das Eqs. (5.6) e (5.7), os

operadoresak ea†
k satisfazem as seguintes relac¸ões de comutac¸ão[

ak(t), a†
k′(t)

]
= δkk′ , (5.8a)

[ak(t), ak′(t)] =
[
a†
k(t), a

†
k′(t)

]
= 0, (5.8b)

que se constituem nas relac¸ões usuais para os operadores bosˆonicos de aniquilac¸ão e criac¸ão.

Com a definic¸ão destes operadores podemos calcular o n´umero de part´ıculas criadas no interior da

cavidade pelo ECD, o que ´e feito na próxima sec¸ão.
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5.3 Número médio de part́ıculas criadas

Nesta sec¸ão calculamos o n´umero médio de part´ıculas criadas no interior da cavidade pelo

ECD, através dos coeficientes de Bogoliubovαkk′(t) eβkk′(t), definidos pelas equac¸ões

ak(t) =
∑
k′

[
αkk′(t)ak′(t0) + βkk′(t)a†

k′(t0)
]

, (5.9a)

a†
k(t) =

∑
k′

[
α∗

kk′(t)a†
k′(t0) + β∗

kk′(t)ak′(t0)
]

, (5.9b)

que relacionam os operadores de aniquilac¸ão e criac¸ão no tempot, quando o espelho volta ao

repouso, com aqueles no tempot = t0, quando o espelho inicia seu movimento. Nossa estrat´egia

é encontrar, com a ajuda das Eqs. (5.3) e (5.4), um conjunto de equac¸ões diferenciais para os oper-

adoresak ea†
k. A comparac¸ão destas equac¸ões com o conjunto equivalente obtido diretamente da

derivada temporal das Eqs. (5.9), permite-nos escrever um conjunto de equac¸ões diferenciais para

os coeficientes de Bogoliubov. Expandindo estas equac¸ões em uma s´erie de potˆencias em termos

do pequeno parˆametroε, podemos encontrar relac¸ões de recorrˆencia para ambos os coeficientes,

αkk′(t) eβkk′(t), que nos fornecem a soluc¸ão para estes coeficientes em qualquer ordem.

Com a ajuda da Eq. (5.6), um c´alculo direto, a partir das vers˜oes quânticas das Eqs. (5.3) e

(5.4), resulta nas relac¸ões

ak(t) = −
√

ωk (t)

2

∫
V(t)

d
3 x

√−gg00uk(x; t)Φ(x; t)

+ i

√
1

2ωk (t)

∫
V(t)

d
3 xuk(x; t)Π(x; t), (5.10a)

a†
k(t) = −

√
ωk (t)

2

∫
V(t)

d
3 x

√−gg00uk(x; t)Φ(x; t)

− i

√
1

2ωk (t)

∫
V(t)

d
3 xuk(x; t)Π(x; t). (5.10b)

Derivando estas relac¸ões com respeito ao tempo, obtemos o conjunto de equac¸ões diferenciais

para os operadoresak e a†
k mencionado acima, como func¸ões deuk, Φ, e Π, bem como de suas

derivadas temporais. Usando ent˜ao as relac¸ões (5.1), (5.2) e (5.5), obtemos

ȧk(t) = −iωkak(t) +
∑
k′

{
G[kk′](t)ak′(t) + G(kk′)(t)a

†
k′(t)

}
,

ȧ†
k(t) = iωka

†
k(t) +

∑
k′

{
G[kk′](t)a

†
k′(t) + G(kk′)(t)ak′(t)

}
, (5.11)
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onde definimos as partes anti-sim´etricaG[kk′] = −G[k′k] e simétricaG(kk′) = G(k′k) dos coefi-

cientes de acoplamento

Gkk′(t) =
1

2

ω̇k

ωk
δkk′ +

√
ωk

ωk′

∫
V(t)

d
3 x

√−gg00u̇k′(x; t)uk(x; t). (5.12)

O conjunto equivalente de equac¸ões para os operadoresak e a†
k, que segue diretamente da

derivada temporal das transformac¸ões (5.9), ´e simplesmente dado por

ȧk(t) =
∑
k′

[
α̇kk′(t)ak′(t0) + β̇kk′(t)a†

k′(t0)
]

, (5.13a)

ȧ†
k(t) =

∑
k′

[
α̇∗

kk′(t)a
†
k′(t0) + β̇

∗
kk′(t)ak′(t0)

]
. (5.13b)

Substituindo as relac¸ões (5.9) nas Eqs. (5.11), e comparando o resultado com as Eqs. (5.13),

obtemos o conjunto de equac¸ões diferenciais desejado para os coeficientes de Bogoliubov

α̇kk′(t) = −iωkαkk′(t) +
∑
k′′

{
G[kk′′](t)αk′′k′(t) + G(kk′′)(t)β

∗
k′′k′(t)

}
,

β̇kk′(t) = −iωkβkk′(t) +
∑
k′′

{
G[kk′′](t)βk′′k′(t) + G(kk′′)(t)α

∗
k′′k′(t)

}
.

Por conveniˆencia matem´atica introduzimos os novos coeficientes

α̃kk′ = eiΘk αkk′,

β̃kk′ = eiΘk βkk′,

que nos levam ao seguinte conjunto simplificado de equac¸ões

d α̃kk′

d t
=
∑
k′′

[
G[kk′′] e

i[Θk−Θk′′ ] α̃k′′k′ + G(kk′′) ei[Θk+Θk′′ ] β̃
∗
k′′k′

]
, (5.14a)

d β̃kk′

d t
=
∑
k′′

[
G[kk′′] e

i[Θk−Θk′′ ] β̃k′′k′ + G(kk′′) ei[Θk+Θk′′ ] α̃∗
k′′k′

]
, (5.14b)

onde definimosΘk(t) =
∫ t

t0
ωk(τ) d τ . Por razões de notac¸ão, omitimos a dependˆencia temporal

explı́cita de todos os parˆametros. Para encontrar as soluc¸ões das Eqs. (5.14), expandimos os

coeficientes de Bogoliubov em uma s´erie de potˆencias deε, escrevendo

α̃kk′ =

∞∑
λ=0

ελ 1

λ!
lim
ε→0

∂λα̃kk′

∂ελ
=

∞∑
λ=0

ελα̃
(λ)

kk′, (5.15a)

β̃kk′ =
∞∑

λ=0

ελβ̃
(λ)

kk′ . (5.15b)
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Como os coeficientesGkk′ eΘk também dependem deε [através dea (t)], devem ser expandidos

para que possamos comparar termos com a mesma ordem emε nas Eqs. (5.14), de maneira que

G(kk′) ei[Θk+Θk′ ] =

∞∑
λ=1

ελΛ
(λ)

kk′ , (5.16a)

G[kk′] e
i[Θk−Θk′ ] =

∞∑
λ=1

ελΞ
(λ)

kk′. (5.16b)

As somas presentes nas expans˜oes acima iniciam-se comλ = 1 devido ao fato de que os coefi-

cientesGkk′ são proporcionais ȧa e, consequentemente, suas contribuic¸ões mais baixas s˜ao de

primeira ordem, como esperado.

Substituindo as Eqs. (5.15) e (5.16) na Eq. (5.14) e comparando termos de mesma ordem emε,

podemos encontrar, com a ajuda das condic¸ões iniciais̃α(0)

kk′(0) = δkk′ e β̃
(0)

kk′(0) = 0, as seguintes

relaç̃oes de recorrˆencia

α̃
(λ)

kk′(t) =
∑
k′′

λ−1∑
λ′=0

∫ t

t0

d τ
{

Ξ
(λ−λ′)
kk′′ (τ)α̃

(λ′)
k′′k′(τ)

+Λ
(λ−λ′)
kk′′ (τ)β̃

(λ′)∗
k′′k′ (τ )

}
, (5.17a)

β̃
(λ)

kk′(t) =
∑
k′′

λ−1∑
λ′=0

∫ t

t0

d τ
{

Ξ
(λ−λ′)
kk′′ (τ)β̃

(λ′)
k′′k′(τ)

+Λ
(λ−λ′)
kk′′ (τ)α̃

(λ′)∗
k′′k′ (τ )

}
, (5.17b)

que fornecem os coeficientes de Bogoliubov em qualquer ordem no parˆametroε e, consequente-

mente, o n´umero médio de part´ıculas criadas no interior da cavidade. Assumindo que o campo es-

calar esteja inicialmente no estado de v´acuo|{0k}〉 =
∏

k |0k〉, definido pela relac¸ãoak(t0) |{0k}〉 =

0, o número médio de part´ıculas criadas no modok, calculado atrav´es das Eqs. (5.9), ´e dado por

Nk(t) = 〈{0k′}| a†
k(t)ak(t) |{0k′}〉

=
∑
k′

|βkk′(t)|2 =
∑
k′

∣∣∣β̃kk′(t)
∣∣∣2 . (5.18)

Na próxima sec¸ão aplicamos este resultado para o caso particular de um movimento oscilat´orio

do espelho, considerando a m´etrica de Schwarzschild.
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5.4 Movimento oscilat́orio do espelho

Consideremos uma cavidade com dimens˜oesa0 × a0 × a(t), coma(t) especificado por uma

lei de movimento senoidal

a(t) = a0 [1 + ε sin(	t)] ,

onde	 é a frequência de oscilac¸ão do espelho eε � 1. Assumimos que a cavidade localiza-se

a uma distˆanciaR do centro da fonte de um campo gravitacional gerado por uma distribuic¸ão

esférica com massaM . Portanto, o campo gravitacional ´e descrito pela m´etrica de Schwarzschild

que, em coordenadas isotr´opicas e no limite de campo fracoM/r � 1 (onder representa a

coordenada radial) [109], ´e escrita como

ds2 = −
(

1 − 2
M

r

)
dt2 +

(
1 + 2

M

r

)
dr2. (5.19)

Sob as condic¸ões realistas de que as dimens˜oes da cavidade s˜ao desprez´ıveis quando com-

paradas com as dimens˜oes da fonte do campo gravitacional, isto ´e,a0 � R, podemos expandir o

elemento de linha (5.19) sobre uma pequena distˆanciaz em torno deR, na direç̃ao radial, obtendo

[106, 108]
M

r
� χ − γz, (5.20)

ondeχ = M/R e γ = M/R2 é a acelerac¸ão da gravidade. Com esta expans˜ao, o elemento de

linha (5.19) pode ser reescrito como

ds2 = − (1 − 2χ + 2γz) dt2 + (1 + 2χ − 2γz) dr2. (5.21)

Em seguida, vamos considerar apenas a aproximac¸ão de primeira ordem, em queγ = 0. A

aproximac¸ão de segunda ordem ser´a considerada na subsec¸ão seguinte.

5.4.1 Aproximaç̃ao de primeira ordem: campo gravitacional constante

Considerando a aproximac¸ão de primeira ordem na expans˜ao (5.20), isto ´e,γ = 0, os modos

instantâneos — que satisfazem as Eqs. (5.5) e (5.6), bem como as condic¸ões de contorno de

Dirichlet sobre os espelho — s˜ao dados por

uk(x; t) =
2 (1 − 2χ)

a0
sin [kx(0)x] sin [ky(0)y]

√
2

a(t)
sin [kz(t)z] , (5.22)
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ondeni indica inteiros positivos eki(t) = (niπ) /a(t). As autofrequˆencias correspondentes s˜ao

ωk(t) = (1 − 2χ)
√

k2
x(0) + k2

y(0) + k2
z(t). (5.23)

Como estamos assumindoε � 1, vamos calcular o n´umero médio de part´ıculas criadas at´e

segunda ordem nesse parˆametro, que corresponde `a primeira contribuic¸ão não nula. Isto implica,

como pode ser visto da Eq. (5.18), que os coeficientesβ̃kk′ devem ser calculados at´e primeira

ordem emε, resultando em

Nk(t) � ε2
∑
k′

∣∣∣β̃(1)

kk′(t)
∣∣∣2 = ε2

∑
k′

∣∣∣∣∫ t

t0

d τΛ
(1)

kk′(τ )

∣∣∣∣2 , (5.24)

onde usamos as Eqs. (5.17). Definindon2 = n2
x + n2

y + n2
z, a aproximac¸ão de primeira ordem dos

coeficientes de acoplamentoGkk′(t), na Eq. (5.16a), resulta em

Λ
(1)

kk′(t) = δnx,n′
x
δny,n′

y
	 cos(	t) eiωn,n′ t

{
−δnz,n′

z

n2
z

2n2

+(1 − δnz ,n′
z
)(−1)nz+n′

z
nzn

′
z

n′2
z − n2

z

n − n′
√

n n′

}
,

onde definimos as frequˆencias

ωn,n′ = δnx,n′
x
δny,n′

y
(1 − 2χ)

π

a0

(n + n′) .

Substituindo as express˜oes paraΛ(1)

kk′(t) e ωn,n′ na Eq. (5.24), obtemos para o n´umero médio de

partı́culas criadas em um modo selecionadok a express˜ao

Nk =
1

4

∑
n′

ε2	2t2Cn,n′ |fn,n′(	, t)|2 ,

onde os coeficientes constantes de acoplamentoCn,n′ são dados por

Cn,n′ = δnx,n′
x
δny ,n′

y

{
1

4
δnz ,n′

z

(
n2

z

n2

)2

+ (1 − δnz ,n′
z
)

n2
zn

2′
z

(n′2
z − n2

z)
2

(n− n′)2

n n′

}
,

e as func¸õesfn,n′, dependentes do tempo, tˆem a forma

fn,n′(	, t) = δnx,n′
x
δny ,n′

y

{
exp [i (ωn,n′ − 	) t] − 1

(ωn,n′ − 	) t
+

exp [i (ωn,n′ + 	) t] − 1

(ωn,n′ + 	) t

}
. (5.25)

Como podemos ver a partir da Eq. (5.25),Nk é uma func¸ão que oscila no tempo, exceto quando

ao menos uma das condic¸ões de ressonˆancia	 = ωn,n′ é satisfeita. (Note que o segundo termo

no lado direito da Eq. (5.25), fortemente oscilante, pode ser desprezado na aproximac¸ão de ondas
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girantes.) Portanto, sob a condic¸ão de ressonˆancia, o n´umero médio de part´ıculas criadas ´e uma

função que cresce quadraticamente com o tempo, dada por

lim
�→ωn,n′

Nk � 1

4
Cn,n′ (εωn,n′t)2 .

Lembramos quer e t são apenas coordenadas, prescindindo de um significado f´ısico direto. [106,

108]. Para obtermos uma quantidade mensur´avel temos que reescrever este resultado em termos

do tempo e do comprimento pr´oprio, definidos no caso est´atico, comotp =
∫

dt
√−g00 e ap =∫

dz
√

gzz, respectivamente. Sob estas considerac¸ões, obtemos a quantidade

ωn,n′t = δnx,n′
x
δny,n′

y

π

ap

(n + n′) tp, (5.26)

resultando, sob a condic¸ão de ressonˆancia, no n´umero médio de part´ıculas criadas devido ao ECD

[45]

lim
�→ωn,n′

Nk � δnx,n′
x
δny,n′

y
Cn,n′

(
επ

2ap
(n + n′) tp

)2

.

Este resultado, em primeira ordem, mostra que um campo gravitacional constante n˜ao modifica

o número médio de part´ıculas criadas no interior da cavidade devido ao ECD (note que os co-

eficientesCn,n′ são independentes det ou a0). O fato de que um campo constante n˜ao altera a

energia de Casimir no caso est´atico [106, 108]é uma consequˆencia do fato de que as grandezas

fı́sicas independem da origem do sistema de coordenadas. Portanto, qualquer contribuic¸ão do

campo gravitacional para o n´umero de part´ıculas criadas decorre, de aproximac¸ão, no m´ınimo,

de segunda ordem, onde a m´etrica passa a apresentar uma dependˆencia espacial. Em seguida

calculamos a correc¸ão de segunda ordem para o n´umero de part´ıculas criadas

5.4.2 Aproximaç̃ao de segunda ordem

Nesta sec¸ão, considerando a m´etrica descrita pela Eq. (5.21), procuramos por soluc¸ões para os

modos na forma

uk(x; t) =
2

a0
sin [kx(0)x] sin [ky(0)y] ξk(z; t). (5.27)

Substituindo este ansatz na Eq. (5.5), obtemos paraξk a equac¸ão diferencial para

∂2
zξk − 4γω2

kzξk = −Ω2
kξk, (5.28)

onde definimosΩ2
k = ω2

k (1 + 4χ) − (nxπ/a0)
2 − (nyπ/a0)

2.
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Seguindo o procedimento exposto na Ref. [106], ´e conveniente realizar a transformac¸ão de

variáveis

vk(z) =

(
Ω2

k

4γω2
k

− z

)(
4γω2

k

)1/3
, (5.29)

que levaà equac¸ão diferencial de Airy

∂2
vξk(vk) + vξk(vk) = 0,

cujas soluc¸ões podem ser escritas em termos de uma combinac¸ão linear das func¸ões de Bessel do

primeiro tipo

ξk(vk) =
√

vk

[
AkJ1/3

(
2

3
v

3/2
k

)
+ BkJ−1/3

(
2

3
v

3/2
k

)]
.

aplicando as condic¸ões de contorno e notando, a partir da Eq. (5.29), quevk(z, t) >> 1 para todos

os valores det, obtemos a soluc¸ão aproximada [106]

ξk(vk) � Nkv
−1/4
k (z) sin

(
2

3
v

3/2
k (z) − 2

3
v

3/2
k (0)

)
, (5.30)

com o fator de normalizac¸ãoNk fixado pela Eq. (5.6), e a expressão

ωk(t) � [1 − 2χ + γa(t)]
√

k2
x(0) + k2

y(0) + k2
z(t), (5.31)

corroborando o resultado da aproximac¸ão de primeira ordem paraωk(t).

Portanto, calculando os coeficientesΛ
(1)

kk′ através dos modos instantˆaneos dados pelas Eqs.

(5.27) e (5.30), obtemos, finalmente, a correc¸ão de segunda ordem para o n´umero médio de

partı́culas criadas no modo selecionadok:

Nk =
1

4

∑
n′

ε2	2t2C(2)
n,n′ |fn,n′(	, t)|2 ,

onde a func¸ãofn,n′ é definida pela Eq. (5.25), mas com as frequˆenciasωn,n′, obtidas a partir da

Eq. (5.31),dadas pela relac¸ão

ωn,n′ = δnx,n′
x
δny ,n′

y
(1 − 2χ + γa0)

π

a0

(n + n′) .

A express˜ao geral para os coeficientesC(2)
n,n′ (válida para qualquer valor da frequˆencia	 de

oscilaç̃ao do espelho), pode ser calculada diretamente a partir das Eqs. (5.27) e (5.30). Con-

tudo, para contornar a forma complexa de sua express˜ao geral, vamos ent˜ao considerar um caso
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particular de especial interesse, aquele que maximiza o n´umero de part´ıculas criadas no modo se-

lecionadok. Este caso corresponde ao processo de amplificac¸ão param´etrica , no qual a frequˆencia

de oscilac¸ão do espelho ´e o dobro da frequˆencia de um dado modo da cavidade est´atica, istoé,

	 = 2ωk(0). A partir das Eqs. (5.25) e (5.26), esta condic¸ão implica em quek = k′. Sob estas

suposic¸ões, os coeficientesC(2)
n,n tornam-se simplesmente

C(2)
n,n � 1

4

(
n2

z

n2
− γa0

)2

, (5.32)

o que leva `a seguinte express˜ao para o n´umero de part´ıculas criadas no modok

Nk �
(

εωk(0)t

2

)2(
γa0 − n2

z

n2

)2

.

Reescrevendo estas equac¸ões em termos do comprimento e do tempo pr´oprios

a0 � ap

(
1 + χ + γ

ap

2

)
,

t �
(
1 + χ − γ

ap

2

)
tp,

obtemos

Nk =

[
n2

z

n2
(1 − 4χ) − γap

(
1 +

n2
z

n2

)]2

(nτ p)
2 , (5.33)

onde definimos a vari´avel adimensionalτ p = επtp/2a0. Na ausˆencia da gravidade, a Eq. (5.33)

reduz-se aNk = (nz/n)4 (nτ p)
2, recuperando o resultado da aproximac¸ão de primeira ordem sob

a condiç̃ao de amplificac¸ão param´etrica. Para o modo fundamental, isto ´e, nx = ny = nz = 1,

obtemos

N1 = [1 − 4χ − 2γap]
2 τ 2

p, (5.34)

ao invés do resultadoN1 = τ 2
p, obtido para o ECD em um espac¸o-tempo plano ou, como demon-

strado acima, sob a aproximac¸ão de primeira ordem (γ = 0). Esta express˜ao mostra que o efeito

do campo gravitacional sobre o ECD resulta no decr´escimo do n´umero de part´ıculas criadas. Este

fato está em pleno acordo com o resultado obtido nas Refs. [106, 108], onde demonstrou-se que o

acoplamento com o campo gravitacional causa um enfraquecimento da forc¸a de Casimir.

Apesar de termos considerado apenas o regime de ressonˆancia param´etrica — criac¸ão de-

generada de pares de part´ıculas — outras condic¸ões de ressonˆancia podem, evidentemente, ser

satisfeitas pelo espelho m´ovel. Além da criac¸ão não degenerada de pares de part´ıculas nos modos

distintosk ek′, sob a condic¸ão	 = ωk+ωk′ , o espalhamento de part´ıculas entre estes modos pode

também ocorrer sob a condic¸ão	 = |ωk − ωk′ |. Entretanto, em uma cavidade tridimensional, a
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escolha apropriada das dimens˜oes da cavidade pro´ıbe que ambas as condic¸ões de ressonˆancia,

criaç̃ao degenerada e n˜ao degenerada de pares de part´ıculas, sejam satisfeitas simultaneamente,

justificando assim o fato de termos considerado somente o processo de amplificac¸ão param´etrica

para a an´alise do ECD sob a ac¸ão de um campo gravitacional [82].

Na Fig. 5.1 apresenta-se o gr´afico deN1 contra o parˆametro adimensionalγap para os valores

fixos τ p = 1 e χ = 0. Como esperado a partir da Eq. (5.34), o n´umero de part´ıculas criadas no

modo fundamental diminui conformeγ aumenta. Na Fig. 5.2 exp˜oe-se o gr´afico deNk contraγap

para alguns valores den, considerando o valor fixoτ p = 1/n (no qual a cavidade realiza1/2πε

oscilaç̃oes). Como ´e também esperado, uma vez que a energia de um dado modo cresce comn, o

número de part´ıculas criadas diminui conformen aumenta.

Figura 5.1: Número médio de part´ıculas criadas no modo fundamental,N1, contraγap para o
valor fixo τ p = 1, ajustandoχ = 0.
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Figura 5.2: Número médio de part´ıculas criadas nok-ésimo modo,Nk, contraγap para o valor
fixo τp = 1/n, ajustandoχ = 0.

5.5 Conclus̃oes

Neste cap´ıtulo analisamos a ac¸ão do campo gravitacional sobre o n´umero médio de part´ıculas

criadas em um campo escalar n˜ao massivo devido ao ECD. Consideramos uma cavidade cub´oide

rı́gida, com um de seus espelhos planos em movimento, colocada em um campo gravitacional

estático descrito por uma m´etrica est´atica. A partir dos coeficientes de Bogoliubov, obtidos por

meio de uma expans˜ao perturbativa, calculamos uma express˜ao geral para o n´umero médio de

partı́culas criadas, v´alida para qualquer lei de movimento. Em seguida, tal express˜ao foi analisada

no caso particular de um espelho oscilante na presenc¸a de um campo gravitacional fraco, descrito

pela métrica de Schwarzschild.

O resultado de primeira ordem, que um campo gravitacional constante n˜ao afeta o n´umero

médio de part´ıculas criadas devido ao ECD, est´a em concordˆancia com aqueles nas Refs. [106,

108] que mostram que um campo gravitacional constante n˜ao afeta a energia de Casimir no caso

estático. A razão por trás deste comportamento ´e a independˆencia das grandeza f´ısicas da origem
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do sistema de coordenadas [106, 108]. Portanto, o efeito do campo gravitacional d´a-se, ao menos,

em uma aproximac¸ão de segunda ordem, onde surge a dependˆencia espacial da m´etrica.

Considerando somente o regime de amplificac¸ão param´etrica, o resultado de segunda ordem

mostra que o n´umero médio de part´ıculas criadas diminui (em relac¸ão ao caso de ausˆencia do

campo gravitacional) devido ao acoplamento com a gravidade, novamente em concordˆancia com

o fato de que tal acoplamento causa um enfraquecimento da forc¸a de Casimir [106, 108]. Al´em

do mais, as frequˆencias do campo escalar sofrem um desvio para o vermelho, relativamente a seus

valores na ausˆencia da gravidade, o que significa que o n´umero de part´ıculas criadas, que neste

caso varia com o quadrado destas frequˆencias, deve diminuir.

Observamos que os efeitos da temperatura, os quais s˜ao relevantes para a detecc¸ão experimen-

tal do ECD, podem ser levados em conta considerando-se um valor n˜ao nulo para o escalar de

curvatura na equac¸ão do campo. Al´em disso, o princ´ıpio a equivalência pro´ıbe que a orientac¸ão

do aparato de Casimir (com respeito a acelerac¸ão da gravidade) contribua para o ECD [108].

Lembramos, finalmente, da introduc¸ão deste cap´ıtulo, que a possibilidade de verificac¸ão ex-

perimental da forc¸a, produzida pelas flutuac¸ões do vácuo, que atua sobre uma cavidade r´ıgida de

Casimir sob a ac¸ão de um campo gravitacional fraco, foi discutida na Ref. [107]. Apesar de uma

verificaç̃ao experimental dos efeitos discutidos neste cap´ıtulo representar um desafio t˜ao grande

quanto a verificac¸ão do próprio ECD, a ac¸ão do campo gravitacional sobre as perturbac¸ões sofridas

pelo vácuo quânticoé uma quest˜ao de fundamental importˆancia, que pode ser relevante quando

consideramos, por exemplo, o problema da evoluc¸ão do universo.
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REFERÊNCIAS BIBLIOGR ÁFICAS 84
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A.; KHANEJA, N.; GLASER, S. J.,Optimal control for generating quantum gates in open

dissipative systems, quant-ph/0609037.

[60] MANCINI, S.; BONIFACIO, R.,Quantum Zeno-like effect due to competing decoherence

mechanisms, Phys. Rev. A64, 042111 (2001).

[61] GRACE, M.; BRIF, C.; RABITZ, H.; WALMSLEY, I. A.; KOSUT, R.; LIDAR, D. A.,

Encoding a qubit into multilevel subspaces, New J. Phys.8, 35 (2006).

[62] DODONOV, V. V.; KLIMOV, A. B., Generation and detection of photons in a cavity with

a resonantly oscillating boundary, Phys. Rev. A53, 2664 (1996).

[63] JANOWICZ, M., Evolution of wave fields and atom-field interactions in a cavity with one

oscillating mirror, Phys. Rev. A57, 4784 (1998).

[64] LININGTON, I. E.; GARRAWAY, B. M., Control of atomic decay rates via manipulation

of reservoir mode frequencies, J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys.39, 3383 (2006).

[65] SHAO, J.; MAKRI, N., Influence functional from a bath of coupled time-dependent har-

monic oscillators, Phys. Rev. E59, 269 (1999).

[66] NG, K. M.; LO, C. F., Coherent-state propagator of two coupled generalized time-

dependent parametric oscillators, Phys. Lett. A230, 144 (1997).

[67] JAMES, D. F.,Quantum computation with hot and cold ions: an assessment of proposed

schemes, Fortschr. Phys.48, 823 (2000).

[68] SCULLY, M. O.; ZUBAIRY, S.,Quantum Optics(Cambridge University Press, Cambridge,

England, 1997).

[69] RAIMOND, J. M.; BRUNE, M.; HAROCHE, S.,Colloquium: manipulating quantum en-

tanglement with atoms and photons in a cavity, Rev. Mod. Phys.73, 565 (2001).

[70] PRADO, F. O.; DE ALMEIDA, N. G.; MOUSSA, M. H. Y.; VILLAS-B̂OAS, C. J.,Bi-

linear and quadratic Hamiltonians in two-mode cavity quantum electrodynamics, Phys.

Rev. A73, 043803 (2006); SERRA, R. M.; VILLAS-B̂OAS, C. J.; DE ALMEIDA, N. G.;

MOUSSA, M. H. Y., Frequency up- and down-conversions in two-mode cavity quantum

electrodynamics, Phys. Rev. A71, 045802 (2005); VILLAS-B̂OAS, C. J.; MOUSSA, M.
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