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ABSTRACT
“In this paper we study some properties of the Joint Spectrum
of a collection of bounded linear operators on a Hilbert Spaces.
First of all, if A is a unital commutative Banach Algebra and A" is

its dual, we define subsets 4 of the dual space A’. The Joint
Spectrum of subset{ T} } of the operator algebra A, is defined as
set {{HT,)}:heoc,}. -

Most of the results, we adopted from Dekker (1969) and Folland
(1995).
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PENDAHULUAN

Salah satu masalah di dalam teori operator yang masih terbuka
untuk diselidiki adalah bagaimana menyusun teori spektral untuk
koleksi operator. Dalam kaitan ini beberapa peneliti telah
mendefinisikan Joint Spectrum untuk koleksi operator, kemudian
menyusun beberapa sifat yang dimilikinya .

Muller dan Soltysiak (1992) mendefinisikan Joint Spectrum,
Joint approximate point spectrum dan Joint spectral radius untuk
himpunan berhingga operator kemudian membuktikan formula untuk
menghitung radius spectral koleksi berhingga operator commuting
pada ruang Hilbert.
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Disamping itu dari teori Gelfand, diketahui bahwa spektrum
c(x) untuk x € B, dengan B aljabar Banach unital dan komutati,
merupakan himpunan semua nilai h(x) dengan h fungsional mult-
plikatif tak nol pada B (Folland, 1995: 7). Jadi terdapat kaitan antara
spektrum ofx), x € B dengan ruang dual B". Khususnya karena
himpunan semua operator linier dan terbatas pada suatu ruang
Hilbert merupakan aljabar Banach unital, maka spektrum operator
linier terbatas di dalam suatu subaljabar operator komutatif dapat
didefinisikan dengan cara serupa.

Hal tersebut di atas memberikan inisiatif untuk mempelajar
lebih lanjut bagaimana mendefinisikan Joint Spectrum untuk sebarang
koleksi operator melalui teori Gelfand, dan sifat apa yang dimiliki olet
himpunan tersebut.

LANDASAN TEORI

Dianggap telah dikenal ruang Hilbert/Banach separable, ruan
metrik, ruang topologi, beserta teorema-teorema kekontinuan fung;
pada ruang topologi.

Jika H ruang Hilbert, A subaljabar di dalam B(H), A dikataka
komutatif maksimal jika A komutatif dan jika S € B(H) komutaf
dengan semua anggota A, maka S € A.

Untuk selanjutnya A selalu dipandang sebagai aljabar Banac
unital dan komutatif, dengan elemen satuan e.

Diberikan A aljabar Banach komutatif dan unital. spekiru

xeA dinotasikan o 4(x), didefinisikan dengan:

o 4(x)={A e C:Ae—x tidak invertible di dalam A}
Fungsional multiplikatif pada A  didefinisikan seba;
homomorfisma tak nol hA—C. Himpunan semua fungsiol
multiplikatif pada A disebut spectram A, dinotasikan dengan ¢

(Jadi o, merupakan himpunan bagian dari ruang dual A’, sedangk
o 4(x) merupakan himpunan bilangan kompleks). Untuk setiap J
oa berlaku: h(e) = 1; jika x invertible maka h(x) = 0; dan ]h( x)| <
untuk setiapx € A

Jika x e A, didefinisikan fungsional x pada oa den
rumus:

Fa¥
x (h) = h(x) untuk setiap he oy.



Itham Minggi et al., Joint Spectrum Koleksi Operator 275

x kontinu pada o4 , jadi xe C(oa ) (koleksi semua fungsi kontinu

pada oa) dan pemetaan IT A - C(os) dengan rumus Ix) = ;c
disebut Transformasi Gelfand pada A.
Dari transformasi = Gelfand tersebut diperoleh  range

A
(x)=0,4(x). Iniberarti € 0 ,(x) jika dan hanya jika terdapat h &

A
oa sehingga x(h)= h(x) = . Berdasarkan hal tersebut didefinisikan
Joint Spectrum himpunan {x;} ¢ A sebagai berikut:

Definisi (Joint Spectrum)
Joint Spectrum  (JS) dari {x; : Aef)} < A dinotasikan dengan
0 4{ x; } didefinisikan sebagai :

o 4{x; }={f € C?: terdapat h € ou sehingga f(A) = h(x,d, Aef2}...... (1)

Teorema J
Diberikan Ai, Az aljabar Banach unital yang komutatif,
Jika Aic Armaka g, {x3}C O {23} i 2)
Teorema
Diberikan f € C° dan {x3} = A. f € oafxs} jika dan hanya jika untuk
setiap himpunan berhingga {4,...Ax} < 2 dan {,...y.} c A

n

berlaku: Zy,—(f(l,- Je=xp e .. (3)
i=l

Teorema di atas menyatakan bahwa f & gafx,} jika dan hanya

jika (flAs),...flan)) € G 4{ 3,,... X3, } untuk setiap himpunan berhingga
{/1],...,:1"} c Q.

Joint Spectrum Koleksi Operator pada Ruang Hilbert.

Telah diketahui B(H) koleksi semua operator linear terbatas
pada H merupakan aljabar Banach unital-*.
Jika {T;:T; e B(H),A€Q} < B(H) dengan Q himpunan indeks,
dan A  B(H) subaljabar maka pengertian Joint Spectrum Koleksi
Operator {T,}, yaitu:

au{Ty} = {f € C% terdapat h € op, sehingga AA)=H(TY), Ac), jika

A subaljabar di dalam B(H),
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dapat dipandang sebagai Joint Spectrum anggota-anggota aljabar
Banach B(H). Berdasarkan Teorema (3) di atas, dapat ditunjukkan
bahwa definisi Joint Spectrum untuk koleksi berhingga operator

{1;,7,,..7T,} dan definisi Joint Spectrum versi Muller-Soltysiak
(Muller dan Soltysiak, 1992) ekuivalen.

Secara umum Joint Spectrum o 4{7;} bergantung pada
pemilihan subaljabar Banach A < B(H) yang memuat {T; }. Oleh
karena itu untuk mendefinisikan Joint Spectrum &gy {7 } akan
dipilih suatu subaljabar Banach komutatif Ac B(H) yang memuat
{1, Jsehingga @ ,4{T} }=0py){T; /. Untuk itu himpunan operator
{T, } selalu dianggap sebagai himpunan komutatif. Selain itu,
notasi Joint Spectrum 65,7 ,{ 7, } ditulis singkat o7 }

Telah diketahui pula bahwa jika A komutan {T,}, yaitu A
himpunan semua operator linear terbatas pada H yang komutatif

dengan sefiap T; maka A, bikomutan {T;} (yaitu A, komutan A},
merupakan aljabar Banach komutatif

Lema

Jika A, bikomutan (T) maka o 4, (T)=0(T).ccoevvvnveon {4)
Bukti:
Menurut Teorema (2) o(T)cC o 4, (T) .......... *

Sebaliknya jika @ ¢ o(T) maka terdapat S € B(H) sehingga

(ad-T)S = S(ad-T) =1. Diambil T' € B(H} sehingga TT'=T'T.
Berlaku (al-T)T'= T'(al-T) dan ST = ST'(al-T)S = S5(cd-T)T'S = T'S.
Jadi S € A,. Dengan kata lain terdapat S € A, sehingga (al-T)S:
S(al-T) =1 Terbukti bahwa a ¢ o 4, (T) ......... i

*) dan*) menunjukkan o(T)=0, (T)H

Dimotivasi oleh Lema 4, didefinisikan Joint Spectrur
koleksi operator
{T.} < B(H) sebagai berikut:

Definisi
Diberikan {Ti} < B(H). Joint Spectrum o{T; } didefinisikan sebag.
T4, {T; } dengan A, bikomutan {T,}
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Selanjutnya akan didefinisikan Joint Point Spectrum dan Joint
Approximate Point Spectrum himpunan operator sebagai berikut:

Definisi

(1) Diberikan {T1,..., Ta} < B(H).

a={ay, ..., ay e Cn disebut Joint eigenvalue dari himpunan
operator {Ty,..., Tn} jika terdapat x € H,x # 0 sehingga:

Tx=ax (i=12...n)

a=(ay ..., an) € Cn disebut Joint Approximate eigenvalue dari
himpunan operator {Ti,...,Ta} jika untuk setiap bilangan ¢ > 0
terdapat x€ H ||x|{ = ] sehingga "i'}x = a,-x“ <g, (i=12,..1n)

(2) Diberikan {T; : 2 € Q} c B( H ) himpunan bagian tak hingga,
f € Cn disebut Joint eigenvalue (Joint Approximate
eigenvalue) dari himpunan operator {7;} bilamana

(f{tA1),...f{An)} Joint eigenvalue (Joint Approximate eigenvalue)
dari {TAI,....T;_" jc

Himpunan semua Joint eigenvalue dari himpunan {T;} disebut
Joint Point Spectrum (JPS) dari {T:} dan dinotasikan dengan e{T,}.
Himpunan semua Joint Approximate eigenvalue dari himpunan {T,} disebut
Joint Approximate Point Specterum (JAPS) dari {T.} dan dinotasikan
dengan a[T,}.
Notasi e{Ty,...,Tn} dan a{T3..,T,} digunakan untuk himpunan
berhingga operator {T1,...,Tn}

Dari Definisi Joint Spectrum di atas jelas bahwa setiap Joint
Point Spectrum merupakan Joint Approximate Point Spectrum; jadi
e{T:} < a{T;}. Berdasarkan definisi tersebut, Joint Point Spectrurn dan
Joint Approximate Point Spectrum masing-masing tidak bergantung
pada aljabar Banach yang memuat {T,}.

Teorema berikut menunjukkan kaitan antara Joint Spectrum
(JS) dan Joint Approximate Point Spectrum (JAPS).

Teorema
Jika {T} himpunan bagian komutatif di dalam B(H), maka:
(1) a{Ti} = oaf{T;} untuk setiap subaljabar Banach komutatif
A c B(H) yang memuat {T,}. Khususnya a{l,j < ofT,}.
(2) Selanjutnya jika T, normal untuk setiap A, maka a{T,}=0{T,}



278 Teknosains, 14(2), Mei 2001

Bukti:
(1) f € o4{T; } berarti terdapat himpunan berhingga operator

{8383, } < A sehingga 3" 83 (f(A)~Ty )=1.

i=f
Dengan I menotasikan operator identitas.
Dinamakan a =maks{|S;|:i=12...n}  dan  dipilih
£y = >0.
na+1

Untuk setiap x € A, ||x] = 1, berlaku:

1=|x] = |5 = i}(s&. (f(A)I~Ty, )xl < a}"_jﬂ( SO =T3, )
i= i=l
Jadi mats(l(f()1 Ty o] = 12m) 2 —1— = 2y,

Dengan kata lain terdapat j sehingga u( F(A; 1 -T, 2 )x" >&.

Terbukti (f(A;).. (2 ) € a{T},...T; }. Jadi fea{T,;}.

Ini menunjukkan afT; } c o ,({T;}

Selanjutnya jika Ao bikomutan {T;}, maka A, komutatif, dan karenaz
O {1 }=0{T; }, maka afT; }co{T;}

(2) Diketahui T; normal untuk setiap A4, akan ditunjukkar
af{T, }=o{T;} Menurut (1), a{T,}cof{T;}, jadi tingga
menunjukkan o{T; }ca{T;}. Diambil sebarang himpunar
berhingga operator {T,,,..T; } . Jika fea{I},..T; }mak
terdapat &) >0 dan J<k<n sehingga untuk setiap x € H, || =.
berlaku:

"(f(j* M-I, )‘ﬂ 2 £

Ini berakibat ; i]}( FOII-T, )x“z > 6
i=l

Diambil B=Y (f(A)N-T )*(f(A4)-T,).

i=]

Karena T,normal (T,T. ; =T;T; ) maka B*=B , atau B self adjoint.
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Menurut Teorema Fuglede-Putmam (Teorema 2.1.2), untuk setiap
T € B(H) sehingga TT;=T,T ,berlaku IT; =T; T .

Ini berakibat BT = TB.
Jadi B adalah elemen bikomutan himpunan {7} ,...T; }

Selanjutnya berlaku:
<Bx,x >=<(Q (f(A ) =Ty, )*(f(A )] =Ty )Jx.x >

i=]

=N <(fOA) =Ty )x( f(H ) =Ty )x >
i=]

n 2
=2 s1-T 4 2

Jadi B positif.
Karena B self adjoint dan positif, maka B invertible.
Selanjutnya diambil §; = B¢ JOA ) =T, )*. Untuk setiap TeB(H)
sehingga TT; = T;T, berlaku:
ST =B (f(A)-T,)*T

= f(%)B'T-B'T,T

= f(%)187 - BT,

= IB™(f(X)1 =Ty ) =TS,
Ini berarti S; bikomutan {T; :i=12,...,n} dan:

;sf(fm-)f-:rj,.) =B 'B=1

Jadi (f(A1) f(2))€ G 4Ty, Ty } dengan Ao bikomutan
{T3,0Ty } Terbukti f € 0{Ty,,...T; }
Jadi o{Ty}ca{T; ).
Juga telah dibuktikan a{T, }co{T;} (bagian (1)), maka
afTy }=o{T, }m | |



280 Teknosains, 14(2), Mei 2001

Teorema
Jika {T:} himpunan operator kompak pada ruang Hilbert berdimensi
tak hingga, maka 0 € a{Ty}
Bukti:
Diambil sebarang himpunan berhingga {T} ....T; /. dan diandaikan
0¢a{Ty,,..,T; }. Terdapatbilangan &y >0 dan I<k<n sehingga

untuk setiap x € H x| = 7 berlaku ||l;x] 2 &. Akibatnya:

Yina 22

i=/

n
Diambil B= Y T;'7; . Berlaku B*=B (B self adjoint) dan:

i=1

n n
<Bx,x>= <() L TL)xx>= ) <T Txx>

i=/ i=l

n
= Y <TxTx> &}
_ i=1
Jadi B positif.
Karena B self adjoint dan positif, maka B invertible.
Selanjutnya diperoleh:

n n

SBLL=87"YTT,=B78B=1

=1 i=l
Karena T kompak untuk setiap i=1,2,...n maka TiTr’=1 juga
kompak. Akibatnya setiap bola tertutup satuan {xe H |x|<1}

merupakan himpunan kompak di dalam H. Ini berarti H berdimensi
hingga. Ini bertentangan dengan kenyataan H berdimensi tak hingga.
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