MASALAH RUANG BAGIAN INVARIAN
UNTUK ALJABAR OPERATOR DAN DUALNYA

THE INVARIANT SUBSPACE PROBLEM
FOR ALGEBRA OF OPERATORS AND ITS DUAL

Atok Zulijanto ¥ dan Soeparna Darmawijaya 2

Program Studi Matematika
Program Pascasarjana Universitas Gadjah Mada

B ABSTRACT .

In this paper, it is presented the characterization of the
invariant subspace problem for algebras of operators and its
dual by introducing two other topologies which are the
analogues of the weak and strong operator topologies. This
result is closely related to the presence of compact operator.
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invariant.

PENGANTAR

Pertanyaan “Apakah operator linear kontinu T: X — X pada
ruang Banach X menghasilkan ruang bagian invarian tertutup yang
sejati?” dikenal sebagai masalah ruang bagian invarian. Ruang bagian
V di dalam X dikatakan invarian-T jika T(V)C V.

Enflo (1987) berhasil mengkonstruksikan operator linear
kontinu pada suatu ruang Banach yang dapat dipisah (separable) tanpa
menghasilkan ruang bagian invarian tertutup yang sejati. Meskipun
demikian Lomonosov (1991) memperkirakan bahwa adjoin setiap
operator linear kontinu pada ruang Banach menghasilkan ruang
bagian invarian tertutup yang sejati yang dikenal sebagai dugaan
Lomonosov. Dugaan Lomonosov itu memberikan inisiatif untuk
Imempelajari lebih lanjut tentang eksistensi ruang bagian invarian
tertutup yang sejati untuk operator adjoin, bahkan untuk dual aljabar
operator.

Selanjutnya, Branges (1993) mempelajari dugaan L.omonosov
itu dengan bekerja pada Aljabar Operator yang beraksi pada ruang
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fungsi kontinu lemah*. Tulisan ini bertujuan untuk mempresentasikan
pendekatan alternatif dalam mengkarakterisasikan masalah ruang
bagian invarian untuk adjoin operator dengan memanfaatkan topologi
konvek lokal 75 dan topologi konvek lokal 7, yang diperkenalkan
oleh Abramovich dkk (1995). |

Tentang topologi konvek lokal telah banyak dibicarakan oleh

Taylor dan Lay (1980), Dunford dan Schwartz (1958), dan Conway
(1990)

HASIL DAN PEMBAHASAN

Di dalam tulisan ini X menotasikan ruang Banach atas
bilangan kompleks dengan dimensi lebih dari satu dan &' ruang
dualnya. Bola satuan tertutup di dalam X' dinotasikan dengan S, jadi
s={x'e X ';“x'“ <1}. Ruang vektor yang terdiri atas semua fungsi
kontinu lemah* dari S ke ' yang masing-masing dilengkapi dengan
topologi lemah?*, akan dinotasikan dengan C(S, /'), sedangkan C(S)
dimaksud sebagai himpunan semua fungsi kontinu yang bernilai
kompleks yang didefinisikan pada S.

C(s, X') dan C(S ) itu masing-masing merupakan ruang
Banach dengan norma masing-masing

|/ ||=su§||f ), fecs XY

led| = sugla(s)

, @ €C(S)

Setiap & € C(S) dan f € C(S5, A" menghasilkan & f € C(5, A" yang
didefinisikan sebagai :
(of )(s)=a(s)f(s)

Ruang dual ganda X akan ditulis 4" . Setiap x”" € A" dan
s€ S, menghasilkan fungsional linear kontinu-norma x" &@s pada
C(S, A"} dengan formula:

(x"®s, f)=(x"®s)(f ) = x"(fs),
untuk setiap f € C(S, A').

Selanjutnya, alfgén didefinisikan dua topologi pada C(S, A")
yang analog dengagr’ topologi operator kuat dan topologi operator
lemah, sebelum disajikan beberapa sifatnya.
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Definisi . Topologi 7, pada C(S, A') merupakan topologi konvek
lokal yang dibangun oleh keluarga semua seminorma {p.. . ; X" € X"
dan s€ S } dengan

px",s (f) = Kx"®3,f)’
untuk setiap f € (S, X*). '

Definisi . Topologi T, pada C(S, ') merupakan topologi konvek
lokal yang dibangun oleh keluarga semua seminorma { p; S€ S } dengan

p(f)=|f(s)|

untuk setiap [ €C(5,A").

Hasil yang berkaitan dengan fungsional linear kontinu-7,
dan kontinu- 7 disajikan sebagai berikut.

Teorema . Diberikan ¢ fungsional linear yang didefinisikan pada
C(S, A'). Ketiga pernyataan di bawah ini ekuivalen.

n . .

1. ¢= Zx,- ® s, , dengan x; € A", ;€S untuk setiapi=1,2, ..., n
i=l

2. ¢ kontinu-7,,

3. @ kontinu-7,

Abramovich dkk. (1995) telah membuktikan teorema itu
dengan menggunakan pendekatan sistem dual (Y,Y*), dengan

n
Y =C(5AX") danYr={)x ®s;;x X" s€S, untuk
i=l
i=1,2,...,n]. Beliau membuktikan bahwa 7, C 7 . ©7(Y,Y*)dengan
T(Y,Y* ) sebagai topologi Mackey. Pada tulisan ini diberikan bukt
dengan metode lain.

Bukti : (1)=> (2) Karena x, ® s; fungsional linear, maka x; ® S;

r
kontinu-7,, untuk setiap i. Akibatnya ¢ = }:x,. ®s; kontinu-T,,.-

i=l
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(2)=> (3) Jelas bahwa 7,, 7, sebab |{ x"®s, £ ) |<lx"|| /(s ).

(3)= (1) Diberikan ¢ fungsional linear pada C(S,/4') dengan ¢
kontinu-7, artinya untuk setiap &; >0 terdapat &, >0 dan koleksi
berhingga 51, s2..., s.€S  sehingga jika ” f(s; )“ <94, untuk
i=12 3 ..n beraku |¢( f )l < &, . Diberikan ruang Banach
X ;:= AOXN®. X yang terdiri atas n pasang fungsional
(x;,x;,...,x;,) dengan x; e A' untuk i=1, 2,...n dengan norma

pada X n yang didefinisikan sebagai

"(x,,xz,...,xn)

x|
Didefinisikan H : C(S, X')—> X n dengan H(f)=(f(s1), f(sa), ..., f(su))=y
dan g(y)=@(f). Diberikan sebarang &, >0 karena jika

HH f )“ = ﬁ?s,ff “f( s; )” < 0,&, berakibat )qﬁ( f )l < &, &}, sehingga

g linear kontinu pada H(C(S, A')). Karena itu g mempunyai perluasan

= maks

1<ign

linear kontinu g; yang terdefinisikan pada semua X " . Sebagai akibat
setiap f € C(5, X'), @ (f) = g:1(H (f)) mempunyai bentuk

6= 5 (f(s.) = D(x®s,.1) = (x ®s,)(f)
i=1 i=] i=]

n
Dengan kata lain ¢ = Z.xfr s, .

i=]

M ruang bagian C(S, A ') dikatakan invarian-C(S) jika ¢f € M
untuk setiap & € C(S) dan f €M. Berikut ini disajikan teorema

separasi untuk M ruang bagian di dalam C(S, A') ketika ia invarian-
C(5). Bukti dapat dilakukan dengan memanfaatkan teorema di atas
dan Lemma Urysohn.

Teorema . Diberikan M ruang bagian C(S, A Y yang invarian-
C(S). Jika fo€ C(S,X') berada di Iluar penutup-Ty M maka
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terdapat  x"€ X" dan se€S$  sehingga <x"®s,fo> =1 dan
(x"®s, f )= 0 untuk setiap f € M.

Definisi . Fungsi f € C(S,A') dikatakan kontinu lengkap jika
§, —> § lemah* maka “f(s,,)-—f(s)"—)O

Jadi fungsi f € C(S, X') dikatakan kontinu lengkap jika f
juga kontinu-norma. Ruang bagian C(S, A ') yang terdiri atas semua
fungsi kontinu lengkap akan dinotasikan dengan K(S, 4 '). Berikut ini
disajikan karakter ruang bagian tertutup di dalam K(S,4') yang
invarian-C(S) berkaitan dengan topologi 7y, topologi 7g, dan
topologi norma.

Teorema. Diberikan M ruang bagian K(S, A ') yang invarian-C(S).
Pernyataan -pernyataan berikut ekuivalen

1. M tertutup-Ty, didalam K(S, X')

2. M tertutup-Tg di dalam K(S, A

3. M tertutup- norma di dalam K(S, A')
Bukti : Jelas bahwa (1)=(2)=>(3) sebab topologi 7, C topologi
T¢ Ctopologi norma. Tinggal dibuktikan (3)= (1) sebagai berikut.
Ambil f,€ K(5,A') dengan f, berada pada penutup-7, M. Ambil
fungsional linear kontinu ¢ pada c(s, A") dengan ”¢” =1 sehingga
(6,f)=0 untuk setiap f € M. Untuk setiap & &€ C(S), didefinisikan
fungsional linear kontinu @, pada C (S, /') dengan ¢, (=¢(af ) ,
fe C(S, A"). Karena M invarian-C(S), diperoleh @,( f )=¢(af )=0
untuk setiap f €M. Dinotasikan ¥ sebagai ruang bagian tertutup
lemah* yang di bangun oleh ¢,. Dinotasikan pula

w=fpe( c5.X"))|¢|<1} dan U= NW. Jelas bahwa

¢ =@, €U.. Selanjutnya ambil y titik ekstrim U. Berdasarkan hasil

yang diperoleh Branges (1993) terdapat s€ S dan x"€ A" sehingga
p(f)=(x"®s, f)=x"(f(5)

untuk setiap f € K(S, A ). |
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Khususnya w(f,) =(x"®s, f,} dan p(f) = (x"®s, f) = 0 untuk setiap
fEM. Karena f, berada pada penutup-7p M maka
w(f,)=(x",f,(s))=0. Berdasarkan Teorema Krein-Milman,

diperoleh U=CO (eks U). Karena ¢ €U maka ¢ (f;) = 0. Dengan kata
lain f, berada pada penutup-norma M, dan karena M tertutup-norma
maka f, € M.

Berikut ini disajikan suatu karakterisasi ruang bagian invarian

untuk aljabar operator, yang akan dipergunakan untuk
mempresentasikan hasil utama tulisan ini.

Teorema . A aljabar bagian di dalam B (%) menghasilkan ruang
bagian invarian-A tertutup yang sejati jika dan hanya jika terdapat-—x€ X
dengan x#0dan x' € X' dengan x' #0 sehingga
(x',Tx)= x'(Tx) = O untuk setiap T € A

Bukti : (=) Diberikan ¥ ruang bagian invarian-A tertutup yang sejati.
Diambil sebarang x€?7 dengan x# 0 dan dibentuk:
Ax=Cl{Tx;T €A}

Berdasarkan perluasan Teorema Hahn - Banach, terdapat x' € A"
dengan X' # 0 sehingga (x’ , Tx) = x'(Tx) =0 untuk setiap T € A

"(«=) Jelas bahwa Axr=Cl {Tx; T €A } tidak padat (not dense) di
dalam X . Jika Ax # {0} maka Ax merupakan ruang bagian invarian-
A tertutup yang sejati . Jika Ax = {0}, maka V = { Ax; AeC}
merupakanruang bagian invarian-A tertutup yang sejati.

Sebelum melangkah lebih jauh, berikut ini akan dijelaskan
tentang operator rank satu beserta adjoinnya. Untuk sebarang b€ A
dan b'e X' dibentuk operator rank satu = A=b'®b yang
didefinisikan dengan A(x) = (b'®b )(x) = b'(x ).b € X untuk setiap
x € A Secara analog untuk b®b' : A'— A" didefinisikan sebagai
®®b') (x') = x'®). b’ untuk setap X E/f Perhatikan bahwa
(b'®b) =bQDb'.

Hasil utama tulisan ini menyajikan karakterisasi masalah
ruang bagian invarian dalam kaitannya dengan topologi-norma,
beserta dualnya, dan ternyata hal ini berkaitan erat dengan operator
kompak.
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Teorema . Diberikan A aljabar bagian B (X). Dua pernyataan
perikut ekuivalen.

1. Terdapat ruang bagian invarian- A" tertutup yang sejati di dalam X'
2. Terdapat operator B, K € B(X) dengan K operator kompak sehingga

operator B'K' & Cl M, dengan M ruang bagian di dalam C(5,X")
yang dibangun oleh keluarga

{(al'K';aeC(S)danT € A}
Bukti : (1)=>(2) Diketahui terdapat ruang bagian invarian-/A'
tertutup yang sejati di dalam A'. Karena itu terdapat x"€ A" dan
s€ S sehingga (x", T S) = 0 untuk setiap T €A Selanjutnya
diambil b€ X dan b'e X' sehingga ('S,b)=1 dan (x",b')=1.
Pandang operator rank satu K = s®b dan B = b'®b pada B (¥).
Dengan mudah dapat ditunjukkan bahwa K'(s) =s dan B'(s) = b'.
Sekarang akan dibuktikan bahwa B'K' € Cl M. Untuk itu
perhatikan fungsional linear kontinu ¢ =x"®s pada C(S,A").
Diperoleh:
(¢,a T‘K‘)=(x"®s,o: T‘K')=(x",(a "K' )(S)> '
=(x",a(s).(( T'K") (s)))= as x", T'K"s)
=a(s)(x", T's) =0
untuk setiap T € A dan @ € C(S).
Di sisi lain :
(¢, BK')= (x"®s, BK") = (x", B'K's)= (x", B's)
= (xn’ br) =1

Dengan kata lain B'K' ¢ CI M.
()=(1) Karena K operator kompak maka B'K'ek(sAX') ,
McCK(S, A'), dan M invarian-C(S). Karena B'K'¢ Cl M maka
B'K"' tidak berada pada penutup-7g M di dalam K(S, A'). Karena
itu, terdapat x"€ A" dans€ S sehingga |

(x", B'K' S)=1 dan (x", K S)= 0
Karena K'(s) = s dan B'(s)=b" serta (x", B'K' .S‘)= 1 diperoleh
K's#0, dan karena (x", T'K'S)= 0 untuk setiap T €4 maka X'

mempunyai ruang bagian invarian- A" tertutup yang sejati.




178 Teknosains, 13(2), Mei 2000

Teorema . Diberikan A aljabar bagian B(X ). Dua pernyataan berikut
ekuivalen

1. Amempunyai ruang bagian invarian-A tertutup yang sejati.

2. Terdapat B.KE€B(A ) dengan K operator kompak sehingga operator
K'B'¢ N dengan N ruang bagian di dalam (S, X"') yang
dibangun oleh

fa K'T',aae C(S) dinT €A}

Bukti : (1)=(2) Karena X mempunyai ruang bagian invarian-A

tertutup yang sejati, maka terdapat x€/dan x'€S dengan X #0,

x'# 0 sehingga (x', T x) = 0 untuk setiap T €A. Selanjuinya ambil

b'e X' dan b€ X sehingga (b',x>=l dan (x',b) =]. Perhatikan

operator rank satu K = »’'®x dan B=b'®bpada B (X ). Mudah

ditunjukkan bahwa K(x) = x dan B'x'=b’. Berikutnya akan

dibuktikan bahwa K'B' ¢ Cl N . Untuk itu diambil § =x @ x’

dengan

#(f) = (x®x',f)= (. f(x')) = (f;x)(x)eC

untuk setiapf € C(S, A").

Jelas bahwa ¢ =x @ x' merupakan fungsional linear kontinu pada

(s, A').

Selanjutnya ¢ = x ® X’ itu memenubhi sifat

(ga K'T)=(x®x",a K'T)=(x,(a K'T" )(x' ))=0
untuk setiap T € A, & € C(S). Di sisi lain

#(K'B)=(x®x',K'BY= (x, K'B'x')= (x, K'b')= (K x,b)

= (x,b'>=_ 1.

Hal itu menunjukkan bahwa K'B' ¢ CIN .

(2)=> (1) Karena K operator kompak, maka K'B' € K(S, A')Ydan N

CK(S, A", juga N invarian-C(S). Karena operator kompak K'B'

€ Cl N, maka K'B' tidak berada pada penutup-7s N. Akibatnya,

terdapat x"€ A" dan s€ S sehingga
(x",K'B's)=1dan (x", K'T"s) =0

untuk semua T €A Karena (x",K'B' s)= (x", K'b)

= (K " x",b’) =1 maka x = K" x"#0. Lebih lanjut, karena K

operator kompak, maka x,= K" x"€ X
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Karena itu untuk setiap T € A diperoleh :

<T xo’s> = (TK" XH,S> - (K" JC", T S) = (JC", KrTr S> =0,
yang menunjukkan bahwa A mempunyai ruang bagian invarian-A
tertutup yang sejati.

KESIMPULAN

Berdasarkan uraian di atas, terlihat bahwa dengan pemilihan
ruang fungsi yang tepat dan topologi linear di dalamnya yang cocok
dapat diperoleh suatu karakterisasi masalah ruang bagian invarian,
baik untuk aljabar operator maupun dualnya, yang ternyata berkaitan
erat dengan operator kompak.

Meskipun hasil ini belum menjawab Dugaan Lomonosov,
namun diharapkan dapat memberikan kontribusi yang berarti.
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