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MEKANIKA GELOMBANG DALAM KOORDINAT
KURVELINEAR

Muslim dan Zahara M.
Jurusan Fisika, FMIPA — UGM, Yogyakarta 55281
INTISARI

Disajikan cara yang sederhana untuk membentuk wakilan mekanika kuantum di ruang Hilbert
dengan menggunakan basis kontinu yang merupakan eigenkcadaan perangkat operator koordinat
Cartesan dan kurvelinear ortogonal yang saling berkomutasi. Dengan menggunakan asas-asas meka-
nika kuantum dan teori wakilan dalam ruang Hilbert mulai dari wakilan dalam koordinat Cartesan,
dihasilkan mekanika gelombang dalam koordinat Cartesan dan kurvelinear. Wakilan koordinat ber-
bagai operator dinamik baik yang memuat koordinat atau momentum kanonisnya, maupun yang me-
muat kedua perangkat cbservabel yang befjodoh kanonis tersebut, diturunkan bentuk eksplisitnya da-
lam sistem koordinat kurvelinear ortogonal. Hasilnya dibandingkan dengan beatuk baku yang ada di-
sertai pembzhasan beberdpa permasalahan terkait. Keinvarianan tera persamaan Schriidinger gayut
waktu untuk muatan yang bergerak dalam medan elektromagnet ( E, B) ditinjau dalam sistem koor-
dinat kurvelinear dideduksikan secara sederhana.

Kata funci : Mckanika Kvantum, Mekanika Gelombang, Koordinat Kurvelinear.

Wave Mechanics in Curvilinear Coordinates

ABSTRACT

A simple method for constructing a representation of quantum mechanics in Hilbert space
using a continuous basis produced {rom eigenstates of a commuting set of Cartesian and orthogonal
curvilinear coordinate operators is presented using quantum mechanics principles as well as the re-
presentation theory in Hilbert space starting from a representation in a Cartesian coordinates system.
This construction generates wave mechanics in curvilinear coordinates. The representation of various
dynamical operators containing either ccordinates or canonical momenta as well as those containing
both set of the canonically conjugate observables, are derived for their explicit forms in orthogonal
cutvilinear coordinates system. The results are compared with standard forms and some related pro-
blems are discussed. The gauge invariance of the time dependent Schriidinger equation for a charged
particle moving in an electromagnetic field (E, B) referred o a curvilinear coordinates system is
conveniently deduced.

Key words : Quantum Mechanics, Wave Mechanics, Curvilinear Coordinates.
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. PENDAHULUAN

Dalam makalah yang terdabulu
berjudul Relativitas Khusus dan Meka-
nika Kuantum sebagai Sokoguru Fisiko
Masa Kini ( Zahara M. dan Muslim,
1992 ), telah disajikan asas-asas pokok
yang melandasi Mekanika Kuantum
sebagai disiplin fisika yang menangani
aspek mekanika sistem mikroskopik
yang memerlukan ruang Hilbert wakil-
an kompleks untuk penampilan keada-
an kuantum dan observabel, masing-
masing sebagai suatu vektor ket |¥)
(untuk suatu keadaan murnj) dan suatu
operator linear hermitan £l

Apabila dalam ruang Hilbert terse-
but dipilih suatu basis wakilan perang-
kat vektor lengkap yang merupakan
eigenkeadaan serempak sejumlah ob-
servebel yang kompatibel/rukun
deppan operator hermitan yang saling
komutatif ), maka akan dihasilkan me-
kanika matriks untuk wakilan berbasis
eigenkcadaan dengan spektrum eigeni-
lai diskret ( misalnya eigenkeadaan
operator 1, dan 12 yaitu komponen-z
dan kuadrat momentum sudut orbit
sistem N zarah) dan mekanika gelom-
bang untuk wakilan berbasis dengan
spektrum kontinu ( misalnya basis ei-
genkeadaan perangkat operator koor-
dinat Cartesan x;,; 1= 1,..,M =1,
2,3, perangkat koordinat umum q*; i
=12,..f=3N= derajat kekebasan
sistem N zarah terscbut, atau eigen-
keadaan operator momentum pen-
damping mereka masing-masing yaitu
Di atau p, ).

Dalam makalah iniakan disajikan
mckanika gelombang dalam wakilan
koordinat kurvelinear ortogonal yang
jarang disajikan dalam buku-buku ajar
secara lengkap. Hanya sedikit buku
ajar yang menyajikannya, itupun dengan
pendekatan yang agak rumit ( Trigg,
1964 ). Masalah yang sama masih juga
dibahas dafam jurnal (H.G. Kjaerg-
aard dan O. E. Mortensen, 1990) dan
dalam makalah ini akan disajikan cara
sederhana untuk memperolch wakilan
mekanika gelombang dalam koordinat
kurvelinear dengan menggunakan no-
tasi seperti pada makalah terdahuiu
( Zahara M. dan Muslim, 1992).

Dalam bagian II akan disajikan
langkah pembentukan fungsi gelom-
bang di ruang koordinat Cartesan ma-
upun koordinat kurvelinear, serta sifat-
sifat analitis basis | x) serta | g} dan
fungsi gelombang terkait yaitu | ¥(x) )
serta | x(q)) dengan x = { X4 } dan
g={q"} Kedua fungsi gelombang
tersebut masing-masing merupakan
wakilan keadaan kuantum terhadap
basis | x) dan | q), yang berturut-turut
merupakan eigenkeadaan perangkat
operator. {;:\iu } dan { g# }, masing-
masing dengan ecigenilai { xjy } dan
{g# }. Dalam bagian 11I akan disaji-
kan wakilan observabel yang mengan-
dung koordinat ruang, momentum pen-
damping ( konjugat kanonis )nya mau-
pun mengandung kedua-duanya seperti
operator tenaga kinetis, operator ha-
milton dan operator momentum sudut
orbit. Demikian juga keinvarianan tera
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persamaan Scriidinger gayut waktu un-
tuk zarah bermuatan yang bergerak
dalam medan elektromagnet { E, B)
dideduksikan secara sederhana. Pem-
bahasan dan kesimpulan akan disajikan
dalam bagian IV.

Il. MEKANIKA GELOMBANG
DALAM RUANG KOORDINAT

. Agar supaya rincian pembahasan
tidak terlalu rumit, hanya akan dibahas
secara lengkap kasus satu zarah dalam
medan potensial dengan koordinat
Cartes.an (x1, X3, x5 ) dan koordinat
kurvelinear (¢, 42, g3) yang saling
terkait melalui transformasi koordinat
tak singular g% = g®(x,x;,x; ) dengan
determinan Jacobi |

T= | ax,/0q5 | = |8eg| #0.(1)
dan unsur volume invarian dr = d% =
|71 dg'dg?dg® = | 7| T3 dge = [/ |
d*. o )

Perkalian unsur matriks 7,5 de-
ngan unsur matriks 7 diikuti pen-
jumlahan ke indeks a akan mengha-
sitkan unsur ( 6 ) matriks FT J

dengan 7T adalah matriks transpose
dari 7. Bentuk

(TTT) g5 = B3y (Bxa/39P) (81,/3¢%)
= (9r/3gP )+ (3r/dg° ) = ggs (2)

merupakan komponcn-komponen ko-
varian tensor mefrik yang muncul da-
lam kuadrat unsur garis infinitesimal

&% = dredr =53 5 dgP (Br/0gP )+

(/og & = 5. 3540 i (3)

Apabila pers. ( 2) dipandang sebagai
suatu persamaan matriks, maka kesa-
maan determinannya akan memberi-
kan kaitan

det(ITT) = det(TT) det(7) = det(ggs)

atau mengingat det(JT) = det( 7 ),
maka

) {detT }2 =02 =g = detgg;
Jadi |J|=|det7 | =2 (4)

sehingga unsur volume invarian infini-
tesimal dapat dituliskan sebagai

dr = d% = gh I8, dg* = g% d%. (5)

. Perangkat operator (%,%,%;) =
~

{x,} dan (§L,4,8%) = {§"} bertu-

rut-turut mempunyai eigenkeadaan se-

renltak lxﬂ) = prxz)x:;,) dan l q) =

I 4%, ¢% ¢°) yang memenuhi persama-

an eigenilai

X, |2} = x, |1) dan g° 1g) = ¢ |g)
(6)

| ) dan |q} berturut-turut melukiskan
keadaan zarah yang pasti terletak di x
dan g dengan spektrum nilai yang kon-
tinu. Operator translasi infinitesimal

~ 3 A . 3
-2 = ! -
I ﬁax.p_I—_ﬁ-a);ldq“wa (7)

akan membawa ket | x) dan | ¢) ma-
sing-masing menjadi ket | x + éx}). dan
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| g +6q) dengan éx=X3_, b, 6%
apabila b, = dx/3g* adalah basis
kontravarian di ruang konfigurasi za-
rah. ?ra =b, I’; adalah komponen ko-
varian operator momentum kanonis p.
Bergantung pada basis yang diguna-
kan apakah |x) atau | g}, akan di-
peroleh fungsi gelombang ¥(x) atau
Xx(q) melalui penguraian { ekspansi )

|9} = dxu(x)|x) (8a)

Wx)=(x|¥), (8b)
atau ]¢)=Id3QX(Q)lq) (9a)
- (%)

dengan

dengan  x(q)=(q|¥).

Antara invarian volume d3¢ dan un-
sur volume d%q terdapat kaitan d3 =
g"d3¢ yang akan memberikan kaitan
antara (x) dengan x(x) dan antara
| x) dengan | q). .

Dari pers. (8b) dan ( 8a ) diperoleh
P(x) = [ Y(x")(x|x)
sehingga (x |x") = §(x-x") (10a)

yaitu delta Dirac dengan penormalan

[o(x-x)d% =1 (10b)

Juga
x(g) =] x(q"){qlq")
sehingga
3
qlg’} = 8(q-q") =TT 64" ~¢"%)
(11a)
yaitu delta Dirac dengan penormalan

[ 8(g-a")% =] 5(g*-dg")dg>=1.
(11b)
Apabila ke dalam pers. ( 10b ) diisikan
d3 = g" d%; dan hasilnya dibandingkan
dengan pers. ( 11b ), diperoleh kaitan

§(x~x")=g"8(q-q") (12a)
atau _
(x|x")=g7"{qlq"). (12b)

Dengan demikian berlaku kditan
|x)=g~%|q) @ (12)

dengan A{ q) merupakan fungsi seba-

rapg dalam argumennya. Dengan

menggunakan kaitan ( 12c ) ini, dapat-

lah dicari kaitan antara ¥(x) dengan

x(q)-

x(q)=[ ¢ gq ) (qlx ) ¥(x)

= [ &% g eI 5(g~ g7 ) ¥(x")

=g4eib@y(x).  (13)

Wakilar berbasis | ¢} lebih sederhana
karena volume yang terlibat yaitu d3g
tidak memuat faktor skala. Selain sifat
ortogonal { 10a ) dan { 11a ), berlaku
juga sifat lengkap

A

fix)x|dc=1

Jlaxqidqg=1

(14a)
(14b)

lll. WAKILAN-X DAN -Q OBSERVABEL

Wakilan koordinat operator 1 dalam
basis | x) maupun |q) serta kaitan
di antaranya dapat diperoleh dengan
menggunakan definisi mereka masing-

I
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masing,

8, X@ = (g10]9) =g 4O (x| fyy)

=508y - gD g
(15a)

Dan persamaan yang terakhir dipero-
leh

gt it 2 = 0 . g4 eMD aray
atau

-~

_ _y _.A ~ -
dengan inversi )
0 = ADR -4 i
nq _g‘e (Q)nxg M'e LA(Q)' (]5b)

}Vaki]ali operator yang hanya memuat
x atau ¢ dengan mudah dapat dicari,
misalnya operator ' tenaga potensial

Y(z) = (q).
Vod(x) = (x| U(x) | $(x))
= (P I Vx) [x)* = M) 9(x)
untuk sebarang ¥(x) schingga
Vx)=¥(x) (16a)

dan apabila bentuk ini diisikan ke da-
lam pers. ( 15b), diperoleh

V@) =Wx)=Wgq). (16b)

Wakilan koordinat untuk operator
momentum lebik mudah dicari dalam
basis { | ¢) } dengan memanfaatkan
operator translasi infinitesimal (7).

~

B ph
qu—f-lﬁ By 87T . (17)

dengan sifat

Tsglad=1q)-in""6q-plq)

=|q+éq) (18a)

dan vektor bra konjugat
(a+54] - (gl =} (q15g-p.(18b)

Perkalian bentuk ini dengan vektor
ket |4} akan menghasilkan

X@+69) - x(@) = 359~ (q1p | x)
atau

22, 647 (3x/8q")

a=]

X | ca—1eo
=X ik ‘&g rqax(q).

a=1

Karena 8% dan x(gq) boleh dipi-
lih sebarang maka haruslah

;rqa =(%/i)3/3¢% (19)

yang merupakan wakilan-q operator
komponen-a momentum kanonik za-
rah.

Wakilan-r yang bekerja pada y( q)
dapat dicari dengan menggunakan pers.
(15b ) yang dalam hal ini akan meng-
hasilkan

~ ﬁ —¥ - .
T =T8T (370 ) g A0

4 a
~{(8/84% ) + 13 1ng/og"

+i8A/84% } (20)

Suku terakhir lenyap apabila fase
fungsi gelombang untuk wakilan-x dan
wakilan-q dipilih sama; bentuk yang di-
hasilkan sesuai dengan yang terdapat
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dalam beberapa buku ajar { Park, 1992,
hal. 6; Trigg, 1964, hal. 73 ). Kaitan (20)
berlaku untuk sistem koordinat kurve-
lincar umum dengan tensor metrik g 6
yang mempunyai determinan g tak
perlu diagonal. Suku (%/4i) (3/3¢™) In
g dapat diganti dengan (7/2i)
(8/84") lnvg .

Untuk sistem koordinat kurvelinear
ortogonal dalam ruang berdimensi-3,
ds® = 23 h (dg” )“ dengan faktor
skala h = lb | dangg hiﬁaﬂ
sel:unggag det(g ﬁ) = 1h2h3 Mi-
salnya dalam koordinat bola (g, = r =
(x? +fz +,\c"';)y‘,q2 = § = arc cos(z/r),
dan g = ¢ = arctg (y/x), maka h, =
h=1h,=h, =rdanh —h¢—rs'm9.
Sadi J = \/§ hhyh, =sind.
Operator momentumnya dalam wakil-
an-x (berkerja terhadap fungsi gelom-
bang ¥(r,6, ¢ ) bukan pada x(r,4,¢),
berbentuk ( Park, 1992; Trigg, 1964 )

(r), = (#/i) (rsin® 8) 71 (8/0r)
(rsin8) = (A/D(A/r) (8/0r) (r)
= (1/)) {(8/3r) + 1/r}; (21a)
(7.), = (/i) (rsin6)™! (8/96)
(rsin”d) = (7/i) { (8/36) + Jcotd };
(21b)
(7,), = (/) (rsin®0) ™ 3/28)
(rsin”8) = (/i) 3/3¢. (2lc)

Operator (31a) merupakan wakilan

observabel momentum radial p. = p «
r/r = }33 —1 Pg X,/ Dalam ba515 vek-
tor satuan u,=b iR ( misalnya =
r/r), momentum lmear p dapat diurai-
kan menjadi p = Ea_l u, p,, schingga
terdapat hubungan benkut antara p,
dan momentum kanonis T _

=u,+p. (22)

Ini menunjukkan bahwa momentum
kanonis pendamping koordinat sudut
dengan h_ merupakan skala jarak,
merupakan besaran momentum sudut.

ﬂ-a = hdpﬂ; pd

Sesudah pengkuantuman karena
operator p dan u tidak berkomutam,
maka agar supaya operator pa bersifat
hermitan, haruslah diadakan pensime-
trian, misalnya E, menjadi

~ 3 ~ ~ ”~ FaY A A
p,= %221{?«"&” + @ /ryp}. (23)

Bentuk p, /7 = (£,/P, + [Por %ol
dengan suku komutatornya dapat di-
hitung sebagai berikut.
[P /7] = [Pt Vi + 2, 120y /7]
- —ins, Jr - ifix, (3/80(1/r)
= — ifi( 6m/1’:— ;a ;a/;?') schingga
p,=u,+p - 3 (3/r = 1/r)
p=7 =u.p-itfr. (24)
Wakilan koordinatnya berbentuk -
(%), = - (8/6r + 1/r) (25)

yang sesuai dengan rumus ( 21a).
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Komponen-komponen yang lain yaitu
bentuk (21b) dan (21c) dapat dipe-
riksa dengan menggunakan kaitan T
=hap9 dan 1r¢ = .’|¢p Di sini

o(" -P+P-" )dan (26a)

#

p¢ 2(u -p+p-u¢), (26b)

sedangkan i, =r, h 6= rsind. Bentuk
di ruas kanan pers. ( 26a ) dan (26b )
rumit perhitungannya, tetapi untuk ke-
perluan pengecekan akan disajikan ca-
ra mencarinya dalam wakilan-x.

Py =iy p+i83_ (B4, ]
dcngan
a1 [Pty 1= (7, - sind) + (5,

cos8cosd] + [p,,cosfsing] = - [p,
pirl+ [px,zx/rp] +1ppzy /79)

dengan p = (¥ + )",

[P, 0/F) = - D (1/1)/3z = ihp2/
[p,2%/7p1 = Gx/r) (B, 1/p]
+2x1p, 1/r 1o - 21p,x1/1p

= ih (2270 + 2/ P o) - ihifrp;

(Py2y/re) = ik (23270 + 2%/ P 7]

- 2/ B

Jadi (p), = - ifr~18/06- 1 {ih pz/r
~ihz[1/rp + p/r] + 2z frp}

= —ifr ™1 (8/8 + Scotd);

(%) =7 (), = — i (3/80 + Jcotd);

sesual dengan ungkapan (21b).
Yang terakhir dicari wakilan obser-
vabel Py dan Ty = rsinqbqu.

Ps=2uyep+peu,)=u,.p
+ 22:1 [Ba,;ﬂ] dengan
B2 [Pty 1=, -3/0]
+ [, %/6] = -3 (=)~ 1/p)e/p)
+2(=#)(- 1G/p) = 0.
Jadi
(;x)¢= ~ifu, « V = - ih(rsind) " 5/8¢
(r)y =18, -p +pe1,) =1, B,
=rsing (- i )(rsind )1 8/34
= - i%3/¢

sesuai dengan ungkapan ( 21¢ ).

.. Dari gperator momentum kanonis
m, dan 7, yang ternyata masing-ma-
sing merupakan komponen momentum
sudut orbit untuk gerakan mengedari
orbit yang terletak dalam bidang me-
ridian ( # = konstan ) dengan jari-jari r
dan untuk gerak orbit dalam bidang
lintang ( ¢ = konstan ) dengan jari-jari
rsin@ dan legaklurus pada bidang me-
ridian, atau dari p, dan p ¢ dapat di-
bentuk operator momentum sudut
serta kuadratnya yaitu P

Fal MAA A ~A

I=rxp=rux(up +"9P9+"¢P¢)
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l=u $7Py ~UgTPy (27a) Suku kedua sering ditafsirkan sebagai

sehingga

(@), = insin"103/0¢; (27b)

(1), = — i sim™08/a8sin”6; (27c)
P an Yol in~ %
;2_[9+sm 91¢sm0!¢sm 8

P = - 12(sin"200%3¢" +
+ sin~10(3/86) sin 8 (3/98)}.(27d)

Bagaimanakah penyajian operator te-
naga kinetis 7' yang merupakan fungsi
operator p? " Operator ini yang ber-
bentuk T =3 ip ’{ m daPat dinyatakan
dalam operator p, dan i’ dengan pro-
ses terlcbxh dulu meughltu.ng sebagai

(r><p)
B =(rxp)-(rxp) = -D) (2 +P)
P ep- /P =P2mT - PR

: (2%)
Dalam wakilan-r, didapatkan

T 2 (p,)2/2m + Bf@mP) (270)

dengan (p,), = - iA(3/3r + 1/r) dan
k diberikan oleh bentuk (27d ). Ope-
rator [ hanya mengandung derivatif ke
koordinat sudut sehingga berkomutasi
dengan r2. Operator Hamilton #
yang berbentuk T + V(x) dengan de-
mikian dapat dinyatakan dalam ope-
rator koordinat bola dan operator deri-
vatifnya secara

(H )y = (2,2 2m + B/ (2m 7
+¥(r,8,9). (28)

tenaga potensial sentrifugal yang ber-
sama-sama dengan suku ketiga berpe-
ran sebagai tenaga potensial efektif
yang mengatur gerak radial zarah.

Sebaga topik terakhir akan dibahas
wakilan koordinat operator tenaga kl-
netis dengan observabel klasik T = 1

2/m Wakilan Cartesannya sangat se-
derhana yaitu T, = (h2/2m) V2 de-
ngan V2= dlvgrad 23 _, (6 )arz ).
Operator Laplace v? tersebut dapat
dibawa ke bentuknya yang bersangkut-
an dalam koordinat kurvelincar ¢*
yaitu ( Weinberg, 1972; Davydov, 1976;

Fliigge, 1971)
3 1 5

vi= ¥ — —Jég"ﬁ (29)
ap=1 V& 0g% o

dengan g*® adalah komponen kontra-
varian tensor metrik yang memenuhi
23 & b 8gs = 83 dan untuk 51stcm
koordmat ortogonal bernilai & /h
Mengingat dalam sistem sedemlklan
Ve = hy by by, maka untuk sistem ko-
ordinat kurvelinear ortogonal,

1 3.5 hhhy 3 )

v = o 9
2 k4
hohyhy e=1 aq® n, 94"
T= %Vz fm. (30)
Bentuk klasik observabel dalam koor-
dinat kurvelinear berbentuk
1 3 1 2
T=5— 2P P = L Py gaﬁpﬁ‘
=] a,f=1
(31)

Wakilan-x operator ini akan menjadi
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- operator ( 30 ) apabila susunav produk

dalam bentuk ( 31 ) disusun dalam ben-
tuk sebagm berikut ( Messiah, 1965 )

A_ 1_ '\/aﬁ
T=2m 2,:13 88 Pyt

Dalam wakilan-x, §=g(Q)=§a =g %
(8/3¢% ) g* sehingga

e (32)

L %8 g d

T, Y gt et

a,ﬂ:]_ 3qa g aqﬂ
(33)

Bentuk ini tepat sama dengan bentuk
yang dikarapkan ( pers. 30 dengan V2
disajikan oleh pers. 29 ). Dan untuk
koordinat bola, wakilan 7, ini dapat
dibawa ke bentuk ( 27f ) dengan ( ﬁx )
serta ( 32), berturut-turut diberikan
oleh pers. ( 21a ) dan ( 27d ). Nampak
di sini bagaimana susunan perkalian
operator dalam bentuk 7 harus disu-
sun dan dimodifikasi dari ungkapan
klasiknya agar selain masih dipertahan-
kan sifat hermitan 7 ( dengan susunan
perkalian yang bersifat simetris ), wa-
kilan-x nya dalam koordinat kurveline-
ar sesuai dengan ungkapan baku (33).

Dengan cara ini pula dapat disusun
pula wakilan-x operator kuadrat mo-
mentum sudut 72 yang akhirnya akan
menghasilkan ungkapan (27d).

Di dalam medan elektromagnet ( E,
B) yang terkait dengan potensial vek-
tor A dan potensial skalar ¢ melalwi

persamaan ( Zahara M. dan Muslim,
1991)

B=VxA,E=-Vep-add/ot (34)

( dalam satuan SI yang akan dignnakan,
tetapan satuan o = 1), persamaan di-
namika kuantum sebuah zarah dengan
massa m dan muatan listrik e berben-
tuk ( Zahara M, dan Muslim, 1992 )

(H - #(3/a0} | 9(0)) = |9), (35)

dengan suku di sebelah kanan adalah
suatu ket nol di ruang Hilbert. Opera-
tor Hamilton H# untuk gerak tak re-
lativistik dalam satuan SI ini berbentuk

=%d‘; —e?{)z/m + V(;) + 3;’- (36)

Dalam koordinat kurvelinear, wakilan-
x pers. ( 35 ) melibatkan fungsi gelom-
bang ¥(gq,t)=(r(g)|¥(t)) dan

wakilan-x operator H ~ ifi (3/3) yang
dapat dibentuk dengan menggunakan
pers. (15b).

s Y —iA
{(H-ih(5/3)},¥(g,0) =g "c
[2m a,f= 13_%{( i /84" - eA o)

g (-ih3/04" -eAg) g™ + Vg)

+ep - ih(3/ar)]g" e U(g,1)

3

S

a8 (- R O/5g"
+hON3g°-eA )8 g™ (- ihd/0gP

1
= {Em

+10A/3gF —edg )+ V(q) +ep
+ 7 3K/8t - h(8/3)) ¥(g,t) = 0.
(37)

Di dalam elektrodinamika kita me-
ngetahui bahwa nifai medan ( E, B) in-
varian terhadap transformasi tera untuk
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medan potensial (A, ¢ ) yang mengan-
dung fungsi tera sebarang f:

A, —A =A + 3f/84%; (38a)
e— @ =p-8ffat. (38b)

Persamaan gerak kuantum (37 ) untuk
zarah yang berada dalam medan po-
tensial (4, ¢ ) tersebut juga bersifat in-
varian terhadap gabungan transformasi
tera ( 38 a, b ) dan transformasi uniter
yang sesuai untuk fongsi gelombang

T(g,t).

’ _ Y i
V(gt)— ¥(qt)=g "¢ x(q)
= &!® ¥(q,1) dengan A=A - A% (39)

asalkan pergeseran fase A dipilih yang
sesuai, Hal ini dapat ditunjukkan se-
bagai berikut.
Akibat transformasi gabungan ini,
ruas kiri pers. (37) berubah menjadi
1, -1y3

- g v (- ih8/34
+1ON/0g" - e Of/ g - eA ) g g™
(- i79/3qP + hON/3gP - e 8/ 3P
~edg) +V(q) +ep - edffa
+h AN/ - h(D/A)) W (qt) =
{%"'_1.,.,3%:1 g2 [~ i 9/ag"
+ 7 9A/8q" ~ A(ef + AAY/ 84" ~ eA ]
g g% [~ i1 8/8gF + 1 8A/8g° - O(ef
+1A)/0gP—eA [+ V(q) +ep
-3(ef+ D)8t +hAN/OM
- (8/3)} T (g,t) =0  (40)

yaitu apabila A dipilih schingga ef +
# A = 0. Dengan demikian maka per-
samaan gerak knantum bersifat invari-
an terhadap transformasi gabungan
(38a,b) dan (39) dengan pemilihan
pergeseran fase fungsi gelombang se-
besar

A=-ef/h  (41)

yang tak mengubah aspek fisis fungsi
gelombang.

IV. PEMBAHASAN DAN KESIM-
PULAN

Penyajian Mekanika Kuantum da-
lam wakilan koordinat dengan meng-
gunakan sistem koordinat kurvelinear
dapat dilakukan secara konsisten de-
ngan mengintroduksikan dua jenis
fungsi gelombang ( wakilan-x dan wa-

- kilan-g) yang masing-masing terkait

dengan unsur volume invarian dr =
d3x = Vg d®g dan d’g = dgt dqqu3.
Untuk observabel yang merupakan
perkalian operator ;}“ dan p, yang
saling tak berkomutasi, diperlukan mo-
difikasi perkalian tersebut sehingga
bentuknya tetap mempertahankan sifat
hermitan ( melalui proses pensimetri-
an ) dan implikasi fisis serta matematis
yang diakibatkannya sesuai dengan
fakta eksperimen ( Messiah, 1965 ).
Cara yang diuraikan dalam makalah
ini memberikan gambaran bagaimana
operator Hamilton dan momentum su-

dut dalam wakilan-x dapat disajikan
secara konmsisten melalui ungkapannya
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yang bersifat invarian tera sebagai
fungsi koordinat dan momentum ka-
nonisnya dalam wakilan koordinat kur-
velinear, bagi observabel maupun kea-
daan kuantum sistem, tanpa terikat pa-
da bentuk Cartesan yang sangat khusus
dan terbatas dalam pemakaiannya.
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