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ABSTRACT

An inversive semiring S is called p-regular if for each a €
S, there exists some b € S such that a + aba = 2a. Ideal I in an
inversive semiring S is called p-ideal if for some x € S, x + a = 2x
for some a € [ then x € L In this paper we discuss
characterizations of the principal left p-ideal in an inversive
semiring S.
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PENGANTAR

Semiring (S, +, ¢ ) adalah himpunan S bersama - sama
dengan dua operasi biner sebut operasi penjumlahan + : SxS —» S
dan operasi pergandaan e :S xS — S sedemikian hingga (S, +)
semigrup komutatif, ( S , ¢ ) semigrup dan S bersifat distributif
pergandaan terhadap penjumlahan yaitu untuk setiap x,y,z € S
berlaku x (y+z)=xy+xzdan(x+y)z=xz+y z Semiring S
disebut inversive jika untuk setiap a € S terdapat dengan tunggal
a’ € S sedemikian hingga a + @ + a = a dana + a + a = a.
Menurut Karvallas ( 1972 ), pada semiring inversive S berlaku
(aby=ab=ab,(a)=adan(a+b) =a +b untuksemuaa,b € S.
Mukhopadhyay dan Ghosh (1999) mendefinisikan bentuk ideal dan
regular baru pada semiring yaitu ideal-p dan regular-p. Ideal I dari
semiring S disebut ideal-p jika terdapat xeS dan n € N yang
memenuhinx + a=(n+1) x untuk suatu a eI maka x €. Semiring S
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disebut regular-p jika untuk setiap a € S terdapat suatu b € S
sedemikian hinggana+aba=(n+1)a untuk suatun € N. Dengan
menggunakan sifat inversive, jika semiring S inversive maka Ideal I
disebut ideal-p jika terdapat x € S yang memenuhi x + a = 2 x untuk
suatu a € I maka x € I. Semiring inversive S disebut regular-p jika
untuk setiap a € S terdapat suatu be S sedemikian hingga
a +ab a =2 a. Selanjutnya, Mukhopadhyay et al. (2002) mendapatkan
karakterisasi ideal-p kiri utama pada semiring regular-p. Dalam
tulisan ini akan dibahas lebih lanjut jika semiring inversive. Jadi
masalah yang akan dibicarakan adalah karakterisasi ideal-p kiri utama
pada semiring inversive regular-p.

CARA PENELITIAN

Penelitian ini merupakan studi literatur, sehingga langkah -
langkah yang dilakukan adalah dengan mempelajari beberapa jurnal
yang berkaitan dengan penelitian. Kemudian menuangkan dalam
tulisan. '

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas karakterisasi ideal-p kiri utama
pada semiring inversive regular-p. Sebelumnya akan diberikan
definisi dan teorema
yang menunjukkan bentuk himpunan ideal-p kiri utama pada
semiring. '
Definisi 3.1
Misalkan S semiring dan P subsemiring dari S. Penutup ( closure ) P

dinotasikan dengan P didefinisikan sebagai himpunan

1? ={xe S/nx+a=(n+1)xuntuksuatun e Ndana € P }
dengan N adalah himpunan bilangan asli.

Teorema 3.2

Jika S semiring maka untuk setiap a € S, himpunan Sa merupakaﬁ ideal-p
kiri.

Bukti :

Ambil sebarang x, y € :-S'? artinya terdapatn, m € N dans, t € S
sedemikian hingganx +sa=(n+1)xdanmy+ ta=(m+1)y.
Ambil k = maks ( n, m) diperoleh
(i) k(x+y)+(s+t)a = (k-n)x+(nx+sa)+(k-m)y
+(my+ta)
= (k-n)x+(n+1)x+(k-m)y
+(m+1)y
= (k+1)(x+y)
(ii) ambil sebarang s*€ S diperoleh
n(s*x )+ (s*s Ja=s*(nx) +s*(sa)=s*(nx+ sa)

—~—
=s*(n+1)x.Jadix+y,s*x € Sa.
’-‘ . . » .
Hal ini menunjukkan himpunan Sa merupakan ideal kiri dari S.

o
Sekarang tinggal ditunjukkan himpunan Sa adalah ideal-p. Ambil
sebarang u€ S yang memenuhi

———
nu+z=(n+1)udanz € Sa (3.1)

—— ——
untuk suatu n € N akan ditunjukkanu € Sa.Karenaz € Sa maka
mz+ sa=(m+1)zuntuksuatum € Ndanse S (3.2)

Dari 3.1 dan 3.2 dengan mengambil p>m+mn+n,p € N
diperoleh
pu+sa=(p-m(n+1))u+tm(n+l)u+ sa
= (p-mn-m)u+m(nu+z)+ sa
= (p-m)u+ (m+1)z
= (p-m-n(m+1))u+(m+1)(nu+z)
= (p-m-n(m+1))u+(m+1)(n+1)u
=(p*1)u

iy
Jadiue 3’: . Terbukti himpunan Sa merupakan ideal-p kiri. 0



Dari Proposisi 3.2, pada semiring S, untuk setiap a € S,
——
himpunan Sa merupakan ideal-p kiri yang dibangun oleh elemen

——
a di S Himpunan Sa ini disebut ideal-p kiri utama pada semiring S.
Definisi 3.3
Elemen e pada semiring S disebut idempoten-p jika

ne+e=(n+1)euntuksuatun € N

dengan N adalah himpunan bilangan asli. Khususnya, jika semiring S
inversive maka elemen e disebut idempoten-p jika e + e2=2 ¢

Teorema 3.4
Misalkan S semiring dengan elemen satuan 1, Jika S regular-p maka untuk

— —
a€ S, Sa = Se dengan e elemen idempoten-p di S.

-Bukti :

Diketahui S semiring dengan elemen 15 adalah regular-p artinya untuk
sebarang a € Sterdapatb € Sdan n € N sehingga na+aba= (n

+1) amaka nbat+baba = (n+1)ba Misal e = ba
diperoleh ne+e2=(n+1)e.
Hal ini menunjukkan e = b a merupakan elemen idempoten-p.

Sekarang akan

ditunjukkan Se < Sadan Sa ¢ Se. Ambil “sebarang p € Se
maka terdapatr € Sdan m € Nsehinggam p+r; e =(m+1)p.
Misalr= r1b € Smakamp+ra=(m+1)p. Hal ini menunjukkan

—— —— —
p € Sa.Olehkarenaitu Se c Sa (3.3)

Sekarang ambil sebarang t € EZ artinya terdapatr € Sdank € N
sehingga
kt+ra=(k+1)t. (3.4)

Karenae=badanna+aba=(n+1)adiperolthna+ae=(n+l)a.
Dengan kata lain
nrat+rae=(n+1)ra. (3.5)

Sedangkan dari 3.4 diperoleh

(nratrae)+nkt=n(k+1)t+rae
Dengan 3.5 diperoleh

(n+1)ra+nk‘t=n(k+1)t‘+rae
ditambah (n +1) k t dan misal s =r a € S diperoleh
(n+1l)(ratkt)+nkt=se+(2nk+n+k)t

Dengan 3.4 diperoleh

(2nk+n+k+1)t=se+(2nk+n+k)t
Misalgq=2nk +n+ k eN diperoleh qt+se=(q+1)tHalini

—— —— ——

menunjukkan t € Se.Olehkarenaitu Sa < Se (3-6)
— ——

Dari 3.3 dan 3.6 terbukti Sa = Se O

Misalkan E*(S) adalah himpunan semua elemen
idempoten terhadap penjumlahan pada semiring S. Teorema, Lemma
dan Proposisi berikut ini menggunakan semiring S inversive dengan

elemen satuan 1; dimana E* (S) mempunyai sifat untuk setiap a € S

dane € E” (S) berlaku a + a e = a dan e2 = e. Selanjutnya semiring ini
dilambangkan dengan R. Teorema berikut ini -akan menjadikan
Teorema 3.4 menjadi perlu dan cukup untuk klas dari semiring
menjadi regular-p.

Teorema 3.5
Jika untuk setiap a € R terdapat suatu elemen idempoten-p e € R yang

—— —— ‘
memenuhi . Ra = R emaka R regular-p.

Bukti :
Ambil sebarang a € R maka menurut yang diketahui terdapat suatu e

—— ——
elemen idempoten-p di R yang memenuhi Ra = Re.

—— —r— : RN
Karena a =15a € Ra maka a € Re artinya terdapat suatur € R
yang memenuhia +re=2a (3.7)



Akibatnya
2ae+2ata’ =r(e?+e)tae+a+a’

Kareria R inversive dan e elemen idempoten-p maka
2ae+a= 2(re+ta)+tae+2a’
Dengan 3.7 diperoleh
2aeta= (4a+2a’)+ae
Karena R inversive maka4a+2a’ =2a diperoleh

2aeta=2a+ae (3.8)

—— —— —— ——
Karena e =1;e € Re dan Ra = Re maka ec Ra artinya terdapat b
€ Rsehingga e + ba =2 e akibatnya
ataetaba=a+2ae
Menurut 3.8 diperoleh

ataetaba+ae=2a+ae+ace’
(a+a(e+e’))+aba=a+(a-+a(e+e’))

Karena e + ¢'e E* (R) maka a + a (e + ¢) = a sehingga diperoleh
ataba=2a

Terbukti R adalah regular-p. 0

Dari Teorema 3.4 dan Teorema 3.5 didapatkan Akibat 3.6
berikut ini

Akibat 3.6 -

R regular-p jika dan hanya jika setiap ideal-p kiri utama dari R dibangun oleh

suatu elemen idempoten-p dari R

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa jumlah dari sebarang
dua ideal-p kiri utama dari R juga merupakan ideal-p kiri utama dari
R apabila R regular-p.

Teorema 3.7

Jika R regular-p maka jumlah dari sebarang dua ideal-p kiri utama dari R
juga merupakan ideal-p kiri utama dari R.

Bukti :

—— ——
Kita anggap E+ ﬁ Dengan Teorema 3.4 Ra = R e untuk suatu

idempoten-p eeR. Karena e elemen idempoten-p maka e€E (R)
sehingga e = e,

Langkah 1:

—— A A e ,
Disini diclaim bahwa R e+Rb= Re+ Rc untukc=b(1g+¢’)

Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut : Karena e + ¢’ € E* (R)
makab +b (e + e’ ) =b sehingga untuk sebarang x, y € R berlaku
xe+tyb=xe+y(b+b(e+e'))
=(x+yb)e+y (b(In+e)
= (x+yb)e+yc
Hal ini menunjukkan Re + Rb < R e + R c. Sekarang, ambil sebarang

x € R e+ Rbmaka x=y + z untuk suatu ye R e dan ze Rb artinya
y+tne=2ydanz +r,b=2z untuk suatu r, r» € R. Akibatnya
x+rne+rnb=2x,KarenaRe+Rbc Re+Rcmakane+mb=re
+ r4 ¢ untuk suatu r3, rs€ R sehingga x + me + r; c = 2 x Hal ini

|

menunjukkan x € Re+Rc € Re + Rc = Re+ Rc. Oleh karena
——

—r— ———

itu Re+Rb c R e+ Rc.Kebalikannya, untuk sebarang x, y € R

xetyc=xe+y(b(Ilr+e"))
xetyb+yb(lre)

= xe+yb+yblre

(x +yblr’)e+yb

Hal ini menunjukkan R e + R ¢ ¢ R e + R b. Sejalan dengan

pembuktian diatas Re+ Rc < Re+Rb. Oleh karena itu

—_— A, A A
RetRb=Re+ Rc.



Langkah 2:

A
Disini diclaim Rc¢ =Rg dimana g = (1g + €' ) f dengan f elemen

—— —mmy
idempoten-p yang menyebabkan Rc¢ = R f
Hal ini dapat ditunjukkan sebagai berikut : Dengan Teorema 3.4

—~— —t—
Rc = Rf untuk suatu elemen idempoten-p feR..Karena
f idempoten-p maka f € E (R) sehingga f =f2

) ——

Karenaf=1fe Rf= Rc makaf+rc=2f (3.9
untuk suatu 1 € R sehingga fe+ nce =2fe Mengingat
¢ = b(1lx+e") dane=e?maka diperoleh

fe+nb(1lr+e') e=2fe
fe+nb(et+te'e)=2fe
fe+rb(ez+te' e)=2fe
fe+nb(et+te' )e=2fe

Karena e+ €' e E*(R) makar; b (e+e’ ) e € E*(R) sedangkan E*(R)
ideal-pdanfe+r b(e+e’)e=2feakibatnya

fee E*(R) ' (3.10)
Misal g = (1r + e" ) f maka g € R f sehingga R g c R f akibatnya

~—— o
RgcRf (3.11)

dan juga karena f = f 2 diperoleh
g2=(1r+e")f (lr+e')f
=f2+fe'f +e'f2+e' fe'f
=f+fe'f+te’'fr+e'fe'f

Menurut 3.10, f e € E* (R ) maka f e = 2 f e sehingga
fef+fe’f =2fe'f=2(fe) f=(2fe)f=(fe)f=fe'f
Oleh karena itu f e'f € E*(R) akibatnya f + f (f ¢'f ) = f. Karena f = f 2
maka f + fe'f =fsehingga
gi=f+fe'f +e'f+e'fe'f
=(f+fe'f)+e' (f+fe'f)
=f+ef=g :

Menurut 3.9, f + 11 ¢ = 2 f maka diperoleh
f2+ncf =212
f+rnb(lr+e’) f =2f
f+nbg =2f
sehinggarf+rrnbg =2rfuntuk semuar eR.Oleh karenaitu Rf ¢
—— -
Rg.AkibatnyaR f < Rg (3.12)
] P T
Dari 3.11 dan 3.12 diperoleh Rc = Rf =Rg.

Langkah 3:

fmy

oo —— e,
Dari langkah 1 dan 2 diperoleh Ra + Rb = Re + Rg . Sekarang

e et
R (e+g). Jelas bahwa

et ]
tinggal ditunjukkan Re + Rg

e N

R(e+g) < Re+ Rgsehingga T{(e+gi c Re+R§ c Re+Rg

= 'I-Q: + FISE . Tinggal ditunjukkan kebalikannyae g =e (lr+e')f=
(e+ee’)f=(e2+ee’)f=(e2+e’e)f= (et+e)efeE(R)
sehinggae=e+e(eg)=e2+eg=e(e+g)akibatnya ee R('e+g
). Sedangkange =(1x+¢’) fee E*(R) sebab f e € E*(R) sehingga.
g=g+g(ge)=g+ge=g(g+e)akbamya geR(e+g).
Oleh karena itu Re = R(e+g)danR g < R (e + g) akibatnya

—— ——— —~— .
FRQ c R (e+g)dan 'EE c R (e+g) sehingga diperoleh Re + Rg

N —— —A— — . .
R (e+g). Oleh karena itu Re + Rg = R(e+g). Jadi terbukt
—— ———

—r— D
Ra+Rb=R (e+g)

Teorema 3.8

— —t— —— — ,
Di dalam Rberlaku {x,,x,) = Rx, + Rx, dengan (x,,x,) adalah

ideal-p yang dibangun oleh x1, x2€ R.



Bukti : .

Jelas bahwa (x,,xz) € Rx;+Rx,= Rx,+ Rx,. Kebalikannya,

< L s e in A~ ‘ : - - A .
ambil sebarang x € R x, +Rx, makax=y +zdimanay € R x, danz
Rx, artinya y+rnx=2ydanz+rz=2zuntuksuaturn,r eR
sehinggax +rx+rnz=2x '

—— Ay

——
Hal ini menunjukkan x € (x,, X, ) Oleh karena itu Rx, + :Rx,.:

c_':_'(’xi,‘x2>.Terbukti<x,,x2> = Rx, + Rx, 0

Akibat 3.9 berikut ini fnerupakan hasil langsung dari
Teorema 3.7 dan Teorema 3.8. '
Akibit 3.9 -
Jika R regular-p maka ideal-p kiri yang dibangun terbatas dari R merupakan

ideal-p kiri utama.

KESIMPULAN

S Misalkan R adalah semiring inversive dengan elemen
satuan 1r dimana E* ( R ) mempunyai sifat untuk setiap a € Rdan e
€ E*(R)berlaku a+ae=adan e2=e, Karakterisasi ideal-p kiri
utama pada semiring inversive

regular-p adalah sebagai berikut :

1. Jika S semiring maka untuk setiap a € S, himpunan Sa
merupakan ideal-p kiri utama '

2. Misalkan S semiring dengan elemen satuan 1s Jika S regular-p

e T
maka untukae S, Sa = S e dengan e elemen idempoten-p di S.
3. Jika: untuk setiap a € R terdapat suatu elemen idempoten-p e

—— —— )
€ R yang memenuhi Ra = R emaka R regular-p.

Dari sifat 2 dan sifat 3 diperoleh sifat berikut ini '

4 R regular-p jika dan hanya jika setiap ideal-p kiri utama dari R
dibangun oleh suatu elemen idempoten-p dari R. '

5. Jika R regular-p maka ideal-p kiri yang dibangun terbatas dari R
merupakan ideal-p kiri utama.
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