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RESUMO

Seja G = (V, E) um grafo, no qual V' é o conjunto de vértices e E o conjunto
de arestas. Um grafo garra ¢ definido como sendo um grafo bipartido completo K;3. O
Problema Livre de Garra (PLG) tem como objetivo encontrar um subconjunto minimo
de vértices S C V' de modo que nenhum subgrafo induzido por vértice em G[V \ S] seja
um grafo garra. O presente trabalho realiza um estudo poliedral para o PLG, que é um
problema NP-completo, apresentando dois modelos de programagao linear inteira (F, e
Fs,), sendo o tdltimo implementado por meio de um procedimento baseado em planos de
corte. Experimentos computacionais foram realizados em instancias com diversas densida-
des e contendo até 100 vértices. Os resultados obtidos sugerem que Fg, teve desempenho

superior quando comparado a Fy.

Palavras-chave: <Problema Livre de Garra>, <Plano de cortes>, <Combinatoéria

poliédrica>.



ABSTRACT

Let G = (V, E) be a simple graph, where V' is the set of vertices and E is the set of
edges. A claw is defined as a complete bipartite graph K5 3. The Claw-free problem (CFP)
aims at finding a minimum subset of vertices S C V' such that none of the vertex-induced
subgraphs of G[V '\ S] are claws. The present work performs a polyhedral study on the
CFP, which is a NP-complete problem, presenting 2 integer programming models(F, and
Fs,), where Fg, is implemented with a cutting plane-based procedure. Computational
experiments were performed in instances with different densities with up to 100 vertices.

The results obtained suggest that Fg, had a superior performance when compared to F,.

Key-words: <Claw-free problem>, <Cutting planes>, <Polyhedral combinatorics>.
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1 INTRODUCAO

1.1 Delimitacao e Definicao do Problema de Pesquisa

Seja G(V, E) um grafo, no qual V' é o conjunto de vértices e E o conjunto de
arestas. Um grafo garra é definido como sendo um grafo bipartido completo K;3. O
Problema Livre de Garra (PLG) tem como objetivo encontrar um subconjunto minimo
de vértices S C V' de modo que nenhum subgrafo induzido por vértice em G[V \ S] seja

um grafo garra.

Diversos trabalhos foram propostos para grafos livre de garra. A descrigao do
politopo set packing para grafos sem garra se assemelha ao politopo de emparelhamento
[2] que é mais simples. J& [14] propoe um algoritmo polinomial (programagcao dinamica)
para o set packing em grafos sem garra. Em [15] sdo apresentados estudos sobre a relagao
entre caminhos hamiltonianos e grafos sem garra, propondo um algoritmo polinomial para

o problema de caminhos independentes ponderados.

A remocao de garras de um grafo esta relacionado ao problema de transformar
grafos de intervalo em grafos unitarios. Esse problema foi proposto por [7] hd mais de
trinta anos, nao tendo recebido atengao da literatura desde entao. Também é conhecido
que grafos unitarios sdo equivalentes a grafos de indiferenca [16]. Muitos trabalhos da
literatura apresentam a importancia dos grafos de indiferenca para a area de otimizacao.
Em [13] hé descrigoes de algoritmos gulosos 6timos para os problemas de coloragao, cami-
nho minimo entre dois vértices, emparelhamento maximo e caminho hamiltoniano sobre

grafos de indiferenca.

Dada a importancia do tema, este trabalho propoe modelos de Programacao Linear
Inteira (PLI) para o PLG.

1.2 Objetivos

Através do que foi apresentado anteriormente, o objetivo geral e os objetivos es-

pecificos do estudo sao descritos a seguir.

1.2.1 Objetivo Geral

Encontrar modelos PLIs eficientes para o PLG.

1.2.2 Objetivos Especificos

a) Estudo poliédrico do problema.
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b) Construcao de modelos PLIs para resolveé-lo.

¢) Andlise da eficiéncia dos modelos propostos.

1.3 Justificativa

Para [12], a familia de problemas de remog¢ao de vértices em grafos, consiste em:
dada uma propriedade de grafo 7, qual o niimero minimo de vértices a serem removidos
de um dado grafo tal que o subgrafo resultante satisfaca m 7 O autor demonstrou que se
7 é uma propriedade trivial (existem infinitos grafos que obedecem ou desobedecem )
e hereditaria (Qualquer subgrafo induzido de um grafo que obedece m também obedece
a ), entdao o problema de remocao de vértices para m é NP-Completo. Como um grafo
sem garra é uma propriedade nao trivial e hereditdria para subgrafos induzidos, logo, o
PLG, que é um problema de remocao de vértices, ¢ NP-Completo. Dessa forma, faz-se

necessario encontrar solugoes eficientes para o problema.

A escolha no uso de PLI foi feita porque métodos para resolucao de PLIs sao

amplamente difundidos e apresentam diversas implementagoes em software.

1.4 Estrutura da monografia

O restante do trabalho foi dividido em 4 capitulos. O capitulo 2 apresenta os
conceitos necessarios para elaboracao deste trabalho. O capitulo 3 detalha os passos para
demonstracao e implementacao dos modelos PLI propostos. O capitulo 4 apresenta os
resultados computacionais obtidos. O capitulo 5 explicita as conclusoes e os trabalhos

futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 Algebra Linear

Neste trabalho, denota-se por R o conjunto dos niimeros reais.

2.1.1 Notagao Loégica e Matematica

Um conjunto é um agrupamento de elementos. A cardinalidade de um conjunto A
¢ denotada como ||A||. Para descrever a soma dos elementos {a',a?, ..., a"} do conjunto
A, usa-se ) ., a'. De forma equivalente, utiliza-se [[;_; a' para expressar a multiplicacao

dos mesmos elementos.

Denota-se como = € A um elemento x pertencente ao conjunto A. Caso contrario,

utiliza-se a notacao = ¢ A.

Se A e B sao 2 conjuntos, A é subconjunto de B se, para todo x € A, tem-se que
x € B, denota-se que A é subconjunto de B como A C B. Uma funcao que representa

uma relagao de correspondéncia entre A e B é escrita como f: A — B.

Sejam A e B dois conjuntos tais que B C A. O conjunto de elementos que estao

em A e nao estdo em B é denotado por A\ B.

O conjunto C' de elementos que, simultaneamente, pertencem aos conjuntos A e B
é escrito por C = AN B. Quando deseja-se o conjunto C' dos elementos que estao em A
ou B, denota-se C' = AU B.

Para citar todos os elementos = de um conjunto A usa-se Vx € A. Para denotar
a existéncia de um elemento x qualquer utiliza-se dx. Quando deseja-se dizer que um
conjunto A é formado por qualquer elemento x que é verdadeiro para uma determinada

propriedade, denota-se A = {z | propriedade verdadeira para x}.

Quando um conjunto A é igual ao conjunto B, escreve-se A = B. Caso contrario,
escreve-se A # B.

2.1.2 Pontos e vetores

Um ponto pode ser definido como um conjunto de niimeros, usualmente escritos em
linha ou coluna. Pontos podem ser visualizados em espacos dimensionais, onde os niimeros
representam as coordenadas de cada eixo do espago. E também, podem ser entendidos
como vetores, que sao linhas que tem origem em um ponto predefinido e terminam no
ponto descrito. Quando um vetor ou ponto possui n coordenadas, pode-se dizer que ele

estd em R™.
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A soma de dois vetores do R", escreve-se x + y, é efetuada ao somar-se os valores
das coordenadas correspondentes em z e y. Note que a operagao soma, representada pela

equagao abaixo, gera outro vetor z também em R".
=z, +y Viel...n (1)

3., 2% € R™ é dita afim-independente se

k k
=1 =1

tem como solugao unica \; =0,V =1,2,... k.

Uma colecao de vetores !, 22, 2

O produto escalar, neste trabalho denotado como z7y, é uma funcao bindria defi-
nida entre dois vetores que fornece um nimero real como resultado. O produto escalar

pode ser calculado da seguinte forma:

T
Ty

ety =37 zy = | ¢ <y1 o ?/n>

Tn

2.1.3 Envoltéria convexa

Um conjunto S C R™ é convexo se para qualquer z,y € S e qualquer A é um valor
no intervalo [0,1] tem-se Az + (1 — A\)y € S. Ou seja, dados dois pontos z,y € S temos
que qualquer ponto que reside entre z e y também se encontra dentro de S. A figura

abaixo ilustra um exemplo de conjunto nao convexo.

Figura 1: Exemplo de conjunto nao convexo

A envoltoria convera de um conjunto S C R"™ é o menor conjunto convexo formado
pelos pontos de S que contém todos os pontos em S. A figura [2l mostra uma envoltéria de
um conjunto de pontos (delineada em preto). Ainda na figura [2, temos que a envoltéria

convexa (delineada em azul) é a menor envoltéria que engloba todos os pontos.
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Figura 2: Exemplo de envoltéria convexa

2.1.4 Matrizes

Uma matriz A € R"™™ representada na figura [3, ¢ uma tabela de n linhas e m
colunas de simbolos representadas em forma de quadro. E possivel representar vetores
como linhas ou colunas de uma matriz. Os elementos de uma matriz sao indexados por

linha e coluna por nimeros inteiros.

Ay; A1z v Qiy
Azq dzz v Qg
A= |41 dzz = dzn
Ami1 Amz * Opmn

Figura 3: Exemplo de Matriz

Sejam A € R">™l o B ¢ R"*™2 duas matrizes. O produto matricial AB €

R**m2 quando m1 = n2, é realizado da seguinte forma:

ml
ABjj = AyBy Vi={1,2,..nl} Vj={1,2,... ,m2}
k=1

Também é possivel representar inequacoes em forma de produto matricial Az < b.
Onde, cada linha matriz A corresponde aos coeficientes das variaveis de cada inequagao
que, por sua vez, sao representadas pelo vetor coluna x e b € um vetor coluna que repre-
senta os valores obedecidos por cada inequacao. No sistema abaixo, podemos ver uma

transformacao de um conjunto de inequacgoes em uma inequagao com produto matricial.

_xl_
a1y + a12%2 + 41373 + - - - + a1y, < b1 a1 Q12 13 ... Qip| |22
a2121 + a9 + a93X3 + -+ Aoty S b2 = g1 Q92 Q23 ... Q2y X3 S |:b1 b2 bg]
a31T1 + Az + azzxs + - -0 + azp T, < 03 a3y Qg2 Azz ... Ay

Tn
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2.2 Classes de Problemas P/NP
2.2.1 Notagao Assintética e Definicao de um problema

As notagoes assintoticas sao formas de descrever o tempo de execugao de um
algoritmo computacional por meio de fungoes do tamanho das suas entradas [4]. Dessa
forma, torna-se possivel estimar o tempo de execucao de um algoritmo para diferentes

tamanhos de entradas.

Em geral, utiliza-se a notagao f(n) = O(g(n)) para indicar que o algoritmo f(n)
¢ um membro do conjunto de tempos de execugao O(g(n)). Dizer que f(n) = O(g(n))
significa que existe uma constante ¢, tal que, f(n) < cg(n)¥n € R . Usando a notagao
O, podemos descrever o tempo de execucao de um algoritmo observando a sua estrutura.
Através de observacao, a comunidade cientifica pode perceber que existem um conjunto

de fungoes g(n), mostradas abaixo, que sdo comuns a diversos algoritmos.

a) Polinémios : g(n) = O(p(n?)), onde p(n?) = ¢ a;n’ e ag # 0.
b) Exponencial: g(n) = O(d"), onde n é varidvel.

¢) Logaritmo: g(n) = O(logy(n)), onde logy(n) é uma funcao logaritmo (Vide [4] para

mais detalhes).
d) Fatorial: g(n) = O(n!), onde n! =[]"_; =.

e) Constante: g(n) = O(k), onde k € R.

A fim de entender as classificagoes de complexidade de um problema, é necessério
formalizar o significado do que seja um problema. Um problema abstrato é uma relagao
bindria que leva um conjunto de instancias I para o problema a um conjunto de solugoes

S do problema.

Para um programa de computador resolver um problema abstrato (), as instancias
de @ devem ser representadas por uma codificagao binaria. Sera denominado problema

concreto a codificacao bindria do problema abstrato Q).

Um problema abstrato @) é classificado como problema de decisdo quando a solucao

para qualquer instancia de () é “sim” ou “nao”.

Vale ressaltar que a categorizagao de problemas nas classes P (vide segao [2.2.3)),
NP (secao [2.2.4) ou NPC (segao [2.2.5) se aplica apenas a versao de decisao de um

problema concreto.
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2.2.2 Linguagens Regulares

Um alfabeto ¥ é um conjunto finito de simbolos. Uma linguagem reqular L sobre

Y é qualquer cadeia formada pelos simbolos de .

Problemas concretos de decisao podem ser representados por linguagens regulares.
Pois, seu conjunto de instancias e solugoes podem ser representados por uma linguagem
sobre o alfabeto {0,1}.

Seja A um algoritmo. Uma cadeia = qualquer é dita “aceita por A” se A(x) = 1.
Caso A(z) = 0, a cadeia é dita “rejeitada por A”. Além disso, a linguagem L é aceita por
A se Vx € L implica em A(z) = 1.

2.2.3 Classe P

Segundo 4], a classe de problemas P é o conjunto das linguagens L aceitas por um

algoritmo A de funcao assintética polinomial. Ou seja,

P ={L| L é aceita por A em tempo polinomial}

2.2.4 Classe NP

Ha também algoritmos de verificagcao A, que sao algoritmos que possuem a sua
cadeia de entrada comum x e um certificado binario y. Esse tipo de algoritmo verifica se
existe algum certificado y para a cadeia de entrada z, tal que, A(z,y) = 1. Ou seja, A é

um algoritmo capaz de verificar se uma solu¢ao de um problema concreto é aceita.

A classe de complexidade NP ¢ a classe de linguagens que possuem um algoritmo
de verificao de tempo polinomial. E possivel concluir que se uma linguagem L estd em
P, entao L também esta em NP, porque se existe um algoritmo que é capaz de aceitar
L em tempo polinomial, também existem um algoritmo de verificacao para L em tempo
polinomial. Para isto, é necessario apenas descartar o certificado e usar a resposta do

algoritmo de aceitacao como resultado do algoritmo de verificacao.

Foi apresentado em [3] o problema de P versus NP, que permanece em aberto.

Esse problema consiste em provar se P = NP ou P # NP.

2.2.5 Classe NP-Completa

Uma linguagem L; é redutivel para Lo, escrita L1 <p Lo, se existe alguma funcao

célculavel f(z) que recebe a instancia de L; como parametro e gera uma instancia de Ly
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em tempo polinomial. Denomina-se f(z) como fun¢do de redug¢ao, e um algoritmo que

calcula f(z) em tempo polinomial como algoritmo de redugao.

Uma linguagem L é NP-Completa (NPC) se:

1. Le NP

2. VL' e NP, L' <p L em tempo polinomial

A classe de problemas N PC' é composta por problemas que tem complexidade de
tempo assintética exponencial ou fatorial. Isso significa que sao problemas computacionais
dificeis de resolver. O mecanismo de reducao permite que seja possivel identificar se um
problema X qualquer é NP-Completo ao reduzi-lo para outro problema que ja foi provado
estar em NPC.

2.3 Teoria dos Grafos
2.3.1 Grafo

Um grafo G(V, FE) (Vide figura 4] para um exemplo) é uma estrutura de dados.
Onde, V representa o conjunto de vértices do grafo e E o conjunto de arestas. Ou seja,
V e E sao atributos do grafo [4]. Grafos podem ser representados computacionalmente

através de listas de adjacéncias ou matriz de adjacéncias.
Figura 4: Exemplo de Grafo

A representagao por lista de adjacéncias de G(V, E) é formada por um arranjo de
|V|| listas, uma para cada vértice, onde a lista de um vértice u € V qualquer, contém
um né w € V, se e somente se, existe uma aresta (u,w) € F, isto é, existe uma aresta
que possui u e w como pontos extremos. A figura abaixo ilustra uma lista adjacéncias do

grafo apresentado na figura [

Representacao por lista de adjacéncias permite descobrir se uma aresta (u, w) esté
presente em G(V, E) em O(n), porque, a forma de verificar se (u,v) estd em G(V, E),
seria obtendo a lista de adjacéncias de u (adj[u]), para entdo, verificar se w € adj[u] com

busca linear.
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Figura 5: Exemplo de Lista de Adjacéncias

Essa desvantagem pode ser contornada com representacao por matriz de adjacéncias.
Nesse caso, cada vértice é numerado com valores {1,2,3,...,||V||}. Entdo, podemos re-
presentar G(V, E) como uma matriz AlVIXIVIl ta]l que, para cada célula A
IR
" 1, se(i,j)e FE
Nesse caso, podemos descobrir se uma aresta (u,w) estd presente em G(V, E) em

O(1), porque é necessério apenas consultar a linha u e coluna v da matriz de adjacéncias.

A figura [6] mostra a representagio do grafo da figura [f como matriz de adjacéncias.

1 2 3 4

3
=
—
=
—
=

1 0 1 0

1 0 1 0

Figura 6: Exemplo de Matriz de Adjacéncias

Também é possivel obter um grafo complementar G(V, E) de um grafo G(V, E),

representado na figura [7], da seguinte forma:

Algoritmo 1: ALGORITMO PARA ENCONTRAR GRAFO COMPLEMENTAR
Entrada: G(V, E)

Saida: G(V, E)

1 inicio

2 Cria-se um grafo W com mesma quantidade de vértices que G(V, E)
e /=10

3 para cada par de vértices (u,w) € V faga

4 se aresta(u,w) ¢ E entao

5 ‘ adiciona (u,w) em E’

6 fim

7 fim

8 retorna m

9 fim
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Figura 7: Grafos Complementares entre si

As linhas pretas representam arestas reais. Linhas azuis representam arestas complementares.

2.3.2 Subgrafo

Um subgrafo G'(V', E') de um grafo G(V, E) é um grafo (Vide a porgao em ver-
melho da figura [8a), em que, V' C V e E/ C E. Um subgrafo G’(V',E’) de G(V,E) ¢
chamado de subgrafo induzido por vértice (Por¢ao em vermelho da Figura , denotado
por G[V'], se toda aresta (u,w) € E, onde u € V' e w € V', também é uma aresta em E’.

Note que na figura [8b| todas as arestas que ligam qualquer par de vértices estao presentes

A

no subgrafo em vermelho.

(b) Um Subgrafo Induzido por Vértice em

(a) Um subgrafo em vermelho vermelho

Figura 8: Exemplos de Subgrafos

2.3.3 Grafo Bipartido

Um grafo G(V, E) é classificado como grafo bipartido quando é possivel dividi-lo
em dois conjuntos de vértices X e Y, tal que, para qualquer aresta (u,w) € E temos que
u € X ew €Y. Ou seja, nenhum vértice do conjunto X ¢é adjacente a um vértice do
conjunto Y e vice-versa. Além disso, grafos bipartidos podem ser completos, isto é, para

cada u € X existe uma aresta para w € Y. Denota-se um grafo bipartido completo como

Kyxy,vy-

Figura 9: Exemplo de Grafo Bipartido Completo K53
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2.3.4 Clique e Conjunto Independente de vértices

Um grafo G(V, E) é completo quando todo vértice u € V é adjacente a todos os
vértices do conjunto V' \ {u}. Uma cligue C é um subgrafo G'(V', E') de G(V, E) que é

completo.

Cliques mazimal é o conjunto de subgrafos G'(V’, E') de G(V, E) que nao podem

ser estendidos através da inclus@o de um novo vértice u € G(V, E).

Cliques mdzimo é o conjunto de subgrafos G'(V', E') de G(V, E) que tém o maior

tamanho [|V’|| possivel.

Na figura [10] pode-se visualizar, em vermelho, o clique maximo e maximal de um
grafo. A figura apresenta um exemplo de clique nao maximal, porque a clique ainda
pode ser estendida por um vértice para formar o clique maximo e maximal descrito na

figura m E apresentado na figura um exemplo de clique maximal e nao maximo.

(a) Clique nao maximal (b) Clique Maximo

(c) Clique Maximal

Figura 10: Exemplos de Cliques

O conjunto independente de vértices I de um grafo G(V, E) é um conjunto em
que nenhum par de vértices (u,w) € I sdo adjacentes. Ou seja, (u,w) ¢ E. Assim
como cliques, os conjuntos de vértices independentes podem ser maximal ou mdximo. O
conjunto maximo é o maior conjunto I em G(V, E), e por sua vez, o conjunto maximal

um conjunto independente de vértices que nao pode ser extendido.

E possivel deduzir que os conjuntos independente maximo e maximal de um grafo
G(V, E) podem ser obtidos ao encontrar-se, respectivamente, as cliques maximas e maxi-
mais no grafo complementar G(V, E). A figura (11 mostra como encontrar um conjunto
independente de um grafo G(V, E) (Figura ao encontrar-se um clique no grafo (V, )

(Figura [11b)).
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(a) G(V. E) (b) G(V, E)

Figura 11: Conjunto Independente e Clique

2.4 Otimizacao Combinatéria
2.4.1 Combinatoria Poliédrica

Um poliedro P pode ser definido como um subconjunto P C R"” em que
P ={r e R"|Azx < b}

para uma matriz A € R™ e um vetor b € R™. A Combinatoria poliédrica estuda
propriedades de poliedros que sdo formados por problemas combinatérios. Segundo [6],
esses estudos podem levar ao desenvolvimento de algoritmos ou revelar propriedades do

problema estudado.

Se P é um poliedro que obedece a sentenca
JaeRVzeP:|z]| <a

Entao, P é dito ser um politopo.

Um atribuito importante de um poliedro é a sua dimensao, denotada por dim(P),
que tem valor d se P contém d+ 1 vetores afim-independentes. Diz-se que P tem dimensao

cheia se P C R™ é um poliedro onde dim(P) = n.

Seja F' um subconjunto de um poliedro P. F' é uma face de P se

F=Pn{z|c"z =d}

onde ¢z < d é uma inequacdo vdlida para P. Ou seja, ¢’z < d satisfaz todos
os pontos x em P. Uma face F' de um poliedro P é chamada de faceta se dim(F) =
dim(P) — 1. Um poliedro pode ser completamente descrito através do seu conjunto de
inequacoes que sao definidoras de facetas. Se P tem dimensao cheia, entao P pode ser

representado, de forma tnica, através de uma inequacao associada a cada faceta de P.

A figura [12] lista todas as faces de um politopo em forma de piramide. A primeira
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linha (abede) lista os pontos que formam a face de dimensao 3, ou seja, a prépria piramide
é face de si mesma. A segunda linha mostra as facetas (faces de dimensao 2), que sao os
planos formados por todos os conjuntos trés pontos. A terceira linha representa as cristas
da piramide (faces de dimensao 1) formados pelas arestas que ligam dois pontos. A quarta
linha apresenta os cumes (faces de dimensao 0) da piramide, que sao seus vértices. E a

ultima linha apresenta a face vazia (dimensao —1).

Figura 12: Lista de faces de uma piramide

Em poliedros de dimensao cheia, sabe-se que, se F' é uma faceta, entao o conjunto
de todas as representacoes possiveis de F' é obtido ao tomarmos multiplos escalares de
F'. Essa observacao ¢ importante para demonstrar se uma inequagao qualquer, véalida
para um poliedro de dimensao cheia P, é uma inequacao definidora de faceta de P. Para
isto, basta demonstrar que a inequacao conhecida é multiplo de uma suposta inequagao

definidora de faceta.

2.4.2 Programacgao Linear e Programacao Linear Inteira

Programagao linear (PL) é um paradigma que busca minimizar ou maximizar uma

fungao linear f : R — R sobre um conjunto finito L de R™ [10].

Através do algoritmo Simplex, é possivel resolver um PL descrito por meio de ine-
quacoes lineares. Para isto, basta descrever a envoltéria convexa de L como um conjunto
de inequagoes lineares que sao definidoras de facetas desse politopo e resolver o programa

linear:

minimizar /mazximizar f(z) sujeito a Az <b

Onde, Ax representa a matriz de inequagoes para o politopo de L e f(x) representa

uma funcao linear a ser maximizada ou minimizada.

Existem problemas que exigem que uma ou mais varidveis em x sejam inteiras.

Sendo assim, surge a programagao linear inteira (PLI). A primeira solugao para problemas
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PLI foi proposta por [9], essa solu¢ao consiste em planos de corte que sao adicionados
ao modelo linear de forma que cortem solugoes fracionarias sem eliminar solugoes inteiras

validas para o PLI.

Em 1960, foi apresentado o algoritmo branch-and-bound (B&B), que é capaz de
resolver um PLI ao construtir, através de novas restrigoes, novas formulacoes de PL que

serao resolvidas pelo método Simplex com uma solucao inteira.

Posteriormente, outro método denominado Branch-and-Cut (B&C) foi introduzido
para resolver problemas de PLI. Esse método resolve uma formulagao PLI adicionando
cortes, que nao excluem solucoes inteiras validas, ao modelo PLI. Além disso, ao mesmo

tempo, o B&C executa um algoritmo B&B.

Para mais detalhes sobre os métodos de Planos de corte, B&B e B&C consulte [11]
e [10].
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3 METODOLOGIA

3.1 O Politopo Sem Garra

Seja G,(V, E), com [|[V|| = n, um grafo. Para evitar trivialidades, assuma que
n > 2. Seja P, a envoltéria convexa dos vetores incidentes que representam subgrafos

sem garra de G, isto é,

P, = conv{x® € R" | A é subgrafo sem garra de G,,}.

P, é o politopo sem garra (de ordem n). A Figura [13| representa um subgrafo sem garra

A e seu vetor correspondente.

A={ab,d,g,f}
@ ®

)

>

I
R RO RO R
Qo Qa0 STQ

(a) (b)

Figura 13: (a) Subgrafo sem garra A. (b) Vetor incidente x*

O PLG pode ser formulado como um PL da forma

min Z(l — ;)

sujeito a r € P,

uma vez que cada solucao basica do PL é um vetor incidente sem garra. Entretanto, com
o objetivo de aplicar o método B&C para resolver esse problema, faz-se necessario uma

descricao do P, por meio de um sistema de inequacoes lineares.

3.2 Conjunto de Inequacoes Triviais

O PLG foi, entao, modelado como um PLI, pois dado que P, esta contido em um

hipercubo unitario, as inequacoes triviais
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0<z,<1 YoeV

sdo claramente validas e toda garra {a,b,c,d} de G,, ilustrado na Figura[l4] ¢ proibida

pela inequacao garra

(Tg +2p +2q) + 2. <3 (2)

que é satisfeita por todo vetor em P,, e portanto, valida para P,.

Figura 14: Garra {a,b,c,d}.

Considere agora o politopo

Fn:{xeR”V”|0§$U§1, Yo eV,
(g +Tp + 2q) + 2. < 3 para toda garra {a,b,c,d} de G, }.

Das observacoes anteriores decorre que P, C F,,, e é possivel ver que os pontos
inteiros de F), sao exatamente os vetores de incidéncia dos subgrafos sem garras de G,,.

Entao, P, = conv{z € F, | x é inteiro} e isso implica que

(Fy) min Z(l — 1)
sujeito a 0 < x, <1, Vv eV,
(T + xp + 24) + 2. < 3, para toda garra {a,b,c,d} de G,

x é inteiro,

¢ uma formulacao PLI do PLG. Observe que P, contém o vetor nulo e todos os vetores
unitarios, somando n + 1 pontos afim independentes; entao, P, tem dimensao cheia, isto

€,
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dim P, = |V| = n.

Isso implica que para toda faceta de P, existe uma tnica inequacao que a define.

Teorema 3.1. Para todo politopo sem garras P,, n > 2, podemos afirmar que:

a) Toda restri¢io de nao negatividade x, > 0 define uma faceta de P,;
b) Toda inequagao de limite superior x, < 1 define uma faceta de P,;

c) Toda inequagao garra (x, + xp+ x4) + . < 3, com vértice central inico, define uma
faceta de P,.

Demonstracao. (a) Seja v € V. Entao, z, = 0 é satisfeita pelo vetor nulo e todos os
vetores unitarios x{*}, u € V, u # v. Estes ||V vetores sdo pertencentes a P, e sdo afim

independentes.

(b) Sejav € V. Logo, , = 1 é satisfeito pelo vetor unitério x{*} e os vetores x v+,
Vu € V, u # v. Estes ||V vetores sdo pertencentes a P, e sao afim independentes.

(c) Seja {a,b,c,d} uma garra com vértice central ¢ unico em G, , isto é, ndo ha
outro vértice central diferente de ¢ para {a,b,d}. Seja também o’z < ag a inequagao ,
isto é, a’x = (v, + a2y +14) + 7. < 3 = ag, e seja bz < by uma faceta definida para P, tal
que F,={x € P, |a"v =ao} C F, = {x € P, | 'z = by}. Claramente, F, # P,; assim,
se for possivel provar que b = aa para algum o € R, uma vez que F, # (), concluiria-se
que, define uma faceta de P,.

Observando a Figura [14] tém-se que yi®bet yloed yibedt (dobdt ¢ B C By e
portanto, 0 = by — by = bT x{@bet —pT\dbedt =, — b, 0 = by—by = b7 ylabeh —pTylabdt =
be —bg e 0= by — by = by tabet — pTydacdt — b — p,- entdo b, = by, = b, = by = a.

Por fim, para qualquer v € (V —{a,b, ¢, d}), temos x{**%} ¢ F, C [, e portanto,
0 = by — by = b ylebdvt _ pTydabdt —p  T,0g0, para qualquer v € (V — {a,b,c,d}) vale
que b, = 0.

Essas observacoes implicam que a inequacgao , associada ao grafo garra de vértice

central tnico, define uma faceta de P,.

]

3.3 Conjunto de Inequacoes Estrela Si

Definicao 3.1. (Grafo Estrela) O Grafo Estrela Sy é um grafo bipartido completo Ky,

para k > 3. Sk possui um vértice central ¢ e um conjunto independente Ij.
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A Figura [I5] ilustra uma topologia para o Grafo Estrela.

4

Figura 15: Topologia para o Grafo Estrela.

Teorema 3.2. Seja S, C G,, o Grafo Estrela com k > 3, a correspondente inequagao

va (k —2)x. <k, (3)

vely
¢ valida para P, e define uma faceta.

Demonstracdao. Seja A uma solucao sem garra. Para que seja valida, entao, para todo
grafo estrela S, C G, se o vértice central ¢ de Sj, pertencer a A e nao ha outro vertice
central ¢, para qualquer subconjunto maior ou igual que 2 de [, entao no méaximo dois
vértices de I pertencem a A (> x, < 2), caso contrario, qualquer quantidade de

z, < k).

vel)
vértices de [, pode estar em A (>

vel}

Fazendo z, = 1 em , ou seja, vértice central ¢ € A, temos que Y ;. 7, +(k—2) <
k, logo, Zvelk x, < 2. Fazendo x. = 0 em , ou seja, vértice central ¢ ¢ A, temos que
> ver, Tv < 2. Portanto, (3) ¢ vélida para F,.

Prova que define uma faceta de P, para estrelas com vértice central tinico.

Seja a’r < ag a inequacao , isto é, a’x = Zvelk + (k—2)z. < k = ay, e seja
bz < by uma faceta definida para P, tal que F, = {z € P, | a’z = ap} C F, = {x €
P, | b'z = by}. Claramente, F, # P,; assim, se for provado que b = aa, para a € R
uma vez que F, # (), poderia-se concluir que define uma faceta de P,. Para isto, serd

estabelecido o seguinte:

Lema 3.3. Eziste a € R tal que b, = « para todo v € I}, e b. = a(k — 2) sendo ¢ € Sk o

vértice central.
Demonstracao. Para provar o Lema serd utilizada a defini¢ao do conjunto L; ; como

Lij ={{i,j,c} | i ej € I e c vértice central de Sj}.
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Figura 16: Subgrafos L,;, L,q e I; do Grafo Estrela 5.

Observando os subgrafos L,;, € Loq de Sj, ilustrados na Figura , é possivel
perceber que ylev e yled € F, C Fy, e portanto 0 = by — by = b xLat — bT yLad = by, — by,

logo b, = by = . Fazendo esse mesmo processo Vv € [ temos que b, = a.

Observando o subgrafo I, de Sy, ilustrado na Figura [16], é possivel perceber que
x* € F, C F,, e portanto, 0 = by — by = b x* — pTyLter = > vely—{apy Do = be, como
| Ix|| = k e Yv € I} vale b, = a, e portanto, b. = a(k — 2).

]

Lema 3.4. Para todo v ¢ V[Sy] vale que b, = 0.

Demonstracao. E possivel perceber que y*“{} ¢ F, C Fp, e portanto 0 = by — by =
by kA — b7\ Tk = by, logo, by = 0. Fazendo este mesmo processo Vo ¢ V[S;] temos que
b, = 0. m

Os dois lemas implicam que a inequagao define uma faceta de P, para estrelas

com vértice central Unico.

]

Como a inequacao é um caso particular da inequagao (3) quando k& = 3, pode-se

reescrever (F,) da seguinte forma:

(Fs, ) min Z(l — 1)

sujeito a 0 <z, < 1, Vv eV,
>+ (k= 2)z <k, VSe C Gn, k€ 3,4,.... V] -1
’UEIk

x é inteiro.
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3.4 Planos de Corte para o (Fg,)

Seja G(V, E) um grafo. Cada subgrafo Estrela Sy, C G estd associado a um vértice
central v € V' e um conjunto independente I, C G[adj(v)], onde Gladj(v)] é o subgrafo de
G induzido por adj(v). Pode-se observar, por exemplo, que o grafo estrela Sy, ilustrado
na Figura [[7k, é composto pelo vértice v € V, ilustrado na Figura [I7h, e o conjunto
independente I}, = {0, 1,4, 6} contido no subgrafo induzido G|adj(v)], ilustrado na Figura

oy & Yo ¥6

(@) (b) ©
Figura 17: (a) Grafo de entrada G = (V, E). (b) Subgrafo de G induzido pelos
vértices vizinhos de v (N(v) = adj(v)). (c) Grafos Estrela compostos por 2

conjuntos independentes de G[adj(v)] e o vértice v.

Segundo [8], para um dado grafo G, seja i(G) o niimero de conjuntos independentes

de G, entao temos que:

Z(G) < 2iso(G) H (2(5(1)) + 26(u) o 1)%7
vu€E[G]

onde §(v) é o numero de vizinhos de v e iso(G) é o nimero de vértices isolados.

Sendo assim, existe um numero exponencial de inequacoes , tornando com-
putacionalmente inviavel a insercao de todas elas a priori, sobretudo em instancias de
médio e grande porte. Portanto, serd usado um procedimento baseado em planos de
corte para adiciona-las sempre que violadas. A construgao do conjunto das inequagoes
se da através da obtencao da lista de conjuntos independentes maximais (/) contidos em
cada subgrafo induzido Gladj(v)] para todo v € V. Para isso, foi utilizado o algoritmo
hybrid(.), proposto por [5], sobre o grafo complementar Gladj(v)] para identificacio das
suas cliques maximais, que por sua vez, representam a lista de conjuntos independentes
maximais I, de Gladj(v)]. Logo, a construgao de um grafo Estrela Sj se da pela com-
posicio Sy = G[{v}UI}], onde I, = hybrid(Gladj(v)]) v € Ve I, C I, C I. O algoritmo

de separagao 2 demonstra a forma como os subgrafos estrelas de G(V, E) foram obtidos.

A otimizagao do PLI (Fg,) ¢ heuristicamente inicializada com as inequagoes ((3))
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Algoritmo 2: ALGORITMO DE SEPARACAO
Entrada: G(V, E)

Saida: S
1 inicio
2 Cria-se o conjunto S que representara os subgrafos estrela compostos por
um vértice central e um conjunto independente
3 para cada vértice v € V faga
4 G'(V',E") = Gladj(v)]
5 I, = hybrid(G’)
6 para cada I, € I, faga
7 se k > 2 entao
8 ‘ Adiciona I, e v em S
9 fim
10 fim
11 fim
12 retorna S
13 fim

associadas aos 10 x ||V|| maiores conjuntos independentes encontrados em S (Consulte
algoritmo 2 para detalhes sobre S). Em seguida, para cada v € V[G,] procura-se por
inspecao até 4 grafos S3 que tenham v como vértice central para adicionar suas respec-
tivas restrigdes associadas. Essa versao restrita do (Fg,) é, entdo, resolvida e o vetor z*
correspondente & solucao da relaxacao de (Fg,) é coletado. Logo apds, é executada uma
heuristica para separacao que verifica se alguma inequacao S C S baseada em foi

violada de acordo com a inequacao (4)).

doah+(k—2)ar—k>e (4)

vely

onde € = 0,0001, k = >

violada, ela é adicionada a uma fila de prioridades que sera utilizada para selecionar as

—— 1, Iy € Si e x. € S;. Caso a inequacao tenha sido

10 x ||V|| inequagbes mais violadas.

Os métodos estudados neste trabalho foram desenvolvidos em linguagem C++, uti-
lizando o compilador g++ versao 4.6.3 (opgao de compilagao -O3), com uso da tecnologia
Concert do resolvedor matematico CPLEX versao 12.04. Os experimentos computacio-
nais foram executados em um computador com processador Intel Core 17 com 4 cores de
3,40 GHz, 16 GB de RAM e executando o sistema operacional Linux Ubuntu 14.04. Os
experimentos foram realizados com 1 thread e tempo limite de duas horas. Como entrada,
foram utilizados grafos gerados por [1]. Escolheu-se as instancias com || V|| = {25, 50, 100}

e d > 0,3, onde d representa a densidade do grafo, formando 31 instancias de teste.
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4 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

A Tabela[I]apresenta a comparagao dos resultados computacionais dos dois métodos
propostos neste trabalho, cada linha representa o resultado de uma instancia especifica.
Nessa tabela tem-se o primeiro conjunto de colunas representando o grupo de instancias
testados com n = {25,50}, sendo id a coluna de identificagdo da instancia e Opt o valor
6timo da instancia, enquanto as colunas restantes sao divididas em dois grupos: F, e Fg,,
representado, respectivamente, os métodos baseados nos modelos F, e Fg,. O conjunto
de colunas F, é dividido em dois grupos: root, que possui o resultado da relaxacao linear
do no raiz e B&C' com os resultados do método completo. O conjunto oot possui as
colunas LB (lower bound) com o valor da solu¢ao na relaxac@o linear na raiz e a coluna
T(s) com o tempo computacional em segundos. O conjunto B&C' possui a coluna T'(s)
com o tempo computacional do método e #Nos que indica o nimero de nés resolvidos
para encontrar a solucao 6tima. Ja o cojunto de colunas Fg, que também ¢ dividido em
dois grupos: root e B&C' possui as mesmas colunas do grupo anterior, com a adicgao,
no conjunto B&C', das colunas # Cortes que indica o nimero de cortes adicionados
pelo algoritmo de planos de corte proposto e T,(s) que indica o tempo, em segundos,
da heuristica de separacao das inequacoes violadas durante o método de planos de corte

embutido no Branch-and-Cut proposto.

Tabela 1: Resultados computacionais para instancias com ||V|| = 50.

Fy Fs,
Instdncias root B&C root B&C

id Opt LB T (s) T (s) #N¢s LB T (s) T (s) #Nés #Cortes Tsp (8)
101625 11 786 015 032 59 987 007 0,13 3 0 0
101.7_25 11 7,98 0,18 0,38 58 11 0,08 0,16 1 0 0
101825 13 777 013 033 252 965 01 022 47 21 0
101.9.25 12 7,86 0,19 0,44 150 9,53 0,17 0,37 40 24 0
101-1025 13 8 0,12 0,3 237 9,48 0,09 0,2 48 15 0
102625 12 7,89 0,2 0,46 166 9,62 0,08 0,17 17 13 0
102_7_25 13 7,82 0,23 0,52 252 9,61 0,11 0,24 49 28 0
102825 12 791 019 042 106 983 009 0,18 11 4 0
102925 14 7,94 0,25 0,66 639 9,53 0,13 0,31 188 68 0
102.1025 13 8,01 0,33 0,76 298 9,49 0,13 0,28 28 3 0
105650 32 1512 6,02 163,09 76850 20,97 141 31,56 6279 4881 0,43
105_7_50 32 15,23 6,73 187,37 92869 21,09 1,2 28,12 5376 5347 0,45
105.8.50 35 15,38 13,37 4224 140614 21,07 2,21 82,06 12784 7563 1,3
105.9.50 35 15,568 16,84 382,9 128933 21,12 2,51 68,64 9875 7066 0,13
105.10.50 35 15,16 13,18 435,5 156555 20,77 2,63 75,66 12608 5843 1,44
106_5_50 31 15,23 4,63 102 48413 21,09 1,32 15,5 2888 3555 0,2
106_6_50 32 15,15 6,53 156,67 60757 21,07 1,2 21,12 4064 4035 0,27
106-7-50 34 15,18 10,32 259,7 101508 21,05 2,16 33,34 4979 4811 0,51
106_8_50 35 15,13 10,38 403,35 145112 20,99 2,62 15,46 27547 8746 2,59
106.9.50 35 15,21 10,64 441,2 158671 20,97 2,59 85,82 13048 7319 1,47
106.10.50 34 15,49 11,11 294,39 84188 20,76 3,11 65,81 9458 6039 1,33

Os dois métodos propostos encontraram a solucao 6tima de todas as instancias
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contidas na Tabela [l Entretanto, o Fg, resolveu todas as instancias de forma mais
eficiente. Pode-se observar, por exemplo, que para a instancia (id = 105-8_50) o método
J, resolveu a instancia em 422 segundos precisando processar 140.614 nds para encontrar a
solucao 6tima. Ja o método Fg, resolveu a instancia em apenas 82 segundos, processando
apenas 12.784 nés. Essa melhora é explicada devido ao impacto das novas inequagoes
propostas no modelo Fg,. Note que a relaxagao linear melhorou de 15,38 para 21,07,
gerando um ganho de 36% no lower bound da instancia. Essa caracteristica pode ser

observada no resultado de todas as instancias.

Na tabela [2| que apresenta os resultados computacionais das instancias com n =
100, nenhum método finalizou sua execucao em menos de duas horas de processamento.
Entretanto, é possivel perceber que o método Fg, permanece mais eficiente na resolucao
das intancias. Os conjuntos de colunas continuam iguais ao da tabela anterior. Como nao
foram encontradas solucoes 6timas, foram removidas as colunas Opt de Instancias e as
colunas T'(s) e #Nds de cada método. Para comparar seus resultados adiciona-se no
conjunto de colunas B&C' as colunas LB (lower bound), UB (upper bound) que sdo os
valores alcangados por cada método especifico em duas horas de processamento e GA P
= (LB-UB)/UB*100 que representa a porcentagem da diferenga entre LB e UB.

Tabela 2: Resultados computacionais para instancias com ||V|| = 100.

Fy Fs,
Instdncias root B&C root B&C
LB T (s) LB UB GAP LB T (s) LB UB GAP #Cortes T, (s)

109.7-100 30,02 1187,59 43,60 81 46,1 44,45 406,74 60,1 80 24,9 133376 69,9
109.8.100 30,09 1753,61 43,71 83 47,3 44,19 551,14 61,31 82 252 126453 74,26
109.9_100 30,3 3134,32 41,72 83 49,7 43,92 639,26 60,96 83 26,6 122985 77,96
109.10_.100 30,43 3872,27 40,33 81 50,2 43,41 663,1 63,24 82 229 103525 85,16
110.5_100 - EM - - 4442 281,38 59,02 77 234 120124 62,21
110.6.100 30,38 1536,55 46 80 42,5 44,44 352,09 60,8 80 24 130519 70,18
110.7.100 30,54 1858,81 44 82 46,3 44,38 463,19 60,1 82 26,7 126578 72,61
110.8.100 30,19 1793,49 44 84 47,6 43,82 586,73 62,5 83 24,7 122918 77,62
110.9.100 30,29 3828,67 38,69 85 54,5 43,94 457,21 62,8 83 24,3 112755 76,41
110.10.100 30,35 5928,82 34,33 86 60,1 43,69 409,32 62,94 85 26 104797 82,88

Por fim, a Tabela [2| mostra, para ||[V|| = 100, que o método Fg, continua sendo
mais eficiente na resolucao de todas as intancias. Na instancia 110_9_100, por exemplo, o
GAP caiu de 54,5% para 24, 3%, motivado também pelo impacto das novas inequacoes
definidas no modelo Fg, que elevam o lower bound da relaxagao linear de 30,29 para
43,94 em um ganho superior a 45%. Os resultados obtidos sugerem que a heuristica
de separacao das inequagoes violadas é eficiente, pois além de acelerar a resolugao dos

problemas, gastou menos de 1 minuto e meio nas maiores instancias.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Um estudo poliédrico do PLG foi proposto, identificando dois modelos PLI: o F,
que possui as facetas definidas pelas inequacoes garras bésicas e o Fg, que possui novas
facetas definidas pelas as inequagoes estrela como uma generalizacao das inequagoes garra.
Como o numero de inequagoes estrela é exponencial, foi proposto ainda um algoritmo
baseado em planos de corte para resolver a relaxacao linear deste problema de forma mais

eficiente.

Os resultados computacionais demonstram o impacto das novas facetas propostas
em Fg,, onde a resolucao de todas as instancias se mostrou mais eficiente no tempo
computacional, além de melhorar os valores de lower bound e upper bound das solucgoes

nao resolvidas em 2 horas de processamento.

Como propostas de trabalhos futuros tem-se: encontrar novas facetas para o PLG,
construir instancias especificas para o problema (grafos de intervalo), realizar estudo
para identificacao dos parametros de complexidade dessas instancias, e por fim, cons-

truir métodos heuristicos para a resolucao do PLG em instancias de grande porte.
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