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RESUMO

O presente trabalho analisa as influéncias do defeito topologico de deslocacao tipo-espiral
sobre os niveis de energia para uma particula quantica sem spin sujeita a um oscilador
harmonico bidimensional em um meio elastico. Em seguida considera-se a presenca de
um potencial que corresponde ao confinamento entre paredes rigidas. Através da geome-
tria diferencial, as informagoes a respeito do tensor métrico sao introduzidas na equagao
de Schrodinger via o operador de Laplace-Beltrami. Ambos os casos possuem solucoes
analiticas. Desse modo, ¢é feita a anélise sobre atuacao da topologia sobre o espectro de

energia.

Palavras-chave: Deslocacao espiral 1, Defeito topoldgico linear 2, Oscilador harmonico 3,

Solucoes analiticas 4.



ABSTRACT

In this work, it is analysed the spectrum of energy of a spinless quantum particle subject
to a two-dimensional harmonic oscillator in an elastic medium that possesses a spiral
dislocation (a linear topological defect). It is also analysed the effects of this topological
defect on the confinement to a hard-wall confining potential. Based on the differential
geometry, the information about the topological defect is introduced into the Schrédinger
equation via the Laplace-Beltrami operator. Then, it is shown that analytical solutions
to the Schrodinger equation can be obtained and discussed the topological effects of the

energy levels.

Keywords: Spiral dislocation 1, Linear topological defects 2, Harmonic oscillator 3, Analy-

tical solutions 4.
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1 Introducao

O prototipo de um sistema que envolva oscilacoes em qualquer area das ciéncias
naturais é o oscilador harmonico simples. Descreve com boa aproximacao de regimes como,
acustica de vibragoes atomicas (KITTEL, 1953), propriedades térmicas e magnéticas que
envolvam libragdo na orientagdo dos niicleos (REIF, 1965) e também na eletrodinamica
de sistemas quanticos para ondas eletromagnéticas, entre tantos outros (JACKSON, 1998).
Nos primeiros anos da fisica moderna, o postulado de Planck ja previa que a energia
de uma particula executando um movimento oscilatorio poderia ter valores de energia
discretos'. Tal modelo é bastante utilizado porque muitos potenciais de funcdes continuas
da posicao que sao descritos como harmonico nas proximidades do ponto de equilibrio

(EISBERG; RESNICK, 1923).

Em cristais, os defeitos topologicos estao relacionados com a presenca de curvatura
e torcao, sendo que para o dltimo caso normalmente usado para estudos em semicondu-
tores?. Outra linha de pesquisa se faz presente no contexto da relatividade geral, onde
trata da topologia do espaco-tempo. Sendo o ponto comum entre estas areas da fisica ¢ a

descricao destes defeitos pelo processo Volterra?.

Uma contribuicgao inicial para o desenvolvimento dos trabalhos envolvendo deslocacoes
(um tipo especifico de defeito topoléogico), foi do pesquisador Kohler (KOEHLER, 1941),
mais especificamente envolvendo uma nova teoria sobre defeitos, que o mesmo chamou
de deformagoes plasticas. Ja para sistemas de graos de critais, a participagao significativa
introdutoéria de modelos do mesmo tipo de irregularidade, foram abordadas por Read e
Shokley (READ; SHOCKLEY, 1950). Enquanto isso, Peach e Koehler iniciaram o tema das
forcas exercidas sobre as topologias especificas e aos campos de tensao em seu estudo de
titulo: The Forces Exerted on Dislocations and the Stress Fields Produced by Them(PEACH;

KOEHLER, 1950). A literatura de formas continuas de estruturas, que se desenvolveu

Veja os detalhes desta afirmagao na referéncia (EISBERG; RESNICK, 1923)
2Veja os trabalhos (DEXTER; SEITZ, 1952), (SHOCKLEY, 1953), (FIGIELSKI, 2002) e (JASZEK, 2001)
3Para mais informagdes (PUNTIGAM; SOLENG, 1997) e (MARQUES; FURTADO; MORAES, 2005)
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com os pesquisadores, Nye (NYE, 1953) e Kroner (KRONER, 1958). Continuamente, Mura
(MURA, 1967) adicionou ainda mais para o assunto em seu artigo sobre teoria continua da
plasticidade e deslocamentos, juntamente com Weng e Phillips (WENG; PHILLIPS, 1976),

que dissertaram sobre a cinemética da distribuigao continua.

Em resumo, os grandes representantes desse esforco de desenvolvimento cientifico abri-
ram portas para os trabalhos de Ortiz, Reppeto e Stainer (ORTIZ; REPETTO; STAINIER,
2000), que discutiram estruturas de deslocamento de subgrupos; Regueiro et al. (RE-
GUEIRO; BAMMANN; MARIN, 2002), que introduziu um modelo de plasticidade nao-local
para explicar os defeitos; Kuhlmann-Wilsdorf (KUHLMANN-WILSDORF, 1989), explorou o
tema de irregularidade plastica no contexto de estruturas iguais, mas de baixas energias;
novamente Kuhlmann-Wilsdorf (KUHLMANN-WILSDORF, 1999), a sistemas tipo-cristalino;
Bammann (BAMMANN, 2001), com anéalise de padroes de plasticidade cristalina contendo
uma escala de comprimento natural; Hahner, Bay e M. Zaiser (HAHNER; BAY; ZAISER,
1998) deram continuidade as repeticoes de caracteristicas de fractal durante a deformacao
plastica. De acordo com (VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005), esta é uma pequena amostra

de trabalhos relevantes.

A anélise de sistemas quanticos na presenca de defeitos topolégicos pode produzir
algumas alteracoes. Como exemplo, os efeitos devido & topologia de uma deslocagao tipo-
hélice sobre o oscilador harmonico bidimensional provocam a quebra de degenerescéncia
nos niveis de energia e gera um efeito anélogo ao Aharonov-Bohm (FURTADO; MORAES,
2000).

O objetivo desse trabalho é analisar as possiveis mudancas devido & introducgao de
defeito topologico de deslocacao tipo-espiral na dinamica quantica de uma particula sem
spin sujeita ao oscilador harmonico bidimensional. Além disso, estender a discussao do sis-
tema ao confinamento de potenciais de paredes rigidas e quais contribuigoes esses modelos
proporcionarao. Em ambos os casos obter solu¢oes de maneira analitica (MATA; BAKKE,
2018).

O primeiro capitulo da dissertacao contém uma revisao para total compreensao do
desenvolvimento matematico e tedrico do trabalho. A descrigao detalhada da geometria
diferencial, que envolve conceitos como métrica e o operador de Laplace-Beltrami, que
estao contidos no capitulo 2 (Geometria Diferencial). O capitulo 3 (Oscilador Harmo-
nico num Meio Eldstico com uma Deslocagao Espiral) soluciona de maneira analitica a
equacao de Schrodinger para uma particula quantica sem spin sujeita a um oscilador

harmoénico bidimensional devido a presenca de uma deslocacao esperial. Finalizamos esse
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capitulo discutindo o confinamento desta particula quantica em uma barreira com paredes

impenetraveis. No capitulo 4 mostraremos nossas consideragoes finais.

Em todos os capitulos desta dissertacao sao adotados os sistemas de unidades naturais
(h = ¢ = 1). O desenvolvimento das se¢oes (2.4 e 2.5) e capitulo 3 sdo descritos pelas

coordenadas cilindricas.
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2 Geometria Diferencial

Este capitulo trata de uma revisao, para introduzir os conceitos bésicos e necessarios
para entendimento do trabalho. Esta dividido da seguinte forma: na secao 2.1, que com-
preende as propriedades do espaco, como a nogao de distancia e irregularidades; na secao
2.2, que mostra como as operacoes de diferenciacao para qualquer sistema geométrico des-
crito pelo tensor métrico; consecutivamente, a secao 2.3, apresenta como descrever certos
tipos de defeitos topolégicos; e na subsecao 2.3.1, como funciona o método de "cortar e
colar"de Volterra; secao 2.4, analisa a dindmica quantica de uma particula neutra osci-
lando harmonicamente no plano; por final a secao 2.5, desenvolve a dindmica quantica de

um oscilador sujeito a condicao de fronteira nao-trivial.

2.1 A métrica

Nesta secao de revisao ¢ destacado como é definido as propriedades geométricas do

espaco, através do conceito de Métrica.

Supondo o intervalo infinitesimal ds de dois pontos vizinhos do espaco z* e z° + da’
sendo que, para qualquer sistema de coordenadas a distancia entre eles permanecera

constante!. Na forma

ds® = g;;(x)dx'da? 2.1
J

a equacao (2.1) é conhecida como elemento de linha e a quantidade g;;(x) que define as
propriedade geométricas do espago, como sendo, as componentes do tensor métrico g, que
possui simetria para os indices (i, 7), logo: g;; = gji, € ndo-singular se g = det(g;;) # 0,

portanto a inversa de g;; é g,

! Adotando a convencdo de Einstein, os indices que se repetem nas equacdes representam uma soma
sobre os mesmo



gijgjk = 55 )
tal que 0F & fungao delta de Kronecker (D’INVERNO, 1992).

Alguns exemplos de elementos de linha, sao:

ds® = da® + dy? + d2?,

representa o sistema de coordenadas cartesiano. Para coordenadas esféricas,

ds® = dr? 4+ r2df? + r? senfd¢?.

E para coordenadas cilindricas, que seré utilizada nas proximas secoes,

ds* = dr* + r*d¢* + d2°.

18

(2.3)

(2.5)

Como a métrica é definida para um espaco geométrico geral, sendo ele plano relati-

vistico(Minkowski), curvou ou tridimensional. Essas componentes do tensor métrico sdo

dispostas em uma matriz da seguinte maneira:

g11 G912 413
9ij = 921 G22 9g23 )
g31 932 933

que para o sistema de coordenadas cilindricas,

1 0 0
g; =10 7 0 |,
0 0 1
sua inversa
1 0 0
97=10 % o0
0 0 1

(2.6)

(2.7)

(2.8)

Esta secao apresenta conceitos mais fundamentais de toda geometria espacial, a mé-

trica. Inicialmente para coordenadas cartesianas, esféricas e cilindricas, todas dentro do
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espaco euclidiano e posteriormente generalizado para um espaco geral a parti da equacao
(2.1).

2.2 O Operador de Laplace-Beltrami

O operador laplaciano esta presente em varios contextos da fisica, como a conducao de
calor, propagacao de ondas e em grande destaque na eletrodinamica. Tem esse nome em
homenagem ao matemético Pierre Simon Laplace (1749-1827), que desenvolveu trabalhos

sobre solucoes de equacoes diferenciais Parciais.

O operador de Laplace é definida no espaco euclidiano usual em coordenadas car-
tesianas como o divergente do gradiente V.V aplicado a uma funcao escalar pontual

o(x,y, z) da seguinte maneira

0 0 0 0 0 0
Ve = (i 4+ 2 ) (222 4 522 + 522, (2.9)
Ox dy z x z

segue que,

(2.10)

e pode ser representado como V2 ou A (ARFKEN; WEBER, 2005). Para o Laplace-Beltrami,
que é uma extensao das fungoes laplacianas, formulado em uma variedade (do inglés
manifold) também representado de tal forma V? ou A . Possui definigao semelhante,
j& que o gradiente de uma funcao f e o divergente de um campo vetorial X feito no
dominio de uma variedade riemanniana. O gradiente, divergente e o Laplace-Beltrami

estao descritos abaixo respectivamente

(V) = g“%, (2.11)

VX = 9 (X, (2.12)
V/g] 0

v = ——2 (gl 2, (2.13)

oxt

Vgl 9
as componentes representadas pelo g% sao de segunda ordem contravariante associado ao

tensor métrico. /|g| é a raiz quadrada do determinante de g;;.

O desenvolvimento a seguir foi retirado do livro Differential Forms with Applicati-



20

ons to the Physical Sciences (FLANDERS, 1963). Uma base ortonormal? (dz,dy, dz) para
geometria BEuclidiana usual e em cada ponto P no R® anexa um quadro de referéncia
local, com os vetores da base unitarios e simultaneamente ortogonais representados por

(é1, €2, €3), observe a figura (1).

x

Figura 1: Idealizacdo do espaco coordenado local (é;,és,é3) numa base ortonormal geral
(dz, dy, dz)(FLANDERS, 1963)

O ponto P na base usual

dP = dwi + dyj + dzk, (2.14)

também pode ser escrito na base local, como

dP = e + Moy + M3és, (2.15)

onde o0s 7; sio os um-forma. Para uma funcio f do R? a representacio pode ser,

_(9f of of
df = <%) dx + (8_3;) dy + (@) dz. (2.16)

Ao aplicar o operador adjunto da derivada d, conhecido como hodge star ou em tra-

ducao livre "estrela de hodge” a funcao df,

*df = (%) dydz + (%)dzdx + (%) dxdy. (2.17)

2Cujo os vetores sdo unitérios e possuem angulos retos.
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O objeto * & um operador linear que estabelece um mapeamento um-para-um do
espago de vetores k para o espacgo de (n — k)-vetores. Sendo k£ um numero inteiro tal que

0 < k < n. Diferenciando a relagao xdf,

02 0? 0?
d(xdf) = (895]; + ayJ; + azé)dxdydz = (Af)dxdydz. (2.18)

Se o trés-forma é conhecido n; A Ans = dxdydz, logo o laplaciano passa a ser também,
j& que a expressao acima tornou o operador de Laplace multiplicado pelo elemento de

volume. Podendo expressar em relacao aos termos de 7;,

df = cim + cama + c3ns, (2.19)

entao

*df = c1mam3 + Canzm + camine, (2.20)

analogamente ao descrito na representacao (dx,dy,dz), diferenciagao torna-se

d(xdf) = (Af)mmnans. (2.21)

Basta supor o seguinte para encontrar a relagao do laplaciano: para z, y € 2 no dominio

de R?, é chamado de sistema de coordenadas ortogonais se os vetores

P P QP
—_— 2.22
ox’ Oy’ 0z’ (2:22)
sao mutuamente perpendiculares. Para funcoes adequadas «, 5 e v os vetores
1P 1P 10P
bl = e By = = ——— 2.23
entao,
. (0P oP oP
dP = — |d — |d — |d 2.24
(5 ) (5 Yoo (52 )= 229

e na base ¢€;, representa da seguinte forma

dP = (adz)éy + (Bdy)éy + (vdz)és, (2.25)
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a conexao ¢ feita pelos termos 1, = adx, ny = Bdy e n3 = vydz.

Reescrevendo a funcao df da equagdo (2.18) na base descrita acima,

_(Of\m Af \ ma Af \ms
o= (5)n (@)5+ (3)% 220
atuando o operador hodge star
_ (9 \mens | (OF \msmn , (OF\mn:
= (50) e (5)"5+ (5) ™ (2:27)
comparando com
A(xdf) = (A = afy(Af)dudyds, (2.28)
para obter A f
1 [0 (pyof 0 (aydf 0 (aBof
s = o (T (T a) o (V) (2:29)

A equagao (2.29) é a forma geral para o laplaciano no espago euclidiano.

E preciso definir essas consideracoes ao caso riemanniano. Seja M uma variedade
riemanniano de dimensao d, com componentes do tensor métrico g;; em coordenadas

locais (2,22, ...,2%). Para f : M — R ser uma func¢do em M, e X um campo vetorial. O
d

i

gradiente ¢ definido como na equagao (2.10). Num campo vetorial Z = Z'-% o divergente

é dado por

1 0
V.Z . ﬁ%

O laplaciano-beltrami ¢ definido (veja equagao 2.12) (JOST, 2011).

(V9Z%). (2.30)

Esta secdo demonstra as formas diferenciais em espagos geométricos, tanto para o

euclidiano usual quanto para uma variedade riemanniana qualquer.

2.3 Introducao ao Defeito Topologico

Nesta secao de revisao é destacado como é representado os defeitos topologicos através

de geometria diferencial.
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Por exemplo, alguns materiais consistem de um arranjo periddico de &tomos idénticos
presentes em pontos de uma rede ctbica simples a uma distancia L um do outro. A

expressao para localizacao dos atomos pode ser dada pelo seguinte,

Xn = L(Clﬁl -+ 0232 + 635_3), (231)

tal que d; sao componentes de uma base ortonormal. Que representa a rede sélida através
da métrica Euclidiana d,; = diag(+ + +). Até entdo, a descri¢do representa um material
ideal, simétrico e com suas caracteristicas bem representadas pela geometria usual. Porém,
se forcas externas sao aplicadas sobre a rede, isto ird criar uma deformacgao na estrutura e
consequentemente a descricao matematica necessitard de uma mudanca. A nova posicao

dos a4tomos do ponto x,

Xn — X, = Xp + Uy (T). (2.32)

Como a distancia de cada atomo ¢é L, considerando os limites em que . — 0, obtendo
uma representacao do continuo, assim, a definicao do campo vetorial de deslocamento,

u;(z), como

’

x, = x; + u;(x). (2.33)

A representacao da distancia infinitesimal entre dois pontos vizinhos da rede, pode ser

expressa da forma, dx; = dx; + du;, e substituindo du; = d;u;dx; para chegar na relagao®

O comprimento entre esses dois pontos da rede é escrito como

dL'? = dz? = (dz; 4 du;)?, (2.35)

e para substitui¢ao do termo €;; = %(g;”? + % + %%) em dL', toma finalmente a forma
J i i OTj

AL = (dL? + 2e;;dxdz;)?, (2.36)

30bserve que a convencdo de Einstein propriamente dita, leva em consideracdo a soma por indices
contravaiantes com covariantes. Neste caso onde os termos sao covariantes é permitido soma, pois, a mé-
trica € unitaria e diagonal(métrica euclidiana). Consequentemente, utilizando a algebra de levantamento
e abaixamento de indices pelo tensor métrica, nao ird causar qualquer alteracao na expressao.
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com dL = y/dz?. O tensor representado por ¢; ¢ simétrico e chamado de tensor de

deformagao. Para aproximacao linear 0;u;<1. O tensor tem a forma (KATANAEV, 2005)

1

O tensor de deformagao como se trata de um tensor simétrico, entao possui diagona-
lizagdo em qualquer ponto. Isto significa que, em qualquer ponto do sblido, uma represen-

tacdo de sistema de eixos coordenados pode ser escrito (LANDAU; LIFSHITZ, 1959).

Se um solido estda em equilibrio térmico e mecanico, isto significa que se considerar
uma porcao deste corpo, a resultante das forcas atuando sobre ele é zero. Porém, quando
ocorre uma deformacao no objeto, a distribuicao das moléculas tende a se manter no

estado original. Estas caracteristicas sao conhecidas como tensoes internas.

A soma de todas as forcas que atuam em cada um dos elementos de volume de um
solido qualquer, pode ser escrito como uma integral de [FdV, onde F é a forca por
unidade de volume e FdV, é a forca que atua sobre uma porcao de volume dV. Entao,
qualquer parte do objeto, cada uma das componentes f F;dV da resultante de todas as
tensoes internar podem ser transformadas em uma integral de superficie. Como a integral
de volume é em relagao a um vetor, e nao a um escalar, um vetor deve ser a divergéncia

de um tensor de segunda ordem, ou seja, F; tem a forma:

3%

F;
8xj

(2.38)

Pelo teorema de Green a forca sobre qualquer volume pode ser expressa como uma

integral sobre a superficie que limita o volume:

80'7;]' -
/FLdV —/a—x]dV = fawdf], (239)

onde df é o vetor dos elementos de superficie, dirigido normal a superficie, e df;, as

componentes.

A integral de superficie (2.39) é a forga que atua sobre o volume por essa area, exercida
pelas partes do corpo que a cercam. Consequentemente, a tensao que o volume produz
sobre a superficie é igual e com sentido contrario. Entao, as forcas exercidas pelas tensoes

internas sobre a regiao da casca do corpo é
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- j{aijdfj, (2.40)
e o tensor 0;; recebe o nome de lensor de lensao.

A energia livre para um corpo isotrépico deformado ¢ dada pelo seguinte

A
F=Fy+ Ee; + pe;, (2.41)

as constantes A e p sdo chamados de coeficientes de Lamé e shear modulus respectiva-
mente. A mudanca do volume é dada pela soma ¢;. Caso a soma seja zero, consequen-
temente o volume nao muda durante a deformacao e somente uma mudanca de forma
ocorre. As deformacoes em que o volume nao varia, sao chamadas de deformacoes de

corte.

O caso contrério é aquele que a deformacao produz uma mudanca de volume, mas sem
alterar a forma do corpo. Cada parte de volume dessa deformacao mantém sua estrutura.

Esta modificacao é €;; = constante x 9;;, conhecida como compressao hidrostdtica.

Para determinar o tensor de tensao, usa a equacao da termodinamica expressa na

forma

de =TdS + O-ijdeij’ (242)

estd é a relacao fundamental da termodindmica para corpo deformados. Sendo de taxa
infinitesimal de energia interna, T'dS variacao de calor, T" a temperatura e dS o termo
de diferenciacao da entropia. Mantendo a entropia constante e a temperatura constante

respectivamente as expressoes para as componentes do tensor de tensao sao dadas pelo

%:(85) :(86) | (2.43)
aEi]’ S 8617 T

onde e é a energia livre do corpo, naturalmente representada por e = ¢ — T'S. Com ajuda

seguinte:

das relacoes anteriores a diferenciacao de e é feita na forma:

1 1
de = Kelldell + 2/L (Eij — §e”(5¢j>d<eij - gelléij) . (244)

i se chama de mddulo de compressao hidrostdtica e esta relacionado com os coeficientes

de Lamé pela expressao:
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K=A+p (2.45)
O tensor de tensao resulta em:
1
0ij = Keudij + 2p(e;; — §5ij€ll)- (2.46)

Outra forma 1til para energia livre de corpo deformado é relaciona-lo com uma funcao

quadratica do tensor de deformacao. De acordo com o teorema de Euler,

Oe
GijaTij = 26, (247)
como 82_2 = Ojj,
= Jic (2.48)

2

A forma geral para densidade de energia elastica de um cristal deformado, através da

diferenca dL' — dL e pelo tensor de deformacio, pode ser escrito como:

1
e(x) = 5 Cigki€ig €kl (2.49)

onde ¢;;ji ¢ conhecido como tensor de elasticidade. Como ¢;; é simétrico, o produto €;;e
nao varia quando se troca os indices ¢ <+ j, k <> [, ou o par i,j <+ [,m. O tensor ¢y

possui as propriedades de simetria:

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij, (2-50)

representado no meio isotrépico pela expressao

Cijii = (03051 + 06ji) 4+ Adyj0ki, (2.51)

de acordo com (LANDAU; LIFSHITZ, 1959). O tensor de tensao é definido como:

de
Tij = dey = Cijki€kl; (2.52)

o elemento e muda, quando hé4 variacoes no tensor de deformacao por incrementos de de;;.

Mudando a expressao e — de = ¢;jp€r0€;; (LANDAU; LIFSHITZ, 1959).

Para substituicao da expressao (2.51) em (2.52) e obter
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045 = QILLEZ‘]' + )\5ij€kk:- (253)

Uma fonte externa que produz uma densidade de forca f;(x) em um sélido ou uma
densidade de tensoes interna nao-elastica distribuida dentro do sélido, como descrito an-

teriormente, pode ter o trabalho descrito da seguinte forma: Para o caso da parte interna,

w(x) = — fi(x)u;(x). (2.54)

A forca total do sistema é

Fr = /[e(x) + w(x)|d?z, (2.55)

quando a energia total é minimizada em relacdo a varia¢do du(x) obtém-se o estado de

equilibrio, levando em consideracao uma distorcao na rede cristalina, isto é,

O primeiro termo da equacao anterior pode ser escrito na forma,

/[81(5U])UZ] - fi($Ujai0'7;j]dZE3 - /chSu]da:g =0. (257)

O primeiro termo da equacao (2.57) ¢ andlogo ao da eq.(2.39) com uma diferenca da

adi¢ao da variacao du(x). Entao basta aplicar o teorema de Green na (2.57),

S6 entao obter a equagao de Euler-Lagrange para a elasticidade linear, ja que du; — 0
no infinito, podendo ser descartada a integral de superficie. Dessa forma, para um ponto

fixo do solido x que

0,0:;(x) + fi(x) =0, (2.59)

que carrega o sentido fisico para as componentes: 0;1, 0;2 € 0;3. Sendo 0;; elementos de
forca por unidade de area, que é aplicada em elementos de superficies dS; (KLEINERT;

HAGEN., 1989).

O ponto de encontro da geometria riemanniana com a teoria da elasticidade ocorre
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. ~ ~ . . . . /
quando consideracoes de transformacoes infinitesimais que levam um ponto z* para z*

no espago-tempo

=t — H(x), (2.60)

tal que, transformagoes infinitesimais £#(x) sejam iguais aos deslocamentos u;(z)(com o
sinal invertido) no respectivo ponto x. E considerando que 2 =y e lembrando da relacio

ui(x) = uw;(y(z)), a relacdo para o tensor métrico g;;(x) pode ser escrita como

gij(x) = I %&cl ~ 0, — Ojuj — Oju; = 0;5 — 2¢5. (2.61)

Com a expressao (2.61) a descricao de deformacoes em redes cristalinas através do
tensor métrico provindo da geometria diferencial é possivel. Desenvolvida por Katanaev e
Volovich, essa aproximacao linear pode simular defeitos correspondendo a uma curvatura

singular, tor¢do ou com a ocorréncia de ambos (BAKKE, 2009).

2.3.1 Classificacao pelo Processo de Volterra

Esta secao introduz a analise do processo de Volterra. As distorcoes foram introduzi-
das por Volterra no contexto da teoria da elasticidade e, posteriormente, foram sujeitas
a intimeras investigacoes em sélidos e cristais na teoria do continuo. No ano de 1907,
Vito Volterra (1860-1940) publicou um grande trabalho sobre deformagoes elésticas de
miultiplas conexdes em objetos solidos tridimensionais (VOLTERRA, 1907). A descrigao
dos processos é gerada conceitualmente através de "cortar e colar". A classificacdo dos
defeitos estao relacionadas com a simetria de translacao da rede cristalina conhecida como
deslocacao para o grupo T(3) e para simetria de rotacao da rede, conhecida como descli-

na¢ao para o respectivo conjunto SO(3).

Em um cilindro oco feito de material elastico cortado por dois planos que fazem um
angulo ¢ = 0, isso supondo coordenadas cilindricas {r, ¢, z}. Em seguida, separa-se os
planos girando-os um contra o outro. Por fim, adiciona um material na regiao que foi
aberta, concluindo o processo de cortar e colar que caracteriza uma desclina¢ao (Veja o

processo na figura 2).

O processo de Volterra, produz seis tipos diferentes de objetos, que pertence aos seis
graus de liberdade de movimento no R3. Para o grupo de translacao conhecido como

deslocagoes, de acordo com a figura 3, estao classificados pelos tipos: (a)borda/espiral;
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a
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Figura 2: llustracdo do processo de "cortar e colar"de desclina¢do tipo-cunha(a) Corte do
cilindro em dois planos, (b) rotacdo da estrutura, (c) adicdo de material a parte em vazio do
objeto (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

(b)borda; (c)hélice. O grupo de rotacao é composto pelas desclinagoes (PUNTIGAM; SO-
LENG, 1997).

Figura 3: As seis distorcdes de Volterra. Sendo de (a)-(c) tipo Deslocacdo. E (d)-(f) tipo
Desclinagdo (PUNTIGAM; SOLENG, 1997).

A deslocagao em cristais, permite que atomos das duas superficies do corte possam
ser alinhados. Isso s6 acontece quando uma operacao de simetria translacional de rede é
satisfeita. Exemplos estdo representadas na figura 3 de (a) a (¢). Os defeitos de translacoes
perpendiculares a um eixo ao longo das superficies de corte, sdo conhecidos como deslo-
cagao tipo-lateral Figura 3(b). E chamados de desloca¢ao tipo-hélices quando os defeitos

de translagoes sao paralelas ao eixo definido pelas superficies de cortes (veja Figura 3c).

Assim como nos casos anteriores, para os defeitos associados a simetria de rotacao,
ha dois grupos de classificagoes. O grupo das Desclinacoes positivas: Quando efetuado o

"corte"de um certo material, e em seguida retira-se uma regiao e cola as regioes delimi-
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tadas pelos planos iniciais. Sendo que aparicao do angulo no espaco onde havia o pedaco

retirado é chamado de angulo de déficit(Veja Figura 4).

Figura 4: llustracdo do processo de desclinacdes positivas. (a) Um sélido cristalino com forma
hexagonal, dividido em regides de corte pelos planos, (b) o setor destacado é removido com
angulo ¢/2m, (c) juntando as extremidades, gerando o Defeito Topolégico conhecido como
desclinagdo positiva (BAKKE, 2009).

Analogamente, as Desclinagoes negativas sao quando preenche o espaco delimitado

pelos planos com outro material (Veja figura 5).

-~ S

Figura 5: llustracdo do processo de desclinacdes negativas. (a) Um solido cristalino com forma
hexagonal, dividido em regides de corte pelos planos, (b) o setor destacado possui dngulo de
¢/27, (c) logo apés é inserido um novo material na regido que estava delimitada pelos planos
(BAKKE, 2009).

(a)

Nesta secao foi os diferentes tipos de formacao de defeitos topologicos feitos pelo

processo de cortar e colar de volterra.

2.4 O Oscilador Harmonico Bidimensional

Nesta secao de revisao que antecede o tema central da dissertacao, obtemos solucoes
exatas da equacao de Schrodinger para um oscilador harmonico bidimensional. O obje-
tivo é investigar a dinamica quantica de uma tnica particula oscilando harmonicamente
no plano. Como nao ha defeito topologico, iremos descrever o espaco euclidiano em co-
ordenadas cilindricas, consequentemente o elemento de linha tem a forma da equacao

(2.5)
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ds® = dr* + r*d¢* + dz?, (2.62)

tal que, 7 ¢ a coordenada radial e ¢ angular. Obtido a partir da relagio ds® = g;;dz'da?
e com os termos nao nulos

Gr =1 Gop=1% g.o =1, (2.63)

a matriz g;; representa as componentes do tensor métrico, equacao (2.7) e sua inversa a

(2.8).
1 0 O
g; =10 2 0 |, (2.64)
0 0 1
e obtém-se a matriz inversa através da expressao ¢ g;; = 13,3,
1 0
g'=10 % (2.65)
0O 0 1

Uma particula quantica nao-relativista incorporada em plano de fundo. Seu compor-

tamento é descrito pela equacao de Schrodinger

o 1 mw?r?
— = ——— AU s 2.66
"ot o=t ’ (2.66)

onde m ¢ a massa e considerando o sistema de unidades naturais (h = ¢ = 1). O simbolo

A é o operador de Laplace-Beltrami

A= %axg%a», (2.67)

que para esse sistema de coordenadas tem a forma,
0?2 10 1 0? 0?
A — il - 4 2.68
8r2+7‘5)r+r28¢2+822’ (2.68)

com g = det|g;j|. A equacao de Schrédinger com a expressao de A para coordenadas

cilindricas é:
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o 1 /(0*W 190V 10*°" 9%V maw?r?
AL (T v 2.69
"ot 2m(8r2+7"8r+r28¢2+822 2 ’ (2.69)
onde V(r) é um potencial de interacado cilindricamente simétrico,
L 59
V(p) = zmwr. (2.70)

O hamiltoniano dessa equacao nao contém explicitamente os termos do tempo t, de ¢
nem de z. Logo, os respectivos operadores de cada componente, que sao*: f/¢(comp0nente
¢ do momento angular) e pz(componente z do momento linear). Ambos comutam com o
operador hamiltoniano. Isso significa que compartilham o mesmo conjunto de autofungoes.

Permitindo escrever a solucao de tal maneira,

U(r, ¢, 2,t) = e PR f(p), (2.71)

onde E a energia do sistema, [ o autovalor referente a componente ¢ do momento angular
e k a constante referente a componente z do momento linear. Basta calcular as derivadas

de U(r, ¢, z,1) e substituir na equacao (2.69).

A nova equagao diferencial tem a forma,

d*f(r) L L) (ﬁ +A—|—m2w27’2)f(7“) —0, (2.72)

dr? r dr 72

para A = k? — 2mE. Agora aplicamos uma mudanca de varidvel £ = mwr? para deixar a

equagao adimensional. E chegamos na equagao de Schrédinger na forma,

cf§)  df§) 1/ A _
et _Z(E+%+5>f(5)—0' (2.73)

Para resolver a equacao (2.73), necessita fazer uma andlise assintotica. Para valores
grandes de £ ou seja, £ — 00, entao & domina completamente o resto das componentes,

nesse regime,

G (2.74)

a qual tem a solucao aproximada

4Lembrando que para componente ¢ significa que temos soluc¢oes estacionérias HYU = EV, pela equagao
de Schrédinger: ih-:-¥ = EV.
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f(&) = Cre™% + Ches, (2.75)

C e Cy sao constantes. O termo Cy ndo é normalizavel, porque quando |{| — o0 0
£ .. . . - .
termo Cse? diverge, comprometendo a normalizacao da funcao de onda; entao, as solucgoes

fisicamente aceitaveis tém a forma assintotica

f(&) xe 2, (2.76)

para valores grandes de £. Logo, a nova funcao solucao,

F(€) = e73T(), (2.77)

tal que T'(§) é uma fungao desconhecida. E calculando as derivadas, de primeira ordem,
i = —%e‘gT(éf) + e_gT'(@, para segunda ordem, f(£) = ie‘gT(é) — e‘gT/(f) +

e 57" (€) e substituir na equagao (2.73), obtém-se o seguinte:

5dd7;<f> - (1—g)%§>—i(2+%+%)ﬂ5):0- (2.78)

Porém, ainda necessita analisar o limite assintotico em que & — 0. Quando £ tende
2 . . .
a valores pequenos, o termo _51_5 tende a infinito e domina o resto dos termos, nesse novo

regime,

11 l2

T (&) ~ 4—£T(§). (2.79)

Analogamente ao processo da expressao (2.75), obtemos uma solugao na forma,

[

T(¢) =£2G(9), (2.80)

sendo G(§) uma fungao arbitraria. Calculando suas derivadas e substituindo na expressao

(2.78), a equacao diferencial tornasse

*G(§)
dgz

(- e®O

¢ 4

(2|ly +24 %) G(€) = 0. (2.81)

Satisfeito os limites assintoticos, a equacao diferencial (2.81) possui solugao, como
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G(§) = 1F1(a; 6 €), (2.82)
por se tratar de uma equagao hipergeométrica confluente. Com os parametros ¢ = || + 1

ea= }1(2|l| +2+ ’“2;1#) a solugao se torna,

2w(1+ |l])m + k? — 2mFE
dmw

G(e) = 1F1( 1+ m,g). (2.83)

O comportamento assintotico de uma fungao hipergeométrica confluente para grandes

valores de seu argumento é:

Fi(a,c:6) ~ %e%a—cu o) (2.84)

Assim, devido ao comportamento divergente da fun¢do G(§) para grandes valores
de seu argumento, as solucoes de estados ligados s6 podem ser obtidas impondo que
essa funcao se torne um polinomio de grau n. Neste caso, a solucao radial apresenta um
comportamento aceitével no infinito (MEDEIROS; MELLO, 2012). Esta condi¢do é obtida

por

k2 — 2mE
———Jﬁ—)::—n, (2.85)
mw

1

—(2|] +2

4( ] 4+2+
com n permitido para os valores n = 0,1,2,3.... Esta equacao fornece a condi¢ao de

quantizagao no espectro de energia da particula:

Bope—2w( 210, 4 & (2.86)
nbh =S g T T ) T o '

Cada conjunto de fun¢oes de onda com o mesmo valor de n sao chamados de niveis
de energia do oscilador bidimensional. Para esse sistema de coordenadas, a analise nao-

relativista foi desenvolvida por (LANDAU; LIFSHITZ, 1965).

Nesta secao foi analisado o comportamento de um oscilador quantico bidimensional na
auséncia de qualquer deformacao. Investigou a dinamica quantica de uma tnica particula
com um potencial harmonico. Esses resultados possam ser utilizados como um método
de deteccao de defeitos cosmicos e também de defeitos nos solidos caso introduzido em

sistemas com irregularidades na geometria (FURTADO; MORAES, 2000).
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2.5 O Oscilador Harmonico na Presenca de Deslocacgao
Tipo-Hélice

Esta é uma revisao referente ao artigo Harmonic Oscillator Interacting With Conical
Singularities(FURTADO; MORAES, 2000). Na presente secao ser feita analise da dinamica
quantica de uma particula sujeita a um defeito topologico chamado deslocacao tipo-hélice.

Com solucgao exata da equacao de Schrodinger para o oscilador bidimensional.

O elemento de linha correspondente em coordenadas cilindricas é dado por:

ds® = —dt* + dr* + 1%d¢? + (dz + Bdo)?, (2.87)

comr >0e0 < ¢ < 2w sendo 3, o parametro relacionado a torcao e possui ligacao

direta com o vetor de burgers.

A torcao associada a este defeito corresponde a uma singularidade conica na origem.

O tnico componente nao-zero do tensor neste caso é dado pela torcao duas-forma como:

T' = 27362 (r)dr A do, (2.88)

sendo 0%(r) é a fungao delta bidimensional®. A geometria do meio, neste caso, é carac-
terizada por torcao nao-trivial. Desta forma, o vetor de burgers pode ser visto como um

fluxo de tor¢ao, dado por:

/2 "~ fi el — 2B — b, (2.89)

Analogo ao feito a partir da equacao (2.66). O operador de Laplace-Beltrami toma a

forma,

#? 1/(9 o\ 10/ 0
-2 (LX) 2L (2. 9.
o 022 * r? <3gz5 87:) * ror (T&“) (2.90)
A equagao de Schrodinger para o OH na métrica (2.87) torna-se,

162 1[0 O\ 10/ 8
|t 5 (- ta) (e )| viw=Be o

sendo V(r) o potencial tipo oscilador harmonico. Pela mudanga de variavel o = ~r?

% Assim como &(z — a) é diferente de zero para um ponto a na linha, a representacio 6%(r) é # 0 para
um ponto no plano
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com 7 = mw e w definido como a frequéncia angular do potencial do oscilador. Assim
como na se¢ao anterior onde nao era presente explicitamente algumas variaveis na equacao
diferencial parcial, que nesse caso sao: t, ¢ e z. Logo os operadores do momento angular
f)¢ e momento linear P, comutam com o hamiltoniano, consequentemente compartilham
o mesmo conjunto de autofuncoes. E pelo método de separacao de varidveis, e anélise dos

limites assintoticos® podemos escrever a solucao da seguinte forma:

[l—Bk]

U(r, ¢, 2) = P32 ®(0), (2.92)

a funcdo ®(o) é desconhecida. A nova equagao diferencial tem a forma:

d*® (o)
do?

dd(o)
do

+ (1 + |l — Bk| — o) - (2AC +1+u—ﬁk|>cb(a) =0, (2.93)

VY
onde A, = —2mFE + k°.

A solugao da equagao (2.93) é uma fungao hipergeométrica confluente, logo:

cp:lE( L 6k|+1§(mwr )) (2.94)

com v = (14|l — Bk|+ 5 ) Analogo ao que foi discutido na eq.(2.83), o comportamento

assintotico para grandes Valores do argumento é dada por:

1Fi(e,b;0) ~ %e”aLb[l + O(le| )], (2.95)

com b = @ + 1. A funcao ®(o) diverge para valores grandes de seu argumento, logo,
as solucoes para estados ligados s6 podem ser obtidas impondo que a fungao se torne um

polinémio de grau n(ABRAMOWITZ; STEGUM, 1965),

L= —n. (2.96)
Com a condicao (2.96), obtém-se os niveis de energia fornecido por,

/{32
E:w(n+yl—ﬂk|+1>+—. (2.97)
2m

50 processo ¢ anélogo ao feito para gerar os termos das equacgoes (2.74) e (2.76). Basta fazer o mesmo
para a variavel o
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paran =0,1,2 3, ....

A autofuncao referente aos niveis de energia tem a expressao,

2

U = Cpyrlt=PHleib=eild =5 [y ( —n, |l — Bk| + 1,mwr2>, (2.98)

a constante de normalizacao dada por C,;. O parametro 8 quebra a degenerescéncia dos

niveis de energia. O termo (8 é devido a tor¢ao associada ao defeito.
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3  Oscilador Harmoénico num Meio
Elastico com uma Deslocacao
Espiral

3.1 O Defeito de Deslocacao Espiral

Nesta secao abordaremos a descricao das deslocacoes lineares de bordas em meios

elasticos. Este defeito topologico esta presente no problema central dessa dissertacao.

Suponha uma seccao transversal de um cilindro de raio R. Um corte no plano desde
a origem até a borda do eixo x?, no ponto (z! =0, 2% = r, 2> = 0) e outro em uma regiao

superior (z% > 0,z! > 0), como descrito na figura 6.

Figura 6: Corte na sec¢do reta do cilindro (KATANAEV, 2005).

Feito isso, desloque a parte da regiao (z > 0, 2! > 0) pelo vetor b em diregao ao eixo

de deslocamento x?, em seguida, cole a superficie cortada(Veja Figura 7).

Em deformacdes por deslocagao em cristais, considerando como meios continuos, pos-
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Figura 7: Deslocacdo linear de borda. Com vetor de Burgers perpendicular a linha de desloca-
mento(KATANAEV, 2005).

suem a seguinte propriedade: quando uma regiao circular em qualquer contorno fechado
C' que rodeia a linha de deslocamento 23, o vetor de deslocamento eldstico u recebe um
aumento definido e finito b, igual a um dos periodos da rede; o vetor b é conhecido como
vetor de Burgers da deslocagao considerada (LANDAU; LIFSHITZ, 1959). Esta propriedade

é escrita na forma

fcdxkakui(:v) = —j{ dr* Oy’ (r) = =V, (3.1)

c
onde C é um contorno fechado que envolve o eixo de deslocamento 3, fig. 8.

A propriedade (3.1), define que na presenca de deslocacao, o vetor de deslocamento
¢ uma funcao nao uniforme das coordenadas. Fisicamente, por suposicao, nao ha falta de
uniformidade: O aumento b denota uma mudanca adicional dos pontos de rede, o que
geralmente nao altera seu estado. O vetor Burgers, pode nao ser constante no corte. Neste
caso, ele varia de 0 para algum valor constante de b & medida que se move do eixo de
movimento. Depois da colagem, o meio chega ao estado de equilibrio, reconhecido como

deslocacao de borda.

Uma deslocacao pode ser feita de diferentes maneiras. Caso o vetor Burgers seja
perpendicular ao plano de corte e dirigido a partir dele no caso considerado, entao a
cavidade produzida deve ser preenchida com um meio antes da colagem. A deslocacao de
borda também ¢ obtida do resultado de girar § em torno do eixo 23, Logo, é caracterizada

nao pela superficie de corte, mas pela linha de deslocamento e o vetor b.

Assumimos que as derivadas parciais do vetor de deslocamento O;u‘(tensor de dis-

tor¢ao)sao fungdes suaves na superficie de corte. Esta suposicao ¢ justificada fisicamente
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Figura 8: Secao reta do cilindro com deslocacdo de borda. C' é o contorno de integracio para
o vetor Burgers b (KATANAEV, 2005).

porque estas derivadas definem o tensor de deformacao (veja expressao 2.36). Por sua
vez, as derivadas parciais do tensor de deformagao devem existir e ser fungoes suaves no
equilibrio em todos os lugares, exceto possivelmente, no eixo z3, pois, de outra forma,
equagoes de equilibrio (equagao 2.58) nao teria significado. Assumindo que a métrica e as
tetradas sao funcgoes suaves em todos os lugares no R3, exceto aos eixos de deslocamento,
ja que o tensor de deformacao define a métrica induzida (equagao (2.60)) (KATANAEV,
2005).

3.1.1 Meétrica do Defeito: Deslocacao Espiral

Nesta secao, lidaremos com um mecanismo de deslocamento e com ele a mudanca
na geometria intrinseca de um corpo euclidiano para nao-euclidiano. Como as desloca-
coes levam a uma mudanca na métrica do material, comecamos por introduzir o campo
de deformacao local assim como descrito no trabalho Material metric, connectivity and

dislocations (VALANIS; PANOSKALTSIS, 2005),
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Fi(a), (3.2)

que & dito ser um campo de deslocamento analogo a expressao (2.32) se V x Fi # 0. Neste
caso, FJ’ ¢ dito ser um bi-vetor de deslocamento. Sendo F! o campo de deformacao local
com as componentes F}. Tal que, 2* representa as coordenadas na posicao inicial e z'" para
posicoes posteriores em um tempo qualquer. Para ds sendo o comprimento do elemento
dz'" na presenca de um campo de deslocamento, isto é, a distancia ds? entre dois pontos

proximos no espaco deslocado é

ds* = dz'*de'* = Fikada:idxj = g;;dz'dx?, (3.3)
sendo g;; as componentes do tensor métrico do dominio material na presenca de FX.

Como nosso sistema ¢é representado por uma deslocagdo de borda, esse campo EFF tem

a forma local,

1 Fl 0
Ffat,a>=| F2 1 1 |. (3.4)
0 0 1

Consequentemente a métrica do corpo, em termos de seus componentes covariantes

gi; na presenca do campo de deslocamento é

1+ F2F?  F2E} 0
gy = FFFF = F2F} 14+ FF o |. (3.5)
0 0 1

As deslocagoes em forma de espiral sao retratadas com simplicidade em sistemas de

coordenadas cilindricas com uma métrica g, onde

g = r2 . (3.6)

Juntando o deslocamento de borda de um circulo formando uma espiral, isto é, a

deformacao do bi-vetor F' é dado pela expressao,
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1
F=1]0
0

S = X2

0
0, (3.7)
1

os elementos deformados e de referéncia estao relacionados como

/

dr 1 x O dr
do =101 0 do |- (3.8)
dz’ 0 0 1 dz

Examinamos a distorcao de uma curva circular r = constante, entao, dr = 0, no plano

z = constante. Com isso, a equagio (3.8)

dr' = xd¢, d¢ =d¢, d =dz=0, (3.9)

que resulta em,

¢
o =¢, z=2z21(¢) :/0 X(0,10)de + 10. (3.10)

A equacao (3.10) mostra que a curva circular é deformada em uma espiral pelo campo
de deslocamento. Tal que, a forma precisa da espiral é dependente da forma da funcao

X(r, ¢). A métrica do campo de deslocamento agora tem a forma:

1 X 0
g5=1| x O+ 1 |- (3.11)
0 0 1
E com elemento de linha:
ds® = dr® + 2xdrde + (x* + r?)d¢* + dz*. (3.12)

Considerando um meio elastico que contém uma deslocacao de borda, que corresponde
a distorcao de um circulo em uma espiral. Esses defeitos topologicos sao descritos pelo

elemento de linha descrito acima.
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3.1.2 O Operador de Laplace-Beltrami: Deslocacao Espiral

Nesta subse¢ao iremos calcular o operador de Laplace para métrica (3.12) do nosso
sistema de defeito topologico. Como nossa deslocagao de borda modifica um circulo para
uma espiral, as propriedades geométricas do espaco e tais caracteristicas sao descritas pelo
elemento de linha do tensor métrico. Para este caso, utilizamos o operador de Laplace-

Beltrami (2.12) para definir a operacgao de diferenciacao no novo sistema.

Pela relagao:

9”955 = 1343, (3.13)

podemos calcular a inversa da métrica covariante (3.11) para aplicar no operar de Laplace.

Entao,

I+% =% 0
9¢7=1 -5 L o[ (3.14)

0 1

Sendo g definido como,
g = det(g;5), (3.15)
para matriz (3.14), obtemos:
_ 2

g=r-. (3.16)

O operador de Laplace-Beltrami com os termos do tensor métrico nao nulo é dado

pela expressao,

A % o, gw@@w%@(gw \@a¢)+%a¢(g¢r@&H%%(gwJE%H%@(?”\@)@)-
3.17

aplicando os termos da matriz g%,

2 2 2 2 2 2
_ X"\ 9 1 x*\o _x( 0 X (0 1/0 0
A= <1+T2>8T2+ (r 7’3)87“ 27“2 (87‘8¢> +7“3 <8¢>+T2 (8¢2) +3z2’ (3.18)
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obtemos a expressao do operador de Laplace para o nosso sistema.

3.2 Oscilador Harmonico na Presenca de uma Desloca-
cao Espiral

Nesta se¢ao apresentamos o principal resultado do nosso trabalho (MAIA; BAKKE,
2018). Inicialmente escrevemos a equagao de Schrodinger com plano de fundo estabelecido
pela deslocagao em espiral discutida na subsegao (3.1.1), e assim, obtemos solugoes exatas.

Analisamos as influéncias da deslocagao espiral no oscilador harmoénico bidimensional.

Consideremos um meio eléstico e continuo que contém uma deslocacao de borda, que

corresponde & distor¢ao de um circulo em uma espiral (Veja Figura 9).

Figura 9: Cilindro com deslocacdo de borda e seccdo reta transformando um circulo em espiral
(KATANAEV, 2005).

Como visto na sec¢ao (3.1.1), defeitos topologicos de deslocacao espiral sao descritos

pelo elemento de linha:

ds® = dr* + 2xdrdg + (x* + r*)d¢* + d2?, (3.19)

tal que, a constante xy ¢ o parametro relacionado a deslocagao. Em seguida limitamos uma

particula sem spin ao potencial tipo oscilador harmonico (V(r) = %mw2r2) no espaco com
deslocagao espiral. Assim como, no caso do oscilador bidimensional sem defeito topolégico,
usaremos as unidades (h = ¢ = 1), Com h sendo a constante de Planck sobre 27 e ¢ a
velocidade da luz . O tensor métrico covariante g;; é dado pela expressao (3.11) e possui

os termos nao nulos:

G =L Ge=X =X Goo=0"+17); g=1 (3.20)

Em seguida, como a métrica tem que satisfazer a relagao ¢”¢g;; = 1s;3, podemos
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escrever a matriz inversa ¢/, dado pela forma:

I+% % 0
=1 =X L 0. (3.21)
0 1

Uma particula sem spin, quantica, nao-relativistica e incorporada em um espaco com

defeito topologico é descrita pela equagao de Schrodinger

v, (3.22)

sendo m a massa da particula, w a frequéncia angular do oscilador, ¢ nimero complexo e A

o operador de Laplace-Beltrami. Aplicando o operador (3.18) na equacio (3.22), obtemos,

or 1 1+X2 82\If+ 1 x2\ov x [ oW x [ 0*V N
“or ~ 2m r2 ) or? roor3)or  r2\ordo r2 \ 0¢Or

X [0V 1 [0*0 o} mw?r?
()L L2 I

equacao de Schrodinger com a expressao de A para coordenadas cilindricas.

Como a equagao diferencial parcial (3.23) nao contém os termos explicitamente de
tempo t, ¢ e z. Entao, podemos afirmar que os operadores referente a estas grandezas
comutam com o hamiltoniano, com isso, os operadores de lj(z, e P, compartilham o mesmo
conjunto de autofuncoes. Entao, podemos escrever uma solugao pelo método de separacao

de variaveis.

U(r, ¢, 2,t) = e PR f (), (3.24)

E é aenergia do sistema, [ = 0, 1, £2, £3, ... os autovalores referente ao momento angular
da coordenada ¢, k a constante referente ao momento z e f(r) representa uma funcdo
qualquer de r. Calculando as derivadas de W¥(r, ¢, z,t) e substituindo na equagao(3.23)

obtemos uma nova equacgao apenas dependendo da variavel r.

A nova equacao tem a forma,

r2 r3

(1 + X—2> LI0) (1 X QZ—XZ) dir) _ (ﬁ Oy m2w2r2> f(r) =0, (3.25)
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com A = k? — 2mFE. A expressao (3.25) é uma equacao diferencial linear ordinaria de
segunda ordem.

Uma possivel solugao da equagao (3.25) pode ser dada na forma:

r

f(r) =exp (iltan_l (-)) x Q(r), (3.26)

X

onde Q(r) é uma fun¢ao desconhecida. Precisamos das derivadas de f(r) para substituir

na equacao (3.25) e obter uma nova equagao diferencial.

A equacao (3.25) toma a forma:

(1 + f—j)@”(r) + <1 — X—z)Q/(r) - (L + A+ mszTQ)Q(r) =0.  (3.27)

roor3 X2 +1r?

Uma mudanca de variavel é necessaria para simplificar nossa discussao. Assumimos

que,

u=mw(x® +r?). (3.28)

A nova equacdo diferencial tem a forma dada pela seguinte expressao:
Q'+ Q- (B Ay 2)Q(u) =0 (3.20)
u@ (u u)— - —+ —+u—mw u) = 0. .
4\ u  mw X

Para resolver a equagao(3.29), precisamos analisar o comportamento assintotico. Ob-
serve que para valores grandes de u ou seja, u — 0o, u domina completamente o resto das

componentes. Neste caso,

(3.30)

que possui solu¢ao aproximada

Q(r) = cre™? + cpe?, (3.31)

1 e ¢o sdo constantes. Reveja a equagao(2.72) porque o caso é andlogo. Como ja sabemos,

a funcao solugao terd a forma,
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Qu) = e 2W(u), (3.32)

sendo W (u) uma fungio desconhecida. Assim como nos casos anteriores, derivamos ()
e substituimos na equacao diferencial (3.29) para obter uma nova relagdo com a anéalise

assintotica de v tendendo ao infinito satisfeita.

A equacao (3.29) toma a forma:

uW" (u) 4+ (1 — w)W (u) — 1<2 + E + A mwx2> W(u) = 0. (3.33)

4 U mw

Agora precisamos analisar o limite assintotico para u — 0, tal que, temos a solucao

na formas:

[

W(u) =uzJ(u), (3.34)

sendo J(u) uma funcdo qualquer, podemos construir uma nova equagao diferencial linear
ordinaria, que nos dard um comportamento finito/normalizado ja que satisfaz os limites

assintoticos.

Assim, ao analisar o comportamento assintotico, substituindo as derivadas na equacao

(3.33), obtemos a seguinte expressao diferencial:

uJ (u) + (| 1] +1 —u)J (u) — i(Q 1] +2+ m%} — mwx2) J(u) =0, (3.35)

onde a equacao (3.35) é uma hipergeométrica confluente, que possui solugdo na forma:

J(u) = F< (3.36)

—m2w?y? 4+ 2w(1 l k2 —2mE
m2w?x? + 2w(1+ | 1 |)m + m ,1+]l|,U).
4dmw

Observe que o comportamento assintotico de uma funcao hipergeométrica confluente

para grandes valores de seu argumento ¢ dado por

1Fi(a,b;u) ~ %e“ua_b[l +O0(Jul|™)], (3.37)

portanto, diverge quando u — oo. Com o objetivo de obter solugoes de estados ligados para
a equagao de Schrodinger, precisamos impor que a = —n(n = 0,1,2,3,4,...). Com esta

condicao, a funcao hipergeométrica confluente torna-se bem-comportada quando u — oo.
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Consequentemente obtemos os niveis de energia,

(3.38)

|1 K mw?y?
2 2 2m 2

En,l:2w<l—|———|—n + — -

Assim, a equagdo (3.38) representa os niveis de energia do oscilador harmonico bi-
dimensional na presenca de uma deslocacdo tipo-espiral (MATA; BAKKE, 2018). Podemos
observar que os efeitos topolégicos modificam o espectro, devido a nova contribuicao dada
pelo terceiro termo do lado direito. Em contraste com os resultados obtidos por (FUR-
TADO; MORAES, 2000), para o defeito de deslocacdo tipo-hélice que modifica o momento
angular e possibilita efeitos analogo ao Aharonov-Bohm para estados ligados (PESHKIN;
TONOMURA, 1989), como nao obtemos mudanca alguma ao niimero quantico [ da expres-
sao (3.39), descartamos esta possibilidade de analogia. Observe que, tomando x = 0 na
ultima expressao, recuperamos os resultados para o OHB na auséncia de irregularidades

no espago (veja a relagao 2.86).

3.3 Confinamento por Potencial de Paredes Rigidas

Nesta secao consideramos a presenca de um potencial de confinamento de paredes
rigidas no sistema discutido na secao anterior. Entao, para um raio fixo 7y, devido a
presenga da deslocagio espiral, temos ug = mw(x? + r?). Portant ticula quanti

, 0 X~ + r¢). Portanto, a particula quantica

para condicoes impostas de aprisionamento, possui a seguinte condicao de limite:

T(ro) — J(up) = 0. (3.39)

Pelos parametros: a = % +3—Aeb=|l|+1, sendo A = |I| +1; tal que, considerando
um valor fixo para o parametro b e o parametro A com valores grandes, podemos escrever

a funcao hipergeométrica confluente por uma solucao fixa

1Fi(a, by ug) o< cos(/2bug — 4aug — bg + %) (3.40)

Da equagao (3.40) obtemos os niveis de energia decorrentes da intera¢do da particula
quantica com o oscilador harmoénico sujeito a um potencial de confinamento de parede

infinita:
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1 | 3\ 1, ., kP
o — P . 3.41
4 2m(r§+x2)(nﬁ+2ﬂ+4> X o (3:41)

Na equagao (3.41), ha duas contribui¢oes para os niveis de energia que decorrem do
defeito topologico de deslocagao espiral (MAIA; BAKKE, 2018). O primeiro corresponde
a presenca de um raio efetivo dado por \/W. A segunda é dada pelo 2° termo
do lado direito do espectro de energia para um potencial de paredes infinitas. Podemos
afirmar observando £, ; assim como na secao anterior, que nao produz alteracao no niimero
quantico do momento angular(l). Nesse sentido, sem o aparecimento de efeitos analogos

ao efeito Aharonov-Bohm' para estados ligados.

Veja as Referéncias (FURTADO; MORAES, 2000), (BEZERRA, 1997), (PESHKIN; TONOMURA, 1989),
(FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2016), (VITORIA; BAKKE, 2016) e (VITORIA; BAKKE, 2017)
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4  Consideracoes finais

Analisamos os efeitos sobre uma particula quintica sem spin sujeita a um oscilador
harmonico bidimensional na presenca de defeito topologico de deslocagao tipo-espiral no
meio elastico. As mudancas devido a irregularidade do espago produzem uma nova con-
tribui¢do para o espectro de energia proporcional ao parametro do defeito (MATA; BAKKE,
2018). Quando comparado a sistemas parecidos como o discutido por (FURTADO; MORAES,
2000), para sistemas com deslocagao tipo-hélice!, observamos que nenhuma mudanga no
ntimero quantico [ ¢ dada devido a topologia do nosso elemento linha, portanto, impossi-

bilita apari¢ao de fenomenos analogos ao efeito Aharonov-Bohm para estados ligaodos.

Também aplicamos ao sistema um potencial de parede rigida/infinita para manter o
OHB confinado na regiao. Com isso, duas contribuicoes para os niveis de energia decor-
reram, onde um deles ¢ dado pela presenca de um raio efetivo \/W em F,;(Veja
equagao 3.41). Assim como no caso anterior, nenhuma mudan¢a no nimero quéantico [ é
dada devido a topologia (MATA; BAKKE, 2018). O mesmo pode ser dito para efeito analogos

ao Aharonov-Bohm em comparacao com o caso anterior sem o confinamento.

A modificacao nos niveis de energia para ambos os sistemas com ou sem barreira de
potencial é a mais notoéria contribuicao, porque revela a influéncia do defeito topologico de
deslocacgao espiral no sistema (MATA; BAKKE, 2018). A néo alteragao no ntimero quantico
do momento angular [, descarta a possibilidade de efeito andlogo ao Aharonov-Bohm
para estados ligados. Como o trabalho trata-se de um estudo amplo, as possibilidades
de aplicacoes podem ocorrer tanto para sistemas tipo grafeno, deslocando o plano da
rede de 4tomos do material e tendo um estudo andlogo ao nosso, quanto no contexto
de gravitacdo, baseado em (BAKKE; FURTADO, 2013), a extensao do elemento de linha
para sistemas relativisticos, como aplicacao no oscilador de Dirac. Como perspectiva do

trabalho, incluir alguns parametros como o spin e analisar as consequéncias desta adicao.

!'Ha uma grande quantidade de estudos sobre esse modelo, como por exemplo: (MARQUES; FURTADO;
MORAES, 2005), (FILGUEIRAS et al., 2016), (MA et al., 2016), (WANG et al., 2015), (FILGUEIRAS; SILVA,
2015), (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2001) e (FURTADO; BEZERRA; MORAES, 2016)
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APENDICE A - O Efeito Aharonov-Bohm
para Estados Ligados

Este apéndice é referente a uma secao do livro Introduction to Quantum Mecha-
nics(GRIFFITHS, 1994). Na eletrodinamica cléssica, o potencial escalar ¢ e o potencial
vetor A nao sao diretamente mensuraveis; as quantidades fisicas sao os campos elétrico e

magnético:

A
E:—Vgp—%—t, B=VxA. (A1)

Para aplicacao de transformagao de calibre nos potenciais, as expressoes tornam-se,

/ A /
s0—>90=90—aa—t, A A =A1VA, (A.2)

em que A é uma funcao desconhecida de posicao e tempo.

Na mecanica quantica, o hamiltoniano depende de ¢ e A, ndo de E(campo elétrico)

e B(campo magnético):

1 /h 2
H=_— (—v _ qA> + ge. (A.3)

o2m\ i

A teoria ainda é invariante sob as transformacoes de calibre. Porém, no ano de 1956,
Aharonov e Bohm demonstraram que o potencial vetor pode alterar o comportamento
quantico de uma particula carregada até mesmo quando ela esté passando por uma regiao

em que o campo é nulo.

Por exemplo, uma particula restrita a percorrer um circulo de raio b. Ao longo do
eixo, corre um solenoide de raio a < b, que possui corrente elétrica constante I(veja a

figura 10).

Se o solenoide for muito longo, o campo magnético interno sera uniforme e o campo
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Figura 10: Uma conta carregada em um anel circular por meio do qual passa um longo solenoide
(GRIFFITHS, 1994).

externo sera nulo. Porém o potencial vetor na regiao fora nao é zero; observe que, quando

adotando a condicao de calibre V.A = 0, temos:

o -
A= %qﬁ, (r>a), (A.4)

em que ® = wa?B caracteriza o fluxo magnético através do solenoide. Mas, o solenoide

estd sem carga e, portanto, ¢ = 0. Nesse caso, o hamiltoniano tem a forma:
1
H= 2—[—ﬁ2V2 + ¢* A% + 2ihg(A.V)]. (A.5)
m

A fungao de onda possui dependéncia somente do angulo azimutal ¢(= 7/2 e r = b),

entao, V — (Qg/b)(d/dgb), e a equacao de Schrodinger torna-se,

1 h2 d> g®\> hgd d B
s [ it (—%b) w2 ¢]w(¢>> = By(9). (A.6)
Organizando os termos,
Py dp
7 225—d¢ +ep =0, (A.7)

onde,
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q® 2mb*E
— €=

22
Sy 2 pe. (A.8)

g

Com solucao dada por,

= Ae?, (A.9)

as constantes definidas como:

A=pB++/B+ zﬁi%mmE. (A.10)

Analisando a continuidade de ¥ (¢), em ¢ = 27, exige que A seja um niamero inteiro:

ﬁ:l:%vaE:n, (A.11)

obtendo os niveis de energia dado por:

72 q® \ >
— . = 0,+1,42,..). A12

Observe que as energias permitidas dependem claramente do fluxo magnético dentro

do solenoide, mesmo que o campo na regiao da particula seja zero.
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Analytical solutions defect on the confinement to a hard-wall confining potential. In both cases, we analyse if the effects of the
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