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Resumo

Neste trabalho, estudamos existéncia, multiplicidade e nao-existéncia de solucoes
positivas, com respeito a um parametro positivo A\, para uma classe de problemas elipticos
quasilineares em dominios limitados de RY, N > 2, envolvendo o operador N-laplaciano
e uma nao-linearidade f(t) que se comporta como t*, para algum « € (0, N — 1), quando
t — 0T e possui crescimento critico exponencial do tipo Trudinger-Moser em +oo. Na
obtencao dos resultados, podemos destacar a utilizacao de teoremas do tipo minimax,

métodos de sub e supersolugao e um refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser

devido a P.-L. Lions.

Palavras-chave: Crescimento critico exponencial, Desigualdade de Trudinger-Moser, /N-

laplaciano.
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Abstract

In this work, we study existence, multiplicity and nonexistence of positive solutions,
with respect to a positive parameter A, for a class of quasilinear elliptic problems in
bounded domains of RY, N > 2, involving the N-laplacian operator and a nonlinearity
f(t) which behaves as t*, for some o € (0, N—1), when ¢t — 0% and has critical exponential
growth of Trudinger-Moser type at +oco0. In order to obtain the results, we have used
minimax theorems, sub and supersolution methods and a refinement of the Trudinger-

Moser inequality due to P.-L. Lions.

Key words: Critical exponential growth, Trudinger-Moser inequality, N-laplacian.
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Notacoes

- RN =Espago euclidiano N-dimensional, N > 2, cuja norma ¢é |z| = /23 + ... + 2%,

onde z = (x1,...,xy) € RY;
- Q denota um dominio suave de RY;
- 0A é a fronteira do conjunto A e A= AUOJA é o fecho de A;

- Seja A C RY um conjunto mensuravel. |A| denotara a medida de Lebesgue do

conjunto A em RY;
- B,(a) denota a bola aberta em R" centrada em a € R com raio 7;
- SN=1 ¢ a esfera unitéria de RY, isto ¢, SV~1 = 0B;(0);

- wy_1 é 0 volume de SV

1
N-1,
- QN = NCL)N_l,

- Sejam f e g fungoes reais definidas num subconjunto A de RY. Entdo,
{f <g} ={z e A flz) <glx)}
De forma andloga define-se {f < g}, {f > g},{f > 9}, {f =9}

- X™ representa o dual topologico do espaco vetorial normado X;

- O suporte de f é o conjunto supp(f) = {x € X; f(x) # 0};
-CQ)={f:Q =R, fécontinua};

- C*(Q) é o espago das fungdes reais definidas em € que possuem todas as derivadas

de ordem menor ou igual a k continuas;
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Ck(Q) = {f € C*(Q); f tem suporte compacto};
BC(Q) = {f € C(Q); f ¢ limitada};
Co(2) & o fecho de C.(£2) em BC(£2) com respeito a norma

[ flloo = sup [ f()];

z€eQ)

Dizemos que f € C®(Q) se f € C*(Q), para todo k € N. De forma analoga define-se
C(9);
CR(Q) = {f € CHQ); [f(2) = f(y)] < Cllz —y||?, para todos z,y € Q}, para
alguma constante C' positiva, 3 € (0, 1);

Li(Q)) = {f :Q — R mensuravel; [, |f]dz < —i—oo}, 1 < ¢ < oo, denota o espaco

de Lebesgue com a norma dada por

i1 =( [ mq)é;

L>(Q2) denota o espaco das func¢oes mensuraveis que sao limitadas q.t.p. em €2, com

norma dada por
|t]| o = Inf{C > 0;|u(x)| < C q.t.p em Q};

Lq

loc

1 < g < oo

(Q) ={f:Q — R mensuravel; f € LK), para todo compacto K C Q},

WHEN(Q) ¢ o espago de Sobolev das fungoes em LY () que possuem as derivadas

fracas de primeira ordem pertencentes a LY ().

Wy N (Q) é o fecho de C(Q) em WHN(Q) com respeito a norma

full = ([ (val + |u|N>)$7

que é a norma usual em W'V (Q) e W,V (Q);

foll= ([ |Vu|N)}V

a norma do gradiente. Devido a desigualdade de Poincaré, prova-se que as normas

Sejam u € Wy () e

| - |liv e |l - || sdo equivalentes;
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Representa-se por Wﬁl’%(Q) o dual topologico de W™ () e denota-se por

IR~
LN—T

W Q)

a norma usual em W‘L%(Q).

f = O(g) significa que, para algum C' > 0, tem-se |f| < Clg|;

on(1) denota uma sequéncia de nimeros reais que converge a zero quando n — oo;
Seja A um conjunto. A funcao caracteristica de A é definida como

1, se x€ A
0, se x ¢ A;

A@(I):

dist(x, A) denota a distancia do ponto x ao conjunto A;

Vu = ( Ou Ou ) denota o gradiente de u;

8x1”"’8xN

divF' denota o divergente do campo F’;

7

N
Ayu = div(|Vu|P*Vu) = Z 8?): (]Vu]p_Qg—u>, p>1;
i=1

— e — denotam, respectivamente, convergéncias fraca e forte em um espaco

normado.

q.t.p. significa "quase todo ponto".
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar existéncia, multiplicidade e nao-existéncia de
solucoes para uma classe de problemas elipticos quasilineares em dominios limitados de
RY, N > 2, envolvendo o operador N-laplaciano e nao-linearidades com crescimento
critico exponencial.

Em diversas areas da Matematica Aplicada, Fisica e Mecanica podemos encontrar
fendmenos que podem ser modelados por equacoes que envolvem o operador p-laplaciano,
p > 1. Tal operador surge, por exemplo, em glaciologia, no estudo dos fluidos nao-
newtonianos, na teoria de elasticidade nao-linear, em algumas reacoes de difusao e na
extragao de petrdoleo. Para mais detalhes sobre o desenvolvimento dos aspectos fisicos para
problemas modelados pelo operador p-laplaciano, citamos, por exemplo, [7, 11, 28| 35] e
suas referéncias.

Mais especificamente, estamos interessados na anélise de existéncia, nao-existéncia
e multiplicidade de solugoes fracas para a seguinte classe de problemas elipticos

quasilineares:

—Ayu = Af(u), em  Q
u > 0, em Q (P)
u = 0, sobre 0f),

onde Q C RY, N > 2. ¢ um dominio limitado com fronteira suave, Ay denota o operador

0 N_o Ou

elt‘N/(N—l)

N-laplaciano, isto é,

N
Anu = div(|Vu|N_2Vu) = Z
i=1

A é um parametro positivo e a ndo-linearidade f(t) = h(t) ¢ uma funcdo que

satisfaz as seguintes condigoes: existem constantes o € (0, N — 1) e ¢, € (0,1) tais que

(A1) h e C'((0,00)), h(t) = 0 para todo t < 0 e h(t) > 0 para todo t > 0;



(A2) a fungao t — f(t) é ndo-decrescente em (0,%,) U (1/t,, 00);

(A3 (1) lim, e 22 > 0

(2) a aplicacdo t — t'=N f(t) é ndo-crescente em (0,t,);

(Ad) (1) limy o h(t)eg‘”N/(M” = 00, para todo e > 0
(2)  limy_e h(t)e*‘E't‘N/(N*l) =0, para todo € > 0;

(A5) limy_yee h(t)te ™™ = 00, para todo e > 0;
(A6) existem R > 0e C > 0 tais que, para todo s > R, F(s) < Cf(s), onde

F(s) = /O CF(bt.

As hipoteses (Al) — (A6) sobre a nao-linearidade f sdo basicamente consideradas
por Giacomoni, Prashanth e Sreenadh em [26]. A condi¢ao (A3) — (1) nos diz que f é
uma nao-linearidade que se comporta como uma poténcia t* quando t — 0. Por outro
lado, a hipotese (A4) nos assegura que f possui crescimento critico exponencial do tipo
Trudinger-Moser em 400 com expoente 3y = 1.

Historicamente, o papel desempenhado por nao-linearidades do tipo céncava-convexa
na obtencao de multiplas solucoes foi investigado primeiramente por Ambrosetti, Brézis

e Cerami no trabalho [5], no qual estudaram o problema

“Au = unz: + Au?, em Q
u > 0, em (0.1)
u = 0, sobre 0f),

com 0 < g < 1, e mostraram a existéncia de A > 0 tal que, para A € (0,A), (0.1) admitia
pelo menos duas solucoes e, para A\ > A, nao possuia solucao. Subsequentemente, nos

trabalhos [8, [9], foi feita a mesma abordagem na correspondente versao quasilinear do

problema ({0.1)), isto &,

—Aju = v M+ Al em
u > 0, em ) (0.2)
u = 0, sobre 0f),

onde 1 < p < N,p* = Np/(N —p) e 0 < g < p— 1. Neste caso, s6 foi possivel
garantir a existéncia de A > 0 tal que, para A € (0,A), (0.2) possuisse multiplas



solugbes e, para A > A, nao possuisse solucao, se 2N/(N +2) < p < 3 ou p > 3,
p—1>qg>P" -2/(p—1)— 1L

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos e um apéndice.

No Capitulo (1} apresentaremos alguns resultados importantes que serao utilizados
nos capitulos subsequentes do trabalho.

No Capitulo [2| mostraremos que, em um certo sentido, um dos itens do Principio
de Concentracdo de Compacidade de P.-L. Lions (ver Teorema pode ser visto como
um refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser. Ademais, apresentamos uma prova
deste refinamento usando argumentos de Simetrizacao de Schwarz e, no Capitulo 4] o
aplicamos para garantirmos a existéncia de uma segunda solu¢do para o problema (P,).
Desta forma, foi necessario introduzirmos alguns fatos sobre Simetrizacao de Schwarz.

Iniciamos o Capitulo [3]dando exemplos e fazendo alguns comentarios a cerca da nao-
linearidade f(t) = h(t)el!™™ ™. Neste capitulo, definiremos o conceito de crescimento
critico exponencial do tipo Trudinger-Moser em 400 e mostraremos que f ¢ uma funcao
que satisfaz tal condicao.

Dois dos trés principais resultados desta disserta¢ao encontram-se no Capitulo [3 O

primeiro deles é o seguinte:

Teorema 0.1 Se a nao-linearidade f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1) e (A3)-(2), entio
existe \g > 0 (ver (3.18)) tal que, para qualquer X € (0, o), o problema (Py) possui uma

tnica solugao, digamos uy, com a propriedade |[uy || po) < t..

O que fizemos para provar o Teorema foi associar ao problema (P,) um problema
auxiliar, o qual denotamos por (ﬁk), e, utilizando minimiza¢ao de funcionais e um principio
de comparagao devido a Abdellaoui e Peral em |1, provamos que o problema (}3}\) possuia
uma tnica solucdo iy em Wy (Q). O fato crucial dessa estratégia é que o problema (P))
foi escolhido de forma que sua tnica solucao uy fosse também uma solucao do problema

original (P,) que satisfizesse a condicao ||| z(q) < t..
O outro importante resultado deste capitulo é o seguinte:

Teorema 0.2 Suponha que f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1), (A3)-(2), (A4)-(1), (A4)-(2)
e (A6). Entao, existe A € (0,00) tal que



(i) (Py) possui pelo menos uma solugao, digamos uy, para A € (0, A);
(7i) (Pp) possui solu¢ao up;
(iii) (Py) nao possui solugdo, para A > A.

Na demonstracao do item (i) do Teorema utilizamos um argumento de
minimiza¢ao local na topologia de C = C*(Q) N Cy(Q) (Ver pagina 56) para mostrarmos
que, restrito a C, o funcional energia J, associado ao problema (P,) possuia minimo local
uy. Para que isto fosse possivel, podemos destacar a necessidade de obtermos um principio
de comparacao forte (ver Lema , bem como a utilizacao de métodos variacionais, de
outros principios de comparagao e resultados de regularidade devidos a Liebermann [32]
e Tolksdorf [40].

Em seguida, trabalhamos no intuito de provar que o minimo local u) do funcional
energia .Jy restrito a C é também minimo local de Jy em W™ (Q). A prova foi feita por
contradicao. Utilizamos um argumento de iteracao de Moser, método dos Multiplicadores
de Lagrange e resultados de regularidade de [19] 40|, obtemos uma contradi¢ido com o fato
de uy ser minimo local de J,|c.

Para a obten¢ao do item (ii), basicamente usamos o item (i) e minimizacao local do
funcional J,.

A prova do item (i7i) do Teorema foi feita por reducao ao absurdo. Utilizando,
dentre outros, resultados de regularidade do Liebermann [32] e Tolksdorf [40], Principio
do Maximo de Véazquez e um método de sub e supersolucao, foi possivel provarmos que
o primeiro autovalor de —Ay em W(}’N(Q) nao era isolado, contrariando, desta forma,
resultados de Anane [0], os quais garantem que o primeiro autovalor \; de —Ay em
VVO1 ’N(Q), com sua correspondente auto funcdo normalizada ¢q, é isolado.

No Capitulo 4, provaremos o principal resultado desta dissertacao, que pode ser

enunciado como segue:

Teorema 0.3 Seja Q C RN, N > 2, um dominio limitado com fronteira suave. Suponha

que f(t) = h(t)e™”" "7V t >0, satisfaz as hipdteses (A1)-(A6). Entao,

(i) existe A > 0 tal que (Py) admite, pelo menos, duas solugoes, digamos uy e vy, para

todo A € (0,A), uma solugao para A = A e nenhuma solugio para X\ > A;



(i3) quando X — 0, uy — 0 em C1(Q).

Levando-se em consideracao o Teorema para provar o item (i) do Teorema ,
basta mostrarmos a existéncia de uma segunda solu¢do de (P)). Para isto, podemos
destacar a utilizacao de uma versao generalizada do Teorema do Passo da Montanha
para um funcional modificado J, e do refinamento da desigualdade de Trudinger-Moser
tratado no Capitulo 2] Foi necessario estudarmos os niveis criticos e as sequéncias de
Palais-Smale.

No Apéndice[A] apresentamos a formulagao fraca da classe de problemas que estamos

estudando e fazemos um estudo da diferenciabilidade do funcional energia associado.

Com o intuito de nao ficarmos recorrendo a Introducao e de tornar os capitulos
independentes, nos capitulos 3 e 4, iremos enunciar novamente as hipoteses sobre a nao-

linearidade f e os resultados principais.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo, encontram-se alguns resultados extremamente importantes para uma

melhor compreensao de todo o trabalho.

1.1 Desigualdades
Teorema 1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz - [21], pag. 624)
[z, )] < fzllyl, 2,y e RY.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski - [21], pag. 623) Seja Q um dominio

de RN e1<p<oo. Seu,ve LP(Q), entdo
lu+vllp < ullp + (o]l

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder - [21], pag. 622) Sejam Q2 um dominio de
RY ¢1 < p,q<oco. Suponha que u € LP(Q) e v € LI(Q), com 1/p+1/q = 1. Entao,
w € L'(Q) e

luolly < l[ullpllvlly.

1.2 Resultados de Medida e Integracao

Seja (2, A, ;1) um espago de medida, onde A é uma o-algebra de subconjuntos de 2 e

1 € uma medida finita definida sobre A.
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Observacao 1.4 Se u é a medida de Lebesgue, a integral

/Qfdu
Lr

Um resultado classico e que serd bastante explorado no decorrer desse trabalho é o

serd denotada por

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, cujo enunciado é o seguinte:

Teorema 1.5 ([12]) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes reais integraveis em ) tais que
fo = f qt.p. em Q. Suponha que exista uma funcao integravel g tal que |f,(x)| < g(x)

q.t.p. em ), para todo n € N. Entao f € integravel e

/Q Fudp — /Q fdy.

1.2.1 Teorema de Vitali

Um conceito importante para uma sequéncia de fungoes integraveis ¢ a nocao de equi-

integrabilidade (ver Defini¢ao 4.12 do Capitulo 1 de [29]), a qual apresentaremos agora:

Defini¢ao 1.6 Dizemos que uma sequéncia (f,) de funcoes em L' () € equi-integrdvel
se a sequinte condicao € satisfeita: para qualquer € > 0, existem um conjunto mensurdvel

A, de medida finita, e § > 0 tais que

para todo n > 1,/ |fal <&
oA

para todo E C Q mensurdvel tal que |E| < (5,/ |ful <e.
E

Observacao 1.7 No caso particular em que ) tem medida finita, o conceito de equi-

integrabilidade se reduz apenas a sequnda condicao.

Apresentaremos a seguir o Teorema de Vitali, o qual foi de suma importancia para a
obtencao dos principais resultados desta dissertacao. Para maiores informagoes, ver, por

exemplo, [29], Capitulo 1, Teorema 4.13.

Teorema 1.8 (Vitali) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(S)) que converge q.t.p.
para uma funcio mensurdvel f. Entdo (f,) converge para f em L'(Q) se, e somente se,

(fn) € uma sequéncia de funcgoes equi-integrdveis.
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1.3 Resultados de Calculo Diferencial e Integral

Teorema 1.9 (Valor Intermediario - [33], pag. 56) Seja f : X — R uma fungdo
continua, definida num conjunto conexo X C RY. Se emistem a,b € X e d € R tais que

fla) <d < f(b), entdo eziste c € X tal que f(c) =d.

Teorema 1.10 (Valor Médio de Lagrange - [33], pag. 123) Seja f : U — R
definida num aberto U C RY. Suponhamos que o segmento de reta [a,a+v] = {a+tv;0 <
t < 1} esteja contido em U, que a restri¢ao f|la, a+v] seja continua e que ezista a derivada

direcional %(x), seqgundo v, em todo ponto x € (a,a+v). Entao, existe 6 € (0,1) tal que

fla4+v)— f(a) = %(ajt 0v).

Teorema 1.11 (Multiplicador de Lagrange - [29], pag. 55) Sejam X um espaco
de Banach, F e G fungoes de classe C1(X), e xg € X um extremo local de F restrito ao
conjunto

M :={zx € X; G(z) = G(x9) = c}.
Se G'(x9) # 0, ou seja G'(xo)w # 0 para algum w € X, entao existe X € R tal que

F/(ZL'()) = AG/(ZL‘O),
ou seja,
F'(xo)w = MG (zo)w, para todo w € X.

Teorema 1.12 (Integracao por Partes - [21], pag. 628) Sejam Q wum dominio
limitado de RN e u,v € CY(Q). Entdo,

/uziv: —/uvxﬂ—/ uvr'dS,
Q Q o0

1 NY € o campo de vetores normais unitdrios ao longo de 0.

onde v = (v, ..,v

Teorema 1.13 (Coordenadas Polares - [21], pag. 628) Seja f : RY — R continua

[ L 725

para todo vo € RYN. Em particular,

a0
dr \J B, (zo) 9B, (z0)

e integravel. Entao,

para todo r > 0.
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1.4 Resultados de Analise Funcional

Teorema 1.14 ([21], pag. 639) Sejam X um espag¢o de Banach reflexivo e (u,) uma
sequéncia limitada de elementos de X. Entdo, eristem uma subsequéncia (uy,) de (uy) e
u € X tais que

Uy, —u em X.
J

Teorema 1.15 ([21], pag. 639) Sejam (X, || - ||) um espago de Banach e (u,) uma

sequéncia em X. Se u, — u em X, entao ||u,|| € limitada e

||| < liminf |ju,|.
n—oo

1.5 Espacgos de Sobolev

Teorema 1.16 (J12], Corolario IX.14) Sejam Q C RY um aberto limitado de classe

C' com fronteira limitada e 1 < p < 00. Entao, temos as sequintes imersoes continuas:
(i) se p € [1,N), entdo WLP(Q) — LP"(Q);
(ii) WHN(Q) — L4(Q), para todo q € [N, 0);

(iii) se p> N, entao W'P(Q) — L>(Q).

Teorema 1.17 (Rellich-Kondrachov - [12], Teorema IX.16) Sejam Q C RY um

aberto limitado de classe C' e 1 < p < 0o. Entdo, temos as sequintes imersoes compactas:
(i) sep €[1,N), entao W'P(Q) — L1(Q), para todo q € [1,p*);
(ii) WHN(Q) — LY(Q), para todo q € [1,00);

(iii) se p > N, entio W'P(Q) — C(Q).

1.6 Resultados de Regularidade

Considere o operador eliptico quasilinear (z,u) — div(a(z, Vu)) definido por

div(a(z, Vu)) (z, Vu(z)) (z € Que W, (Q)) (1.1)

||Mz
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-1,
com valores em W, "V 1(Q), o espaco dual de W, (Q), onde as componentes a; do vetor

a = (ai,...,ay) sao fungoes de x e n = Vu € RY.
Dizemos que o operador (x,u) — div(a(z, Vu)) satisfaz as condi¢oes de elipticidade e
crescimento se existem constantes k € [0,1] e y,T" € (0, 00) tais que

(al) a;(z,0)=0; i=1,...,V;

N

Z

)6i&; = (s + [nl) ¥ el

Y | 9a,
“(x, <TI'(k+ N-2,
3) > 8%( n) (£ +1nl)

i,7=1

N 8ai
ad) Z 8_%($’ n
ij=1

() [b(z,u)] < Tk + [ul)¥[ul,

(s + [n))™ 2 nl;

~—
|

Observagao 1.18 Na demonstragio do Lema da Segao do Capitulo [3,

mostramos que o operador N—laplaciano definido por
Ayu = div(|Vu|N 2Vu)
satisfaz as condigoes de elipticidade e crescimento mencionadas acima.

Portanto, devido a observacao acima, podemos enquadrar o operador N-laplaciano
nos resultados de Liebermann [32] e Tolksdorf [40], cujo enunciado adaptado ao caso do

N-laplaciano é o seguinte:

Teorema 1.19 (Estimativa C'* para o N-laplaciano - [32] 40])

Seja Q um dominio limitado com fronteira de classe CY°, para algum B € (0,1), e seja
e WyN(Q)NLY(Q) tal que Ayu € L®(Q). Entio, u e CYP(Q) e [ull sy < Ki, para

algum B € (0,1) e K1 > 0, onde B e Ky sdo constantes que dependem apenas de p e N e

de um limite sobre ||ullo € ||Anuso-

Enunciemos abaixo outro resultado de regularidade que foi bastante utilizado no

decorrer deste trabalho.

Teorema 1.20 (|2], Teorema 1.31) Sejam m wum inteiro nao-negalivo, Q@ C RY

limitado e 0 < A < 1. Entdo, a imersio C™*(Q) — C™(Q) é compacta.
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1.7 Resultados de Existéncia

Definicao 1.21 Sejam X um espaco de Banach e J : X — R um funcional. Dizemos

que:

(i) J é semicontinuo inferiormente (s.c.i.) se J '(a,00) € aberto em X, qualquer que

seja a € R;
(11) J € sequencialmente semicontinuo inferiormente (s.s.c.i) se

Up — u = 1i]£ninf J(ug) > J(u);
—00

(15i) J € fracamente semicontinuo inferiormente (f.s.c.i.) se J é s.c.i na topologia fraca

de X;
(iv) J fracamente sequencialmente semicontinuo inferiormente (f.s.s.c.i.) se

up — u = li;ninf J(ug) > J(u).

Observagao 1.22 (i) J € s.c.i se, e somente se, J € s.s.c.i.

(1) J € f.s.c.i se, e somente se, J € f.s.s.c.i.
Para mais detalhes a respeito da observac¢do acima ver, por exemplo, [23].

Definicao 1.23 Seja X um espaco de Banach. Dizemos que J : X — R € coercivo se

J(u) = oo quando ||u|| = oo.

Teorema 1.24 (Método Direto do Célculo das VariagGes - [39]) Seja X  um

espaco de Banach reflexivo e suponha que o funcional J : X — R é
(i) fracamente semicontinuo inferiormente;
(i) coercivo.
Entao, J ¢ limitado inferiormente e existe ug € X tal que
J = inf J(u).
(ug) = inf J (u)

Além disso, se J € diferencidvel, entao todo ponto de minimo € ponto critico.
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Para o resultado que apresentaremos a seguir, precisaremos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.25 Dizemos que um subconjunto fechado H de um espagco de Banach X

separa os pontosu e v em X seu ev pertencem a componentes conexas de X\ H disjuntas.

Teorema 1.26 ([25], Teorema 1) Sejam X um espaco de Banach, X* o espaco dual
de X e ¢ : X = R um funcional Gdteaur diferencidvel tal que a derivada de Gateaux
¢ X — X* seja continuo da topologia de X para a topologia fraca™ de X*. Sejam u e v

dois pontos distintos de X e considere o niumero

— inf t
¢ ;&%&W(g( )

onde I' := {g € C([0,1],X);9(0) = u e g(1) = v}. Suponha que F é um subconjunto
fechado de X tal que F N {x € X;¢(x) > c} separa os pontos u e v. Entao, existe uma

sequéncia (r,) em X satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) lim,, oo dist(z,, F) = 0;
(11) lim,, o d(x,) = ¢;

(i) Timy, o0 [|¢' () || x+ = 0.

1.7.1 Um Método de Sub e Supersolucao

Um conceito que serd bastante utilizado neste trabalho é o seguinte:

Definicao 1.27 Seja Q C RN, N > 2, um dominio limitado. Diremos que u € WOI’N(Q)
é uma subsolu¢do do problema —Anu = h(u) em Q se —Ayu < h(u) no sentido fraco,

1sto €, se

/ VulV 2VuVe < / h(u)g, para todo ¢ € Wy (Q), ¢ > 0.
Q Q

Analogamente, apenas invertendo a desigualdade, define-se supersolucao.

Quando temos uma sub e uma supersolucao, digamos u e u, para um determinado
problema e conseguimos obter, via propriedades de u e u, uma solugao de tal problema,

dizemos que tal solucao foi obtida via um método de sub e supersolucao.
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Provaremos agora, via método de sub e supersolucao, um teorema que garante a
existéncia de uma solucao para um determinado problema. Entretanto, para nos auxiliar

na demonstracao de tal resultado, necessitamos da seguinte desigualdade:

Teorema 1.28 ([37], Lema A.0.5) Sejam x,y € RY e (-,-) o produto interno canodnico
em RY. Entao,

Cp|x - y|p7 se p Z 2

P=2, _ |ylP2 —
(2" = |y[" Py, —y) > P
"l + yl)r

onde ¢, € uma constante positiva que depende de p.

Teorema 1.29 Sejam u,u € W&’N(Q) N L*(Q), u < u, sub e supersolugio,

respectivamente, do problema

—Ayu = CuM 1t em Q
u > 0, em  Q (1.2)
u = 0, sobre 052,

onde C € uma constante ndao-negativa. FEntao, possui uma solucao fraca u €

W (Q) tal que u < u < .

Prova: Consideremos, inicialmente, h : {2 x R — R dada por

(x)

<t <u(x)
(x)

Por hipotese, temos u,u € L>°(Q2). Logo, pela definicao de h(z,t), existe M > 0 tal que
h(z,t) < M q.t.p. em Q x R. Sendo

Cu(z)N-1,  se t

IA
S

h(z,t) =< CtVN-1, se u(z

~—

Cul¥=Yz), se t

v
£

H(x,t) = /Ot h(zx, s)ds,

/dt’:]\/[w,
0

_/Q|H(x’u)| Z—M/Q|u|. (1.3)

temos que

|H (2, u)| =

/ h(x,t)dt‘ <M
0

donde
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Consideremos o problema auxiliar
—Ayu = h(z,u), em  Q
u > 0, em (1.4)
u = 0, sobre 0f),

cujo funcional energia associado é dado por

1
U(u)==|u|¥- [ H :
(w) = lull = | Hee.w)
Argumentos anélogos aos do Apéndice [A] mostram que ¥ é diferenciavel. Mostremos

agora que W é coercivo e f.s.c.i. De fato, por (1.3)), temos que

V) =yl [ A

1
> gl = [
1

= llull™ = Mlull

1
> NHUHN — MCy||u||  (Teorema

—

A7

— 00,
quando |lu|]| — oo, provando que W é coercivo. Quanto a ser f.s.c.i., considere
(up) € Wo™N(Q) tal que u, — u em Wy (Q). Assim, u, — u q.t.p. em €, donde
H(z,u,) — H(z,u) q.t.p. em Q. Como h(z,t) < M q.t.p. em Q X R, segue que H(z,u,)
é limitada q.t.p. em 2. Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,

concluimos que
/ H(z,u,) — / H(z,u). (1.5)
Q Q
Por outro lado, usando novamente que u,, — u em VVO1 ’N(Q), pelo Teorema , obtemos
1 1
Ll < timing - | (1.6)

Assim, por (1.5 e (1.6) e pela semicontinuidade inferior da norma na topologia fraca,

segue que

1
U(u) = —uN—/Hx,u
( yllull™ = | Hw,u)
1
lim inf —||u, || + lim inf (—/H(x,un))
n—oo N n—00 Q

o 1 N
hgggolf (NHunH —/QH(x,un)>
= liminf ¥ (u,),

n—oo

IN

IN
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ou seja, J & fis.s.c.i. Pela Observacao [.22] temos que J é fs.ci., como queriamos
demonstrar. Logo, pelo Teorema existe u € WOI’N(Q) solugao de 1}
Afirmacao: u < u < .

De fato, como u é subsolucao de e u é ponto de minimo de ¥ (e, portanto, um

ponto critico de V), temos que

/|VH|N_2VQV¢S C/QN‘lcb
Q Q

/ VulN " 2VuVe = / h(z,u)e,
Q Q

para toda ¢ € Wy (), ¢ > 0. Portanto, para toda ¢ € Wy (Q), ¢ > 0,

/(|vg|N—2w — [VuN2Vu) Ve < /(OQN—l — h(z,u))e. (1.7)
Q Q

Escolhendo ¢ = (u — u)™, obtemos, pela propria defini¢ao de h, que

/(CQN_I — h(z,u)(u—u)" = / (Cu¥™t — h(z,u))(u—u)" = 0.
Q

{u>u}

Consequentemente, substituindo a expressdo acima em ((1.7]), segue que
/ (VY2 — |V 2V) V(1 — u)* < 0.
{u>u}

Entretanto, pelo Teorema [1.28] segue que

/ V(- )ty = / V(w—w)N <0,
Q {u>u}

donde
l(w —u)™| = 0.
Logo, (u —u)™ =0 q.t.p. em Q, isto é, u < u q.t.p. em Q.
De maneira semelhante ao que fizemos anteriormente, mostra-se que v < u em ¢
e, portanto, concluimos que u < uw < w. Para finalizar, basta observarmos que, pela

definicdo de h, h(x,u) = CuM~1, segue que u é solucio de (1.2) e u < u < %W, como

queriamos demonstrar. [
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1.8 Principios de Comparacao

O resultado abaixo é conhecido como Identidade de Picone para o operador p-

laplaciano e sua demonstracao pode ser encontrada em [4].

Lema 1.30 (Identidade de Picone para o p-laplaciano) Sejam w >0 e v > 0 duas

funcoes continuas em € e diferencidveis q.t.p. em Q. Para p > 1, defina

» vP » Pt p—2
L(v,w) = |Vu|P + (p — 1)E|Vw] — P \Vw[P~*VwVv
e
/l}p
R(v,w) = |[Vv|P =V < — ) |Vw[P~2Vuw.
wpr~1
Entao,

(i) L(v,w) = R(v,w);
(ii) L(v,w) >0 q.t.p. em Q;

(11i) L(v,w) =0 q.t.p. em Q se, e somente se, existe k € R tal que v = kw em cada

componente conexa de €.

Como aplicacao da Identidade de Picone para o p-laplaciano, iremos demonstrar o

lema a seguir, que é um principio de comparacao fraco, o qual serd de suma importancia

nas demonstracoes dos principais resultados do Capitulo |3| (Teoremas e .

Lema 1.31 ([1], Lema 4.1) Seja p : [0,00) — [0,00) uma fungdo continua tal que
t — t'"Np(t) seja nao-crescente. Sejam v,w € Wy N (Q) fungées continuas em Q e

diferencidveis q.t.p. em ), sub e supersolucao, respectivamente, do problema

—Ayu = p(u) em €,

u > 0 em .
Entao w > v q.t.p. em €.

Prova: Por definicao de sub e supersolucao, para todas ¢, € Wol’N(Q) nao-negativas,

temos que

[ wep2veve < [ ooy
Q Q
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e

[ 1wl 2vuvo> [ pwe

Q Q
Consequentemente,
J9ul29uvs - 19 2v070) 2 [ (pluw)o - p0)0). (1.8)
Sendo ¢ := (v —wN)* € W (Q), como v, w > 0 em Q, podemos considerar as funcdes
testes
¥ ¥

QZJ: /UNfl e Qb: W (19)

Denotando

A= /(|Vw|N_2Vqu§ — Vo[NPV Ve),
Q

por (1.8) e (1.9), temos que
pw) — p(v) N Ny+
A > /Q(W_le (v —w™)

[ () e

onde {v > w} := {z € Q;v(x) > w(z)}. Observe que, pelo fato de t — t*Np(t) ser

nao-crescente, o lado direito da desigualdade acima é nao-negativo e, como v e w sao

diferencidveis q.t.p. em (), temos que

N—1 N—2
N—32 w" Ve — (N = DHw" 2pVuw
A = /S;|VU}| Vw w?(N—l)

_/ |VU|N_QVUUN_1VQD — (N — 1)21N_2<,0Vv.
Q

02(N=1)

Para ¢ = (v — w™)*, temos, a menos de um conjunto de medida nula, que
Vi =NV 'Vo — w¥ ' V) X

Consequentemente, temos as seguintes igualdades sobre QN {v > w}:

wN "IV — (N — DwV2pVuw N1 N
w2(N-1) = N’LUN71 Vo — (N — 1)me — Vuw
VNIV — (N = 1)V 2pVo whN-1 wN
U2(N_1) — —N UN—I Vw + (N — 1>U—va —|— V’U_
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Assim,
_ wh Ve — (N — DwN2pVw
A = / |V1U|N 2Vw wZ(Nfl)

NIV — (N — D)oV 2pVo
N-2
/|w vo! bt

N

N-1
— / ( UN - V|V VvV — (N —1) N\Vw|N \Vw]N)
Qn{v>w} w

N-1
+/ (N“’N_1 Vo[V 2oV — (N — 1) |W|N |wyN)
Qn{v>w} v

== / L1 -+ / LQ.
Qn{v>w} QN{v>w}

Portanto, pelo Lema [1.30] segue que Lq, Ly < 0 em €2, donde concluimos que A < 0 em

2. No entanto, no conjunto {v > w} = {x € Q;v(z) > w(z)}, temos que

plw)  p(v)

> 0.
wN-1  yN-1 =

Logo, o conjunto {v > w} tem medida de Lebesgue nula e, consequentemente, obtemos

que w > v q.t.p. em €. [

Outro lema que sera crucial para a demonstragao dos Teoremas [3.7] e 3.8 é o principio
- . « : LN ;
de comparagao forte para solugoes fracas nao-negativas u, v € Wy (Q2), respectivamente,

das equagoes

—div(a(z,Vu)) — b(z,u) = p(xz) em Q; wu =0 sobre 0L, (1.10)
—div(a(z, Vv)) — b(z,v) = ¢(x) em ; v =0 sobre 0, (1.11)

onde ¢, 9 € L>®(Q) sdo tais que 0 < ¢ < ¥ e ¢ # 1 em Q e o operador eliptico
quasilinear (z,u) — div(a(z,Vu)) ¢ definido como em (L.I). As componentes a;
do vetor a = (ay,...,ay) sdo fungoes de = e n = Vu € RY. Assumiremos que
a; € C(QXRM)NCL(OXRN\{0}) e b(x, u) uma fungao de Carathéodory, isto é, mensuravel
em x € () para todo u € R e continua em u € R para quase todo = € €).

Enunciemos tal principio:

Lema 1.32 ([18], Teorema 2.1) Seja Q2 um dominio limitado em RY, N > 2, cuja
fronteira é uma variedade conexa de classe C%. Assuma que a satisfaz as condicoes de

elipticidade e crescimento
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(al) a;(z,0)=0; i=1,...,N;

da; _
(a2) Z - e m)eds 295+ o) 2lef

,Jl

(@) 3 g—;;@,m < D(+ )™

ij=1

N

da; _

(ah) D7 (52 )| < TG+ )2l
J

2,j=1

(a5) bz, u)] < T(s + Jul)¥Jul,

~—
|

onde k € [0,1], e v, € (0,00), para todo z € Q,n € RM\{0},£ € RY, e a condicdo de

Holder continuidade

(a6) Para cada compacto K C RN\{0}, ewiste uma constante 3 € (0,1) tal que
da;/0n; € CP(Q x K), para todo i,j =1,....,N.

Além disso, suponha que b satisfaz

(b1) b(x,u) é nao-decrescente em wu, para (zr,u) € Q X R, e o problema POSSUT

dnica solugdo fraca u € W, ™ (Q).

Se o, € L®(Q) sao tais que 0 < o < ¢ e # h em Q e u,v € Wol’N(Q) 840,
respectivamente, solugoes fracas nao-negativas das equagoes (1.10) e , entao

ov au
< Q
0<u<wv em e GV 9 = < 0.

H4 ainda um outro principio de comparacao forte, cuja demonstracao é baseada no
lema acima e que serd utilizado para a obtencao de alguns resultados desta dissertacao,
porém s6 iremos enuncia-lo e prova-lo na Secao do Capitulo [3] (ver Lema [3.21)).

Agora, baseado no Lema A.0.7 de [37], iremos apresentar e demonstrar o seguinte

principio de comparacao fraco:

Lema 1.33 Sejam Q C RY um dominio limitado com fronteira suave e uy,us € W&’N(Q)
satisfazendo
—Anu; + Cup < —Anug + Cus  no sentido fraco em €2
up < ug, sobre 041,

onde C' € uma constante nao-negativa. Entao, uy < ug em 2
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Prova: Considere a fungao teste ¢ = max{u; — ug,0}. Assim,

/ (|Vua|N72Vuy — [Vug| N 2Vug, Vuy — Vug) < —c/ (uy — ug)? <0,
{ur1>u2} {ur1>uz}
pois

c/ (1 — uz)? > 0.
{u1>u2}

Logo, pelo Lema [1.28] concluimos o resultado. [

1.9 Principio do Maximo de Vazquez

Para mais detalhes a respeito desta sec¢do, ver [41], Teorema 5.

Teorema 1.34 (Principio do Maximo de Vazquez) Scjam Q C RN um aberto e

conezo e u € CYQ) tal que Apu € L7 (Q), u > 0 q.t.p. em Q, Aju < B(u) ¢.t.p.

em ), onde 5 :]0,00) — R € uma funcio continua, ndo-decrescente, com $(0) =0 e que

satisfaz uma das sequintes condicoes:
(i) B(s) =0, para algum s > 0;

(ii) B(s) > 0 para todo s >0 e
1
/0 (ﬁ(s)s)ﬁds = 00.

Entao, seu nao ¢ identicamente nula em 0, u > 0 em Q. Além disso, se u € C1(QU{x}),

para algum xy € 0 que salisfaz a condi¢ao da esfera interior e u(xg) = 0, entdo

B
8—3(;50) >0,

onde v € o vetor normal interior a 0S) em xg.



Capitulo 2

Simetrizacao de Schwarz e um
Refinamento da Desigualdade de

Trudinger-Moser

O Principio de Concentragao de Compacidade, desenvolvido por P.-L. Lions em [34],
Teorema 1.6], é uma ferramenta poderosa para provar a existéncia de extremais em
desigualdades funcionais e a existéncia de solugoes para problemas envolvendo EDP’s
elipticas, principalmente em situagoes em que argumentos padroes de compacidade nao
se aplicam.

Antes de enunciarmos de forma precisa este resultado, iremos introduzir um tipo
de convergéncia para que possamos entender melhor as hipoteses do Principio de
Concentragao de Compacidade de P.-L. Lions. As defini¢oes e os teoremas apresentados
a seguir podem ser encontrados em [24].

Lembremos que € denota um dominio suave de RY.

Definicao 2.1 Sejam p uma medida de Borel em Q e E wm subconjunto de Borel de ).

Dizemos que p € regqular exterior em E se
p(E) =inf{u(U); E C U,U aberto}
e reqular interior em E se

u(E) =sup{u(K); K C E,K compacto}.

21
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Se p € reqular exterior e regular interior em todos os borelianos, | € dita regular.

O Teorema da Decomposicio de Jordan|nos garante que se 1 ¢ uma medida com sinal,
entao existem unicas medidas positivas ut e p~ tais que p = put—p~. As medidas e p~
sao chamadas, respectivamente, variacao positiva e variagao negativa de p. Definiremos

a variagao total de p como sendo a medida dada por

ul = p" +
Definicdo 2.2 Uma medida de Radon em Q é uma medida de Borel que é finita em
conjuntos compactos, reqular exterior em todos os borelianos e reqular interior em todos
0s abertos. Diremos que pu é uma medida de Radon em Q com sinal se ji € uma medida
de Borel com sinal tal que as variagoes posiliva e negativa de p sao medidas de Radon em
Q. Denotaremos por M(Q) o espaco das medidas de Radon em Q com sinal e, para cada
1€ M(Q), definimos

el = 11l (€2),

onde |p| € a variagao total de p.

Esta definicao nos da suporte para enunciarmos um Teorema de Representacao de
Riez (ver [24], Teorema 7.17). Para isto, lembremos que Cy(£2) é o fecho de C.(2)) em

BC(2) com respeito a norma || f|lec = sup,cq |f(2)]-

Teorema 2.3 (Teorema da Representacido de Riesz) Para cada p € M(Q) e f €

Co(R2), considere
Iu(f) = /Qfdﬂ-

Entao, a aplicagdo p v 1, é um isomorfismo isométrico de M(Q) para Co(Q2)*

O teorema acima permite que escrevamos (ainda que com abuso de notacdo) M(Q) =

Co(Q)* e definamos convergéncia na topologia fraca* de M(Q) como segue:

Definigdo 2.4 Dizemos que (j1,) C M(Q) converge fraco* para i, e denotamos i, — i,

/Qfdun—>/gfdu,

se

para toda f € Cy().

Ver [24], Teorema 3.4
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Para finalizar, facamos a seguinte observacad?
Observagao 2.5 Sejam € M(Q) e f € L}(Q). A medida definida por

Mf(E):/EfdM

¢ uma medida finita e, portanto, uma medida de Radon. Mais ainda:

sl = 11 £l

Assim, a aplicacao
T : LYQ) — M(Q)
A
¢ wma imersdao isométrica, donde concluimos que podemos considerar L'(Q) como um
subespaco de M(Q). Desta forma, se {u} € uma sequéncia em Wy ™ (Q) com |Jug|| < 1,
podemos enzergar as sequéncias {|ui|V}, {|Vur[V} e {e"‘N|“k|%} como sequéncias no
espago das medidas de Radon com sinal, jd que, pela definicio de WHN(Q) e pela

Desiqualdade de Trudinger-Moser, sabemos que
N
{lunl™}, (VgV}, {770} € LH(Q).

Com isto em mente, estamos prontos para enunciar o Principio de Concentracao de

Compacidade de P.-L. Lions.

Teorema 2.6 Sejam N > 2 e Q um subconjunto de RN aberto e limitado. Seja {uy}
uma sequéncia em Wy (Q) tal que ||ug| < 1. Sejam u € WyN(Q) e p € M(Q) e assuma

que
u, —u em WyN (Q), wp —u qtp. em Wy (Q) e [Vur|N 2 pem M(Q).  (2.1)
(i) Seu =0, =0, para algum zy € €, e
e
/eamukl =+ |Q
Q

para algum c € [0,00), entao

conlug VT

B + 0 em M(Q).

2Ver [24], pagina 223
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(i1)) Se u =0 e p nao é uma massa de Dirac concentrada em um ponto, entdo existe

p > 1 tal que

N—-1
sup/epo‘N”’“| < Q.
keN Jo

(iii) Se u # 0, entdo existe p > 1 tal que

N
ilelg/ﬂepwl“kwl < 00. (2.2)

Além disso, em ambos os casos (i) e (iii),
N
ol Ny pan MR e LH(Q). (2.3)

Para garantirmos a multiplicidade de solucao para o principal problema desta
dissertagao (ver o problema (Py) no Capitulo [3)), fizemos o uso do item (iii) do principio
enunciado acima. Este item esté relacionado com a desigualdade de Trudinger-Moser, a
qual assegura a existéncia de uma constante C' = C(N), dependendo apenas de N, tal
que

o1
/eaN" <09l (2.4)
Q

para toda u € Wy (), com |ul| < 1, onde

1
ay = Nwy

e wy—1 ¢ a medida da esfera unitaria (N — 1)-dimensional. Além disso, (2.4) ndo ocorre
se a for substituido por qualquer ntmero 3 > ay, isto é, dependendo da escolha de u,
a integral do lado esquerdo pode assumir valores arbitrariamente grandes.

A grosso modo, o item (zii) do Principio de Concentragdo de Compacidade de P.-
L. Lions, ver [34, Teorema L6], garante-nos que, se uma sequéncia {uz} em W™ (Q)
converge pontual e fracamente para alguma funcao u € WOI’N(Q), u # 0, entao uma
desigualdade do tipo ocorre para a sequéncia {ug}, com uma constante maior do
que ay, dependendo de ||ul|. Neste sentido, podemos dizer que o item (iii) do Teorema

2.6/ ¢ um "refinamento" da Desigualdade de Trudinger-Moser.

2.1 Simetrizacao de Schwarz

O Principio de Concentracao de Compacidade para Desigualdades do Tipo Trudinger-

Moser foi enunciado primeiramente em [34, Teorema 1.6 e Observacao 1.18] e,
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posteriormente, aplicado para determinar varios resultados na teoria de EDP’s elipticas
(ver, por exemplo, [3 20]). A prova original dada em [34], para o caso N > 3, e
a demonstracao do refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser que daremos na
proxima secao envolvem argumentos de simetrizacao e, por isto, faremos uma breve

exposicao sobre Simetrizacao de Schwarz.

Defini¢ao 2.7 Sejam Q um dominio limitado, 1 < p < 0o e u € LP(Q) uma fungdio

positiva. O rearranjo decrescente de u € a aplicagdo u? : [0, |Q|] — [0, cc] definida por
u?(s) = sup{t > 0; [{z € Q; |u(z)| > t}| > s}.

Exemplo 2.8 (Kawohl (1986)) Sejam Q = (—2,2) CR e u: Q — R definida por

(

2+ x, se —2<x<—1,
1 se —1<zx<0,
u() = 1
14z, se 0<x<g,
2 —x, se %§x§2
Entao, nao é dificil ver que
3
28, se 0<s<1,
u(s) = 1, se 1<s<2,
4 —
28, se 2<s5</4

Geometricamente, temos

-~ A

1,5+

0,5+

Y

Figura 2.1: Exemplo

A seguir, apresentamos alguns resultados e definicoes que serao utilizadas mais adiante.
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Proposigao 2.9 (|30], Proposigao 1.1.1) Sejam Q C RY limitado e u : Q — R.

Entdo u* € ndo-crescente e continua & esquerda.

Definicao 2.10 Duas funcgoes reats u : 2y — R e v : Q9 — R, nao necessariamente

definidas sobre o mesmo dominio, sao ditas equimensurdveis se
H{x € Qi u(x) >t} = [{y € Qq;v(y) > t}|, para todo t € R.

Observacgao 2.11 Se u e v sao equimensurdveis, dizemos que u € um rearranjamento de

vV e vice-versa.

No sentido da observagao acima, a proposicao a seguir, juntamente com a Proposicao

, explicam porque u# ¢ chamada de rearranjo decrescente de u (ver Definigao .

Proposigao 2.12 ([30], Proposigao 1.1.3) As fungies u: Q — R e u® : [0,]Q] - R

sao equimensurdveis, isto €, para todo t,
{z € Qu(z) > t}] = {s € [0,[Qf]; u"(s) > t}].

Proposigao 2.13 ([30], Corolario 1.1.3) Sejam F : R — R wuma fung¢ao continua e
u:Q— R tais que G(u) € LY(Q). Entio G(u*) € L*((0,|9])) e

12|
/G(u) — [ Gwts))ds.
0 0
Corolario 2.14 ([30], Corolario 1.1.4) Sejam 1 < p < oo e u € LP(Q). Entao
u? € LP((0,192)) e

lullp = [[u™ || oo, 00))-

Definiremos agora a simetrizacdo de Schwarz de u (ou decrescimento radialmente
simélrico de u), a qual, juntamente com a bola Q* := Bx(0) que satisfaz |QQ*| = ||, serd

muito utilizada na demonstracao dos resultados deste capitulo.

Definigao 2.15 (Simetrizagao de Schwarz) Sejam Q C RY um dominio limitado,
1 <p<ooeuéec LP(Q) uma funcdo nao-negativa. O decrescimento radialmente simétrico

u* 1 Q¥ = [0,00) de u é definido por

u*(z) = u? (Sl

onde x € X, O* ¢ a bola aberta de centro na origem e de raio R que satisfaz || = |Q)|

e u” € a simetrizacdo de Schwarz de u.
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2.2 Um Refinamento da Desigualdade de Trudinger-
Moser

Como dito anteriormente, o refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser devido
a P.-L. Lions é aplicado para determinar varios resultados na teoria de EDP’s elipticas,
inclusive no principal teorema desta dissertagao (Teorema [4.1). O problema é que nas

varias aplicacoes deste resultado usa-se que (2.2)) é valido para todo p < P, onde

et
(1—/ |Vu|N) e /|vu|N< 1,

00, se /|Vu|N:1.
Q

Entretanto, se nos basearmos na demonstragao dada em [34], tal argumento nao é verdade
(para mais detalhes, ver [16], Exemplo 2.3), ja que a prova dada em [34] por P.-L. Lions,
para N > 3, envolve a simetrizacao de Schwarz u* de u e a bola Q* := Bg(0) que satisfaz
|*| = |Q], e tal argumento de simetrizagio assegura a veracidade de no item (ii7)

apenas para p < P, onde P é definido como

—~T
- (1 —/ |Vu*|N) ,  se / VXN <1,
P = Qx Qx (26)
00, se / IVu* |V = 1.
Ox

Pela desiqualdade de Pdlya-Szego, isto é,

/ VXN < / VY, (2.7)
(924 Q

obtemos que P < P. Como a igualdade ocorre apenas para uma classe muito particular
de funcdes u (ver [15, 22]), segue, mais geralmente, que P < P. Portanto, além de ser um
refinamento da Desigualdade de Trudinger-Moser, podemos dizer que a prova do teorema
a seguir corrige a demonstra¢ao do item (¢ii) do Teorema de P.-L. Lions (Teorema [2.6)),
no sentido de que obtem-se uma limitagao superior 6tima para o valor de p em . Isto
é, sendo P definido como em , sob as mesmas hipoteses do item (i7i) do Teorema de
P.-L. Lions, tem-se que é valido para todo p < P. Ademais, se p > P, entdo esta
conclusdo nao é valida. A prova do resultado a seguir é devido & Cerny, Cianchi e Hencl

e pode ser encontrada em [16].
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Teorema 2.16 Sejam N > 2 e Q wum subconjunto aberto e limitado de RY. Se

{u} € Wa™N(Q) ew e W™ (Q) sdo tais que
lugl <1, wp —uem WM (Q) e w, — u q.t.p. em Wy (Q), (2.8)

e P é definido como em (2.5)), entao, para todo p < P, existe uma constante C' = C(N,p)

tal que
/ePaNW“ <C. (2.9)
Q

Além disso, a conclusao € falsa se p > P.

O Teorema acima valida as varias aplicacoes do Principio da Concentracao de

C idad W, N (Q), onde & explorad lidade de (2.2 tod d
ompacidade em Wy (€2), onde é explorada a validade de (2.2) para toda gama dos
valores de p menor do que P. A prova do Teorema [2.16| a ser apresentada aqui, mesmo
utilizando ([2.7)), baseia-se em um argumento diferente. Grosseiramente falando, vamos

N . . * . .

mostrar que a sequéncia simetrizada {u; } de qualquer sequéncia critica {u;} tem um
comportamento especial. Em seguida, transformaremos esta informagao para a seqiiéncia
original {uy} sem fazer uso da simetrizacdo de Schwarz de u e, finalmente, obteremos a

conclusao desejada.

Prova do Teorema : Como u; — u em Wol’N(Q), pelo Teorema segue que

|u|]| < 1. Dividiremos a demonstra¢ao em 3 etapas.

Etapa 1 Comecaremos assumindo que

/ N <1
Q

e, para obter a conclusao desejada, faremos um argumento por contradicdo. Assim,

suponha que exista uma sequéncia {uz} C Wy (Q) qua satisfaz (2.8) e que torne (2.9)

falso, para algum p; < P. Isto é, suponha, por absurdo, que
e
/eplaNlu’“ ~ — 00, quando k — oo. (2.10)
Q

Afirmacao 1: uk* e U Sa0 equimensuraveis.

De fato, para todo t, temos que

{y e 2% uky) > 0} = [{y e % uf (5 wY) > ¢} (2.11)
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WN— Wy WN_
y € Q% = Br(0) & 0 < = |yY < T RY = |Br(0)] = 0] & = ulY € [0,19])
segue que
{yeoruf (5Y) > ¢ = 1s € .15 uf () > ) (2.12)

Substituindo (2.12)) em (2.11)), concluimos que

{y € % (y) > t}] = s € 0,|Qf];uf (s) > t]. (2.13)
Pela Proposicao , sabemos que uy e uk# sao equimensuraveis, isto é,
s € [0,|Q1);uf (s) > t| = |z € Qux(x) > 1],
donde, substituindo em ((2.13)), obtemos
{y € Q%0 (y) > 1} = |v € Qun(x) > 4],
ou seja, uk* e ug sao equimensuraveis, provando, portanto, o que tinhamos afirmado.
Usando a afirmacao anterior, pela Proposi¢ao 2.13] obtemos que

N N
/ ePran|u | N=1 _/6171011\r|u1c|1\’1
Qx* Q

Logo, supor (2.10)) nos garante que

_N_
/ eprantuE | N1 00, quando k — oo. (2.14)
O

Desde que

L

A A AR v N
/ ay” ——k rNldr = ||V, HLN(Q*)
0 dr

e, pela desigualdade de Polya-Szego 1) Hvuk*HLN(Q*) < | Vug|lLv ) = |lukl|, segue que

AT AN "
/ o (=SR] ) ] <l <1, keN. (2.15)
0 r

Sendo uf (|Q|) = 0 e u localmente absolutamente continua (Ver Proposicio , 0

Teorema Fundamental do Calculo nos garante que

po [Tt
ul (s) = —Wdr, s € (0,]9)). (2.16)
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Assim, pela desigualdade de Holder, com 1/N + (N —1)/N = 1, e por (2.15)), concluimos

que

IN
—_—
=
2@
i
|
Q.
=[5
N———
=
.
b
S
3
Z|=
—_—
=
/N
Q
= TS
J
~___—
-
=¥
3
4

(2.17)

N—— N—— — -
=2
<
T
S
3
2|-
N
2
7 N
1
>4 —
3
N———
QU
=
N——
2\

1 QN &
< (—1og (U)) se 0.
anN S

Afirmacao 2: Dado py € (p1, P), para quaisquer kg € N e sy € (0, |9|), existem k € N,
k> ko, e s € (0,s0) tais que

N-—1

N

ufl (s) > (pQ;N)NN_I (log ('—2')) (2.18)

De fato, suponha, por absurdo, que existam ko € N e sg € (0,]9|) tais que

N—-1 N—-1

1 N Q N
uk#(s) < ( ) (log (%)) , para todo s € (0, s9), k > ko.

DP2OxN
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Desde que p; < po, a expressao acima, juntamente com (2.17)), nos garante que

€2 A S0 . 2 D
/ eaNpl\Uk,|N_l ds — / 6061\7171|u11€|]\]_1 d8+/ eoéNp1\uk|N_1 dS
0

0 S0

s L\ 101\ Wt T
< /OGO‘NPI (W) (log(51)) s
0
N-1|N=T
12 anp1 Llog 121y "N
—|—/ e (aN (% )> ds
S0

1 15
— /SO GIOg(@)pé ds + oe(5)” s
0 S0

p

pan
_ /80 @ P2 d5+/ﬂl @ plds
0 S S0 S
Py 0

pL S P2 Q p1
_ ’Q’p2p2+ i (L’) (19] — so)

S0
< 00,

o que contraria (2.14). Esta provada, portanto, a Afirmagao 2.
Desta forma, passando a uma subsequéncia se necessario, existe uma sequéncia {s}

tal que, para todo k € N,

N—-1

ul (sg) > (p;}) - <log (%)) e s < % (2.19)

Agora, dado L > 0, definamos os operadores 7T : WHN(Q) — WLN(Q) e Ty, :

WEN(Q) — WEN(Q), respectivamente, por
T*(v) = min{jv|, L}sign(v) e Tp(v) =v— T (v).
Assim,
(i) se min{|ug|, L} = L, temos que

V(TL(Uk)) =0 [§] V(TL(’U,k)) = Vuk;

(i) se min{|ug|, L} = |ug|, temos que
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Logo, de (i) e (i1), segue que

[ 1wl = [ V@t + [ o) (220
0 0 0
Além disso, temos que

T (up) = TH(w) qtop. em Q@ e Tp(ug) — TH(u) q.t.p. em Q. (2.21)

Como {T*(uy)} € uma sequéncia limitada em WY (Q) (pois {us,} também ¢), {TF (uy)}
possui uma subsequéncia fracamente convergente em W1HY(Q). Devido a (2.21)), temos
que o limite fraco em WHY(Q) desta subsequéncia também é T (u) e, portanto, segue

que

T (ug) = T (w) em WHN(Q) e Tp(up) — TH(uw) em WHY(Q).

A seguir, fixemos p3 € (pa, P) e provemos que podemos tomar L suficientemente

grande de forma que

1_fQ‘VU‘N s N—-1
1= [V(TE@)Y ~ <p> : (2.22)

Com efeito, observe que

T (v) = min{|v|, L}sign(v)
( lv|sign(v), se |v] < L,
Lsign(v), se |v| > L,
—v, se — L <wv<0,
v, se 0 <v< L,
—L, sev<—L,

L, sev>1L,

\
donde concluimos que 7% (v) é uma funcao continua de v. Assim, como v possui derivada
fraca (pois v € WHY(Q)), T*(v) também possui e, portanto, faz sentido calcularmos o

gradiente de 77 (v). Desta forma,
—Vuv, se —L<0v<0,

VI*(v) =4 vo, se 0<v<lL,

0, se |v|>L
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e, consequentemente,

Vo™, se Jof < L,
VT ()| =
0 se |v| > L.

Portanto,

[rorwr = [ vl
g (we@I<L)
= /Q|VU|NX{er;Iv(I)<L|}

— /‘V’U’N, quando L — oo.
0

Logo, quando L — oo,

1— fQ |Vu|Y
L= [ IV(TE(w))]

o que prova ([2.22)).

p3\ N1 .
~ 1> (F) (pois p3 < P),

Passando a uma subsequéncia se necessério, de (2.19)) obtemos que uk#(sk) > L, para

todo k € N. Consequentemente, sendo u? (|Q]) =0 < L < u} (s;), pelo Teorema do Valor
Intermediério (Teorema, garantimos a existéncia de 1y, € (s, |Q|) tal que u} () = L,
para todo k € N. Este fato, juntamente com (2.16]), (2.19) e com a desigualdade de Holder,

nos garante, de forma analoga a (2.17)), que

N-1

(22)" Ge(2)

T duit N 1
k N "N
= oy r N g —dr
/Sk dr aNN r% (2'23)
N N _N %
"k dulf N1 oy "k 1 v
< — ko N N dr — dr
dr N Nl Noa
Sk Sk aNN r N

2|~

AN
T
kol
|
oY
3|8,
o
“off
.
L
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Portanto,

VR
S |-
~__
:
|
~
)
(0=
|t~
" =
~
~——
-
VAN
—
=
|
QU
QU
SH
P4 “
ﬁ =
J
N~
4
QU
<
Z|=

[\
o\
=
|
Q
Q
SE
=}
4 ‘I
ﬁ =
s
~__—
=
oW
3
=
o
[N}
*

Como s — 0 quando k£ — oo, obtemos

L
N—-1

(o (&) ™

Assim, por (2.24) e (2.25) e pelo fato de ser py < ps, segue que, para k suficientemente

grande,
1
1\ ~ Tk du# No1onog N N
(—) < / —d—kaNN rv | odr] . (2.26)
Ps3 0 r

Todavia, pela desigualdade de Polya-Szego (2.7) e pela defini¢ao de T, temos que

— 0 quando k — oo. (2.25)

/QIWTL(uk))iN S /Q [V (@) )|
_ /Q* v (Tuwd))|
= /Om (—CZL—:#QJJ\\;NerN_I>NdT, (2.27)

onde Q* é a bola em RY que satisfaz |Q*| = [©]. Substituindo (2.27) em (2.26) segue

(i)Nl < / V(T ()| (2.28)

p3
Portanto, utilizando a expressao (2.20]), obtemos

que

1
ps > (2.29)

(1= Jy [V(TE ()| V) ™

e, consequentemente,

1
(1 = lim infy o [y, [V(T5 ()| N) ¥

p3 =
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Pelo Teorema e por (2.22)), segue que

Pz = ! ——
(1= Jo IV (TH) ) 7
bs ! . (2.30)

P1— [ [vuy) ™=

Lembrando que estamos supondo inicialmente

/[VU|N <1,
Q

1
(1= Jo [VulV) ¥

temos, por definicao,

pP—

Logo, de (2.30]), obtemos

p3 1
p3 > F —1_ — Ds,
(1= Jo | Vul¥) ™

o que é uma contradigao.

Etapa 2 Para o caso em que

/ V¥ = 1,
Q

os argumentos sao semelhantes e, devido a isto, iremos apenas esbocar as diferencas.

Quando
[ 1wa =1,
Q

temos que P = oco. Assim, fixe ps > p; qualquer, escolha p3 > ps e tome L > 0 de tal

1/ 1\ N1
[rva@twp >1-3 <_) |
Q 2 \p3
Tomando k suficientemente grande para que ocorra (2.26)), segue que (2.29) também irad

ocorrer. Portanto, desde que T (uz) — T%(u) em W, (Q), o Teorema Mjuntamente

forma que

com a expressao acima garantirao que

b3
1 > p37
IN-1

uma contradicao.
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Pelas Etapas 1 e 2, segue, portanto, que, se {ux} ¢ uma sequéncia que satisfaz (2.8)),

entdo, para todo p < P, existe uma constante C' = C (N, p) tal que
_N_
Q <

Etapa 3 Para concluir, resta provarmos que a conclusao é falsa se p > P. Assim, dado
p > P, devemos exibir uma sequéncia {uz} € Wy (Q) e uma funcio u € W, ™ (Q) que

satisfacam
ugl <1, up — uwem Wy (Q) e wy, — u q.t.p. em Wy (Q),

e que, no entanto,

N-1
/ ePon Ukl — 00.
0

De fato, fixe p > P e suponha, sem perda de generalidade, que 0 € €. Seja R > 0 tal
que Br(0) € Q. Dado & € (0,1), defina u € W, () por

0 se |z| € [R,00)
u(@) =9 34— Fz| se |z € (F,R)
A se |z] € [0, 28],

onde A > 0 é escolhido de maneira que ||ul]| = £ < 1. Desta forma, temos, por definigao,

que
1
P = —_— -
(169
Sendo R = R/3, considere a sequéncia de Moser {v,} € Wy (Q) (ver [36]) definida
por
( N-1
AT 0< 2| <X
— 'Z‘ —
N ) — — e%?
(z) = —. N\* R R
Vp\T) = 1
T - log — — < <R
| (5) ey esm
0 lz| > R.
\

Assim, é sabido que ||v|| = 1 (ver Proposi¢ao [4.6). Finalmente, considere

2=

up = u+ (1 — V)V,

Desta forma, é facil ver que u;, — u em Wol’N(Q) e ur — u q.t.p. em 2. Além disso, como

Vu e Vv, possuem suportes disjuntos, isto é,

supp(Vu) Nsupp(Vor) = &,
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segue que
= [ a - [ vu¥ 1
Br(0) Br(0)
Por outro lado,
/epa}\rlukN1 > /elDaNlukN1
Q Q
1 N
> / 6PGN|A+(1_§N)WUk|N_1
B _r (0)
&
eN
QN%‘A""O_&N)%UM%
= / e (-e¢N)N-T
B r (0)
k
e N
_N_
— / N [Crtvg | V=T
B _r (0)
&
eN
1 N_1 N-1
— 02_6(03+k NO)N
ok
— 0, quando £k — oo,
onde (7,05 e (5 sao constantes positivas, provando, portanto, a Etapa 3 e,
consequentemente, o Teorema [2.16 [ |



Capitulo 3

Existéncia e Nao-Existéncia de Solucao

com Respeito ao Parametro A

Neste capitulo, motivados pelo artigo [26], estudaremos a existéncia e ndo-existéncia

de solucoes para uma classe de problemas da forma

—Anyu = Af(u), em
u > 0, em Q (P)
u = 0, sobre 0f),

onde Q@ Cc RY, N > 2 ¢ um dominio limitado com fronteira suave, Ayu =
div(|Vu|N=2Vu) é o operador N—laplaciano e f : R — R ¢ uma funcdo que envolve uma
combinacdo de termos concavos e convexos e satisfaz as condigoes (A1)-(A6) detalhadas
mais adiante.

Antes de enunciarmos as condigoes (Al)-(A6) impostas sobre a nado-linearidade f,

definiremos a noc¢ao de crescimento critico do tipo Trudinger-Moser em +o0.

Definicao 3.1 Dizemos que uma funcao g : Q2 x R — R possui crescimento critico

exponencial do tipo Trudinger-Moser em +oo se existe By > 0 tal que

g(z,t) 0,  uniformemente em x € €2, para todo B > Py

lim ~— =
t——+00 eﬁmN—l

oo, uniformemente em x € ), para todo [ < By.

Bo € conhecido como expoente critico.

38
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Este crescimento exponencial é motivado pela desigualdade de Trudinger-Moser (veja,

por exemplo, [36]), a qual é enunciada como segue:

Teorema 3.2 (Desigualdade de Trudinger-Moser) Sejau € W, ™ (Q) tal que ||ul| <

1. Entao existe uma constante C = C(N), que depende somente de N, tal que

/ eV N < (V)9 (3.1)

1
onde ay = Nwy_ ] e wy—1 € a medida da esfera unitiria (N — 1)-dimensional. Além

disso, apesar da integral do lado esquerdo ser finita se ay for substituida por qualquer
6 >0, nao ocorre se ay for substituido por qualquer B > ay, isto €, dependendo

da escolha de u, a integral pode assumir valores arbitrariamente grandes.

Agora, de posse desta definicdo, enunciemos as hipoteses sobre a nao-linearidade

F(t) = h()el!™” ™™V existem constantes a € (0, N — 1) e ¢, € (0,1) tais que
(A1) h e C'((0,00)), h(t) = 0 para todo t < 0 e h(t) > 0 para todo t > 0;
(A2) a fungao t — f(t) é nao-decrescente em (0,¢,) U (1/t.,00);

(A3) (1) limg e 22 >0
(2) a aplicagdo t — t1=V f(t) é ndo-crescente em (0,1,);

(1) limy_ye0 h(£)ee™ ™™ = 00, para todo e > 0

(Ad) N/(N-1)
(2)  limy_o h(t)e e =0, para todo ¢ > 0;

(A5) limy_,o0 h(t)tes’ ™™ = 0o, para todo & > 0;

(A6) existem R > 0e C > 0 tais que, para todo s > R, F(s) < Cf(s).

Observacao 3.3 (i) O pressuposto (A3)-(1) nos garante que f € uma nao-linearidade
que se comporta como t°, B < «, quando t — 07.
(i7) A hipdtese (A4)-(2) é equivalente a dizer que f possui crescimento critico do tipo

Trudinger-Moser em 400 com expoente critico By = 1.

De fato, temos que, para todo € > 0,
MHe™

0 = lim ht) = lim = lim

t—o0 eetN/(N—1 t—v00 eEtN/(NA)éﬂ% t—oo (et tN/(N=D
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Assim, chamando f =¢ + 1, como € > 0, temos que § > 1 e

o f@®)
fim e = 0.
Além disso, como para todo € > 0,
L N/N-D f(t)
= tll{& hlt)e N tlgg e(1—e)tN/(N=1) 7
denotando f =1 —¢, segue que f < le
0]
i oo/ O

provando, assim, que a nao-linearidade f possui crescimento critico do tipo Trudinger-

Moser em +oo com expoente 3y = 1. De forma anéloga prova-se a reciproca.

Exemplo 3.4 Para N = 2, um exemplo tipico de nao-linearidade satisfazendo as
condigoes (A1)-(A6) é
0 se t e (—o00,0)
=4
Vie® V2 se te0,00),

cujo grdafico estd representado abaizo:

A

Figura 3.1: Exemplo [3.4

1
Considerando a = 1/2 e h(t) = t2e~*?, & facil verificarmos as hipoteses (A1) e (A2).

Verifiquemos as demais condigoes:
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(A3) Temos que

h(t 1
lim (>:hm—1:1>0
t—0+ t¢ t=0% o2

e, para t € [0, 00),

f(t) _ t—%etQ—t%
t

¢ decrescente no intervalo (0, t,), para algum ¢, suficientemente pequeno, pois, para

t > 0 proximo de zero, temos que

)\’ L opdy, 1 3 L
(fﬁl) = (t~ 69*”)’::55*%69*“3(4#-—t§-—1) < 0.

N

t

(A4) Devido ao item (ii) da Observagao ¢ suficiente provarmos que f possui

crescimento critico em [y = 1. Realmente, temos que

1
i £ o t2e
tgcr}o eBt? tLr& eht?
= lim t%e(l_ﬁ)ﬁ_t%
t—o0
0, se B>1

oo se (<1

(A5) Para todo € > 0,

1 2
tz et
lim A(t)e" = lim 261 = 00.
t—o00 t—o00 eti
(A6) Por fim, notemos que, para todo t > 0,
P Y
-2 2

Assim, utilizando também o Teorema Fundamental do Calculo, segue que

F@::AU@@

= /556325%(15
0
b1y 3 1 2_4%
< /(—s_2+252——) e’ %7 ds
0 \2 2
= /f’(s)ds
0

t
= f(t).
Dessa forma, obtemos que, para qualquer R > 0 e para C' = 1,

t>R>0= F(t)<Cf(t) = f(1).
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Um exemplo que generaliza o anterior e que também ¢é facil verificarmos que satisfaz

as hipoteses (A1)-(A6) é o seguinte:

Exemplo 3.5 h(t) = t*(1+ )", a € (LN —1),m>0e0< 8 < 37.
Outro tipico exemplo de nao-linearidade f é dado por:

Exemplo 3.6 h(t) = t*(1+t)"e " a € (O,N —1),m>0e 5 < 8 < 2.

Apresentamos abaixo os principais resultados deste capitulo. Apesar destes resultados
nao necessitarem de todas as hipoOteses sobre a nao-linearidade f, os pressupostos nao
requisitados aqui serao necessarios para o Capitulo 4] onde garantiremos a multiplicidade

de solugao para o problema (P).

Teorema 3.7 Se a nao-linearidade f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1) e (A3)-(2), entao
existe \g > 0 (ver (3.18)) tal que, para qualquer X € (0, o), o problema (Py) possui uma

tinica solugao, digamos uy, com a propriedade ||ux||r=) < t..

Teorema 3.8 Suponha que f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1), (A3)-(2), (A4)-(1), (A4)-(2)
e (A6). Entao, existe A € (0,00) tal que

(i) (Py) possui pelo menos uma solugao, digamos uy, para A € (0, A);
(ii) (Pp) possui solu¢io up;

(111) (Py\) nao possui solugao, para \ > A.

3.1 Formulacao Variacional

Para uma melhor compreensao da definicdo a seguir, aconselhamos a leitura do
Apéndice [A] onde detalhamos como foi formulada a obordagem fraca no que diz respeito

a solu¢ao do problema (Py).
Definicio 3.9 Diremos que u € W)™ (Q) ¢ wma solugio fraca de (Py) se

/ |VulV 2VuVep — )\/ f(w)g =0, para todo ¢ € W™ (Q).
Q Q
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Considere o funcional Jy : W, (Q) — R definido por

1
Ja(u) = —/ |Vu|N—)\/F(u).
N Jao Q
Dessa forma (ver Apéndice , Jy estéa bem definido, é de classe C' em W™ (Q) e sua

derivada é dada por

Bwo = [ 1Vl 2Vavo - [ s, woe W@

Portanto, como os pontos criticos de J), sao necessariamente positivos, segue que pontos

criticos nao-triviais de Jy sdo, precisamente, as solucoes fracas de (Py).

3.2 Existéncia de Minimo Local para J),

Nesta secao, iremos provar a existéncia de um minimo local para J, em uma pequena

. . . 1,.N . .
vizinhanga da origem em W (2). Para isto, precisaremos de alguns lemas.

Lema 3.10 Suponha que h satisfaga (A1) e (A4)-(2). Para todo € > 0, existe C' =
C(e) > 0 tal que, para todo t € R,

h(t) < CeslI T

Prova: Dados ¢,7 > 0, por (A4)-(2), existe R, > 0 tal que
h(t)

+ <7, paratodot> R,
es‘ﬂm
e, consequentemente,
N
clt| =T
h(t) < ~vef""" | paratodo t > R,. (3.2)

Por outro lado, considerando a restricao de h ao compacto [0, R,] e sendo h continua,
_N_
existe M > 0 tal que |h(t)] < M, para todo t € [0,R,]. Como 1" & crescente,

podemos escolher C; de modo que

N
|h(t)| < Cref!™ ™" para todo t € [0, R,]. (3.3)
Tomando C' = max{~, C1}, por (3.2) e (3.3)), segue o resultado. u

O seguinte corolario ¢ imediato do lema acima, visto que f é da forma f(t) =

h(t)elt™
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Corolario 3.11 Suponha que h satisfaca (A1) e (A4)-(2). Para todo 5 > 0, existe
C = C(B) > 0 tal que, para todo t € R,

N
N—

f(t) < el

N-1
Lema 3.12 Se f satisfaz (A1), (A2) e (A4})-(2), entdo existem N\g > 0, Ry € (0, /2)

e 0 >0 tais que Jy(u) > 9§, quaisquer que sejam ||ul] = Ry e A € (0, \g).

Prova: Temos que

/ﬂF(u) = /ﬂ (/Ou h(t)ethN_ldt)
- /m{uéo} (/0“ h(t)elﬂﬂldt) N /Qﬂ{t*ﬁuﬁtl*} (/ou h(t)eﬂNN_ldt)

u N
+/ (/ h(t)e|t”‘1dt)
QN{0<u<t, OU u>z} 0

= X+Y+Z
Como h(t) =0, para todo t <0 (hipotese (Al)), segue, claramente, que

X =0. (3.4)

‘N—l

Agora, sabendo que [0,1/t,] é compacto e que f(t) = h(t)el é continua, concluimos

que
“ o1
Y = / (/ h(t)el™™ dt>
on{t.<u<£} \Jo
M,
< 19 (3.5)
onde M, = maxuoq,) f(t). Por wltimo, como ¢ — f(t) é ndo-decrescente em

(0,t,) U (1/t., 00) (hipotese (A2)),
NL
7 < /mmmw'ﬂ (3.6)
Q
Dessa forma, de (3.4), (3.5) e (3.6, podemos concluir que
M, T
/Fm)g |m+/mmwww. (3.7)
QO Q

Ly
Entretanto, tomando ¢ = 2N¥/(V=1 _ 2 no Lema [3.10} existe C; > 0 tal que

2N/(N—1)72)‘U|N/(N—1)

h(w)lu| < Ciule
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Como

N
N—-1

s<e® , paratodo s € R,

obtemos que

h(w)|u] < Cyel @D/ N0 =N/ =)

Portanto,
N
/h(u)|u\e|“|N1 < / e@uDM Y T ara todo u € Wy (Q). (3.8)
Q )

Substituindo (3.8) em ([3.7)), concluimos que

M, (2ful) N1
Fu) < Q+Cy [ e : (3.9)
Q t* Q
Desde que
N—-1
ayy

Ry < 5

temos

N _N_
2FTRY T < ay.

Logo, se ||u|| = Ry, Pela Desigualdade de Trudinger-Moser (Teorema [3.2)), temos que
N
/ e@WD% _ / 62%||u||%(‘}z}‘)N71
@ Q

< G0, (3.10)

onde Cy = Cy(N). Portanto, substituindo a expressao acima em (3.9)), se ||u|| = Ro,

M. M,
/F@§t1m+@M:<t+@)M (3.11)
(9] *

*

e, consequentemente,
sup / F(u) < C, paraalgum C > 0.,
l[ull=Ro J2
donde
— sup /F(u) > —C.
Q

[[ull=Ro
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Logo,
inf Jy(u) — inf {iuuH—A/F(u)}
Jul=Fo lull=ro | N 0
Ry
> — + A inf —/F u}
N ||U||:R0{ Q ()
- { f o)
= — — )\ sup F(u)
N o =gy Ua

Ry

> — —\C.
- N
Assim, para \g = R} /2C'N, obtemos que

RN

inf J >_9 —§5>0,
i, ) 2 5
para todo A € (0, \p). u

O lema a seguir seré essencial para demonstrarmos o Lema [3.14] que é o principal

resultado desta secao.

Lema 3.13 Se a nao-linearidade f satisfaz (A1) e (A3)-(1), entdo, para todo \ > 0,

temos que Jy(tu) < 0, para t > 0 suficientemente pequeno e u € Wy (Q2)\{0}.
Prova: Temos que

d

L) = ) - )\/ f(tuyu

dt Q

N
= V|l —)\/ h(tu)e™ ™ .
Q

Como h(t) = 0, para todo ¢t < 0 (hipotese (Al)), segue que

d "
L) = tN‘1Hu||N—)\/ h(tu)el ™y
dt Qn{u>0}

= N — ae / M Joug w7
QN{u>0} (tu)a

Por (A3)-(1), limy o+ h(tu)/(tu)® > 0 e, portanto, para ¢ > 0 pequeno e u €
WOI’N(Q)\{O}, a integral da expressao acima é positiva e limitada. Logo, usando que
a < N — 1, obtemos que d/dt(J\(tu)) < 0, quaisquer que sejam ¢t > 0 pequeno e
u € Wy (Q) ndo-nula. Assim, a aplicacio t — Jy(tu) é decrescente e sendo Jy(0) = 0,
obtemos que Jy(tu) < 0 para t > 0 suficientemente pequeno e qualquer u € W™ (Q)\{0}.
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Lema 3.14 Se f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1), (A4)-(2) e (A6), entio, para todo

A€ (0, N), Jx possui minimo local nao-trivial prozimo a origem em WOI’N(Q).
Prova: Considere Ry, \g e 6 do Lema e fixe A € (0, \g). Pelo Lema segue que

inf J)\(U) <0

llull<Ro

e, em virtude do Lema se tal infimo for atingido em algum wy, entao ||u,|| < Ro.
Portanto, u) serd minimo local de J,.

Mostremos que, de fato, tal infimo é atingido: seja {u,} C {|lu| < Rp} tal que
Ix(n) = infju<p, Ja(u). Como {u,} é limitada, existe uy € W™ () tal que, a menos

de subsequéncia, u, — uy em WOI’N(Q). Assim, pelo Teorema
|lunl] < liminf ||u,| < Ro (3.12)
n—oo

e, consequentemente,

1 1
Sl < < (tim i ),

donde
= luy|N < limi f—1 | || (3.13)
N|u,\|| im in N|u"| . .

Além disso, provemos ainda que

/Q F(uy) — /Q F(uy). (3.14)

Para isto, iremos utilizar o Teorema de Vitali (Teoremall.8). Como u,, — uy em Wy (),
entao (a menos de subsequéncia) u, — uy q.t.p. em Q, donde F(u,) — F(uy) q.t.p. em

Q. Ademais, por (A6), temos que F(s) < C'f(s) para todo s > R. Logo,

/ F(un)un| = / F(un)un| + / P (]
Q {0<u, <R} {un>R}
< O 40 / F ()|l
{un>R}

N
= 1 +C Rty |t | €l
{un>R}

N
< C’1+C/h(un)|un|e“"|N1,
Q
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onde, na primeira desigualdade, usamos também o fato de ser F'(¢)t uma func¢ao continua.
Agora, utilizando (3.8) e (3.10), concluimos que a ultima integral da expressao acima é

limitada e, portanto, que existe C' > 0 tal que
sup/ |F () un| = C < 0.
n Ja
Desta forma, dado € > 0, defina
e = sup‘ﬂS?\F(t)L

Assim, tomando § = £/(2u.), temos que, para qualquer £ C € tal que |E| <9,

freor < [ e 1F(w)]
F En(lun220) |t En{lun| <28}

9

< £ ~ |pxun)un\+-usjf B
2C S pfjun|>2 B0 {jun|>2)
£ ~

< S04 /1
o e |

= S4ulE
5+ el Bl
£ g

= 273

= £

Portanto {F(u,)} ¢ uma familia equi-integravel em L'(Q) e, consequentemente, pelo

Teorema de Vitali, (F(u,,)) converge para F'(uy) em L'(2), ou seja,

Am%yfAnW%

como querfamos provar. Logo, por (3.13) e (3.14)) e por propriedades de limites

) = ol =A [ Fu)
hmmf—/ ]Vun|N—|—hm1nf< )\/F un)
n—oo n—o0 0

N _
hggolf (N/Q]Vun\ )

= liminf J)(u,)
n—oo

IN

IA

= inf Jy(u).

lull<Ro

Por (3.12), ||ux|| < Ry e, claramente, infy,<g, Jx(u) < Jx(uy). Logo,

J)\(U)\): inf JA(U)

lull<Ro
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e, portanto, uy ¢ minimo de Jy em {||u|| < Ry}, para todo A € (0, \g). Sendo J(tu) < 0
para todo ¢t > 0 pequeno e u € Wy™ (Q)\{0}, segue que uy é nio-trivial, o que completa

a demonstracao do resultado. [

3.3 Prova do Teorema 3.7

Iremos mostrar nesta se¢ao que, para A pequeno o suficiente, (Py) admite uma unica
solucdo uy com ||uy| o) suficientemente pequena. Para isto, vamos considerar um

problema modificado.

3.3.1 O Problema Modificado

Nesta subsecao, consideraremos a fungao f : R — R definida por

Ft) = f(t), se t<t,,
f(te), se t. <t

e o problema

—Ayu = Af(u), em  Q
u > 0, em Q (Py)
u = 0, sobre 0f).

Lema 3.15 Se f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1) e (A3)-(2), o problema (P)) possui uma

dnica solugio iy em Wy (Q).
Prova: Usando (A2), temos que f(t) < f(t.), para todo ¢t € R. Assim, considerando
P = [ o
0
segue que F(u) < f(t,)|u|. Pelo Teorema existe Cy > 0 tal que
[ull @) < Cillull.

Assim,

/Q Flu) < f(t) / ] < CLf(t) ull = Colul
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e, portanto,

Jw = gl =x [ P

1
Flull® = ACs|u]

v

— 00, quando |lu| = oo,

ou seja, J é coercivo. De maneira anéloga ao que fizemos na demonstragao do Teorema
mostra-se também que J é fracamente semicontinuo inferiormente. Assim, o Método
Direto do Calculo das Variacoes (Teorema nos garante que existe uy € WOI’N(Q) tal
que

JGin) = inf J(u).
Wy (Q)

Além disso, pelo Lema , obtemos que uy, > 0 e, portanto, u) é solucao fraca de (R\)

Note, por (A3)-(2), que t — t'"N f(t) & nio-crescente. Logo, diretamente do Lema
tal solucao ¢ tnica. [ ]

Usando o mesmo argumento da prova do lema anterior, provaremos que o problema

—Ayw = w® em Q
w > 0, em Q (3.15)
w = 0, sobre 01,

onde a € (0, N — 1) é dado nas hipoteses da nao-linearidade f, também admite unica

solucio w € Wy ™ (). Com efeito, o funcional associado ao problema (3.15) ¢ dado por

) = gl = [ ([ ).

Além disso, temos que I é fracamente semicontinuo inferiormente (a prova é feita de forma

analoga ao que fizemos na demonstra¢ao do Teorema [1.29)) e coercivo, pois

1w = glol¥= [ ([ ra)

”N 1 wa—i—l

L
= —||lw
N a+1 Jqo

1
> NH'LUHN — C|lw|]|***  (Teorema [1.17

— 00, quando [|[w|]| = co.  (poisa< N —1).
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Logo, pelo Teorema [1.24) (3.15) possui solugdao w € Wy (Q). A unicidade da solucdo
w € Wy (Q) é obtida ao tomarmos p(t) = t* no Lemam, pois, desta forma, temos que

pt) v 1
tN-1 o tN-1 o tN—-1-a

é decrescente e, portanto, pelo Lema [1.31] segue o desejado.

Observacao 3.16 Se f satisfaz (A1), (A2) e (A3)-2, podemos escolher uma constante
& >0 tal que f(t) < &%, para todo t € R. Este resultado € imediato quando t € (—o00,0],
pois f(t) = 0. Por outro lado, por (A2), sabemos que f(t) < f(t.), para todo t € R. Logo,
set > t,,

iy < 1)

Ja no intervalo (0,t.), temos que FO/Y nao  cresce (hipdtese (A3)-2) e,

e, (3.16)

consequentemente, dado ty > 0, temos
f(to)

F(t
th(—)1 < N1 = &o, sempre que t € [to, ).
0

Como t* > tN=1 no intervalo [ty,t.], obtemos que

f(t) < &ot™. (3.17)

Assim, combinando e , obtemos & > 0 tal que f(t) < &t para todo t > 0.

3.3.2 Prova do Teorema [3.7]

Agora, de posse dos resultados apresentados anteriormente e considerando o ntimero

Mo =& tllwll @) (3.18)

estamos prontos para provar o Teorema

Prova do Teorema Seja Ao = 5*1(t*||w||zio(m)N*“*1. Queremos mostrar que, para
qualquer A € (0, \g), o problema (P)) possui apenas uma solugao uy com a propriedade
|ual| oo () < t. De fato, seja vy a tinica solugao (garantimos tal fato de forma semelhante

ao que foi feito anteriormente para (3.15))) do problema
—Anvy = Ay, em Q
vy > 0, em (3.19)
vy = 0, sobre 0f).
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Cousidere C = ()\é)aHlfN. Dessa forma,

(|V[CU/\]|N2 0 [ac;;A]

(CN—2 |VU)\|N_2C%)
8:62-

0
(,wma%)

Y9
—A -
N [CUA] Zz:; a.CEl

N
0

Y9
_ N—1

= —CN_IANUA

= CMIAGy
= C°v
= (CU)\)OC,

ou seja, ()\§)Q+11—N vy soluciona 1) donde obtemos w = ()\f)a+11—N vy. Logo,

1
|oallze) = [[(AE)F=a=Twl| Lo ()

1

A\ ¥oa—T
-t (=
(/\0)

< t., paratodo A € (0, \).
Como £ foi escolhido de forma que f(t) < &t para todo t € R, segue que
—ANU)\ = )\&U? Z Af(w\), em Q,

isto é, vy é uma supersolucao de (R\) Logo, pelo Lema sendo 1) a tnica solugao
do problema (P)) obtida no Lema , obtemos |||z < ||valle@) < ts, para todo
A€ (0, A).

A conclusao do resultado segue diretamente se provarmos que uy ¢ solu¢do de (Py).
De fato, como [i)||z=() < ts, segue que uy < t, q.t.p. em (2 e, portanto, pela propria
definicdo de f, f(uy) = f(iy) q.t.p. em Q, donde, claramente, concluimos que 1y soluciona

(Py), como queriamos demonstrar. n

3.3.3 Um Resultado de Depéndencia Continua

Mostremos, agora, o seguite resultado de dependéncia continua:
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Lema 3.17 Usando o Teorema para qualquer N € (0,)g), escolha a dnica solugdo
de (Py) com a propriedade ||uy||L=) < t.. Entdo, para qualquer x € Q, a aplicagdo

A = up(x) € continua em (0, \o).

Prova: Suponha, por absurdo, que existe xy € € tal que A — uy(xo) ndo seja continua
em (0,)). Assim, existe uma sequéncia {\,} C (0, o) tal que A\, — X € (0, \g), sem
que uy,(xg) convirja a ux(xg). Desde que |luy,||r~@) < t., para todo n € N, pelo
Teorema segue que uy, € CH7(Q), para algum v € (0,1), e, como C*7(Q) — C*(Q)
compactamente (Teorema , obtemos que existe uy € C'(Q) tal que, a menos de
subsequéncia, uy, — ug uniformemente em C*(Q) e, consequentemente, uy é solugao de
(Py). Como uy, (z9) ndo converge a uy(zg) e uy, — up € CH(Q), segue que uy # ug. Isto

contraria a unicidade do Teorema [3.7] ficando, portanto, provado o resultado. [

3.4 Prova do Teorema [3.§

3.4.1 Nao-Existéncia de Solucao de (P,), para A Suficientemente

Grande

Agora, consideremos o problema de autovalor

—Ax¢1 = Ay ', em  Q
¢ > 0, em (3.20)
o = 0, sobre 0f.

Usando resultados de Anane [6] é sabido que existe A\; o primeiro autovalor de —Ay
em W&’N(Q) e sua correspondente auto funcao normalizada ¢1, com A; > 0 e isolado, isto

é, existe 0 > 0 tal que o intervalo (A, A; + &) ndo possui outro autovalor.

Lema 3.18 Se f satisfaz (A1), (A3)-(2) e (A4)-(1), entdo, dado € € (0,1), existe A\, >0
tal que \f(t) > (A + &)tV 7L, quaisquer que sejam X > X\, et > 0.

Prova: Fixe € € (0,1). Seja X' > 0 tal que ¢t1~V f(t,) > 23, Dessa forma, por (A3)-(2),

M(t) > (A + o)tV paratodo A > Nt € (0,t,). (3.21)
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Por outro lado,

_N_
htrgglftl—fv ft) = litrgigfh(t)etN_ltl_N (3.22)
_N _N_
= litrn inf h(t)est" ' e ImN
—00
Obviamente, sabemos que
lim inf e~V =N = o0,

t—ro0
Além disso, por (A4)-(1), temos que
e
liminf h(t)e® " = cc.

t—o00

Logo, retornando a (3.22)), concluimos que
liminf '~V f(t) = oo
t—o0
e, portando, existe £ > 0 tal que
V() > N f(t),  para todo t > L. (3.23)

Finalmente, sendo [t,, | compacto e t'=V f(¢) continua, existem t, € [t,,f ] e A’ tais que

At e <t5™Nf(te) = inf "N f(t) (3.24)

N . <t<f

Logo, por (3.21), (3.23) e (3.24), tomando A, = max{\, "} > 0 concluimos a prova do

lema. ]

Lema 3.19 Se u € Wy (Q) ¢ solugio de (Py) e ¢y é a auto fungio correspondente ao

autovalor \y, entao existe > 0 tal que pup, < u em Q.

Prova: Observe inicialmente que, pelos Teoremas e u € CY(Q). Assim, pelo
principio do maximo forte de Vazquez (Teorema [1.34), segue que

% <0 sobre 0.
Oov

Agora, como u € C1(Q) e 0Q é compacto, existe uma vizinhanca V,, em Q onde

ou

$<0 em V.
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De maneira semelhante, existe Vy,, vizinhanga de Q, tal que

¢y
E<O emV¢1.

Tome V =V, NV,,. Sem perda de generalidade, podemos supor que
V =V; = {z € Q;dist(x,00) < §}, para algum 0 > 0,

ou seja, V é uma vizinhaca de 0f) tal que

ou 00,

%’8y<0 em V.

Dessa forma, podemos tomar u; > 0 de tal forma que

i > ma Ou
min — > max —.
M»za vV v
Portanto,
0
5(“ - /L1¢1) S 0 em V.

Logo, para quaisquer y € Q2 e t € [—4,0), pelo Teorema do Valor Médio, temos que

(u— 1) (y) — (u— o) (y +tv(y)) = vaw—u@ﬁ@+fww%vwwh

< 0,

pois y + tr(y) € V, para todo t € [—6,0). Logo, (u — pié1)(x) > 0, para todo z € V N Q.
Considere agora Qo = Q\(2NV). Dessa forma, como u, ¢; > 0 em Qg e u, ¢; € C1(Q),
existe us > 0 tal que

minu > fip max ¢p,

Q0 Qo
donde po¢; < u em Q.

Tomando g = min{uy, uo}, concluimos que pg; < w em £, como queriamos
demonstrar. n

Agora, provaremos o principal resultado desta subsecao. Para isto, definamos
A = sup{A > 0; (P)) tem solucao}.

Lema 3.20 Se f satisfaz (A1), (A2), (A3)-(1), (A3)-(2), (A4)-(1), (A4)-(2) e (AG),
entdio 0 < A < +o0.
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Prova: Segue diretamente do Lema que A > 0. Usaremos um argumento de
contradicao para provar que A < 4o00. Suponha que existe uma sequéncia A\, — 00

para a qual (Py,) admite solugao uy,, isto é,

—Anuy, = Af(uy,), em
uy, > 0, em (3.25)

n

uy, = 0, sobre 0f2.
Parae € (0,1), 0 Lemanos garante que existe A, > 0 tal que Af(t) > (A +¢e)tV 1,
para todo A > A, e t > 0. Logo, escolhendo A, > A, segue que —Ayuy, = A\, f(uy,) >
(A1 +e)uy ', ou seja, uy, é supersolugdo de
—Ayu = (A +e)u ! em Q
u > 0, em () (3.26)
u = 0, sobre 0f).
Notemos agora que, para todo p > 0, u¢; é subsolugao do problema . De fato, dada

Y E WOI’N(Q)\{O}, segue que

/ V)|V 2V (o) Ve = pV / V| Ve Ve
Q Q

= MN‘lM/QﬁiV‘lso

Q
— )\ N—-1
1 / ()"
< (o) / (1)

Pelo Lema para cada g, = 1/2n, é possivel tomarmos j, > 0 pequeno o suficiente
tal que p,p1 < uy, em €. Assim, pelo Teorema m (Método de sub e supersolugao),
para cada n € N, existe ¢.. > 0 solu¢ao do problema . Desta forma {)\_n}, onde
An = AL+ 1/2n, seria uma sequéncia de autovalores tal que A, — A1, o que contradiz o

fato de A; ser isolado. Assim, devemos ter A < 0o e o lema esta provado. [ ]

3.4.2 Existéncia de Minimo Local para Jy, A € (0,A)

Sejam Co(Q2) = {u € C(Q;u = 0 em 9N} e C = CYQ) N C(R). Para u €
C, consideremos |[lullc = |lul[c1)- Enunciemos e provemos o seguinte principio de

comparacao forte:
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Lema 3.21 Sejam u,v € CY9(Q), 0 € (0,1), tais que 0 <u<v, u#0 e

—Anyu+ Cu = p,, (3.27)

—Ayv+Cv = p,,

com u = v = 0 sobre 092, onde C > 0 € py, p, € C(Q)) sao localmente lipschitzianas tais

que 0 < p, < p, em ) e py, # p, em qualquer pequena vizinhanca de 0). Entao,

O<u<v em Q e @<%<0 sobre 0. (3.28)
v Ov

Prova: Pelo Principio do Méaximo de Véazquez (Teorema |1.34)) temos que

ou Ov

< 0 sobre 09, (3.29)

u,v >0 emQ e

onde v & o vetor normal exterior a 0{2. Portanto, resta provarmos que

u<v em§ e @<@ sobre 0.
ov  Ov

Para isto, iremos utilizar o Lema [1.32] onde, neste caso, temos

|N—2 |N—2(

a(z,n) =a(n) =n"""n=|n Mooy TIN)

b(xz,u) = b(u) = Cu.

As condigoes (a6) e (bl) sdo facilmente verificadas. Provemos as condigoes (al)-(ab)
introduzidas no Capitulo [I} Para cada C > 0, considere I' = max{C, N*(N — 1)}.
Considere ainda v = 1 e kK = 0. Dessa forma, temos que k£ € [0,1] e 7," € (0, 00).
Além disso,
(al) Para todo i =1,..., N, a;(0) = |0]V 720 = 0;
(a2) Um célculo simples mostra que

Ja; (N = 2)[n|N=*min;, se i # j

(n) =

on (N =2) N2+ In|N-2,  sei=j.
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28

N

i=1
J#l

N
= (N =2 n2& + N2l

=1

(N 2 |77|N 42 anjfzgj

1752

N
= (N=2)nN* Y nimi&g; + V1€

ij=1
N N
:(N—mmw4<ZM@)<ZM@>+MWﬂ$
i=1 Jj=1
= (N =2)[n[" - &> + Inl¥ e
> [ ¥R
= y(k+ )V 3¢
(a3) Desde que
Oa; ) (N = 2)[n™ " nimj, se i # J
on (N =2)[n|N 02 + [n|N=2, sei=j,

segue que, para todos 1 <14,57 < N,

8ai _ _ _
S| < (V= 2l = - Dl
J
donde
8ai _ _
o) < NN = ) < T )
ij=1 J

(a4) Temos que

aai
=0
o, (n)
e, portanto,
8@1- _
2 )| = 0 < Flo+ )™ 2.
ij=1 J

(a5) [b(x, u)| = [b(u)| = Clu| < Clul™~ < T(k + [ul)¥~[ul.

a—ﬁ(n)ﬁi% = D | W =2 i + VR +Z = 2)Inl" ;&
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Logo, pelo Lema temos
Jdv  Ou
u<v emf§) e — < — sobre 0,
ov  Ov
que, juntamente com ([3.29), nos garante que
dv  Ou
O<u<v em§ e — < — sobre 0,
v Ov
como queriamos demonstrar. [ ]

Lema 3.22 A restricio de Jy o C, Jy|c, possui um minimo local para todo X € (0, A).

Prova: Fixe A € (0,A) e escolha A € (A, A) tal que (P5) possua solucio, digamos @ (tal

A existe pela propria definicdo de A). Por outro lado, seja

A= Ainf f(¢)t°.

t>0

Dessa forma, por (A3)-(A4), temos que A > 0. Seja u a tnica solugdo (a existéncia

e unicidade de tal solucao ¢ garantida, novamente, pelo Método Direto do Calculo das

Variagoes e pelo Lema [1.31)) do problema

—Ayu = Au®, em ()
u > 0, em Q
u = 0, sobre 0f).

Observe que no sentido fraco

—ANT = Mf(T) = Mf(@)u *u®* > A%r;gf(t)t“"ﬁa = \u”

e, portanto, u é supersolucgao de (3.30). Como

tOé

1-N i
t Al 7AtN—1

(3.30)

e a € (0,N — 1), segue que t'~NV)\t* & ndo-crescente e, portanto, pelo Lema [1.31} u < .

Além disso, desde que
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segue (Lema [3.21] com C' = 0) que

u<u emf) e %<8_<0 sobre 0.
ov v

Para completarmos a demonstracao, precisamos da seguinte observacao:

Observagao 3.23 Ezxiste K > 0 de tal forma que t — f(t) + Kt seja nao-decrescente,
para todo t € R.

De fato, sendo f de classe C' em (0, 00) (hipotese (A1)), existe m € R tal que
1
(&) >m, para todo t € {t*, t_] .

Assim, se m > 0, podemos tomar K > 0 qualquer. Por outro lado, se m < 0, basta

tomarmos K > —m, pois
(fO)+Kt)=ft)+ K>m+ K > 0.

Além disso, pela hipotese (A2), temos que t — f () é nao-decrescente em (0, ¢, )U(1/t., 00).
Logo, para todo K > 0, t — f(t) + Kt é nao-decrescente em (0,t,) U (1/t,,00). Em
qualquer caso, tomando K > |m|, segue que t — f(t) + Kt é ndo-decrescente para todo

teR.

Dessa forma, para x € Q e t € R, defina a ndo-linearidade de corte (ou "cut-off")
f@(z)) + Ku(z), set > u(x)
glz,t) = f(t) + Kt, se u(z) <t <u(x) (3.31)
fu(x)) + Ku(z), set < u(x).
Observe que
fu(x)) + Ku(z) < g(x,t) < f(u(x)) + Ku(x), para todo (z,t) € Q x R. (3.32)
Considere
G(z,u) = / g(x,t)dt
0

e defina o funcional I : W™ (Q) — R por

<N/H7W f[ﬁN—AéG@w) (3.33)

De forma semelhante ao que ja fizemos neste capitulo, mostra-se que I, estd bem definido

e é fracamente semicontinuo inferiormente. Além disso, usando que
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(i) Wy™(Q) — L(Q), para todo 1 < ¢ < oo;
(i) f(u(x))+ Ku(z) < g(x,t), para todo (z,t) € 2 x R (Expressao ;
(iii) f(t) + Kt & nao-decrescente para todo t € R,

obtemos, claramente, que I, é limitado. Logo, I, possui minimo global u,. Observe ainda

que, sendo A = {v € Wy (2);u < v <7 em Q}, obtemos

L) = %/Q\VMN%—%/QMQ—)\/QG(:B,U)
_ l/\VU|N+)\—K/|v|2—/\//vg(x,t)dt
_ /\wN —/W // )+ Kt)d
- —/\W|N+—/|U|2—A/QF<U)_7/Q|U|2
- /\WW v [ Fo)

= Jilav) (3.34)

ou seja, Jy = I, em A.

Agora, mostremos que

9]
ay(u,\—u)<0 e 8V(u—uA)<O sobre 0S).

Para isto, iremos utilizar o Lema [3.21] duas vezes. Como wu, é minimo global de I,
observe inicialmente que —Ayuy + AKuy = Ag(z,u,) em 2, donde, pelo Teorema m,
uy € CH9(Q), para algum 6 € (0, 1).

0
Afirmacao 1: u < uy em Qe a—(u,\ —u) < 0 sobre 0S.
v
De fato, por (3.32)) e pela definigdo de ), segue que

—Apnuy + AKuy = Ag(z,uy)

v

A () + ARy

v

Aut + AKu

= —Ayu+AKu.
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Assim, pelo Lema [1.33] obtemos que u < uy em €. Além disso,
Puy = Ag(x,un) > A u® + AKu =: py.
Logo, pelo Principio Forte de Comparacao (Lema [3.21)), obtemos que

u<uy, em )

0
a(u,\ —u) <0  sobre 0.

Afirmagao 2: uy <uem Qe aﬁ(ﬂ— uy) < 0 sobre 0S).
v
Com efeito, por 1} e sendo A < )\,
—Anuy + AKuy, = Mg(z,uy)
< M(w)+ A\Ku

< Mf(u) + \K7.

Dessa forma, usando novamente o Lema [1.33] obtemos que u) <@ em €. Além disso,
pu = A (W) + AKT < \g(2,uy) =: pu, -
Assim, pelo Principio Forte de Comparagao (Lema [3.21)), obtemos que

uy <u em )

0
ﬁ(ﬂ —uy) <0  sobre OS2

Pelas afirmagoes anteriores, concluimos que

u<uy<u emf)

0 0 _
%(ux—g)<0 e a(u—u,\)<0 sobre 0€2,

donde, usando que I, = J, em A, segue que u, soluciona (Py). Além disso, para r > 0,

consideremos

Q_, = {z € Q;dist(x,00Q) > r},
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01 = min {uy —u} >0
e _

dy = min {w—uy} > 0.
er—r

Figura 3.2: Q_,
Assim, tomando
1
0= 5 min{él, 52}7
temos que, se ||[v — uyllc < 9, entdo

ouy B ov

N
0> |lv—uplle = supluy—v|+ Zsup
zeQ i—1 z€Q

> sup v -,
z€N

donde |v — uy| < 8, para todo x € €, ou seja, —0 < v — uy < J, para todo x € Q.

Entretanto, para x € €)_,., temos

U—v = U—U +u—v
> 0y — 0
> 20—0

= 6>0

e, consequentemente, © > v em {)_,. Para mostrarmos que uw > v em {2, dado x € (,
basta tomar r > 0 pequeno o suficiente de modo que = € )_, e usar o que acabamos de
mostrar. Analogamente, conclui-se que, para v € C tal que ||[v — u,|lc < d, temos u < v
em ().

Logo, podemos tomar 6 > 0 suficientemente pequeno de modo que, se v € C e

v —uxlle < 6, entiio u < v < T em Q. Isto & se v € W™ (Q) NC esta proximo o
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suficiente de uy em C, entao Iy(v) = Jy(v) (pois Iy = Jy em A), ou seja, uy ¢ minimo

local para J,|c. ]

Lema 3.24 Para todo \ € (0, ), uy é minimo local para Jy em W™ (Q).

Antes de provarmos o lema acima, demonstremos os seguintes resultados auxiliares:

Afirmagao 1: Para cada € > 0, existe R. tal que se s > R, entdo F(s) < ef(s)s.
Com efeito, desde F'(s) < Cf(s) para todo s > R (Hipotese (A6)), segue que

LF(s) < 1Of(s),

para todo s > R. Assim, tomando R. := max{C/e, R}, se s > R., temos que
1 1
7(5) > Buf(s) > SCS(5) > TF(s),

pois R. > R. Logo,
F(s) <ef(s)s, paratodos> R,

como desejavamos.

Afirmacao 2: Para ¢ > 0 suficientemente pequeno,
(i) v+ Jy(uy + v) é limitada em {||v]| < e}.
(ii) infjy)<ec Ja(ur +v) é atingido, digamos, em v ..

Realmente, utilizando a Afirmacao 1, é possivel obtermos uma constante Cy > 0 tal
que

F(uy 4+ v) < Cof(uy + v)(uy + v), para todo v € Wol’N(Q).

Assim, pelo Lema [3.10] e pelo fato de

SN/(N=1)

s<e , para todo s € R,

concluimos que existe C; > 0 tal que

_N_
Fuy 4 v) < Cof(uy + v)(uy 4+ v) < Cred™ I para todo v € WOI’N(Q).
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Dessa forma, como uy € C*?(Q) para algum 6 € (0,1) (ver demonstracio do Lema [3.22)),
e CL9(Q) c CH(Q), & possivel obtermos uma constante Cy > 0 tal que

L
Fluy +v) < Crel®™" - para todo v € Wy (Q).
Logo,

/F(uk%—v) < Cl
Q

Considere, portanto, €y > 0 tal que

N
N

NL
Cyley ' <a

e escolha € € (0,¢¢). Dessa forma, pelo Teorema (Desigualdade de Trudinger-Moser)

e pela desigualdade acima, deduzimos que

sup / F(uy +v) < oo, (3.35)
0

[vll<e

donde concluimos o item (7). Para provar (ii), considere {v,} uma sequéncia tal que

Ia(uy +v,) = inf Jy(uy +v).

[vll<e

Sendo {v,} limitada em W™ (Q), existe vy . € W™ (Q) tal que, a menos de subsequéncia,

v, — vae em Wy (Q). Consequentemente, pelo Teorema |luaell < € e, portanto,

inf Jy(uy +v) < Jy(uy + vae). (3.36)

llvll<e

Como v, — V). em WOI’N(Q), entdao (a menos de subsequéncia) v, — vy q.t.p. em £,
donde F(uy +v,) — F(uy 4+ vye) q.t.p. em . Assim, procedendo de forma analoga ao
que fizemos na demonstragao de , obtemos, pelo Teorema de Vitali (Teorema ,
que (F(uy + vy,)) converge para F'(uy + vy.) em L'(Q), isto &,

/Q Fluy+ vn) — /Q Flur+ vx.).
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Poratanto, utilizando a convergéncia acima e o Teorema [I.15] obtemos que

1
J,\(UA+U)\7E) = N||u>\+v>\7g’|N_A/F(UA_‘_U)\,a)
Q

IN

1
lim inf — [|uy + v,||Y + lim inf (—)\/ F(uy + vn))
n—oo N n—00 Q

1
lim inf (—Hu,\ + v, ||V — )\/ F(uy + vn))
n—00 N Q

= liminf J)(uy + vy,)
n—oo

IN

= inf J)\(U)\ —|—U). (337)

llvll<e

Logo, por (3.36) e (3.37)), segue o resultado.

Prova do Lema Suponha que a conclusao do lema seja falsa. Entao, para todo

e > 0, existe wy . € {||v]| < e} tal que
J)\(U)\ +w)\,5) < J(U)\)

Devido a Afirmacao 2 acima, para todo € € (0, ), existe vy tal que |[vy.]| <ce

JA(UJ)\ + U)\’E) = ”i1|1£ J)\(UA + U). (338)
Assim, temos que
J)\(u,\ + 1))\75) < JA(U)\ + w>\7g) < J)\(u,\), (3.39)

donde concluimos que
||U)\7€H =: 5)\75 > 0.
Agora, sejam
D(ur+-): We™(Q) — R

v — Jy(ux + ),

v W) - R
1
v —> N/Q]VU\N

M = {'U e Wy (Q): U(v) = %555} .
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Como Jy e U sao de classe C! em WOI’N(Q) e vy ¢ minimo local de Jy|p e W' (vy.) # 0,
entao, pelo Método dos Multiplicadores de Lagrange (Teorema [1.11), existe u. € R tal
que

Jy(ux + vac)d = pV' (v )é, para todo ¢ € Wy (Q)
ou seja,
/ Vs + UA’E)‘NQV(UA +ure) Vo — )\/ fluy +vxe)o
“ Q

= ,ug/ﬂ |Vv,\7€]N_2VU,\7gV¢, para todo ¢ € WOI’N(Q).
Observe que a expressao acima, no sentido fraco, pode ser escrita como
— An(un +vre) — Af(un +vre) = —peANvy .. (3.40)
Definindo as aplicacoes A, : Q x RN - RY e b: Q x RN — R, respectivamente, por

Ac(w,p) = [Vua(z) + p|" 2 (Vua() + p) = [Vua (@) *Vua(z) — pelpl* p

b(x,p) = Af(ua(x) +p) = Af (ur(2)),
temos que
—div(A.(z, Vuae))
= —div[|Vuy + Vo |V 72(Vuy + Voy o) — [Vua [N 2Vuy, — pe|Voy [N 2V, ]
= —div[|V(uy + v )|V 2V (up + vae) — [Vur [N 72Vuy — pe| Vor [V 2V,
= —An(uy +vre) + Anup + Aoy ..
Portanto, sendo w, minimo de J,|c, segue que pode ser escrito como

—div(A:(z, Vo)) = b(x,vz.), em Q
e = 0, sobre S

(3.41)

Afirmacgao: p. < 0.

De fato, temos que

J;\(’U/)\ + U/\,E)U)\,E = /JJEHU,\,EHN (342)
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J 1+ those) — J .
J(ur + 02 Jvae = lim A(u+ (14 m% )= At one) (3.43)
lim.

Para —1 <t <0, (1+t)us. € {v € Wy (Q); |Jv]| < e}, pois [|(1+t)vrc]| = (1+1)|Joae|l <
luaell < e. Assim, usando que vy . ¢ minimo de Jy(uy + -) em {||v|| < €}, obtemos que,
para —1 <t <0,

In(uxy + (L +t)vae) — Ia(un +vyr.) <0.

Logo, utilizando esta desigualdade em (3.43]), obtemos
J;\(lL)\ -+ 1))\75)1})\75 < 0.
Consequentemente, por (3.42)), segue que p. < 0, como queriamos demonstrar.

Dessa forma, segue, para (z,p) € Q x R¥\{0}, que

(Ac(z,p).p) _ ([Vua(@) +pI"*(Vua(@) +p) — [Vua (@)Y Vua (@) — pelp¥?p, p)
pl™ [p|¥
_ Vua(@) + pI" 2 (Vua(@) + p) — [Vua (@)Y *Vua(z), p) o
[p™ )
o (V@) + pI" P (Vua(@) + p) = [Vua ()| "> Vus (), p)
B pI™ '

Logo, pelo Lema [1.28] concluimos que

(Ac(x,p), p)
p|Y

onde ¢y é uma constante que depende de N. Assim, obtemos que

A
b= if e(w,]zv?)’m
(@p)exRN\{0} |

ZCN>O7

>0

e, portanto, podemos aplicar a técnica de iteragao de Moser (ver Teorema 15.7 em [27])

para concluir que existe 8 € (0, 1) tal que

lim sup ||vy Hcoﬁ(ﬁ) < 0.
e—0

Desde que b é uma funcao de p localmente Holder continua, segue de resultados de

regularidade de [19, [40] que

limsup [[vaellersg < oo, B €(0,1).

e—0
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Desde que |juy || < € e pela imersdao compacta WY (Q) < LY(Q) (Teorema [1.17),

obtemos que vy. — 0 em LY (Q) e ag;f —0,i=1,...,N, em LY(Q). Logo, vy — 0

vy ¢
ox;

vy,
ox;

q.t.p. em Qe —0,7=1,...,N, q.t.p. em Q. Como vy, e = 880 continuas (pois

CYB(Q) — CY(Q) (Teorema [1.20)), segue que vy, — 0 e 6;;15 — 0 pontualmente em

Q. Sendo ) compacto, tais convergéncias sao uniformes e, portanto, vye — 0 em Cl(ﬁ).

Este fato contraria (3.39)), visto que uy é minimo global de J, em C. [

3.4.3 Existéncia de Solucao para (P,)

Aqui, mostraremos que (Py) possui solugao quando A = A.
Lema 3.25 Existe solugdo uy para (Py)
Prova: Como uy é minimo global de I e I, = J\ em A (ver (3.34))), obtemos que
Ja(uy) = Ii(uy) < In(v), para todo v e Wy (Q). (3.44)
Seja vg € C°(2),vg > 0. Dessa forma, usando , obtemos que

1 AK
I(tvy) = N/[V(tvo)|N+—2 /|tv0]2—)\/G(ac,tvo)
Q Q Q

tN PAK
< N
< ol + =5

Juall = e [ () + Koo
Q
Assim, como vy > 0 e f(u) + Ku > 0, para ¢t > 0 suficientemente pequeno, temos que

I)\<t1)0) < 0.

Logo, por (3.44)), segue que
J/\(UJ)\) < I)\<t2}0) < 0. (345)

Agora, considere {\,} uma sequéncia tal que A\, — A e seja u,, a correspondente solugao

de (P,,) obtida nos Lemas e Dessa forma, por (3.45) e pelo fato de u,, ser

solucdo de (P,,), temos que
J)\n (U)\") <0 e J;\"(Uo\n) =0. (346)

Afirmacgao: ||u,, | < C, para algum C' > 0.
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De fato, na Afirmacao 1 do Lema provamos que para cada ¢ > 0, existe R, > 0

tal que, se s > R, entdo F(s) < ef(s)s. Assim, escolhendo o > N, existe R, tal que

oF(s) < f(s)s, paratodo s> R,. (3.47)

Logo, combinando este fato com ({3.46)), obtemos que

v

L,
J)\n<U)\n> -+ ;J)\R(U)WJU)\H

—ux, |7 = A0 | Fun,)+ = [Jux, || — A0 [ flua,)un,
N||AH Q(A) UHAH Q(A)A

11 An
(57 o) Tt =32 [Pt = slon )

1 1 An
(F=5 )t [ (o, P
+ﬁ (f(ur,)un, —oF(uy,))

g {u)\n<Rcr}

1 1 A
N 2 [ (s, — 0P ()
(N O-> o {u/\n<Ro'}

Como a tltima integral do lado direito e a sequéncia {\,} sdo limitadas, segue que existe

C1 > 0 tal que

1 1
(N — ;) HU,\nHN — Cl < 0.

Sendo o > N, temos que

1 1>O
N o

e, portanto, escolhendo

Cl(fN %
o= (e5%)

segue que ||uy, || < C, como queriamos demonstrar.

Devido a afirmacio acima, existe uy € Wy (Q) tal que uy, — uy em Wy (Q).

Mostremos que uy é solucdo fraca de (Py). Com efeito, como uy, — uy em Wy (Q),

entdo, a menos de subsequéncia, uy,, — upy q.t.p. em £, donde F(uy,) — F(up) q.t.p.

em (). Portanto, de forma anéloga ao que fizemos na prova de (3.14), concluimos pelo

Teorema de Vitali (Teorema [1.8) que (F(uy,)) converge para F(uy) em L'(2), ou seja,

/QF(%) %/QF(UA).
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Assim, pela convergéncia acima e pelo Teorema [1.15

Inwn) = lual® = [ Fu)

< limmf—/ |Vukn|N—|—11m1nf< F(uy, )
n—oo
< hm 1nf< / |Vuy, [V — / F(uy ))

= hm mf Ja(uy,)

= inf Ja(u).
lull < a(w)

Novamente pelo Teorema |ua|| < C, donde, obviamente, infj,j<c Ja(u) < Ja(up).

Logo,
Ja(up) = inf Jy(u
Mua) = I Talw)
e, portanto, uy é minimo de Jy em {|lu|| < C}. n

Observacao 3.26 A condicao € conhecida como a condicao de Ambrosetti-

Rabinowitz e, na literatura, denotada por (AR).

3.4.4 Prova do Teorema [3.§

Prova do Teorema O item (¢) segue do Lema[3.24] o item (i) segue do Lema [3.25]
e o item (ii7) segue do Lema [3.20] ]



Capitulo 4

Solucao via Passo da Montanha

Neste capitulo, iremos demonstrar o principal resultado desta dissertagao, o qual

enunciamos abaixo:

Teorema 4.1 Seja Q C RY, N > 2, um dominio limitado com fronteira suave. Suponha

que f(t) = h(t)e

tN/(N-1)

, t >0, satisfaz as hipdteses (A1)-(A6). Entao,

(i) existe A > 0 tal que (Py) admite, pelo menos, duas solugdes, digamos uy e vy, para

todo X € (0,A), uma solugao para X\ = A e nenhuma solu¢ao para X\ > A;
(ii) quando X\ — 0, uy — 0 em C1(Q).

Para isto, assumiremos aqui, sem perda de generalidade, que 0 € €2 e usaremos uma
versao generalizada do Teorema do Passo da Montanha, para um funcional modificado
Jy, para mostrar a existéncia de uma segunda solucdo de (Py). Usando (A2), sabemos
que existe K > 0 de tal forma que t — f(t) + Kt seja ndo-decrescente (ver Observagao

3.23), para todo t € R. Parax € Q e s € R, defina

f(s) + Ks, se s > u(x),
f(ZL’, 8) =
fu(x)) + Ku(z), ses < u(x)
e considere

F(x,s) = /OS f(x, t)dt

e o funcional Jy : Wy (Q) — R definido por

= 1 AK .
Ja(u) = N/Q]VU|N+T/Q]u\2—)\/QF(x,u).
72
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Definindo ¢ e I, como em e , segue que f(x,s) = g(z,s), para todo
s <u(x) e, portanto, I = J)\ no conjunto {ve Wol’N(Q); v <wem Q}. De forma analoga
a0 que fizemos na demonstracao do Lema |[3.22, é possivel obter § > 0 suficientemente
pequeno de modo que se v € C e |[v — uyllc < §, entdo v < W em 2. Assim, para
v € Wy (Q) N C proximo o bastante de uy em C, temos que I,(v) = Jy(v), ou seja, uy é
minimo local para j,\]c. Com argumentos similares aos do Lema , concluimos que wu)
é minimo local para Jy em W, ().

Por outro lado, se vy é ponto critico de Jy, entao vy é solucao da equacao
—Apnvy + AKvy = )\f(x, U,\)

e, portanto, por argumentos analogos aos da prova do Lema [3.22] concluimos que

vy € C1(Q), para algum v € (0,1), donde, pelo Principio de Comparacgao Forte (Lema

3.21)), obtemos que

vy >u  em (. (4.1)

Sendo B = {v € Wy M (Q);v > u em Q}, temos

Jls(v) = %/Q|WN+%K/QWP—A/Q?($,U)
_ %/Q|VU|N+&/]v|2—A//Uf(x,t)dt
- %/QNUVV = | - // H + Kt)d
- i/rwfw—/rvP—A/QFw—T/Q\vP
- /|W|N y [ Fo)

= Js(v) (4.2)

ou seja, Jy = J, em B. Como vy, é ponto critico de Jy e, por 1 , temos vy € B, segue

que vy é solucao de (Py).

4.1 Definicao e Propriedades de Sequéncias (PS)r,

Assumiremos, a menos de translacao de eixos, que 0 € €).
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Definigao 4.2 ([26]) Seja F C W,V (Q) fechado. Dizemos que wma sequéncia {u,} C
WyN(Q) é uma sequéncia Palais-Smale para Jy no nivel p em torno de F (ou,

simplesmente, sequéncia (PS)r,) se

lim dist(u,, F) =0, lim Jy(u,)=p e lim Hj/\,(un)HW—LNL =0.

n—oo n—o00 n—00 -1(Q)

Lema 4.3 Sejam F C Wy™N(Q) wm fechado e p € R. Se {u,} € WyN(Q) é uma
sequéncia (PS)r , para Jy, entio, a menos de subsequéncia, existe ug € Wol’N(Q) tal que
U, — ug em Wy (Q) e

lim [ Pz u,) = /Q Fla, uo).

n—o0 0

Prova: Sendo {u,} C W, ™(Q) uma sequéncia (PS)z, para Jy, temos as seguintes

relagoes quando n — oc:

| K )
—/|Vun|N+—/ |un|2—)\/F(x,un) — ptol)  (43)
N Q 2 Q Q

/\Vun]NQVun-V¢+)\K/un¢—)\/f(x,un)¢' < on(1)]|9], (4.4)
0 Q 0

para toda ¢ € Wy ().

Dividimos a demonstracao em duas etapas:

Etapa 1. sup ||lu,| < cc e sup/ fl,up)u, < .
n n Q

Provemos inicialmente que, dado € > 0, existe s. > 0 tal que

Ks? - ~
5 + F(x,s) <ef(x,s)s, paratodo |s| > s..

Com efeito, temos que

K2 - K2 s
—S—l-F(I,S) = —S—i—/ [z, t)dt
2 2 ),

K2 u(z) _ '~
— T+ i f(x,t)dt-i—/u(z)f(xat)dt
ke s Ks*  K(u(z))?
= ) + Kuwlatr) + [ g - 5
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Logo,
KQSZ + F(z,s) _ Ks? N F(s)
f(s)s + Ks? f(s)s+ Ks? = f(s)s+ Ks?
() + Kuo)lu(r) — Flu(r)) - 550"
f(s)s + Ks?
= X+Y+2Z7

E facil ver que

X —-0 quando s — oc. (4.5)

Além disso, pela Afirmacgao 1 do Lema [3.24] conclui-se que
Y -0 quando s = oo. (4.6)
Finalmente, como o numerador de Z nao depende de s, segue que

Z —0 quando s — oo. (4.7)

Assim, por (4.5)), (4.6) e (4.7)), obtemos que

Ks?> ~

TS + F(z,s)
li = 0.
oo f(s)s + K 52

Portanto, dado & > 0, existe s. > max{u(z);z € Q} > 0 tal que

Ks? =
TS + F(x,s)
735+ Ks? <e, paratodo s> s..

Como a propriedade ¢ claramente satisfeita para s < 0 e f(z,s)s = f(s)s + Ks?, para

s > u(x), temos que

Ks? - ~
- + F(x,s) <ef(z,s)s, para todo |s| > s,

como era desejado provar.
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Assim, usando (4.3)) juntamente com esta relagdo, obtemos

1 K )
—/ V¥ = ——/ [ + A/ Fa,tn) + p + 0a(1)
N Q 2 Q Q
K N
< —/ |un|2+A/F<m,un>+p+on<1>
2 Q Q
K K N
= — |un|2—|—— |un|2+/\/ F(x,u,)
2 Jjunl<sey 2 J{jun|zse} (Jun| <52}
+/\/ F(x,u,) + p + 0,(1)
{Jun]>s:}
AK K N
S 5 |un‘2+_ |Un|2+)‘/ F(ac,un)
2 Jjunl<sed 2 J{jun|zse} {Jun|<s2}
~ MK
+)\5/ [z, up)u, — — |un|2 +p+o,(1)
{Jun|>se} 2 Jjunl>se}
K 3 3
- |un|2—|—)\/ F(x,un)—l—)\e/ [z, up)u,
2 Jjunl<se} {Jun|<se} ftn| >
+p 4 0,(1)
< C.+ /\5/ F (@, un )y, (4.8)
Q

Agora, tomando ¢ = u,, em (4.4)), segue que

/|Vun\N—|—)\K/\un\z—)\/f(x,un)unz—on(l)HunH
Q Q Q

e, portanto,
A / Fl un)un < / V|V + AK / et + 00 (1) ] (4.9)
Q Q Q

Todavia, usando a imersao Wy (Q) < L*(Q) (Teorema (Rellich-Kondrachov)),

temos

[ 1wl ox [l = [ 9l 4 A
Q Q Q

< /|Vun|N+>\KO||unH2
Q

_ /|Vun|N+)\KC (/|Vun|N)
Q Q

< /|Vun|N—|—/\KO/|Vun|N
Q Q

— (1+)\KC)/|Vun|N
Q

_ CK/|Vun]N.
Q

2
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Logo, substituindo a desigualdade acima em (4.9)), podemos concluir que

)\/Qf(x,un)un gCK/Q|vun|N+on(1)||un|| (4.10)

e, consequentemente, utilizando a expressao (4.10) em (4.8)), obtemos

1
(N — 5CK) HunHN < Cp + €0, (1) ||un]|-

Assim,
NC. eN

n ]' nil-
1 — NeCg * 1—N60K0 ()llen
Tomando € < 1/(N + NCk), segue que eN/(1 — NeCk) < 1 e, portanto,

lun [ <

NC;
— NeCk

™ < + 0n (1) [Junll; (4.11)

de onde concluimos que {u,} é limitada ou, equivalentemente, que
sup ||un|| < 0.
n

Agora, de posse da limitagao de {u,}, para finalizar a prova da Etapa 1, basta utilizarmos

esta limitacdo na expressao (4.10) para concluir que

sup/ f(x,un)un < 00,
n Jo
como queriamos provar.
Desde que {u,} € W, (Q) é limitada, existe ug € Wy™(Q) tal que, a menos de
subsequéncia, u, — ug em W, ™ (Q).

n—oo n—oo

Etapa 2. lim f T, Uy) f z,up) e lim [ F(z,u,) = / F(x,up).
Q Q

Mostremos inicialmente que {f(z,u,)} ¢ uma familia equi-integravel em L'(). De

fato, dado € > 0, defina

He = sup ) ]f(x,s)],
:EEQ,|S\§£

onde C = sup,, Jo ]f(:c,un)un\ (observe que, devido a Etapa 1, C' < 00). Assim, tomando

39

5=
24’
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temos que, para qualquer £ C € tal que |E| <0,

r f(xaun)un s
[l < [ Mnmiel, 1F )
E Br{unl>28}  [Un] Br{funl<28}

8 ~

< — ; |f($’un)un’+ﬂs/ 1
2C J En{jun|>2C} Enflun|<2C}
I ~

< o [l e [ 1
C Ja E
8 ~

< —C+ul|FE
% pie| E|

< £, 5

S gty

= E£.

Logo, {f(x,un)} ¢ uma familia equi-integravel em L'(Q) e, portanto, pelo Teorema da

Convergéncia de Vitali (Teorema

lim f T, Uy) /f T, up), (4.12)

n—oo
ficando, dessa forma, provado a primeira parte da Etapa 2.

Para completarmos a demonstragao, lembre que

. K
F(z,s) < efl(x, S)S—TS
< ef(x,s)s, paratodo |s| > s., (4.13)

quaisquer que sejam ¢ > 0 e x € Q. Além disso, como [—s., s.] é compacto, segue que

F(z,-) e f(z,-) sdo limitadas em [—s., s.], donde garantimos a existéncia de Cy > 0 tal

que
F(x, s) < le(x,s)s, para todo s € [—s., s.|,z € Q. (4.14)
Logo, considerando C' = max{e, C; }, obtemos de (4.13)) e (4.14) que
f(x, s) < Cf(x,s)s, paratodose R,z e Q. (4.15)

Pela Etapa 1, sabemos que
/ f (@, un)uy, < oo.
Q

Assim, por 1) segue que {ﬁ(m,un)} ¢ uma sequéncia de funcoes mensuraveis em
L'(Q). Portanto, semelhantemente ao que fizemos na demonstragio de (3.14), pelo

Teorema [1.8] (Teorema de Vitali) concluimos que

lim | F(z,u,) = /Q F(z, up).

n—o0 0
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e o Lema [4.3| estd provado. [

4.2 O Nivel do Passo da Montanha

Comecemos esta secao mostrando a veracidade de um lema que usaremos mais adiante
para provarmos que Jy satisfaz a propriedade J,(uy + tv) — —oo quando t — oo, para

toda v € C(Q)\{0}, v > 0.
Lema 4.4 Para o > N, existem constantes positivas c; e co tais que, para todo s > 0,
F(s) > ¢187 — ca.

Prova: Para s = 0 o lema é facilmente demonstrado. Provemos para s > 0. Ja vimos
que da hipotese (A6) é possivel obtermos a condi¢ao (AR) (ver Observagao [3.26)). Assim,

para o > N, obtemos que

o que implica

Assim,

donde concluimos que

F<RU) o

F(s) > 7e S Ppara todo s > R,.

Portanto, tomando ¢; = F(R,)/RZ, temos que
F(s) > 187 > ¢187 —d, quaisquer que sejam s > R, e d > 0. (4.16)
Para s € [0, R,|, temos que
se%%g} F(s) e sg[%)iizé] 187

sdo atingidos. Consequentemente, para s € [0, R, |, existe co > 0 tal que

F(s)> min F(s) > max ¢18° —cy > ¢18° — ca. (4.17)

s€[0,Ro] s€[0,Ro]
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De (4.16]) e (4.17) obtemos o resultado. n

Provemos agora que J\, satisfaz a condicao j)\(uA + tv) — —oo quando t — oo, para

toda v € C(Q)\{0}, v > 0. De fato, lembrando que

B f(s) + Ks, se s > u(x),
f(l‘7 S) =
fu(@)) + Ku(z), se s <u(x),
segue que
F(z,s) = 05 fla,t)dt
/0 (Flule)) + Ku(x))d, se 5 < ulz),
= u(x) s
/0 (flu(e)) + Ku(x))dt + / O+ K0, se s > u(e),
[ (flu(x)) + Ku(2))s, se s < u(x),
= { (f(ul2) + Ku(@))u(z) + F(s) — Flu(z))
| K2 CRW@P
[ (f(u(@)) + Ku(x))s, se s < ulx),
| rweute) + TE ) pu) + B se s > uga),
ou seja,
P (f(u(w)) + Ku(x))s, se s < u(z), s
’ Flu(@)ulz) + (”2(‘”)) 4 F(s) — Flu(z)) + KTS se s > u(x),

Desta forma, sendo

A= {x e Qu(z)+tv(x) <u(z)}

B:={z € Qur(r) + to(x) > u(x)},

para v € C(2)\{0}, v > 0, temos que

- 1 AK
J)\(U)\—i-tU) = NHU)\—FM)HN—FT/|UA+tU‘2—>\/F<SC,U)\—|—tU)
Q Q

2N*1 2N71tN AK
< Sl \|UHN+T/Q|u,\|2+t)\K/Qu,\U

t*AK - -
+ /02—/F(x,u,\—I—tv)—/F(x,u,\—i-tv).
2 Ja A B
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Por (4.18])), sabemos que
/ F(IE,U)\—FtU) >0
A
e, portanto,
~ oN—1 QN4 AK
Jy(ur +tv) < ||uA||N+—\|uHN+—/ |uA|2+t)\K/u)\v
Q Q
t2/\K
/v —/ x,uy + tv)
oN-1 oN- 1tN
= Sl ol 2 [ 0k [ e
tQAK K(u(z))?
2 L {f@(@M@HM
2 Jq . 2
K (uy(z) + tv(x))?
+F(up(x) + tv(z)) — F(u(z)) + (A )2 v(@) } .
Como
K 2 K t 2
J R e e R
B B 2 B 2
obtemos que
~ oN—1 QN4 AK
I+ t0) < Sl + ol + 25 [ ol 0k [
AK
+ /v2+/F(g(x))—/F(u,\(x)—l—tv(x)).
2 Jo B B
Pelo Lema [4.4] para o > N, obtemos constantes ¢, ca > 0 tais que
~ N1 2N*1tN AK
Rtw) < Zfual¥ + Joll* + 555 [ s + 03K [ o
Q Q
t2>\K
/v —i—/ —cl/(uAthv)"—i-cg]Q]
B
oN-1 ON- 1tN
= S husl + I+ 2 [ ok [
t2AK i 4
v + ) + 2| —at <t +v>
= tNNHUAHN 2tN/|UA\2 UAU
)\ C2|Q|
tN 2/ +_/
et N/< +v> } (4.19)
g\t



Capitulo 4. Solucdo via Passo da Montanha 82

Sabemos que a tltima integral da expressao acima ¢ nao-negativa, isto é,
u g
/ (—/\ + v) > 0.
g\ 1

/(%—i—v) -+ 0  quando t — oo,
B

podemos concluir que a expressao entre colchetes de (4.19) converge & —oo e, portanto,

Se mostrarmos que

Jx(uy+tv) — —oco. Realmente, seja D := {z € B;v(z) > 0}. Quando t — oo, v°Xp — v°

q.t.p. em €2, pois B =D quando t — co. Assim, como

/(%—FU)(TZ/UU:/UU:/UU)Q,
B\t B D Q

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, segue que

/(ﬂ_i_v) E/UO’XC—>/U">O, quando t — oo,
B\t Q Q

como querfamos demonstrar. Logo, quando t — oo, Jy(uy + tv) — —o0.
Como u) é minimo local de Jy, consideremos Ry > 0 o raio da maior bola aberta em

Wol’N(Q) de centro em wuy, onde uy é minimo de .J, em tal bola, isto &,
Ry = max{R > 0; J\(uy) < Jr(v), para todo v € Wy (Q) tal que 0 < ||v — uy|| < R}.

Dessa forma, usando que Jy(uy 4 tv) — —o0, existe e := uy + tovy € {v € Wy (Q); ||v —
ur|| = Ro} tal que

J)\(e) < J)\(U,\).

Considere T' = {y € C([0, 1], Wy (2));7(0) = uy e (1) = €} e defina o nivel passo da
montanha por

po = inf sup Jr(1(1).
7€l te(0,1]

Assim, usando que Jy(uy) = Jx(7(0)) < SUDye(0,1] Jr(7(t)), para todo v € T, segue que
Ja(up) < inf sup Jy(v(t)) = po,
€T te(0,1]
ou seja,

A expressao (4.20) nos da duas possibilidades para o namero py: ou py = Jy(uy) ou

po > jA(u,\). No caso em que pg = j,\(u,\), a seguinte propriedade é satisfeita:
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Lema 4.5 Se py = jA(u,\), entao
| inf” Rj,\(v) = po, para todo R € (0, Ry).
v—uyl||=
Prova: Seja R € (0, Ry). Mostremos inicialmente que
inf  J\(v) < po.
o (0 < 0
Com efeito, para todo v € T', pelo Teorema do Valor Intermediario (Teorema , existe
t, € (0,1) tal que y(t,) € {||lv — us|| = R}. Entretanto,
sup L(v(1) = L(v(t,)) = inf Jy(v),
te(0,1) llv—uall
donde obtemos que

inf  Jy(v) < po,

lo—ur|=R
como queriamos inicialmente. Agora, suponha por absurdo que
inf  J\(v) < po.
[o—ux|=R
Dessa forma, obtemos, por hipotese, que

inf  Jy(v) < po = Ja(uy). (4.21)

lv—uxll=R
Entretanto, como R € (0,Ry) e uy é minimo de Jy em {|[v — u\|| < Ry}, segue, em

particular, que

JN)\(UA) < inf j)\(’U),

 lv-ual=R

o que contraria (4.21). Logo, concluimos que

inf  Jy(v) = po.
o P20 = o

Como R foi tomado arbitrariamente, segue o resultado. ]

Desejando garantir uma limitagao superior para pg, iremos considerar a sequéncia (¢,,)

de fungoes nao-negativas (ver [36]):

( _ 1
(logn)%, 0<|z| < —,
n
1 1 1
- og —
W@ =3 2 Lopl<a
WN_1 (10gn)N7 n - -
0 lz] > 1
\
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Proposicao 4.6 Sejam r > 0 tal que B, (0) C Q e
-

onla) = b (=)

Entio, ¢, € Wy™(Q), supp(én) € B,(0) e [[6n] = 1.

Prova: De fato, seja z € B,.(0). Dessa forma, temos que

(

<1ogn>% 0< o] < -
n
1 log
bula) = — Dy,
Wn-1 | (logn)~ no
0 |z| > 7.
\
Consequentemente, para cada n € N, temos que
(0. 0<lal<l
n
8¢n(9€) _ 1 : ZE2‘2, f < ‘iL" <r (422)
Ox; (wy_1logn)~ | |z n
0 x| >r

Assim, se % <z < r, obtemos que

al 1 1
Vo, = =
’ ¢ (l’)| (WN 110gn N (l - (|x|2> ) (wal 1Ogn)ﬁ |:L‘|

6al] = ( / |v¢n<w>|N)
1 1 ~
B (wN—llog”/;<|x<rW> . (423

Usando coordenadas esféricas, temos que

/ 1 / A / dp
—_—— = WN_ P = WN- PR
T <|a|<r |z |N ' L <p<r pN ' L<p<r P

1
/ v = wn-1[logr —log f] = wy_1[logr —logr + logn],
- n

L<a|<r ||

N

Logo,

z|~

donde
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ou seja,
1
—— = wn_1 logn.
/;'slmlsT ||V
Substituindo esta ultima expressdo em (4.23)), obtemos que ||¢,(x)| = 1. n

Vale a seguinte estimativa para o nimero pg:

Lema 4.7 py < Jy(uy) + ~ay .

Prova: Seja (d,,) uma sequéncia tal que 9,, > 0 e Bs, (0) C Q, para todon € Ne §,, — 0,

quando n — oo. Considerando

pela Proposicao segue que supp(¢,) C B;s,(0) e ||¢n]| = 1, para todo n € N.
Provaremos o lema por um argumento de contradicao. Entretanto, observe que para

provarmos que pg < Jy(uy) + %a%‘l, é suficiente mostrarmos que

~ - 1
sup Jy(uy + o) < Ja(uy) + Na%_l, para algum n € N.
£>0

Suponha, portanto, que para cada n € N, existe t,, > 0 tal que
~ ~ - 1
sup Jy(ux + tdn) =: Ja(ur + tnon) > Ja(un) + N&%_l. (4.24)
£>0
Afirmacao 1: {t,} ¢ limitada.
De fato, se {t,} nao fosse limitada, entao teriamos que JNA(U)\ + t,¢,) — —o0, quando

n — oo. Assim, para algum ng € N, deveriamos ter que

~ ~ 1
J)\(u/\ + tn0¢n0) < J)\(U)\) + Na%_lv

o que contraria (4.24). Logo, {t,} deve ser uma sequéncia limitada.

_ ~ N~ 2 on > N-1 On
Afirmagao 2: J)(uy +t,dn) < ==+ Ja(uy) +t:0 | —— | +t, " O | ———— |-
N (logn)? (log )"

Desde que

N
2

IV (uy + tgn) | = (IVur]* + 2tVua Ve, + 12| Vn|?) 2, (4.25)
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temos que

Q

2= =2~

(|VuA|2+2t VuyVo, + 2|Vé,[°) * +—/ |tndn + ux|?

A

\\@\

(LL', Zfn¢n + U)\)

| =

N
2

Q

= & | (V0 20V, cos B, + 195, )
K

_/‘tn¢n+UA|2 / (x7tn¢n+u)\>7

— = ,
onde 3, é o angulo entre Vuy e V¢,. Assim,

N
2

T 1 |V¢n| |v¢n|2
tntn = — N1+ 2t, L+ 12
IA(tndn + uy) N/Q|Vu,\| < + |Vu/\|cosﬁ + " Vs

K -
_/ |tn¢n + U)\|2 - )‘/ F(xvtngbn + ’LL)\).
Q Q
Agora, usando a inequacao
(1+t2+2tcosO)V?2 <14tV + Ntcos+C(E2+tV1), t>0

e considerando

Vsl

I

segue que

w2

~ 1 _ _
JA(tn¢n + u)x) = N / |VUA|N <1 + tn2 + 2ty COSBn)
Q
K 9 ~
+T |tn¢n + u>\| —A F(l‘, tn¢n + U)\)
Q Q

1 _ _ _ _ N—
N/ |Vauy [V <1+tnN+Ntncos,6n+C(tn2+tnN 1))
Q

IN

MK ~
+_/ |tn¢n —I—’LL>\|2 - /\/ F(ZL‘,thﬁn —i—U)\)
2 Q Q
= i/wu |N+ﬁ/|w R /|Vu IN2Vu Vo
N 0 A N 0 n n A A n

Ct2 tN 1
n / VN2 V|2 + / Vup |V N
Q

N
MK

+_/ |tn¢n+u>\|2_/\/F(xatngbn_’_uk)
2 Q Q

AK ~
| (tn¢n+uk)|N+_/ |tn¢n+u)\|2_A/F(x7tn¢n+uk)
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Como Vuy € L>®(Q) (pois uy € C19(Q), para algum 6 € (0,1)), obtemos que

CtQ tN 1
/ VN2 V|2 + / Vun| [Vl

_U(ti [vopea [ |v¢n|N—1),
Q Q

onde C' ¢ uma constante que depende de C' e de [|[Vuy||r<(@). Ou seja,

cty N-2 ., Ot N-1
P [ 1V 26, + e [ Vi)V,
=0 (8 [o[Voul” + 157" [ [VaV71) .
Portanto, usando que ||¢,| = 1, segue
T tN 1 N N-2
J)\(tngﬁn + U)\) < + = |VU)\| + i, |VU)\| VuVo,
NN o

+0 (ti/ \V¢n|2+t51/ |V¢nyN1)
Q Q

MK ~
+7/ |tn¢n+u)\|2_)‘/F<x7tn¢n+u>\)
0

_ b L [0l + 25 [ =2 [ P
= N N U U T, Uy

+0 (ti/ \V¢n|2+tfjl/ |V¢nyN1) +tn/ (Vuy |V 2Vuy Ve,

+/\/QF(qu+)\K/tuA¢n+—/t2¢ — / F(x,uy + thgn)

Q
_ N- N
= S d o (2] [1var s [lor] v i [ [wa)

—i—tn/ |Vu,\]N2Vu>\qu§n+)\/ﬁ(x,u,\)—i-/\K/tnu,\gzﬁn
Q Q Q

- /Q f(m, Uy + tndn).

Entretanto, como uy é solugao de (P)), temos que

/ IVuy |V 2VuyVe = / f(ux)e, para todo ¢ € Wy ™ (Q).
Q 0
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Em particular,

~ A\
J O < “n_ J 19) 721 \V4 n2 n2 7];[71 \V4 an)
tn ) < 2+ R +0 (8] [196+ [jon] +070 [ va

—)\/Q[f(:mm + o) — ﬁ(aﬁ, uy) — tn(f(ur) + Kuy)dy]

_ ﬁ T 2 2 2} N-1 N—l)
o R Y N R ey

)\ (/Q[ﬁ(x, Un + tndn) — F(z, 1) — to f (2, ux)bp]
+tn /Q[J?(I,UA) — flun) — KUA]%) : (4.26)

Mostremos agora que

~ N L
Ta(tan <ty %) i[ Ve ? ,ﬁ] (N1 vnN—1>.
Wt + 1) < 24 ) + 0 (2] [196,2+ [ 16,2+ [ 90,

Para isto, é suficiente provarmos que

/[ﬁ(x,uA + thn) — ﬁ(m,u)\) — tnf(x,u)\)qﬁn} + tn/[f(x,u,\) — f(uy) — Kuylo, > 0.
Q Q

De fato, como uy > wu (ver Afirmacao 1 da demonstragdo do Lema [3.22)), obtemos,
pela propria definicao de ]7, que

flx,uy) — f(uy) — Kuy = 0.

Além disso, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (Teorema [1.10)), temos que, para
algum 6 € (0,1),

ﬁ(xv uy + tn(bn) - ﬁ(l‘, u)\) - tnf(xa u)\)¢n = fN(ma uy + 9tn¢n)tn¢n - fN(l'a u)\)tn¢n

= [f(z,ur + 0t ¢n) — f(z,u))]|tndn
> 0,
pois f(z,-) é ndo-decrescente. Logo,
[Pl t06,) = P us) = Fou)ou] + 1 [ [Flus) = flun) = Kunlon 2 0
donde, de , conclui-se que

~ N
J n®n _i J O 37,|: vn2 n2:| 7]:[_1 vnN—1>’
o+ ) < 4 B +0 (2] [ 190+ [, ]+ [ 196,
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como era desejado.

Para completarmos a prova da Afirmacao 2, resta mostrarmos que

2|: n2 n2:| N—-1 an
il [ 190k [ o ttQ/w» ) ) .

- n—z +tflv_10 o N-1
(log n) ¥ (logn) "~

Com efeito, utilizando coordenadas polares (ver Teorema [1.13), observe que

/ |v¢n|N—1 — / |v¢n|N—1
Q 20 <[ <5n

e, de forma anéloga,
6N 2
Lo+ [ 16 < Crar
(logn)»
onde Cy 1, Cn 2 s@o constantes positivas que dependem de N. Assim, conclui-se (4.27) e,
consequentemente, a Afirmacao 2.

Usando a Afirmacdo 2 juntamente com (4.24) e o fato de {¢,} ser uma sequéncia

limitada (ver Afirmacao 1), obtemos que, para algum C > 0,

N~  N-1 on On
N >Nl S ], ¢>o. (4.28)
(logn)~  (logn)™~

Agora, pela definicao de ¢, isto é,

j;\(u)\ + tnqbn) = Stug) j:\(u)\ + t¢n>7
>

temos que

d ~
%J)\(UA + ton)|i=t, =0,

ou seja,

/ |V(’LL,\ + tn¢n)‘N72v(u/\ + tn¢n)v¢n + )\K/ u)\¢n = >\/ f(xa uy + tn¢n)¢n
Q Q Q
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Desta ultima expressao é facil concluirmos que, quando n — oo,

Q

Afirmacao 3: / F(,ux + tadn)dn = h(tadn(0))tadn(0)e2temY | para algum n > 0.
0

Realmente, sendo ¢, = minjg|<s, /» ur(x), segue que

~ _N_
/ f(l', uy + tn¢n)¢n > / h(tnqbn(O))¢n(0)6(0n+t"d)n(o)) Nt
Q {xeQ;|x|<dn/n}

5 N N
B (E> h(tnn (0)) @ (0)e!er Hinn OV (4.30)

Usando expansao em série de Taylor, segue, claramente, que

CnN ﬁ
U (tan(0) 7T,

Assim, usando (4.28)), o fato de que ¢, — ux(0) quando n — oo e que

(cn + tnﬁbn(o))% > (tnqﬁn(ﬂ))% +

3n(0) = 6,(0) = —75-(log )+,

WN_1
concluimos que existem constantes C, Ky > 0 tais que

N oN=2 On 1
(cn + tn0n(0)) 1 > N (1 - C ((lo;n)fv + (108 n)NN_1>> logn + Ky(logn)w~.
Tomando
B 1
(logn)*

e substituindo esta tltima expressao em (4.30), segue que, para algum n > 0,

1/N

N
 Fin - tuonion. (é) Bt 80 (0)) 5, (0)¢ o8 108
Q n(logn)~

1 1N
= h(tn®n(0))td, (0)eo8™
I logn (09 (0))tndn(0)e

> (60 (0))tnn(0)e0am Y

o que prova a Afirmacao 3.

Pela Hipotese (A5), vemos que
h(tn¢n(0))tn¢n(0)em — 00 quando n — oo.
Portanto, pela Afirmacao 3, temos que
/Qf(L Uy + tyon)pn — 00 quando n — oo. (4.31)

De (4.29)) e (4.31) obtemos a contradigao esperada, concluindo a prova do Lema [
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4.3 Existéncia de Solugao para (Py), A € (0,A), via Passo
da Montanha

Nosso objetivo, agora, serd mostrar a existéncia de uma segunda solu¢ao para (P,),
A € (0,A). Para isto, iremos utilizar o Principio de Concentracao de Compacidade de
P.-L. Lions visto no Capitulo 2l Mais precisamente, iremos utilizar o Teorema [2.16|

Relembremos tal resultado:

Teorema 4.8 (P.-L. Lions) Sejam N > 2 e Q um subconjunto aberto e limitado de RY .
Se {up,} € Wy (Q) e w e Wy™N(Q) sdo tais que

]l <1, wp —u em WeN(Q) e u, = u q.t.p. em Wy (Q),

entdo, para todo

1
p< 1
(1= fluf[¥)~=r
temos que
N
sup/ eponlunl M1 o, (4.32)
n Jo

Agora, lembrando de (4.20) que po > Jy(uy), consideraremos

F=WyN(Q), sepo> Ja(uy) (4.33)
e
1,N RO 7
F = {U e Wy (Q); v — uy|| = 7} . se po = Ja(uy). (4.34)

Lema 4.9 Seja uy o minimo local para j,\ obtido no Lema . Entao, (P\) admite

outra solugio vy € Wy ().

Prova: Pelo Teorema existe {v,} C Wy (Q) uma sequéncia (PS)z,,,. Entdo, pelo

Lema existe vy tal que

— oy em WyN(Q) (4.35)

/fxvn —>/f:cm (4.36)
e

F(x,v,) —>/ (z,vy). (4.37)
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Como v, — vy em W,V (Q), segue que ||Jv,|| < C, para algum C' > 0. Além disso,

|loal] < liminf, .« [|vn]] < C. Dessa forma, temos que

N MK
Do) =l + 5 [P =x [ P

1 N
liminf—||vn||N+liminf< / ]vn|2) + lim inf (—)\/ F(:v,vn)>
n—oo N n—00 n—00 Q
o 1 N . AK 9 ~
imint (gl + 55 [ o2 [ o)

= liminf J)(v,)

n—o0

IN

IN

= Hvlﬁlgfc Jr(v). (4.38)

Como [|v,]| < C, obtemos que infj,<c Jx(v) < Jy(v)) e, portanto, que vy & ponto critico
de J,. Consequentemente, como j& foi abservado no inicio deste capitulo, vy é solucao
de (Py). Resta entdo provarmos que vy # uy. A prova serd por contradi¢io e, para isto,

iremos considerar dois casos:

Caso 1. py = j)\(U)\) e Uy = Uy.

Lembremos de (4.34) que, para py = jA(uA),

R
F = {v € WOI’N(Q); lv —uy|| = 70}

Além disso, observe que

I(ur) = po

= hm Ja(vn)  (pois (vn) é uma sequéncia (PS)r ,,)

_ Ny 2

_ JE&( /mny /wn\ / Pz, Un))
1

= — lim ]VUn|N+ — hm |vn|2 Aim [ F(z,v,)
N n—oco n—00
1

= ) 1m/]Vun|N /|u)\|2 / F(z, u)\)
1

= [ ve +JA(uA)—N/Q|VuA|N,

donde

lim/|an]N:/|Vu>\|N,
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. 1.N . . . .
ou seja, v, — uy fortemente em Wy (Q2). Todavia, tal fato ndo poderia ocorrer, pois, se

{v,} é uma sequéncia (PS)r ,,, entdo
lim ||v, — fol| =0, para algum f, € F.
n—oo

Mas, se fy € F,
R
Ifo =l = 22

e, consequentemente,

lim {jo, —ual] > lim (|| fo = uall = [lvn = foll)
n—oo n—oo

= lim [|fo —wl| = lim [lv, — fol
n—00 n—00

Ry
2
> 0,

. < LN .
donde concluimos que {v,} nao converge forte para u, em Wy (£2), como querfamos

demonstrar.

Caso 2. pg > j,\(uA) e Uy = Uy.

Mostremos inicialmente que

/ f(xavn)vn — / .];(ZE,UJ)\)IL)\.
Q Q
De fato, pelo Lema temos que

~ 1 _
Po < J)\(U)\) + Noz% 1

Portanto, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que
0< (po— ()1 +9)¥" < va¥
Como {v,} ¢ uma sequéncia (PS)r,,, temos
Jim () =

e, consequentemente,

~ K
lim [jv,||Y = N (lim (/\/ F(z,v,) — )\—/ |vn|2> —f—po).
n—o00 n—o00 Q 2 Q

(4.39)

(4.40)

(4.41)
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Agora, considerando

~ AK
Bo ::)\/F(m,u,\)—T/ ]uA\Q
Q Q

e usando que v, — vy = uy, de (4.41]), obtemos

T [l ]¥ = N (5 + po). (4.42)
Consequentemente,
Un U

loall ~ (N (Bo + po)'/

e, portanto, escolhendo

[Juall Y )_Nl
lape(1— 0T ,
P ( N(Bo + po)

pelo Teorema [4.§] (P.-L. Lions), segue que

_N_
sup/epaN(llZZl)N_ < oo. (4.43)
0

n

Afirmagao: Existe ¢ > 1 tal que / |f (2, 0n)0p]? < 0.
0

Com efeito, observe inicialmente que

) 1 | .
po < Jxa(uy) +Na% Y= op < NHUAHN—ﬁmL Na% !
N(po+ Bo) < oy "+ luall¥

N-1
AN

1<
N(po + Bo) — luallV
Oéxle(Po + Bo)

N(po + Bo) = [luall¥
N-1

o}
= N(po+ﬁo)<1N—

4

= N(po+ po) <

[lullV
N(Bo+po)

Assim, como ||v, || — N(po + Bo), segue, para n suficientemente grande, que

an
—.
<1_ luall™ )ﬁ
N(Bo+po)

Assim, para 3,q > 1 proximos o suficiente de 1, temos

N
[[on[| 7T <

N a
Ballva|| ¥ < . (4.44)

(1_ uall™ )m
N(Bo+po)
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Por outro lado, para s < u(zx), obtemos

fx,8)s = [f(u(x)) + Ku(z)]s < [f(u(z)) + Ku(z)u(z) < Cy

e, para s > u(x), pelo Corolario [3.11} segue que

N

f(x,8)s = [f(s) + Ks]s < Coe® " s + K52,
Logo, para todo s € R e todo z € ,

B N
|f(x,8)s] < Cy + CoellsIN = 4 Ks?,

donde
/\f(x,vn)vm <c, {CﬂQHK/ \vn|2q+C’2/eﬁq”"N_1} (4.45)
Q Q Q

Pela imersdo de Sobolev Wy () < L*(Q), para todo 1 < s < 0o, obtemos

/ v, |?? < o0. (4.46)
Q

N N _N_

N N1 (vl \N—T
/eﬁqlvan —/eﬁq"”"”N )
(o) Q

Além disso,

Assim, tomando

N
_ Byllva|[¥T
pP=———
an
por (4.44), temos
1
p <

1
(1_ luall™ )W
N(Bo+po)

e, portanto, por (4.43)),
N
/ Pl < o0 (4.47)
Q

Logo, usando (4.46) e (4.47) em (4.45)), obtemos que

/ [, 0n)val < 0,
Q

como tinhamos afirmado.

Assim, como ¢ > 1, temos que L4(Q) — L'(Q), e, portanto, {f(x,vn)vn} ¢ uma
sequéncia de funcoes em L'(Q) que converge q.t.p. para f(z,uy)uy. Logo, pelo Teorema

de Vitali, concluimos, de forma anéaloga a (3.14) e (4.12)), a veracidade de (4.39).



Capitulo 4. Solucdo via Passo da Montanha 96

Para finalizar, note que

- [- 1~
po = lim |:J)\(Un)_NJ>\ (vn)vn}

_ nlggo[ /fa:vn n—A/F(@“”n) %/&;Uz}

= %/f(:z:,uA)u,\—)\/QF(x,u)\)+W/ﬂu?\

1 ~/
= JA(UA) - NJ,\ (U,\) Ux

= j;\(uA%

contrariando o fato de py > j,\(u,\) Como a suposicao u) = v, gera uma contradi¢ao

tanto no Caso 1 como no Caso 2, segue que uy # vy, provando, assim, o que queriamos. =

4.4 Prova do Teorema

Prova do Teorema [4.1; O item (i) segue diretamente do Teorema[3.8/e do Lema [1.9]
Quanto ao item (i), desde que [|uy|] — 0 quando A — 0, pela imersao compacta

WHN(Q) < LYN(Q) (Teorema , obtemos que uy — 0 em LN(Q) e % — 0,

i =1,..,N, em LY(Q). Logo, uy — 0 q.t.p. em Q e ‘Z% — 0,7 =1,....,N, q.t.p.
em 2. Como uy e gﬂ sdo continuas (pois C1?(Q) — C'(Q) (Teorema |1.20)), segue que
uy — 0e ‘91“ — 0 pontualmente em Q. Sendo Q compacto, entao tais convergéncias sao

uniformes e, portanto, uy — 0 em C'(Q). [



Apéndice A
Estudo do Funcional Associado a (Py)

Neste apéndice, nosso objetivo é obter a formulagdo variacional do problema (P)),

abordado nos Capitulos [3] e [4] ou seja,

—Anyu = Af(u), em
u > 0, em Q (Py)
u = 0, sobre (),

onde Ayu = div(|Vu|V2Vu) ¢ o operador N —laplaciano.
Antes, definamos e enunciemos alguns conceitos importantes para o estudo do

funcional associado a (P).

Definicao A.1 Considere um funcional I : E — R, onde E € um espaco de Banach. O
funcional 1 € dito Fréchet diferencidvel (ou, simplesmente, diferencidvel) em u € E se
existir um funcional linear continuo I'(u) : E — R verificando

R (DR L

0.
lpll—0 ¢l

Dizemos que o funcional I € de classe C'(E) se a derwada de Fréchet I' de I existir e

for continua.

Definicao A.2 Sejam E um espaco de Banach, [ : E — R e u € E. Dizemos que I
¢ Gateaur diferencidvel em u € E ao longo de h € E, se existir um funcional linear

continuo If.(u) : E — R tal que

lim I(u+th) — I(u) _ IL(w)h.
t—0 t

97
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Observacao A.3 Note que se I ¢ Fréchet diferencidvel em uw € E, entao I é Gateaux

diferencidvel em u e a derivada de Gdteauxr de I coincide com a derivada de Fréchet de

I, ou seja,

It (u)v = I'(u)v,  para todov € E.

Teorema A.4 ([29], Proposi¢ao 13.4, p. 54) Sejam E um espago vetorial normado,

I: E — R um funcional. Suponha que I é Gdteaux diferencidvel em todos os pontos de

E e que a derivada de Gateaur If, de I é continua. Entao, I € Fréchet diferencidvel e,

portanto, I é de classe C' em E.

Agora, para obtermos a formulagao variacional desejada, fagamos o seguinte:

Multiplicando o problema (Py) por uma fungao teste ¢ € C2°(2), obtemos

o9 ou
=D 5 (VU )6 = Af(w)g
i=1 '

e, integrando em (2,

/i (Va0 = [ fwo.

Entretanto, temos que

Y9 au
_/szlaxz |N2 Z/

( u|N—2%) "

(A.1)

e, usando integragao por partes (Teorema [1.12]) juntamente com o fato de ser u = 0 sobre

01, obtemos

Yoo , Ou al 9
_Z,Zl/gﬁxi (|VU|N 23_1’) ¢_Z/ (|V s 2(% ) Ox;

=1

Logo,

0 O vp Ou 00

- /QZaxiuw )t = 2 / (|Vu| o) o
N

o 0u\ 0¢

= / |Vu[N 2VuVeé.
0

(A.2)
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Portanto, substituindo em (A1), segue que

/Q |Vul" 2VuVe — )\/Qf(u)qb =0, paratodo ¢ € CX(Q).
Por densidade, obtemos

/Q |VuN2VuVe — /\/Qf(u)qb =0, paratodo ¢ e Wy N(Q).
Dessa forma, definamos o funcional Jy : Wy (Q) — R por

Ta(u) = %/Q|VU|N—)\/QF(U),
onde F(u) = [ f(t)dt.

A seguinte proposicao é o principal resultade deste apéndice.

Proposicao A.5 O funcional Jy é de classe C* em Wol’N(Q), com derivada de Fréchet

dada por
Ji(u)p = / ]Vu]N_ZVquﬁ — )\/ f(u)p, para todo ¢ € Wol’N(Q).
Q Q

Esta proposicao serd demonstrada no fim deste apéndice e sua prova serd baseada nos

seguintes resultados:
Lema A.6 Sep € [2,00), entdo
127722 = Jy|P"2yl < Blz = yl(|z[ + 1y))"2,  para algum B € R e para todo y, z € RY.

Prova: Observe inicialmente que o caso p = 2 é imediato. Provemos o caso p > 2. Para

isto, consideremos a funcao g : [0,1] — R¥ definida por

gt) =ly+tz—y)P 2y +tz—y), p>2

E sabido que 1
1f(1) = f(0)] < / | F/(8)|dt.
0

Além disso, para t € [0, 1], vale que

ly+t(z—y)| < |yl +tlz =yl < |yl + |z —yl < |yl + 2] + |y| < 2(]2] + [y]).
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Logo,
2722 — [y[P~?y]
1
< \z—y\/ ly+ t(z — y)[P2dt
0
1
+(p—2)lz—y|/ ly+tz— )P Yy +t(z —y)(y+tz —y))|dt
0
1
—(p—1)z—y / ly + t(z — y) P2t
0

1
< (- Dl = ol [ (el + )
0
=22"2(p = 1)|z — yl(l=| + [y])*~2.
Assim, tomando 3 = 2P~2(p — 1), obtemos
1217722 — |y~ yl < 2072 (p — D)z = yl(|2] + )"~ = Blz — yl(=] + [y,

como queriamos demonstrar. [

Lema A.7 O funcional Jy1 : Wy (Q) — R, definido por Jy1(u) = ||ul|N € de classe C"!
em Wy N (Q) e, para toda ¢ € Wy (Q),

S5 (u)p = N/ |VulV 1 VuVe.
Q

Prova: Observe que Jy; estd bem definido, pois corresponde a norma do espaco de
Sobolev WOI’N(Q). Iremos utilizar o Teorema para garantirmos que Jy; € de classe
C! em Wol’N(Q). Para isto, precisamos provar que Jy; é Gateaux diferencivel e que a
derivada de Gateaux J} ; o ¢ continua.

Afirmacao 1: J,; é Gateaux diferenciavel

De fato, sejam u, ¢ € W, (Q). Definindo

g = (0,1) - R
t = gt)=|Vu+tVe|",

temos que ¢ é diferenciavel e, portanto, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange

(Teorema [1.10)), existe to € (0,1) tal que

g(t) — g(0) = ¢'(to)t, (A.3)
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com ty = et, para algum ¢ € (0,1). Notemos que

g@t) = % <Z(ul’z +t¢x1)2>

=1
N-—2

N N T2 N
= 5 (;(u + t%)?) (; s, + e, ) O,
= N|Vu+tVe|N2(Vu+tVe)Ve. (A.4)

Assim, por (A.3), obtemos que

[Vu+tVelV — |Vu|Y|

m = N|Vu+etVo|V2|(Vu + etVo) Ve

N(IVul + Vo) (| Vul + Vo)) Vel
= N(Vul + Vo))" [Vl.

IN

Usando a desigualdade de Hélder, com 1/N + (N — 1)/N = 1, obtemos

1

N/Q(\VuIHWDN‘WW\ < N(/(\vmﬂwﬂ ) (/|V¢\N)N

< 00.

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (A.4)), temos

lim J,\’l(u+t¢) — JM(u) B ‘VU+15V¢‘N ’VU’N
t—0 t - t~>0 t
= hm/ N|Vu +etVo|N2(Vu + etVe) Ve
= N / IVu[N2VuVé.
Q
Escrevendo

Ty o) = lim 22810 = Tra(w)

t—0 t ’

temos que J} | 5(u) : Wy N (Q) — R ¢ linear e limitado, pois
[S1c(@el < Nlul| Vo], paratodo ¢ € Wy™(Q).

Assim, Jy; é Gateaux diferenciavel, como tinhamos afirmado.
Afirmacgao 2: A derivada de Gateaux J; ; , de Jy; é continua.

Com efeito, consideremos o espaco

N
x=T[Lv ()
1=1
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munido da norma

N w
V]2 = (Z [l zﬁ) ;=) € XL
Definamos a aplicagao

h=(hi,...hn) : WyN(Q) — X
u = h(u) = |VulN2Vu.

Esta aplicacao estd bem definida e é limitada, isto é, aplica conjuntos limitados de

W&’N(Q) em conjuntos limitados de X. De fato, para i =1,..., N, temos

N
v N __ N
< [ 1vul = )™

Provemos agora que h é continua. Realmente, pela equivaléncia de normas em RY,

N

)5 = \w e 2

2

podemos encontrar C'; > 0 tal que, para toda v € X,

MET <6 [ pie.
Como N > 2, para u,v € Wol’N(Q), pelo Lema temos que
N N
1h(u) =R(v)[lx™ < G /Q [(u) = h(v)[¥=T
N
— 01/ |[Vu|N 2V — V| N2V ¥

< Gy / [V — Vo V1 (|Vu] + [Vol) 712,

Desde que |[Vu — Vo|5-1 € L¥N=1Q) e (|Vu| + |Vo|) 102 e LOV-D/V=2)(Q) (no caso
em que N =2, (|Vu|+ |Vv\)% N=2 — 1 € L~(Q)), pela Desigualdade de Hélder, segue

que

N

1h(u) = h(v)| ¥~

<ot ([ |Vu—Vv|NN—1<N-”> (v i)

—: Coyllu — o] ¥ |||V + [Vl | 5,

2
v

—1

Z
Z

onde C5 é uma constante positiva que independe de u e v. Agora, pela Desigualdade de

Minkowski, obtemos que

N - .
1h(u) — R T < Callu — v 71 (| Vully + Vol lx) ¥
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Assim,

o) = Bl < Cy Jlu = vl (lull + o)™

donde concluimos a continuidade de h.
De posse da continuidade de h, para mostrarmos que J} ; - € continua, basta provarmos
que

131,600 = To1 (0l 1. ) < CUAC) = )]

onde C' & uma constante positiva que independe de u, v € Wy ().

De fato,

|(J§\’17G(u) — J;7170(U)> ~w| N / |VulY 2VuVw —/ |VU|N_2VUVUJ‘
Q Q

IA

N/ |(IVu[NVu — | Vo[ Y 72V0) | [V

_ N/|h o[V,

Pela desigualdade de Holder e pela equivaléncia de normas em RV, segue que

(o) = Topo@)) -] < N( / \h(u)—h(v)\w”l)%l ( / \Vw|N)

N-1

2|~

N

DN (ZHM(U) _hi(U)HNN1> IVwllx

= DN|h(u) = h(v)|x]lw]-

IN

=

Tomando C' = DN, segue que, para todo u,v € WOI’N(Q),

|(Jra(w) = T3 16(0) - w| < Cllh(u) = h(v)||x[lw],

donde

15 16(0) = ety ) < CllRW) = h) L,

como era desejado provar. Logo, J3 | o é continuo.
Pelas Afirmacoes 1 e 2 e pelo Teorema [A.4] concluimos que o funcional Jy; ¢ de classe

Cem W, N (Q). ]

Corolario A.8 O funcional Jys : Wy (Q) — R definido por

1
alu) =
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¢ de classe C' em WOI’N(Q) e, para toda ¢ € WOI’N(Q);
B = [ [vul**vuve
Q
Lema A.9 O funcional Jys: Wy (Q) = R definido por
Agmzvfﬂm
Q
¢ de classe C' em WOI’N(Q) e, para toda ¢ € WOLN(Q);

me¢:LﬂM¢

Prova: Com o intuito de utilizarmos novamente o Teorema mostremos inicialmente
que Jy 3 ¢ Gateaux diferenciavel. Com efeito, sejam u,v € Wy (Q),z € Qe 0 <t < 1.
Entao,

Jrs(u+tv) — Jys(u) = /Q[F(u + tv) — F(u)].

Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (Teorema [1.10)), existe 6 € [0,1] tal que

/Q[F(u—l—tv)—F(u)} = /QF’(u+¢9tv)tv

- Lf@+%@w

Assim,
J tv) — J
/\3(U+ U )\3 /fu+9ty para algum9€ [071]7
donde
t
lim Da(uttv) = DHa(w) _ l1m/ flu+ 6tv)v (A.5)
t—0 t

Mostremos que podemos comutar o limite com a integral na expressao acima. De fato,
observe inicialmente que u 4+ 6tv — u q.t.p. em  quando ¢t — 0 e, pelo fato de f ser
continua, temos que

flu+0tv)v — f(uw)v q.t.p. em Q. (A.6)

Como f é uma ndo-linearidade com crescimento critico no infinito em Sy = 1 (ver
Definicao e Observacao , pelo Corolério é possivel obtermos constantes C' > 0

e £ > 1 tais que

N

[f(s)] < €I (A7)
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Agora, como ||u+0tv—ul| = 0t||v|| — 0, quando ¢t — 0, segue que u+ 0tv — u fortemente
em W(}’N(Q), quando t — 0. Assim, existe g € Wol’N(Q) (veja, por exemplo, Proposicdo
1 de [20]) tal que

|u+6tv]| < g q.t.p. em Q. (A.8)

Portanto, por (A.7) e (A.8)), segue que

[f(u+6tv)o| < [f(u+0tv)||v]

C ﬁ\u—&-@tv\%
€ |v]

IN

N

CeT .

IA

N

Pela desigualdade de Trudinger-Moser (Teorema , temos que Ce®9" ' |v| € LY(Q),
donde, juntamente com (A.6), nos possibilita usarmos o Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue em (A.5)) para concluirmos que

lim J>\3(u—|—t1) J)\g /f

t—0

O lado direito da expressao acima é claramente linear e, além disso, limitado, pois, usando

a desigualdade de Holder, temos

1 1
o] < / £l < NF@l el com 42 =1

Agora, pela desigualdade de Trudinger-Moser e pela imersao de Sobolev Wol’N(Q) —
L1(Q) para todo g € [1,00) (Teorema [1.17)), obtemos

\ | st

Portanto, J) 3 ¢ Gateaux diferenciavel e, para toda ¢ € W&’N(Q), a derivada de Gateaux

Jysc(u) em u € W, N (Q) e dada por

T (1) = /Q f(u)o

Mostremos agora que a derivada de Gateaux J3 5 de Jy 3 é continua. Realmente, seja

< Cllo]]

{u,} € WY () uma sequéncia tal que u, — u € Wy'™ (Q). Assim,

173 5.6(un) = g @l 10 sup UW@—f@D¢

wNEHO) 9]

sup/\ (un) — f(u)) 6]

o
< Ollf (un) = fW)lrl[ s,

IN
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onde na tltima passagem utilizamos a desigualdade de Holder com 1/r+1/s = 1. Agora,

pelas imersdes de Sobolev, obtemos

173 s.0(un) = sl op < Cllf(un) = fu)llr,

de onde, utilizando novamente a desigualdade de Trudinger-Moser e procedendo de forma

analoga aos célculos feitos anteriormente, obtemos que

5 3:(0m) = Toa 60l 1.8y g =0, quando n = oo.

Portanto, J) 3 5 ¢ continuo e, assim, pelo Teorema segue que Jy3 € C’l(WOl’N(Q)),

com derivada de Fréchet dada por

Tl g(u) = / f(w)o

como queriamos demonstrar. [

Prova do Proposigao Do Corolario e do Lema obtemos que os funcionais
Jaz : WoN(Q) = Re Jys: Wy () = R, definidos por

1
Ta(w) = llel¥

Inalu) = | P

sao de classe C! em Wol’N(Q), com derivadas de Fréchet dadas por

T o(u)p = / VN 2Vuve

T} 5(u)6 = / F(w)o

Como Jy = Jyo — Ay 3, segue que J, é de classe C' em W(}’N(Q), com derivada de

Fréchet dada por

J/'\(u)(b = J,\z u)p — )‘JA?,()

= /qu|N VuVe — /\/f

para toda ¢ € Wy (). |
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