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RESUMO

A geometria diferencial passou a ser uma ferramenta fundamental na fı́sica com o surgi-

mento da relatividade geral. Em particular, destacamos sua importância na investigação das

chamadas teorias de imersão do espaço-tempo. Neste trabalho analisamos dois grandes for-

malismos fundamentados de forma direta ou indireta na teoria de imersões: o teorema de

Campbell-Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral. Tendo como princi-

pal objetivo traçar um paralelo entre esses dois formalismos, estudamos, nesta dissertação,

o problema de valor inicial (pvi) para a relatividade geral mostrando que além de admitir

a formulação de pvi, a mesma é bem posta. Ademais, aplicamos este formalismo para o

caso de uma métrica do tipo Friedmann-Robertson-Walker em (3+1). Estudamos também o

teorema de Campbell-Magaard e sua extensão para o espaço-tempo de Einstein e aplicamos

este teorema para uma métrica do tipo de Sitter em (2+1).

Palavras-chave: Teorias de imersões. Equações diferenciais parciais. Folheações do espaço-tempo.

Problema de Cauchy. Teorema de Campbell-Magaard



ABSTRACT

After the formulation of general relativity differential geometry has become an increasing

important tool in theoretical physics. This is even more clear in the investigation of the

so-called embedding space-time theories. In this work we focus our attention in the Cauchy

problem. These have played a crucial role in our understanding of the mathematical struc-

ture of general relativity and embedding theories. We investigate the similarities and diffe-

rences between the two approaches. We also study an extension of the Campbell-Magaard

theorem and give two examples of both formalisms.

Keywords: Embedding theory. Differential partial equations. Space-time foliations. Cauchy problem.

Campbell-Magaard theorem.
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CAPÍTULO 4 – O PROBLEMA DE CAUCHY 44

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.2 O problema de Cauchy na fı́sica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.3 O problema de Cauchy na relatividade geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3.1 Relações de Gauss-Codazzi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4.3.2 Equações de vı́nculo e evolução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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APÊNDICE A – ESTRUTURA CAUSAL DO ESPAÇO-TEMPO 97
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Capı́tulo 1
INTRODUÇÃO

“O Grande Arquiteto do Universo agora se mostra como um matemático puro.”
(J.H.JEANS,1930)

O conceito de imersão sempre esteve presente de forma direta ou indireta no universo ma-

temático. Desde os primórdios da geometria diferencial clássica, a definição usual de superfı́cie

regular supõe que a superfı́cie está imersa em um espaço ambiente euclidiano, o R3. Com a

introdução do conceito de variedade diferenciável riemanniana, formulado por Riemann em

1850, o estudo de imersões ganhou um novo aspecto, iniciando uma busca pela possibilidade

de imersão desses espaços abstratos em espaços euclidianos de dimensões maiores do que 3.

A primeira resposta a essa investigação foi dada, na forma de conjectura, por Schläfli [1]

em 1873. Schläfli conjecturou que qualquer variedade riemanniana de dimensão n, com métrica

positiva definida, poderia ser imersa, localmente, em um espaço euclidiano N-dimensional, com

N = n(n+ 1)/2. A demonstração da conjectura de Schläfli veio somente em 1926 através do

trabalho de Janet [2] e do trabalho de Cartan [3], em 1927, que utilizando métodos diferentes

provaram a conjectura de Schläfli que passou a ser conhecida desde então como teorema de

Janet-Cartan.

É sabido que a teoria gravitacional relativı́stica tem uma descrição do espaço-tempo em

termos de uma variedade semi-riemanniana, onde a condição sobre a métrica de ser positiva-

definida é subtituı́da pela condição de ser lorentziana. Visando a aplicação destes espaços, Fri-

edman [41], em 1961, estendeu o teorema de Janet-Cartan para variedades semi-riemannianas.

O teorema de Janet-Cartan e outros resultados da teoria de imersões que surgiram posteri-

ormente tratavam apenas o caso de imersões locais, em outras palavras, considera-se a imersão

de um subconjunto aberto, simplesmente conexo que corresponde à vizinhança de um dado

ponto p da variedade riemanniana ou semi-riemanniana a ser imersa. O problema de conside-

rar uma imersão global da variedade Mn como um todo num espaço ambiente euclidiano de
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dimensão N é um problema bastante complexo, e foi abordado elegantemente por John Nash

[42] em 1956. Neste trabalho Nash obteve dois resultados fundamentais: o primeiro resultado

é que se a variedade imersa for compacta, então, o número de dimensões do espaço imer-

sor é N = n(3n+ 11)/2; o segundo resultado é que se a variedade imersa não for compacta,

então, N = n(n+1)(3n+11)/2. O resultado obtido por Nash foi estendido posteriormente para

espaços semi-riemannianos no trabalho de C. Clarke [43] em 1970.

A teoria da relatividade geral, além de trazer inúmeras inovações no que diz respeito a con-

ceitos como espaço-tempo, incluiu a geometria diferencial como uma ferramenta fundamental

no estudo de teorias modernas da fı́sica. Na fı́sica, o conceito de imersão foi introduzido pe-

las chamadas teorias de imersões do espaço-tempo. O que caracteriza uma teoria de imersão

é o fato de considerar o nosso universo quadridimensional imerso em uma variedade com um

número de dimensões superior a quatro.

A ideia de adicionar uma coordenada extra ao universo quadrimensional surgiu no traba-

lho pouco conhecido do fı́sico finlandês Gunnar Nordström, publicado em 1914 [44]. Nordströn

trabalhava juntamente com Mie numa formulação relativista de uma teoria escalar da gravitação

no espaço-tempo de Minkowski. Naquela ocasião, Nordströn percebeu que o postulado de uma

coordenada extra acarretaria na possibilidade de unificar o campo gravitacional com o eletro-

magnetismo. Motivadas por essa ideia de unificação da gravitação com o eletromagnetismo,

estava aberta a janela para teorias multi-dimensionais na fı́sica.

Pouco tempo depois da formulação da teoria da relatividade geral, Theodor Kaluza, em

1919 [13], com o mesmo intuito de Nordströn postulou a ideia de uma dimensão extra tendo

agora como base a teoria gravitacional de Einstein. De maneira engenhosa, Kaluza mostrou

que o espaço-tempo pentadimensional, onde se introduziu novos graus de liberdade represen-

tadas pelas componentes extras do tensor métrico, reproduzia simultaneamente as equações de

Einstein e as equações do eletromagnetismo.

A proposta de Kaluza dividiu opiniões no meio fı́sico onde a principal razão para a não

aceitação era o fato de que a quinta dimensão era inobservada e aparentemente não havia ne-

nhuma perpectiva de detecção experimental. Além do postulado de uma dimensão extra a teoria

de Kaluza admitia também a hipótese de que os campos métricos não dependiam da coordenada

associada a tal dimensão extra. O caráter ad hoc dessa condição, que posteriormente recebeu o

nome de condição cilı́ndrica , também contribuiu de forma negativa para a aceitação da teoria

de Kaluza.

O problema do caráter ad hoc da condição cilı́ndrica foi solucionada por Oscar Klein em

1926 [14]. A condição cilı́ndrica foi substituı́da pela condição de compacidade, onde atribuiu-
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se à quinta dimensão a topologia de um cı́rculo ou compacta, cujo raio extremamente pequeno

explicaria a impossibilidade de detecção da dimensão extra.

No inı́cio dos anos noventa, o astrofı́sico inglês Paul Wesson, juntamente com outros cola-

boradores, desenvolveu uma teoria também em cinco dimensões conhecida na literatura como

teoria da matéria induzida. Wesson modificou a teoria de Kaluza-Klein abrindo mão da hipótese

de que a dimensão extra deve ser compacta. Nesta teoria, Wesson propõe que a matéia possui

uma origem geométrica, em outras palavras, a matéria seria nada mais do que a manifestação da

geometria e surge em decorrência do fato de que os campos possuem uma dependência com a

dimensão extra. Portanto, neste cenário o espaço-tempo usual quadridimensional pode ser visto

como uma hipersuperfı́cie imersa em um espaço de cinco dimensões que deve ser solução das

equações de Einstein no vazio.

A teoria original de Kaluza-Klein serviu como um protótipo para novas teorias de unificações,

nas quais além do campo eletromagnético e do campo gravitacional as interações nucleares

também são levados em conta. Pode-se considerar como exemplo a supergravidade [45], que

consegue a unificação das quatro interações fundamentais através de uma versão estendida da

relatividade geral em onze dimensões e a teoria de supercordas formulada nos anos oitenta por

Michael Green e John Schwarz [46] que também propõe um universo de onze dimensões, onde

esta última tem pelo menos cinco formulações diferentes. Em 1995, Witten mostrou que é

possı́vel considerar essas cinco formulações distintas da teoria de supercordas como aspectos

diferentes de uma teoria subjacente ainda mais fundamental, que também postula um espaço de

onze dimensões. Os objetos dinâmicos dessa teoria são as d-branas, das quais as cordas são um

caso particular. Essa teoria subjacente recebeu o nome de Teoria M.

Associada à busca pela unificação das quatro interações da natureza uma questão intrigante

tem chamado a atenção dos fı́sicos: o problema da hierarquia. De maneira sucinta o problema

da hierarquia trata da descomunal diferença na ordem de grandeza entre as três interações fun-

damentais (eletromagnética, fraca e forte) e a interação gravitacional. Uma tentativa de solu-

cionar esse problema foi proposto já no final do século XX por Arkani-Hamed, Dimopoulos e

Dvali [47]. Neste modelo, essa discrepância nas ordens de grandeza é associada à existência de

dimensões extras compactas, assim, a hierarquia seria gerada pela geometria das dimensões

extras. Umas das possibilidades consideradas nesta teoria é que tanto a matéria quanto as

interações com exceção da interação gravitacional estariam confinadas ao espaço tridimensio-

nal (3-brana), enquanto que a interação gravitacional poderia se propagar através de um espaço

maior.

Ainda dentro deste cenário, surgiu um modelo alternativo ao de Arkani-Hamed, Dimopou-
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los e Dvali proposto por Randall e Sundrum [4]. Este novo modelo envolve a presença de uma

única dimensão extra e analogamente ao modelo anterior, trata o nosso espaço tridimensional

como uma 3-brana, de maneira que o espaço-tempo corresponde a uma hipersuperfı́cie quadri-

mensional imersa numa variedade de cinco dimensões com curvatura constante.

A teoria da matéria induzida e o modelo de Randall-Sundrum são exemplos de teorias de

imersão da fı́sica. No entanto, para que estas teorias sejam consistentes, ou seja, para que seja

possı́vel haver imersões de um espaço menor em um outro espaço maior é necessário que tais

imersões sejam viáveis sob a ótica da teoria de imersões da geometria diferencial. Portanto,

associada a tais teorias surgiu a necessidade de investigar se é sempre possı́vel fazer imersões

isométricas de variedades n-dimensionais em variedades de dimensões maiores cujo tensor de

Ricci é nulo.

O primeiro a investigar esta questão, embora sob interesse puramente matemático, foi

Campbell [6]. Campbell mostrou que todo espaço riemanniano de dimensão n admite uma

imersão local e analı́tica em um espaço de Einstein de dimensão (n+ 1). Embora correta, a

demostração de Campbell continha algumas imperfeições que foram corrigidas posteriormente

por Magaard [7], e o resultado passou a ser conhecido como teorema de Campbell-Magaard.

O teorema de Campbell-Magaard trata apenas do caso de espaços riemannianos, e se esse teo-

rema pudesse ser estendido para espaços semi-riemannianos considerando a presença de uma

constante cosmológica, então, o teorema de Campbell-Magaard passaria a ser um suporte ma-

temático para as teorias de imersões. Tal extensão foi obtida posteriormente por F. Dahia e C.

Romero em 2001 [8]. A restrição à métrica ser positiva definida foi retirada, o que ampliou a

validade do teorema para métricas de ı́ndice arbitrário, sendo possı́vel então incluir imersões

como as que foram tratadas por Wesson.

A extensão do teorema de Campbell-Magaard se baseia no teorema de Cauchy-Kowalewskaya,

o que resulta em certas restrições do ponto de vista fı́sico. Fundamentalmente, o teorema de

Cauchy-Kowalewskaya é um teorema aplicado a problemas envolvendo equações diferenciais

parciais, tal que para um dado conjunto de condições iniciais analı́ticas, o teorema garante

a existência de soluções analı́ticas. No entanto, este teorema garante apenas a existência de

soluções, mas não garante que as soluções encontradas dependam continuamente das condições

iniciais e nem garante uma estrutura causal das soluções.

A dependência contı́nua das soluções com as condições iniciais é de grande relevância para

a Fı́sica, pois nos dá a garantia de que pequenas flutuações no espaço ambiente não provocarão

grandes distorções na hipersuperfı́cie imersa. Além disso, no cenário da relatividade geral é de

crucial importância a garantia da existência da estrutura causal. O formalismo que estuda tais
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questões é o problema de Cauchy aplicado à relatividade geral.

Tendo em vista estas questões, nesta dissertação, chama-se a atenção para a analogia entre o

teorema de Campbell-Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral. No contexto

do problema de Cauchy, ou problema de valor inicial, a existência de soluções se estruturam

em teoremas de equações diferenciais parciais que não dependem da analiticidade das funções

envolvidas, o que permite discutir aspectos de continuidade e causalidade.

Esta dissertação está organizada com a seguinte estrutura: o capı́tulo 2 trata de uma re-

visão da geometria intrı́nseca das superfı́cies, mostrando os principais resultados da geometria

diferencial clássica. No capı́tulo 3, introduziremos o conceito de imersões isométricas, tendo

como objetivo principal a obtenção das equação de Gauss-Codazzi. O capı́tulo 4 trata do pro-

blema de Cauchy, ou problema de valor inicial, aplicado à relatividade geral . No capı́tulo 5,

é apresentado o teorema de Campbell-Magaard e posteriormente a extensão do mesmo para

variedades semi-riemannianas. Os apêndices compreendem uma breve introdução da estrutura

causal do espaço-tempo (apêndice A) e uma introdução à teoria das equações diferenciais par-

ciais (apêndice B).



Capı́tulo 2
GEOMETRIA INTRÍNSECA DAS SUPERFÍCIES

2.1 Introdução

Em geometrial diferencial de curvas e superfı́cies, conceitos métricos sobre uma superfı́cie

regular S (comprimentos, áreas e ângulos) são definidos a partir da primeira forma fundamen-

tal Ip, que é meramente a expressão de como a superfı́cie em questão herda o produto interno

conhecido do R3. Contudo, a geometria da primeira forma fundamental vai mais além dos

conceitos métricos mencionados acima. Diversas propriedades locais importantes de uma su-

perfı́cie como a curvatura podem ser escritas em termos da primeira forma fundamental, o que

significa dizer que essas propriedades são definidas sem fazer menção ao espaço ambiente R3,

onde está definida a superfı́cie. O estudo de tais propriedades intrı́nsecas caracteriza o que

chamamos de geometria intrı́nseca das superfı́cies.

Este capı́tulo tem, também como finalidade, fazer um breve estudo de isometrias, além de

obter as equações de compatibilidade, e por fim, demostrar a célebre fórmula de Gauss que

fornece a expressão da curvatura Gaussiana K em função apenas dos coeficientes da primeira

forma fundamental.

2.2 Isometrias

A noção de isometria fornece essencialmente uma noção intuitiva de duas superfı́cies terem

os mesmos coeficientes da primeira forma fundamental. Isto significa que, no que se refere a

quantidades métricas como comprimento, área e ângulos, as duas superfı́cies serão localmente

iguais. Define-se de maneira precisa o conceito de isometria como:

Definição 1. Diz-se que uma aplicação ϕ : S→ S é uma isometria se ϕ é um difeomorfismo e
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se para todo p ∈ S e para qualquer par u,v ∈ TpS, tem-se:

〈u,v〉p =
〈
dϕp(u),dϕp(v)

〉
ϕ(p). (2.1)

Diz-se, então, que as superfı́cies S e S são isométricas.

Em outras palavras, uma aplicação difeomorfa ϕ é uma isometria se a diferencial dϕ pre-

serva o produto interno. Seja ϕ uma isometria, segue-se imediatamente que:

Ip(u) =
〈
dϕp(u),dϕp(u)

〉
ϕ(p) = Iϕ(p) (dϕ(u)) , (2.2)

para todo u ∈ TpS. Em termos de uma base
{

∂x
∂u(q),

∂x
∂v (q)

}
associada a uma parametrização

x(u,v) em p ∈ S , que de agora em diante será denotada simplesmente por {xu,xv}, pode-se

reescrever a primeira forma fundamental da seguinte maneira:

Seja um vetor w∈ TpS tangente a uma curva parametrizada α(t)= x(u(t),v(t)) , t ∈ (−ε,ε),

com p = α(0) = x(u0,v0). Então:

Ip(α
′(0)) =

〈
α
′(0),α ′(0)

〉
p

=
〈
xuu′+xvv′,xuu′+xvv′

〉
p

= 〈xu,xu〉p(u
′)2 +2〈xu,xv〉pu′v′+ 〈xv,xv〉p(v

′)2 (2.3)

= E(u′)2
+2Fu′v′+G(v′)2

,

onde os valores das funções envolvidas são calculados em t = 0, e:

E(u0,v0) = 〈xu,xu〉p,

F(u0,v0) = 〈xu,xv〉p, (2.4)

G(u0,v0) = 〈xv,xv〉p,

são os coeficientes da primeira forma fundamental na base {xu,xv} de TpS.

Exemplo 1. Um sistema de coordenadas natural para um plano P ⊂ R3 passando pelo ponto

p0 = (x0,y0,z0) e contendo os vetores ortonormais w1 = (a1,a2,a3), w2 = (b1,b2,b3) pode ser

escrito como:

x(u,v) = p0 +uw1 + vw2, (2.5)

sendo u,v∈R. Observe inicialmente que xu = w1 e xv = w2 e os coeficientes da primeira forma
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fundamental serão:

E(u0,v0) = 〈w1,w1〉= 1,

F(u0,v0) = 〈w1,w2〉= 0, (2.6)

G(u0,v0) = 〈w2,w2〉= 1.

Considere agora o cilindro reto sobre o cı́rculo x2+y2 = 1 cuja parametrização x : U→R3

assume a seguinte forma:

x(u,v) = (cosu,sinu,v), (2.7)

U = {(u,v) ∈ R2;0 < u < 2π,−∞ < v < ∞}.

Para o cálculo da primeira forma fundamental, note que:

xu = (−sinu,cosu,0), (2.8)

xv = (0,0,1),

e portanto,

E = 〈xu,xu〉= sinu2 + cosu2 = 1,

F = 〈xu,xv〉= 0, (2.9)

G = 〈xv,xv〉= 1.

Figura 2.1: Plano. Figura 2.2: Cilindro.

Seja agora ϕ uma aplicação da vizinhança coordenada x(U) do cilindro sobre o

plano x(R2), definida por ϕ : x ◦ x. Como os coeficientes da primeira forma fundamental do
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plano e do cilindro são iguais E = E,F = F,G = G, então:

Ip(w) = E(u′)2 +2Fu′v′+G(v′)2 (2.10)

= E(u′)2 +2Fu′v′+G(v′)2

= Iϕ(p)(dϕp(w)).

Segue então que o cilindro x2 + y2 = 1 é localmente isométrico a um plano. Portanto, no

que se refere a questões métricas, como comprimentos, ângulos e áreas, o plano e o cilindro se

comportam localmente da mesma maneira. Este exemplo é bastante intuitivo já que cortando-se

um cilindro ao longo de um direção pode-se obter parte de um plano.

2.3 Equações de compatibilidade

Pelo teorema fundamental da teoria local das curvas, uma curva fica totalmente definida

pela sua curvatura a menos de um movimento rı́gido. Em analogia à teoria de curvas planas, é

possı́vel construir uma espécie de teorema fundamental para superfı́cies. A partir deste ponto

o caminho seguido será análogo ao de curvas planas para obter o teorema fundamental. Seja

x : U ⊂ R2→ S uma parametrização de uma superfı́cie S. Pode-se então associar à superfı́cie

uma primeira e segunda forma fundamental 1cujas expressões são as seguintes:

gi j =
〈
xi,x j

〉
, (2.11)

Πi j =
〈
N,xi j

〉
,

onde N ∈ TpS e i, j correspondem a u e v respectivamente. Essas duas matrizes são simétricas

e gi j é positiva definida.

A pergunta chave é: dados gi j e Πi j, sendo estas simétricas e gi j positiva definida, será que

existe uma superfı́cie e uma parametrização tal que gi j e Πi j sejam a primeira forma fundamen-

tal e segunda forma fundamental respectivamente?

Em analogia à curvas planas, dada uma superfı́cie S, para cada p ∈ S temos três vetores

associados {xu,xv,N} que desempenharão um papel semelhante ao triedro de Frenet. Analisa-

se agora como esse triedro varia com relação a u e v. A variação desses vetores deve ser uma

1Denomina-se de segunda forma fundamental a forma quadrática IIp, definida em TpS por IIp(v) =
−
〈
dNp(v),v

〉
onde N corresponde a aplicação normal de Gauss e v ∈ TpS
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combinação linear da base {xu,xv,N}, então:

xi j = ∑
k

Γ
k
i jxk +Πi jN, (2.12)

Ni = ∑
k

aikxk, (2.13)

onde Γk
i j, Πi j e aik são coeficientes. Na última expressão a ausência da componente N se dá

pelo fato de que o vetor N é unitário e, como consequência, o produto interno 〈Ni,N〉 será igual

a zero.

O segundo coeficiente da equação (2.12) advém do produto interno da equação (2.12) pelo

vetor N: 〈
xi j,N

〉
= ∑

k
Γ

k
i j 〈xk,N〉+B〈N,N〉 , (2.14)

sendo B o coeficiente a determinar. O primeiro termo da direita será igual a zero uma vez que

o conjunto {xu,xv,N} forma uma base. Note, no entanto, que o lado esquerdo da equação é a

própria definição da matriz Πi j, de onde segue que:〈
xi j,N

〉
= Πi j = B ∴ B = Πi j. (2.15)

Tomando agora o produto escalar das equações (2.12) e (2.13) com o vetor x j, vem:〈
Ni,x j

〉
= ∑

k
aik
〈
xk,x j

〉
= ∑

k
aikgk j, (2.16)

onde utilizou-se que gi j =
〈
xi,x j

〉
. Reescrevendo o lado esquerdo da última equação tem-se:

Πi j =
〈
N,xi j

〉
=

∂

∂x j 〈N,xi〉−
〈
N j,xi

〉
(2.17)

Πi j =−
〈
Ni,x j

〉
.

Substituindo este resultado na equação (2.16), tem-se:

ail =−∑
j

Πi jg jl. (2.18)

Para a equação (2.12), temos:〈
xi j,xl

〉
= ∑

k
Γ

k
i j 〈xk,xl〉+Πi j 〈N,xl〉 (2.19)

= ∑
k

Γ
k
i j 〈xk,xl〉 .
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O lado esquerdo da última expressão pode ser reescrito fazendo permutações cı́clicas dos ı́ndices:〈
xi j,xl

〉
= ∂ j 〈xi,xl〉−

〈
xl j,xi

〉
= ∂ j 〈xi,xl〉−∂l

〈
xi,x j

〉
+
〈
xil,x j

〉
= ∂ j 〈xi,xl〉−∂l

〈
xi,x j

〉
+∂i

〈
xi,x j

〉
−
〈
xl,xi j

〉
2
〈
xl,xi j

〉
= ∂ j 〈xi,xl〉−∂l

〈
xi,x j

〉
+∂i

〈
xi,x j

〉
〈
xl,xi j

〉
=

1
2
(
∂ j 〈xi,xl〉−∂l

〈
xi,x j

〉
+∂i

〈
xi,x j

〉)
. (2.20)

Substituindo este resultado na equação (2.19), segue que:

∑
k

Γ
k
i j 〈xk,xl〉 = ∑

k
Γ

k
i jgkl (2.21)

=
1
2
(
∂ j 〈xi,xl〉−∂l

〈
xi,x j

〉
+∂i

〈
xi,x j

〉)
, (2.22)

de onde pode-se obter a expressão clássica dos sı́mbolos de Christofell:

Γ
k
i j =

1
2 ∑

l
gl p (

∂ jgil−∂lgi j +∂igl j
)
. (2.23)

Por fim, o sistema de equações (2.12) e (2.13) assume a forma final:

xi j = ∑
k

Γ
k
i jxk +Πi jN, (2.24)

Ni =−∑
k, j

g jk
Πi jxk.

Para que haja uma superfı́cie com as matrizes gi j e Πi j, sendo a primeira forma fundamental

e segunda forma fundamental, respectivamente, é necessário que o sistema de equações acima

tenha solução. O exemplo 2 serve como guia para investigar a existência de tais soluções:

Exemplo 2. Seja u = u(x1,x2, ...,xn). A equação

∂u
∂xi

= f i(x1,x2, ...,xn) (2.25)

possui solução, por exemplo, para o caso de apenas uma variável quando f é uma função

conhecida. Da teoria de equações diferenciais parciais, a equação (2.25) só terá solução se f

satisfizer a equação de compatibilidade:

∂ f i

∂x j
=

∂ f j

∂xi
. (2.26)

Olhando para o sistema (2.24) e comparando com o exemplo 2, se o sistema possui solução,
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então a solução deve satisfazer as seguintes relações:

xi jl = xil j, (2.27)

Nil = Nli.

Derivando a primeira equação do sistema (2.24) com respeito a xl:

xi jl = ∑
k

∂lΓ
k
i jxk +∑

k
Γ

k
i jxkl +(∂lΠi j)N +Πi jNl. (2.28)

Derivando agora a segunda equação do sistema (2.24) com respeito a xl:

Nil = ∑
j,k

(
∂lg jk

Πi jxk−g jk
∂lΠi jxk−gi j

Πi j∂lxk

)
(2.29)

.

Utilizando novamente o sistema (2.24) na expressão (2.28):

xi jl = ∑
k

∂lΓ
k
i jxk +∑

k
Γ

k
i j

(
∑
p

Γ
p
klxp +ΠklN

)
+
(
∂lΠi j

)
N−Πi jgkp

Πklxp. (2.30)

Pela condição (2.27), tem-se:

xi jl = xil j.(
∂lΓ

p
i j +∑

k
Γ

k
i jΓ

p
kl−gkp

Πi jΠkl

)
xp +

(
∑
k

Γ
k
i jΠkl +∂lΠi j

)
N (2.31)

=

(
∂ jΓ

p
il +∑

k
Γ

k
ilΓ

p
k j−gkp

ΠilΠk j

)
xp +

(
∑
k

Γ
k
ilΠk j +∂ jΠil

)
N.

Separando as componentes tangentes e as componentes normais, obtém-se as seguintes

equações:

∂lΓ
p
i j +∑

k
Γ

k
i jΓ

p
kl−gkp

Πi jΠkl = ∂ jΓ
p
il +∑

k
Γ

k
ilΓ

p
k j−gkp

ΠilΠk j. (2.32)

Esta equação, obtida com a parte tangente da expressão (2.31), recebe o nome de fórmula

de Gauss. Para a parte normal:

∑
k

Γ
k
i jΠkl +∂lΠi j = ∑

k
Γ

k
ilΠk j +∂ jΠil. (2.33)

Esta equação é conhecida como a equação de Mainard-Codazzi. A fórmula de Gauss jun-

tamente com a equação de Mainard-Codazzi são conhecidas como as equações de compatibili-



2.4 O teorema Egregium 24

dade da teoria das superfı́cies.

Uma questão que merece atenção é que essas relações entre a primeira e a segunda forma

fundamental são únicas. Pelo teorema de Bonnet2 tem-se uma garantia de que não se pode ob-

ter, por derivações sucessivas ou qualquer outro processo, novas relações de compatibilidade.

O teorema de Bonnet afirma que dadas a primeira forma fundamental e a segunda forma funda-

mental pode-se determinar localmente uma superfı́cie.

2.4 O teorema Egregium

Na seção anterior mostrou-se que o sistema (2.24) só admite solução se as matrizes gi j e

Πi j satisfizerem as equações de compatibilidade. Iniciaremos esta seção analisando um pouco

mais a equação de Gauss. A equação de Gauss pode ser reescrita da seguinte maneira:

gkp (
ΠilΠk j−Πi jΠkl

)
= ∂ jΓ

p
il−∂lΓ

p
i j +∑

k
Γ

k
ilΓ

p
k j−∑

k
Γ

k
i jΓ

p
kl (2.34)

(
ΠilΠq j−Πi jΠql

)
= gpq

(
Γ

p
il−∂lΓ

p
i j +∑

k
Γ

k
ilΓ

p
k j−∑

k
Γ

k
i jΓ

p
kl

)
.

O lado esquerdo da equação depende apenas da segunda forma fundamental enquanto o

lado direito depende apenas da primeira forma fundamental. Abriremos um parêntese aqui para

relembrar o método de obtenção da curvatura gaussiana de uma superfı́cie num determinado

ponto p ∈ S.

Seja S uma superfı́cie regular, e seja p ∈ S. A escolha de um vetor normal à superfı́cie, N,

e de um vetor velocidade, x, tangente à superfı́cie gera um plano que “corta” a superfı́cie como

mostrado na figura 2.3.

A curvatura da superfı́cie naquele ponto será dada pela curvatura da curva α(t) gerada na

interseção entre o plano e a superfı́cie S. A medida que rotaciona-se o vetor x encontramos

vários valores de curvaturas, o maior valor e o menor valor são as curvaturas maior e menor

respectivamente, também conhecidas como curvaturas principais.

A curvatura gaussiana Kg é definida por:

Kg = k1k2, (2.35)

2Para o enunciado do teorema de Bonnet e a demonstração, vide a referência [9]
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Figura 2.3: Curvatura gaussiana.

ou em termos da primeira forma fundamental e da segunda forma fundamental:

Kg =
Π11Π22−Π12

2

g11g22−g122 . (2.36)

Tomando i, l = 1 e q, j = 2 na expressão (2.34):

Π11Π22−Π12
2 = Ψ(g,Γ,∂Γ) = ϕ(g,∂g,∂ 2g). (2.37)

Tem-se o seguinte resultado:

Kg = ϕ(g,∂g,∂ 2g)(g11g22−g12
2). (2.38)

Teorema Egregium. A curvatura gaussiana Kg de uma superfı́cie é invariante por isometrias

locais.

A expressão (2.38) mostra que a curvatura gaussiana depende apenas da primeira forma

fundamental, ou seja, é um conceito intrı́nseco. Este resultado é extremamente inusitado, pois a

curvatura gaussiana, definida em termos das curvaturas principais que fazem menção ao espaço

ambiente R3, passou a ser um conceito intrı́nseco.

O teorema Egregium, conhecido também como teorema de Gauss, foi originalmente de-

monstrado por Gauss no seu famoso trabalho General Investigations of Curved Surfaces em

1965 [10] . Devido à extensão de suas consequências, este teorema pode ser considerado um

dos resultados mais importantes da geometria diferencial.
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Exemplo 3. Considere a superfı́cie de revolução da catenária:

x = acoshv,

z = av; −∞ < v < ∞

cuja parametrização é dada por:

x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av), (2.39)

0 < u < 2π, −∞ < v < ∞.

A superfı́cie gerada pela revolução da catenária é chamada catenóide (figura 2.4). Considere

agora a seguinte parametrização para o helicóide (figura 2.4):

x(u,v) = (asinhvcosu,asinhvsinu,au) . (2.40)

Os coeficientes da primeira forma fundamental do catenóide e do helicóide são, respectiva-

mente:

E = a2cosh2v, F = 0, G = a2(1+ sinh2v) = a2cosh2v. (2.41)

E = a2cosh2v, F = 0, G = a2cosh2v. (2.42)

Os coeficientes de ambas as superfı́cies são iguais E =E, F =F, G=G, pela seção 2.2 pode-se

concluir que o catenóide é localmente isométrico ao helicóide. Aplicando o teorema de Gauss

a este problema, segue que as curvaturas gaussianas do catenóide e do helicóide são iguais em

pontos correspondentes, o que é um fato não-trivial do ponto de vista geométrico.

Figura 2.4: Catenóide e helicóide.



Capı́tulo 3
IMERSÕES ISOMÉTRICAS

“A linha tem magnitude numa direção, o plano em duas direções, o sólido em
três direções e além destas não existe mais nenhuma outra magnitude, pois as
três são a totalidade.” (ARISTÓTELES)

3.1 Introdução

A frase acima expressa bem a ideia que se tinha antigamente sobre a dimensionalidade

do universo. Até o aparecimento da teoria da relatividade restrita, em 1905, estava fora de

cogitação um universo com mais de três dimensões. Esse conceito era plausı́vel, já que os

objetos encontrados no dia a dia possuem, do ponto de vista sensorial, as dimensões de compri-

mento, altura e largura.

A teoria da relatividade especial proposta por Einstein, e posteriormente aprimorada por

Minkowski [12], apresentou ao mundo uma fı́sica diferente da fı́sica newtoniana, tanto em

termos da geometria quanto da dimensionalidade do nosso universo. O universo que era tri-

dimensional ganhou uma quarta dimensão, que representa a coordenada temporal, e espaço e

tempo, que antes eram conceitos totalmente distintos, passaram a ocupar o mesmo patamar para

formar uma nova estrutura, o espaço-tempo.

A teoria da relatividade geral proporcionou um grande impulso para o estudo de geometrias

não-euclidianas e suas implicações na fı́sica, assim como teorias multi-dimensionais. Com o

intuito de unificar a gravitação com o eletromagnetismo, Theodor Kaluza [13] e Oscar Klein

[14] sugeriram que esta unificação poderia ser obtida através da extensão do espaço-tempo

a uma variedade pentadimensional. Com a adição da quinta dimensão tanto, a relatividade

geral quanto o eletromagnetismo apareceriam de maneira natural. A teoria de Kaluza-Klein
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assumia que a quinta dimensão era compacta, sendo este o motivo pela qual não era detectada

experimentalmente. Sendo assim, a quinta dimensão era uma dimensão “escondida”.

Recentemente, surgiu uma versão não-compacta da teoria de Kaluza-Klein, proposta pelo

fı́sico inglês Paul Wesson, conhecida como teoria da matéria induzida. Nesta teoria, o universo

seria pentadimensional e a quinta dimensão, agora não mais compacta, seria responsável pela

existência da matéria. Outra inovação desta teoria é que o mundo onde vivemos é uma hiper-

superfı́cie quadridimensional imersa num universo pentadimensional. Teorias que postulam a

existência de tais hipersuperfı́cies são chamadas de teorias de imersão. As teorias de imersão

se tornaram alvos de grandes estudos atualmente e são consideradas a base para teorias como

cordas e supercordas.

Este capı́tulo tem como objetivo estudar o conceito de imersões isométricas, assim como

a obtenção das equações de Gauss, Ricci e Codazzi e, por fim, a aplicação destes conceitos a

2+1 dimensões.

3.2 Imersões isométricas

Definição 2. Sejam Mm e Mn duas variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

ϕ : M→M é uma imersão se dϕp : TpM→ Tϕ(p)M é injetiva para todo p ∈M. Se, além disto,

ϕ é um homeomorfismo sobre ϕ(M) ⊂M, onde ϕ(M) tem a topologia induzida por M, diz-se

que ϕ é um mergulho. Se M ⊂ N e a inclusão i : M ⊂ N é um mergulho, diz-se que M é uma

subvariedade de N.

Exemplo 4. Considere a curva α(t) = (t3− 4t, t2− 4) representada na figura (3.1). A curva

α(t) é uma imersão, mas por possuir uma auto-intersecção em t = 2 e t = −2 não é um mer-

gulho.

Figura 3.1: Curva α(t).
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Seja ϕ : Mn→ Mk=n+m uma imersão, sendo M uma variedade riemanniana, ou seja, M é

dotada de uma métrica riemanniana (M,<,>). Se M tem uma estrutura riemanniana, ϕ induz

uma estrutura riemanniana em M por:

〈u,v〉p =
〈
dϕp(u),d fϕ(v)

〉
ϕ(p) u,v ∈ TpM. (3.1)

A métrica de M é chamada, então, a métrica induzida por ϕ , e diz-se que ϕ é uma imersão

isométrica. É interessante ressaltar que a expressão (3.1) surge como uma generalização do

conceito de primeira forma fundamental para variedades.

Proposição 1. Seja ϕ : Mn→Mm, com n≤ m, uma imersão da variedade M na variedade M.

Para todo ponto p ∈M, existe uma vizinhança V ⊂M de p tal que a restrição ϕ |V→M é um

mergulho.

Em outras palavras, para cada p ∈ M existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que ϕ(U) ∈
M é uma subvariedade de M. Na prática, isso é o mesmo que trabalhar com o subvariedade

ϕ(U) ∈M ao invés de se trabalhar com a aplicação ϕ . A partir deste momento, a variedade M

será sempre considerada como sendo uma subvariedade de M. Ao trabalhar com a subvariedade,

todo vetor v∈ TpM é identificado com dϕ(v)∈ Tϕ(p)M, e além disso, para cada p∈M a seguinte

decomposição é válida:

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥, (3.2)

onde (TpM)⊥ denota o complemento ortogonal de TpM em TpM. Portanto, dado v ∈ TpM com

p ∈M tem-se:

v = vT + vN , (3.3)

sendo vT a parte tangente à subvariedade e vN a parte normal à subvariedade.

3.3 A segunda forma fundamental para variedades rieman-
nianas

Em princı́pio, conceitos geométricos conhecidos do R3 como primeira forma fundamental

e segunda forma fundamental não são definidos sobre as variedades. As imersões isométricas

produzem uma “regra” de produto interno sobre a subvariedade que é uma generalização da

primeira forma fundamental. Espera-se, portanto, que exista também uma generalização do

conceito de segunda forma fundamental para variedades.

Antes de analisar esta questão, considere um problema mais fundamental. Sabe-se que a

variedade ambiente M induz uma métrica riemanniana na subvariedade M, existindo, portanto,
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uma relação entre as conexões ∇, da subvariedade, e ∇, da variedade ambiente. Tal relação é

dada pela seguinte proposição:

Proposição 2. Sejam X ,Y ∈ X(U) campos tangentes a M. Associado a esses dois campos,

consideram-se as extensões locais X ,Y ∈ X(U), ou seja, X |U= X e Y |U= Y . As conexões na

subvariedade e na variedade ambiente serão respectivamente ∇XY e ∇XY . Pode-se relacionar

as duas conexões como se segue:

∇XY =
(

∇XY
)T

. (3.4)

Demonstração. É necessário verificar que a conexão definida por (3.4) é a conexão riemanni-

ana relativa à métrica induzida de M. Define-se, então,

∇̂XY =
(

∇XY
)T

. (3.5)

Será mostrado então que a conexão é bem definida e além disso:

1. ∇̂ é simétrica;

2. ∇̂ é compatı́vel com a métrica riemanniana;

Mostrar que esta conexão é bem definida consiste em mostrar que ∇̂XY não depende das

extensões. Este resultado segue imediatamente da propriedade das conexões que afirma que

∇XY depende só do valor do campo X no ponto p e do valor de Y ao longo de uma curva

tangente a X . Pode-se, então, sempre olhar para os valores destes campos na subvariedade M,

onde X |M= X e Y |M= Y . Sendo assim, ∇̂XY está bem definida, pois ∇XY em p ∈U ⊂M só

depende de X(q) = X(q) e dos valores de Y ao longo de alguma curva tangente a X(q) = X(q).

Uma conexão afim ∇ em uma variedade riemanniana é dita simétrica quando:

∇XY −∇Y X = [X ,Y ] ∀X ,Y ∈ X(M). (3.6)

Segundo a definição (3.5):

∇̂XY − ∇̂Y X =
(

∇XY −∇Y X
)T

=
[
X ,Y

]T
= [X ,Y ] . (3.7)

onde utilizou-se a restrição
[
X ,Y

]
|M= [X ,Y ] e a propriedade de colchetes preservarem campos

tangentes a uma subvariedade. Portanto, a conexão definida desta maneira é simétrica.

Uma conexão afim ∇ em uma variedade riemanniana é dita compatı́vel com a métrica se, e

somente se,

X 〈Y,Z〉= 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇X Z〉 , X ,Y,Z ∈ X(M). (3.8)
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Sejam X ,Y ,Z ∈ X(U) extensões. Restringindo-nos ao aberto U , tem-se,

X 〈Y,Z〉= X
〈
Y ,Z

〉
=
〈

∇XY ,Z
〉
+
〈

Y ,∇X Z
〉
. (3.9)

Lembrando que pode-se sempre decompor um vetor que pertence à variedade ambiente em

uma parte tangencial e outra normal à subvariedade, obtém-se:

X
〈
Y ,Z

〉
=
〈
(∇XY )N ,Z

〉
+
〈
(∇XY )T ,Z

〉
+
〈

Y ,(∇X Z)N
〉
+
〈

Y ,(∇X Z)T
〉
. (3.10)

O primeiro e o terceiro termo do lado direito serão iguais a zero, pois correspondem ao

produto interno de vetores ortogonais, obtendo-se, então, o resultado final:

X
〈
Y ,Z

〉
=
〈

∇̂XY,Z
〉
+
〈

Y, ∇̂X Z
〉

(3.11)

Portanto, ∇̂ é compatı́vel com a métrica. Mostramos, assim, que ∇̂ é bem definida, com-

patı́vel com a métrica e simétrica. Portanto, pelo teorema de Levi-Civita esta conexão será

única.

Ao mostrar que a conexão na subvariedade corresponde à componente tangencial da co-

nexão da variedade ambiente, de certa maneira “perde-se” uma componente normal da conexão.

É esta componente remanescente da conexão que desempenhará o papel de segunda forma fun-

damental sobre a variedade.

Define-se inicialmente a seguinte aplicação:

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY. (3.12)

Proposição 3. Sejam X ,Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)×X(U)→ X(U)⊥ dada por:

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY, (3.13)

é bilinear e simétrica.

Demonstração. Pelas propriedades de linearidade de uma conexão, conclui-se imediatamente

que B é aditiva em X e Y e é homogênea em X . Resta mostrar que B é bilinear e simétrica. Para

provar a bilinearidade faz-se necessário mostrar que:

B(X , fY ) = f B(X ,Y ). (3.14)

Indicando f definida em U como sendo uma extensão de f , com f sendo uma função
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diferenciável definida em U , em U , tem-se:

B(X , fY ) = ∇X( fY )−∇X ( fY ) (3.15)

= f ∇XY − f ∇XY +X( f )Y −X( f )Y,

como na subvariedade f = f e X( f ) = X( f ), então:

B(X , fY ) = f B(X ,Y ), (3.16)

isto é, B é bilinear. Para mostrar que B é simétrico, tem-se,

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY =
[
X ,Y

]
− [X ,Y ]+∇Y X−∇Y X . (3.17)

Como na subvariedade
[
X ,Y

]
= [X ,Y ], conclui-se que:

B(X ,Y ) = B(Y,X), (3.18)

ou seja, B é simétrico.

Corolário 1. A aplicação B(X ,Y ) num ponto p só depende dos valores dos campos X e Y neste

ponto. Sendo assim, B é um campo tensorial.

Seja p ∈M e n ∈ TpM⊥. Define-se a forma bilinear simétrica Hn : TpM×TpM→ R dada

por:

Hn(x,y) = 〈B(x,y),n〉 ; x,y ∈ TpM. (3.19)

Definição 3. A forma quadrática IIn definida em TpM por:

IIn(x) = Hn(x,x), (3.20)

é chamada a segunda forma fundamental de ϕ em p segundo o vetor normal n.

Pode-se associar à aplicação bilinear Hn(x,y) uma aplicação linear auto-adjunta Sn : TpM→
TpM definida por:

〈Sn(x),y〉= Hn(x,y) = 〈B(x,y),n〉 . (3.21)

Com a finalidade de dar um caráter geométrico a esta aplicação linear, Sn pode ser expressa

em termos da conexão :

Proposição 4. Seja p ∈M, x ∈ TpM e n ∈ TpM⊥. Seja N uma extensão local de n normal a M.

Então:

Sn(x) =−
(

∇xN
)T

. (3.22)
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Demonstração. Sejam X ,Y ∈ X(M), N ∈ X⊥(M) com X(p) = x, Y (p) = y e N(p) = n. A

seguinte relação é válida:

〈Y,N〉= 0, (3.23)

pois o campo Y é tangente, enquanto N é um campo perpendicular a M. Derivando em relação

a uma direção X :

X 〈Y,N〉 = 0,〈
∇XY ,N

〉
+
〈

Y ,∇X N
〉

= 0, (3.24)〈
∇XY − (∇XY )T ,N

〉
= −

〈
Y ,∇X N

〉
.

Utilizando a forma da aplicação B e restringindo os campos ao ponto p:

〈B(x,y),n〉=−
〈

∇xN,y
〉
=−

〈(
∇xN

)N
+
(

∇xN
)T

,y
〉
, (3.25)

〈B(x,y),n〉=−
〈(

∇xN
)T

,y
〉
.

Comparando com a expressão (3.21), obtém-se:

Sn(x) =−
(

∇xN
)T

. (3.26)

A segunda forma fundamental tem, portanto, o papel de dar informação de como os vetores

normais variam ao longo da subvariedade.

3.4 O teorema de Gauss

Definida a relação entre as conexões da subvariedade e da variedade ambiente, o passo

seguinte é relacionar as curvaturas em ambas as variedades. O teorema de Gauss fornece uma

relação entre as curvaturas em M e de M em função da segunda forma fundamental.

Teorema de Gauss. Sejam quatro vetores, X ,Y,Z e W, tangentes à subvariedade M. A equação

de Gauss relaciona a curvatura da subvariedade M, 〈R(X ,Y )Z,W 〉 com a curvatura da varie-

dade ambiente M,
〈
R(Y,Z)Z,W

〉
, segundo a expressão:

〈R(X ,Y )Z,W 〉=
〈
R(X ,Y )Z,W

〉
+ 〈B(X ,Y ),B(Y,Z)〉−〈B(X ,Z),B(Y,W )〉 . (3.27)

Demonstração. Sejam X ,Y,Z,W ∈ X(M) extensões locais dos campos X ,Y,Z,W , onde está
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sendo omitida a barra sobre os campos pois as definições que seguirão são independentes das

extensões. Expressando a curvatura na forma,〈
R(X ,Y )Z,W

〉
=
〈

∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z,W
〉
. (3.28)

A equação (3.28) torna-se:〈
R(X ,Y )Z,W

〉
=

〈
∇X

(
∇Y Z +∇Y Z−∇Y Z

)
−∇Y

(
∇X Z +∇X Z−∇X Z

)
−∇[X ,Y ]Z,W

〉
=

〈
∇X (∇Y Z +B(Y,Z))−∇Y (∇X Z +B(X ,Z))−∇[X ,Y ]Z,W

〉
. (3.29)

Por outro lado, tem-se,〈
∇X (∇Y Z) ,W

〉
=

〈[
∇X(∇Y Z)

]N
+
[
∇X(∇Y Z)

]T
,W
〉
=

〈[
∇X(∇Y Z)

]T
,W
〉
,

que, pela proposição 2 nos dá:〈[
∇X(∇Y Z)

]T
,W
〉
= 〈∇X ∇Y Z,W 〉 . (3.30)

De maneira análoga, para o último produto da expressão (3.29) segue:〈
∇[X ,Y ]Z,W

〉
=

〈(
∇[X ,Y ]Z

)T
+
(

∇[X ,Y ]Z
)N

,W
〉

=

〈(
∇[X ,Y ]Z

)T
,W
〉
=
〈
∇[X ,Y ]Z,W

〉
. (3.31)

Substituindo (3.30) e (3.31) na equação (3.29) e rearranjando a expressão, obtém-se:〈
R(X ,Y )Z,W

〉
=
〈
∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z,W

〉
+〈

∇X B(Y,Z),W
〉
−
〈

∇Y B(X ,Z),W
〉
. (3.32)

Os dois últimos termos podem ser reescritos utilizando o seguinte artifı́cio:

∇X 〈B(Y,Z),W 〉=
〈

∇X B(Y,Z),W
〉
+
〈

B(Y,Z),∇XW
〉
. (3.33)

No entanto, o lado esquerdo da equação (3.33) é igual a zero pois B(Y,Z)∈TpM⊥, enquanto

W ∈ TpM. Portanto, 〈
∇X B(Y,Z),W

〉
=−

〈
B(Y,Z),∇XW

〉
. (3.34)
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Substituindo este resultado na expressão (3.32), encontramos,〈
R(X ,Y )Z,W

〉
= 〈R(X ,Y )Z,W 〉−

〈
B(Y,Z),∇XW

〉
+
〈

B(X ,Z),∇YW
〉

= 〈R(X ,Y )Z,W 〉−
〈

B(Y,Z),
(

∇XW
)T
〉
−
〈

B(Y,Z),
(

∇XW
)N
〉

+

〈
B(X ,Z),

(
∇YW

)T
〉
+

〈
B(X ,Z),

(
∇YW

)N
〉

(3.35)

= 〈R(X ,Y )Z,W 〉−
〈

B(Y,Z),
(

∇XW
)N
〉
+

〈
B(X ,Z),

(
∇YW

)N
〉
.

Pela proposição 3,

B(X ,Y ) = ∇XY −∇XY = ∇XY −
(

∇XY
)T

=
(

∇XY
)N

.

E assim, 〈
B(Y,Z),∇XW

〉
= 〈B(Y,Z),B(W,X)〉 . (3.36)

Substituindo este resultado na equação (3.35), obtém-se finalmente:〈
R(X ,Y )Z,W

〉
= 〈R(X ,Y )Z,W 〉+ 〈B(Y,Z),B(W,X)〉−〈B(X ,Z),B(Y,W )〉 (3.37)

A equação de Gauss fornece, portanto, a diferença entre as cuvaturas da subvariedade e da

variedade ambiente conhecendo-se apenas a segunda forma fundamental.

Corolário 2. Seja X = W = x e Y = Z = y, sendo {x,y} ⊂ TpM um conjunto ortonormal. A

equação de Gauss será dada por:

K(x,y) = K(x,y)+ 〈B(x,x),B(y,y)〉− |B(x,y)|2, (3.38)

sendo K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais 1 da subvariedade e da variedade ambiente,

respectivamente.

3.5 A equação de Ricci

Dada uma subvariedade Mn⊂Mk em cada ponto p∈M pode-se fazer a seguinte decomposição:

TpM = TpM⊕ (TpM)⊥ . (3.39)
1Seja σ ⊂ TpM um 2-plano gerado por X ,Y ∈ TpM. Então a curvatura seccional em σ é definida por K(σ) =

K(X ,Y ) = g(R(X ,Y )X ,Y )/(g(X ,X)g(Y,Y )−g(X ,Y )2).
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Ou seja, faz sentido falar, localmente, em um fibrado tangente de M e também em um

fibrado normal, que é formado pelo conjunto dos subespaços normais a subvariedade em cada

ponto. Definindo o fibrado normal como se segue:

T M⊥ =
{
(p,V ) ∈ T M : p ∈M,V ∈ TpM⊥

}
. (3.40)

Então para cada ponto p ∈M existe um espaço vetorial. Denotam-se os campos vetoriais

tangentes e diferenciáveis a M pelas letras latinas X ,Y,Z,W,etc, e os campos vetoriais normais

e diferenciáveis a M pelas letras gregas ξ ,η ,ζ ,etc.

Dados X e η a componente tangente de ∇X η é dada por
(

∇X η

)T
= −Sη(X). A compo-

nente normal de ∇X η é chamada de conexão normal, denotada por ∇⊥X η :

∇
⊥
X η =

(
∇X η

)N
. (3.41)

A conexão normal obedece as seguintes propriedades:

1. ∇⊥X η é bilinear em X e η ;

2. ∇⊥f X η = f ∇⊥X η ;

3. ∇⊥X ( f η) = f ∇⊥X η +X( f )η , ∀ f ∈C∞(M).

Dada uma conexão pode-se definir uma curvatura. Define-se, então, a curvatura do fibrado

tangente, R⊥(X ,Y ) como:

R⊥(X ,Y )η = ∇
⊥
X ∇
⊥
Y η−∇

⊥
Y ∇
⊥
X η−∇

⊥
[X ,Y ]η . (3.42)

Equação de Ricci. Sejam X ,Y ∈ T M e η ,ζ ∈ T⊥M. A equação de Ricci é dada por:〈
R(X ,Y )η ,ζ

〉
=
〈

R⊥(X ,Y )η ,ζ
〉
+
〈(

Sζ Sη −SηSζ

)
(X) ,Y

〉
. (3.43)

Demonstração. Calculando a quantidade,

R(X ,Y )η = ∇Y ∇X η−∇X ∇Y η +∇[X ,Y ]η , (3.44)

e separando os termos em componentes normais e tangentes, obtemos:

R(X ,Y )η = ∇Y

[(
∇X η

)T
+
(

∇X η

)N
]
−∇X

[(
∇Y η

)T
+
(

∇Y η

)N
]

+
(

∇[X ,Y ]η
)T

+
(

∇[X ,Y ]η
)N

. (3.45)
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Utilizando que Sη(X) =−(∇X N)T e a equação (3.41):

R(X ,Y )η = ∇Y

(
∇
⊥
X η−Sη(X)

)
−∇X

(
∇
⊥
Y η−Sη(Y )

)
+∇

⊥
[X ,Y ]η−Sη [X ,Y ]

=
[
∇Y (∇

⊥
X η)−∇X(∇

⊥
Y η)−∇Y (Sη(X))+∇X(Sη(Y ))

]T

+
[
∇Y (∇

⊥
X η)−∇X(∇

⊥
Y η)−∇Y (Sη(X))+∇X(Sη(Y ))

]N
+∇

⊥
[X ,Y ]η−Sη [X ,Y ]

= S
∇⊥Y η

(X)−S
∇⊥X η

(Y )−∇Y Sη(X)+∇X Sη(Y )+∇
⊥
Y ∇
⊥
X η−∇

⊥
X ∇
⊥
Y η

− B(Y,SηX)+B(X ,SηY )+∇
⊥
[X ,Y ]η−Sη [X ,Y ]. (3.46)

Utilizando a definição da curvatura normal, obtém-se:

R(X ,Y )η = R⊥(X ,Y )η−S
∇⊥X η

(Y )−∇Y Sη(X)+S
∇⊥Y η

(X)+∇X Sη(Y )

− Sη [X ,Y ]−B(Y,SηX)+B(X ,SηY ). (3.47)

Tomando o produto da equação (3.47) por ζ e observando que 〈B(X ,Y ),η〉=
〈
Sη(X),Y

〉
,

obtém-se: 〈
R(X ,Y )η ,ζ

〉
=

〈
R⊥(X ,Y )η ,ζ

〉
−
〈
B(SηX ,Y ),ζ

〉
+
〈
B(SηY,X),ζ

〉
=

〈
R⊥(X ,Y )η ,ζ

〉
+
〈(

SηSζ −Sζ Sη

)
X ,Y

〉
(3.48)

=
〈

R⊥(X ,Y )η ,ζ
〉
+
〈[

Sη ,Sζ

]
X ,Y

〉
,

que é exatamente a equação de Ricci.

3.6 A equação de Codazzi

Considere a seguinte curvatura denotada por:〈
R(X ,Y )Z,N

〉
. (3.49)

É desejável relacionar de alguma forma esta curvatura com a geometria da subvariedade

mediante a métrica ou a segunda forma fundamental. Calculando explicitamente a curvatura

em questão, temos:〈
R(X ,Y )Z,N

〉
=

〈
∇X ∇Y Z−∇Y ∇X Z−∇[X ,Y ]Z,N

〉
(3.50)

=
〈

∇X (∇Y Z +B(Y,Z))−∇Y (∇X Z +B(X ,Z))−B([X ,Y ],Z),N
〉
.
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Note, no entanto, que o primeiro termo do produto
〈

∇X ∇Y Z,N
〉

é tangente, enquanto

que o segundo é um vetor normal, portanto, tomando apenas a componente normal que será

exatamente a segunda forma fundamental, segue:〈
∇X ∇Y Z,N

〉
= 〈B(X ,∇Y Z),N〉 . (3.51)

Substituindo (3.51) em (3.50), obtém-se:〈
R(X ,Y )Z,N

〉
= 〈B(X ,∇Y Z),N〉−〈B(Y,∇X Z),N〉 (3.52)

+
〈

∇X B(Y,Z)−∇Y B(Y,Z)−B([X ,Y ],Z),N
〉
.

A expressão (3.52) fornece a curvatura em termos da segunda forma fundamental, como

gostarı́amos. No entanto, pode-se ainda reescrevê-la de uma forma mais elegante. Para tal

objetivo, define-se:

(∇⊥X B)(Y,Z) = ∇
⊥
X (B(Y,Z))−B(∇XY,Z)−B(Y,∇X Z). (3.53)

Utilizando a definição anterior a equação (3.52) pode ser reescrita da seguinte maneira:〈
R(X ,Y )Z,N

〉
=
〈
(∇⊥X B)(Y,Z)− (∇⊥Y B)(X ,Z),N

〉
. (3.54)

A equação (3.54) é conhecida como a equação de Codazzi. As equações de Gauss, Ricci

e Codazzi desempenham um papel análogo as equações de compatibilidade da teoria das su-

perfı́cies quando a curvatura seccional da variedade ambiente é constante. Mais precisamente,

as equações de compatibilidade, obtidas no capı́tulo 2, são apenas um caso especial das equações

de Gauss e Codazzi.

3.7 Imersões isométricas em 2+1

Esta seção tem como objetivo reobter os resultados da teoria de superfı́cies (aplicação nor-

mal de Gauss, curvatura gaussiana, etc), vistos no capı́tulo anterior, a partir da teoria de imersões

isométricas reduzida para três dimensões.

Iniciando com uma análise simples, pode-se verificar que a superfı́cie S é uma subvariedade

do R3. Diz-se que um subconjunto S ⊂ R3 é uma superfı́cie regular se, para todo ponto p ∈ S,

existe uma vizinhança V de p em R3 e uma aplicação x ⊂ R2→ V ∩ S de um aberto U ⊂ R2

sobre V ∩S⊂ R3 tal que:
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1. x é um homeomorfismo diferencial, ou seja, a aplicação é contı́nua e a sua inversa x−1∩
S→U também é contı́nua;

2. Para todo q ∈U , a diferencial dxq : R2→ R3 é injetiva.

Figura 3.2: Superfı́cie Regular.

No caso de uma superfı́cie regular esta possui uma estrutura diferenciável dada pelo con-

junto de parametrizações xα : Uα → S. Como consequência imediata da definição de superfı́cie

regular 1 e 2 as aplicações xα são mergulhos de Uα em S. Considere agora a seguinte inclusão

i : S⊂ R3.

Para cada p∈ S pode-se escolher a parametrização x :U→ S de S em p e uma parametrização

j : V ⊂ R3→ V ⊂ R3 em i(p), sendo V uma vizinhança de p em R3 e j, o mapeamento iden-

tidade de modo que j−1 ◦ i ◦ x = x seja diferenciável. Dada que a aplicação i é injetiva pelo

ı́tem 2, diz-se que i é uma imersão. Além disto, i é um homeomorfismo, então além de ser uma

imersão a aplicação i também será um mergulho. Concluı́mos assim que S é uma subvariedade

de R3.

De agora em diante, considere f : S→ R3 como sendo uma imersão de uma superfı́cie

regular em R3. A variedade ambiente será o espaço euclidiano R3, e consequentemente o

produto interno sobre a subvariedade S de dois vetores v1,v2 ∈ TpS ⊂ R3 em p ∈ S será dado

pelo produto interno usual 〈v1,v2〉 do R3.

3.7.1 A segunda forma fundamental

Seja f : S→ R3 uma imersão isométrica, e seja p ∈ S e n ∈ TpS⊥ com |n|= 1. Por se tratar

de uma hipersuperfı́cie a codimensão é igual a 1. Localmente tem-se apenas duas opções de
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extensão com norma igual a 1, que são respectivamente N e N onde a última corresponde a

extensão local do vetor −n. Escolhendo a extensão N ortogonal a S com |N| = 1, vamos ver

como fica a expressão para o operador Sn.

Seja a aplicação linear auto-adjunta simétrica Sn : TpS→ TpS. Pela álgebra linear, sabe-se

que Sn pode ser diagonalizável numa base ortonormal. Portanto, existe uma base ortonormal

{e1,e2} ⊂ TpS, tal que:

Sn(ei) = kiei; i = 1,2, (3.55)

e cujos autovalores reais ki podem ser identificados como sendo as curvaturas principais da

superfı́cie S no ponto p, com respeito a n.

A interpretação geométrica do operador Sn dá-se da seguinte maneira: fazendo novamente

a escolha da extensão N com |N|= 1 e consideremos S2
1(0) a esfera unitária centrada na origem.

Define-se a seguinte aplicação:

g : S→ S2
1(0). (3.56)

Escolhendo uma curva α : (−ε,ε)→ S com α(0) = q e α ′(o) = x com x ∈ TpS, então:

dg(q) · x = d
dt

N(α(t))|t=0 = ∇xN(q) =
(

∇xN(q)
)T

, (3.57)

onde utilizou-se o fato de que a variedade ambiente é o espaço euclidiano, portanto a derivada

ordinária é igual a derivada covariante, e o seguinte resultado:

〈N,N〉 = 1,

X 〈N,N〉 = 0⇒
〈

∇xN,N
〉
= 0, (3.58)

portanto, ∇xN ∈ TpS.

Pela proposição 4 e utilizando a equação (3.21), segue imediatamente que:

II(x) =−〈dg(x),x〉 . (3.59)

O operador Sn pode ser identificado então como sendo a derivada da aplicação g, aplicação

esta conhecida na teoria de superfı́cies como a aplicação normal de Gauss. E a segunda forma

fundamental assume a expressão familiar da teoria de curvas e superfı́cies obtida no capı́tulo

anterior.
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3.7.2 A equação de Gauss

Pelo colorário 2 a equação de Gauss pode ser escrita como:

K(x,y) = K(x,y)+ 〈B(x,x),B(y,y)〉− |B(x,y)|2, x,y ∈ TpM (3.60)

O operador Sn sendo definido pela expressão (3.55), necessita-se agora determinar como

fica a forma o operador linear B(x,y). Sabe-se que B(x,y) ∈ TpS⊥ e, como a codimensão da

imersão é 1, então todos os vetores ortogonais a S podem ser expressos como sendo múltiplos

inteiros do vetor n, ou seja, B(x,y) deve ser um múltiplo inteiro de n para alguma constante

c ∈ R:

B(x,y) = cn. (3.61)

Isolando a constante:

c = 〈B(x,y),n〉= 〈Sn(x),y〉 . (3.62)

Fazendo x = ei e y = e2 e utilizando a expressão (3.55):〈
B(ei,e j),n

〉
=
〈
Sn(ei),e j

〉
= ki

〈
ei,e j

〉
,

B(ei,e j) = ki
〈
ei,e j

〉
n. (3.63)

A base
{

ei,e j
}

é uma base ortonormal, portanto a expressão anterior será diferente de zero

apenas no caso quando i = j. Obtemos, assim, a seguinte expressão para o operador B(x,y):

B(ei,ei) = kin. (3.64)

Substituindo este resultado na equação de Gauss obtém-se a expressão:

K(x,y) = kik j, (3.65)

onde foi utilizado o fato que 〈n,n〉= 1 e que a curvatura seccional do espaço euclidiano K(x,y)

é igual a zero. A equação (3.65) mostra dois importantes resultados. O primeiro resultado é que

a curvatura seccional da subvariedade S coincide com a curvatura gaussiana, reobtendo assim

o resultado conhecido da teoria de superfı́cies. Pode-se analisar apenas o lado esquerdo da

expressão (3.65). O lado esquerdo é a curvatura seccional definida apenas a partir da geometria

da subvariedade e portanto, não há nenhuma menção da variedade ambiente, que neste caso é o

espaço euclidiano. Concluı́mos, então, que o lado direito, correspondente à curvatura gaussiana,

é um conceito intrı́nseco da subvariedade S. Portanto, o segundo resultado é que esta expressão
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é uma forma indireta do teorema Egregium.

3.7.3 A equação de Ricci

Considere novamente a inclusão i : S→ R3 e seja um ponto p ∈ S. Escolhendo localmente

um campo N numa vizinhança de p que seja normal e unitário:

〈N,N〉= 1, N(p) ∈ TpS⊥. (3.66)

Derivando com respeito a uma direção tangente X :

X 〈N,N〉= 0⇒ 〈∇X N,N〉= 0. (3.67)

Este resultado implica que o vetor ∇X N pertence ao plano tangente a superfı́cie, mas note

que a conexão normal consiste em pegar a componente normal do mesmo, de onde segue ime-

diatamente que:

∇
⊥
X N = 0. (3.68)

Substituindo (3.68) na expressão da curvatura do fibrado tangente (3.42), obtém-se:

R⊥(X ,Y )N = 0. (3.69)

Como toda curvatura, R⊥(X ,Y )N = 0 também é um objeto tensorial e consequentemente

só depende dos campos X ,Y e N no ponto p. Escrevendo η ∈ TpS⊥ como um múltiplo unitário

do vetor N, obtém-se:

R⊥(X ,Y )η = 0 ∀η ∈ TpS⊥. (3.70)

Substituindo estes resultados na equação de Ricci (3.43):〈
R⊥(X ,Y )η ,ζ

〉
=−

〈(
Sζ Sη −SηSζ

)
(X),Y

〉
; η ,ζ ∈ TpS⊥, (3.71)

onde utilizou-se que a curvatura R(X ,Y ) do espaço euclidiano é nula. Na seção 3.7.1 mostrou-

se que o operador Sn é diagonalizável e portanto, para todo p∈ S existe uma base
{

ei,e j
}
∈ TpS

tal que todos os operadores Sn serão diagonalizáveis simultaneamente , ou seja, o lado direito

da equação (3.71) se anula e a equação de Ricci assume a seguinte forma final:〈
R⊥(X ,Y )η ,ζ

〉
= 0. (3.72)
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3.7.4 A equação de Codazzi

A equação de Codazzi é dada pela expressão:〈
R(X ,Y )Z,N

〉
=
〈
(∇⊥X B)(Y,Z)− (∇⊥Y B)(X ,Z),N

〉
. (3.73)

Considerando o fato de que a variedade ambiente é euclidiana, a curvatura R(X ,Y ) será

igual a zero e a equação de Codazzi assume a forma:〈
(∇⊥X B)(Y,Z),N

〉
=
〈
(∇⊥Y B)(X ,Z),N

〉
. (3.74)

Por (3.53):〈
(∇⊥X B)(Y,Z),N

〉
=
〈

∇
⊥
X (B(Y,Z)),N

〉
−〈B(∇XY,Z),N〉−〈B(∇X Z,Y ),N〉 , (3.75)

Pela seção 3.7.3 a conexão normal é igual a zero, portanto, o primeiro termo da direita da

equação (3.75) pode ser reescrito da seguinte maneira:

X 〈B(Y,Z),N〉=
〈

∇⊥(B(Y,Z)),N
〉
+
〈

B(Y,Z),∇
⊥
X N
〉
=
〈

∇⊥(B(Y,Z)),N
〉
. (3.76)

O que equivale pela relação (3.21) a:〈
∇⊥(B(Y,Z)),N

〉
= X 〈Sn(Y ),Z〉 . (3.77)

O lado direito da equação (3.75) assume a forma:〈
(∇⊥X B)(Y,Z),N

〉
= X 〈Sn(Y ),Z〉−〈Sn(∇XY ),Z〉−〈Sn(Y ),∇X Z〉

= 〈∇X(Sn(Y )),Z〉+ 〈Sn(Y ),∇X Z〉−〈Sn(∇XY ),Z〉−〈Sn(Y ),∇X Z〉〈
(∇⊥X B)(Y,Z),N

〉
= 〈∇X(Sn(Y )),Z〉−〈∇X(Sn(Y )),Z〉 .

Seguindo o mesmo procedimento no lado direito da equação (3.74), a equação de Codazzi

assume a forma final:

∇X SN(Y )−∇Y SN(X) = Sn([X ,Y ]). (3.78)

A equação (3.78) corresponde a equação de Mainardi-Codazzi.



Capı́tulo 4
O PROBLEMA DE CAUCHY

“Podemos considerar o estado atual do Universo como efeito de seu passado
e a causa de seu futuro. Uma inteligência que, em um instante determinado,
deveria conhecer todas as forças que põem em movimento a natureza, e to-
das as posições de todos os objetos dos quais a natureza é composta, se esta
inteligência fosse ampla o suficiente para submeter esses dados à análise,
ela englobaria em uma única fórmula os movimentos dos maiores corpos do
universo e dos menores átomos; para tal inteligência nada seria incerto e o
próprio futuro, assim como o passado, estariam evidentes a seus olhos .” (LA-
PLACE, 1814)

4.1 Introdução

O problema de Cauchy ou o problema de valor inicial é um problema clássico das equações

diferenciais. Na teoria das equações diferenciais ordinárias, entende-se por problema de valor

inicial encontrar a solução de uma dada equação com um número apropriado de condições inici-

ais pré-determinadas em um determinado ponto inicial [16]. Por exemplo, a equação diferencial

ordinária de segunda ordem:
d2u
dt2 = f

(
t,u,

du
dt

)
, (4.1)

juntamente com as condições iniciais:

u(t0) = α,
du
dt

(t0) = β , (4.2)

constituem um problema de valor inicial.

Um problema análogo pode ser formulado para o caso de equações diferenciais parciais.

Supondo-se que a equação seja de segunda ordem envolvendo duas variáveis independentes,
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seja uma função das variáveis independentes x e y e suponha que esta equação possa ser resol-

vida explicitamente para uyy, de modo que esta possa ser representada da seguinte maneira:

uyy = F(x,y,u,ux,uy,uxx,uxy). (4.3)

Para um dado valor y = y0, definem-se as condições iniciais do problema dando-se:

u(x,y0) = f (x), uy(x,y0) = g(x), (4.4)

onde f = f (x) e g = g(x) são funções conhecidas.

O problema de determinar a solução da equação (4.3) satisfazendo as condições (4.4) é

conhecido como o problema de valor inicial para equações diferenciais parciais.

Diz-se, então, que uma teoria fı́sica possui uma formulação de valor inicial se é possı́vel

especificar determinadas condições iniciais de modo que o sistema e a sua subsequente evolução

dinâmica seja determinada de maneira única. Além disso, é necessário que as condições iniciais

sejam viáveis do ponto de vista fı́sico [17].

É desejável, também, que “pequenas alterações” nas condições iniciais produzam apenas

“pequenas alterações” na solução em uma dada região compacta fixa do espaço-tempo. Além

disso, tratando-se de uma teoria relativista, mudanças das condições iniciais em uma região, S,

que estejam dentro da superfı́cie de Cauchy não devem produzir quaisquer mudanças na solução

fora da região futura causal, J+(S). Caso esta condição fosse violada, existiria a possibilidade de

propagação de sinais com velocidades superiores à velocidade da luz correspondendo, portanto,

à um regime não-relativı́stico. Se a teoria possui uma formulação de valor inicial satisfazendo

estas duas condições diz-se que está bem posta.

4.2 O problema de Cauchy na fı́sica

É sabido que grande parte dos sistemas fı́sicos são regidos por equações diferenciais, se-

jam elas parciais ou ordinárias. Considere, por exemplo, o caso da mecânica newtoniana. Na

mecânica clássica o comportamento de uma partı́cula é governada pela segunda lei de Newton.

Se a partı́cula se move sob a influência de algum potencial Φ(x), então estará sob a ação de uma

força dada por f =−∇Φ(x), e tem-se:

m
d2x
dt2 =−∂iΦ. (4.5)
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A equação (4.5) é uma equação diferencial de segunda ordem para xi(t), mas ao se intro-

duzir o conceito de momento, pode-se reescrevê-la como:

d pi

dt
= −∂iΦ, (4.6)

dxi

dt
=

pi

m
.

O sistema (4.6) corresponde a duas equações de primeira ordem acopladas. Neste cenário, o

problema de valor inicial consiste em especificar um “estado” (xi, pi) que sirva como condições

de contorno, de maneira que o sistema (4.6) tenha uma solução única. Além disso, uma vez

dadas as coordenadas e o momento num certo tempo t0, pode-se obter a evolução do sistema

para qualquer valor de t.

Outro exemplo é o caso do campo de Klein-Gordon massivo, φ , definido no espaço-tempo

de Minkowski, cuja dinâmica obedece à equação:

∂a∂
a
φ −m2

φ = 0. (4.7)

Escolhendo as coordenadas globais inerciais t,x,y,z a equação (4.7) pode ser reescrita

como:
∂ 2φ

∂ t2 =
∂ 2φ

∂x2 +
∂ 2φ

∂y2 +
∂ 2φ

∂ z2 −m2
φ . (4.8)

A diferença matemática entre as equações (4.5) e (4.8) deve-se ao fato de que enquanto

a primeira é uma equação diferencial ordinária, a segunda é uma equação diferencial parcial.

Apesar dessa diferença, ambas equações dizem como calcular a segunda derivada de uma quan-

tidade desconhecida num instante de tempo, dados o valor e a primeira derivada desta quanti-

dade em um tempo t0.

A analogia fı́sica e matemática entre as equações (4.5) e (4.8) sugere que a teoria de Klein-

Gordon deva ter a seguinte formulação de valor inicial: especificar arbitrariamente os valores

de φ e ∂φ/∂ t em uma determinada hipersuperfı́cie Σ0 com t = t0. De fato, admitindo-se que

as condições (φ ,∂φ/∂ t) são funções analı́ticas em Σ, por derivações sucessivas das condições

iniciais, pode-se obter todas as derivadas espaciais de φ e ∂φ/∂ t em t = t0. Por exemplo,

a equação (4.8) fornece ∂ 2φ/∂ t com respeito a derivadas segundas espaciais que podem ser

calculadas a partir das condições iniciais, e se a equação obtida for derivada em relação à coor-

denada temporal t, obtém-se ∂ 3φ/∂ t e todas as derivadas espaciais em t = t0. Recursivamente,

pode-se obter, então, uma série de potências para a solução φ .

Um teorema de extrema importância para problemas de valores iniciais, provado por Cau-
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chy e posteriormente generalizado por Kowalewskaya, mostrou que o problema de valor inicial

da teoria de Klein-Gordon possui uma solução:

Teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Sejam t,x1, ...,xm−1 coordenadas de Rm. Considere um

sistema de n equações diferenciais parciais para n funções φ1, ...,φn em Rm, tendo a forma:

∂ 2φi

∂ t2 = Fi

(
t;xα ;φ j;∂φ j/∂ t;∂

2
φ j/∂ t∂xα ;∂

2
φ j/∂xα

∂xβ

)
, (4.9)

onde cada Fi é uma função analı́tica de suas variáveis. Sejam fi(xα) e gi(xα) funções analı́ticas.

Então, existe uma vizinhança aberta O da hipersuperfı́cie t = t0 tal que em O existe uma única

solução analı́tica da equação (4.9) com φi(t0,xα) = fi(xα) e
∂φi

∂ t
(t0,xα) = gi(xα).

Embora o teorema de Cauchy-Kowalewskaya garanta a existência da solução do problema

de valor inicial, este não garante a dependência contı́nua da solução com as condições iniciais e

não garante uma estrutura causal que seria necessária para uma consistência do ponto de vista

fı́sico. Diferentemente do caso clássico, por se tratar do cenário relativı́stico uma análise mais

cuidadosa torna-se necessária.

Faz-se necessária a investigação com respeito à continuidade no seguinte sentido: se as

condições iniciais sobre a hipersuperfı́cie Σ sofrem uma pequena perturbação, então a solução

deve sofrer apenas pequenas perturbações também. A primeira dificuldade que surge está base-

ada no fato que não se tem uma noção do que seja, por exemplo, duas funções próximas, já que

a geometria neste contexto não é mais a geometria euclidiana. Em análise funcional define-se a

distância entre duas funções f1 e f2 em t = t0 da seguinte maneira: 1

‖ f1− f2 ‖= sup
x∈Σ0

| f1(x)− f2(x)|+ ∑
k1,k2,k3

sup
x∈Σ0

∣∣∣∣∂ k1+k2+k3( f1− f2)

∂xk1∂yk2∂ zk3

∣∣∣∣ , (4.10)

onde k1+k2+k3 5 k. É importante notar que a norma gera uma noção de distância e, portanto,

faz sentido falar em topologia. Pode-se definir, então, em uma região compacta do espaço-

tempo, uma topologia nas soluções. O teorema de Cauchy-Kowalewskaya [18, 19] não dá a

garantia de que, para qualquer escolha rezoável da topologia no espaço das condições iniciais

tenhamos como resultado soluções que sejam contı́nuas. Além disso, o teorema de Cauchy-

Kowalewskaya não dá nenhuma informação com respeito a propagação causal do campo em

questão. Para mostrar que a formulação da teoria de Klein-Gordon é bem posta necessita-se de

outros métodos além do teorema de Cauchy-Kowalewskaya.

Seja φ uma solução suave da equação de Klein-Gordon (4.7), então o tensor energia-

1A norma (4.10) é uma generalização da norma da convergência uniforme definida num espaço de Banach.
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momento de φ será:

Tab = ∂aφ∂bφ − 1
2

ηab
(
∂cφ∂

c
φ +m2

φ
2) , (4.11)

e este é conservado:

∂
aTab = 0. (4.12)

Se ξ a = (∂/∂ t)a é um campo vetorial de Killing do tipo tempo ortogonal à hipersuperfı́cie,

Σ0, então,

∇
a(Tabξ

b) = ξ
b
∇

aTab +Tab∇
a
ξ

b. (4.13)

O primeiro termo do lado direito se anula devido a condição (4.12) e o segundo termo

também será nulo devido a equação de Killing:

∇aξb +∇bξa = 0. (4.14)

Note também que os coeficientes da conexão provenientes da derivada covariante serão

iguais a zero por se tratar do espaço-tempo de Minkowski, e portanto, a derivada covariante se

torna a derivada usual. Tem-se, então, a seguinte condição:

∂
a(Tabξ

b) = 0. (4.15)

Seja S0 uma bola fechada na hipersuperfı́cie Σ0, e seja Σ1 uma hipersuperfı́cie futura para

t = t1. Considere a hipersuperfı́cie Σ1, em t = t1, e definindo um conjunto K tal que K =

D+(S0)∩ J−(Σ1). Além disso, sejam S1 = D+(S0)∩Σ1 e S2 o “envelope” de K.

Figura 4.1: Diagrama do espaço-tempo mostrando a região K.

Integrando a equação (4.15) na região K e aplicando o teorema de Gauss, temos:∫
S1

Tabξ
a
ξ

b +
∫

S2

Tabla
ξ

b =
∫

S0

Tabξ
a
ξ

b, (4.16)

onde la é futuro-direcionado normal a S2.
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Supondo um observador com uma quadri-velocidade va, a quantidade −T α

β
vβ representa o

fluxo de matéria visto por ele. Neste caso, faz-se a exigência de que Tαβ vαvβ ≥ 0 para qualquer

vetor tipo-tempo futuro-direcionado vα , ou seja, o observador sempre vai ver um fluxo positivo

de energia, e além disso, exige-se que −T α

β
vβ não seja um vetor tipo-espaço, o que implica,

T α

β
Tαλ vβ vλ ≤ 0. Essa exigência sobre o tensor momento-energia é denominada condição de

energia dominante. Do ponto de vista fı́sico, essa condição significa que a velocidade do fluxo

de matéria é sempre menor do que a velocidade da luz c.

Considerando a condição de energia dominante pode-se dizer que Tablaξ b = 0, ou seja o se-

gundo termo da equação (4.16) é não-negativo. Utilizando a equação (4.11), pode-se reescrever

a equação (4.16) da seguinte maneira:

∫
S1

[(
∂φ

∂ t

)2

+ |
−→
∇ φ |

2
+m2

φ
2

]
≤
∫

S0

[(
∂φ

∂ t

)2

+ |
−→
∇ φ |

2
+m2

φ
2

]
. (4.17)

Pela equação (4.17) pode-se mostrar que deve haver no máximo uma solução em D+(S0)

com as condições iniciais (φ ,∂φ/∂ t) em S0. Em outras palavras, se φ1 e φ2 são ambas soluções

da equação de Klein-Gordon (4.7) com as mesmas condições iniciais suaves, mas não ne-

cessariamente analı́ticas, então a diferença ψ = φ2− φ1 também será solução da equação de

Klein-Gordon:

∂a∂
a
ψ−m2

ψ = ∂a∂
a(φ2−φ1)−m2(φ2−φ1)

= ∂a∂
a
φ2−m2

φ2− (∂a∂
a
φ1−m2

φ1) = 0.

Portanto, ψ é solução da equação de Klein-Gordon. Com relação as condições iniciais de

ψ , pode-se dizer que estas serão nulas já que φ1 e φ2 possuem as mesmas condições iniciais

(φ ,∂φ/∂ t). Então, para ψ o lado direito da equação (4.17), tem-se:

∫
S0

[(
∂ψ

∂ t

)2

+ |
−→
∇ ψ|

2
+m2

ψ
2

]
= 0, (4.18)

uma vez que em S0 as condições iniciais são as mesmas. Considerando o caso massivo, m 6= 0,

então ψ = 0 em S1:

∫
S1

[(
∂ψ

∂ t

)2

+ |
−→
∇ ψ|

2
+m2

ψ
2

]
= 0⇒ ψ deve ser zero em S1. (4.19)

Se ψ = 0 em S1, isso implica que ψ = 0 ao longo de todo o domı́nio de dependência futura

D+(S0), e de maneira semelhante pode-se concluir que ψ = 0 em todo D−(S0). Fica claro,
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portanto, que existe apenas uma única solução em D+(S0) satisfazendo as condições iniciais

(φ ,∂φ/∂ t). Além disso, tem-se a visualização do fato de que qualquer mudança nas condições

fora de S0 não afeta a solução dentro do domı́nio de dependência D(S0). Portanto, a segunda

condição para que o problema de valor inicial seja bem posto é satisfeita.

A condição de continuidade é provada utilizando uma versão generalizada das integrais

(4.17) (norma de Sobolev). Para a prova detalhada, vide a referência [17].

Embora a habilidade prática em controlar as condições iniciais em problemas gravitacionais

seja limitada, é natural que o problema de Cauchy possa ser estendida para a relatividade geral.

A menos que a relatividade geral difira drásticamente das outras teorias da fı́sica clássica, ela

deve permitir uma especificação fı́sica razoável das condições iniciais. Dadas estas condições

iniciais, as equações de Einstein devem determinar a subsequente evolução do sistema.

4.3 O problema de Cauchy na relatividade geral

Ao formular o problema de Cauchy para a relavidade geral, destacam-se algumas diferenças

em relação às teorias tratadas anteriormente. Primeiramente, as equações de Einstein,

Gµν = 8πGTµν , (4.20)

são covariantes e, por isso, não fornecem nenhuma noção privilegiada de tempo, já que na

relatividade as coordenadas espaciais e a coordenada temporal passam a ocupar o mesmo pata-

mar. Neste caso, necessita-se fazer uma escolha de uma hipersuperfı́cie tipo-espaço (ou fatia)

Σ, especificando-se as condições iniciais sobre a mesma. Utilizando as equações de evolução,

determina-se a dinâmica do sistema para uma outra hipersuperfı́cie futura.

A segunda diferença está no fato de que para que se possa ter uma formulação de valor

inicial bem posta é necessário que se faça uma “escolha de gauge”, isto é, uma escolha de

coordenadas para que as equações de Einstein assumam uma forma desejada.

Antes da análise do problema de Cauchy, faz-se necessário enunciar os seguintes resultados:

Definição 4. Um sistema de n equações diferenciais parciais de segunda ordem para n funções

desconhecidas φ1, ...,φn em uma variedade M é chamado quase-linear, diagonal, hiperbólico

de segunda ordem se este pode ser colocado na forma:

gab(x;φ j;∇cφ j)∇a∇bφ j = Fi(x;φ j;∇cφ j), (4.21)

onde ∇a é qualquer operador derivativo, gab é uma métrica lorentziana e cada Fi é uma função
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suave de suas variáveis.

Para equações desse tipo segue-se o teorema [20]:

Teorema 1. Sejam (φ0)1, ...,(φ0)n quaisquer soluções do sistema hiperbólico quase-linear (4.21)

na variedade M e seja (g0)
ab = gab(x;(φ0) j;∇ j(φ0) j). Suponha que (M,(g0)ab) seja global-

mente hiperbólico (ou alternativamente, considere uma região globalmente hiperbólica desse

espaço-tempo). Seja Σ uma superfı́cie suave de Cauchy tipo-espaço de (M,(g0)ab). Então, a

formulação do valor inicial da equação (4.21) é bem posta em Σ da seguinte maneira: para

uma condição inicial em Σ suficientemente próxima às condições iniciais para (φ0)1, ...,(φ0)n,

existe uma vizinhança aberta O de Σ tal que a equação (4.21) tem solução, φ1, ...,φn, em O

(O,gab(x;φ j;∇cφ j) e é globalmente hiperbólica. A solução é única em O e propaga-se causal-

mente no sentido de que dado outro conjunto de condições iniciais φ ′1, ...,φ
′
n tal que no subcon-

junto S sejam iguais a φ1, ...,φn, então, a solução permanece a mesma na região O∩D+(S).

Finalmente, a solução depende continuamente das condições iniciais.

A prova do teorema pode ser encontrada em [22]. Antes da análise da formulação do

problema de valor inicial para a relatividade geral, vamos iniciar os nossos estudos olhando

para a formulação de valor inicial para as equações de Maxwell no espaço-tempo de Minkowski

devido a sua grande semelhança com a formulação relativı́stica.

As equações de Maxwell no vácuo para o potencial vetor Aµ no espaço-tempo de Min-

kowski assumem a forma:

Gb := ∂
a(∂aAb−∂bAa) = 0. (4.22)

A equação (4.22) representa um sistema de quatro equações para quatro componentes des-

conhecidas Aa, e aparentemente tem-se condições suficientes para a determinação de todas com-

ponentes Aa. No entanto, uma análise mais cuidadosa da equação (4.22) mostra que ela não

está na forma hiperbólica onde o problema de valor inicial é conhecido. Além disso, pode-se

observar que G0 = 0 não contém termos de segunda derivada temporal,

G0 = ∂
a(∂aA0−∂0Aa) = 0. (4.23)

Ou seja,

∂
µ(∂µA0−∂0Aµ) = 0. (4.24)

Em notação vetorial:

∇
2A0−

−→
∇ · (∂−→A /∂ t) = 0, (4.25)
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ou seja,
−→
∇ ·−→E = 0, (4.26)

com o campo eletromagnético
−→
E definido por:

−→
E =

−→
∇ A0−∂

−→
A /∂ t. (4.27)

A equação (4.24) diz, então, que a divergência do campo elétrico é nula. Pode-se ainda

reescrever a expressão para o campo elétrico (4.24) na forma:

Ea = (∂aAb−∂bAb)nb = Fabnb, (4.28)

onde na é um vetor unitário normal à Σ0. A equação (4.25), ou equivalentemente a equação

(4.26), impõe um vı́nculo entre as condições iniciais (Aµ ,∂Aµ/∂ t). Se as condições inici-

ais impostas sobre Σ0 não satisfizerem a condição (4.25), então não é possı́vel encontrar uma

solução das equações de Maxwell.

As três equações remanescentes da expressão (4.22) possuem segundas derivadas tempo-

rais com respeito à parte espacial do vetor Aa e, em princı́pio, podem-se obter todas derivadas

segundas em relação ao tempo e aplicar o teorema de Cauchy-Kowalewskaya. No entanto, es-

sas equações não estão na forma hiperbólica. Além disso, era de se esperar, em analogia com

as teorias clássicas que, por diferenciação das condições iniciais (4.25), poderı́amos obter uma

equação para ∂ 2A0/∂ t2, que permitiria, então, uma formulação do problema de valor inicial.

No entanto, uma inspeção mais atenta leva à seguinte identidade:

∂
b
∂

a(∂aAb−∂bAa) = 0. (4.29)

Esta expressão mostra que a derivada temporal da equação de vı́nculo (4.25) se anula so-

mente se as componentes espaciais das equações de Maxwell são satisfeitas. Então, a equação

(4.24) é um sistema indeterminado para Aa, ou seja, tem-se na realidade apenas três equações,

mais a equação de vı́nculo para quatro funções desconhecidas.

Da teoria do eletromagnetismo é sabido que dois potenciais vetores que difiram apenas por

um gradiente de uma função χ , ∂aχ , representam do ponto de vista fı́sico, o mesmo campo

elétrico. Portanto, essa indeterminação tem como origem essa arbitrariedade, de modo que não

é possı́vel determinar Aa apenas a partir das condições iniciais.

Uma maneira de contornar essa indeterminação é fixar um gauge apropriado para Aa, de

modo a reescrever as equações de Maxwell na forma hiperbólica. Impomos, então, o gauge de
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Lorentz:

∂
aAa = 0. (4.30)

Com a escolha desse gauge, as equações de Maxwell se tornam:

∂
a
∂aAb =�Ab = 0, (4.31)

que é a equação da onda, e tem-se portanto, as equações de Maxwell na forma hiperbólica.

Dadas as condições iniciais (Aa,∂Aa/∂ t), e fazendo a tranformação de gauge mencionado,

tem-se ∂ aAa = 0 em Σ0. Por outro lado, (4.31) implica que:

∂
a
∂a(∂

bAb) = ∂
b(∂ a

∂aAb) = 0. (4.32)

Pelo teorema 1, se a equação (4.31) for satisfeita em qualquer hipersuperfı́cie, então a

condição (4.30) será satisfeita em qualquer hipersuperfı́cie se e somente se:

∂
bAb = ∂ (∂ bAb)/∂ t = 0, (4.33)

em Σ0. De inı́cio, assumiu-se que o gauge de Lorentz vale em Σ0, e usando a equação (4.31)

é possı́vel ver que a condição inicial ∂ (∂ bAb)/∂ t = 0 é equivalente a condição (4.25). Se
−→
∇ · −→E = 0 em Σ0, então a condição de gauge será satisfeita em qualquer hipersuperfı́cie se a

equação (4.31) é satisfeita.

Conclui-se, então, que as equações de Maxwell, com a escolha de gauge adequada, possuem

uma formulação de valor inicial bem posto.

Retomando nossa atenção para as equações de Einstein no vácuo Gµν = 0, nota-se que,

diferentemente do caso de uma teoria formulada no contexto da relatividade especial, onde o

espaço-tempo é fixo, na relatividade geral, o problema consiste em encontrar o espaço-tempo

em si. Necessita-se, portanto, determinar a quantidade, ou as quantidades que passarão a fazer o

papel de variável dinâmica no cenário relativı́stico. Seja (M,gab) um espaço-tempo globalmente

hiperbólico. Todo espaço-tempo globalmente hiperbólico pode ser folheado em superfı́cies de

Cauchy, Σt , parametrizadas pela função t. A figura (4.2) é uma representação dessa folheação

do espaço-tempo.

A métrica do espaço-tempo, gab, induz uma métrica espacial, ou seja, uma métrica tridi-

mensional riemanniana, hab, em cada seção Σt através da seguinte expressão:

hab = gab−nanb, (4.34)
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Figura 4.2: Folheação do espaço-tempo.

onde na é o vetor normal à Σt .

Seja tα um campo vetorial em M satisfazendo a condição tα∇αt = 1. Pode-se decompor

este campo vetorial em uma parte tangente e outra parte normal a Σt ; para tal, definem-se duas

quantidades: a função lapso, N, e o vetor deslocamento, Na:

N = −tana = (na
∇at)−1, (4.35)

Na = habtb.

O campo de vetor ta pode ser interpretado como sendo um fluxo do tempo ao longo do

espaço-tempo. Suponha que estejamos partindo da hipersuperfı́cie Σ0, em t = 0, e indo em

direção a uma hipersuperfı́cie Σt , com t > 0. Indentificando esse deslocamento como sendo

um difeomorfismo seguindo uma curva integral de ta, esse efeito de avançar no tempo seria

uma mudança na métrica espacial tridimensional na variedade M de hab(0) para hab(t). Pode-se

ver, então, um espaço-tempo globalmente hiperbólico (M,gab) como uma sendo uma evolução

temporal da métrica riemanniana de uma variedade tridimensional. Isto sugere que a métrica

espacial tridimensional sobre a hipersuperfı́cie possa ser a variável dinâmica da relatidade ge-

ral, e espera-se, então, que as condições iniciais apropriadas sejam constituı́das pela métrica

riemanniana, hab, e suas derivadas temporais na variedade tridimensional Σ.

Uma quantidade que está relacionada diretamente com a noção de derivada temporal da

métrica espacial em uma hipersuperfı́cie imersa no espaço-tempo é a curvatura extrı́nseca, Kab.

Seja na um campo vetorial unitário do tipo-tempo ortogonal a Σ. Define-se, então,

Kab = Kba = ha
c
∇cnb =

1
2

£nhab, (4.36)

onde £nhab é a derivada de Lie de hab na direção de na.

Pode-se interpretar a curvatura extrı́nseca como sendo a projeção dos gradientes dos campos
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de vetores nb sobre a hipersuperfı́cie Σ, ou seja, ela indica como o campo de vetores nb varia

quando é deslocado de um ponto a outro sobre a superfı́cie Σ.

Figura 4.3: Diagrama do espaço-tempo ilustrando a noção da curvatura extrı́nseca em Σ.

Para o quadro da relatividade geral devemos ter as seguintes condições iniciais apropriadas:

(Σ,hab,Kab).

Antes de formular o problema de Cauchy, podem-se estabelecer algumas relações entre

quantidades definidas no espaço-tempo e quantidades induzidas na hipersuperfı́cie Σ.

Seja va um vetor em p ∈ Σ. Assume-se que o vetor va possa ser decomposto em uma parte

tangente a Σ e outra parte perpendicular a Σ, isto é,

va = v⊥na + va
‖, (4.37)

onde na é um vetor unitário normal a Σ e va
‖na = 0. Note que a condição v⊥ = 0 equivale a:

va = ha
bvb, (4.38)

onde fez-se uso do vetor de deslocamento, com hab dada pela expressão (4.34) e o primeiro

ı́ndice do hab levantado pela métrica gab.

De maneira mais geral, um tensor T a1...ak b1...bl em p ∈ Σ pode ser visto como sendo um

tensor sobre o espaço tangente a Σ em p se:

T a1...ak b1...bl = ha1 c1...h
ak ckhb1

d1 ...hbl
dl T c1...ck d1...dl . (4.39)

Seja T a1...ak b1...bl um campo tensorial sobre a variedade Σ. Do ponto de vista da decomposição

(4.39), a quantidade ∇cT a1...ak b1...bl não seria bem definida, pois o comportamento do campo

tensorial fora da variedade Σ não é conhecido. No entanto, pode-se utilizar o tensor ha
b como

um projetor e definir a seguinte operação de derivação: hd
c
∇cT a1...ak b1...bl .

Lema 1. Seja (M,gab) um espaço-tempo e seja Σ uma hipersuperfı́cie tipo-espaço suave em M.

Seja hab a métrica induzida em Σ dada pela equação (4.34), e seja Da a operação de derivação
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associado a hab. Então Da é dado pela fórmula:

DcT a1...ak b1...bl = ha1
d1 ...hbl

el hc
f
∇ f T d1...dk e1...el , (4.40)

sendo ∇a a derivada covariante em relação à métrica gab.

4.3.1 Relações de Gauss-Codazzi

Associada a uma derivada covariante, sempre pode-se definir o conceito de curvatura. Além

disso, tendo em mãos o lema 1, pode-se obter uma relação entre a curvatura da hipersuperfı́cie

Σ, Rabc
d , e a curvatura do espaço-tempo, Rabc

d . Suponha que ωa seja um campo vetorial dual

em Σ, então:

Rabc
d
ωd = DaDbωc−DbDaωc. (4.41)

Utilizando o Lema 1 a equação (4.41) pode ser reescrita da seguinte maneira:

DaDbωc = Da(hc
ehb

d
∇dωe) = ha

f hb
ghc

k
∇ f (hg

dhk
e
∇dωe) = ha

f hb
ghg

dhc
khk

e
∇ f ∇dωe

+ ha
f hb

ghc
khk

e
∇ f hg

d
∇dωe +ha

f hb
ghc

khg
d
∇ f hk

e
∇dωe (4.42)

= ha
f hb

dhc
e
∇ f ∇dωe +ha

f hb
ghc

e
∇ f hg

d
∇dωe +ha

f hb
dhc

k
∇ f hk

e
∇dωe.

Note que,

hb
ghc

eha
f (∇ f hg

d) = hb
ghc

eha
f
∇ f (gg

d +ngnd)

= hb
ghc

eKagnd = hc
eKabnd. (4.43)

Utilizando esse resultado na expressão (4.42), segue:

DaDbωc = ha
f hb

dhc
e
∇ f ∇dωe +hc

eKabnd
∇dωe +hb

dKacne
∇dωe. (4.44)

Além disso,

hb
d(ne

∇dωe) = hb
d
∇d(ne

ωe)−hb
d
ωe∇dne =−ωeKb

e. (4.45)

A expressão (4.44) toma a seguinte forma final:

DaDbωc = ha
f hb

dhc
e
∇ f ∇dωe−KacKb

e
ωe +hc

eKabnd
∇dωe. (4.46)
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De maneira semelhante, pode-se obter a seguinte expressão:

DbDaωc = ha
f hb

dhc
e
∇d∇ f ωe−KbeKa

e
ωe +hc

eKabnd
∇dωe. (4.47)

Substituindo (4.46) e (4.47) em (4.41), obtém-se,

DaDbωc−DbDaωc = (∇ f ∇dωe−∇d∇ f ωe)ha
f hb

dhc
e +KbcKa

e
ωe−KacKb

e
ωe,

Rabc
d
ωd = R f de

j
ω jha

f hb
dhc

e +KbcKa
e
ωe−KacKb

e
ωe,

Rabc
d

= ha
f hb

ghc
khd

jR f gk
j +KbcKa

d−KacKb
d. (4.48)

Pode-se fazer também o seguinte cálculo com a curvatura extrı́nseca:

DaKbc = hb
ghc

f ha
d
∇dKg f = ha

dhb
ghc

f
∇d(hg

e
∇en f )

= ha
dhb

ghc
f hg

e
∇d∇en f +ha

dhb
ghc

f
∇dhg

e
∇en f (4.49)

= ha
dhc

f hb
e
∇d∇en f +Kabnehc

f
∇en f ,

onde utilizou-se que

ha
chb

d
∇chd

e = ge f ha
chb

d
∇chd f = ge f ha

chb
dn f ∇cnd = neKab. (4.50)

De maneira semelhante, pode-se obter

DbKac = hb
dhc

f ha
e
∇d∇en f +Kabnehc

f
∇en f . (4.51)

Então,

2D[aKb]c = 2h[a
dhb]

ehc
f
∇d∇en f = 2ha

dhb
ehc

f
∇[d∇e]n f = ha

dhb
ehc

f R f gdeng. (4.52)

Contraindo a equação (4.52) com hac, obtém-se:

DaKa
b−DbKa

a = hc
bRcdnd. (4.53)

As equações (4.48) e (4.53) são as equações de Gauss-Codazzi obtidas no capı́tulo 3, só que

agora expressas em termos de coordenadas.
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4.3.2 Equações de vı́nculo e evolução

O tensor de Einstein Gµν tem uma dependência linear com o tensor de Riemann através da

relação Gµν = Rµν −1/2gµνR. Em contra partida, o tensor de Riemann tem uma dependência

com a derivada do tensor métrico. Assim, é possı́vel expressar o tensor de Einstein em termos

da derivada do tensor métrico:

Rµν =−1
2

gαβ
(
−2∂β ∂(µgν)α +∂α∂β gµν +∂µ∂νgαβ

)
+Fµν(g,∂g). (4.54)

Desse modo, podemos reescrever o tensor de Einstein como

Gµν =
1
2

gαβ
(
−2∂β ∂(µgν)α +∂α∂β gµν +∂µ∂νgαβ

)
(4.55)

+
1
2

gµνgαβ gρσ
(
−∂β ∂ρgσα +∂α∂β gρσ

)
+ F̂µν(g,∂g).

Note que o as equações Gµνnν = 0 não contém termos com segunda derivada temporal

com respeito a métrica. De maneira que não serão todas as equações aptas para serem utili-

zadas como equações de evolução do sistema. Essas equações remanescentes fornecerão uma

espécie de vı́nculo entre as condições iniciais do nosso problema. Para tal função, utilizam-se

as relações de Gauss-Codazzi. A partir da equação de Codazzi:

DaKa
b−DbKa

a = hc
bRcdnd.

Sabe-se que Gµν = 0⇐⇒ Rµν = 0. Então,

0 = hb
aGbcnc = hb

aRbcnc = DbKb
a−DaKb

b. (4.56)

A partir da equação de Gauss, temos

Rabc
d
= ha

f hb
ghc

khd
jR f gk

j +KbcKa
d−KacKb

d.

Contraindo com hachb
d , obtém-se:

hachb
dRabc

d
= −hachb

dKacKb
d +hachb

dKbcKa
d

R = −Ka
aKb

b +KcdKcd

R + (Ka
a)2−KabKab = 0. (4.57)

As equações (4.56) e (4.57) são as equações de vı́nculo, que impõem uma relação entre as



4.3 O problema de Cauchy na relatividade geral 59

condições iniciais. Portanto, das dez componentes das equações de Einstein apenas uma parcela

delas, aquelas correpondentes às componentes Gab, darão a dinâmica do sistema. As quatro

componentes restantes, correspondentes às componentes G0µ serão as equações de vı́nculo. Um

resultado importante é que se as equações de vı́nculo (4.56) e (4.57) são satisfeitas inicialmente

sobre uma fatia Σ e as componentes espaciais das equações de Einstein são satisfeitas em todo

espaço, então as equações de vı́nculo também serão válidas em todo o espaço [21]. Para mostrar

esse resultado, pode-se reescrever o tensor de Einstein da seguinte maneira:

Gαβ = Rαβ −
1
2

gαβ (g
00R00 +2g0lR0l),

gγαGαβ = gγαRαβ −
1
2

gγαgαβ (g
00R00 +2g0lR0l),

Gγ
β = gγαRαβ −

1
2

gγ
β (g

00R00 +2g0lR0l). (4.58)

Por exemplo, para γ = i e β = j, tem-se:

Gi
j = giαRα j−

1
2

gi
j(g

00R00 +2g0lR0l)

= gi0R0 j +gilRl j−
1
2

gi
j(g

00R00 +2g0lR0l)

= gi0R0 j−
1
2

gi
j(g

00R00 +2g0lR0l).

De maneira semelhante, obtém-se os seguintes termos do tensor de Einstein:

Gi
j = gi0R0 j−

1
2

gi
j(g

00R00 +2g0lR0l), (4.59)

Gi
0 = gi0R00 +gilRl0,

e,

G0
j = g00R0 j, G0

0 =
1
2

g00R00. (4.60)

O lado direito da equação (4.59) depende apenas de termos do tipo R0λ , que utilizando

(4.60) pode ser reescrito em termos de G0
λ . O tensor de Einstein obedece à identidade de

Bianchi ∇aGab = 0, e, como consequência, obtém-se a seguinte identidade:

∇αGα
λ = ∇0G0

λ +∇iGi
λ = 0. (4.61)

Supondo que λ = 0, tem-se a seguinte expressão:

∇0G0
0 +∇iGi

0 = 0. (4.62)
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Explicitando os termos da derivada covariante, temos:

∂0G0
0−Γ

α
00G0

α +Γ
0
α0Gα

0 +∂iGi
0−Γ

α
i0G0

α +Γ
i
αiG

α
0

= ∂0G0
0−Γ

0
00G0

0−Γ
i
00G0

i +Γ
0
00G0

0 +Γ
0
i0Gi

0 +∂iGi
0−Γ

0
0iG

i
0−Γ

j
i0Gi

j

+Γ
i
i0G0

0 +Γ
i
i jG

j
0.

Ou seja,

∂0G0
0 +∂iGi

0−Γ
i
00G0

i +Γ
i
i0G0

0 +Γ
i
i jG

j
0 = 0. (4.63)

Note que os termos Gi
0 podem ser reescritos ainda em termos G0

λ :

Gi
0 = X i0G0

0 +Y ilG0
l, (4.64)

onde os coeficientes X i0 e Y il dependem apenas dos termos da métrica. Substituindo em (4.63),

obtém-se:

∂0G0
0 +X i0

∂iG0
0 +Y il

∂iG0
l−Γ

i
00G0

i +Γ
i
i0G0

0

+Γ
i
i j(X

i0G0
0 +Y ilG0

l)+Z(∂g) = 0. (4.65)

Uma expressão semelhante a essa é obtida quando tomamos λ = j na equação (4.61). De

maneira geral, pode-se escrever esse sistema de equações da seguinte maneira:

G0
λ ,0 = Aσ i

λ G0
σ ,i +Bσ

λ G0
σ , (4.66)

onde os coeficientes Aσ i
λ e Bσ

λ dependem apenas do tensor métrico e de suas primeiras deri-

vadas. A equação (4.66) forma um sistema de quatro equações diferenciais parciais de primeira

ordem para as quatro componentes G0
λ . O lado direito de (4.66) corresponde a derivadas es-

paciais das componentes G0
λ enquanto o lado esquerdo fornece a derivada temporal de G0

λ .

Por hipótese, os coeficientes do sistema são contı́nuos na região considerada, e portanto este

sistema possui solução.

Como foi visto anteriormente, as condições iniciais na hipersuperfı́cie Σ0 obedecem as

equações de vı́nculo G0
λ = 0, e olhando para o sistema (4.66) vemos claramente que G0

λ = 0

é solução do sistema, ou seja, as equações de vı́nculo surgem naturalmente da necessidade de

satisfazer o sistema (4.66).

Além disso, a equação (4.66) está na forma normal2, e de acordo com a teoria das equações

2Uma equação diferencial, por exemplo, ordinária da forma F(x,y,y′, ...,yn) = 0 está na forma normal se puder
ser colocada na forma yn = f (x,y,y′, ...,yn−1).
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diferenciais, a solução G0
λ = 0 será única, ou seja, se [G0

λ = 0]Σ0 então a equação G0
λ = 0

será válida em qualquer outra hipersuperfı́cie Σ.

Viu-se anteriormente que apenas uma parcela, aquela correspondente à parte espacial do

tensor de Eintein, corresponde à parte dinâmica das equações de Einstein. As equações de

vı́nculo e as equações dinâmicas surgem a partir do uso das equações de Gauss-Codazzi, e

quando o tensor de Einstein é reescrito em termos de derivadas da métrica, respectivamente.

No entanto, durante esses procedimentos a origem fı́sica desse conjunto de equações torna-se

obscura. Portanto, com a finalidade de investigar a origem de tais equações podemos olhar para

a formulação hamiltoniana da relatividade geral.

Seja ψ um campo tensorial (ou um conjunto de campos tensoriais) definidos sobre a vari-

edade M e seja S[ψ] um funcional de ψ , isto é, S associa a cada campo de configurações um

número. A formulação hamiltoniana de uma teoria de campo consiste na especificação de um

funcional H[q,π], sendo q e π as coordenadas generalizadas e os momentos canonicamente

conjugados, respectivamente, em Σt denominado hamiltoniano, cuja forma é:

H =
∫

Σt

H , (4.67)

onde a densidade hamiltoniana H é uma função local de q, π e de suas derivadas espaciais, tal

que o par de equações:

q̇≡ £tq =
δH
δπ

, (4.68)

π̇ ≡ £tπ =−δH
δq

, (4.69)

é equivalente às equações de campo serem satisfeitas por ψ , ou seja, δS
δψ

= 0.

É bem sabido da mecânica clássica que dado a formulação lagrangiana existe uma prescrição

para obter a formulação hamiltoniana. Portanto, em analogia com a mecânica clássica, consi-

dere q como sendo o campo ψ calculado em Σt . Suponha que o funcional S tem a seguinte

forma:

S[ψ] =
∫

M
L [ψ],

onde L é uma função local de ψ e de um número finito de suas derivadas, ou seja:

L |x = L
(

ψ(x),∇ψ(x), ...,∇k
ψ(x)

)
.

Suponha que S é funcionalmente diferenciável e que os campos de configurações ψ que
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extremizam S:
δS
δψ

∣∣∣∣
ψ

= 0, (4.70)

são soluções das equações de campo para ψ . Então, o funcional S é denominado ação e L

é denominada densidade lagrangiana. Assumindo que L possui dependência com derivadas

temporais de q de primeira ordem, pode-se definir o momento, π , associado ao campo ψ em Σt

através da relação:

π =
∂L

∂ q̇
. (4.71)

Se é possı́vel resolver esta equação para q̇ como função de q e π , define-se:

H (q,π) = π q̇−L . (4.72)

O primeiro passo para a formulação hamiltoniana da relatividade é expressar a ação gravi-

tacional em termos da métrica tridimensional, função lapso, vetor de deslocamento (hab,N,Na)

e em termos de suas derivadas temporais. Seja a densidade lagrangiana para as equações de

Einstein no vácuo:

LG =
√
−gR, (4.73)

Gab = Rab−
1
2

Rgab.

A partir da definição do tensor de Einstein, temos as seguintes identidades:

−Rgabnanb = 2
(

Gabnanb−Rabnanb
)

−Rnbnb = 2
(

Gabnanb−Rabnanb
)

R = 2
(

Gabnanb−Rabnanb
)
. (4.74)

Da equação (4.57) pode-se obter ainda:

Gabnanb =
1
2

[
R−KabKab +K2

]
. (4.75)

Por outro lado, a partir da definição do tensor de Riemann, temos

Rabnanb = Racb
cnanb

= −na(∇a∇c−∇c∇a)nc

= (∇ana)(∇cnc)− (∇cna)(∇anc)−∇a (na
∇cnc)+∇c (na

∇anc)

= K2−KacKac−∇a (na
∇cnc)+∇c (na

∇anc) . (4.76)
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Os dois últimos termos do lado direito são divergências e podem ser descartados. Como

√
−g = N

√
h, (4.77)

e levando em conta (4.74)− (4.76), a densidade lagrangiana pode ser reescrita como:

LG =
√

hN
[
R+KabKab−K2

]
. (4.78)

A curvatura extrı́nseca, Kab, pode ser reescrita em termos da derivada temporal da métrica

tridimensional definida por ḣab ≡ ha
chb

d£thcd:

Kab =
1
2

£nhab =
1
2
(nc

∇chab +hac∇bnc +hcb∇anc)

=
1

2N
[Nnc

∇chab +hac∇b(Nnc)+hcb∇a(Nnc)]

=
1

2N
ha

chb
d (£thcd−£Nhcd)

=
1

2N

(
ḣab−DaNb−DbNa

)
, (4.79)

onde o operador Da foi definido em (4.40).

O momento canonicamente conjugado a hab é:

π
ab =

∂LG

∂ ḣab

=
√

hN

[
∂ (3)R
∂ ḣab

+
∂ (KabKab)

∂ ḣab
− ∂K2

∂ ḣab

]
=
√

h(Kab−habK), (4.80)

onde se utilizou dos seguintes resultados:

∂R(3)

∂ ḣab
= 0,

∂Kab

∂ ḣab
=

1
2N

,
∂K2

∂ ḣab
=

habK
N

. (4.81)

Note que a densidade lagrangiana não contém derivadas temporais de N e Na; consequen-

temente seus momentos conjugados são identicamente nulos. Pode-se, então, interpretar esse

fato dizendo que N e Na não desempenham um papel dinâmico. A densidade hamiltoniana será,

portanto:

HG = π
abḣab−LG

= −
√

hNR+
N√

h

(
π

ab
πab−

1
2

π
2
)
+2π

abDaNb

=
√

h
{

N
(
−R+

1
h

π
ab

πab−
1
2h

π
2
)
−2Nb

[
Da(h−1/2

π
ab)
]
+2Da(h−1/2Nbπ

ab)

}
.
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O último termo pode ser ignorado pois é um termo de fronteira e pode-se admitir uma

superfı́cie espacial grande o suficiente para que a contribuição desse termo seja desprezı́vel.

Para determinar a hamiltoniana H do sistema integra-se H sobre a hipersuperfı́cie Σt utilizando

um elemento de volume espacial e:

HG =
∫

Σt

H e. (4.82)

Fazendo uma variação de HG com respeito a N e Na, obtém-se:

−R+
1
h

π
ab

πab−
1

2h
π

2 = 0, (4.83)

Da(h−1/2
π

ab) = 0. (4.84)

Uma vez que as componentes N e Na não desempenham papel dinâmico, o par de equações

(4.83) e (4.84) podem ser tomadas como equações de vı́nculo. Ademais, utilizando a expressão

do momento (4.80) o par de equações acima assumem a forma:

R+(Ka
a)2−KabKab = 0,

DbKb
a−DaKb

b = 0,

que são as equações de vı́nculo obtidas anteriormente.

Finalmente, as duas equações canônicas restantes:

ḣab =
δH

δπab π̇
ab =− δH

δhab
, (4.85)

fornecem:

ḣab = 2h−1/2N
(

πab−
1
2

habπ

)
+DaNb +DbNa, (4.86)

π̇
ab = −N

√
h
(

Rab− 1
2

Rhab
)
+

1
2
√

h
hab
(

πcdπ
cd− 1

2
π

2
)

− 2Nh−1/2
(

π
ac

πc
b− 1

2
ππ

ab
)
+
√

h
(

DaDbN−habDcDcN
)

+
√

hDc

(
h−1/2Nc

π
ab
)
−2π

c(aDcNb). (4.87)

As equações (4.86) e (4.87) são as equações dinâmicas do nosso sistema. Como resultado

final, o conjunto de equações (4.83), (4.84), (4.86) e (4.87) são equivalentes as equações de

Einstein no vácuo. No formalismo hamiltoniano consegue-se, portanto, uma clara visualização

da origem e do significado das equações de vı́nculo e dinâmicas da relatividade geral.
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4.3.3 Redução hiperbólica das equações de Einstein

As equações de Einsteins Gab = 0 constituem um sistema de dez equações indeterminadas

para as componentes da métrica gµν . No caso relativı́stico, assim como no eletromagnetismo,

existe, no entanto, uma ambiguidade associada à própria estrutura geométrica do nosso sistema.

Suponha duas variedades diferenciáveis M e N e seja φ : M→ N um difeomorfismo. Do

ponto de vista geométrico, as variedades M e N possuem a mesma estrutura. Se uma teoria

descreve, por exemplo em M, um campo de tensores T (i), então se φ : M→ N é um difeomor-

fismo, as soluções (M,T (i)) e (N,dφT (i)) possuem as mesmas propriedades geométricas. O

difeomorfismo fornece uma liberdade de escolha de gauge em qualquer teoria formulada em

termos de campos tensoriais sobre variedades [17].

Suponha, então, duas fatias Σ1 = M e Σ2 = N. Se φ : M→ N, então (M,gab) e (M,dφgab)

representam o mesmo espaço-tempo. Quaisquer duas soluções das equações de Einstein, que

tem as componentes da métrica gab e dφgab relacionadas por uma lei de transformação usual de

tensores, representarão do ponto de vista fı́sico, a mesma solução. Baseado nessa “liberdade de

escolha de gauge”, pode-se fixar o chamado gauge harmônico [33, 34]:

Hµ ≡ ∇a∇
axµ = 0. (4.88)

Em termos de coordenadas, o gauge harmônico pode ser reescrito da seguinte maneira:

∇α∇
αxµ = ∇α(gαβ

∇β )x
µ = 0⇒ gαβ

∇α∇β xµ = 0,

gαβ
∇α(∂β xµ) = gαβ (∂α∂β xµ −Γ

γ

αβ
∂γxµ) =−gαβ

Γ
µ

αβ

∇α∇
αxµ = gαβ

Γ
µ

αβ
= 0. (4.89)

Além disso, pela definição dos sı́mbolos de Christoffel:

1
2

gαβ gµν(∂αgνβ +∂β gνα −∂νgαβ ) = 0. (4.90)

Os termos da equação (4.90) podem ser reescritos da seguinte maneira:

∂α(gµνgνβ ) = gµν
∂αgνβ +gνβ ∂αgµν = 0⇒ gµν

∂αgνβ =−gνβ ∂αgµν . (4.91)

Substituindo em (4.90):

−1
2

gαβ (gνβ ∂αgµν +gνα∂β gµν)− 1
2

gαβ gµν
∂νgαβ = 0.
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A condição harmônica pode ser finalmente escrita na forma:

Hµ = ∂νgµν +
1
2

gαβ gµν
∂νgαβ = 0. (4.92)

Utilizando a condição harmônica, as equações de Einstein no vácuo podem ser reescritas

da seguinte maneira:

Rµν =−1
2

gαβ (−∂β ∂νgµα −∂β ∂µgνα +∂α∂β gµν +∂µ∂νgαβ )+Fµν(g,∂g). (4.93)

Pode-se fazer o seguinte cálculo:

gαµ∇νΓ
α = gαµ∇ν(gρσ

Γ
α
ρσ ) = gαµgρσ (∂νΓ

α
ρσ )+F(g,∂g)

=
1
2

gαµgρσ gαλ
∂ν(∂ρgλσ +∂σ gλρ −∂λ gρσ )+F(g,∂g)

=
1
2

gρσ (∂ν∂ρgµσ +∂ν∂σ gµρ −∂ν∂µgρσ )+F(g,∂g), (4.94)

onde Γµ = gαβ Γ
µ

αβ
. Um cálculo semelhante pode ser feito para obter

gαν∇µΓ
α =

1
2

gρσ (∂µ∂ρgνσ +∂µ∂σ gνρ −∂µ∂νgρσ )+F(g,∂g). (4.95)

E, por fim, tem-se a expressão:

gα(µ∇ν)Γ
α = gαβ (−∂µ∂νgαβ +∂ν∂β gαµ +∂β ∂µgνα). (4.96)

Levando em conta a expressão (4.93) e comparando com (4.96), Rµν pode ser reescrito

como:

Rµν =−1
2

gαβ
∂α∂β gµν +gα(µ∇ν)Γ

α +F(g,∂g). (4.97)

Impondo a condição harmônica, temos

Rµν =−1
2

gαβ
∂α∂β gµν +F(g,∂g) = 0. (4.98)

A equação (4.98) é conhecida como a equação de Einstein reduzida (para mais detalhes,

vide [23]). O ponto crucial é que agora as equações de Einstein estão na forma hiperbólica

quase-linear de segunda ordem, (4.21), de maneira que o teorema 1 pode ser aplicado direta-

mente. Note, no entanto, que o teorema 1 prova apenas a existência de uma solução local das

equações de Einstein. O nosso próximo passo será então globalizar esse resultado.

Teorema 2. Seja Σ uma variedade tridimensional de classe C∞, seja hab uma métrica Rie-
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manniana em Σ e seja Kab um campo tensorial simétrico suave em Σ. Suponha que hab e Kab

satisfaçam as equações de vı́nculo (4.56) e (4.57). Então, existe um único espaço-tempo de

classe C∞, (M,gab), chamado desenvolvimento maximal de Cauchy de (Σ,hab,Kab), que satis-

faz as seguintes propriedades:

1. (M,gab) é globalmente hiperbólico, com a superfı́cie de Cauchy Σ;

2. (M,gab) é uma solução das equações de Einstein;

3. A métrica induzida e a curvatura extrı́nseca de Σ são respectivamente, hab e Kab;

4. Qualquer outro espaço satisfazendo (1)− (3) pode ser mapeado isometricamente em um

subconjunto de (M,gab).

Ademais, (M,gab) satisfaz a propriedade de domı́nio de dependência da seguinte maneira.

Suponha que (Σ,hab,Kab) e (Σ′,h′ab,K
′
ab) sejam condições iniciais com desenvolvimentos maxi-

mais (M,gab) e (M′,g′ab) respectivamente. Suponha que exista um difeomorfismo entre S⊂ Σ e

S′ ⊂ Σ′ que leva (hab,Kab) de S para (h′ab,K
′ab) em S′. Então D(S) no espaço-tempo (M,gab)

é isométrico a D(S′) no espaço-tempo (M′,g′ab). Finalmente, a solução em gab em M depende

continuamente das condições iniciais (hab,Kab) em Σ.

Com esse último teorema, concluı́mos que o problema de Cauchy, ou problema de valor

inicial, é bem definido para a relatividade geral.

4.3.4 Aplicações do problema de Cauchy

Na seção 4.3.2. foi visto que as equações de Einstein podem ser separadas em duas classes:

Ri j = 0, (4.99)

Gλ
0 = 0. (4.100)

O conjunto de seis equações (4.99) determinam a evolução do sistema enquanto as quatro

equações remanescentes (4.100) impõem um vı́nculo entre as condições iniciais.

Considere um modelo homogêneo e isotrópico para o espaço-tempo. Para essa classe de

modelo a forma mais geral da métrica é dada por:

ds2 = dt2−a2(t)(dχ
2 +χ

2dΩ
2). (4.101)
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Essa métrica pode ser reescrita considerando as seguintes transformações: χ = r, r = senχ

e senhχ = r:

ds2 = dt2−a2(t)
[

1
1− kr2 dr2 + r2dθ

2 + r2sen2
θdφ

2
]
, (4.102)

onde k pode assumir os valores 1, 0 e -1. Por simplicidade, considere o caso k = 0. Em

coordenadas cartesianas, temos

ds2 = dt2−a2(t)(dx2 +dy2 +dz2). (4.103)

Suponha, então, uma hipersuperfı́cie tipo-espaço para t = t0, cuja métrica é da forma

(4.103). Além disso, adotemos o sistema de coordenadas gaussianas normais, isto é,

g00 = 1, g0i = 0. (4.104)

Os termos não-nulos da conexão são: 3

Γ
0
11 = Γ

0
22 = Γ

0
33 = aȧ, (4.105)

Γ
1
01 = Γ

2
02 = Γ

3
30 =

ȧ
a
.

O tensor de Riemann tem os seguintes termos não-nulos: 4

R0
110 = R0

220 = R0
330 = äa, (4.106)

R1
212 = R1

313 = R2
323 =−ȧ2.

De (4.106) obtém-se ainda:

R00 = 3
ä
a
, (4.107)

R11 = R22 = R33 =−aä−2ȧ2,

e:

R = 6
(

ä
a
+

ȧ2

a2

)
. (4.108)

Munidos das quantidades geométricas, vamos analisar as equações de evolução (4.99) e o

3A conexão é por definição: Γa
bc =

1
2 gad(∂bgcd +∂cgdb−∂dgbc).

4O tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura são, respectivamente: Ra
bcd = Γa

bc,d −Γa
bd,c +

Γa
edΓe

bc−Γa
ecΓe

bd , Rab = gcdRacbd e R = gabRab.
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vı́nculo (4.100). Considerando a constante cosmológica, essas equações assumem a forma:

Ri j = Λgi j, (4.109)

G0λ =−Λg0λ , (4.110)

onde o tensor de Einstein é, por definição, Gαβ = Rαβ − 1
2gαβ R.

Na equação (4.110) a única equação não nula será para a componente G00 uma vez que

foram adotadas as coordenadas gaussianas. Então,

G00 =−3
(

ȧ
a

)2

=−Λ. (4.111)

Reescrevendo esta equação, obtém-se:

ȧ
a
=

√
Λ

3
. (4.112)

Note que estes resultados são válidos, em princı́pio na hipersuperfı́cie Σ0, mas usando o

fato de que os vı́nculos são propagados, a equação (4.112) pode ser integrada e obtém-se:

a(t) =Ce
√

Λ

3 t
, (4.113)

onde C é uma constante de integração.

As equações de evolução (4.109) fornecem:

R11 = R22 = R33 = aä+2ȧ2 = Λa2. (4.114)

Substituindo a expressão (4.113) verifica-se que ela é satisfeita para qualquer valor de C.

Portanto, tomando C = 1, a métrica (4.103) se torna

ds2 = dt2− e2
√

Λ

3 t
(dx2 +dy2 +dz2). (4.115)

Note que, neste caso particular, a solução foi obtida utilizando-se apenas a equação de

vı́nculo. Portanto, partindo da hipótese de que na hipersuperfı́cie a métrica é do tipo Friedmann-

Robertson-Walker, ao utilizar as equações de vı́nculo e as equações de propagação, a métrica

resultante é a métrica de de Sitter.



Capı́tulo 5
O TEOREMA DE CAMPBELL-MAGAARD

“São o campo e partı́culas entidades estrangeiras imersas na geometria, ou
são nada além de geometria?” (J. WHEELER, 1962)

5.1 Introdução

Os modelos de Randall-Sundrum e a teoria da matéria da induzida, proposta por Paul Wes-

son, apresentam um ponto em comun: ambas postulam que o nosso espaço-tempo quadridimen-

sional estaria imerso em um espaço-tempo pentadimensional. Essas teorias e outros modelos

semelhantes, são conhecidos como teorias de imersão. No entanto, associada a elas surgiu a

necessidade de se investigar a validade de realizar imersões isométricas de um espaço-tempo

n-dimensional em espaços-tempo em que o número de dimensões é maior que n.

Para que haja imersão de um espaço em outro é necessário levar em conta teoremas de

imersão da geometria diferencial. Um teorema que nos dá base para a existência de tais tipo de

imersões é o chamado teorema de Campbell-Magaard.

5.2 O teorema de Campbell-Magaard

Neste capı́tulo consideram-se apenas variedades semi-riemannianas. Diz-se que uma vari-

edade M é semi-riemanniana se esta é dotada de uma métrica g : TpMn×TpMn→ R de classe

Cr (analı́tica) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. g(V,W ) = g(W,V ),∀V,W ∈ TpMn;

2. Se g(V,W ) = 0,∀W ∈ TpMn, então V = 0.
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Além disso, neste capı́tulo investiga-se a possibilidade de imersão de Mn em uma coleção

de espaços semi-riemannianos que possua alguma propriedade geométrica, denotada por π ,

em comum. Essas propriedades podem ser das mais variadas possı́veis, como por exemplo,

variedades com curvatura constante ou com tensor de Ricci nulo.

Neste teorema, a propriedade geométrica π considerada será ter o tensor de Ricci igual a

zero. Portanto, o espaço ambiente considerado será Mπ , ou seja, o conjunto dos espaços semi-

riemannianos de dimensão (n+1) cujo tensor de Ricci é nulo.

Teorema de Campbell-Magaard. Seja Mn, com n > 1 um espaço semi-riemanniano com o

elemento de linha

ds2 = gi jdxidx j, (5.1)

em um certo sistema de coordenadas numa vizinhança de p ∈Mn, de coordenadas x1
p = ... =

xn
p = 0. Para que haja uma imersão isométrica local e analı́tica de Mn no ponto p em um espaço

de dimensão (n+1) com tensor de Ricci nulo, é suficiente que gi j sejam funções analı́ticas no

ponto 0⊂ Rn.

Uma generalização para a existência de imersões isométricas de codimensão 1 em espaços

semi-riemannianos de propriedades π não especificadas é garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 3. Sejam Mn um espaço semi-riemanniano (Mn,g) e x = {x1, ...,xn} um sistema de

coordenadas locais numa vizinhança U de p ∈ Mn. Uma condição necessária e suficiente

para que Mn, com elemento de linha ds2 = gi j(x)dxidx j tenha uma imersão isométrica local e

analı́tica em Mn+1
π é que existam funções analı́ticas

gik = gik(x
1, ...,xn,xn+1), (5.2)

ψ = ψ(x1, ...,xn,xn+1), (5.3)

definidas em um aberto D⊂ x(U)×R, contendo o ponto (x1
p, ...,x

n
p,0), satisfazendo as seguintes

condições:

gik(x
1, ...,xn,0) = gik(x1, ...,xn), (5.4)

em um aberto de x(U), e

gik = gki, (5.5)

| gik | 6= 0, (5.6)

ψ 6= 0, (5.7)
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em todo D. Além disso, exigimos que:

ds2 = gikdxidxk + εψ
2dxn+1dxn+1, (5.8)

com ε =±1, represente o elemento de linha de M̃n+1 em uma vizinhança coordenada de V de

M̃n+1 ∈Mn+1
π .

A ideia central desse teorema é de que existe um sistema de coordenadas adaptado à

imersão, de modo que a imagem da imersão seja exatamente a hipersuperfı́cie xn+1 = 0 do

espaço ambiente e a condição de isometria se reduza a relação (5.4), ou seja, quando a coorde-

nada extra é nula, recaı́mos na variedade menor Mn.

Figura 5.1: Imersão.

Demonstração. Considere inicialmente a condição necessária do teorema, ou seja, admita a

existência de uma imersão isométrica local φ : Mn→ M̃n+1, com1 (M̃n+1, g̃)∈Mn+1
π e, portanto,

das funções (5.2) e (5.3), sujeitas às condições (5.4),(5.5),(5.6),(5.7) e (5.8). Pela teoria

de imersões, se φ : U ⊂ Mn → M̃n+1 é uma imersão, e {y} = {y1, ...,yn+1} um sistema de

coordenadas de um aberto que contenha φ(U), a imersão φ determina uma relação entre as

coordenadas x ∈ Rn e y ∈ Rn+1:

yα = σ
α(x1, ...,xn), (5.9)

onde σ = y◦φ ◦x−1 : x(U)⊂ Rn→ Rn+1 e α = 1, ...,n+1 2.

Se φ é uma imersão então dφp é injetiva e os n vetores {dφp(∂x1), ...,dφ(∂xn)} de Tφ(p)M
n+1

são linearmente independentes. Em termos da base dos vetores de y, tem-se dφp(∂xi)= ∂σα

∂xi ∂yα |φ(p).

A matriz jacobiana de σ , cujos elementos são ∂σα

∂xi tem posto n.

O ı́ndice α , correspondente ao ı́ndice de linha, varre de 1 até n+1 e o a, correspondente ao

ı́ndice de coluna, varre de 1 até n, formando uma matriz (n+ 1)× n. Pode-se, então, escolher
1g̃ é a métrica do espaço ambiente.
2Neste capı́tulo os ı́ndices latinos e gregos variam de 1 a n e de 1 a n+1 respectivamente
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um ı́ndice a0 e eliminar a linha e a coluna de modo que a matriz restante seja uma matriz n×n,

cujo determinante é não-nulo no ponto p. Renumerando α0 = n+ 1, o novo sistema se torna

yi = σ i(x1, ...,xn), com i = 1, ...,n, que tem jacobiano diferente de zero em (x1
p, ...,x

n
p). Fazendo

uso do teorema da função inversa , se as funções σ i são de classe Cr, então pode-se dizer que

existem abertos A e B do Rn com, A contendo (x1
p, ...,x

n
p) e B contendo (y1

p, ...,y
n
p), em que a

função (5.9) pode ser invertida obtendo-se a forma

xi = ρ
i(y1, ...,yn), (5.10)

onde as funções ρ i : B→R são tais que σ i(ρ1(−→y ), ...,ρn(−→y )) = yi para −→y = (y1, ...,yn) ∈ B e

ρ i(σ1(x), ...,σn(x)) = xi para x = (x1, ...,xn) ∈ A. As funções ρ i são de classe Cr em B, e se σ i

são funções analı́ticas, então existe um aberto contendo (y1
p, ...,y

n
p) onde as funções inversas ρ i

também são analı́ticas.

A função de imersão yn+1 = σn+1(x1, ...,xn) em termos da função (5.10) assume a forma

yn+1 = ξ (y1, ...,yn), onde ξ : B → R. Pode-se definir então, em um certo conjunto aberto

E ⊂ y(V ) uma função bem definida f : E→ R dada por:

f (y1, ...,yn,yn+1) = yn+1−ξ (y1, ...,yn). (5.11)

O aberto E pode ser definido da seguinte maneira. Define-se uma aplicação de projeção

P : Rn+1→ Rn tal que:

P(y1, ...,yn,yn+1) = (y1, ...,yn). (5.12)

O conjunto P−1(B) é um aberto do Rn+1, assim define-se o conjunto E como sendo E =

P−1(B)∩y(V ). Um esquema simples da imersão está representado na figura abaixo:

Figura 5.2: Representação gráfica da imersão.
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A função (5.11) pode ser entendida de maneira simples considerando o seguinte exemplo.

Seja a imersão da esfera S2 no espaço tridimensional R3. Então, a imersão se dará da seguinte

forma: φ : S2→ R3. Utilizando a tranformação

x = rsenθcosφ ,

y = rsenθsenφ ,

z = rcosθ ,

pode-se obter

x2 + y2 + z2 = r2, (5.13)

e, além disso,

z =
√

r2− x2− y2. (5.14)

De modo que a função de imersão será:

f (x,y,z) = z−
√

r2− x2− y2. (5.15)

Se f (x,y,z) = 0 a expressão (5.14) é recuperada, e, portanto, neste exemplo, a coordenada

extra é dada pela coordenada z.

Figura 5.3: Esfera imersa no espaço euclidiano R3.

A expressão (5.11) é justamente uma generalização da expressão (5.15). A função f apre-

sentada possui algumas propriedades importantes. Antes, considere alguns resultados que nos

serão úteis a partir de agora [35]:

Definição 5. Seja f : Mm→ Nn uma aplicação diferenciável. Um ponto p ∈M é dito ser um

ponto regular de f se a diferencial d f (p) tem posto n, em outras palavras, se d f (p) é uma
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transformação linear sobrejetora. Um ponto q ∈ N é chamado valor regular de f se f−1(q)

contém apenas pontos regulares.

Definição 6. Se q ∈ f (M) é um valor regular de um mapeamento suave f : M → N, então

f−1(q) é uma subvariedade de M, e a dimM = dimN +dim f−1(q).

Note que o zero é um valor regular de f , pois, pelo menos, ∂ f
∂yn+1 6= 0 em todo E. Portanto,

se zero é um valor regular de f , pela definição 6, f−1(0) é uma subvariedade de Rn+1. A

subvariedade f−1(0) está definida no aberto Rn+1, mas por construção f−1(0) ∈ σ(A) e pela

parametrização y−1( f−1(0)) pode-se definir a subvariedade sobre o aberto V ⊂ M̃n+1.

Proposição 5. Seja c um valor de f . Então M̃ = f−1(c) é uma hipersuperfı́cie semi-riemanniana

de M se, e somente se, < ∇ f ,∇ f >6= 0.

Seja p ∈ U . A aplicação dφp é injetiva. Isto permite definir um sub-espaço vetorial de

dimensão n sobre o espaço Tφ(p)M̃n+1 constituı́do por dφp(TpMn). De modo que qualquer vetor

v ∈ dφp(TpMn) corresponde ao vetor tangente no ponto p de alguma curva γ sobre o aberto

φ(U) ⊂ Mn+1. Ao longo desta curva, f (γ) = 0, pelo menos para um determinado intervalo

de γ contendo a imagem do ponto p. Dessa maneira, d f (v) = v( f ) = 0⇒ g̃φ(p)(∇ f ,v) = 0,

ou seja, o gradiente de f é perpendicular à subvariedade f−1(0). Escolhendo, em particular,

eα ≡ dφp(∂xi), então, gφ(p)(∇ f ,eα) = 0. Resta verificar se ∇ f e os vetores eα são linearmente

independentes. Para tal, faz-se necessário encontrar a solução da seguinte equação:

aiei +an+1
∇ f = 0. (5.16)

Tomando o produto interno com o vetor e j:

aig̃φ(p)(ei,e j)+an+1g̃φ(p)(∇ f ,e j) = 0. (5.17)

O segundo termo da direita é nulo devido ao resultado g̃φ(p)(∇ f ,ei) = 0. Além disso:

g̃φ(p)(ei,e j) = g̃φ(p)(dφp(∂xi),dφp(∂x j)) = gp(∂xi,∂x j) = gi j. (5.18)

O resultado obtido é, portanto, aigi j = 0. Por hipótese, gi j é não-degenerado, concluindo-se

a partir disso que ai = 0. Imediatamente, segue da equação (5.16) que an+1 = 0, pois assumiu-se

que ∇ f 6= 0. Concluı́mos, então, que ∇ f e os vetores ei são linearmente independentes. Como

tais, o conjunto de n + 1 vetores {∇ f ,e1, ...,en} constitui uma base para o espaço tangente
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Tφ(p)M̃n+1. Expressando a métrica em relação a esta base, tem-se:

g̃ab =

(
g̃φ(p)(∇ f ,∇ f ) 01×n

0n×1 (g̃φ(p)(eα ,eβ ))n×n

)

Como g̃ também é não-degenerado, então, tem-se g̃φ(p)(∇ f ,∇ f ) 6= 0. Concluı́mos, assim,

que f−1 é uma hipersuperfı́cie semi-riemanniana. Além disso, o gradiente da hipersuperfı́cie

coincide com a imagem da imersão. No caso de uma imersão que induz uma métrica não-

degenerada, a norma é diferente de zero, g̃(∇ f ,∇ f ) 6= 0. Note que no caso riemanniano, esta

condição seria naturalmente satisfeita, mas, como neste caso g̃(∇ f ,∇ f ) pode assumir os va-

lores −1,0 e 1, foi necessária uma análise mais cuidadosa. Fisicamente, a exigência de que

g̃(∇ f ,∇ f ) 6= 0 exclui a possibilidade de que ∇ f possa ser um vetor do tipo luz. A função f

irá servir como auxı́lio na construção de coordenadas adaptadas à imersão, de maneira que a

imagem da imersão coincidirá localmente com a hipersuperfı́cie correspondente a ŷn+1 = 0.

A construção desse sistema de coordenadas pode ser interpretado da seguinte maneira: su-

pondo que f seja uma nova coordenada ŷn+1, as outras coordenadas serão escolhidas de modo

que sejam ortogonais a ∇ f , ou seja, necessitam-se determinar n funções hi(y1, ...,yn,yn+1) que

satisfaçam a equação:

g̃ab ∂ f
∂yα

∂hi

∂yβ
= 0. (5.19)

Ao determinar essas n funções h, estas irão formar uma espécie de “malha” sobre a variedade,

formando assim um sistema de coordenadas.

Figura 5.4: Sistema de coordenadas adaptado à imersão.

A equação (5.19) é do tipo:

A1(y)
∂h
∂y1 + ...+An+1(y)

∂h
∂yn+1 = 0, (5.20)

onde define-se Ab(y) = g̃ab ∂ f
∂ya . Pela teoria das equações diferenciais parciais, se Ab é analı́tica

no aberto E, sendo Ab 6= 0 para algum valor de b = 1, ...,n + 1, a equação (5.20) admite

n soluções independentes hi(y1, ...,yn+1) analı́ticas em um aberto E ′ ⊂ E contendo o ponto
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(y1
p, ...,y

n+1
p ). Em outras palavras, se hi possui n soluções linearmente independentes, isso equi-

vale a dizer que a matriz jacobiana ∂hi

∂yα tem posto n. As colunas dessa matriz dão origem a n

vetores linearmente independentes, definidos por g̃αβ ∂hi

∂yα ∂yβ . Cada um desses vetores satisfaz

a equação (5.20); então, é claro que estes são ortogonais a ∇ f . Além disso, g̃(∇ f ,∇ f ) 6= 0,

o que permite concluir que ∇ f = gαβ ∂ f
∂yα ∂yβ e g̃αβ ∂hi

∂yα ∂yβ formam n+ 1 vetores linearmente

independentes. Logo:
g̃1α ∂h1

∂yα ... g̃1α ∂hn

∂yα g̃1α ∂ f
∂yα

... ... ...
...

g̃n+1α ∂h1

∂yα ... g̃n+1α ∂hn

∂yα g̃n+1α ∂ f
∂yα

= g̃αβ


∂h1

∂y1 ... ∂hn

∂y1
∂ f
∂y1

... ... ...
...

∂h1

∂yn+1 ... ∂hn

∂yn+1
∂ f

∂yn+1


tem determinante não-nulo. Como, por hipótese, a matriz g̃ab é não-singular, então:∣∣∣∣∣∣∣∣

∂h1

∂y1 ... ∂hn

∂y1
∂ f
∂y1

... ... ...
...

∂h1

∂yn+1 ... ∂hn

∂yn+1
∂ f

∂yn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

para (y1
p, ...,y

n+1
p ). Fazendo uso novamente do teorema da função inversa, se o determinante

de h em (y1
p, ...,y

n+1
p ) é diferente de zero, então existem os abertos W ⊂ E ′ contendo o ponto

(y1
p, ...,y

n+1
p ) e O⊂Rn+1 contendo (h1(yp), ...,hn(yp), f (yp)= 0) onde a aplicação h≡{h1, ...,hn, f} :

W →O possui inversa diferenciável e analı́tica. Baseado nisso, pode-se obter a seguinte corres-

pondência entre as variáveis ŷ ∈ Rn+1 e y ∈ Rn+1:

ŷi = hi(y1, ...,yn+1), (5.21)

ŷn+1 = f (y1, ...,yn+1). (5.22)

E de fato, essa correspondência representa uma transformação de coordenadas. Pela lei de

transformação tensorial, a métrica transforma-se segundo a regra:

ĝab = g̃cd ∂ ŷa

∂yc
∂ ŷb

∂yd . (5.23)

Então,

ĝab = g̃cd ∂ ŷa

∂yc
∂ ŷb

∂yd , (5.24)

ĝan+1 = g̃αβ ∂ ŷa

∂yα

∂ ŷn+1

∂yβ
= g̃αβ ∂ha

∂yα

∂ f
∂yβ

= 0, (5.25)

ĝn+1n+1 = g̃αβ ∂ ŷn+1

∂yα

∂ ŷn+1

∂yβ
= g̃αβ ∂ f

∂yα

∂ f
∂yβ
6= 0, (5.26)
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onde na passagem da equação (5.25) utilizou-se (5.19). Nesse novo sistema de coordenadas,

ŷ = h◦y, e o elemento de linha assume, portanto, a seguinte forma:

ds2 = ĝabdŷadŷb + ĝn+1n+1dŷn+1dŷn+1. (5.27)

Substituindo essa nova parametrização na função de imersão, obtém-se:

ŷn+1 = f (σ1(x), ...,σn+1(x)) = 0, (5.28)

ŷi = hi(σ1(x), ...,σn+1(x))≡ λ
i(x1, ...,xn), (5.29)

para todo (x1, ...,xn) ∈ A′, sendo A′ um aberto de A que contém o ponto (x1
p, ...,x

n
p).

Os vetores que antes eram expressos como eα = ∂σα

∂xi ∂yα , agora, na nova base de coordena-

das, podem ser escritos como ei =
∂σα

∂xi
∂ ŷβ

∂yα ∂ŷβ . Os n vetores ei são linearmente independentes;

portanto a matriz ∂σα

∂xi
∂ ŷβ

∂yα = ∂ ŷβ

∂xi tem posto n. Mas, ∂ ŷn+1

∂xi = 0, e então | ∂ ŷi

∂x j | 6= 0. Isto permite

fazer uso do teorema da função inversa mais uma vez, de modo que é possı́vel inverter o sistema

ŷi = λ i(x1, ...,xn), existindo algum aberto Â⊂ A′ que contém o ponto (x1
p, ...,x

n
p) e outro aberto

no Rn C ∈ P(O) contendo o ponto (ŷ1
p, ..., ŷ

n
p), tal que

xi = θ
i(ŷ1, ..., ŷn), (5.30)

onde cada função θ i : C→ R é analı́tica e satisfaz θ i(λ 1(x), ...,λ n(x)) = xi para x ∈ Â.

Por fim, define-se a seguinte aplicação no aberto Ô = P−1(C)∩O:

∗
yn+1 = ŷn+1, (5.31)
∗
yi = θ

i(ŷ1, ..., ŷn). (5.32)

O determinante jacobiano desta aplicação é diferente de zero, e, além disso, ela é analı́tica,

sendo assim é uma tranformação de coordenadas. A imagem de Ô por esta aplicação é um aberto

denotado por D⊂Rn+1, que se identificado, utilizando a aplicação de projeção P(D) = Â, sendo

Â é a imagem de C pelo difeomorfismo de θ i, então D⊂ x(U)×R. Tomando a aplicação ϑ =

{θ 1, ...,θ n, In+1}, onde In+1(ŷ1, ..., ŷn+1) = ŷn+1, pode-se concluir que
∗
y = ϑ ◦ ŷ : W ⊂V → D

é um sistema de coordenadas da vizinhança W = ŷ−1(Ô) do ponto φ(p) ∈ M̃n+1. Pela regra de

transformação (5.23) as componentes da métrica nesse novo sistema de coordenadas serão

∗
gn+1i =

∂

∗
yn+1

∂ ŷα

∂

∗
yi

∂ ŷβ
ĝαβ =

∂

∗
yi

∂ ŷn+1 ĝn+1n+1 = 0, (5.33)

∗
gn+1n+1 = ĝn+1n+1. (5.34)
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E o elemento de linha assume a forma:

ds2 =
∗
gikd

∗
yid
∗
yk +

∗
gn+1n+1d

∗
yn+1d

∗
yn+1. (5.35)

As funções de imersão nas novas coordenadas serão:

∗
yi = θ

i(λ 1(x), ...,λ n(x)) = xi, (5.36)
∗

yn+1 = 0. (5.37)

Como consequência, a condição de isometria:

∗
gαβ

∂

∗
yα

∂xi
∂

∗
yβ

∂xk = gik, (5.38)

válida na região de imersão
∗

yn+1 = 0 e x ∈ Â, se reduz a seguinte expressão:

∗
gi j(x

1, ...,xn,0) = gi j(x1, ...,xn). (5.39)

Definem-se agora as seguintes funções:

gik =
∗
gik (5.40)

ψ
2 = |∗gn+1n+1|. (5.41)

Neste momento, mostra-se que estas funções são as funções (5.2) e (5.3), procuradas

desde o inı́cio . Necessita-se mostrar, então, que elas satisfazem as condições (5.4)− (5.8).

A condição (5.4) é satisfeita imediatamente por causa da condição de isometria nesse sistema

de coordenadas (5.38). Além disso, por (5.38) vê-se que
∗
gik =

∗
gki e consequentemente gik = gki

satisfazendo, assim, a condição de simetria (5.5). A condição (5.6) é satisfeita, e
∗
gαβ é uma

matriz não singular, pois |∗gαβ | = |
∗
gik||

∗
gn+1n+1| = |gik|ψ2 6= 0⇒ |gik| 6= 0, onde nessa última

demonstração utiliza-se o fato de que

ĝn+1n+1 = gαβ ∂ f
∂yα

∂ f
∂yβ
6= 0, (5.42)

o que implica em:

ψ
2 = |∗gn+1n+1|=

∣∣∣∣∣∣ 1

g̃αβ ∂ f
∂yα

∂ f
∂yβ

∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (5.43)

satisfazendo, portanto, a condição (5.7). Por fim, a condição (5.8) nos dá o elemento de linha na

coordenada ỹ. Se g̃ é a métrica de um espaço M̃n+1 que satisfaz uma determinada propriedade
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π , então o elemento de linha (5.8) também satisfaz a esta mesma propriedade π . Com isso a

demonstração da condição necessária do teorema é concluı́da.

A demonstração da condição necessária deste teorema é bem mais simples. Supõe-se que

exista um espaço M̃n+1 com uma propriedade π e um sistema de coordenadas {x1, ...,xn,xn+1}
de um aberto φ(U) =V de M̃n+1 tal que o elemento de linha de dessa variedade tenha a forma

(5.8):

ds2 = gikdxidx j + εψ
2dxn+1dxn+1, (5.44)

onde gαβ satisfaz a condição (5.4).

Suponha σ : Â⊂ x(U)→ D a aplicação definida por

σ(x1, ...,xn) = (x1, ...,xn,0). (5.45)

Pode-se mostrar que, de fato, a aplicação σ é uma imersão isométrica de (Mn,g) em

(M̃n+1,g). A matriz jacobiana de σ tem posto n, e, além disso, a métrica induzida por esta

imersão é dada por

∂σα

∂xi
∂σβ

∂x j gαβ = gik(x
1, ...,xn,0) = gik(x1, ...,xn), (5.46)

onde utilizou-se a condição (5.4). Isto mostra então que σ é uma imersão isométrica de Mn em

M̃n+1.

5.3 O teorema de Campbell-Magaard estendido

Na seção anterior, foi mostrado que é possı́vel fazer uma imersão de um espaço Mn em

uma coleção de espaços que possuem um determinada propriedade π em comum. O objetivo

desta seção será obter uma versão estendida do teorema de Campbell-Maggard, onde ao invés

de considerar uma imersão numa coleção de espaços com o tensor de Ricci nulo considera-se

agora uma imersão em uma coleção de espaços de Einstein de dimensão (n+1) [8].

Seja (M̃n+1, g̃) uma variedade semi-riemanniana e seja y = {y1, ...,yn+1} um sistema de

coordenadas em um aberto V ⊂ M̃n+1, e sejam g̃αβ e R̃αβ as componentes da métrica e do

tensor de Ricci neste sistema de coordenadas. Uma variedade é dita um espaço de Einstein se a

seguinte relação tensorial é válida:

R̃αβ =
2Λ

1−n
g̃αβ , (5.47)
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onde Λ é uma constante e n≥ 2. Neste caso, a propriedade π do espaço em que a imersão será

realizada é representada pela relação tensorial (5.47).

5.3.0.1 Curvaturas intrı́nseca e extrı́nseca de uma hipersuperfı́cie

Em cada ponto de uma variedade semi-riemanniana M̃n+1 existe uma vizinhança coorde-

nada na qual a métrica pode ser expressa na forma:

ds2 = gikdyidyk + εψ
2(dyn+1)2. (5.48)

Considere agora a aplicação de inclusão i(y1, ...,yn) = (y1, ...,yn,0) que nos dá uma imersão

da hipersuperfı́cie Σ0, definida por yn+1 = 0 em M̃n+1. A inclusão induz uma métrica sobre a

hipersuperfı́cie cujas componentes são dadas por:

gik(y1, ...,yn) =
∂ iα

∂yi
∂ iβ

∂yk g̃αβ = gik(y
1, ...,yn,0). (5.49)

A hipersuperfı́cie Σ0 possui uma métrica induzida que obedece a relação (5.49). Portanto,

esta possui toda a estrutura de um espaço semi-riemanniano, isto é, a hipersuperfı́cie Σ0 pode

ser munida de uma conexão afim, derivada covariante, tensor de Riemann e outras estruturas

geométricas, todas associadas à métrica induzida sobre Σ0. Dada uma imersão isométrica, é

possı́vel obter uma relação entre as quantidades geométricas da hipersuperfı́cie e do espaço

ambiente. As equações que dão essa relação são as equações de Gauss-Codazzi. Portanto, nas

coordenadas (5.48), as equações de Gauss-Codazzi em um sistema de coordenadas assumem a

forma:

Rmki j = R̃mki j + ε(hikh jm−h jkhim), (5.50)

∇ jhik−∇ih jk =
1
ψ

R̃(n+1)ki j, (5.51)

sendo hik o tensor de curvatura extrı́nseca, que, nas coordenadas (5.48), fica expresso por

hik =−
1

2ψ

∂gik

∂yn+1 . (5.52)

Considere agora as componentes do tensor de Ricci Rαβ = gδγRδαγβ nas coordenadas

(5.48). Contraindo os ı́ndices j e m na equação de Gauss, obtém-se:

Rik = R̃ik− R̃(n+1)
i(n+1)k− εg jm(hikh jm−h jkhim). (5.53)
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Calculando R̃(n+1)
i(n+1)k com respeito a (5.48), podem-se identificar alguns termos usando

(5.52) e escrever

R̃ik = Rik + εg jm(hikh jm−2h jkhim)−
ε

ψ

∂hik

∂yn+1 +
1
ψ

∇i∇kψ. (5.54)

Além disso, da equação de Codazzi, segue que:

R̃i(n+1) = ψg jk(∇ jhik−∇ih jk). (5.55)

A componente R̃(n+1)(n+1) pode ser obtida fazendo R̃(n+1)(n+1) = gik(g̃(n+1)(n+1)R̃
(n+1)
i(n+1)k).

Portanto,

R̃(n+1)(n+1) = εψ
2gik

(
− ε

ψ

∂hik

∂yn+1 +
1
ψ

∇i∇kψ− εg jmh jkhim

)
. (5.56)

É importante notar que as equações obtidas acima são válidas não apenas para a hiper-

superfı́cie yn+1 = 0, mas para qualquer hipersuperfı́cie Σc definida por yn+1 = c sendo c uma

constante. Por conveniência, a partir de agora denotaremos a métrica induzida em qualquer Σc

por gik, assim como todas as quantidades associadas à métrica induzida serão marcadas com

uma barra e somente a métrica induzida em Σ0 será denotada sem a barra, gik.

O espaço imersor M̃n+1 em questão é um espaço de Einstein, e como todo ponto de V ⊂
M̃n+1 pertence a alguma hipersuperfı́cie Σc, podem-se usar as equações de decomposição do

tensor de Ricci em termos das partes intrı́nsecas e extrı́nsecas para qualquer hipersuperfı́cie

Σc, onde c = yn+1. Se o espaço ambiente é um espaço de Einstein, então é válida a relação

tensorial (5.47), e as equações (5.54), (5.55) e (5.56) serão equivalentes ao seguinte conjunto

de equações:

R̃ik = Rik + εg jm(hikh jm−2h jkhim)−
ε

ψ

∂hik

∂yn+1 +
1
ψ

∇i∇kψ

=
2Λ

1−n
gik, (5.57)

R̃i(n+1) = ψg jk(∇ jhik−∇ih jk) = 0, (5.58)

G̃(n+1)
(n+1) = −1

2
gikg jm [Ri jkm + ε

(
hikh jm−h jkhim

)]
= Λ, (5.59)

onde a última equação foi obtida de (5.54) e (5.56), utilizando-se a definição do tensor de

Einstein G̃(n+1)
(n+1) = R̃(n+1)

(n+1)−
1
2 R̃, sendo R̃ = g̃αβ R̃αβ o escalar de curvatura.

Tendo em mãos o conjunto de equações acima, pode-se investigar a imersão de um espaço

semi-rimenanniano Mn em um espaço de Einstein. As equações (5.57), (5.58) e (5.59) formam

um sistema de equações diferenciais para gik e ψ . A ideia agora é mostrar que se são conhe-
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cidas as componentes gik(x1, ...,xn) da métrica em Mn em um certo sistema de coordenadas,

então existe um conjunto aberto de Rn+1 onde esse conjunto de equações admite uma solução

gik(y
1, ...,yn,yn+1) e ψ(y1, ...,yn,yn+1), satisfazendo a condição inicial gik = gik em Σ0. Além

disso, pode-se mostrar que as funções gik e ψ possuem todas as propriedades necessárias para

constituirem um elemento de linha de uma variedade semi-riemanniana de dimensão (n+ 1).

Concluı́mos, a partir disso, que se gik e ψ satisfazem as equações (5.57), (5.58) e (5.59), a

métrica obtida a partir dessas funções representa a métrica de um espaço de Einstein. Desse

modo, em virtude do teorema de Magaard, fica garantida a existência da imersão. Tendo em

vista esse objetivo, considere o seguinte lema:

Lema 2. Sejam gik e ψ funções analı́ticas no ponto (0, ...,0) ∈ Σ0 ⊂ Rn+1 satisfazendo as

condições (5.5), (5.6) e (5.7), assim como à equação (5.57) em um aberto que contém o ponto

(0, ...0) ∈ Rn+1. Além disso, se gik e ψ satisfazem (5.58) e (5.59) em Σ0, então gik e ψ satisfa-

zem (5.58) e (5.59) em um certo aberto de Rn+1 contendo o ponto (0, ...,0).

A prova deste lema pode ser encontrado detalhadamente em [7]. Embora seja essencial

para o nosso objetivo, note que o lema 2 não diz nada acerca da existência das soluções gik e ψ .

A existência de tais soluções nos é garantida pelo teorema de Cauchy-Kowalewskaya visto no

capı́tulo 4. Enuncia-se agora uma versão particular do teorema de Cauchy-Kowalewskaya:

Teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Seja o conjunto de equações diferenciais parciais:

∂ 2uA

∂ (yn+1)2 = FA
(

ya,uB,
∂uB

∂ya ,
∂ 2uB

∂ya∂yα

)
, A = 1, ...,m (5.60)

onde u1, ...,um são funções desconhecidas das n+ 1 variáveis y1, ...,yn,a = 1, ...,n+ 1,α =

1, ...,n,B= 1, ...,m. Sejam também, ξ 1, ...,ξ m,η1, ...,ηm, funções das variáveis y1, ...,yn, analı́ticas

na origem de Rn. Se as funções FA forem analı́ticas com relação a cada um dos seus argumen-

tos em torno dos valores calculados no ponto y1 = ...= yn = 0, então existe uma única solução

das equações (5.60) que é analı́tica em 0 ∈Rn+1, satisfazendo as seguintes condições iniciais:

uA(y1, ...,yn,0) = ξ
A(y1, ...,yn), (5.61)

∂uA

∂yn+1 (y
1, ...,yn,0) = η

A(y1, ...,yn), A = 1, ...,m. (5.62)

Utilizando a definição da curvatura extrı́nseca, dada pela equação (5.52), pode-se reescrever

a equação (5.57) em termos de derivadas da métrica. Isolando o termo de segunda derivada em
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relação à coordenada extra, obtém-se:

∂ 2gik

∂ (yn+1)2 = ε
4Λ

1−n
ψ

2gik +
1
ψ

∂ψ

∂yn+1
∂gik

∂yn+1 −
1
2

g jm
(

∂gik

∂yn+1

∂g jm

∂yn+1 −2
∂gim

∂yn+1

∂g jk

∂yn+1

)
− 2εψ

(
∂ 2ψ

∂yi∂yk −
∂ψ

∂y j Γ
j
ik

)
−2εψ

2R̃ik. (5.63)

Utilizando a condição de simetria gik = gki, a expressão (5.63) fica expressa apenas em

termos das funções gik com i≤ k. Observe que se considerarmos que ψ é uma função conhecida,

então (5.63) passa a constituir um conjunto de equações diferenciais parciais para as m= n(n+1)
2

funções desconhecidas gik, tal como a equação (5.60). Além disso, o lado direito de (5.63) é

composto por funções racionais das coordenadas y, nas funções gik e suas derivadas. Assim,

escolhendo ψ como uma função não-nula e analı́tica na origem de Rn+1, juntamente com as

condições iniciais:

∂gik

∂yn+1

i≤k

(y1, ...,yn,0) = −2ψ(y1, ...,yn,0)hik
i≤k

(y1, ...,yn), (5.64)

gik
i≤k

(y1, ...,yn,0) = gik
i≤k

(y1, ...,yn), (5.65)

válidas em uma certa vizinhança do ponto 0∈Rn, onde gik e hik são funções analı́ticas arbitrárias

com |gik| 6= 0 neste ponto, então o lado direito da equação (5.63) também será analı́tico no ponto

y1 = 0...yn+1 = 0; gik
i≤k

∣∣∣∣∣
0

;
∂gik

∂y1

i≤k

∣∣∣∣∣∣∣
0

...
∂gik

∂yn+1

i≤k

∣∣∣∣∣∣∣
0

;
∂ 2gik

∂y j∂ym

i≤k

∣∣∣∣∣∣∣
0

. (5.66)

Assim, aplicando o teorema de Cauchy-Kowalewskaya conclui-se que a equação (5.63)

admite uma única solução gαµ(y
1, ...,yn+1), analı́tica em 0 ∈ Rn+1, e que também satisfaz as

condições iniciais dadas. Note também que o determinante |gik|, que é não-nulo na origem

devido as condições iniciais, permanecerá diferente de zero em algum aberto de Rn+1 devido

à continuidade da solução. De modo que a condição (5.6) do teorema 3 é satisfeita para esta

solução.

Os resultados obtidos até este momento podem ser resumidos no seguinte lema:

Lema 3. Sejam gik, hik(y1, ...,yn), com i,k = 1, ...,n e ψ(y1, ...,yn,yn+1) funções arbitrárias

analı́ticas nos pontos 0 ∈ Rn e 0 ∈ Rn+1, respectivamente, com gik = gki, |gik| 6= 0, hik = hki

em um conjunto aberto de Rn contendo o ponto 0 ∈ Rn, e ψ 6= 0 em um conjunto aberto

de Rn+1 contendo o ponto 0 ∈ Rn+1. Diz-se então que existe um único conjunto de funções

gik(y
1, ...,yn,yn+1), analı́ticas em 0 ∈ Rn+1, que satisfazem:
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1. as condições (5.5) e (5.6) e a equação (5.57);

2. as condições iniciais (5.4) e (5.64).

Identificando as funções gik com as componentes da métrica de variedade semi-rimenanniana

Mn, e fazendo uso do lema 2, do lema 3 e do teorema de Campbell-Magaard pode-se demostrar

o seguinte teorema de imersão:

Teorema 4. Seja Mn uma variedade semi-Riemanniana com uma métrica dada por:

ds2 = gikdxidxk, (5.67)

em um sistema de coordendas {xi} de uma vizinhança do ponto p ∈ Mn, com coordenadas

x1
p = ...= xn

p = 0. Então, Mn pode ser local e analiticamente imersa, no ponto p, em um espaço

de Einstein de dimensão (n+1) com constante cosmológica Λ se, e somente se, existem funções

hik(x1, ...,xn) analı́ticas em 0 ∈ Rn, tais que:

hik = hki, (5.68)

g jk (
∇ jhik−∇ih jk

)
= 0, (5.69)

gikg jm [Ri jkm + ε
(
hikh jm−h jkhim

)]
= −2Λ. (5.70)

Demonstração. Seja Mn+1
Λ

a classe de todos os espaços de Einstein com dimensão n + 1 e

constante cosmológica Λ. Assume-se que Mn tem uma imersão local e analı́tica, no ponto p,

em Mn+1
Λ

. De acordo com o teorema de Campbell-Magaard, se temos uma imersão local então

existem funções gik(x
1, ...,xn+1), satisfazendo (5.4), e existe uma função ψ(x1, ...,xn+1), ambas

analı́tica em 0 ∈ Rn+1, tais que

ds2 = gikdxidxk + εψ
2dxn+1dxn+1 (5.71)

corresponde ao elemento de linha de algum membro de Mn+1
Λ

, expresso em um sistema de

coordenadas conveniente. Sendo o espaço ambiente um espaço de Einstein, então esta métrica

satisfaz naturalmente as equações (5.57), (5.58) e (5.59) em uma vizinhança do ponto 0 ∈
Rn+1. Em particular, isto é verdadeiro para pontos da hipersuperfı́cie xn+1 = 0, mas é sabido

que em Σ0, gik = gik, devido à nossa condição (5.4). Se definirmos, então, a curvatura extrı́nseca

como hik(x1, ...,xn) = hik(x1, ...,xn,0), então necessariamente hik satisfaz as equações (5.68),

(5.69) e (5.70).

A condição suficiente do teorema se dá da seguinte maneira. Necessita-se mostrar que

as equações (5.68), (5.69) e (5.70), sendo as funções gik conhecidas, admitem sempre uma
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solução para hik. Primeiramente, escolhe-se ψ(x1, ...,xn+1) 6= 0 analı́tica na origem de Rn+1.

Pelo lema 3, existe um conjunto único de funções gik(x
1, ...,xn+1) que satisfaz (5.4), (5.5),

(5.6), (5.52) e (5.57) e à condição gik(x
1, ...,xn,0) = gαµ(x1, ...,xn). Se hik e gik satisfazem

(5.69) e (5.70), então pelo lema 2, as funções gik(x
1, ...,xn+1) satisfazem (5.57), (5.58) e (5.59)

em uma vizinhança do ponto 0 ∈ Rn+1, o que implica que o elemento de linha formado pelas

funções gik e ψ corresponde ao elemento de linha de um espaço de Einstein com constante

cosmológica Λ. E segue-se, pelo teorema de Campbell-Magaard que Mn pode ser imerso local

e analiticamente em Mn+1
Λ

.

No teorema 4 encontrou-se a condição para que Mn possa ser local e analiticamente imerso

em um espaço de Einstein de dimensão (n+ 1). Resta-nos verificar que as equações (5.68),

(5.69) e (5.70), dadas as funções gik, possuem sempre uma solução para hik. As equações

(5.68), (5.69) e (5.70) formam um conjunto de n equações diferenciais parciais onde a equação

(5.70) faz o papel de equação de vı́nculo, tal como temos no problema de Cauchy, visto no

capı́tulo anterior. Embasados no teorema de Cauchy-Kowalewskaya, enuncia-se o seguinte

lema:

Lema 4. Sejam gik(x1, ...,xn) e hik(x1, ...,xn)(i ≤ k, i > 1,(i,k) 6= (r′,n)) funções analı́ticas na

origem 0∈Rn, com hik satisfazendo as condições iniciais h1k(0, ...,x2, ...,xn)= fk(x2, ...,xn)(k>

1) e hr′,n(0,x2, ...,xn) = f1(x2, ...,xn), sendo fk uma função analı́tica no ponto 0 ∈ Rn satisfa-

zendo:

grs

r,s>1

(
hrs
r≤s

+ hsr
s<r

)∣∣∣∣∣
0

6= 0. (5.72)

Então existe um conjunto único de funções hik(x1, ...,xn)(i,k = 1, ...,n), analı́ticas em 0∈Rn−1,

satisfazendo as equações (5.58), (5.59) e (5.70).

De acordo com este lema, dado um conjunto de funções analı́ticas gik, pode-se sempre

garantir a existência de funções hik que satisfazem o conjunto de equações (5.68), (5.69) e

(5.70). Portanto, o lema 4 diz que as condições do teorema 4 são satisfeitas, permitindo assim,

enunciar o teorema final:

Teorema 5. Seja Mn um espaço semi-Riemanniano de dimensão n sendo n > 1, com elemento

de linha

ds2 = gikdxidxk, (5.73)

expresso em um sistema de coordenadas de uma vizinhança do ponto p ∈Mn, cujas coordena-

das são x1
p = ...= xn

p = 0. Uma condição suficiente para que Mn tenha uma imersão isométrica
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local e analı́tica no ponto p em um espaço de Einstein de dimensão n+1, com constante cos-

mológica Λ, é que as funções gik sejam analı́ticas no ponto 0 ∈ Rn.

É importante observar que o elemento de linha do espaço ambiente será único se são espe-

cificadas funções arbitrárias que obedecem às seguintes condições:

1. n(n+1)
2 −1 funções hik(x1, ...,xn)(i≤ k, i > 1, i,k 6= r′,n) analı́ticas na origem;

2. n funções h1k(0,x2, ...,xn) = fk(x2, ...,xn)(k > 1) e hr′n(0,x2, ...,xn) = f1(x2, ...,xn) são

analı́ticas em 0 ∈ Rn−1, satisfazendo a condição (5.72);

3. uma função ψ(x1, ...,xn+1) 6= 0 e analı́tica em 0.

Se considerar o caso em que Λ = 0, claramente vê-se que este teorema se reduz ao teorema

de Campbell-Magaard, o qual assegura a existência de uma imersão local e analı́tica de qualquer

espaço riemanniano no conjunto dos espaços “Ricci-flat”. Logo, o teorema acima constitui uma

generalização do teorema de Campbell-Magaard.

5.3.1 Aplicação do teorema de Campbell-Magaard

Nesta seção, o espaço considerado será um espaço lorentziano de dimensão n = 3. O te-

orema 5 garante a existência de pelo menos um espaço de Einstein com dimensão n = 4 onde

(M3,g) pode ser imerso isometricamente. Suponha, então, que a métrica do espaço lorentziano

seja:

ds2 = dt2− e2
√

Λ

3 t
(dx2 +dy2). (5.74)

Assume-se que a métrica do espaço imersor seja do tipo Friedmann-Robertson-Walker e

adota-se o sistema de coordenadas gaussianas normais. Para a métrica (5.74) temos as seguintes

quantidades geométricas:

Rab =

(
2Λ

3
,−2Λ

3
e2
√

Λ

3 t
,−2Λ

3
e2
√

Λ

3 t
)
=

2Λ

3
gab, (5.75)

R = 2Λ. (5.76)

O primeiro passo é determinar as funções hab que satisfaçam as condições (5.68), (5.69) e

(5.70). Considere o seguinte ansatz para hab:

hab = cgab, (5.77)
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sendo c uma constante. A função hab é solução da equação (5.70) se:

R− c2gikg jm(gikg jm−g jkgim) =−2Λ,

isto é,

R−6c2 =−2Λ,

o que nos dá

c =
2Λ

3
. (5.78)

As condições (5.68) e (5.69) são facilmente verificadas. A partir da equação (5.64), tem-se:

∂gik

∂yn+1 =−2ψhik =−2cψgik. (5.79)

onde considera-se que ψ seja apenas uma função do tempo. Derivando novamente em relação

a dimensão extra, temos

∂ 2gik

∂ (yn+1)2 =−2cψ
∂gik

∂yn+1 = 4c2
ψ

2gik. (5.80)

Substituindo (5.80) na equação (5.63), obtém-se:

4c2
ψ

2gik = 2Λψ
2gik−2c2

ψ
2g jm(gikg jm−2gimg jk) (5.81)

+ 2ψ

(
∂ 2ψ

∂yi∂yk −
∂ψ

∂y j Γ
j
ik

)
+2ψ

2Rik, (5.82)

onde assumiu-se que ε = −1. A função ψ só possui dependência na coordenada t; portanto,

faremos i = k = 0. Note que como foi suposto que a métrica do espaço imersor é do tipo

Friedmann-Robertson-Walk, então não há presença de termos da conexão do tipo Γ
j
00. Assim,

obtém-se a seguinte equação diferencial ordinária para ψ:

2Λψ
2−6c2

ψ
2 +2ψψ̈ +2ψ

2 2Λ

3
= 0. (5.83)

Substituindo o valor da constante c, tem-se:

ψ̈− Λ

3
ψ = 0. (5.84)

A solução geral da EDO (5.84) é:

ψ = Ae
√

Λ

3 t
+Be−

√
Λ

3 t
, (5.85)
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sendo A e B constantes de integração. Escolhendo A = 1 e B = 0 a solução será:

ψ(t) = e
√

Λ

3 t
. (5.86)

A métrica do espaço imersor (5.71) será:

ds2 = dt2− e2
√

Λ

3 t
(dx2 +dy2 +dz2). (5.87)

Este espaço é conhecido como espaço de de Sitter, e para z = 0 a métrica se reduz a métrica

do espaço menor (5.74).



Capı́tulo 6
CONCLUSÃO

Com o advento da relatividade restrita em 1905, muito se discutiu sobre a dimensionalidade

do nosso universo. Apesar das inúmeras tentativas de alcançar tal resposta, esta questão ainda

está em aberto.

O primeiro trabalho a postular a existência de novas dimensões surgiu no ano de 1914 com

o fı́sico finlandês Gunnar Nordströn [24], quando este percebeu que poderia unificar o campo

eletromagnético com o campo gravitacional acrescentando ao universo uma quinta dimensão.

De maneira independente, em 1919, Theodor Kaluza também com o objetivo de unificar o

eletromagnetismo com a gravitação, postulou a existência de uma quinta dimensão. Com um

formalismo elegante, Kaluza [13] mostrou que o acréscimo da nova dimensão reproduz simul-

taneamente as equações do eletromagnetismo e as equações de Einstein. Além de postular

a existência da quinta dimensão, Kaluza também postulou que os campos métricos não de-

pendiam da coordenada associada à dimensão extra, postulado este que ficou conhecido como

condição cilı́ndrica. A condição cilı́ndrica não foi bem aceita pelo seu caráter ad hoc, mas esta

peculiaridade foi resolvida posteriormente por Oscar Klein [14] em 1926. Klein substituiu a

condição cilı́ndrica pela condição de compacidade, onde a quinta dimensão passou a ser uma

dimensão compacta, em outras palavras, a quinta dimensão possui a topologia de um cı́rculo.

A teoria de Kaluza-Klein serviu de base para inúmeras teorias de unificações. No inı́cio dos

anos 90 o fı́sico inglês Paul Wesson [5] sugeriu uma teoria, também em cinco dimensões, onde

a matéria teria origem na geometria [25]. Wesson modificou a teoria de Kaluza-Klein relaxando

a hipótese de que a quinta dimensão deveria ser compacta. Nesta nova abordagem, o espaço-

tempo passou a ser visto como uma hipersuperfı́cie quadridimensional imersa em um espaço

maior de cinco dimensões. Teorias que possuem esta caracterı́stica passaram a ser conhecidas

como teorias de imersões na fı́sica. A hipótese de considerar o espaço-tempo quadridimensional

como sendo uma hipersuperfı́cie é uma ideia ad hoc; portanto, surgiu a necessidade de investigar
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a validade de tal hipótese.

A investigação da validade de diferentes tipos de imersões é bem mais antigo na ma-

temática. Após a publicação do trabalho de Riemann [26] sobre a teoria das variedades em

1868, Schläfli considerou o problema de imersões de variedades de dimensão n em espaços

Euclidianos [1] e postulou que o número máximo de dimensões necessários para realizar tal

imersão era 1
2n(n+ 1). Em 1926, Janet [2] provou esta conjectura parcialmente para n = 2

usando o método de série de potências, e este resultado foi generalizado por Cartan para um

valor de n arbitrário [3]. A prova completa da conjectura de Schläfli veio com o trabalho de

Burstin [27].

Até este ponto, a fı́sica e a matemática desenvolviam separadamente conceitos de imersões.

Uma ponte entre a matemática e a fı́sica surgiu com o trabalho de Campbell em 1926, onde

ele investigou, embora com interesse puramente matemático, a condição para imersão de uma

variedade de dimensão n em um espaço Ricci-flat de dimensão maior. Campbell mostrou de

maneira incompleta que seria necessária apenas uma codimensão para que houvesse tal imersão,

postulado este provado por Magaard. O teorema de Campbell-Magaard, como ficou conhecido,

foi estendido para casos em que o espaço ambiente admite uma constante cosmológica. O

teorema de Campbell-Magaard estendido passou a ser utilizado como base para as teorias de

imersões, como a teoria de matéria induzida de Wesson e o modelo de Randall-Sundrum.

Paralelamente ao desenvolvimento de tais teorias, uma outra classe de problemas relaci-

onado a imersões surgia na fı́sica. A teoria de equações diferenciais já era bem estabelecida

na matemática, assim como suas amplas aplicações na fı́sica através de problemas de valo-

res iniciais ou através de problemas de contorno. A menos que a relatividade geral diferisse

drásticamente das demais teorias da fı́sica, era esperada uma formulação do problema de valor

inicial para a mesma.

O problema de valor inicial aplicado à relatividade geral começou com Lichnerowicz [28,

32] em 1944, e concluı́do posteriormente pela fı́sica e matemática francesa Yvonne Choquet-

Bruhat [29, 30] em 1952 e 1953, mostrando que as equações de Einstein podem ser reescritas

na forma hiperbólica, e consequentemente, além de possuir uma formulação de problema de

valor inicial, o problema é bem posto no sentido de possuir uma estrutura causal bem definida

e as soluções possuı́rem uma dependência contı́nua em relação às condições iniciais.

Curiosamente, apesar de terem sido desenvolvidos separadamente, o teorema de Campbell-

Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral possuem muitas semelhanças. O

teorema de Campbell-Magaard é fundamentado sobre o teorema de Cauchy-Kowalewskaya

e garante a existência de uma imersão isométrica local de uma variedade n-dimensional em
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uma variedade Ricci-flat de dimensão n+ 1. Por outro lado, o problema de Cauchy também

é fundamentado sobre uma versão estendida do teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Ademais,

mostramos no decorrer dos capı́tulos 3 e 4 que em ambos os casos é possı́vel trabalhar com as

ferramentas da teoria de imersões isométricas. Em outras palavras, as duas formulações podem

ser tratadas do ponto de vista de folheações. Encontraram-se em ambas teorias equações de

compatibilidade (equações de Gauss-Codazzi) e encontraram-se também equações de evolução

para a métrica e para a curvatura extrı́nseca no caso do problema de Cauchy e no caso do teo-

rema de Campbell-Magaard, respectivamente.

No entanto, analisando os dois formalismos fica evidente uma primeira diferença: a assi-

natura. No problema de Cauchy a primeira hipótese que se faz é sobre o tipo da folheação.

Neste cenário a folheação deve ser do tipo-tempo, em outras palavras, a hipersuperfı́cie cujas

condições iniciais são definidas deve ser uma hipersuperfı́cie tipo-espaço. Em contrapartida,

no teorema de Campbell-Magaard a dimensão extra é espacial e a folheação do espaço-tempo

passa a ser do tipo-espaço.

Como discutido no capı́tulo 4, o teorema de Cauchy-Kowalewskaya não é suficiente para

garantir a dependência contı́nua das soluções e nem garante a estrutura causal do espaço-tempo.

Diferentemente do problema de valor inicial, que para relatividade geral é bem posto, no caso do

teorema de Capbell-Magaard não existe nenhuma garantia sobre a continuidade das soluções.

Vale salientar neste ponto que por se tratar de uma folheação do tipo-espaço não faz sentido

falarmos de uma estrutura causal como discutido no capı́tulo 4, em outras palavras, a causali-

dade só pode ser estudada se a variável dinâmica do sistema for o tempo [31]. Do ponto de

vista fı́sico, no caso de folheações tipo-espaço a própria estrutura causal estaria confinada à

hipersuperfı́cie menor.

O grande problema que aparece é que não existe um teorema semelhante ao teorema 1

para folheações dessa natureza, ou seja, o teorema de Cauchy-Kowalewskaya garante apenas

a existência de soluções analı́ticas, mas não garante que, por exemplo, se as condições iniciais

forem ligeiramente perturbadas as soluções sofrerão apenas pequenas perturbações. O teorema

de Campbell-Magaard possui uma formulação de problema de valor inicial, mas não é bem

posto. Ademais, a exigência de que as funções sejam analı́ticas é indesejável em algumas

situações fı́sicas, por exemplo, no estudo de objetos astronômicos a analiticidade não se aplica

devido a presença de contorno nestes objetos.
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Apendice A
ESTRUTURA CAUSAL DO ESPAÇO-TEMPO

O espaço-tempo é uma estrutura quadridimensional composta por três dimensões espaciais

e uma dimensão temporal, onde um ponto individual nesta estrutura é denominado evento. As

partı́culas que viajam no espaço-tempo têm sua história registrada por uma curva que denomi-

namos de linha de universo. Tais descrições se aplicam igualmente tanto para a relatividade

especial quanto para a mecânica newtoniana.

Entretanto, há uma diferença sutil entre ambos os casos no que diz respeito ao conjunto de

caminhos que uma partı́cula pode tomar. Na teoria clássica, não há nenhuma restrição sobre a

velocidade que uma partı́cula pode ter; em contrapartida, na relatividade especial uma partı́cula

nunca atinge uma velocidade superior à velocidade da luz. Este limite imposto sobre a veloci-

dade nos permite definir, em qualquer ponto p do espaço-tempo, um cone de luz que descreve

localmente o conjunto de todas as trajetórias permitidas.

A folha superior do cone de luz é denominada futuro absoluto de p e a folha inferior de

passado absoluto de p. Os eventos que estão no futuro absoluto estão relacionados causalmente

com o ponto p, e o conjunto de todos esses eventos compreende o futuro cronológico de p.

Além disso, futuro cronológico de p, juntamente com a superfı́cie do cone, formam o futuro

causal de p, que do ponto de vista fı́sico, representa os eventos que podem ser influenciados por

um sinal emitido a partir de p.

Na relatividade geral, localmente, pode-se estender a definição da estrutura causal discu-

tida acima, levando em conta, no entanto, que globalmente podem ocorrer alterações causadas

pela topologia não-trivial do espaço-tempo, como, por exemplo, singularidades ou rotações das

direções do cone de luz entre dois eventos. Este apêndice tem como objetivo definir o conceito

de causalidade do espaço-tempo, agora no cenário da relatividade geral.
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Figura A.1: Cone de luz.

Um espaço-tempo é dito orientável temporalmente se para qualquer p ∈M os vetores tipo-

tempo e tipo-luz podem ser separados em duas classes, a classe dos vetores direcionados ao

futuro, e a classe dos vetores direcionados ao passado. Em outras palavras, se um vetor do tipo-

tempo direcionado para o futuro for transportado ao longo de uma curva fechada, ao retornar

para o ponto inicial a sua natureza deve ser preservada. Em um espaço-tempo que não seja

temporalmente orientável conceitos como “direcionado ao futuro” ou “direcionado ao passado”

não são bem definidos.

Seja (M,gab) um espaço-tempo temporalmente orientável. Uma curva diferenciável α(t) é

denominada curva do tipo-tempo direcionada para o futuro (passado) se em cada p ∈ α o vetor

tangente ta é um vetor do tipo-tempo direcionado para o futuro (passado). De maneira similar,

a curva α(t) é dita ser uma curva causal direcionada para o futuro (passado) se para cada p∈ α ,

o vetor tangente ta ou é um vetor direcionado para o futuro (passado) tipo-tempo ou tipo-luz.

O conjunto de todos os eventos que podem ser conectados por uma curva do tipo-tempo

direcionada para o futuro (passado) partindo do ponto p ∈ M é denominado futuro (passado)

cronológico de p, denotado por I±(p). Para um subconjunto S⊂M, define-se I±(S) como:

I±(S) = ∪
p∈S

I±(p). (A.1)

De maneira similar, o conjunto de todos os eventos que podem ser conectados por uma

curva causal direcionada para o futuro (passado) denomina-se futuro (passado) causal de p∈M,

cuja representação é J±(p). Para um subconjunto S⊂M, define-se J±(S) como:

J±(S) = ∪
p∈S

J±(p). (A.2)
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Teorema. Seja (M,gab) um espaço-tempo arbitrário e seja p∈M. Então, existe uma vizinhança

normal convexa de p, isto é, um conjunto aberto U com p ∈U tal que para todo q,r ∈U existe

uma única geodésica γ conectando q e r onde γ está inteiramente contida em U. Ademais,

para qualquer U, o futuro cronológico de p em U, I+(p)|U , corresponde ao conjunto de todos

os pontos que podem ser conectados por uma geodésica tipo-tempo direcionada para o futuro

começando em p, onde a geodésica está inteiramente contida em U.

Figura A.2: Estrutura causal do espaço-tempo.

Seja S um conjunto fechado, acronal 1. Define-se o domı́nio de dependência futura (pas-

sada) de S, denotado por D±(S), como sendo o conjunto de todos os pontos p ∈ M, tais que

toda curva causal2, α(t), inextensı́vel para o passado (futuro), ou seja, que não possui pontos

finais passados (futuros), com α(t ′) = p, intersecta a superfı́cie S. A borda do domı́nio de

dependência futura (passada), D±(S), é denominada de horizonte de Cauchy futuro (passado)

H±(S).

Existe uma grande diferença entre os conjuntos I±(S) e D±(S). No conjunto I±(S) a curva

que liga dois eventos não necessariamente intersecta a superfı́cie S; em contra partida, no con-

junto D±(S) a curva que liga dois eventos deve, necessariamente, intersectar a superfı́cie S. Em

outras palavras, qualquer sinal enviado para p ∈ D+(S) deve ficar “registrado” na superfı́cie S.

Portanto, se fixarmos um conjunto de condições iniciais sobre S seremos capazes de predizer o

que ocorrerá em p ∈ D+(S).

O domı́nio de dependência de S, denotado por D(S), é por definição:

D(S) = D+(S)∪D−(S). (A.3)
1Dizemos que um conjunto S ⊂ M é acronal se não existem p,q ∈ S tais que q ∈ I+(p), ou seja, I+(S)∩ S é

vazio. Neste conjunto as curvas causais cruzam apenas uma vez.
2Uma curva α(t) é dita causal se em cada ponto p ∈ α(t) o vetor tangente for do tipo-tempo ou do tipo-luz.
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Figura A.3: Domı́nio de dependência e horizonte de Cauchy.

O conjunto D(S) representa, portanto, o conjunto completo de todos os eventos que podem

ser determinados a partir do conhecimento das condições iniciais em S.

Um conjunto acronal fechado Σ tal que D(Σ) = M é chamado superfı́cie de Cauchy. Um

espaço-tempo (M,gab) que admite uma superfı́cie de Cauchy Σ é dito globalmente hiperbólico.

Espaços que são globalmente hiperbólicos são de grande interesse fı́sico uma vez que tanto

o futuro como o passado de uma partı́cula podem ser inteiramente descritos se as condições

iniciais em Σ forem conhecidas. Portanto, a escolha de que um espaço-tempo seja globalmente

hiperbólico é uma exigência fı́sica. Essa escolha exclui espaços exóticos que possuem, por

exemplo, curvas tipo-tempo fechadas (por exemplo, espaço-tempo de Gödel).

Figura A.4: Representação tridimensional do espaço-tempo de Gödel.



Apendice B
EQUAÇÕES DIFERENCIAIS PARCIAIS E SUAS

APLICAÇÕES

As equações diferenciais, sejam elas ordinárias ou parciais, desempenham um papel cen-

tral na fı́sica pois, elas são representações matemáticas diretas ou indiretas das leis da natureza.

Portanto, a compreensão do caráter das equações diferenciais e o desenvolvimento de soluções

das mesmas tornam-se imprescindı́veis para resolução de uma vasta classe de problemas fı́sicos.

Este apêndice tem como objetivo dar uma breve introdução às equações diferenciais parciais.

De maneira simples, uma equação diferencial parcial (EPD) é uma equação diferencial envol-

vendo duas ou mais variáveis independentes x1, ...,xn. Mais precisamente, uma EDP é uma

equação com o seguinte aspecto:

F
(

∂u
∂x1

, ...,
∂u
∂xn

,
∂ 2u
∂x12 , ...,

∂ 2u
∂x1∂x2

, ...,
∂ ku
∂xnk ,x1, ...,xn,u

)
= 0, (B.1)

onde F : (Rn)k× (Rn)k−1×Rn×R×U → R, com U ⊂ Rn um conjunto aberto, é uma função

conhecida e u = u(x) é a função a ser determinada.

A ordem da EDP corresponde ao termo da maior derivada parcial que aparece; por exemplo,

a ordem da EDP (B.1) é k. A grande maioria das EDP’s que possuem interesse fı́sico são, em

geral, no máximo de segunda ou terceira ordem.

As EDP’s podem ser separadas em classes de acordo com a linearidade. Diz-se que uma

EDP é linear se u e todas as suas derivadas parciais são de primeiro grau com coeficientes que

dependem apenas das variáveis independentes x1, ...,xn, caso contrário a EDP é dita não-linear.
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Como exemplo, considere uma EDP linear de segunda ordem:

n

∑
i, j=1

ai j(x)
∂ 2u

∂xi∂xi
+

n

∑
j=1

b j(x)
∂u
∂x j

+ c(x)u(x)+d(x) = 0, (B.2)

onde pelo menos um dos coeficientes ai j é diferente de zero. Além disso, se função d(x) = 0 a

EDP é dita linear e homogênea.

Uma EDP é dita semi-linear se as derivadas parciais de maior grau são lineares. Para uma

EDP de segunda ordem, a forma mais geral de uma EDP semi-linear é:

n

∑
i, j=1

ai j(x)
∂ 2u

∂xi∂xi
= f

(
x,u,

∂u
∂x1

, ...,
∂u
∂xn

)
. (B.3)

Se a EDP não se enquadra nessas classificações a EDP á dita totalmente não-linear.

Exemplos de EDP’s

1. Equação de Laplace, ∇2u= 0. Essa equação faz uma descrição matemática de fenômenos

estacionários, ou seja, independentes do tempo, como por exemplo fenômenos eletrostáticos,

hidrostática (escoamento irrotacional de ondas superficiais e fluido perfeito) e campos

gravitacionais estáticos.

2. Equação de onda, ∂ 2
t u = c2∇2u + h, onde c é a velocidade de propagação da onda.

Essa equação está presente em diversos fenômenos ondulatórios, como ondas eletro-

magnéticas, ondas elásticas em sólidos, incluindo cordas, membranas vibratórias e entre

outros fenômenos.

3. Equação do calor não-homogênea, ∂tu=α2∇2u+h, onde α é a constante de difusividade

térmica. Esta equação corresponde a uma descrição matemática de fenômenos de difusão,

como por exemplo a transmissão de calor em uma placa de ferro.

4. Equação de Klein Gordon, c−2∂ 2
t ψ−∇2ψ =−µ2ψ .

Classificação por tipo

As EDP’s semi-lineares de segunda ordem formam três classes: elı́pticas, hiperbólicas e

parabólicas. A cada classe estão associados diferentes tipos de fenômenos fı́sicos. No caso de

duas variáveis independentes a EDP semi-linear pode ser colocada na forma:

a(x,y)
∂ 2u
∂x2 +2b(x,y)

∂ 2u
∂x∂y

+ c(x,y)
∂ 2u
∂y2 = f (x,y,u,∂u/∂x,∂u/∂y). (B.4)
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A equação (B.4) pode ser classificada de acordo com o sinal do discriminante b2−ac:

1. Elı́ptica se b2−ac < 0;

2. Parabólica se b2−ac = 0;

3. Hiperbólica se b2−ac > 0.

A classe das equações elı́pticas descrevem fenômenos estacionários como por exemplo,

potenciais eletrostáticos gerados por uma distribuição de cargas fixas e envolvem termos com

∇2 ou c−2∂ 2/∂ t2 +∇2. De fato, se atentarmos para a equação de Laplace no exemplo 1, no

caso de duas variáveis, tem-se:

∂
2
x u+∂

2
y u = 0. (B.5)

Comparando com a equação (B.4) os coeficientes são: a = 1, b = 0 e c = 1. Portanto o discri-

minante vale −1, ou seja, a equação de Laplace é uma equação elı́ptica.

Estão associados à classe das equações hiperbólicas fenômenos que dependem do tempo

como por exemplo, propagação de ondas em meios materiais cuja equação correspondente en-

volve termos com c−2∂ 2/∂ t2−∇2. A equação de onda unidimensional é:

∂
2
t u−∂

2
x u = f (x, t). (B.6)

Os coeficientes serão, portanto, a = 1, b = 0 e c = −1. O discriminante será 1, ou seja, a

equação de onda é uma equação hiperbólica.

A classe das equações parabólicas é uma classe intermediária entre as equações elı́pticas

e hiperbólicas, pois os fenômenos associados a ela podem inicialmente ter uma dependência

temporal mas tendem à um estado estacionário. As EDP’s parabólicas envolvem a∂/∂ t +∇2.

Suponha o fenômeno de propagação de calor em uma placa de ferro, cuja equação é:

∂tu = ∂
2
x u+ f (x,y). (B.7)

Os coeficientes desta equação serão: a = 1, b = 0 e c = 0. O discriminante será igual a zero,

portanto, a equação de calor é uma equação parabólica.

Como discutido anteriormente as equações hiperbólicas e parabólicas descrevem processos

que possuem uma dependência temporal. A solução u de tais equações pode ser interpretada

como sendo uma evolução de um estado inicial (x0, t0) sujeito a um conjunto de condições

iniciais, ademais, a solução u é determinada pelas condições iniciais de tal modo que a solução

é única e depende continuamente das condições iniciais, ou seja, os problemas que envolvem

essas duas classes de equações possuem uma formulação bem posta.
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Apesar do tratamento de ambas as equações serem semelhantes, as equações hiperbólicas

distinguem-se das equações parabólicas pela velocidade de propagação dos efeitos, no caso

hiperbólico as informações viajam a uma velocidade finita. Como consequência, o valor da

solução u de uma equação hiperbólica em um ponto (x1, t1) depende apenas das condições

iniciais numa vizinhaça S do ponto x0. Em outras palavras, se fizermos uma perturbação nas

condições iniciais fora da região S a solução permanecerá a mesma. Do ponto de vista fı́sico as

equações hiperbólicas satisfazem naturalmente a condição de causalidade.


