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RESUMO

A geometria diferencial passou a ser uma ferramenta fundamental na fisica com o surgi-
mento da relatividade geral. Em particular, destacamos sua importancia na investigacao das
chamadas teorias de imersao do espaco-tempo. Neste trabalho analisamos dois grandes for-
malismos fundamentados de forma direta ou indireta na teoria de imersdes: o teorema de
Campbell-Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral. Tendo como princi-
pal objetivo tracar um paralelo entre esses dois formalismos, estudamos, nesta dissertagdo,
o problema de valor inicial (pvi) para a relatividade geral mostrando que além de admitir
a formulacdo de pvi, a mesma € bem posta. Ademais, aplicamos este formalismo para o
caso de uma métrica do tipo Friedmann-Robertson-Walker em (3+1). Estudamos também o
teorema de Campbell-Magaard e sua extensdo para o espago-tempo de Einstein e aplicamos

este teorema para uma métrica do tipo de Sitter em (2+1).

Palavras-chave: Teorias de imersdes. Equacdes diferenciais parciais. Folhea¢des do espago-tempo.

Problema de Cauchy. Teorema de Campbell-Magaard



ABSTRACT

After the formulation of general relativity differential geometry has become an increasing
important tool in theoretical physics. This is even more clear in the investigation of the
so-called embedding space-time theories. In this work we focus our attention in the Cauchy
problem. These have played a crucial role in our understanding of the mathematical struc-
ture of general relativity and embedding theories. We investigate the similarities and diffe-
rences between the two approaches. We also study an extension of the Campbell-Magaard

theorem and give two examples of both formalisms.

Keywords: Embedding theory. Differential partial equations. Space-time foliations. Cauchy problem.
Campbell-Magaard theorem.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

3’

“0 Grande Arquiteto do Universo agora se mostra como um matemdtico puro.’
(J.H.JEANS, 1930)

O conceito de imersdo sempre esteve presente de forma direta ou indireta no universo ma-
tematico. Desde os primérdios da geometria diferencial cldssica, a definicao usual de superficie
regular supde que a superficie estd imersa em um espaco ambiente euclidiano, o R?>. Com a

, .
introducdo do conceito de variedade diferencidvel riemanniana, formulado por Riemann em
1850, o estudo de imersdes ganhou um novo aspecto, iniciando uma busca pela possibilidade

de imersao desses espacos abstratos em espagos euclidianos de dimensdes maiores do que 3.

A primeira resposta a essa investigacao foi dada, na forma de conjectura, por Schlifli [1]
em 1873. Schlifli conjecturou que qualquer variedade riemanniana de dimensdo n, com métrica
positiva definida, poderia ser imersa, localmente, em um espaco euclidiano N-dimensional, com
N =n(n+1)/2. A demonstracdo da conjectura de Schlifli veio somente em 1926 através do
trabalho de Janet [2] e do trabalho de Cartan [3], em 1927, que utilizando métodos diferentes
provaram a conjectura de Schlifli que passou a ser conhecida desde entdo como teorema de

Janet-Cartan.

E sabido que a teoria gravitacional relativistica tem uma descri¢do do espago-tempo em
termos de uma variedade semi-riemanniana, onde a condi¢c@o sobre a métrica de ser positiva-
definida € subtituida pela condi¢do de ser lorentziana. Visando a aplicagdo destes espagos, Fri-

edman [41], em 1961, estendeu o teorema de Janet-Cartan para variedades semi-riemannianas.

O teorema de Janet-Cartan e outros resultados da teoria de imersdes que surgiram posteri-
ormente tratavam apenas o caso de imersodes locais, em outras palavras, considera-se a imersao
de um subconjunto aberto, simplesmente conexo que corresponde a vizinhanga de um dado
ponto p da variedade riemanniana ou semi-riemanniana a ser imersa. O problema de conside-

rar uma imersio global da variedade M" como um todo num espaco ambiente euclidiano de
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dimensdo N é um problema bastante complexo, e foi abordado elegantemente por John Nash
[42] em 1956. Neste trabalho Nash obteve dois resultados fundamentais: o primeiro resultado
¢ que se a variedade imersa for compacta, entdo, o nimero de dimensdes do espagco imer-
sor é N =n(3n+11)/2; o segundo resultado é que se a variedade imersa ndo for compacta,
entdo, N =n(n+1)(3n+11)/2. O resultado obtido por Nash foi estendido posteriormente para

espacos semi-riemannianos no trabalho de C. Clarke [43] em 1970.

A teoria da relatividade geral, além de trazer inimeras inovagdes no que diz respeito a con-
ceitos como espago-tempo, incluiu a geometria diferencial como uma ferramenta fundamental
no estudo de teorias modernas da fisica. Na fisica, o conceito de imersao foi introduzido pe-
las chamadas teorias de imersdes do espago-tempo. O que caracteriza uma teoria de imersao
¢ o fato de considerar o nosso universo quadridimensional imerso em uma variedade com um

nimero de dimensdes superior a quatro.

A ideia de adicionar uma coordenada extra ao universo quadrimensional surgiu no traba-
lho pouco conhecido do fisico finlandés Gunnar Nordstrom, publicado em 1914 [44]. Nordstron
trabalhava juntamente com Mie numa formulacao relativista de uma teoria escalar da gravitagao
no espago-tempo de Minkowski. Naquela ocasido, Nordstron percebeu que o postulado de uma
coordenada extra acarretaria na possibilidade de unificar o campo gravitacional com o eletro-
magnetismo. Motivadas por essa ideia de unificacdo da gravitagdo com o eletromagnetismo,

estava aberta a janela para teorias multi-dimensionais na fisica.

Pouco tempo depois da formulacdo da teoria da relatividade geral, Theodor Kaluza, em
1919 [13], com o mesmo intuito de Nordstron postulou a ideia de uma dimensao extra tendo
agora como base a teoria gravitacional de Einstein. De maneira engenhosa, Kaluza mostrou
que o espaco-tempo pentadimensional, onde se introduziu novos graus de liberdade represen-
tadas pelas componentes extras do tensor métrico, reproduzia simultaneamente as equagdes de

Einstein e as equacdes do eletromagnetismo.

A proposta de Kaluza dividiu opinides no meio fisico onde a principal razdo para a ndao
aceitacao era o fato de que a quinta dimensao era inobservada e aparentemente nao havia ne-
nhuma perpectiva de deteccdo experimental. Além do postulado de uma dimensao extra a teoria
de Kaluza admitia também a hipétese de que os campos métricos ndo dependiam da coordenada
associada a tal dimensao extra. O carater ad hoc dessa condi¢c@o, que posteriormente recebeu o
nome de condig¢do cilindrica , também contribuiu de forma negativa para a aceitacio da teoria

de Kaluza.

O problema do carater ad hoc da condicao cilindrica foi solucionada por Oscar Klein em

1926 [14]. A condicao cilindrica foi substituida pela condi¢do de compacidade, onde atribuiu-
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se a quinta dimensao a topologia de um circulo ou compacta, cujo raio extremamente pequeno

explicaria a impossibilidade de detec¢do da dimensdo extra.

No inicio dos anos noventa, o astrofisico inglés Paul Wesson, juntamente com outros cola-
boradores, desenvolveu uma teoria também em cinco dimensdes conhecida na literatura como
teoria da matéria induzida. Wesson modificou a teoria de Kaluza-Klein abrindo mao da hipétese
de que a dimensao extra deve ser compacta. Nesta teoria, Wesson propde que a matéia possui
uma origem geométrica, em outras palavras, a matéria seria nada mais do que a manifestacdo da
geometria e surge em decorréncia do fato de que os campos possuem uma dependéncia com a
dimensao extra. Portanto, neste cendrio o espago-tempo usual quadridimensional pode ser visto
como uma hipersuperficie imersa em um espago de cinco dimensodes que deve ser solugdo das

equagoes de Einstein no vazio.

A teoria original de Kaluza-Klein serviu como um prototipo para novas teorias de unificagdes,
nas quais além do campo eletromagnético e do campo gravitacional as interagdes nucleares
também sdo levados em conta. Pode-se considerar como exemplo a supergravidade [45], que
consegue a unificacdo das quatro interagdes fundamentais através de uma versao estendida da
relatividade geral em onze dimensdes e a teoria de supercordas formulada nos anos oitenta por
Michael Green e John Schwarz [46] que também propde um universo de onze dimensdes, onde
esta dltima tem pelo menos cinco formulagdes diferentes. Em 1995, Witten mostrou que é
possivel considerar essas cinco formulagdes distintas da teoria de supercordas como aspectos
diferentes de uma teoria subjacente ainda mais fundamental, que também postula um espaco de
onze dimensdes. Os objetos dindmicos dessa teoria sdo as d-branas, das quais as cordas sao um

caso particular. Essa teoria subjacente recebeu o nome de Teoria M.

Associada a busca pela unificacdo das quatro interacdes da natureza uma questao intrigante
tem chamado a atencao dos fisicos: o problema da hierarquia. De maneira sucinta o problema
da hierarquia trata da descomunal diferenca na ordem de grandeza entre as trés interagdes fun-
damentais (eletromagnética, fraca e forte) e a interagdo gravitacional. Uma tentativa de solu-
cionar esse problema foi proposto ja no final do século XX por Arkani-Hamed, Dimopoulos e
Dvali [47]. Neste modelo, essa discrepancia nas ordens de grandeza é associada a existéncia de
dimensodes extras compactas, assim, a hierarquia seria gerada pela geometria das dimensoes
extras. Umas das possibilidades consideradas nesta teoria é que tanto a matéria quanto as
interacdes com exce¢do da interacdo gravitacional estariam confinadas ao espaco tridimensio-
nal (3-brana), enquanto que a intera¢do gravitacional poderia se propagar através de um espaco

maior.

Ainda dentro deste cendrio, surgiu um modelo alternativo ao de Arkani-Hamed, Dimopou-
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los e Dvali proposto por Randall e Sundrum [4]. Este novo modelo envolve a presenga de uma
tinica dimensdo extra e analogamente ao modelo anterior, trata 0 nosso espaco tridimensional
como uma 3-brana, de maneira que o espaco-tempo corresponde a uma hipersuperficie quadri-

mensional imersa numa variedade de cinco dimensdes com curvatura constante.

A teoria da matéria induzida e o modelo de Randall-Sundrum sio exemplos de teorias de
imersao da fisica. No entanto, para que estas teorias sejam consistentes, ou seja, para que seja
possivel haver imersdes de um espaco menor em um outro espaco maior € necessario que tais
imersoes sejam vidveis sob a Otica da teoria de imersdes da geometria diferencial. Portanto,
associada a tais teorias surgiu a necessidade de investigar se é sempre possivel fazer imersoes
isométricas de variedades n-dimensionais em variedades de dimensdes maiores cujo tensor de

Ricci € nulo.

O primeiro a investigar esta questdo, embora sob interesse puramente matemadtico, foi
Campbell [6]. Campbell mostrou que todo espaco riemanniano de dimensdo n admite uma
imersdo local e analitica em um espacgo de Einstein de dimensdo (n+ 1). Embora correta, a
demostragao de Campbell continha algumas imperfei¢des que foram corrigidas posteriormente
por Magaard [7], e o resultado passou a ser conhecido como teorema de Campbell-Magaard.
O teorema de Campbell-Magaard trata apenas do caso de espacos riemannianos, € se esse teo-
rema pudesse ser estendido para espacos semi-riemannianos considerando a presenca de uma
constante cosmoldgica, entdo, o teorema de Campbell-Magaard passaria a ser um suporte ma-
tematico para as teorias de imersoes. Tal extensdo foi obtida posteriormente por F. Dahia e C.
Romero em 2001 [8]. A restricdo a métrica ser positiva definida foi retirada, o que ampliou a
validade do teorema para métricas de indice arbitrario, sendo possivel entdo incluir imersdes

como as que foram tratadas por Wesson.

A extensdo do teorema de Campbell-Magaard se baseia no teorema de Cauchy-Kowalewskaya,
0 que resulta em certas restricdes do ponto de vista fisico. Fundamentalmente, o teorema de
Cauchy-Kowalewskaya € um teorema aplicado a problemas envolvendo equagdes diferenciais
parciais, tal que para um dado conjunto de condi¢des iniciais analiticas, o teorema garante
a existéncia de solugdes analiticas. No entanto, este teorema garante apenas a existéncia de
solucdes, mas nao garante que as solucdes encontradas dependam continuamente das condi¢oes

iniciais € nem garante uma estrutura causal das solucdes.

A dependéncia continua das solu¢des com as condi¢des iniciais € de grande relevancia para
a Fisica, pois nos da a garantia de que pequenas flutuacdes no espaco ambiente ndo provocardao
grandes distor¢des na hipersuperficie imersa. Além disso, no cendrio da relatividade geral é de

crucial importancia a garantia da existéncia da estrutura causal. O formalismo que estuda tais
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questdes € o problema de Cauchy aplicado a relatividade geral.

Tendo em vista estas questoes, nesta dissertacao, chama-se a aten¢ao para a analogia entre o
teorema de Campbell-Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral. No contexto
do problema de Cauchy, ou problema de valor inicial, a existéncia de solucdes se estruturam
em teoremas de equagdes diferenciais parciais que nao dependem da analiticidade das fungdes

envolvidas, o que permite discutir aspectos de continuidade e causalidade.

Esta dissertacdo estd organizada com a seguinte estrutura: o capitulo 2 trata de uma re-
visdo da geometria intrinseca das superficies, mostrando os principais resultados da geometria
diferencial classica. No capitulo 3, introduziremos o conceito de imersdes isométricas, tendo
como objetivo principal a obten¢do das equacdo de Gauss-Codazzi. O capitulo 4 trata do pro-
blema de Cauchy, ou problema de valor inicial, aplicado a relatividade geral . No capitulo 5,
¢ apresentado o teorema de Campbell-Magaard e posteriormente a extensdo do mesmo para
variedades semi-riemannianas. Os apéndices compreendem uma breve introdugdo da estrutura
causal do espaco-tempo (apéndice A) e uma introducgdo a teoria das equacdes diferenciais par-

ciais (apéndice B).



Capitulo 2

GEOMETRIA INTRINSECA DAS SUPERFICIES

2.1 Introducao

Em geometrial diferencial de curvas e superficies, conceitos métricos sobre uma superficie
regular S (comprimentos, areas e angulos) sdo definidos a partir da primeira forma fundamen-
tal 1, que € meramente a expressdo de como a superficie em questio herda o produto interno
conhecido do R3. Contudo, a geometria da primeira forma fundamental vai mais além dos
conceitos métricos mencionados acima. Diversas propriedades locais importantes de uma su-
perficie como a curvatura podem ser escritas em termos da primeira forma fundamental, o que
significa dizer que essas propriedades sio definidas sem fazer mencdo ao espaco ambiente R,
onde estd definida a superficie. O estudo de tais propriedades intrinsecas caracteriza o que

chamamos de geometria intrinseca das superficies.

Este capitulo tem, também como finalidade, fazer um breve estudo de isometrias, além de
obter as equacdes de compatibilidade, e por fim, demostrar a célebre formula de Gauss que
fornece a expressao da curvatura Gaussiana K em funcdo apenas dos coeficientes da primeira

forma fundamental.

2.2 Isometrias

A nocdo de isometria fornece essencialmente uma nocao intuitiva de duas superficies terem
os mesmos coeficientes da primeira forma fundamental. Isto significa que, no que se refere a
quantidades métricas como comprimento, drea e angulos, as duas superficies serdo localmente

iguais. Define-se de maneira precisa o conceito de isometria como:

Definicdo 1. Diz-se que uma aplicacdo ¢ : S — S é uma isometria se ¢ é um difeomorfismo e
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se para todo p € S e para qualquer par u,v € T,S, tem-se:

(u,v), = <d(pp(u),d(pp(v)>(p(p). (2.1)

Diz-se, entdo, que as superficies S e S sdo isométricas.

Em outras palavras, uma aplicacao difeomorfa ¢ é uma isometria se a diferencial d¢@ pre-

serva o produto interno. Seja ¢ uma isometria, segue-se imediatamente que:

Ip(u) = (dp(u),dp(u)) ) = Tp(p) (dP(w), (2.2)

para todo u € T,S. Em termos de uma base {%(q), %(q)} associada a uma parametrizagdo

x(u,v) em p € S, que de agora em diante serd denotada simplesmente por {x,,x,}, pode-se

reescrever a primeira forma fundamental da seguinte maneira:
Sejaum vetor w € 7,S tangente a uma curva parametrizada o (r) =x(u(t),v(t)) , t € (—€,€),

com p = ¢(0) = x(up, vo). Entdo:

(@) = (@(0),d(0),
= (xu +x, x0 + va/>p
= (X, Xu) ()2 4 20%, %) 1V + (%0, %), (V) (2.3)
= EW)*+2Fdv +G(V)?,

onde os valores das fun¢des envolvidas sdo calculados em ¢ = 0, e:

E(ug,vo) = <XM7XM>1)7
F(”Oa VO) = <Xua Xv>p7 (24)
G(M(),V()) = <XV7XV>p7

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {x,,x,} de 7},S.

Exemplo 1. Um sistema de coordenadas natural para um plano P C R? passando pelo ponto
Po = (x0,Y0,20) e contendo os vetores ortonormais wi = (ay,az,as), wa = (b1,ba,b3) pode ser
escrito como:

x(u,v) = po+uwi +vwy, (2.5)

sendo u,v € R. Observe inicialmente que X,, = w e X, = w» e os coeficientes da primeira forma
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Jfundamental serdo:

E(uo,vo) = (wi,wi) =1,
F(ug,vo) = (wi,w2) =0, (2.6)

G(ug,vo) = (wa,wp)=1.

Considere agora o cilindro reto sobre o circulo x> +y* = 1 cuja parametrizacio X : U — R>

assume a seguinte forma:

X(u,v) = (cosu,sinu,v), 2.7

U={(u,v) € R*0 < u <27, —o00 < v < oo}.

Para o cdlculo da primeira forma fundamental, note que:

X, = (—sinu,cosu,0), (2.8)
X, = (0707 l)a
e portanto,
E = (X,,X,) = sinu® 4 cosu® = 1,
F = (X,,%,) =0, (2.9)
G=(X,%,)=1

Figura 2.1: Plano. Figura 2.2: Cilindro.

Seja agora @ uma aplicagcdo da vizinhanga coordenada X(U) do cilindro sobre o

plano X(Rz), definida por @ : xoX. Como os coeficientes da primeira forma fundamental do
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plano e do cilindro sdo iguais E = E,F =F,G = G, entdo:

I,(w) = E@)*>+2FuV +G(V)? (2.10)
= EW)*+2FuvV +G()?
I

o(p) (dPp(W)).

Segue entdo que o cilindro x*> +y* = 1 é localmente isométrico a um plano. Portanto, no
que se refere a questoes métricas, como comprimentos, dngulos e dreas, o plano e o cilindro se
comportam localmente da mesma maneira. Este exemplo é bastante intuitivo jd que cortando-se

um cilindro ao longo de um direcdo pode-se obter parte de um plano.

2.3 Equacoes de compatibilidade

Pelo teorema fundamental da teoria local das curvas, uma curva fica totalmente definida
pela sua curvatura a menos de um movimento rigido. Em analogia a teoria de curvas planas, é
possivel construir uma espécie de teorema fundamental para superficies. A partir deste ponto
o caminho seguido serd andlogo ao de curvas planas para obter o teorema fundamental. Seja
x : U C R? — S uma parametrizacio de uma superficie S. Pode-se entdio associar a superficie

uma primeira e segunda forma fundamental !cujas expressoes sdo as seguintes:

8ij = <Xi7xj>7 2.11)
Hij = <N,X,‘j>,

onde N € T,,S e i, j correspondem a u e v respectivamente. Essas duas matrizes sdo simétricas

e gij € positiva definida.

A pergunta chave €: dados g;; e I1;;, sendo estas simétricas e g;; positiva definida, serd que
existe uma superficie e uma parametrizacao tal que g;; € I1;; sejam a primeira forma fundamen-

tal e segunda forma fundamental respectivamente?

Em analogia a curvas planas, dada uma superficie S, para cada p € S temos trés vetores
associados {x,,X,, N} que desempenhardo um papel semelhante ao triedro de Frenet. Analisa-

se agora como esse triedro varia com relacdo a u e v. A variacdo desses vetores deve ser uma

'Denomina-se de segunda forma fundamental a forma quadritica II,, definida em T,S por Il,(v) =
— <dN,, (v), v> onde N corresponde a aplicacdo normal de Gauss e v € T),S
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combinagcdo linear da base {x,,x,, N}, entdo:
xij = Y i+ 1IN, (2.12)
k

N =Y apx, (2.13)
k

k
onde I7 »

pelo fato de que o vetor N € unitdrio e, como consequéncia, o produto interno (N;, N) serd igual

I1;; e a;; sdo coeficientes. Na ultima expressdo a auséncia da componente N se dé

a Z€10.

O segundo coeficiente da equacao (2.12) advém do produto interno da equagdo (2.12) pelo
vetor N:

(xij,N) = Y I'%; (x¢,N) + B(N,N) 2.14)
k

sendo B o coeficiente a determinar. O primeiro termo da direita serd igual a zero uma vez que
o conjunto {x,,xX,,N} forma uma base. Note, no entanto, que o lado esquerdo da equagdo é a

propria defini¢cdao da matriz IT;;, de onde segue que:
(xij,N) =TI;; =B .. B=1I;;. (2.15)
Tomando agora o produto escalar das equagdes (2.12) e (2.13) com o vetor X, vem:
(Ni,x;) :Zk:aik (Xk,Xj) :Zk:aikgkj, (2.16)
onde utilizou-se que g;; = <x,~, X j>. Reescrevendo o lado esquerdo da dltima equagdo tem-se:

0
I;; = <N,Xij> = ox (N,x;) — <Nj;Xi> 2.17)
IL;j = — (Ni,X;) -

Substituindo este resultado na equagao (2.16), tem-se:

ay = —ZH,- gl (2.18)
J
Para a equagdo (2.12), temos:
(xijx1) = ;Fﬁ‘j (X, X) +IL;; (N, ;) (2.19)
= YT (xix)

k
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O lado esquerdo da ultima expressdo pode ser reescrito fazendo permutacdes ciclicas dos indices:

(xij,x1) = 0j(xi,x1) — (X, X;) = 9j (X;,X;) — I} (X, X;j) + (Xi1, X;)
= aj<XiaX1>—31<Xi,Xj>+3i<Xi,Xj>—<X1,Xij>
2(x1,xij) = 09 (xi,x;) — 9 (Xi,X;) + 0 (X;,X;)

1
<Xl,X,'j> = 5 (81 <Xi,Xl> — 81 <X,’,Xj> + 0; <Xi,Xj>) . (2.20)

o

Substituindo este resultado na equagao (2.19), segue que:

Yo (xex) = YTieu 2.21)
k k
1

= §(8J <x,-,xl>—&, <x,~,xj>+6i<x,-,xj>), (2.22)

de onde pode-se obter a expressao cldssica dos simbolos de Christofell:

|
[y =5 2.8" (9 — Aigij +digu;) - (2.23)
[

Por fim, o sistema de equagdes (2.12) e (2.13) assume a forma final:
xij = Y i+ 1IN, (2.24)
3

ik
Ni=—) &'l
k,j
Para que haja uma superficie com as matrizes g;; e I1;;, sendo a primeira forma fundamental
e segunda forma fundamental, respectivamente, € necessario que o sistema de equacdes acima

tenha solug@o. O exemplo 2 serve como guia para investigar a existéncia de tais solugdes:

Exemplo 2. Seja u = u(xy,x2,...,X,). A equacdo

u

£ = Fi (X1, X2, 00 Xn) (2.25)

possui solucdo, por exemplo, para o caso de apenas uma varidvel quando f é uma funcdo
conhecida. Da teoria de equagdes diferenciais parciais, a equagdo (2.25) s6 terd solugdo se f
satisfizer a equagdo de compatibilidade:

aff  of’

ax]' _(9_)6,"

(2.26)

Olhando para o sistema (2.24) e comparando com o exemplo 2, se o sistema possui solucéo,
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entdo a solucao deve satisfazer as seguintes relacoes:

X;j1 = Xl (2.27)
Ny = Nj;.

Derivando a primeira equag@o do sistema (2.24) com respeito a x;:

Xjj1 = Z 81Ff?jxk + Zl“f?jxkl + (alHij)N + HijN[. (2.28)
k k

Derivando agora a segunda equacdo do sistema (2.24) com respeito a x;:

Ny=Y, (algjknijxk — g/* o jx; — gijnijalxk> (2.29)
Jik

Utilizando novamente o sistema (2.24) na expressio (2.28):
Xiji =Y ol X+ Y. T (ng,xp + Hk,N> + (9I1;) N — I1;;* T x . (2.30)
k k p

Pela condicéo (2.27), tem-se:

X;j1 = Xjlj-
(alrf} +Y T, — gt jnkl> X, + (Z Ty + OIT; j> N (2.31)
k k
k k

Separando as componentes tangentes € as componentes normais, obtém-se as seguintes
equacoes:
P krp _ k _ AP k P k
I+ Y TiTY — &Py = 0T + ) TyTy, — g PIIyI;. (2.32)
k k

Esta equacdo, obtida com a parte tangente da expressdo (2.31), recebe o nome de formula

de Gauss. Para a parte normal:

Y Tl + 0T, = Y TiTlj + 9,11y (2.33)
k k

Esta equacdo € conhecida como a equacdo de Mainard-Codazzi. A férmula de Gauss jun-

tamente com a equacdo de Mainard-Codazzi sdo conhecidas como as equacdes de compatibili-
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dade da teoria das superficies.

Uma questdo que merece atencao € que essas relagdes entre a primeira e a segunda forma
fundamental sdo tinicas. Pelo teorema de Bonnet? tem-se uma garantia de que nio se pode ob-
ter, por derivagdes sucessivas ou qualquer outro processo, novas relacdes de compatibilidade.
O teorema de Bonnet afirma que dadas a primeira forma fundamental e a segunda forma funda-

mental pode-se determinar localmente uma superficie.

2.4 O teorema Egregium

Na secdo anterior mostrou-se que o sistema (2.24) sé admite solugdo se as matrizes g;; e
IT;; satisfizerem as equagdes de compatibilidade. Iniciaremos esta se¢do analisando um pouco

mais a equagdo de Gauss. A equagdo de Gauss pode ser reescrita da seguinte maneira:

g (I —1;1L,) = oI — Ty, + Yy iy - Yy riry, (2.34)
k k

. . — P P k TP k 1P
(Mg =TTy ) = gpg | Tf — ol + Zrilrkj -y Iy,
k k
O lado esquerdo da equacdo depende apenas da segunda forma fundamental enquanto o
lado direito depende apenas da primeira forma fundamental. Abriremos um paréntese aqui para
relembrar o método de obtencdo da curvatura gaussiana de uma superficie num determinado

ponto p € S.

Seja S uma superficie regular, e seja p € S. A escolha de um vetor normal a superficie, N,
e de um vetor velocidade, x, tangente a superficie gera um plano que “corta” a superficie como

mostrado na figura 2.3.

A curvatura da superficie naquele ponto serd dada pela curvatura da curva o(r) gerada na
intersecdo entre o plano e a superficie S. A medida que rotaciona-se o vetor x encontramos
vdrios valores de curvaturas, o maior valor e o menor valor sdo as curvaturas maior € menor

respectivamente, também conhecidas como curvaturas principais.

A curvatura gaussiana K, € definida por:

K, = kika, (2.35)

ZPara o enunciado do teorema de Bonnet ¢ a demonstragao, vide a referéncia [9]
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Figura 2.3: Curvatura gaussiana.

ou em termos da primeira forma fundamental e da segunda forma fundamental:

Iy I, — T2

Ke= g8 — 812 (236)
Tomando i,/ = 1 e g, j = 2 na expressdo (2.34):
Iy Iy, — o2 = ¥(g,T,dT) = ¢(g,dg, d%g). (2.37)
Tem-se o seguinte resultado:
K, = ¢(g,08,9%g)(g11822 — g12%).- (2.38)

Teorema Egregium. A curvatura gaussiana Kq de uma superficie é invariante por isometrias

locais.

A expressao (2.38) mostra que a curvatura gaussiana depende apenas da primeira forma
fundamental, ou seja, € um conceito intrinseco. Este resultado € extremamente inusitado, pois a
curvatura gaussiana, definida em termos das curvaturas principais que fazem meng¢ao ao espago

ambiente R>, passou a ser um conceito intrinseco.

O teorema Egregium, conhecido também como teorema de Gauss, foi originalmente de-
monstrado por Gauss no seu famoso trabalho General Investigations of Curved Surfaces em
1965 [10] . Devido a extensdo de suas consequéncias, este teorema pode ser considerado um

dos resultados mais importantes da geometria diferencial.
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Exemplo 3. Considere a superficie de revolugdo da catendria:

X = acoshv,

Z=av; —oo Y < o0
cuja parametrizacdo é dada por:
x(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av), (2.39)
O<u<?2m, —oo<y<oo,

A superficie gerada pela revolugdo da catendria é chamada catendide (figura 2.4). Considere

agora a seguinte parametrizacdo para o helicoide (figura 2.4):
X(u,v) = (asinhvcosu,asinhvsinu,au). (2.40)

Os coeficientes da primeira forma fundamental do catendide e do helicdide sdo, respectiva-
mente:
E =d’cosh’v, F =0, G=ad*(1+sinh*v) = a’cosh’v. (2.41)

E =d’cosh>y, F=0, G =a’cosh’v. (2.42)

Os coeficientes de ambas as superficies sdo iguais E = E, F = F, G = G, pela secdo 2.2 pode-se
concluir que o catendide é localmente isométrico ao helicoide. Aplicando o teorema de Gauss
a este problema, segue que as curvaturas gaussianas do catendide e do helicoide sdo iguais em

pontos correspondentes, o que é um fato ndo-trivial do ponto de vista geométrico.

Figura 2.4: Catenoide e helicéide.



Capitulo 3

IMERSOES ISOMETRICAS

“A linha tem magnitude numa direcdo, o plano em duas direcées, o sélido em
trés direcoes e além destas ndo existe mais nenhuma outra magnitude, pois as
trés sdo a totalidade.” (ARISTOTELES)

3.1 Introducao

A frase acima expressa bem a ideia que se tinha antigamente sobre a dimensionalidade
do universo. Até o aparecimento da teoria da relatividade restrita, em 1905, estava fora de
cogitacdo um universo com mais de trés dimensdes. Esse conceito era plausivel, ji que os
objetos encontrados no dia a dia possuem, do ponto de vista sensorial, as dimensdes de compri-

mento, altura e largura.

A teoria da relatividade especial proposta por Einstein, e posteriormente aprimorada por
Minkowski [12], apresentou ao mundo uma fisica diferente da fisica newtoniana, tanto em
termos da geometria quanto da dimensionalidade do nosso universo. O universo que era tri-
dimensional ganhou uma quarta dimensao, que representa a coordenada temporal, e espaco e
tempo, que antes eram conceitos totalmente distintos, passaram a ocupar 0 mesmo patamar para

formar uma nova estrutura, o espago-tempo.

A teoria da relatividade geral proporcionou um grande impulso para o estudo de geometrias
nao-euclidianas e suas implicagdes na fisica, assim como teorias multi-dimensionais. Com o
intuito de unificar a gravitagdo com o eletromagnetismo, Theodor Kaluza [13] e Oscar Klein
[14] sugeriram que esta unificagdo poderia ser obtida através da extensdo do espago-tempo
a uma variedade pentadimensional. Com a adi¢do da quinta dimensdo tanto, a relatividade

geral quanto o eletromagnetismo apareceriam de maneira natural. A teoria de Kaluza-Klein
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assumia que a quinta dimensao era compacta, sendo este 0 motivo pela qual ndo era detectada

experimentalmente. Sendo assim, a quinta dimensao era uma dimensao “escondida’.

Recentemente, surgiu uma versao nao-compacta da teoria de Kaluza-Klein, proposta pelo
fisico inglés Paul Wesson, conhecida como teoria da matéria induzida. Nesta teoria, 0 universo
seria pentadimensional e a quinta dimensao, agora ndo mais compacta, seria responsavel pela
existéncia da matéria. Outra inovagao desta teoria € que o mundo onde vivemos € uma hiper-
superficie quadridimensional imersa num universo pentadimensional. Teorias que postulam a
existéncia de tais hipersuperficies sdo chamadas de teorias de imersdo. As teorias de imersao
se tornaram alvos de grandes estudos atualmente e sdo consideradas a base para teorias como

cordas e supercordas.

Este capitulo tem como objetivo estudar o conceito de imersdes isométricas, assim como
a obtenc¢do das equagdes de Gauss, Ricci e Codazzi e, por fim, a aplicacio destes conceitos a

2 + 1 dimensoes.

3.2 Imersoes isométricas

Definiciio 2. Sejam M™ ¢ M duas variedades diferencidveis. Uma aplicacdo diferencidvel
¢ : M — M é uma imersdo se do,: T,M — T(p(p)]\_/l € injetiva para todo p € M. Se, além disto,
© é um homeomorfismo sobre (M) C M, onde ¢(M) tem a topologia induzida por M, diz-se
que @ é um mergulho. Se M C N e a inclusdo i : M C N é um mergulho, diz-se que M é uma

subvariedade de N.

Exemplo 4. Considere a curva o(t) = (£ — 4t,t> — 4) representada na figura (3.1). A curva
o(t) é uma imersdo, mas por possuir uma auto-intersec¢do emt =2 e t = —2 ndo é um mer-

gulho.

\/

Figura 3.1: Curva o(z).
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. —k=n+m . - — . . . L=,
Seja o : M" - M uma imersdo, sendo M uma variedade riemanniana, ou seja, M €
dotada de uma métrica riemanniana (M, <,>). Se M tem uma estrutura riemanniana, ¢ induz

uma estrutura riemanniana em M por:
(u,v), = <d(pp(u),df(p(v)>(p(p) u,v € T,M. 3.1)

A métrica de M € chamada, entdo, a métrica induzida por @, e diz-se que ¢ € uma imersao
isométrica. E interessante ressaltar que a expressdo (3.1) surge como uma generalizagdo do

conceito de primeira forma fundamental para variedades.

Proposicao 1. Seja ¢ : M"* — M", comn < m, uma imersdo da variedade M na variedade M.
Para todo ponto p € M, existe uma vizinhangca V- C M de p tal que a restri¢io @ |y— M é um

mergulho.

Em outras palavras, para cada p € M existe uma vizinhanca U C M de p tal que ¢ (U) €

M é uma subvariedade de M. Na pratica, isso € 0 mesmo que trabalhar com o subvariedade

@ (U) € M ao invés de se trabalhar com a aplicagdo ¢. A partir deste momento, a variedade M

serd sempre considerada como sendo uma subvariedade de M. Ao trabalhar com a subvariedade,

todo vetor v € T,M € identificado com d p(v) e T<P( p)M, e além disso, para cada p € M a seguinte
decomposicao € vélida:

T,M = T,M & (T,M)™*, (3.2)

onde (7,M )+ denota o complemento ortogonal de T,M em T,M. Portanto, dado v € T,M com

p € M tem-se:
v=2vl N (3.3)

sendo v! a parte tangente a subvariedade e vV a parte normal 2 subvariedade.

3.3 A segunda forma fundamental para variedades rieman-
nianas

Em principio, conceitos geométricos conhecidos do R? como primeira forma fundamental
e segunda forma fundamental ndo sdo definidos sobre as variedades. As imersdes isométricas
produzem uma “regra” de produto interno sobre a subvariedade que é uma generalizacdo da
primeira forma fundamental. Espera-se, portanto, que exista também uma generalizacdo do

conceito de segunda forma fundamental para variedades.

Antes de analisar esta questdo, considere um problema mais fundamental. Sabe-se que a

variedade ambiente M induz uma métrica riemanniana na subvariedade M, existindo, portanto,
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uma relacdo entre as conexdes V, da subvariedade, e V, da variedade ambiente. Tal relagdo é

dada pela seguinte proposicao:

Proposicao 2. Sejam X,Y € X(U) campos tangentes a M. Associado a esses dois campos,
consideram-se as extensoes locais X,Y € X(U), ou seja, X |[y=X e Y |y=Y. As conexdes na
subvariedade e na variedade ambiente serdo respectivamente VxY e VYY. Pode-se relacionar
as duas conexdes como se segue:

var = (V7). (34)

Demonstracdo. E necessério verificar que a conexao definida por (3.4) é a conexdo riemanni-

ana relativa a métrica induzida de M. Define-se, entao,
. _ \T
V¥ = (V7). (3.5)
Sera mostrado entao que a conexao € bem definida e além disso:
1. V é simétrica;
2. V é compativel com a métrica riemanniana;

Mostrar que esta conex@o ¢ bem definida consiste em mostrar que %XY nao depende das
extensoes. Este resultado segue imediatamente da propriedade das conexdes que afirma que
VxY depende s6 do valor do campo X no ponto p e do valor de Y ao longo de uma curva
tangente a X. Pode-se, entdo, sempre olhar para os valores destes campos na subvariedade M,
onde X [yy=X e Y |yy="Y. Sendo assim, VY estd bem definida, pois V¢¥ em p € U C M s6
depende de X (q) = X(g) e dos valores de Y ao longo de alguma curva tangente a X (¢) = X(q).

Uma conexdo afim V em uma variedade riemanniana € dita simétrica quando:

V¥ —VyX =[X,Y] VX,Y € X(M). (3.6)

Segundo a defini¢o (3.5):
~ ~ — _  — _\T _
VyY —VyX = (VYY _ V7X> —[x.¥]" =[x.]. (3.7)
onde utilizou-se a restri¢ao [)_( ,Y} |m= [X,Y] e a propriedade de colchetes preservarem campos
tangentes a uma subvariedade. Portanto, a conexdo definida desta maneira é simétrica.

Uma conexdo afim V em uma variedade riemanniana é dita compativel com a métrica se, e
somente se,

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ), X.Y,Ze€X(M). (3.8)
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Sejam XY ZcXx (U) extensoes. Restringindo-nos ao aberto U, tem-se,
X(¥,2) =X (V,Z) = (Vs¥.Z) + (¥, V5Z). (3.9)

Lembrando que pode-se sempre decompor um vetor que pertence a variedade ambiente em

uma parte tangencial e outra normal a subvariedade, obtém-se:
X(V.Z) = (V0N Z)+ (VD) Z2) + (V. (V2" )+ (.52 (3.10)

O primeiro e o terceiro termo do lado direito serdo iguais a zero, pois correspondem ao

produto interno de vetores ortogonais, obtendo-se, entao, o resultado final:
X(Y,Z) = <§XY,Z> n <Y, %Xz> 3.11)

Portanto, V € compativel com a métrica. Mostramos, assim, que V € bem definida, com-
pativel com a métrica e simétrica. Portanto, pelo teorema de Levi-Civita esta conexdo sera

dnica. O]

Ao mostrar que a conexao na subvariedade corresponde a componente tangencial da co-
nexdo da variedade ambiente, de certa maneira “perde-se” uma componente normal da conexao.
E esta componente remanescente da conexao que desempenhara o papel de segunda forma fun-

damental sobre a variedade.

Define-se inicialmente a seguinte aplicacao:
B(X,Y) = V5Y — VxY. (3.12)
Proposicio 3. Sejam X,Y € X(U), a aplicagdo B: X(U) x X(U) — X(U)* dada por:
B(X,Y) = VgY — VyY, (3.13)

é bilinear e simétrica.

Demonstragdo. Pelas propriedades de linearidade de uma conexao, conclui-se imediatamente
que B € aditivaem X e Y e ¢ homogénea em X. Resta mostrar que B € bilinear e simétrica. Para

provar a bilinearidade faz-se necessdrio mostrar que:

B(X,fY) = fB(X,Y). (3.14)

Indicando f definida em U como sendo uma extensdo de f, com f sendo uma fungio
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diferenciavel definida em U, em U, tem-se:

B(X,fY) V¢(fY) — Vg (fY) (3.15)

VY = fVxY +X(f)Y =X ()Y,

como na subvariedade f = f e X(f) = X (f), entio:
B(X,fY) = fB(X.Y), (3.16)
isto é, B € bilinear. Para mostrar que B € simétrico, tem-se,

B(X,Y)=VgY —VxY = [X,Y] — [X,Y] + VX — VyX. (3.17)

Como na subvariedade [X,Y] = [X,Y], conclui-se que:
B(X,Y) = B(Y,X), (3.18)

ou seja, B € simétrico. O]
Corolario 1. A aplicacdo B(X,Y) num ponto p sé depende dos valores dos campos X e Y neste

ponto. Sendo assim, B é um campo tensorial.

SejapeMenecT,M L. Define-se a forma bilinear simétrica H,, : T,M x T,M — R dada
por:

Hy(x,y) = (B(x,y),n);  x,y € T,M. (3.19)

Definicao 3. A forma quadrdtica 11, definida em T,M por:
IL,(x) = Hy(x,x), (3.20)
é chamada a segunda forma fundamental de ¢ em p segundo o vetor normal n.

Pode-se associar a aplicacdo bilinear H,(x,y) uma aplicagdo linear auto-adjunta S, : T,M —
T,M definida por:
<S"(x)7y> :Hn(xay) = <B(x7y)7n>' (321)

Com a finalidade de dar um carater geométrico a esta aplicagao linear, S, pode ser expressa

em termos da conexao :

Proposicao 4. Sejap e M, xc T,M en c T,M L. Seja N uma extensdo local de n normal a M.
Entdo:
— T
Su(x) = — (VXN) . (3.22)
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Demonstragdo. Sejam X,Y € X(M), N € X*(M) com X(p) =x, Y(p) =ye N(p) =n. A
seguinte relacdo é valida:
(Y,N) =0, (3.23)

pois o campo Y € tangente, enquanto N € um campo perpendicular a M. Derivando em relagao

a uma direcao X:

X(Y,N) = 0,
<§Y?7N>+<Y,§YN> — 0, (3.24)
<VY7—(VXY)T7N> — —<7,VXN>.

Utilizando a forma da aplicacdo B e restringindo os campos ao ponto p:
_ _ \N . \T
(B = (T) == ((Ta) "+ (7)), (3.25)

) = (T0) ).

Comparando com a expressdo (3.21), obtém-se:
_ N\T
Su(x) = — (VXN) . (3.26)

]

A segunda forma fundamental tem, portanto, o papel de dar informag¢do de como os vetores

normais variam ao longo da subvariedade.

3.4 O teorema de Gauss

Definida a relagcdo entre as conexdes da subvariedade e da variedade ambiente, o passo
seguinte € relacionar as curvaturas em ambas as variedades. O teorema de Gauss fornece uma

relacdo entre as curvaturas em M e de M em funcio da segunda forma fundamental.

Teorema de Gauss. Sejam quatro vetores, X ,Y,Z e W, tangentes a subvariedade M. A equacdo
de Gauss relaciona a curvatura da subvariedade M, (R(X,Y)Z,W) com a curvatura da varie-

dade ambiente M, (R(Y,Z)Z,W ), segundo a expressdo:
(RX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (B(X.Y), B(Y,2)) — (BX,Z), B, W)).  (3.27)

Demonstragdo. Sejam X,Y,Z,W € X(M) extensdes locais dos campos X,Y,Z, W, onde estd
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sendo omitida a barra sobre os campos pois as definicdes que seguirdo sao independentes das

extensdes. Expressando a curvatura na forma,

(R(X,Y)Z,W) = <VX§YZ _VyVxZ —§[X7Y]Z,W> . (3.28)

A equagdo (3.28) torna-se:

(R(X.Y)ZW) = <VX (vszﬁYZ—vyz) vy (VXZ+VXZ VXZ> [XY]Z7W>

-V
- <§X (VyZ+B(Y,2)) = Vy (VxZ+B(X,Z)) = Vi y/Z, W> (3.29)

Por outro lado, tem-se,
_ _ N _ T _ T
(Vx(Vv2), W) = <[VX(VYZ>] + |[Vx(Vy2)] ,W> - < Vx(Vv2)] ,W>,
que, pela proposi¢cdo 2 nos da:

< [VX(VYZ)} T,W> — (VxVyZ,W). (3.30)

De maneira andloga, para o dltimo produto da expresséo (3.29) segue:

<€[Xﬂz,w> - <<§[X7Y]Z>T + (W[XX]Z)N,W>

— T
- <<V[X7Y]Z> ,W>:<V[X7Y]Z,W>. (3.31)

Substituindo (3.30) e (3.31) na equagdo (3.29) e rearranjando a expressao, obtém-se:
(RX,Y)Z,W) = (VxVyZ—VyVxZ—VixyiZ,W) +
<§XB(Y,Z),W> - <VyB(X,Z),W> . (3.32)
Os dois tultimos termos podem ser reescritos utilizando o seguinte artificio:
Vi (B(Y,Z),W) = <VXB(Y,Z),W> + <B(Y,z)ﬁxw> . (3.33)
No entanto, o lado esquerdo da equagdo (3.33) é igual a zero pois B(Y,Z) € T,M L, enquanto

W € T,M. Portanto,
<§XB(Y, Z),W> —_ <B(Y,Z),€XW> . (3.34)
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Substituindo este resultado na expressdo (3.32), encontramos,

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)—(B(Y,Z),V W>+ <B(X,Z)ﬁyw>
— (R(X,Y)Z,W)— <B ) >— <B(Y,Z), (VXW>N>
N < ( W>T> ) <B 2, (vyw) > (3.35)
= (RIX,Y)Z,W)— <B <VXW) >+ <B(X,Z), (VYW>N>.

Pela proposicao 3,

E assim,
<B(Y,Z),VXW> — (B(Y,Z),B(W,X)). (3.36)

Substituindo este resultado na equagéo (3.35), obtém-se finalmente:
(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) +(B(Y,Z),B(W,X)) — (B(X,Z),B(Y,W)) (3.37)
H

A equacido de Gauss fornece, portanto, a diferenca entre as cuvaturas da subvariedade e da

variedade ambiente conhecendo-se apenas a segunda forma fundamental.

Corolério 2. Seja X =W =xe Y =Z =Yy, sendo {x,y} C T,M um conjunto ortonormal. A

equacdo de Gauss serd dada por:

K(x,y) =K (x,y) + (B(x,x),B(y,y)) = |B(x.) |, (3.38)

sendo K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais ' da subvariedade e da variedade ambiente,

respectivamente.

3.5 A equacao de Ricci

Dada uma subvariedade M" C M" em cada ponto p € M pode-se fazer a seguinte decomposi¢ao:

T,M = T,M @ (T,M)" . (3.39)

Seja o C T,M um 2-plano gerado por X,Y € T,M. Entdo a curvatura seccional em o ¢ definida por K(o) =
K(X.Y) =g(R(X,Y)X,Y)/(3(X,X)g(Y.Y) —g(X,Y)?).
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Ou seja, faz sentido falar, localmente, em um fibrado tangente de M e também em um
fibrado normal, que é formado pelo conjunto dos subespacos normais a subvariedade em cada

ponto. Definindo o fibrado normal como se segue:

T™M: = {(p,V) ETM:pEM,VGTpML}. (3.40)

Entdo para cada ponto p € M existe um espaco vetorial. Denotam-se 0os campos vetoriais
tangentes e diferencidveis a M pelas letras latinas X,Y,Z, W, etc, e os campos vetoriais normais

e diferencidveis a M pelas letras gregas &, 1, {, etc.

_ _ T
Dados X e n a componente tangente de Vyn é dada por (V;m) = —Sp(X). A compo-

nente normal de Vx1 é chamada de conexdo normal, denotada por V}%n:
L _\N
Vin = (vxn) . (3.41)
A conexao normal obedece as seguintes propriedades:
1. V)%n ¢ bilinearem X e n;
2. Vixn = fVgn;
3. Vx(fn) = fVxn+X(f)n, VfeC (M)

Dada uma conexao pode-se definir uma curvatura. Define-se, entdo, a curvatura do fibrado

tangente, R (X,Y) como:
R-(X,Y)N = VxVyn = Vy VN = Vig y0- (3.42)
Equacio de Ricci. Sejam X,Y € TM e n,{ € T*M. A equagcdo de Ricci é dada por:
(RXY),E) = (R(X,0),C )+ ((ScSy = $aS¢) (X),Y). (3.43)
Demonstragdo. Calculando a quantidade,
R(X,Y)n =VyVxn —VxVyn +Vixy, (3.44)
e separando 0s termos em componentes normais e tangentes, obtemos:
RO = By |(Tan) 4 (%) | <9 | (Fm) 4 (9m)|

+ (Wx,ym) g (V[mn)N. (3.45)
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Utilizando que Sy (X) = —(VxN)T e a equagdo (3.41):

ROGYN = Vy (Vin—Sp(X)) = Vx (Vin —Sy(¥)) + Vi ym = Sy[X.Y]
= [Fr (Vi) (Vi) — V(89 (X)) + Va(Sy(1)]

— — N
+ [VY(VXW) x(Vyn) - VY(Sn(X))‘FVX(Sn(Y))} +Vix 1 —Sp[X,Y]
= Syiy(X) = Sypy (Y) = VySp(X) + VxSy(¥) +Vy Vxn — Vx Vi1
— B(Y,S4X) +B(X,SnY) + Vig yy1 = Sp[X,Y]. (3.46)

Utilizando a defini¢do da curvatura normal, obtém-se:

RX,Y)n = RL(X,Y)n—SV}%n(Y)—VySn(X)+SV¢n(X)+VXSn(Y)
— Sp[X,Y]—B(Y,SpnX)+B(X,SpY). (3.47)

Tomando o produto da equagdo (3.47) por { e observando que (B(X,Y),n) = (Sy(X),Y),

obtém-se:
RXN.L) = (RHXGY)N.C) = (BSnX.¥),0) + (B(Sy¥.X),0)
= (REX,)N,C )+ ((SySc —ScSn) X.Y) (3.48)
- <RL(X,Y)n,(:>+<[Sn,SC]X,Y>,
que € exatamente a equagdo de Ricci, O

3.6 A equacao de Codazzi

Considere a seguinte curvatura denotada por:

(R(X,Y)Z,N). (3.49)

E desejdvel relacionar de alguma forma esta curvatura com a geometria da subvariedade
mediante a métrica ou a segunda forma fundamental. Calculando explicitamente a curvatura
em questdo, temos:

(R(X,Y)Z,N) = <Vﬁyz VY VyZ— V[XﬂZ,N> (3.50)

- <VX(VYZ+B(Y,Z))—vy(vxzw(x,z))—B([X,Y],z),zv>.
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Note, no entanto, que o primeiro termo do produto <VXVyZ,N > ¢ tangente, enquanto
que o segundo € um vetor normal, portanto, tomando apenas a componente normal que sera

exatamente a segunda forma fundamental, segue:

<vayz,N> — (B(X,VyZ),N). (3.51)

Substituindo (3.51) em (3.50), obtém-se:

(R(X,Y)Z,N) = (B(X,VyZ),N)— (B(Y,VxZ),N) (3.52)
+ <VXB(Y,Z) —VyB(Y,2) —B([X,Y],Z),N> .

A expressio (3.52) fornece a curvatura em termos da segunda forma fundamental, como
gostariamos. No entanto, pode-se ainda reescrevé-la de uma forma mais elegante. Para tal

objetivo, define-se:

(ViB)(Y,Z) = Vy (B(Y,Z)) — B(VxY,Z) — B(Y,VxZ). (3.53)

Utilizando a defini¢do anterior a equagdo (3.52) pode ser reescrita da seguinte maneira:

(R(X,Y)Z,N) = <(V,%B) (Y,Z) — (V+B) (X,Z),N> . (3.54)

A equac@o (3.54) é conhecida como a equagdo de Codazzi. As equagdes de Gauss, Ricci
e Codazzi desempenham um papel andlogo as equacdes de compatibilidade da teoria das su-
perficies quando a curvatura seccional da variedade ambiente € constante. Mais precisamente,
as equacdes de compatibilidade, obtidas no capitulo 2, sao apenas um caso especial das equagdes

de Gauss e Codazzi.

3.7 Imersoes isométricas em 2+1

Esta secdo tem como objetivo reobter os resultados da teoria de superficies (aplicagdo nor-
mal de Gauss, curvatura gaussiana, etc), vistos no capitulo anterior, a partir da teoria de imersoes

isométricas reduzida para trés dimensoes.

Iniciando com uma andlise simples, pode-se verificar que a superficie S € uma subvariedade
do R?. Diz-se que um subconjunto S C R? é uma superficie regular se, para todo ponto p € S,
existe uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicagio x C R? — V NS de um aberto U C R?
sobre VNS C R3 tal que:
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1. x é um homeomorfismo diferencial, ou seja, a aplicacdo é continua e a sua inversa x ' N

S — U também € continua;

2. Para todo g € U, a diferencial dx, : R? — R3 & injetiva.

-
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Figura 3.2: Superficie Regular.

No caso de uma superficie regular esta possui uma estrutura diferencidvel dada pelo con-
junto de parametrizacoes Xq : Uy — S. Como consequéncia imediata da defini¢do de superficie
regular 1 e 2 as aplicagdes X4 s@o mergulhos de Uy em S. Considere agora a seguinte inclusao
i:SCR.

Para cada p € S pode-se escolher a parametrizacao x: U — S de S em p e uma parametrizacao
j:VCR} =V CcR?emi(p), sendo V uma vizinhanga de p em R3 e j, o mapeamento iden-

tidade de modo que j~!

oiox = x seja diferencidvel. Dada que a aplicagao i € injetiva pelo
item 2, diz-se que i ¢ uma imersdo. Além disto, i ¢ um homeomorfismo, entdo além de ser uma
imersdo a aplicagdo 1 também serd um mergulho. Concluimos assim que S é uma subvariedade

de R3,

De agora em diante, considere f : S — R como sendo uma imersio de uma superficie
regular em R3. A variedade ambiente serd o espaco euclidiano R3, e consequentemente o
produto interno sobre a subvariedade S de dois vetores vi,v, € T),S C R3 em p € S serd dado

pelo produto interno usual (v,v;) do R3.

3.7.1 A segunda forma fundamental

Seja f : § — R? uma imersdo isométrica, e seja p € Sen € TpSL com |n| = 1. Por se tratar

de uma hipersuperficie a codimensao € igual a 1. Localmente tem-se apenas duas op¢des de
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extensdo com norma igual a 1, que sdo respectivamente N e N onde a ultima corresponde a
extensdo local do vetor —n. Escolhendo a extensdo N ortogonal a S com |N| = 1, vamos ver

como fica a expressdo para o operador S,.

Seja a aplica¢do linear auto-adjunta simétrica S, : T,S — T),S. Pela algebra linear, sabe-se
que S, pode ser diagonalizdvel numa base ortonormal. Portanto, existe uma base ortonormal
{e1,e2} C T,8, tal que:

Su(e)) =kiei; i=1,2, (3.55)

e cujos autovalores reais k; podem ser identificados como sendo as curvaturas principais da

superficie S no ponto p, com respeito a n.

A interpretagdo geométrica do operador S, da-se da seguinte maneira: fazendo novamente

a escolha da extensdo N com |N| = 1 e consideremos S7(0) a esfera unitéria centrada na origem.
Define-se a seguinte aplicagdo:

g:S— 53(0). (3.56)

Escolhendo uma curva ¢ : (—€,€) — S com ¢¢(0) =g e o’ (0) = x com x € T,,S, entdo:

d

dg(q) x = TN(@())—o = VN (g) = (VaN(a) (3.57)

onde utilizou-se o fato de que a variedade ambiente € o espaco euclidiano, portanto a derivada

ordindria € igual a derivada covariante, e o seguinte resultado:
<N N > = 17
X(N,N) = 0= <VXN,N> —0, (3.58)
portanto, VN € 1,S.

Pela proposicéo 4 e utilizando a equagdo (3.21), segue imediatamente que:

II(x) = — (dg(x),x). (3.59)

O operador S,, pode ser identificado entdo como sendo a derivada da aplicacdo g, aplicacao
esta conhecida na teoria de superficies como a aplicacao normal de Gauss. E a segunda forma
fundamental assume a expressdo familiar da teoria de curvas e superficies obtida no capitulo

anterior.
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3.7.2 A equacao de Gauss

Pelo colorério 2 a equac@o de Gauss pode ser escrita como:

K(x,y) =K(x,y) + (B(x,x),B(v,y)) — |B(x,y)[*, x,y € T,M (3.60)

O operador S, sendo definido pela expressdo (3.55), necessita-se agora determinar como
fica a forma o operador linear B(x,y). Sabe-se que B(x,y) € T,S* e, como a codimensio da
imersao € 1, entdo todos os vetores ortogonais a § podem ser expressos como sendo multiplos
inteiros do vetor n, ou seja, B(x,y) deve ser um multiplo inteiro de n para alguma constante
ceR:

B(x,y) = cn. (3.61)

Isolando a constante:

¢ = (B(x,y),n) = (Sn(x),y)- (3.62)
Fazendo x = ¢; e y = ¢; e utilizando a expressao (3.55):

<B(€,’,€j),l’l> = <Sn(ei),ej> = kl' <€,‘,€j>,
B(ej,e;) = ki{ei,e;)n. (3.63)

A base {e,-, ej} € uma base ortonormal, portanto a expressao anterior serd diferente de zero

apenas no caso quando i = j. Obtemos, assim, a seguinte expressdo para o operador B(x,y):

B(e,-,ei) = kin. (364)

Substituindo este resultado na equacdo de Gauss obtém-se a expressao:
K(x,y) = kikj, (3.65)

onde foi utilizado o fato que (n,n) = 1 e que a curvatura seccional do espago euclidiano K (x, y)
é igual a zero. A equag@o (3.65) mostra dois importantes resultados. O primeiro resultado é que
a curvatura seccional da subvariedade S coincide com a curvatura gaussiana, reobtendo assim
o resultado conhecido da teoria de superficies. Pode-se analisar apenas o lado esquerdo da
expressdo (3.65). O lado esquerdo € a curvatura seccional definida apenas a partir da geometria
da subvariedade e portanto, ndo ha nenhuma mencao da variedade ambiente, que neste caso é o
espago euclidiano. Concluimos, entdo, que o lado direito, correspondente a curvatura gaussiana,

€ um conceito intrinseco da subvariedade S. Portanto, o segundo resultado é que esta expressao
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¢ uma forma indireta do teorema Egregium.

3.7.3 A equacao de Ricci

Considere novamente a inclusdo i : § — R3 e seja um ponto p € S. Escolhendo localmente

um campo N numa vizinhanga de p que seja normal e unitdrio:
(N,Ny=1, N(p)€T,S*. (3.66)
Derivando com respeito a uma dire¢do tangente X:

X (N,N) =0= (VxN,N) =0. (3.67)

Este resultado implica que o vetor VyN pertence ao plano tangente a superficie, mas note
que a conexdo normal consiste em pegar a componente normal do mesmo, de onde segue ime-

diatamente que:
VxN = 0. (3.68)

Substituindo (3.68) na expressao da curvatura do fibrado tangente (3.42), obtém-se:

RY(X,Y)N=0. (3.69)

Como toda curvatura, R*(X,Y)N = 0 também é um objeto tensorial e consequentemente
s6 depende dos campos X,Y e N no ponto p. Escrevendo 1 € TpSL como um multiplo unitario
do vetor N, obtém-se:

R (X,Y)n=0 VneT,s". (3.70)

Substituindo estes resultados na equacdo de Ricci (3.43):

<RL(X,Y)n,g> — —((SeSy—SuSc) (X),¥);  m,{ €T 8", (3.71)

onde utilizou-se que a curvatura R(X,Y) do espaco euclidiano é nula. Na se¢@o 3.7.1 mostrou-
se que o operador S, € diagonalizavel e portanto, para todo p € S existe uma base {e,-, e j} eT,S
tal que todos os operadores S, serdao diagonalizaveis simultaneamente , ou seja, o lado direito

da equacdo (3.71) se anula e a equac@o de Ricci assume a seguinte forma final:

<Rl(X,Y)n,g> —0. (3.72)
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3.7.4 A equacao de Codazzi

A equacdo de Codazzi € dada pela expressao:

(R(X,Y)Z,N) = <(V§B)(Y, Z)— (V#B) (X,Z),N> . (3.73)

Considerando o fato de que a variedade ambiente € euclidiana, a curvatura R(X,Y) serd

igual a zero e a equacdo de Codazzi assume a forma:

<(V§B)(Y,Z),N> - <(V¢B) (X,Z),N>. (3.74)

Por (3.53):

<(V§B) (Y,Z),N> - <§§(B(Y,Z)),N> — (B(VxY,Z),N) — (B(VxZ,Y),N),  (3.75)

Pela sec@o 3.7.3 a conex@o normal € igual a zero, portanto, o primeiro termo da direita da

equacdo (3.75) pode ser reescrito da seguinte maneira:

X (B(Y,Z),N) = <V L(B(Y,Z)),N> + <B(Y,Z),V§N> - <V L(B(Y,Z)),N>. (3.76)

O que equivale pela relagdo (3.21) a:
(VL(BIV,2).N) =X (S,(Y).2). (3.77)
O lado direito da equagdo (3.75) assume a forma:

(VEBYY.Z).N) = X ($,(Y),2) = (Su(Vx¥),Z) = (Su(Y), VxZ)
= < ( (Y))7 >+< ()aVXZ>_<Sn<VXY)7Z>_<Sn<Y)aVXZ>
(VEB)Y.Z),N) = (Vx(S,(Y)),Z) — (Vx(S,(¥)), 2).

Seguindo 0 mesmo procedimento no lado direito da equagio (3.74), a equagdo de Codazzi
assume a forma final:
VxSn(Y) = VySn(X) = Sa([X,Y]). (3.78)

A equacdo (3.78) corresponde a equagdo de Mainardi-Codazzi.



Capitulo 4

O PROBLEMA DE CAUCHY

“Podemos considerar o estado atual do Universo como efeito de seu passado
e a causa de seu futuro. Uma inteligéncia que, em um instante determinado,
deveria conhecer todas as forcas que péem em movimento a natureza, e to-
das as posicoes de todos os objetos dos quais a natureza é composta, se esta
inteligéncia fosse ampla o suficiente para submeter esses dados a andlise,
ela englobaria em uma tinica formula os movimentos dos maiores corpos do
universo e dos menores dtomos, para tal inteligéncia nada seria incerto e o
proprio futuro, assim como o passado, estariam evidentes a seus olhos.” (LA-
PLACE, 1814)

4.1 Introducao

O problema de Cauchy ou o problema de valor inicial € um problema cldssico das equacdes
diferenciais. Na teoria das equacoes diferenciais ordindrias, entende-se por problema de valor
inicial encontrar a solucio de uma dada equa¢do com um nimero apropriado de condi¢des inici-
ais pré-determinadas em um determinado ponto inicial [16]. Por exemplo, a equacdo diferencial

ordindria de segunda ordem:

d’u du
W:f(tﬂha)’ (41)
juntamente com as condi¢des iniciais:
du
M(IO) =, E (t()) = ﬁa 4.2)

constituem um problema de valor inicial.

Um problema anélogo pode ser formulado para o caso de equacdes diferenciais parciais.

Supondo-se que a equagdo seja de segunda ordem envolvendo duas varidveis independentes,
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seja uma funcao das varidveis independentes x e y e suponha que esta equagdo possa ser resol-

vida explicitamente para uy,, de modo que esta possa ser representada da seguinte maneira:

uyy :F(xvyvuauxauyvuxmuxy)' (43)

Para um dado valor y = yy, definem-se as condig¢des iniciais do problema dando-se:

”(X7YO) = f(X), ”y(xa)’O) = g(X), (44)
onde f = f(x) e g = g(x) s@o fungdes conhecidas.

O problema de determinar a solu¢do da equagdo (4.3) satisfazendo as condigdes (4.4) é

conhecido como o problema de valor inicial para equacdes diferenciais parciais.

Diz-se, entdo, que uma teoria fisica possui uma formulacio de valor inicial se € possivel
especificar determinadas condicdes iniciais de modo que o sistema e a sua subsequente evolugao
dindmica seja determinada de maneira inica. Além disso, é necessario que as condicdes iniciais

sejam vidveis do ponto de vista fisico [17].

E desejavel, também, que “pequenas alteracdes” nas condicdes iniciais produzam apenas

113 ~ i3 ~ c~ P
pequenas alteragdes” na solu¢do em uma dada regido compacta fixa do espaco-tempo. Além
disso, tratando-se de uma teoria relativista, mudangas das condi¢des iniciais em uma regiao, S,
que estejam dentro da superficie de Cauchy ndo devem produzir quaisquer mudangas na solu¢@o
fora da regido futura causal, J7 (S). Caso esta condi¢@o fosse violada, existiria a possibilidade de
propagacao de sinais com velocidades superiores a velocidade da luz correspondendo, portanto,
a um regime nao-relativistico. Se a teoria possui uma formulag@o de valor inicial satisfazendo

estas duas condi¢des diz-se que estd bem posta.

4.2 O problema de Cauchy na fisica

E sabido que grande parte dos sistemas fisicos sdo regidos por equacdes diferenciais, se-
jam elas parciais ou ordinarias. Considere, por exemplo, o caso da mecanica newtoniana. Na
mecanica cldssica o comportamento de uma particula é governada pela segunda lei de Newton.
Se a particula se move sob a influéncia de algum potencial ®(x), entéo estard sob a agio de uma

forca dada por f = —V®(x), e tem-se:

d*x
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A equacdo (4.5) é uma equagio diferencial de segunda ordem para x’(¢), mas ao se intro-

duzir o conceito de momento, pode-se reescrevé-la como:

d i

d—’Z — 0, (4.6)
' p

d  m

O sistema (4.6) corresponde a duas equagdes de primeira ordem acopladas. Neste cenario, o
problema de valor inicial consiste em especificar um “estado” (x', p') que sirva como condigdes
de contorno, de maneira que o sistema (4.6) tenha uma solucio tnica. Além disso, uma vez
dadas as coordenadas e 0 momento num certo tempo fq, pode-se obter a evolucdo do sistema

para qualquer valor de 7.

Outro exemplo € o caso do campo de Klein-Gordon massivo, ¢, definido no espago-tempo

de Minkowski, cuja dinamica obedece a equacao:

0,09 —m*¢ = 0. (4.7)

Escolhendo as coordenadas globais inerciais 7,x,y,z a equagdo (4.7) pode ser reescrita

como:
P9 _ 9 3% %

o2 ox2 a%*aﬁ_ﬁ¢ (4.8)

A diferenca matemética entre as equacdes (4.5) e (4.8) deve-se ao fato de que enquanto
a primeira € uma equacgdo diferencial ordindria, a segunda é uma equacgdo diferencial parcial.
Apesar dessa diferenga, ambas equagdes dizem como calcular a segunda derivada de uma quan-
tidade desconhecida num instante de tempo, dados o valor e a primeira derivada desta quanti-

dade em um tempo ty.

A analogia fisica e matemética entre as equagdes (4.5) e (4.8) sugere que a teoria de Klein-
Gordon deva ter a seguinte formulagdo de valor inicial: especificar arbitrariamente os valores
de ¢ e d¢/Jdt em uma determinada hipersuperficie £y com ¢ = #y. De fato, admitindo-se que
as condig¢des (¢,d¢/dt) sdo fungdes analiticas em X, por derivagdes sucessivas das condi¢des
iniciais, pode-se obter todas as derivadas espaciais de ¢ e d¢/dr em ¢ = t5. Por exemplo,
a equagio (4.8) fornece d%¢/dt com respeito a derivadas segundas espaciais que podem ser
calculadas a partir das condi¢des iniciais, € se a equacao obtida for derivada em relacio a coor-
denada temporal ¢, obtém-se d3¢ /9t e todas as derivadas espaciais em ¢ = 7. Recursivamente,

pode-se obter, entao, uma série de poténcias para a solucio ¢.

Um teorema de extrema importancia para problemas de valores iniciais, provado por Cau-
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chy e posteriormente generalizado por Kowalewskaya, mostrou que o problema de valor inicial

da teoria de Klein-Gordon possui uma solugao:

m—1

Teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Sejam t,x!,...,x coordenadas de R"™. Considere um

sistema de n equagaes diferenciais parciais para n fungées @y, ..., ¢, em R"™, tendo a forma:
I, 20;/91:079;/210x% 9% ;/ Ix 0P 49
12 1:x%:9:09;/0t;0°¢;/dtdx*;9°¢9;/9x"dx (4.9)
onde cada F; é uma fun¢do analitica de suas varidveis. Sejam f;(x%*) e g;(x%) fun¢des analiticas.
Entdo, existe uma vizinhanca aberta O da hipersuperficie t = to tal que em O existe uma tinica
90:
solugdo analitica da equagdo (4.9) com §;(to,x*) = fi(x%) e &;?(to,xa) = gi(x%).

Embora o teorema de Cauchy-Kowalewskaya garanta a existéncia da solu¢iao do problema
de valor inicial, este ndo garante a dependéncia continua da solu¢do com as condicdes iniciais €
ndo garante uma estrutura causal que seria necessdria para uma consisténcia do ponto de vista
fisico. Diferentemente do caso cldssico, por se tratar do cendrio relativistico uma andlise mais

cuidadosa torna-se necessaria.

Faz-se necessdria a investigacdo com respeito a continuidade no seguinte sentido: se as
condicdes iniciais sobre a hipersuperficie X sofrem uma pequena perturbacio, entao a solugcdo
deve sofrer apenas pequenas perturbacoes também. A primeira dificuldade que surge esté base-
ada no fato que ndo se tem uma nogao do que seja, por exemplo, duas fungdes proximas, ja que
a geometria neste contexto nao € mais a geometria euclidiana. Em andlise funcional define-se a

distancia entre duas funcdes fj e f» em t = 1y da seguinte maneira: !

DT |G-
P dxk1dyk2dzks ’

| fi—ra ||_SMP|f1( ) — (4.10)

X€Xo k1 .k k3 X€X0
onde ki + k» + k3 < k. E importante notar que a norma gera uma nogdo de distancia e, portanto,
faz sentido falar em topologia. Pode-se definir, entdo, em uma regido compacta do espago-
tempo, uma topologia nas solucdes. O teorema de Cauchy-Kowalewskaya [18, 19] ndo d4 a
garantia de que, para qualquer escolha rezodvel da topologia no espago das condi¢des iniciais
tenhamos como resultado solucdes que sejam continuas. Além disso, o teorema de Cauchy-
Kowalewskaya nao d4 nenhuma informacao com respeito a propagacao causal do campo em
questdo. Para mostrar que a formulacdo da teoria de Klein-Gordon € bem posta necessita-se de

outros métodos além do teorema de Cauchy-Kowalewskaya.

Seja ¢ uma solugdo suave da equacdo de Klein-Gordon (4.7), entdo o tensor energia-

'A norma (4.10) é uma generalizacdo da norma da convergéncia uniforme definida num espaco de Banach.



4.2 O problema de Cauchy na fisica 48

momento de ¢ sera:
1
Ty = 049959 = 5Map (9999 +m?9?) (.11)

e este € conservado:

2Ty, = 0. (4.12)

Se £ = (d/dt)* é um campo vetorial de Killing do tipo tempo ortogonal a hipersuperficie,
Y0, entao,

VU TpE?) = EPV Ty + T, VOED. (4.13)

O primeiro termo do lado direito se anula devido a condi¢do (4.12) e o segundo termo

também serd nulo devido a equagao de Killing:

Vabp+ V& =0. (4.14)

Note também que os coeficientes da conexdo provenientes da derivada covariante serao
iguais a zero por se tratar do espago-tempo de Minkowski, e portanto, a derivada covariante se

torna a derivada usual. Tem-se, entdo, a seguinte condicao:
(T pEP) = 0. (4.15)
Seja Sp uma bola fechada na hipersuperficie X, e seja X1 uma hipersuperficie futura para

t =t;. Considere a hipersuperficie Xj, em ¢ = ¢;, e definindo um conjunto K tal que K =

DT (So)NJ~(X1). Além disso, sejam S| = DT (Sp) NZ; e S, o “envelope” de K.

Figura 4.1: Diagrama do espaco-tempo mostrando a regiao K.

Integrando a equagdo (4.15) na regido K e aplicando o teorema de Gauss, temos:

/S1 Tab§“§b+/52 Tabl“éib:/SO T EYEP, (4.16)

onde [“ € futuro-direcionado normal a S;.
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Supondo um observador com uma quadri-velocidade v, a quantidade —Tﬁ“vﬁ representa o
fluxo de matéria visto por ele. Neste caso, faz-se a exigéncia de que Ty voyB >0 para qualquer
vetor tipo-tempo futuro-direcionado v¥*, ou seja, o observador sempre vai ver um fluxo positivo
de energia, e além disso, exige-se que —Tﬁavﬁ nao seja um vetor tipo-espaco, o que implica,
Tﬁ“Ta;LvB v} <0. Essa exigéncia sobre o tensor momento-energia ¢ denominada condi¢do de
energia dominante. Do ponto de vista fisico, essa condi¢do significa que a velocidade do fluxo

de matéria € sempre menor do que a velocidade da luz c.

Considerando a condicdo de energia dominante pode-se dizer que T,,/“E? > 0, ou seja o se-
gundo termo da equagio (4.16) é ndo-negativo. Utilizando a equagdo (4.11), pode-se reescrever

a equagdo (4.16) da seguinte maneira:

2 2
L[ wot ] [[(5) e@of o]

Pela equagdo (4.17) pode-se mostrar que deve haver no maximo uma solugio em D™ (Sy)
com as condi¢des iniciais (¢,d ¢ /dt) em Sy. Em outras palavras, se @1 e ¢, sdo ambas solu¢des
da equacdo de Klein-Gordon (4.7) com as mesmas condigdes iniciais suaves, mas nao ne-
cessariamente analiticas, entdo a diferenca Y = ¢, — ¢; também serd solucio da equacdo de

Klein-Gordon:

QY —m*y = 3,0°(92— 1) —m* (92— 1)
= 0,0% —m? ¢y — (9,0°¢; —m*¢;) = 0.

Portanto, v € solugcdo da equagdo de Klein-Gordon. Com relacdo as condi¢des iniciais de
v, pode-se dizer que estas serdo nulas ja que ¢; e ¢, possuem as mesmas condicdes iniciais

(¢,d¢/dt). Entdo, para ¥ o lado direito da equagdo (4.17), tem-se:

dy\? 2
/ [(_‘I’) va + m*y?
So ot

uma vez que em Sy as condigdes iniciais sdo as mesmas. Considerando o caso massivo, m # 0,

=0, (4.18)

entdo Yy =0em Sy:

2 2
/ [(88_15) +|€y/| +m2y/2] = 0 = y deve ser zero em Sj. (4.19)
S

Se y = 0em Sy, isso implica que ¥ = 0 ao longo de todo o dominio de dependéncia futura

D" (Sp), e de maneira semelhante pode-se concluir que ¥ = 0 em todo D™ (Sp). Fica claro,
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portanto, que existe apenas uma tnica solugdo em D™ (Sy) satisfazendo as condi¢des iniciais
(¢,d¢/dt). Além disso, tem-se a visualiza¢do do fato de que qualquer mudanga nas condi¢des
fora de Sy ndo afeta a solu¢do dentro do dominio de dependéncia D(Sy). Portanto, a segunda

condicdo para que o problema de valor inicial seja bem posto € satisfeita.

A condi¢do de continuidade é provada utilizando uma versao generalizada das integrais

(4.17) (norma de Sobolev). Para a prova detalhada, vide a referéncia [17].

Embora a habilidade pratica em controlar as condi¢des iniciais em problemas gravitacionais
seja limitada, € natural que o problema de Cauchy possa ser estendida para a relatividade geral.
A menos que a relatividade geral difira drasticamente das outras teorias da fisica classica, ela
deve permitir uma especificacao fisica razodvel das condi¢des iniciais. Dadas estas condi¢des

iniciais, as equagdes de Einstein devem determinar a subsequente evolugdo do sistema.

4.3 O problema de Cauchy na relatividade geral

Ao formular o problema de Cauchy para a relavidade geral, destacam-se algumas diferencas

em relacdo as teorias tratadas anteriormente. Primeiramente, as equacdes de Einstein,
Guv - 87rGTuv, (4.20)

sdo covariantes e, por isso, ndo fornecem nenhuma nog¢do privilegiada de tempo, ja que na
relatividade as coordenadas espaciais e a coordenada temporal passam a ocupar 0 mesmo pata-
mar. Neste caso, necessita-se fazer uma escolha de uma hipersuperficie tipo-espaco (ou fatia)
¥, especificando-se as condi¢des iniciais sobre a mesma. Utilizando as equacdes de evolugao,

determina-se a dindmica do sistema para uma outra hipersuperficie futura.

A segunda diferenca estd no fato de que para que se possa ter uma formulagcdo de valor
inicial bem posta é necessdrio que se faca uma “escolha de gauge”, isto é, uma escolha de

coordenadas para que as equacoes de Einstein assumam uma forma desejada.

Antes da anélise do problema de Cauchy, faz-se necessario enunciar os seguintes resultados:

Definicao 4. Um sistema de n equacoes diferenciais parciais de segunda ordem para n fungoes
desconhecidas ¢y, ...,0, em uma variedade M é chamado quase-linear, diagonal, hiperbolico

de segunda ordem se este pode ser colocado na forma:

801 Ve0) VoV = F(x:0,:Ved)), (4.21)

onde V, é qualquer operador derivativo, g*° é uma métrica lorentziana e cada F; é uma funcdo
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suave de suas varidveis.

Para equagdes desse tipo segue-se o teorema [20]:

Teorema 1. Sejam (¢o)1, ..., (Po)n quaisquer solugées do sistema hiperbdlico quase-linear (4.21)
na variedade M e seja (g0)*> = g (x;(90);:V(¢0),). Suponha que (M, (go)ap) seja global-
mente hiperbdlico (ou alternativamente, considere uma regido globalmente hiperbolica desse
espaco-tempo). Seja ¥ uma superficie suave de Cauchy tipo-espago de (M, (go)ap)- Entdo, a
formulagdo do valor inicial da equacdo (4.21) é bem posta em ¥ da seguinte maneira: para
uma condigdo inicial em X suficientemente proxima as condigdes iniciais para (§o)1, ..., (¢0)n,
existe uma vizinhanga aberta O de ¥ tal que a equacdo (4.21) tem solugcdo, @y, ...,¢,, em O
(0,8ap(x;0);V ;) e é globalmente hiperbdlica. A solugdo é vinica em O e propaga-se causal-
mente no sentido de que dado outro conjunto de condigdes iniciais @} ,..., 9, tal que no subcon-
junto S sejam iguais a @y, ...,Q,, entdo, a solucdo permanece a mesma na regidio O N D™ (S).

Finalmente, a solucdo depende continuamente das condigoes iniciais.

A prova do teorema pode ser encontrada em [22]. Antes da andlise da formulacdo do
problema de valor inicial para a relatividade geral, vamos iniciar os nossos estudos olhando
para a formulacgdo de valor inicial para as equagdes de Maxwell no espaco-tempo de Minkowski

devido a sua grande semelhanca com a formulagao relativistica.

As equagdes de Maxwell no véacuo para o potencial vetor Ay no espago-tempo de Min-
kowski assumem a forma:
Gy := 0%(d,Ap — dpA,) = 0. (4.22)

A equagido (4.22) representa um sistema de quatro equagdes para quatro componentes des-
conhecidas A,, e aparentemente tem-se condi¢des suficientes para a determinacao de todas com-
ponentes A,. No entanto, uma andlise mais cuidadosa da equagdo (4.22) mostra que ela ndo
estd na forma hiperbélica onde o problema de valor inicial é conhecido. Além disso, pode-se

observar que Gy = 0 ndo contém termos de segunda derivada temporal,

Go = 9%(9.A0 — ApAq) = 0. (4.23)

Ou seja,
8“(8MA0 —dpAy) =0. (4.24)

Em notacdo vetorial:
=
V240 V- (04 /1) =0, (4.25)
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ou seja,
V.E —o, (4.26)

com o campo eletromagnético ? definido por:

E=VAg-9A o 4.27)

A equacdo (4.24) diz, entdo, que a divergéncia do campo elétrico é nula. Pode-se ainda

reescrever a expressao para o campo elétrico (4.24) na forma:
Eq = (3aAp — OpAp)n” = Fopn”, (4.28)

onde n* é um vetor unitdrio normal a £y. A equagdo (4.25), ou equivalentemente a equagio
(4.26), impde um vinculo entre as condi¢des iniciais (Ay,dAy,/dt). Se as condigdes inici-
ais impostas sobre ¥y ndo satisfizerem a condi¢do (4.25), entdo ndo é possivel encontrar uma

solucdo das equagdes de Maxwell.

As trés equacdes remanescentes da expressao (4.22) possuem segundas derivadas tempo-
rais com respeito a parte espacial do vetor A, e, em principio, podem-se obter todas derivadas
segundas em relacdo ao tempo e aplicar o teorema de Cauchy-Kowalewskaya. No entanto, es-
sas equacdes ndo estdo na forma hiperbdlica. Além disso, era de se esperar, em analogia com
as teorias cldssicas que, por diferenciacdo das condigdes iniciais (4.25), poderiamos obter uma
equagio para d2Ag/dt?, que permitiria, entdo, uma formulagio do problema de valor inicial.

No entanto, uma inspec¢ao mais atenta leva a seguinte identidade:

00%(9,A;, — ApA,) = 0. (4.29)

Esta expressao mostra que a derivada temporal da equac@o de vinculo (4.25) se anula so-
mente se as componentes espaciais das equacdes de Maxwell sdo satisfeitas. Entdo, a equacdo
(4.24) é um sistema indeterminado para A,, ou seja, tem-se na realidade apenas trés equacdes,

mais a equagdo de vinculo para quatro funcdes desconhecidas.

Da teoria do eletromagnetismo € sabido que dois potenciais vetores que difiram apenas por
um gradiente de uma funcéo ¥, d,x, representam do ponto de vista fisico, 0 mesmo campo
elétrico. Portanto, essa indeterminacdo tem como origem essa arbitrariedade, de modo que ndo

€ possivel determinar A, apenas a partir das condic¢oes iniciais.

Uma maneira de contornar essa indeterminagdo € fixar um gauge apropriado para A,, de

modo a reescrever as equagdes de Maxwell na forma hiperbdlica. Impomos, entdo, o gauge de
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Lorentz:

d%A, = 0. (4.30)
Com a escolha desse gauge, as equacoes de Maxwell se tornam:
2“9,Ap =UA, =0, (4.31)

que € a equacdo da onda, e tem-se portanto, as equagdes de Maxwell na forma hiperbolica.
Dadas as condigdes iniciais (A,,dA,/dt), e fazendo a tranformagdo de gauge mencionado,

tem-se d“A, = 0 em Xy. Por outro lado, (4.31) implica que:

0°0,(9A;) = 0°(999,Ap) = 0. (4.32)

Pelo teorema 1, se a equagdo (4.31) for satisfeita em qualquer hipersuperficie, entdo a

condi¢do (4.30) serd satisfeita em qualquer hipersuperficie se e somente se:
d%A, = 9(9%A,) /0t =0, (4.33)

em Xy. De inicio, assumiu-se que o gauge de Lorentz vale em X, e usando a equacdo (4.31)
é possivel ver que a condigio inicial d(9”A,)/dt = 0 é equivalente a condi¢io (4.25). Se
_>

V. E =0 em Xy, entdo a condi¢do de gauge serd satisfeita em qualquer hipersuperficie se a

equacdo (4.31) é satisfeita.

Conclui-se, entdo, que as equacdes de Maxwell, com a escolha de gauge adequada, possuem

uma formulacdo de valor inicial bem posto.

Retomando nossa ateng@o para as equagdes de Einstein no vacuo G,y = 0, nota-se que,
diferentemente do caso de uma teoria formulada no contexto da relatividade especial, onde o
espaco-tempo € fixo, na relatividade geral, o problema consiste em encontrar o espago-tempo
em si. Necessita-se, portanto, determinar a quantidade, ou as quantidades que passardo a fazer o
papel de variavel dindmica no cendrio relativistico. Seja (M, g,,) um espago-tempo globalmente
hiperbdlico. Todo espaco-tempo globalmente hiperbdlico pode ser folheado em superficies de
Cauchy, ¥,, parametrizadas pela fungdo 7. A figura (4.2) é uma representagdo dessa folheagdo

do espaco-tempo.

A métrica do espago-tempo, g.», induz uma métrica espacial, ou seja, uma métrica tridi-

mensional riemanniana, /., em cada se¢do ¥, através da seguinte expressao:

hab = 8ab — Nalp, (4.34)



4.3 O problema de Cauchy na relatividade geral 54

A
- ) t3
2
3 - . M——7t2
L "
2

Figura 4.2: Folheacao do espaco-tempo.

onde n, é o vetor normal a X;.

Seja t* um campo vetorial em M satisfazendo a condi¢do r*V 4t = 1. Pode-se decompor
este campo vetorial em uma parte tangente e outra parte normal a ¥;; para tal, definem-se duas

quantidades: a fungdo lapso, N, e o vetor deslocamento, N¢:

N = —t%ng= n"Var) !, (4.35)
Na — habtb-

O campo de vetor ¢t pode ser interpretado como sendo um fluxo do tempo ao longo do
espaco-tempo. Suponha que estejamos partindo da hipersuperficie ¥y, em ¢ = 0, e indo em
direcdo a uma hipersuperficie X;, com ¢ > 0. Indentificando esse deslocamento como sendo
um difeomorfismo seguindo uma curva integral de ¢, esse efeito de avangar no tempo seria
uma mudanga na métrica espacial tridimensional na variedade M de h,;,(0) para h,(t). Pode-se
ver, entdo, um espago-tempo globalmente hiperbdlico (M, g,,) como uma sendo uma evolugio
temporal da métrica riemanniana de uma variedade tridimensional. Isto sugere que a métrica
espacial tridimensional sobre a hipersuperficie possa ser a varidvel dindmica da relatidade ge-
ral, e espera-se, entdo, que as condicdes iniciais apropriadas sejam constituidas pela métrica

riemanniana, A, € suas derivadas temporais na variedade tridimensional X.

Uma quantidade que esta relacionada diretamente com a nocdo de derivada temporal da
métrica espacial em uma hipersuperficie imersa no espaco-tempo € a curvatura extrinseca, K.

Seja n* um campo vetorial unitario do tipo-tempo ortogonal a . Define-se, entao,
‘ 1
Kup = Kpg = hy"Veny = ifnhaba (4.36)

onde £,h,, é a derivada de Lie de h,;, na dire¢ao de n“.

Pode-se interpretar a curvatura extrinseca como sendo a projecao dos gradientes dos campos
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de vetores n;, sobre a hipersuperficie X, ou seja, ela indica como o campo de vetores n;, varia

quando € deslocado de um ponto a outro sobre a superficie X.

A

21 q L

Figura 4.3: Diagrama do espaco-tempo ilustrando a no¢ao da curvatura extrinseca em X.
Para o quadro da relatividade geral devemos ter as seguintes condic¢des iniciais apropriadas:
(Za hab7 Kab)-

Antes de formular o problema de Cauchy, podem-se estabelecer algumas relagdes entre

quantidades definidas no espago-tempo e quantidades induzidas na hipersuperficie X.

Seja v* um vetor em p € X. Assume-se que o vetor v possa ser decomposto em uma parte

tangente a ¥ e outra parte perpendicular a X, isto €,
VvVi=v n%+ vﬁ, (4.37)
onde n“ é um vetor unitdrio normal a X e vﬁna = 0. Note que a condic¢do v = 0 equivale a:
V= hpP, (4.38)

onde fez-se uso do vetor de deslocamento, com h,;, dada pela expressdo (4.34) e o primeiro

indice do &, levantado pela métrica g?.

De maneira mais geral, um tensor 7¢!"%, , em p € X pode ser visto como sendo um

tensor sobre 0 espaco tangente a ¥ em p se:

Tal'"akbl...bl _ halcl---hakckhbldl-~-hb,leC1"'de1...dz' (4.39)

Seja T“1-+%, ; umcampo tensorial sobre a variedade X. Do ponto de vista da decomposi¢do
(4.39), a quantidade V.T%%, , ndo seria bem definida, pois o comportamento do campo
tensorial fora da variedade X ndo é conhecido. No entanto, pode-se utilizar o tensor 4%, como

um projetor e definir a seguinte operagdo de derivagdo: hyV T %, 4 .

Lema 1. Seja (M, g,5) um espago-tempo e seja ¥ uma hipersuperficie tipo-espago suave em M.

Seja hgp, a métrica induzida em X dada pela equagdo (4.34), e seja D, a operagdo de derivagcdo
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associado a hgy,. Entdo D, é dado pela férmula:
DT %y, py = h gyl he VTN, gy, (4.40)

sendo V, a derivada covariante em relacdo a métrica ggp.

4.3.1 Relacoes de Gauss-Codazzi

Associada a uma derivada covariante, sempre pode-se definir o conceito de curvatura. Além

disso, tendo em maos o lema 1, pode-se obter uma relac@o entre a curvatura da hipersuperficie
= d . .

Y, Rupe", € a curvatura do espaco-tempo, R,p.%. Suponha que @, seja um campo vetorial dual

em X, entao:

- d
Ry @53 =D Do, — DpD,0,. 4.41)

Utilizando o Lema 1 a equacio (4.41) pode ser reescrita da seguinte maneira:

DuDpw. = Du(he’hy?V 40,) = ha hpfhrV (e eV 4@,) = he! hyShe@h* eV £V 400,
+ he! WSV eV @, + by S h KRV i€V 4o, (4.42)
ha Wy hefV £V 4@, + ha! Bl V phe'N 4@, + he! iy h XV oV g .

Note que,
hpShelhe! (Vihe?) = hyfhlhy! V(g +ngnd)
= hpShKagn? = heKpn. (4.43)
Utilizando esse resultado na expressio (4.42), segue:

DuDyo: = hy! 1oV ¢V 4@, + hfKypn?V g @ + 1y KooV g . (4.44)

Além disso,

I’lbd (I’levd(l)e) = hded (nea)e) — hbda)eVdn"’ = —COeKbe. (4.45)

A expressio (4.44) toma a seguinte forma final:

DuDyar. = hy! hyhe*V ¢V 4@, — Kae Ky @ + he* KapnV 4@, (4.46)
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De maneira semelhante, pode-se obter a seguinte expressao:
DpD o = hy! hy eV gV 1@, — Kpe Ko @ + he* Kapn?V 4. (4.47)
Substituindo (4.46) e (4.47) em (4.41), obtém-se,
Dan O — DbDawc = (vad W, — Vdvfa)e)hafhbdhce + Kchaewe - Kache e,
Rape @q = Rfdej wjhafhbdhce + Kchaea)e - Kachewe7
R’ = had hBhFh iR rr? + Kpe Ko — KacKp?. (4.48)
Pode-se fazer também o seguinte calculo com a curvatura extrinseca:
DuKpe = mpbhd h®VaKyp = hahyShe!' Vg (hg¢Vony)
= hmSheI hg®V gV ens 4 h SV ghgVen s (4.49)
= e hd WV Vong + Kypnh! Veny,
onde utilizou-se que
hahy IV chg® = g ha hy IV char = 8% ey V ong = nKop. (4.50)
De maneira semelhante, pode-se obter
DpKue = iy he 1oV qVens + Kpnhe! Veny. (4.51)
Entao,
2D Kpie = 2hi hyhe! Vg Vens = 20 hyhd ViV ang = by hyhe! R pogen® 4.52
[aBiblec = Mg Np] " VaVellf = 20g p Ne” VgV elf = Ng Mp Ne” Rfgdel” . (4.52)
Contraindo a equagdo (4.52) com A%, obtém-se:
DK%, — DK%, = h°yReqn. (4.53)

As equacdes (4.48) e (4.53) sdo as equagdes de Gauss-Codazzi obtidas no capitulo 3, sé que

agora expressas em termos de coordenadas.
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4.3.2 Equacoes de vinculo e evolucao

O tensor de Einstein Gy tem uma dependéncia linear com o tensor de Riemann através da
relagdo Gyv = Ryv — 1/2guvR. Em contra partida, o tensor de Riemann tem uma dependéncia
com a derivada do tensor métrico. Assim, € possivel expressar o tensor de Einstein em termos

da derivada do tensor métrico:

1
Ryy = _Egali <_2aﬁa(ugv)a + aagﬁguv +au8vga/3) + Fuv(8,98). (4.54)

Desse modo, podemos reescrever o tensor de Einstein como

1
Guy = Egaﬁ (—28[3 a(ugv)oz + a()6(9[3<§’,uv + auavgaﬁ) (4.55)
1 ~
+ quvg“ﬁg”" (—9B9p&oa+ 9adpgps) + Fuv(g,9g).

Note que o as equagdes G,yn' = 0 ndo contém termos com segunda derivada temporal
com respeito a métrica. De maneira que ndo serdo todas as equacgdes aptas para serem utili-
zadas como equacdes de evolucao do sistema. Essas equacOes remanescentes fornecerdo uma
espécie de vinculo entre as condi¢des iniciais do nosso problema. Para tal funcao, utilizam-se

as relacoes de Gauss-Codazzi. A partir da equacdo de Codazzi:

DK%, — DK%y = KR g1

Sabe-se que G,y = 0 <= Ry = 0. Entao,

0 = h,Gpen® = B’ ;Rpen = DpK? 4 — DK, (4.56)

A partir da equacao de Gauss, temos

d .
Rupe = hafhbghck]’ldefng + Kchad — Kachd.

Contraindo com h%h? 4» obtém-se:

hR R’ = —HhP KooKy + P Ky Ko
R = —K,S K,"+K. ,K“
R + (K.*)?—KupK®=0. (4.57)

As equagdes (4.56) e (4.57) sdo as equagdes de vinculo, que impdem uma relagio entre as
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condicoes iniciais. Portanto, das dez componentes das equacdes de Einstein apenas uma parcela
delas, aquelas correpondentes as componentes G*?, dardo a dinamica do sistema. As quatro
componentes restantes, correspondentes as componentes G'* serdo as equagdes de vinculo. Um
resultado importante € que se as equacdes de vinculo (4.56) e (4.57) sdo satisfeitas inicialmente
sobre uma fatia X e as componentes espaciais das equagdes de Einstein sdo satisfeitas em todo
espaco, entdo as equacdes de vinculo também serdo validas em todo o espago [21]. Para mostrar

esse resultado, pode-se reescrever o tensor de Einstein da seguinte maneira:

1
Gop = Rgp— >80p (8" Roo + 28" Roy),
1
§"Gap = §""Rap— 58""8ap(¢" Roo+ 28" Ror),

1
G's = &""Rap—58"p(s" Roo+2¢" Roy). (4.58)

Por exemplo, para y =ie § = j, tem-se:

. . 1.
G'j = g%Raj—=8 (8" Roo+28"Ror)

2
_ . 1
= g Roj+g"Rij - 58 (8" Roo +2¢" Roy)
. 1
= ¢"Roj— Eglj(gOORoo +2¢"Ro)).

De maneira semelhante, obtém-se os seguintes termos do tensor de Einstein:

G'j=g"Ro; - Eglj(gOOROO +2¢"Roy), (4.59)

G'o =g Roo +g"Rio,
Goj = gOOROj, GOO = —gOOROQ. (4.60)

O lado direito da equacgdo (4.59) depende apenas de termos do tipo Ry, que utilizando
(4.60) pode ser reescrito em termos de G’;. O tensor de Einstein obedece a identidade de

Bianchi V¢G,;, = 0, e, como consequéncia, obtém-se a seguinte identidade:

VoG%) = VoG, +V,G'; =0. (4.61)

Supondo que A = 0, tem-se a seguinte expressao:

VoG + VGl = 0. (4.62)
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Explicitando os termos da derivada covariante, temos:

90G% — TG % +T%,G% + 9,G'o —T4G %y +T,G%
= 3G —T9yG% — TGl + T5,G 0 + TGl + 9G'o — T9,G'o — T4 G
+T5,G 0 +T,Gp.

Ou seja,

0G0+ 9:G'o— TG+ TipG +T},G/g = 0. (4.63)
Note que os termos G'o podem ser reescritos ainda em termos G°; :
G'o=x"G%+Y"G", (4.64)

onde os coeficientes X’ e Y dependem apenas dos termos da métrica. Substituindo em (4.63),

obtém-se:

a()GO() +Xi08iG00 + Y”B,-GOI — FBOGOI‘ + F;OGO()
+T(X0G% 4+ Y"G%) + 2(9g) = 0. (4.65)

Uma expressdo semelhante a essa é obtida quando tomamos A = j na equag@o (4.61). De

maneira geral, pode-se escrever esse sistema de equagdes da seguinte maneira:
G0 =A%1G%.+B%,Gs, (4.66)

onde os coeficientes A°’) e B, dependem apenas do tensor métrico e de suas primeiras deri-
vadas. A equacdo (4.66) forma um sistema de quatro equagdes diferenciais parciais de primeira
ordem para as quatro componentes G°;. O lado direito de (4.66) corresponde a derivadas es-
paciais das componentes G°; enquanto o lado esquerdo fornece a derivada temporal de G°;.
Por hipétese, os coeficientes do sistema sdo continuos na regido considerada, e portanto este

sistema possui solucao.

Como foi visto anteriormente, as condicdes iniciais na hipersuperficie ¥y obedecem as
equacdes de vinculo G%; = 0, e olhando para o sistema (4.66) vemos claramente que G°; = 0
€ solucdo do sistema, ou seja, as equacoes de vinculo surgem naturalmente da necessidade de

satisfazer o sistema (4.66).

Além disso, a equacio (4.66) estd na forma normal®, e de acordo com a teoria das equacdes

2Uma equagio diferencial, por exemplo, ordindria da forma F(x,y,y, ...,y") = 0 est4 na forma normal se puder
ser colocada na forma y" = f(x,y,y,...,y" ).
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diferenciais, a solucio GY; = 0 ser4 tnica, ou seja, se [G%; = 0]x, entdo a equagdo G% =0

serd valida em qualquer outra hipersuperficie X.

Viu-se anteriormente que apenas uma parcela, aquela correspondente a parte espacial do
tensor de Eintein, corresponde a parte dinamica das equagdes de Einstein. As equagdes de
vinculo e as equagdes dinamicas surgem a partir do uso das equacdes de Gauss-Codazzi, e
quando o tensor de Einstein € reescrito em termos de derivadas da métrica, respectivamente.
No entanto, durante esses procedimentos a origem fisica desse conjunto de equagdes torna-se
obscura. Portanto, com a finalidade de investigar a origem de tais equacOes podemos olhar para

a formulacdo hamiltoniana da relatividade geral.

Seja ¥ um campo tensorial (ou um conjunto de campos tensoriais) definidos sobre a vari-
edade M e seja S[y]| um funcional de v, isto é, S associa a cada campo de configuragcdes um
numero. A formulagdo hamiltoniana de uma teoria de campo consiste na especificacdo de um
funcional H|[g, x|, sendo g e 7 as coordenadas generalizadas e 0os momentos canonicamente

conjugados, respectivamente, em X, denominado hamiltoniano, cuja forma é:

H= /)E A (4.67)

onde a densidade hamiltoniana .7# € uma funcio local de ¢, 7 e de suas derivadas espaciais, tal

que o par de equagdes:

. 6H

q = £lq = 67‘[ ) (4'68)

p=tp=_o0 (4.69)
6q

€ equivalente as equacdes de campo serem satisfeitas por y , ou seja, g_lll =0.

E bem sabido da mecanica cldssica que dado a formulagdo lagrangiana existe uma prescri¢ao
para obter a formulag¢do hamiltoniana. Portanto, em analogia com a mecanica cléssica, consi-
dere g como sendo o campo v calculado em X,. Suponha que o funcional S tem a seguinte

q t

forma:
Sly] = /M Ly,

onde .Z € uma fungdo local de ¥ e de um numero finito de suas derivadas, ou seja:
2|, =2 (W), Vy(x), .., V().

Suponha que S € funcionalmente diferencidvel e que os campos de configuragdes ¥ que
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extremizam S:

oSy, (4.70)
Syl

sdo solucdes das equagdes de campo para . Entdo, o funcional S é denominado acdo e .&
¢ denominada densidade lagrangiana. Assumindo que .Z possui dependéncia com derivadas
temporais de g de primeira ordem, pode-se definir o momento, 7, associado ao campo ¥ em X,

através da relacao:

0
T=—-. (4.71)
dq
Se € possivel resolver esta equagdo para ¢ como funcdo de g e 7, define-se:
H(q,7)=nqg—ZL. 4.72)

O primeiro passo para a formulacdo hamiltoniana da relatividade € expressar a acdo gravi-
tacional em termos da métrica tridimensional, fun¢@o lapso, vetor de deslocamento (., N,N,)
e em termos de suas derivadas temporais. Seja a densidade lagrangiana para as equacdes de

Einstein no vacuo:

S = /—gR, 4.73)
1
Gab = Rab - ERgab-

A partir da defini¢do do tensor de Einstein, temos as seguintes identidades:

—Rggpn‘n® = 2 (Gabnanb — Rabnanb)
—Rnpn® = 2 (Gabnanb — Rabnanb>

R = 2<Gabn“nb—Rabnanb>. (4.74)

Da equacdo (4.57) pode-se obter ainda:

|-
Gapnn = 5 [R — KK + Kﬂ . (4.75)

Por outro lado, a partir da defini¢do do tensor de Riemann, temos

Rypnn® = RypSn'n

b
= —n%V,V.—V.V,)n°
= (Van)(Ven©) — (Ven®)(Van®) =V, (nVen®) + Vi (n9V 4n€)

= K? — K, oK% =V, (n°Ven®) + Ve (n°Vn). (4.76)
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Os dois ultimos termos do lado direito sdo divergéncias e podem ser descartados. Como

vV—g=NVh,

e levando em conta (4.74) — (4.76), a densidade lagrangiana pode ser reescrita como:

S =N [R+KabK“b —x?|.

4.77)

(4.78)

A curvatura extrinseca, K, pode ser reescrita em termos da derivada temporal da métrica

tridimensional definida por hap = hachbdfthcd:

1 1
Koy = Efnhab = § (ncvchab + haeVpn© + hcbvanc)

1

— i\, [Nncvchab + hacvb (Nnc> + hcbva (Nnc)]
1

= ﬁhachbd (£thcd - £Nh(,d)
1 .

= o (hap — DaNp — DpN,) ,

onde o operador D, foi definido em (4.40).

O momento canonicamente conjugado a hg, €:

n = &ZG
Ahyp
IR  O(K,K®) K>
_ Vv | R OKaKT) O
ahab ahab ahab
_ \/E(Kab—habK),
onde se utilizou dos seguintes resultados:
ORB) Ky 1 JK?>  h*K
ahab - ahab a 2N’ ahab B N

(4.79)

(4.80)

(4.81)

Note que a densidade lagrangiana ndo contém derivadas temporais de N e N,; consequen-

temente seus momentos conjugados sdo identicamente nulos. Pode-se, entdo, interpretar esse

fato dizendo que N e N, ndao desempenham um papel dinamico. A densidade hamiltoniana sera,

portanto:

He = ﬂabhab—gc;

_ N 1
— —VhANR+ N7 (n“”nab — 57#) +27*D,N,

- 1 1
= \/E{N (—R+ —nmy, — —71:2) — 2N, [Da(h_l/zn“b)] +2Da(h_1/2Nb7r“b)}.

h 2h
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O ultimo termo pode ser ignorado pois é um termo de fronteira e pode-se admitir uma
superficie espacial grande o suficiente para que a contribui¢do desse termo seja desprezivel.
Para determinar a hamiltoniana H do sistema integra-se .7’ sobre a hipersuperficie ¥; utilizando

um elemento de volume espacial e:

Hg= | e. (4.82)
%

Fazendo uma variagcdo de Hg com respeito a N e N,, obtém-se:

1 1
T Ty — 51 =0, (4.83)
D(h~ 7% = 0. (4.84)

Uma vez que as componentes N e N, ndo desempenham papel dindmico, o par de equagdes
(4.83) e (4.84) podem ser tomadas como equagdes de vinculo. Ademais, utilizando a expressdo

do momento (4.80) o par de equagdes acima assumem a forma:

R+ (K,%)? — KK =0,
DpK’,— D.K", =0,
que sdo as equagdes de vinculo obtidas anteriormente.

Finalmente, as duas equagdes candnicas restantes:

SH .,  OH

hy=—— 7g%=— 4.85
ab Sﬂab ahab ) ( )
fornecem:
. 1
hy =20 V2N (nab - Ehabn) + DyN, + DNy, (4.86)
7 — _NVh(R® - lﬁh“b + Lhab 7.l — lnz
2 2Wh ed 2
. 1 .
— ONR/2 (n rl — 57:::‘”’) +vh (D"DbN — W pe DCN>
+ VD, (h_l/ 2Nc7r“b> _2xclap Nb), (4.87)

As equagdes (4.86) e (4.87) sdo as equagdes dindmicas do nosso sistema. Como resultado
final, o conjunto de equacdes (4.83), (4.84), (4.86) e (4.87) sdo equivalentes as equagdes de
Einstein no vacuo. No formalismo hamiltoniano consegue-se, portanto, uma clara visualiza¢do

da origem e do significado das equacdes de vinculo e dinamicas da relatividade geral.
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4.3.3 Reducao hiperboélica das equacoes de Einstein

As equacdes de Einsteins G,; = 0 constituem um sistema de dez equagdes indeterminadas
para as componentes da métrica g,v. No caso relativistico, assim como no eletromagnetismo,

existe, no entanto, uma ambiguidade associada a propria estrutura geométrica do nosso sistema.

Suponha duas variedades diferenciaveis M e N e seja ¢ : M — N um difeomorfismo. Do
ponto de vista geométrico, as variedades M e N possuem a mesma estrutura. Se uma teoria
descreve, por exemplo em M, um campo de tensores T, entdo se ¢ : M — N é um difeomor-
fismo, as solucdes (M,TW) e (N,dpT")) possuem as mesmas propriedades geométricas. O
difeomorfismo fornece uma liberdade de escolha de gauge em qualquer teoria formulada em

termos de campos tensoriais sobre variedades [17].

Suponha, entéo, duas fatias Xy =M e X, =N. Se ¢ : M — N, entdo (M, g.p) ¢ (M,ddgap)
representam o mesmo espaco-tempo. Quaisquer duas solu¢des das equacdes de Einstein, que
tem as componentes da métrica g, € d@ g, relacionadas por uma lei de transformacao usual de
tensores, representarao do ponto de vista fisico, a mesma solucao. Baseado nessa “liberdade de

escolha de gauge”, pode-se fixar o chamado gauge harmonico [33, 34]:

HM =V, Vi =0. (4.88)

Em termos de coordenadas, o gauge harmonico pode ser reescrito da seguinte maneira:

VoVt = V(g Vgt =0= g®Pv,Vpat =0,
g*PVa(9pxt) = g% (Jadprt —T]gout) = —g* Tl

VoV = T =o0. (4.89)

Além disso, pela definicdo dos simbolos de Christoffel:

1
58P 8" (ugup + Ipgve — Ivgap) =0. (4.90)

Os termos da equag@o (4.90) podem ser reescritos da seguinte maneira:

da (8" gvp) = 8"V 0agyp + &vpoug"’ = 0= g""dugyp = —gvpdag"". (4.91)

Substituindo em (4.90):

1 1
—anﬁ (gvg9ag"’ +gvadpg"’) — Eg“ﬁ g"ovgap = 0.
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A condi¢@o harmonica pode ser finalmente escrita na forma:

1
H* = 09,g"" + Egaﬁguvavgaﬁ =0. (4.92)

Utilizando a condicao harmoénica, as equagdes de Einstein no vacuo podem ser reescritas

da seguinte maneira:

1
Ryv = —Eg"‘ﬁ(—aﬁavgua - aﬁaugva + (9a3gguv + a,uavgaﬁ) "‘F,uv(ga ag) (4.93)

Pode-se fazer o seguinte célculo:

gap Vvl = gauVv(gPTps) = 8aug”’ (W Ips) +F(g,dg)

1 _
= Egomgp °¢%* 9y (pgac + 9o8ap — I8po) + F(g,98)

1

= igpa(avapguc + avaogup - avaugpo) +F(ga dg), (4.94)

onde I* = g*B F’; B Um célculo semelhante pode ser feito para obter
1 —
gavvura = Egpo(auapgvc + auaagvp - auavgpc) +F(g,98). (4.95)

E, por fim, tem-se a expressao:

ga(uvv)l—‘a — gaB(_auanOCﬁ + a\/aﬁga'u + aﬁa'ugva). (496)

Levando em conta a expressdo (4.93) e comparando com (4.96), Ry pode ser reescrito

como:

1 —
Ruv = _Egaﬁaaaﬁguv +ga(“Vv)Fa+F(g,8g). (4.97)
Impondo a condi¢ao harmodnica, temos

1 —

A equacio (4.98) é conhecida como a equagdo de Einstein reduzida (para mais detalhes,
vide [23]). O ponto crucial é que agora as equagdes de Einstein estdo na forma hiperbdlica
quase-linear de segunda ordem, (4.21), de maneira que o teorema 1 pode ser aplicado direta-
mente. Note, no entanto, que o teorema 1 prova apenas a existéncia de uma solucao local das

equacdes de Einstein. O nosso proximo passo serd entdo globalizar esse resultado.

Teorema 2. Seja X uma variedade tridimensional de classe C=, seja hy, uma métrica Rie-
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manniana em X e seja K, um campo tensorial simétrico suave em ¥.. Suponha que hy, e Ky,
satisfacam as equagdes de vinculo (4.56) e (4.57). Entdo, existe um tinico espago-tempo de
classe C*, (M, gap), chamado desenvolvimento maximal de Cauchy de (X,hgap,Kyp), que satis-

faz as seguintes propriedades:

1. (M,gup) € globalmente hiperbdlico, com a superficie de Cauchy X;
2. (M,gup) é uma solugcdo das equagdes de Einstein;
3. A métrica induzida e a curvatura extrinseca de X. sdo respectivamente, hyy, e K,

4. Qualquer outro espaco satisfazendo (1) — (3) pode ser mapeado isometricamente em um

subconjunto de (M, gap ).

Ademais, (M,gup) satisfaz a propriedade de dominio de dependéncia da seguinte maneira.
Suponha que (X, hap, Kap) € (X', 1K) sejam condigdes iniciais com desenvolvimentos maxi-
mais (M, gq) e (M',g,) respectivamente. Suponha que exista um difeomorfismo entre S C X e
S" C X! que leva (hap,Kyp) de S para (b, ,K'ab) em S'. Entdo D(S) no espago-tempo (M, &qp)
é isométrico a D(S") no espago-tempo (M',g!,). Finalmente, a solu¢do em g,, em M depende

continuamente das condicées iniciais (hgp,K,p) em X.

Com esse ultimo teorema, concluimos que o problema de Cauchy, ou problema de valor

inicial, € bem definido para a relatividade geral.

4.3.4 Aplicacoes do problema de Cauchy

Na se¢do 4.3.2. foi visto que as equacgdes de Einstein podem ser separadas em duas classes:
R;j =0, (4.99)
G, =0. (4.100)

O conjunto de seis equacdes (4.99) determinam a evolugdo do sistema enquanto as quatro

equagdes remanescentes (4.100) impdem um vinculo entre as condigdes iniciais.

Considere um modelo homogéneo e isotropico para o espaco-tempo. Para essa classe de

modelo a forma mais geral da métrica € dada por:

ds® = di* — a®(t)(dy* + x*dQ?). (4.101)
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Essa métrica pode ser reescrita considerando as seguintes transformagdes: ¥ =r, r = sen)

e senhy =r:

ds® = di* —d*(¢t) dr* +12d6” + r*sen*0d¢?| (4.102)

1 — kr?
onde k pode assumir os valores 1, O e -1. Por simplicidade, considere o caso k = 0. Em

coordenadas cartesianas, temos

ds? = di* — a®(t)(dx* + dy* +dz°). (4.103)

Suponha, entdo, uma hipersuperficie tipo-espaco para t = ty, cuja métrica é da forma

(4.103). Além disso, adotemos o sistema de coordenadas gaussianas normais, isto €,
goo=1,  goi=0. (4.104)

Os termos ndo-nulos da conexdo sdo: 3

Y, =0 =1 = ad, (4.105)

1 _ 2 _ 3 _ @
Fo1—1ﬁ02—r30—;-

O tensor de Riemann tem os seguintes termos ndo-nulos: *

RY1o = Ry = RS3 = dia, (4.106)
Ry = Ryj3 = Rip3 = —d”.
De (4.106) obtém-se ainda:
4
Roo =3, (4.107)
a

R11 :R22 = R33 = —ac‘z’—2d2,

. %)
R:6(9+“—2>. (4.108)

a a

Munidos das quantidades geométricas, vamos analisar as equagdes de evolugdo (4.99) e o

3 A conexio é por definicdo: Iy, = %g“d(abgcd + 0:8ap — 9u8pe)-
40 tensor de Riemann, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura so, respectivamente: Ry , =1 cd Iy
derzc - F?Cr‘f,d, Rah = ngRacbd eR= gabRuIr

+

C
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vinculo (4.100). Considerando a constante cosmoldgica, essas equagdes assumem a forma:

Rij = Agijy (4109)
Gor = —Agox, (4.110)

onde o tensor de Einstein €, por defini¢do, Gop = Rop — %gaﬁR.

Na equacdo (4.110) a dnica equag@o ndo nula serd para a componente Gop uma vez que

foram adotadas as coordenadas gaussianas. Entao,
i\ 2
Goo=—3 <—) = —A. 4.111)
a
Reescrevendo esta equagdo, obtém-se:
2= 4.112)

Note que estes resultados sdo validos, em principio na hipersuperficie Xy, mas usando o

fato de que os vinculos sdo propagados, a equacdo (4.112) pode ser integrada e obtém-se:
A
a(t) :Ce\/:t, (4.113)

onde C € uma constante de integracao.

As equagdes de evolugdo (4.109) fornecem:
Ri1 = Ry = Ry3 = aii + 2a*> = Ad°. (4.114)

Substituindo a expressdo (4.113) verifica-se que ela é satisfeita para qualquer valor de C.

Portanto, tomando C = 1, a métrica (4.103) se torna

ds® = di* — ez\@t(dxz +dy* +d2?). (4.115)

Note que, neste caso particular, a solucdo foi obtida utilizando-se apenas a equagdo de
vinculo. Portanto, partindo da hipdtese de que na hipersuperficie a métrica € do tipo Friedmann-
Robertson-Walker, ao utilizar as equagdes de vinculo e as equacdes de propagacdo, a métrica

resultante € a métrica de de Sitter.



Capitulo 5

O TEOREMA DE CAMPBELL-MAGAARD

“Sdo o campo e particulas entidades estrangeiras imersas na geometria, ou
sdo nada além de geometria?” (J. WHEELER, 1962)

5.1 Introducao

Os modelos de Randall-Sundrum e a teoria da matéria da induzida, proposta por Paul Wes-
son, apresentam um ponto em comun: ambas postulam que o nosso espaco-tempo quadridimen-
sional estaria imerso em um espaco-tempo pentadimensional. Essas teorias e outros modelos
semelhantes, sdo conhecidos como teorias de imersdao. No entanto, associada a elas surgiu a
necessidade de se investigar a validade de realizar imersdes isométricas de um espago-tempo

n-dimensional em espagos-tempo em que o nimero de dimensdes é maior que 7.

Para que haja imersdo de um espagco em outro € necessdrio levar em conta teoremas de
imersao da geometria diferencial. Um teorema que nos da base para a existéncia de tais tipo de

imersdes € o chamado teorema de Campbell-Magaard.

5.2 O teorema de Campbell-Magaard

Neste capitulo consideram-se apenas variedades semi-riemannianas. Diz-se que uma vari-
edade M € semi-riemanniana se esta € dotada de uma métrica g : T,M" x T,M" — R de classe

C" (analitica) satisfazendo as seguintes propriedades:

1. g(V,W)=g(W,V),YV,W € T,M";

2. Se g(V,W)=0,YW € T,M", entao V = 0.
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Além disso, neste capitulo investiga-se a possibilidade de imersdo de M" em uma cole¢ao
de espacos semi-riemannianos que possua alguma propriedade geométrica, denotada por 7,
em comum. Essas propriedades podem ser das mais variadas possiveis, como por exemplo,

variedades com curvatura constante ou com tensor de Ricci nulo.

Neste teorema, a propriedade geométrica 7w considerada serd ter o tensor de Ricci igual a
zero. Portanto, o espaco ambiente considerado serd My, ou seja, o conjunto dos espagos semi-

riemannianos de dimensdo (n+ 1) cujo tensor de Ricci € nulo.

Teorema de Campbell-Magaard. Seja M", com n > 1 um espaco semi-riemanniano com o

elemento de linha

ds® = gijdx'dx’, (.1

em um certo sistema de coordenadas numa vizinhanga de p € M", de coordenadas x}, = ...

xp, = 0. Para que haja uma imersdo isométrica local e analitica de M" no ponto p em um espago
de dimensdo (n+ 1) com tensor de Ricci nulo, é suficiente que g;; sejam fungdes analiticas no

ponto 0 C R".

Uma generalizacao para a existéncia de imersdes isométricas de codimensao 1 em espagos

semi-riemannianos de propriedades 7 ndo especificadas € garantida pelo seguinte teorema:

Teorema 3. Sejam M" um espaco semi-riemanniano (M",g) e x = {x!, ..., x"} um sistema de
coordenadas locais numa vizinhanga U de p € M". Uma condi¢do necessdria e suficiente
para que M", com elemento de linha ds* = g; i(x)dx'dx) tenha uma imersdo isométrica local e

analitica em M**' é que existam funcées analiticas

g = Zaulx' .. x X", (5.2)
¥ o= .02, (5.3)
definidas em um aberto D C x(U) X R, contendo o ponto (x},, s X 0), satisfazendo as seguintes
condicoes:

i x,0) = g (2! .., x"), (5.4)

em um aberto de X(U), e
8k = 8u (5.5)
8| # 0, (5.6)

<
N
o

(5.7)
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em todo D. Além disso, exigimos que:
ds? = gudx'dx* + ey*dx" Tdx" (5.8)

com € = *1, represente o elemento de linha de M em uma vizinhanga coordenada de V de

Viax! +1
M e M.

A ideia central desse teorema € de que existe um sistema de coordenadas adaptado a
imersdo, de modo que a imagem da imersdo seja exatamente a hipersuperficie x"*! = 0 do
espago ambiente e a condi¢do de isometria se reduza a relagdo (5.4), ou seja, quando a coorde-

nada extra € nula, recaimos na variedade menor M".

Xn+]

A

Figura 5.1: Imersao.

Demonstragdo. Considere inicialmente a condi¢do necessdria do teorema, ou seja, admita a
existéncia de uma imersdo isométrica local ¢ : M" — M"*! com! (M"!,g) € M1 e, portanto,
das fungdes (5.2) e (5.3), sujeitas as condigdes (5.4),(5.5),(5.6),(5.7) e (5.8). Pela teoria
de imersdes, se ¢ : U C M" — M"! é uma imersdo, e {y} = {y',...,y"*!} um sistema de
coordenadas de um aberto que contenha ¢(U), a imersao ¢ determina uma relacao entre as
coordenadas x € R" e y € R"1:

y* =co%(x!, ... x"), (5.9)

onde 6 =yopox ' :x(U)CR'" R ea=1,..n+12

Se ¢ é uma imersdo entdo d¢), € injetiva e os n vetores {d¢,(d,1),...,d¢ ()} de T¢(p)1\_/[n+1

sdo linearmente independentes. Em termos da base dos vetores de y, tem-se d¢,(d,:) = %@a P (p)-

do?®

A matriz jacobiana de ¢, cujos elementos sdo o

tem posto n.

O indice o, correspondente ao indice de linha, varre de 1 até n+-1 e o a, correspondente ao

indice de coluna, varre de 1 até n, formando uma matriz (n+ 1) x n. Pode-se, entdo, escolher

1g°é a métrica do espaco ambiente.
Neste capitulo os indices latinos e gregos variam de 1 an e de 1 a n+ 1 respectivamente
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um indice ag e eliminar a linha e a coluna de modo que a matriz restante seja uma matriz n X n,
cujo determinante € ndo-nulo no ponto p. Renumerando o = n+ 1, o novo sistema se torna
yi=o'(x!,...,x"), comi=1,...,n, que tem jacobiano diferente de zero em (x},, .., X},). Fazendo
uso do teorema da fungdo inversa , se as funcdes ¢’ sdo de classe C”, entdio pode-se dizer que
existem abertos A ¢ B do R” com, A contendo (xll,7 ...,X},) € B contendo (yll,7 -»Yp), em que a

funcdo (5.9) pode ser invertida obtendo-se a forma

x=piyl, ..y, (5.10)

onde as fungdes p' : B — R sdo tais que 6*(p!(¥),...,p"(¥)) =y para ¥ = (y',....,y") € Be
pi(c!(x),...,6"(x)) = parax = (x',....x") € A. As fungdes p' sdo de classe C" em B, e se ¢"
sao fungdes analiticas, entdo existe um aberto contendo (yll,, s yg) onde as fungdes inversas p’

também sdo analiticas.

A fungdo de imersdo y" ! = 6" 1(x!,...,x") em termos da fungdo (5.10) assume a forma
Yyl =&y, ...,y"), onde & : B — R. Pode-se definir entio, em um certo conjunto aberto

E C y(V) uma fun¢do bem definida f : E — R dada por:
O =y =G ). (5.11)

O aberto E pode ser definido da seguinte maneira. Define-se uma aplicagdo de projecao
P : R 5 R tal que:

P(yl,...,y”,ynﬂ) = (yl,...,y”). (5.12)

O conjunto P~1(B) é um aberto do R"*!, assim define-se o conjunto E como sendo E =

P~ (B)Ny(V). Um esquema simples da imersio estd representado na figura abaixo:

M Mmll

cb \
,—f’_'.“\__

t i

]Rn A g ]Rn+1
9 - 1@y

J

> c >

Figura 5.2: Representacao grafica da imersao.
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A func@o (5.11) pode ser entendida de maneira simples considerando o seguinte exemplo.
Seja a imersdo da esfera S no espaco tridimensional R3. Entdo, a imersio se dard da seguinte

forma: ¢ : $* — R3. Utilizando a tranformagio

x = rsenBcos,
y = rsenOseng,
z = rcos0,
pode-se obter
Py 4+ =7, (5.13)
e, além disso,
7=Vr:—x2—y2 (5.14)

De modo que a funcdo de imersao sera:
fy,2) =z—Vr?—x2—y2. (5.15)

Se f(x,y,z) = 0 a expressdo (5.14) é recuperada, e, portanto, neste exemplo, a coordenada

extra é dada pela coordenada z.

Figura 5.3: Esfera imersa no espaco euclidiano R>.

A expressdo (5.11) é justamente uma generalizagéo da expressdo (5.15). A fungdo f apre-
sentada possui algumas propriedades importantes. Antes, considere alguns resultados que nos

serdo uteis a partir de agora [35]:

Definicao S. Seja f: M™ — N" uma aplicacdo diferencidvel. Um ponto p € M é dito ser um

ponto regular de f se a diferencial df(p) tem posto n, em outras palavras, se df(p) é uma
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transformagdo linear sobrejetora. Um ponto q € N é chamado valor regular de f se f~'(q)

contém apenas pontos regulares.

Definicdo 6. Se g € f(M) é um valor regular de um mapeamento suave f : M — N, entdo
f~Y(q) é uma subvariedade de M, e a dimM = dimN + dimf~"(q).

Note que o zero € um valor regular de f, pois, pelo menos, % # (0 em todo E. Portanto,
se zero é um valor regular de f, pela defini¢io 6, f~!(0) é uma subvariedade de R"*!. A
subvariedade f~'(0) estd definida no aberto R"*!, mas por construcio f~'(0) € 6(A) e pela

parametrizacio y ' (f~1(0)) pode-se definir a subvariedade sobre o aberto V C M" 1.

Proposicao 5. Seja c um valor de f. Entdo M= f~(c) é uma hipersuperficie semi-riemanniana

de M se, e somente se, <V f,Vf >£0.

Seja p € U. A aplicagdo d¢, € injetiva. Isto permite definir um sub-espaco vetorial de
dimens&o n sobre o espago Ty mﬁ”“ constituido por d¢,(7,M"). De modo que qualquer vetor
v € d¢,(T,M") corresponde ao vetor tangente no ponto p de alguma curva ¥ sobre o aberto
o(U) C M Ao longo desta curva, f(y) = 0, pelo menos para um determinado intervalo
de 7y contendo a imagem do ponto p. Dessa maneira, df(v) = v(f) = 0= g4, (Vf,v) =0,
ou seja, o gradiente de f é perpendicular & subvariedade f~!(0). Escolhendo, em particular,
€q =d¢p(dyi), entdo, gy, (Vf,€q) = 0. Resta verificar se V f e os vetores ey sdo linearmente

independentes. Para tal, faz-se necessario encontrar a solu¢@o da seguinte equagao:

die;+a" 'V =0. (5.16)

Tomando o produto interno com o vetor e;:
ai§¢(p)(éi,éj)+a”+1§¢(p)(Vf,Ej) =0. (5.17)
O segundo termo da direita € nulo devido ao resultado g, ») (Vf,e)=0. Além disso:

§¢(p) (éivéj) = g(l)(p) (d(pp(axi)ad(lbp(axj)) = gl?(axia axj) = 8ij- (5.18)

O resultado obtido €, portanto, a gij = 0. Por hipétese, g;; € ndo-degenerado, concluindo-se
a partir disso que a' = 0. Imediatamente, segue da equagio (5.16) que a"+! =0, pois assumiu-se
que Vf # 0. Concluimos, entdo, que Vf e os vetores ¢; sdo linearmente independentes. Como

tais, o conjunto de n+ 1 vetores {Vf,ej,...,e,} constitui uma base para o espago tangente
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Ty p)M”+1. Expressando a métrica em relagdo a esta base, tem-se:

G ( 8o(p)(VS,VS) Otn )
Onx1 (g(l)(P)(éa’Eﬁ))nxn

Como g também € ndo-degenerado, entdo, tem-se g4, (Vf,V[f) # 0. Concluimos, assim,
que f~! é uma hipersuperficie semi-riemanniana. Além disso, o gradiente da hipersuperficie
coincide com a imagem da imersdo. No caso de uma imersdo que induz uma métrica nao-
degenerada, a norma é diferente de zero, g(Vf,Vf) # 0. Note que no caso riemanniano, esta
condi¢@o seria naturalmente satisfeita, mas, como neste caso g(Vf,Vf) pode assumir os va-
lores —1,0 e 1, foi necessaria uma andlise mais cuidadosa. Fisicamente, a exigéncia de que
g(Vf,Vf) #0 exclui a possibilidade de que V f possa ser um vetor do tipo luz. A funcdo f
ird servir como auxilio na constru¢ao de coordenadas adaptadas a imersdao, de maneira que a

imagem da imersdo coincidird localmente com a hipersuperficie correspondente a 3! = 0.

A construgdo desse sistema de coordenadas pode ser interpretado da seguinte maneira: su-
pondo que f seja uma nova coordenada y" !, as outras coordenadas serdo escolhidas de modo
que sejam ortogonais a V f, ou seja, necessitam-se determinar n fungdes 4'(y!,...,y",y"*1) que

satisfacam a equacdo: .
—ab ﬁ an _
dy* dyP

Ao determinar essas n funcdes h, estas irdo formar uma espécie de “malha” sobre a variedade,

(5.19)

formando assim um sistema de coordenadas.

Figura 5.4: Sistema de coordenadas adaptado a imersao.

A equagido (5.19) € do tipo:

oh

oh
Al(y)a—y1+-~-+An+l(Y)

ayn—i—l -

0, (5.20)

onde define-se A®(y) = g® g—;;.

Pela teoria das equacdes diferenciais parciais, se A? é analitica
no aberto E, sendo A”? # 0 para algum valor de b = 1,...,n+ 1, a equagio (5.20) admite

n solucdes independentes A'(y!, ..., y”“) analiticas em um aberto £’ C E contendo o ponto
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(y},, " yZ“) Em outras palavras, se i’ possui n solugdes linearmente independentes, isso equi-
vale a dizer que a matriz jacobiana g I tem posto n. As colunas dessa matriz dao origem a n
vetores linearmente independentes, definidos por g“ﬁ ah 8 . Cada um desses vetores satisfaz
a equacdo (5.20); entdo, é claro que estes sdo ortogonals a Vf. Além disso, g(Vf,Vf) #0,
0 que permite concluir que Vf = g“ﬁ of (9 goB I ah 0 B formam n + 1 vetores linearmente

independentes. Logo:

slodh! ~1o IN" ~1o Of ! EY4 of

Iy - 8 pR g ER oyl gyl oy

“n+1o Ih! “n+la dh"  ~n+la 0f oh! on" of
8 DT N 8 I oynFT o gynil gyntl

tem determinante ndo-nulo. Como, por hipétese, a matriz gab € ndo-singular, entdo:

ant an*  Idf
ay! oy! oyl
oL C | #0,
oh! on" of
ayn+l ayn+l ayn+l

para (y},, ,yg“) Fazendo uso novamente do teorema da fungdo inversa, se o determinante

de h em (yp, ,yg“) é diferente de zero, entdo existem os abertos W C E’ contendo o ponto
(yps - ¥5t 1) e O CR"! contendo (' (yp), ..., " (vp), f (yp) = 0) onde a aplicaggo h = {h',..., h", f} :
W — O possui inversa diferencidvel e analitica. Baseado nisso, pode-se obter a seguinte corres-

pondéncia entre as varidveis y € R**! e y ¢ R"*1:
o= KO, (5.21)

vy o= ot yth. (5.22)

E de fato, essa correspondéncia representa uma transformac¢do de coordenadas. Pela lei de

transformacdo tensorial, a métrica transforma-se segundo a regra:

9y* ay?
~ab __ ~cd 9Y i
=g (5.23)
Entao,
9y 95"
~ab __  =cd Yy
R (5.24)
o OF T g h Of
~an+1 _ — 0B
a/‘n+1 aAn+1 pal 0
gitintl — gap Y Y =gP =L f 9f £0, (5.26)

dy* JyP ay%* dy FN
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onde na passagem da equagdo (5.25) utilizou-se (5.19). Nesse novo sistema de coordenadas,

y = hoy, e o elemento de linha assume, portanto, a seguinte forma:

ds* = 8updy*dy’ + Gy 1nr1dy" Ty (5.27)

Substituindo essa nova parametrizacao na funcao de imersao, obtém-se:

vy o= flo'(x),...,0" (x)) (5.28)
y = H(c'(x),..,o" 1 (x)) = A", ... x"), (5.29)

|
o

para todo (x',...,x") € A/, sendo A’ um aberto de A que contém o ponto (x}), e X)),

- _ do“* a
Os vetores que antes eram EXPressos Como e = o %y a, agora, na nova base de coordena-

. a gyP
das, podem ser escritos como e, — 9o% 9y

“oxi Iy*
portanto a matriz % g a - tem posto n. Mas,

843 Os n vetores e; sdo linearmente independentes;

axi =0, e entdo |W| # 0. Isto permite
fazer uso do teorema da funcao inversa mais uma vez, de modo que € possivel inverter o sistema
§ = Al(x!,...,x"), existindo algum aberto A C A’ que contém o ponto (x},, ..+, X),) € outro aberto
no R" C € P(O) contendo o ponto ()711,, ., ¥p) tal que

X =0'G3".... 5", (5.30)
onde cada fungiio 6" : C — R & analitica e satisfaz 8°(A!(x),...,A"(x)) = x' para x € A.

Por fim, define-se a seguinte aplica¢do no aberto 0=p! (C)no:

yn+1 — j)‘YH-]’ (531)

*

Y= 0G5, 5). (5.32)

O determinante jacobiano desta aplicacdo € diferente de zero, e, além disso, ela € analitica,
sendo assim € uma tranformacao de coordenadas. A imagem de 9] por esta aplica¢do € um aberto
denotado por D C R"*!, que se identificado, utilizando a aplicacio de projegio P(D) = A, sendo
Aéa imagem de C pelo difeomorfismo de 6, entio D C x(U) x R. Tomando a aplicacio ¥ =
{6',...,0", "1} onde "1 (51, ..., ") = "1 pode-se concluir que y =¥ o0y: W CV — D
é um sistema de coordenadas da vizinhanga W = ! (5) do ponto ¢(p) € M1, Pela regra de

transformagdo (5.23) as componentes da métrica nesse novo sistema de coordenadas serdo

n+1i — ﬁ /\n+1n+1 O 533
gl’l-i-)il(n-‘-l — §n+1n+1. (534)
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E o elemento de linha assume a forma:

* % * *

ds* = gudy'dy* + g, 1y dy"ay" T (5.35)

As funcdes de imersdo nas novas coordenadas serdo:

yoo= /(A (x),..., A" (x)) =X, (5.36)

Yyt = 0. (5.37)

Como consequéncia, a condi¢do de isometria:

%g%% = ik, (5.38)
valida na regido de imersao y”atH =0ex€A,sereduza seguinte expressao:
gij(x", ., X,0) = gij(x!, ... (5.39)
Definem-se agora as seguintes funcdes:
8ik = g’ik (5.40)
Vo= gl (5.41)

Neste momento, mostra-se que estas fungdes sdo as fungdes (5.2) e (5.3), procuradas
desde o inicio . Necessita-se mostrar, entdo, que elas satisfazem as condigdes (5.4) — (5.8).
A condicao (5.4) € satisfeita imediatamente por causa da condi¢do de isometria nesse sistema
de coordenadas (5.38). Além disso, por (5.38) vé-se que g;; = g; € consequentemente g, = g;;
satisfazendo, assim, a condigdo de simetria (5.5). A condigdo (5.6) é satisfeita, e g’aﬁ ¢ uma
matriz nio singular, pois \§aﬁ| = |§ik||§n+ln+l| = |84/ W? # 0 = [gi| # 0, onde nessa tltima

demonstracao utiliza-se o fato de que

df df
~ o —Olﬁ
En+1n+1 = 8 WW #0, (5.42)
o que implica em:
_ * 1
V= guinil = ~ap OF OF #0, (5.43)
9Iy% 9yP

satisfazendo, portanto, a condi¢@o (5.7). Por fim, a condigdo (5.8) nos dd o elemento de linha na

coordenada y. Se g é a métrica de um espago M que satisfaz uma determinada propriedade
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7, entdo o elemento de linha (5.8) também satisfaz a esta mesma propriedade 7. Com isso a

demonstracao da condi¢do necessaria do teorema € concluida.

A demonstragdo da condi¢@o necessdria deste teorema € bem mais simples. Supde-se que
exista um espago M"*! com uma propriedade 7 e um sistema de coordenadas {x!,...,x*,x"*!}
de um aberto ¢(U) =V de M tal que o elemento de linha de dessa variedade tenha a forma
(5.8):

ds?® = gydx'dx’ + eytdx" T dx"!| (5.44)

onde g,p satisfaz a condigdo (5.4).

Suponha 6 : A C x(U) — D a aplicagdo definida por

o(x',....x") = (x!,...,x"0). (5.45)

Pode-se mostrar que, de fato, a aplicagdo ¢ é uma imersdo isométrica de (M",g) em
(M"+1.g). A matriz jacobiana de ¢ tem posto n, e, além disso, a métrica induzida por esta
imersao é dada por

00% doP

Wﬁgaﬁ zgik(xl,...,x",O) :gik(xl,...,x"), (546)

onde utilizou-se a condi¢do (5.4). Isto mostra entdo que 6 é uma imerséo isométrica de M" em
Mt

5.3 O teorema de Campbell-Magaard estendido

Na secdo anterior, foi mostrado que é possivel fazer uma imersao de um espaco M" em
uma colecao de espacos que possuem um determinada propriedade 7 em comum. O objetivo
desta secao serd obter uma versao estendida do teorema de Campbell-Maggard, onde ao invés
de considerar uma imersao numa cole¢@o de espagos com o tensor de Ricci nulo considera-se

agora uma imersao em uma cole¢do de espacos de Einstein de dimensao (n+ 1) [8].

Seja (M"*1,g) uma variedade semi-riemanniana e seja y = {y!,...,y"*!} um sistema de
coordenadas em um aberto V C M"t! e sejam gap € Ryp as componentes da métrica e do
tensor de Ricci neste sistema de coordenadas. Uma variedade € dita um espago de Einstein se a

seguinte relacao tensorial € vélida:

Rap = Zap- (5.47)

—n
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onde A é uma constante e n > 2. Neste caso, a propriedade 7 do espaco em que a imersdo sera

realizada é representada pela relagdo tensorial (5.47).

5.3.0.1 Curvaturas intrinseca e extrinseca de uma hipersuperficie

Em cada ponto de uma variedade semi-riemanniana M"*! existe uma vizinhanga coorde-

nada na qual a métrica pode ser expressa na forma:

ds?® = gudy'dy* + ey (dy™ )2, (5.48)

Considere agora a aplicacdo de inclusdo i(y!,...,y") = (y',...,y",0) que nos d4 uma imersio

n+1

da hipersuperficie Xy, definida por y*™" =0 em M"™ ! A inclusdo induz uma métrica sobre a

hipersuperficie cujas componentes sao dadas por:

2i%9if _ .
L) = Iy kS = gi(y',- )" 0). (5.49)

gik(y

A hipersuperficie £y possui uma métrica induzida que obedece a relagdo (5.49). Portanto,
esta possui toda a estrutura de um espaco semi-riemanniano, isto €, a hipersuperficie Xy pode
ser munida de uma conexao afim, derivada covariante, tensor de Riemann e outras estruturas
geométricas, todas associadas a métrica induzida sobre ¥y. Dada uma imersao isométrica, é
possivel obter uma relacdo entre as quantidades geométricas da hipersuperficie e do espago
ambiente. As equagdes que ddo essa relacao sao as equagdes de Gauss-Codazzi. Portanto, nas

coordenadas (5.48), as equagdes de Gauss-Codazzi em um sistema de coordenadas assumem a

forma:
Rukij = ﬁmkij +&(hihjm — hjihim), (5.50)
1~
Vihy—Vihj, = ER(,ZH)/(,-,‘, (5.51)

sendo A o tensor de curvatura extrinseca, que, nas coordenadas (5.48), fica expresso por

1 dgy
hyy=—— i 5.52

Considere agora as componentes do tensor de Ricci Ryg = g‘SYRMﬂg nas coordenadas

(5.48). Contraindo os indices j e m na equacdo de Gauss, obtém-se:

~ o~ 1 .
Ric =Ry — R — e (hich jm — hjuhim). (5.53)
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5(n+1)

Calculando Rl.(n Ly com respeito a (5.48), podem-se identificar alguns termos usando

(5.52) e escrever

~ : &€ 8h'k 1
Rik = Rik + ggjm(hik]’ljm - Zthhlm) - a 8}7"3’1 + EVZV](I// (554)
Além disso, da equacdo de Codazzi, segue que:
Riwit) = Wg' (V jhix = Vihjp). (5.55)
A componente ﬁ(,, +1)(nt1) Pode ser obtida fazendo ﬁ(n F) (1) = gik(g(n +1)(n +1)§§Z:1)) )
Portanto, 3
5 o2k € Ohyg 1 im
Riusyns1) = EYE <—a Iyl + avivk‘l’_ eg’ hjkhim> : (5.56)

E importante notar que as equacdes obtidas acima sdo vélidas ndo apenas para a hiper-
superficie y**! = 0, mas para qualquer hipersuperficie X, definida por y"*! = ¢ sendo ¢ uma
constante. Por conveniéncia, a partir de agora denotaremos a métrica induzida em qualquer X
por g, assim como todas as quantidades associadas a métrica induzida serdo marcadas com

uma barra e somente a métrica induzida em X serd denotada sem a barra, g;.

O espago imersor M"! em questdao € um espago de Einstein, e como todo ponto de V C
Vst pertence a alguma hipersuperficie X., podem-se usar as equacoes de decomposi¢ao do
tensor de Ricci em termos das partes intrinsecas e extrinsecas para qualquer hipersuperficie
Y., onde ¢ = y"*!. Se o espaco ambiente é um espaco de Einstein, entiio é valida a relacdo
tensorial (5.47), e as equagdes (5.54), (5.55) e (5.56) serdo equivalentes ao seguinte conjunto

de equagoes:

~ — = = - — &€ 81_1,~k lo=
Rix = Riy+ ggfm(hikhjm — 2hjkhim) — l,l:/ Dyt + WVinW
2A _
= % (5.57)
Rini1y = Vg™ (Vihy—Vihy) =0, (5.58)
~ (1 | P S -
Gt} = —58'%" Rijtn+€ (Ruijn— Fhin) | = A, (559)

onde a ultima equacdo foi obtida de (5.54) e (5.56), utilizando-se a defini¢do do tensor de

(N;(n—i—l) . ﬁ(n—kl)

1) = Riup1) = %ﬁ, sendo R = §“ﬁ§aﬁ o escalar de curvatura.

Einstein

Tendo em maos o conjunto de equagdes acima, pode-se investigar a imersao de um espago
semi-rimenanniano M" em um espago de Einstein. As equagdes (5.57), (5.58) e (5.59) formam

um sistema de equagdes diferenciais para g; € Y. A ideia agora é mostrar que se sdo conhe-
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cidas as componentes gik(xl,...,x”) da métrica em M" em um certo sistema de coordenadas,
entdo existe um conjunto aberto de R"*! onde esse conjunto de equacdes admite uma solucio
a0,y e Wy, .,y y ), satisfazendo a condigio inicial g, = gix em Zo. Além
disso, pode-se mostrar que as fungdes g;, € Y possuem todas as propriedades necessarias para
constituirem um elemento de linha de uma variedade semi-riemanniana de dimensdo (n+1).
Concluimos, a partir disso, que se g; ¢ Y satisfazem as equagdes (5.57), (5.58) e (5.59), a
métrica obtida a partir dessas funcdes representa a métrica de um espago de Einstein. Desse
modo, em virtude do teorema de Magaard, fica garantida a existéncia da imersdao. Tendo em

vista esse objetivo, considere o seguinte lema:

Lema 2. Sejam g, e Y fungdes analiticas no ponto (0,...,0) € Lo C R**! satisfazendo as
condigdes (5.5), (5.6) e (5.7), assim como a equagdo (5.57) em um aberto que contém o ponto
(0,...0) € R\, Além disso, se gy, e W satisfazem (5.58) e (5.59) em ¥, entdo gy, e ¥ satisfa-
zem (5.58) e (5.59) em um certo aberto de R"*' contendo o ponto (0, ...,0).

A prova deste lema pode ser encontrado detalhadamente em [7]. Embora seja essencial
para o nosso objetivo, note que o lema 2 ndo diz nada acerca da existéncia das solugdes g;; € Y.
A existéncia de tais solugdes nos é garantida pelo teorema de Cauchy-Kowalewskaya visto no

capitulo 4. Enuncia-se agora uma versao particular do teorema de Cauchy-Kowalewskaya:

Teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Seja o conjunto de equacoes diferenciais parciais:

aZMA 0 B 82 B
P (B 2 ) A=1,.m (5.60)
8(yn+1) 8)7“ ayaaya
onde u',....u™ sdo funcoes desconhecidas das n+ 1 varidveis y',....y" ,a=1,...n+ 1,00 =
1,...,n,B=1,....m. Sejam também, E',....E™ n',....n™, fun¢des das varidveis y',...,y", analiticas

na origem de R". Se as funcoes FA forem analiticas com relacdo a cada um dos seus argumen-
1 _n ~ . s ~
tos em torno dos valores calculados no ponto y' = ... =y" =0, entdo existe uma vinica solu¢do

das equagdes (5.60) que é analitica em 0 € R"*! satisfazendo as seguintes condigées iniciais:

Ay 0) = EA ), (5.61)
du 1 n Arl n
W(y sy 0) = iy, A=1,..m. (5.62)

Utilizando a defini¢do da curvatura extrinseca, dada pela equagdo (5.52), pode-se reescrever

a equacao (5.57) em termos de derivadas da métrica. Isolando o termo de segunda derivada em
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relac@o a coordenada extra, obtém-se:

g AN N 1 0¥ dgx 1, ( 98k 98jm 5 IZim 98k
aGnt2 l—nw 8ik Y oyl gyntl 28 O+l gyntl O+l gynt1
_( P’y Iy -
2 _ 15 =2 Ri.. .
Slll (aylayk ayj zk) 81[/ ik (5 63)

Utilizando a condigdo de simetria g;;, = g;;, a expressdo (5.63) fica expressa apenas em
termos das funcdes g;;, com i < k. Observe que se considerarmos que ¥ € uma fun¢do conhecida,
entdo (5.63) passa a constituir um conjunto de equacdes diferenciais parciais para as m = n(nz—ﬂ)
funcoes desconhecidas g, tal como a equagdo (5.60). Além disso, o lado direito de (5.63) é
composto por fung¢des racionais das coordenadas y, nas fungdes g;, e suas derivadas. Assim,
escolhendo ¥ como uma funcio ndo-nula e analitica na origem de R"*!, juntamente com as

condig¢des iniciais:

dg; _
nfll—(l (yla"'vynﬂ0> = _21//()]17"'7yn70)hik(y17"'7yn); (564)
dy i<k
i<k
a0y 0) = gy, (5.65)
i<k i<k

validas em uma certa vizinhanga do ponto 0 € R”, onde g;; e h;; sdo fungdes analiticas arbitrarias

com |g;x| # 0 neste ponto, entdo o lado direito da equag@o (5.63) também serd analitico no ponto

Jg; Jg; 9%g;
1 n+1 e . ik ik . ik
=0... =02, : C 5.66
g g Z'gg”/io ay! dytl| 7 dyidym (5.60)

Assim, aplicando o teorema de Cauchy-Kowalewskaya conclui-se que a equagdo (5.63)
admite uma Unica solugdo g, (!, ...,y 1), analitica em 0 € R"*!, e que também satisfaz as
condigoes iniciais dadas. Note também que o determinante |g;.|, que é ndo-nulo na origem
devido as condicdes iniciais, permanecera diferente de zero em algum aberto de R"*! devido
a continuidade da solu¢do. De modo que a condigdo (5.6) do teorema 3 € satisfeita para esta

solugdo.

Os resultados obtidos até este momento podem ser resumidos no seguinte lema:

Lema 3. Sejam gir, hy(y',...,y"), com i,k = 1,....n e Y(y',....y",y"T1) funcées arbitrdrias
gik| # 0, hix = Iy,

em um conjunto aberto de R" contendo o ponto 0 € R", e ¥ # 0 em um conjunto aberto

analiticas nos pontos 0 € R" e 0 € R" respectivamente, com gix = gui,

de R contendo o ponto 0 € R"™ 1. Diz-se entdo que existe um tinico conjunto de funcées

a0, Y YY), analiticas em 0 € R"™, que satisfazem:
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1. as condigées (5.5) e (5.6) e a equagdo (5.57);

2. as condigoes iniciais (5.4) e (5.64).

Identificando as fun¢des g;x com as componentes da métrica de variedade semi-rimenanniana
M", e fazendo uso do lema 2, do lema 3 e do teorema de Campbell-Magaard pode-se demostrar

o seguinte teorema de imersao:

Teorema 4. Seja M" uma variedade semi-Riemanniana com uma métrica dada por:
ds* = gudx'dx’, (5.67)

em um sistema de coordendas {x'} de uma vizinhanga do ponto p € M", com coordenadas

x}, = ... = x, = 0. Entdo, M" pode ser local e analiticamente imersa, no ponto p, em um espago

de Einstein de dimensdo (n+ 1) com constante cosmoldgica A se, e somente se, existem funcoes

hir(x', ..., x") analiticas em 0 € R", tais que:

hig = hy, (5.68)
g™ (Vihiy = Vi) = 0, (5.69)
g g™ [Rijim + € (highjm — hjkhim)] = —2A. (5.70)

Demonstragdo. Seja MKH a classe de todos os espacos de Einstein com dimensdo n+1 e
constante cosmoldgica A. Assume-se que M" tem uma imersao local e analitica, no ponto p,
em MX“. De acordo com o teorema de Campbell-Magaard, se temos uma imersao local entdao
existem funcdes gy (x!, ..., x" 1), satisfazendo (5.4), e existe uma fun¢io W(x',...,x"*1), ambas

analitica em 0 € R"*! tais que
ds® = gydx'dx* + ey dx" T dx"! (5.71)

corresponde ao elemento de linha de algum membro de M/’(“, expresso em um sistema de
coordenadas conveniente. Sendo o espaco ambiente um espaco de Einstein, entdo esta métrica
satisfaz naturalmente as equacdes (5.57), (5.58) e (5.59) em uma vizinhanga do ponto 0 €
R Em particular, isto é verdadeiro para pontos da hipersuperficie X! = 0, mas é sabido
que em Xy, g;; = gik> devido a nossa condigdo (5.4). Se definirmos, entdo, a curvatura extrinseca
como Ay (x!,...,x") = hy(x!,...,x",0), entdo necessariamente h;; satisfaz as equacdes (5.68),
(5.69) e (5.70).

A condigdo suficiente do teorema se dd da seguinte maneira. Necessita-se mostrar que

as equagdes (5.68), (5.69) e (5.70), sendo as fungdes g conhecidas, admitem sempre uma
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solucdo para h;.. Primeiramente, escolhe-se W(x!,...,x"*!) # 0 analitica na origem de R"*!.
Pelo lema 3, existe um conjunto tnico de fungdes gy (x',...,x"1) que satisfaz (5.4), (5.5),
(5.6), (5.52) e (5.57) e a condigdo g (x!,...,x",0) = gau(x!,....x"). Se hy e gy satisfazem
(5.69) e (5.70), entdo pelo lema 2, as fungdes g, (x', ..., x" 1) satisfazem (5.57), (5.58) e (5.59)
em uma vizinhanga do ponto 0 € R"*!, o que implica que o elemento de linha formado pelas
fungdes g, e ¥ corresponde ao elemento de linha de um espaco de Einstein com constante
cosmoldgica A. E segue-se, pelo teorema de Campbell-Magaard que M" pode ser imerso local

e analiticamente em M;‘\H.

]

No teorema 4 encontrou-se a condi¢do para que M" possa ser local e analiticamente imerso
em um espaco de Einstein de dimensdo (n+ 1). Resta-nos verificar que as equagdes (5.68),
(5.69) e (5.70), dadas as fungdes gj;, possuem sempre uma solugdo para hy. As equagdes
(5.68), (5.69) e (5.70) formam um conjunto de n equacdes diferenciais parciais onde a equagio
(5.70) faz o papel de equagdo de vinculo, tal como temos no problema de Cauchy, visto no
capitulo anterior. Embasados no teorema de Cauchy-Kowalewskaya, enuncia-se o seguinte

lema:

Lema 4. Sejam gy (x',...,x") e hyr(x', ..., x") (i < k,i > 1,(i,k) # (¥ ,n)) funcées analiticas na
origem 0 € R", com hy, satisfazendo as condigées iniciais h1(0, ...,x%,....x") = fi(x?,...,x") (k >
1) € hy (0,52, ...,x") = fi(x2,...,x"), sendo fi uma fungdo analitica no ponto 0 € R" satisfa-
zendo:

£0. (5.72)
0

grs (hrs + hsr)

rs>1 \r<ss  s<r
Entdo existe um conjunto tinico de funcées hiy(x',...,x")(i,k = 1,...,n), analiticas em 0 € R"~1,
satisfazendo as equagdes (5.58), (5.59) e (5.70).

De acordo com este lema, dado um conjunto de func¢des analiticas g;;, pode-se sempre
garantir a existéncia de func¢des hy que satisfazem o conjunto de equagdes (5.68), (5.69) e
(5.70). Portanto, o lema 4 diz que as condi¢des do teorema 4 sdo satisfeitas, permitindo assim,

enunciar o teorema final:

Teorema 5. Seja M" um espaco semi-Riemanniano de dimensdo n sendo n > 1, com elemento
de linha
ds* = gudx'dx’, (5.73)

expresso em um sistema de coordenadas de uma vizinhanga do ponto p € M", cujas coordena-

das séo x*

» = ... =X, = 0. Uma condig¢do suficiente para que M" tenha uma imersdo isométrica
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local e analitica no ponto p em um espaco de Einstein de dimensdo n+ 1, com constante cos-

mologica A, é que as fungoes g sejam analiticas no ponto 0 € R".

E importante observar que o elemento de linha do espaco ambiente serd tinico se sdo espe-

cificadas fun¢des arbitrarias que obedecem as seguintes condigoes:

1. @ — 1 fungdes hy(x',...,x")(i < k,i > 1,i,k # r',n) analiticas na origem;

2. n fungdes M1 (0,x2,...,x") = fi(x?, .., x")(k > 1) e hy, (0,x,...,x") = fi(x?,...,x") sdo

analiticas em 0 € R"~!, satisfazendo a condigdo (5.72);

3. uma fungdo Y(x!,...,x1) # 0 e analitica em 0.

Se considerar o caso em que A = 0, claramente vé-se que este teorema se reduz ao teorema
de Campbell-Magaard, o qual assegura a existéncia de uma imersao local e analitica de qualquer
espaco riemanniano no conjunto dos espacos “Ricci-flat”. Logo, o teorema acima constitui uma

generalizagdo do teorema de Campbell-Magaard.

5.3.1 Aplicacao do teorema de Campbell-Magaard

Nesta secdo, o espaco considerado serd um espaco lorentziano de dimensao n = 3. O te-
orema 5 garante a existéncia de pelo menos um espaco de Einstein com dimensao n = 4 onde
(M?3,g) pode ser imerso isometricamente. Suponha, entio, que a métrica do espaco lorentziano
seja:

ds? — it — V4 "(dx® 4 dy?). (5.74)

Assume-se que a métrica do espaco imersor seja do tipo Friedmann-Robertson-Walker e
adota-se o sistema de coordenadas gaussianas normais. Para a métrica (5.74) temos as seguintes

quantidades geométricas:

Ray = (3 -2 A3 2 Zf ) A (5.75)

R = 2A. (5.76)

O primeiro passo é determinar as fungdes &, que satisfacam as condigdes (5.68), (5.69) e

(5.70). Considere o seguinte ansatz para fi,p:

hap = C8ab, (5.77)
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sendo ¢ uma constante. A fungéo A, é solugdo da equacao (5.70) se:
R—c?g" ¢/ (gigjm — &jkgim) = —2A,
isto &,
o que nos da
= (5.78)
As condigdes (5.68) e (5.69) sdo facilmente verificadas. A partir da equagdo (5.64), tem-se:

Iz, -
ayf k= 2yhy = —2cYgy. (5.79)

onde considera-se que ¥ seja apenas uma funcdo do tempo. Derivando novamente em relagdo

a dimensao extra, temos

98 — 3§lk I

Substituindo (5.80) na equagdo (5.63), obtém-se:

Vg = 20V 8y — 2V (Gul jm — 28im8 ) (5.81)
I’y Iy —2
v : F 2y°R 5.82
+ <3y‘8y a J > +2Y R, ( )
onde assumiu-se que € = —1. A fun¢do ¥ s6 possui dependéncia na coordenada ¢; portanto,

faremos i = k = 0. Note que como foi suposto que a métrica do espago imersor € do tipo
Friedmann-Robertson-Walk, entdo nao hé presenca de termos da conexdo do tipo f(J)o- Assim,

obtém-se a seguinte equagao diferencial ordinaria para y:

AW — 622 + 29 4 29 —A =0. (5.83)

Substituindo o valor da constante ¢, tem-se:

w| >

vV--vy=0. (5.84)

A solugdo geral da EDO (5.84) é

A

v :Ae\@f +Be V3, (5.85)
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sendo A e B constantes de integracdo. Escolhendo A = 1 e B = 0 a solug¢do sera:

v(t)=eV3'. (5.86)

A métrica do espago imersor (5.71) sera:

A
ds? = di®* — ezﬁf (dx* +dy* +dz?). (5.87)

Este espaco é conhecido como espacgo de de Sitter, e para z = 0 a métrica se reduz a métrica

do espaco menor (5.74).



Capitulo 6

CONCLUSAO

Com o advento da relatividade restrita em 1905, muito se discutiu sobre a dimensionalidade
do nosso universo. Apesar das indmeras tentativas de alcangar tal resposta, esta questdo ainda

esta em aberto.

O primeiro trabalho a postular a existéncia de novas dimensdes surgiu no ano de 1914 com
o fisico finlandés Gunnar Nordstron [24], quando este percebeu que poderia unificar o campo
eletromagnético com o campo gravitacional acrescentando ao universo uma quinta dimensao.
De maneira independente, em 1919, Theodor Kaluza também com o objetivo de unificar o
eletromagnetismo com a gravitacao, postulou a existéncia de uma quinta dimensdao. Com um
formalismo elegante, Kaluza [13] mostrou que o acréscimo da nova dimensao reproduz simul-
taneamente as equagdes do eletromagnetismo e as equagdes de Einstein. Além de postular
a existéncia da quinta dimensdo, Kaluza também postulou que os campos métricos ndo de-
pendiam da coordenada associada a dimensao extra, postulado este que ficou conhecido como
condi¢do cilindrica. A condig¢do cilindrica ndo foi bem aceita pelo seu carater ad hoc, mas esta
peculiaridade foi resolvida posteriormente por Oscar Klein [14] em 1926. Klein substituiu a
condicdo cilindrica pela condi¢do de compacidade, onde a quinta dimensdo passou a ser uma

dimensao compacta, em outras palavras, a quinta dimensao possui a topologia de um circulo.

A teoria de Kaluza-Klein serviu de base para inimeras teorias de unificacdes. No inicio dos
anos 90 o fisico inglés Paul Wesson [5] sugeriu uma teoria, também em cinco dimensdes, onde
a matéria teria origem na geometria [25]. Wesson modificou a teoria de Kaluza-Klein relaxando
a hipotese de que a quinta dimensao deveria ser compacta. Nesta nova abordagem, o espago-
tempo passou a ser visto como uma hipersuperficie quadridimensional imersa em um espago
maior de cinco dimensdes. Teorias que possuem esta caracteristica passaram a ser conhecidas
como teorias de imersdes na fisica. A hipdtese de considerar o espaco-tempo quadridimensional

como sendo uma hipersuperficie € uma ideia ad hoc; portanto, surgiu a necessidade de investigar
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a validade de tal hipdtese.

A investigacdo da validade de diferentes tipos de imersdes € bem mais antigo na ma-
tematica. ApoOs a publicacdo do trabalho de Riemann [26] sobre a teoria das variedades em
1868, Schlifli considerou o problema de imersdes de variedades de dimensdao n em espacos
Euclidianos [1] e postulou que o nimero maximo de dimensdes necessarios para realizar tal
imersdo era %n(n +1). Em 1926, Janet [2] provou esta conjectura parcialmente para n = 2
usando o método de série de poténcias, e este resultado foi generalizado por Cartan para um
valor de n arbitrario [3]. A prova completa da conjectura de Schlifli veio com o trabalho de
Burstin [27].

Até este ponto, a fisica e a matemdtica desenvolviam separadamente conceitos de imersoes.
Uma ponte entre a matematica e a fisica surgiu com o trabalho de Campbell em 1926, onde
ele investigou, embora com interesse puramente matematico, a condi¢do para imersao de uma
variedade de dimensdo n em um espaco Ricci-flat de dimensdo maior. Campbell mostrou de
maneira incompleta que seria necessdria apenas uma codimensao para que houvesse tal imersao,
postulado este provado por Magaard. O teorema de Campbell-Magaard, como ficou conhecido,
foi estendido para casos em que o espaco ambiente admite uma constante cosmoldgica. O
teorema de Campbell-Magaard estendido passou a ser utilizado como base para as teorias de

imersoes, como a teoria de matéria induzida de Wesson € o modelo de Randall-Sundrum.

Paralelamente ao desenvolvimento de tais teorias, uma outra classe de problemas relaci-
onado a imersdes surgia na fisica. A teoria de equacdes diferenciais ja era bem estabelecida
na matematica, assim como suas amplas aplicagdes na fisica através de problemas de valo-
res iniciais ou através de problemas de contorno. A menos que a relatividade geral diferisse
drasticamente das demais teorias da fisica, era esperada uma formulacao do problema de valor

inicial para a mesma.

O problema de valor inicial aplicado a relatividade geral comecou com Lichnerowicz [28,
32] em 1944, e concluido posteriormente pela fisica e matemadtica francesa Yvonne Choquet-
Bruhat [29, 30] em 1952 e 1953, mostrando que as equacOes de Einstein podem ser reescritas
na forma hiperbdlica, e consequentemente, além de possuir uma formulagdo de problema de
valor inicial, o problema € bem posto no sentido de possuir uma estrutura causal bem definida

e as solucdes possuirem uma dependéncia continua em relacdo as condi¢des iniciais.

Curiosamente, apesar de terem sido desenvolvidos separadamente, o teorema de Campbell-
Magaard e o problema de Cauchy para a relatividade geral possuem muitas semelhangas. O
teorema de Campbell-Magaard é fundamentado sobre o teorema de Cauchy-Kowalewskaya

e garante a existéncia de uma imersao isométrica local de uma variedade n-dimensional em
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uma variedade Ricci-flat de dimensdo n + 1. Por outro lado, o problema de Cauchy também
¢ fundamentado sobre uma versao estendida do teorema de Cauchy-Kowalewskaya. Ademais,
mostramos no decorrer dos capitulos 3 e 4 que em ambos o0s casos € possivel trabalhar com as
ferramentas da teoria de imersoes isométricas. Em outras palavras, as duas formula¢des podem
ser tratadas do ponto de vista de folheacdes. Encontraram-se em ambas teorias equacdes de
compatibilidade (equagdes de Gauss-Codazzi) e encontraram-se também equagdes de evolugdo
para a métrica e para a curvatura extrinseca no caso do problema de Cauchy e no caso do teo-

rema de Campbell-Magaard, respectivamente.

No entanto, analisando os dois formalismos fica evidente uma primeira diferenga: a assi-
natura. No problema de Cauchy a primeira hipétese que se faz é sobre o tipo da folheagao.
Neste cendrio a folheacdo deve ser do tipo-tempo, em outras palavras, a hipersuperficie cujas
condicdes iniciais sdo definidas deve ser uma hipersuperficie tipo-espaco. Em contrapartida,
no teorema de Campbell-Magaard a dimensdo extra € espacial e a folheacdo do espago-tempo

passa a ser do tipo-espaco.

Como discutido no capitulo 4, o teorema de Cauchy-Kowalewskaya ndo € suficiente para
garantir a dependéncia continua das solu¢gdes e nem garante a estrutura causal do espago-tempo.
Diferentemente do problema de valor inicial, que para relatividade geral é bem posto, no caso do
teorema de Capbell-Magaard ndo existe nenhuma garantia sobre a continuidade das solucoes.
Vale salientar neste ponto que por se tratar de uma folheac¢ao do tipo-espago nao faz sentido
falarmos de uma estrutura causal como discutido no capitulo 4, em outras palavras, a causali-
dade s6 pode ser estudada se a varidvel dinamica do sistema for o tempo [31]. Do ponto de
vista fisico, no caso de folheacgdes tipo-espaco a propria estrutura causal estaria confinada a

hipersuperficie menor.

O grande problema que aparece é que ndo existe um teorema semelhante ao teorema 1
para folheacOes dessa natureza, ou seja, o teorema de Cauchy-Kowalewskaya garante apenas
a existéncia de solucdes analiticas, mas ndo garante que, por exemplo, se as condicdes iniciais
forem ligeiramente perturbadas as solucdes sofrerdo apenas pequenas perturbagdes. O teorema
de Campbell-Magaard possui uma formulacdo de problema de valor inicial, mas ndo é bem
posto. Ademais, a exigéncia de que as fungdes sejam analiticas € indesejavel em algumas
situacoes fisicas, por exemplo, no estudo de objetos astrondmicos a analiticidade ndo se aplica

devido a presenga de contorno nestes objetos.
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Apendice A

ESTRUTURA CAUSAL DO ESPACO-TEMPO

O espago-tempo € uma estrutura quadridimensional composta por trés dimensdes espaciais
e uma dimensdo temporal, onde um ponto individual nesta estrutura é denominado evento. As
particulas que viajam no espago-tempo tém sua histéria registrada por uma curva que denomi-
namos de linha de universo. Tais descricdes se aplicam igualmente tanto para a relatividade

especial quanto para a mecanica newtoniana.

Entretanto, hd uma diferenca sutil entre ambos os casos no que diz respeito ao conjunto de
caminhos que uma particula pode tomar. Na teoria cldssica, ndo ha nenhuma restri¢dao sobre a
velocidade que uma particula pode ter; em contrapartida, na relatividade especial uma particula
nunca atinge uma velocidade superior a velocidade da luz. Este limite imposto sobre a veloci-
dade nos permite definir, em qualquer ponto p do espago-tempo, um cone de luz que descreve

localmente o conjunto de todas as trajetdrias permitidas.

A folha superior do cone de luz é denominada futuro absoluto de p e a folha inferior de
passado absoluto de p. Os eventos que estio no futuro absoluto estdo relacionados causalmente
com o ponto p, e o conjunto de todos esses eventos compreende o futuro cronoldgico de p.
Além disso, futuro cronoldgico de p, juntamente com a superficie do cone, formam o futuro
causal de p, que do ponto de vista fisico, representa os eventos que podem ser influenciados por

um sinal emitido a partir de p.

Na relatividade geral, localmente, pode-se estender a defini¢do da estrutura causal discu-
tida acima, levando em conta, no entanto, que globalmente podem ocorrer alteracdes causadas
pela topologia ndo-trivial do espago-tempo, como, por exemplo, singularidades ou rotagdes das
direcdes do cone de luz entre dois eventos. Este apéndice tem como objetivo definir o conceito

de causalidade do espaco-tempo, agora no cendrio da relatividade geral.
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Past (pn cO

Figura A.1: Cone de luz.

Um espaco-tempo € dito orientdvel temporalmente se para qualquer p € M os vetores tipo-
tempo e tipo-luz podem ser separados em duas classes, a classe dos vetores direcionados ao
futuro, e a classe dos vetores direcionados ao passado. Em outras palavras, se um vetor do tipo-
tempo direcionado para o futuro for transportado ao longo de uma curva fechada, ao retornar
para o ponto inicial a sua natureza deve ser preservada. Em um espaco-tempo que ndo seja
temporalmente orientavel conceitos como “direcionado ao futuro” ou “direcionado ao passado”

nao sao bem definidos.

Seja (M, g,») um espago-tempo temporalmente orientdvel. Uma curva diferencidvel a(z) é
denominada curva do tipo-tempo direcionada para o futuro (passado) se em cada p € & o vetor
tangente t“ € um vetor do tipo-tempo direcionado para o futuro (passado). De maneira similar,
acurva o(t) é dita ser uma curva causal direcionada para o futuro (passado) se para cada p € «,

o vetor tangente t“ ou é um vetor direcionado para o futuro (passado) tipo-tempo ou tipo-luz.

O conjunto de todos os eventos que podem ser conectados por uma curva do tipo-tempo
direcionada para o futuro (passado) partindo do ponto p € M € denominado futuro (passado)
cronolégico de p, denotado por I~ (p). Para um subconjunto S C M, define-se I*(S) como:

I=(S) = U I*(p). (A.1)
peS

De maneira similar, o conjunto de todos os eventos que podem ser conectados por uma
curva causal direcionada para o futuro (passado) denomina-se futuro (passado) causal de p € M,
cuja representaciio é J=(p). Para um subconjunto S C M, define-se J=(S) como:

+ _ +
THS) = U (p) (A2)
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Teorema. Seja (M, g,,) um espaco-tempo arbitrdrio e seja p € M. Entdo, existe uma vizinhan¢a
normal convexa de p, isto é, um conjunto aberto U com p € U tal que para todo q,r € U existe
uma unica geodésica 'y conectando q e r onde Y estd inteiramente contida em U. Ademais,
para qualquer U, o futuro cronoldgico de p em U, I (p)|u, corresponde ao conjunto de todos
os pontos que podem ser conectados por uma geodésica tipo-tempo direcionada para o futuro

comecando em p, onde a geodésica estd inteiramente contida em U.

Figura A.2: Estrutura causal do espaco-tempo.

Seja S um conjunto fechado, acronal !. Define-se o dominio de dependéncia futura (pas-
sada) de S, denotado por D*(S), como sendo o conjunto de todos os pontos p € M, tais que
toda curva causal®, o(z), inextensivel para o passado (futuro), ou seja, que niio possui pontos
finais passados (futuros), com o(z') = p, intersecta a superficie S. A borda do dominio de
dependéncia futura (passada), D*(S), é denominada de horizonte de Cauchy futuro (passado)
H*(S).

Existe uma grande diferenga entre os conjuntos I(S) e D*(S). No conjunto I*(S) a curva
que liga dois eventos ndo necessariamente intersecta a superficie S; em contra partida, no con-
junto D*(S) a curva que liga dois eventos deve, necessariamente, intersectar a superficie S. Em
outras palavras, qualquer sinal enviado para p € D" (S) deve ficar “registrado” na superficie S.
Portanto, se fixarmos um conjunto de condic¢des iniciais sobre S seremos capazes de predizer o

que ocorrerd em p € DT (S).

O dominio de dependéncia de S, denotado por D(S), é por defini¢do:

D(S) =DT(S)uD (S). (A.3)

'Dizemos que um conjunto S C M é acronal se nio existem p,q € S tais que ¢ € I (p), ou seja, IT(S) NS é
vazio. Neste conjunto as curvas causais cruzam apenas uma vez.
2Uma curva a/(t) é dita causal se em cada ponto p € c(t) o vetor tangente for do tipo-tempo ou do tipo-luz.
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Figura A.3: Dominio de dependéncia e horizonte de Cauchy.

O conjunto D(S) representa, portanto, o conjunto completo de todos os eventos que podem

ser determinados a partir do conhecimento das condi¢des iniciais em S.

Um conjunto acronal fechado X tal que D(X) = M é chamado superficie de Cauchy. Um

espaco-tempo (M, g,») que admite uma superficie de Cauchy X € dito globalmente hiperbdlico.

Espacos que sdo globalmente hiperbdlicos sdo de grande interesse fisico uma vez que tanto
o futuro como o passado de uma particula podem ser inteiramente descritos se as condi¢des
iniciais em X forem conhecidas. Portanto, a escolha de que um espago-tempo seja globalmente
hiperbdlico é uma exigéncia fisica. Essa escolha exclui espagos exdticos que possuem, por

exemplo, curvas tipo-tempo fechadas (por exemplo, espaco-tempo de Godel).

linhas de mundo da maferia
/(_'_-— (Nipo-tampa)

curva lipo=lempao
techada —"

ralo crifico

Figura A.4: Representacio tridimensional do espaco-tempo de Godel.



Apendice B

EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS E SUAS
APLICACOES

As equagdes diferenciais, sejam elas ordindrias ou parciais, desempenham um papel cen-
tral na fisica pois, elas sdo representacoes matematicas diretas ou indiretas das leis da natureza.
Portanto, a compreensao do caréter das equagdes diferenciais e o desenvolvimento de solucoes
das mesmas tornam-se imprescindiveis para resolu¢dao de uma vasta classe de problemas fisicos.
Este apéndice tem como objetivo dar uma breve introducdo as equagdes diferenciais parciais.
De maneira simples, uma equacdo diferencial parcial (EPD) € uma equagdo diferencial envol-
vendo duas ou mais varidveis independentes xi,...,x,. Mais precisamente, uma EDP € uma
equacio com o seguinte aspecto:

du du du 92u ok
F (a_)q7..-, ax"7ax12,-.-, axlaxz,-.-, axnk,XI,...,Xn,u> —0, (Bl)

onde F : (R")* x (RN x R"x R x U — R, com U C R” um conjunto aberto, é uma funcio

conhecida e u = u(x) é a fungdo a ser determinada.

A ordem da EDP corresponde ao termo da maior derivada parcial que aparece; por exemplo,
a ordem da EDP (B.1) é k. A grande maioria das EDP’s que possuem interesse fisico sdo, em

geral, no maximo de segunda ou terceira ordem.

As EDP’s podem ser separadas em classes de acordo com a linearidade. Diz-se que uma
EDP ¢ linear se u e todas as suas derivadas parciais sdo de primeiro grau com coeficientes que

dependem apenas das varidveis independentes x1, ..., x,, caso contrdrio a EDP € dita ndo-linear.
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Como exemplo, considere uma EDP linear de segunda ordem:

. )5+ B0 31 et () =0 ®2)

=1

onde pelo menos um dos coeficientes g;; ¢ diferente de zero. Além disso, se fungdo d(x) =0a

EDP ¢ dita linear e homogénea.

Uma EDP € dita semi-linear se as derivadas parciais de maior grau sdo lineares. Para uma

EDP de segunda ordem, a forma mais geral de uma EDP semi-linear é:

2%u du du
Za,] Txox, f(, axl,...,a—xn). (B.3)

i,j=1

Se a EDP ndo se enquadra nessas classificagcdes a EDP 4 dita totalmente nao-linear.

Exemplos de EDP’s

1. Equacdo de Laplace, V21 = 0. Essa equagdo faz uma descri¢io matematica de fendmenos

estaciondrios, ou seja, independentes do tempo, como por exemplo fendmenos eletrostéticos,

hidrostética (escoamento irrotacional de ondas superficiais e fluido perfeito) e campos

gravitacionais estaticos.

2. Equacdo de onda, 8,2u = ¢?V2u+h, onde ¢ é a velocidade de propagacio da onda.
Essa equacdo estd presente em diversos fendmenos ondulatérios, como ondas eletro-
magnéticas, ondas eldsticas em solidos, incluindo cordas, membranas vibratérias e entre

outros fenOmenos.

3. Equagcdo do calor ndo-homogénea, d,u = a?VZu+h, onde « é a constante de difusividade
térmica. Esta equacao corresponde a uma descri¢ao matemaética de fendmenos de difusao,

como por exemplo a transmissao de calor em uma placa de ferro.

4. Equagio de Klein Gordon, ¢ 292y — V2y = —u’y.

Classificacao por tipo

As EDP’s semi-lineares de segunda ordem formam trés classes: elipticas, hiperbdlicas e
parabdlicas. A cada classe estdo associados diferentes tipos de fendmenos fisicos. No caso de

duas variaveis independentes a EDP semi-linear pode ser colocada na forma:

0%u 0%u 0%u
alx, y)a 5 +2b(x, y)a 2 +c(x,y)a—y2 = f(x,y,u,du/dx,du/dy). (B.4)
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A equacio (B.4) pode ser classificada de acordo com o sinal do discriminante b* — ac:

1. Eliptica se b* —ac < 0;
2. Parabdlica se b* —ac = 0;

3. Hiperbdlica se b*> —ac > 0.

A classe das equagdes elipticas descrevem fendmenos estaciondrios como por exemplo,
potenciais eletrostiticos gerados por uma distribui¢do de cargas fixas e envolvem termos com
V2 ou ¢729?/9t? + V2. De fato, se atentarmos para a equagio de Laplace no exemplo 1, no
caso de duas variaveis, tem-se:

ofu+dju=0. (B.5)

Comparando com a equagéo (B.4) os coeficientes sdo: a =1, b =0 e ¢ = 1. Portanto o discri-

minante vale —1, ou seja, a equagdo de Laplace é uma equacao eliptica.

Estdo associados a classe das equagdes hiperbodlicas fendmenos que dependem do tempo
como por exemplo, propagaciao de ondas em meios materiais cuja equacao correspondente en-

volve termos com ¢~29%/dt> — V2. A equacio de onda unidimensional é:
Pu—d2u= f(x,1). (B.6)

Os coeficientes serdo, portanto, a =1, b =0 e ¢ = —1. O discriminante serd 1, ou seja, a

equacao de onda é uma equacao hiperbdlica.

A classe das equagdes parabdlicas € uma classe intermedidria entre as equacdes elipticas
e hiperbdlicas, pois os fendmenos associados a ela podem inicialmente ter uma dependéncia
temporal mas tendem 4 um estado estaciondrio. As EDP’s parabélicas envolvem ad /ot + V2.

Suponha o fendmeno de propagacdo de calor em uma placa de ferro, cuja equacao é:
O = 2u+ f(x,y). (B.7)

Os coeficientes desta equagdo serdo: a =1, b =0 e ¢ = 0. O discriminante sera igual a zero,

portanto, a equacao de calor é uma equacao parabdlica.

Como discutido anteriormente as equacdes hiperbdlicas e parabdlicas descrevem processos
que possuem uma dependéncia temporal. A solugdo u de tais equagdes pode ser interpretada
como sendo uma evolugdo de um estado inicial (xp,f) sujeito a um conjunto de condi¢des
iniciais, ademais, a solucdo u € determinada pelas condi¢des iniciais de tal modo que a solugao
€ unica e depende continuamente das condi¢des iniciais, ou seja, os problemas que envolvem

essas duas classes de equagdes possuem uma formulacdo bem posta.



B Equacaées diferenciais parciais e suas aplicacdes 104

Apesar do tratamento de ambas as equacdes serem semelhantes, as equacdes hiperbdlicas
distinguem-se das equacdes parabdlicas pela velocidade de propagacdo dos efeitos, no caso
hiperbdlico as informagdes viajam a uma velocidade finita. Como consequéncia, o valor da
solu¢do u de uma equagdo hiperbélica em um ponto (xj,7;) depende apenas das condigdes
iniciais numa vizinhaga S do ponto xo. Em outras palavras, se fizermos uma perturbagdo nas
condicoes iniciais fora da regido S a solu¢do permanecerd a mesma. Do ponto de vista fisico as

equagdes hiperbodlicas satisfazem naturalmente a condicao de causalidade.



