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Resumo

Nesta tese discutimos alguns aspectos fundamentais da teoria quantica de um ponto de
vista mais contemporaneo, onde também pudemos desenvolver trés trabalhos. No primeiro
analisamos teoricamente um interferometro de fenda dupla para atomos. Mostramos que
se os autoestados de energia do atomo estao correlacionados com os comportamentos de
particula e de onda do mesmo, fenomenos complementares podem ser medidos simulta-
neamente, indicando uma reinterpretagao do principio da complementaridade. O mesmo
aparato também apresentou propriedades de apagador quantico. No segundo apresentamos
um interferometro de duas particulas e a maneira como a decoeréncia afeta o grau de in-
terferéncia. Mostramos como os constituintes do ambiente, aqui considerados como fétons,
podem destruir a oscilacao na taxa de coincidéncia de deteccao das particulas. Devido
a sua caracteristica temporal, chamamos este processo de decoeréncia temporal quantica.
No tltimo trabalho estudamos a existéncia de uma nova familia de solucoes ortogonais da
equacao paraxial da luz. A amplitude complexa desses feixes sao proporcionais as funcoes
hipergeométricas confluentes, que denominamos modos hipergeométricos do segundo tipo
(HyG-II). Demonstramos formalmente que um meio com um perfil hiperbélico de indice
de refracao pode gerar e suportar essa classe de feixes. Uma vez que esses modos sao
autofungoes do momento angular orbital do foton, concluimos que uma fibra otica com
este perfil de indice, em certas situagoes, poderia levar vantagem em relacao a outras fibras

com indice variavel na capacidade de transmissao de dados.

Palavras-chave: Principio da complementaridade, decoeréncia, momento angular orbi-

tal da luz.
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Abstract

In this thesis we discuss some fundamental aspects of the quantum theory from a con-
temporaneous point of view, where we could develop three works. In the first we analyze
theoretically an atomic double-slit interferometer. It has been shown that if the energy
eigenstates of the atom are correlated with its particle and wave behaviors, complementary
phenomena can be measured simultaneously, indicating a reinterpretation of the comple-
mentarity principle. We also demonstrate that this experiment possesses quantum erasure
properties. In the second we present a two-particle interferometer in order to analyze the
way in which decoherence affects quantum interference. It has been shown how the en-
vironmental constituents, here considered as photons, can destroy the oscillations in the
coincidence detection rate of the particles. Due to the temporal characteristic of this kind
of interference, we name this process as quantum temporal decoherence. In the last work
we study the existence of a novel complete family of exact and orthogonal solutions of the
paraxial wave equation. The complex amplitude of these beams is proportional to the con-
fluent hypergeometric functions, which we name hypergeometric modes of type-11 (HyG-II).
It is formally demonstrated that a hyperbolic-index medium can generate and support the
propagation of such a class of beams. Since these modes are eigenfunctions of the photon
orbital angular momentum, we conclude that an optical fiber with hyperbolic-index profile

could take advantage over other graded-index fibers by the capacity of data transmission.

Keywords: Complementarity principle, decoherence, orbital angular momentum of light.
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Capitulo 1

Introducao

A fisica moderna é fundamentada em duas grandes teorias do século passado: a mecanica
quantica e a relatividade. Ambas foram desenvolvidas para descrever fenomenos onde a
mecanica newtoniana falhava. A primeira tem o seu dominio na descricao do comporta-
mento das pequenas particulas, tais como os dtomos, onde a teoria de Newton fornece
predi¢oes completamente equivocadas. A segunda obteve sucesso na descricao dos corpos
com grandes velocidades, onde novamente a fisica de Newton nao podia explicar alguns
resultados experimentais bésicos. Essas teorias téem mudado radicalmente a nossa intuicao
dos mundos microscopico e macroscopico. Porém, é importante enfatizar que essas teorias
exigiram da comunidade cientifica grandes esforgos e um bom periodo de tempo para reco-
nhecer todas as implicagoes dessas teorias, que, notavelmente, nunca encontraram nenhuma
controvérsia experimental até os dias atuais. Particularmente, nesta tese, nos dedicaremos
ao estudo de alguns dos fundamentos da mecanica quantica e a algumas de suas recentes
aplicagoes.

Em nossa vida cotidiana, os objetos sao considerados como estando localizados em
algum lugar, existindo em algum instante de tempo e se deslocando a uma certa velocidade.
A fisica newtoniana estipula que, uma vez que conhecemos a velocidade e a posi¢ao de um
objeto de uma dada massa, bem como as forcas que atuam nele, é possivel determinarmos
completamente todo comportamento futuro desse objeto. Por exemplo, se vocé conhece as
posicoes e as velocidades do sol, da lua e da terra, vocé podera determinar com excelente

’

precisao quando o proximo eclipse solar ird acontecer. E impressionante como tao pouca



informacgao é necessaria para se deduzir tanto.

Esses objetos, além das leis da fisica, ou por causa delas, também obedecem a légica
Booleana. Ainda nao estd claro se essa logica é algo diferente da fisica (provavelmente nao),
mas vamos falar sobre ela por um momento. A regra bésica da légica Booleana é excluir
o intermediario. Um objeto, tal como uma maca, esta posicionada “aqui” ou “nao aqui”,
mas nenhuma outra possibilidade é permitida. Se algo existe, mas nao estd aqui, entao
estd em algum outro lugar. Objetos existem ou nao, nenhuma terceira opgao é logicamente
possivel de acordo com Boole.

Outra lei importante da logica Booleana diz que se pensarmos a respeito de uma pro-
posicao (“a maca estd na mesa”) e pensarmos em outra proposicao (“a maca tem velocidade
zero”), entdo a ordem com que anunciamos essas proposigoes pode ser revertida e ainda
concluiremos o mesmo resultado, ou seja, dizer que “a maca esta em repouso sobre a mesa”
¢ simplesmente o mesmo que dizer que “a maca estd na mesa e em repouso”. Esta lei é
conhecida como comutatividade das proposicoes.

Como vemos, tudo isso é simples e direto. Porém, em desacordo, o mundo dos objetos
microscopicos nao obedece a logica Booleana, e sabemos disso a partir da experiéncia com
um enorme grau de precisao. Objetos, tais como elétrons, dtomos ou fétons (particulas de
luz) podem, de certa forma, existir em vérias posi¢oes (ou ter vérias velocidades) todos
ao mesmo tempo. Além disso, se estabelecermos que um elétron esta aqui agora e depois
afirmarmos que ele tem uma dada velocidade, definitivamente, ndao é a mesma coisa que
dizer que o elétron tem a dada velocidade e depois afirmar que ele estd aqui agora. Na
légica quantica, tanto a lei de excluir intermediarios, quanto a da comutatividade das
proposicoes sao simplesmente violadas. Estranhamente, o mundo microscépico nao condiz
com a logica dos objetos classicos tao comuns em nossas vidas diarias. Vamos discutir
um experimento que dramaticamente demonstra esta discérdia. Este simples experimento
ilustrara o comportamento quantico da luz. Tal colocacao esta sendo feita apenas para
motivar o tema da nossa discussao sem entrar em muitos detalhes nesse estégio.

O aparato da Fig. 1.1 é chamado de interferometro de Mach-Zehnder. Ele consiste em

dois espelhos, F e Es, e dois divisores de feixe, DF; e DF5, com iguais probabilidades de



reflexao e de transmissao. Vamos averiguar o que acontece nesse aparato quando um tnico
féton entra nele. Para tal, precisamos conhecer como se dé a acao de um divisor de feixe.
Isso pode ser resumido de acordo com a seguinte equagao:

a) — %uw +il), (L1)

que significa que o estado a transforma-se em uma superposicao dos estados b e c. Esta é
apenas uma maneira formal de dizer que a particula que entra pelo caminho a saira pelos
caminhos b ou ¢ com probabilidades iguais. A fase imaginaria na frente de ¢ significa que
quando a luz é defletida de 90° por um espelho ou divisor de feixe, ela adquire um fase de
¢™/2 = i (a origem da fase é puramente cléssica, ou seja, pode ser derivada das equacdes

de Maxwell [3]). Com isso em mente, o interferometro de Mach-Zehnder mostrado na Fig.

Figura 1.1: Interferometro de Mach-Zehnder.

1.1 procede da seguinte forma:

1

i 72+
B L1y i) = 2 (i)) -
5 B i) = 515 — [4)
o 1. . . B
28 56 +17) = (@16) + 7)) = — 7). (1.2)

Dessa forma, se tudo for arranjado adequadamente, e se ambos os bracos do interferometro

tiverem o mesmo comprimento, entao o foton sé poderd ser detectado pelo detector Ds.



Este fenomeno é mais comumente conhecido como interferéncia, que é uma propriedade ca-
racteristica das ondas. Entretanto, é sem duvida impressionante o fato de que as particulas
de luz também possuam esta propriedade.

O que aconteceria se detectassemos os fotons apds o primeiro divisor de feixe e de-
sejassemos saber que caminho eles seguiram? O resultado é que metade dos fétons seriam
detectados no braco 2 e o restante deles seriam detectados no braco 3. Assim, parece que
os fotons, apds o primeiro divisor, “escolhem” aleatoriamente se mover por um caminho
ou por outro com a mesma probabilidade. Utilizando esta linha de raciocinio para ambos
divisores de feixe, esperar-se-ia que ambos detectores recebessem fotons, em média, com
a mesma frequéncia. Mas, nao € isso o que vemos. Na realidade, apenas o detector 2
absorve fotons. A amplitude e, consequentemente, a probabilidade do detector 1 absorver
é zero. Isso quer dizer que o estado do féton apds o divisor de feixe é mais que apenas
uma mistura estatistica de duas probabilidades. Como vimos, ele é uma superposicao, o
que quer dizer que os fétons percorrem os dois caminhos (ao contrario do que se esperaria
para uma particula). Esta é a razao pela qual se usa vetores para se expressar estados
quanticos: a superposicao de estados é permitida.

Observe que nao estamos utilizando uma descricao sofisticada do sistema fisico neste
capitulo introdutério. Existem razoes para isso. Primeiro, existem varias caracteristicas
importantes do sistema quantico que podem ser corretamente descritas utilizando uma
teoria menos sofisticada. Segundo, comegar com um formalismo simples e elevar o grau de
sofisticacao ao longo do texto tem um grande valor pedagdgico.

Antes de falarmos sobre o conteido deste texto, concluiremos a descricao do experi-
mento exposto acima apontando uma outra caracteristica estranha dos sistemas quanticos:
a medida livre de interacao [1], que foi realizada experimentalmente com lasers e divisores
de feixe [23]. Suponha que em um interferometro de Mach-Zehnder bloqueamos um dos
caminhos apés o primeiro divisor, inserindo um meio absorvedor como mostrado na figura
1.2. O que acontece entao? Obviamente, se o féton for absorvido, nenhum dos dois detec-
tores ira registrar o féton. Entretanto, se o féton nao for detectado, ele terd, no segundo

divisor, uma chance igual de ser transmitido ou refletido tal que os detectores irao regis-
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trar os fotons com a mesma frequéncia, em média. Em outras palavras, a interferéncia foi
destruida pela simples presenca do absorvedor. Assim, temos uma conclusao intrigante:
podemos detectar a presenca de um absorvedor em um caminho sem que o foton sequer se
aproximasse dele; dai a medida livre de interacao. Dessa forma, se o detector 2 registra o
féton, entao, necessariamente, o féton tomou o caminho 6, que implica a existéncia de um
obstaculo no caminho 5. No caso contrario, somente o detector 1 registraria o féton. Isto é
certamente incrivel, e é somente uma das bases da descricao quantica da luz e de varios dos

fenomenos que abordaremos ao longo desta tese. No proximo capitulo, discutimos alguns

|6)
E, |4)
ﬂ |7)
| 3> absorvedor
1) DF, 15)
12) E,

Figura 1.2: Este aparato mostra o quao estranha a mecanica quantica é. A presenca ou a
ausencia do absorvedor pode ser determinada sem a interacao direta com ele. Isto leva a
nocao de medida livre de interagao - um tema ainda aberto em mecanica quantica.

dos fundamentos da teoria quantica, dando énfase ao estudo da complementaridade e suas
mais recentes implicacGes. Apesar de ser um principio fundamental da teoria, demostrare-
mos de uma maneira factivel do ponto de vista experimental como a complementaridade
talvez precise de reinterpretacao, como sugerido por alguns trabalhos recentes. O capitulo
3 examina o aparente conflito acerca de uma possivel fronteira entre os mundos quantico e
classico, apresentando o papel da decoeréncia como uma resposta para esta questao. Intro-
duzimos essa teoria para um sistema composto de fendas duplas, onde pudemos explorar a
sua fenomenologia de uma maneira relativamente simples. O capitulo 4 estende a aplicacao
da mecanica quantica no ambito da ética, onde utilizamos suas propriedades para estudar

os modos de propagacao da luz em uma fibra ética com um perfil de indice de refracao



radialmente hiperbdlico. Demonstramos como uma fibra desse tipo pode levar vantagem
na capacidade de transmissao de dados, quando comparada com as bem conhecidas fibras
com indice de refracao com perfil quadratico. Para concluir, o capitulo 5 expoe as nossas
conclusoes de uma forma abrangente e apresenta os possiveis rumos que esta pesquisa pode

seguir a partir dos trabalhos introduzidos aqui.



Capitulo 2

Complementaridade: Uma nova
perspectiva acerca de um principio
fundamental

O principio da complementaridade distingue o mundo dos fenomenos quanticos das
propriedades da fisica cldssica. Foi proposto por Niels Bohr em 1928 [4], numa época em
que a mecanica quantica, do modo em que a conhecemos hoje era ainda muito recente, e
todos os exemplos utilizados para ilustrar a complementaridade se referiam a posicao e ao
momento da entidade quantica, seja ela um féton ou uma particula com massa. Esta é a
razao histérica pela qual o principio da complementaridade é frequentemente identificado
como a dualidade particula-onda da matéria.

Richard Feynman, quando memoravelmente discute o experimento da fenda dupla em
sua introdugado a mecanica quantica [5], nota que este comportamento dual contém o
mistério basico da teoria quantica. De fato, ele vai além quando diz: “Na realidade, este é
o Unico mistério.”

A complementaridade, entretanto, é um conceito mais geral. Dizemos que dois ob-
servaveis sao complementares se o preciso conhecimento de um implica que todos os
possiveis resultados da medida do outro sao igualmente provaveis. Podemos ilustrar isso
com dois importantes exemplos. O primeiro diz respeito a posi¢ao e ao momento (ao longo
de uma mesma dire¢ao) de uma particula: se a posi¢ao estd determinada entao o resultado

acerca da medida do momento nao pode ser previsto e todos os valores sao igualmente



provaveis. O segundo envolve duas componentes perpendiculares do spin de uma particula
com spin meio: se a componente vertical tem um valor definido (“up” ou “down”), entao se
medirmos a componente horizontal, ambos os valores (“esquerda” ou “direita”, por exem-
plo) podem ser encontrados com a mesma probabilidade. Assim, enunciamos o principio

da complementaridade como:

“Para cada grau de liberdade, as varidveis dinamicas sao um par de observdveis comple-

mentares.”

De uma maneira menos formal e menos precisa, temos: “Nao importa como o sistema
¢ preparado, existe sempre uma medida cujo resultado € totalmente imprevisivel.” Assim,
como dissemos no capitulo anterior, no mundo microscopico o conhecimento completo so-
bre o futuro, no sentido da fisica classica, é impossivel. Este, em sua esséncia, é o mistério
apontado por Feynman. Na sua formulacao original, Bohr também chama a atengao sobre
como se verifica a acao da complementaridade nos experimentos: “O estudo dos fenomenos
complementares exige aparatos experimentais mutuamente exclusivos [4].” Em outras pala-
vras, ele quis dizer que um mesmo aparato experimental nao pode exibir duas propriedades
complementares para um mesmo sistema quantico. Este é o ponto que exploraremos mais
diretamente ao longo deste capitulo.

A partir do trabalho de Bohr, varios experimentos foram propostos para enfatizar a
complementaridade na fisica quantica. Dentre os mais notaveis podemos citar o experi-
mento de recuo da fenda de Einstein [6], a interacdo elétron-féton de Feynman [5] e o

microscépio de Heisenberg [7]. Na préxima secao, analisaremos o primeiro deles.

2.1 Experimento da fenda dupla, informacao sobre o
caminho e complementaridade.

Se considerarmos a Fig. 2.1, onde esbocamos um experimento de fenda dupla usual

em que particulas (tais como elétrons) se aproximam da esquerda, vemos que, apds a



passagem, elas sao detectadas em uma tela deixando suas marcas. Como previsto pela

mecanica quantica e confirmado através de experimentos, existem dois regimes limites.

Figura 2.1: Arranjo experimental da fenda dupla. O padrao de interferéncia pode ou nao
ser observado, dependendo do quanto sabemos sobre o caminho das particulas.

1. Cenario ondulatério. Se nos abstermos de medir por qual fenda o elétron passou, a
densidade de particulas observada na tela corresponde a um padrao de interferéncia dado
por p(x) = 3|Y1(z) + 2(x)|?, ou seja, temos uma densidade de probabilidade referente &
superposicao de ondas parciais, 11(x) e 1o(x), representando a passagem através da fenda
1 e 2, respectivamente.

2. Cenario de particula. Se posicionarmos um detector proximo a uma das fendas para
descobrir por qual fenda a particula passou, o padrao de interferéncia desaparece. Neste
caso, a densidade de particulas na tela é simplesmente uma soma classica dos padroes
criados pelas particulas caso elas passassem somente pela fenda 1 ou 2 de cada vez, p(x) =
%|¢1($)|2 + %|w2(:p)|2. A explicacao para o segundo caso é que, segundo a teoria quantica,
o estado de uma particula que esta sujeita a atravessar duas possiveis fendas é dada pela
superposicao ¥ (z) = (11 (z)+1(x))/v/2 das ondas parciais, 11 () e ¥,(x), correspondentes
a passagem pelas fendas 1 e 2, respectivamente. Se medirmos a posicao da particula em uma
regidao proxima a uma das fendas e realmente a encontrarmos 14, localizamos (colapsamos) a
fungao de onda v (z) nesta regiao, alterando a configuracao estendida que ela possuia antes
da medida. Esta é uma consequéncia de um dos postulados mais fundamentais da teoria:

A medida colapsa a superposi¢ao 1(z) em uma das componentes ¢ () ou ¥9(x). Note que



esta é uma versao simplificada aplicada apenas a dois possiveis estados. De qualquer forma,
o fato é que nao poderemos obter um padrao de interferéncia se uma medida da posicao
da particula for efetuada junto as fendas. Em outra palavras, sempre que tentamos obter
informagao sobre o caminho da particula para saber por qual das fendas ela passou, nao
poderemos evitar que a particula perca as suas propriedades quanticas. Este fenomeno
é conhecido como decoeréncia, que serda o tema do proximo capitulo. Neste contexto,
utilizando as palavras de Bohr [4], “existe uma complementaridade entre a informagao
sobre o caminho (carateristica de particula) e a interferéncia (caracteristica de onda)”.

O principio da complementaridade e as suas aplicagoes tém sido objeto de varios estudos
desde a sua concepcao até os dias atuais. Aqui, gostariamos de salientar a lendaria discussao
entre Einstein e Bohr acerca deste principio na quinta conferéncia de Solvay em 1927 [6].
Nesta conferéncia, Einstein desafiou Bohr com uma experiéncia de pensamento envolvendo
a fenda dupla. Ele argumentou que, baseado na lei de conservacao do momento, a passagem
da particula através da fenda de cima (ou de baixo) causaria um recuo da fenda devido a
colisao com a particula, caso as fendas estivessem livres para se mover, supondo também
que poderiamos medir a direcao de recuo da fenda. O aparato descrito permitiria, pelo
menos em principio, descobrir qual das fendas foi atravessada pela particula, obtendo-se,
dessa forma, informacao sobre o caminho. Einstein também argumentou que, uma vez que
o padrao de interferéncia é devido somente a interferéncia entre os dois pacotes de onda
emergindo das fendas, seria possivel obter tanto a informagcao sobre o caminho quanto o
padrao de interferéncia, em aparente contradicao com a ideia da complementaridade que
viria a ser publicada no ano seguinte.

Naquela ocasiao, Bohr prontamente contornou o desafio com o seguinte argumento.
O recuo nas fendas causado pela colisao com as particulas seria muito pequeno. Para
se observar uma variacao de momento desta ordem, teriamos que conhecer o momento
inicial das fendas com uma precisao da ordem da variacao causada pela colisao. De acordo
com o principio da incerteza de Heisenberg, que era a grande celebracao da época, tal
precisao no momento acarretaria uma grande incerteza sobre a posicao das fendas. Esta

incerteza, segundo os célculos demostrados por Bohr, seria da ordem (ou mesmo maior)
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Figura 2.2: Experiéncia de pensamento de Einstein para se obter, simultaneamente, in-
formacgao sobre o caminho e interferéncia em um arranjo de fenda dupla.

do tamanho caracteristico da franjas de interferéncia. Dessa forma, nenhum padrao de
interferéncia poderia ser observado: a posicao de um méaximo de interferéncia para uma
possivel posi¢ao coincide com a posicao de um minimo do padrao de outra possivel posicao,
e, consequentemente, o padrao resultante nao exibiria interferéncia. E, mais uma vez, a
teoria quantica triunfava contra os ataques de Einstein!

O ponto central no argumento de Bohr é que obter informagao sobre o caminho, ine-
vitavelmente, perturba o sistema, o que também se mostrou verdade na discussao acima.
Entretanto, como demonstrado por Wootters e Zurek [8] e investigado por Scully e Driihl
9], em certas situagoes é também possivel obter informagao sobre o caminho de tal maneira
que nao exista uma mudanga significativa na funcao de onda da particula, moderando o
efeito da incerteza sobre a posicao e o momento apontados por Bohr. Exploraremos esse

topico de uma maneira mais elaborada na secao 2.4.

2.2 Emaranhamento quantico

Vamos agora discutir o conceito de emaranhamento, que é de suma importancia para
o entendimento deste e do proximo capitulo. Comecemos pela ideia principal. Suponha
que temos um sistema quantico S, descrito por um estado |¥), que é composto de dois

subsistemas S; e Sy. O estado |¥) do sistema S é dito emaranhado com respeito a Sy e
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S,, se ele nao puder ser escrito como um produto tensorial dos estados desses dois sub-
sistemas individuais, ou seja, se nao existir nenhum estado [¢)), de S; e |¢), de Sy tal
que |U) = |¢),|¢),. Em outras palavras, um estado de S; e Sy é dito emaranhado se
ele ndo puder ser escrito na forma |¥) = [¢), |¢),, com [¢), e |¢), denotando estados
dos subsistemas S; e Sy, respectivamente. Como exemplo, considere duas particulas de
spin meio descritas através da base |0), e |1),, com i = 1,2, de seus respectivos espagos
bidimensionais. Os estados |0), e 1), correspondem a particula i tendo o seu spin apon-
tando “up” ou “down”, respectivamente, ao longo de um dado eixo no espaco. Existem
quatro tipos de estados emaranhados para um sistema composto de duas particulas de spin
meio que estao maximamente emaranhados (que serd explicado seguir). Esses estados sao

comumente chamados de estados de Bell e sao dados por:

oo L
5% = (100,100, £ 1), 1)) (2.1)
%) = (10}, |1}, % |1, [0),). (2.2)

V2

Nao é dificil ver que esses estados nao podem ser escritos como um produto tensorial dos
estados dos subsistemas, pois, nas equagoes acima, os estados |0), e |1); dos subsistema S
tém uma correlacdo um a um com os estados |0), e |1), do subsistema S.

Mas, afinal, o que esta definicdo de emaranhamento significa? Se V) = |1), |@), ,
ou seja, se S7 e Sy nao estiverem emaranhados, entao podemos considerar os subsistemas
S1 e Sy como entidades individuais e independentes. Cada subsistema possui seu préoprio
estado, que constitui uma completa descricao do estado fisico do sistema, e nao existem
propriedades fisicas do sistema como um todo que nao possam ser obtidas medindo-se os
subsistemas individualmente. Em outras palavras, os subsistemas, apesar de serem consi-
derados como uma parte do sistema composto, retém completamente suas individualidades.
O sistema composto é simplesmente a soma das duas partes, sem correlacoes entre elas.
Este é também o tipo de composicao encontrado na fisica classica. Por outro lado, se o
estado do sistema nao puder ser escrito na forma |U) = [¢), |¢),, todas essas caracteristicas

classicas deixam de existir, e os subsistemas sao dependentes entre si. Dessa forma, nao
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podemos atribuir estados quanticos aos subsistemas S; e Sy isoladamente e dizemos que
eles estao emaranhados. O termo emaranhamento foi cunhado por Schrédinger em 1935

ao enfatizar suas propriedades nao classicas [10]:

“Quando dois sistemas quanticos interagem temporariamente e se separam novamente, pode
ser que eles nao possam mais ser descritos independentemente como era no principio; eles
de certa forma trocam e retém informacoes entre si. Eu nao diria que esta é uma das ca-
racteristicas fundamentais da mecanica quantica, mas que é simplesmente a unica; aquela

que a difere de qualquer linha de pensamento cldssico.”

As particularidades do emaranhamento tém sido confirmadas em vérios experimentos, por
exemplo, utilizando pares de fétons emaranhados separados por uma distancia de varios
quilometros [11]. O emaranhamento é também o coragao de varias possiveis tecnologias a
serem implementadas no futuro, tais como a computagao quantica e a criptografia quantica.
Esta tltima promete ser a primeira grande aplicacao da mecanica quantica a nivel funda-

mental.

2.3 Esquema de medida de von Neumann

Se tivermos dois sistemas separados (ndo emaranhados), como é possivel que eles se
tornem emaranhados? Como é possivel que esses sistemas percam as suas individualidades
e se tornem correlacionados? O emaranhamento quantico pode ser visto como um produto
do principio da superposicao em conjunto com a dinamica linear da evolucao temporal da
equagao de Schrodinger. O processo resultante é representado em termos do esquema de
medida de von Neumann, um processo idealizado por von Neumann durante os primeiros
anos de criagao da teoria quantica e discutido em seu seminal livro de 1932 [12]. A meta
de von Neumann era descrever o ato da medida em termos puramente quanticos como a
interacao fisica entre o sistema e o aparato de medida, tratando ambos como entidades

quanticas. E importante notar que esse tratamento estd em completa contradicao com a
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interpretacao de Copenhague, que havia postulado que aparatos devem ser objetos classicos,
e que portanto nao sao regidos pelas leis da mecanica quantica.

Apesar dessa contradi¢ao, o esquema de von Neumann é a maneira mais simples de en-
tender como o emaranhamento surge. Além disso, ele nos permite introduzir o formalismo
basico da decoeréncia, onde o papel do aparato de medida é feito pelo ambiente externo que
interage com o sistema. Como ja mencionado, esse tépico serd desenvolvido no proximo
capitulo.

Apés esta breve introducgao, vamos apresentar o esquema de medida. Os ingredientes
necessarios sao: um sistema S, descrito por um espaco de Hilbert Hg com vetores base
{|s;)}, e um aparato de medida A (usualmente macroscépico), formalmente representado
por vetores base {|a;)} num espago de Hilbert H4. Como se espera, o propdsito do aparato
é medir o estado do sistema S. Podemos considerar o aparato como sendo um apontador
que se move para a posi¢ao “i”, representado pelo estado |a;), se o sistema estiver no estado

|s;). Assumindo que antes da medida o aparato esta no estado “pronto” |a,), a interagao

de medida entre o sistema e o aparato serd da seguinte forma:

|si) lap) = [si) ai) (2.3)

w:n
]

para todo “7”. Os estados inicial e final sao produtos tensoriais dos espacos de Hilbert, Hg
e H,, descrevendo o sistema total SA. Como vemos, a medida tem uma correspondéncia,
um a um, entre os estados do sistema e os estados do aparato. Note também que, quando
escrevemos o lado direito da equagao (2.3), assumimos que a interagao nao muda o estado
do sistema. Devido a essas restri¢oes, este esquema de medida ¢ considerado como sendo
ideal.

Agora vem o ponto chave! Até aqui a interacao 2.3 nao gerou nenhum emaranhamento:

o estado final do sistema e do aparato ainda é separavel. Entretanto, vamos considerar o

que acontece se o sistema comega em uma superposi¢ao de estados base |s;),
) = Z cilsi) - (2.4)
i
Neste caso, a linearidade da equacgao de Schrodinger implica que a combinacao do sistema
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e do aparato vao evoluir de acordo com o seguinte processo:

) lar) = (Z Ci |Si>> |ar) — Zcz' [si) lai) - (2.5)

(2
Esta evolucao também representa o esquema de medida de von Neumann.

A inspecao do lado direito de (2.5) mostra que o estado final do sistema e do aparato
¢ um estado emaranhado no sentido que foi definido acima, ou seja, nao podemos atribuir
um estado individual ao sistema ou ao aparato. Dessa forma, o emaranhamento surgiu
naturalmente da dinamica do sistema. A superposicao, inicialmente presente apenas no
sistema, foi amplificada de tal forma que, ao final do processo, passou a envolver o aparato.
E importante mencionar o fato de que em (2.5) a medida nao foi completada, no sentido
de fornecer um resultado. Apenas a interacao entre o sistema e o aparato foi concluida.

Dessa forma, é comum chamar este processo de pré-medida.

2.4 Descricao do experimento da fenda dupla em ter-
mos do emaranhamento

Na secao 2.1 haviamos nos questionado sobre a possibilidade de se obter informacao
sobre o caminho da particula no experimento da fenda dupla e ao mesmo tempo verificar o
padrao de interferéncia na tela de detecgao. A resposta a essa pergunta, como mencionamos
naquela secao, ¢ afirmativa. Entretanto, para discutir e explicar esta caracteristica, o
simples postulado do colapso da funcao de onda é insuficiente. De fato, o colapso é algo
descontinuo e irreversivel. Assim, é improvavel que tal transformacao esteja envolvida
num suave e continuo processo de mudanca na interferéncia e na quantidade de informacgao
sobre o caminho. Ao invés, tentaremos descrever esse fenomeno através do esquema de
medida de von Neumann [12] e do emaranhamento. Esta descrigao sera também a base do
nosso estudo sobre decoeréncia no préximo capitulo. Lé a informagao sobre o caminho (ou
estado) do sistema serd dada através da interagao entre o sistema e o ambiente externo.

Vamos denotar os estados da particula passando pelas fendas 1 e 2 por [¢1) e |¢9),

respectivamente. Como antes, colocamos um detector préximo a cada fenda, com ambos
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detectores inicialmente no estado “pronto” (|pronto)). Se denotarmos os estados dos detec-
tores acusando a passagem da particula pelas fendas 1 e 2 por |1) e |2), respectivamente,

poderemos escrever

|¢1) [pronto) — [¢r) [1) (2.6)

|h2) [pronto) — |¢2) [2) (2.7)

descrevendo a dinamica do sistema quando somente a fenda 1 (ou 2) estd aberta. Utilizando
(2.6) e (2.7), obtemos a evolugdo dinamica do esquema de von Neumann, levando a um
sistema particula-detector que esta emaranhado.
1
V2

Note que os estados dos detectores |1) e |2) atuam como “apontadores” dos estados |1);)

(I1) + [¢2)) [pronto) — %(Iwﬁ 1) + [42) 2)). (2.8)

e |1,) da particula. Como podemos descrever o comportamento da particula ao realizarmos
uma medida sobre a posicao dela numa tela de deteccao? Nesse caso, a quantidade de

interesse é a matriz densidade reduzida da particula, que é dada por!

Pparticula = %Wﬁ (1] + [02) (o] 4 [¥01) (o] (2[1) + [h2) (hn] (1]2)]. (2.9)

Esta matriz densidade corresponde a uma densidade de particulas p(z) na tela de

detecgao dada por:

) = {lpparsicual) = 1A + (@) + Re{wn(@)s(@) 21}, (2.10)

onde ¥;(z) = (x|1;), com i = 1,2. O ltimo termo descreve um padrao de interferéncia, e
podemos ver que a visibilidade do padrao é quantificada pelo produto interno (2[1). Em
particular, o caso limite da distinguibilidade perfeita entre os estados do detector |1) e |2),

(2|]1) = 0, corresponde ao comportamento de particula:

1 1
p(z) = (Z|pparticuta|T) = 5\%(1’)\2 + §\¢2($)\2- (2.11)

1O conceito de matriz densidade reduzida é mais comumente vinculado ao estudo da decoeréncia, que
serd o tema do capitulo 3. Por isso, decidimos adiar a sua demonstragao para a segao 3.2, deixando a
critério do leitor dirigir-se a referida se¢do para entendé-la antes de continuar deste ponto, ou aceitar o
presente resultado, provisoriamente, sem prejuizos.
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Por outro lado, se |1) e |2) sdo completamente incapazes se distinguir o caminho da
particula, (2|1) = 1, temos um cenério de onda, ou seja, temos um padrao de interferéncia

perfeito.

p(x) = (2| pparticuta|T) = %|¢1(35)|2 + %W’Q(@P + Re{t1(x)y5(x)} (2.12)

Na situagao em que o detector obtém alguma informacao sobre o caminho com pouca re-
solugao, tem-se uma distinguibilidade entre os estados dos detectores dada por um niimero
entre zero e um. Podemos observar de (2.9) que conseguiremos ver um padrao de in-
terferéncia, mas sua visibilidade decai progressivamente quando o produto interno (2|1)
decresce, ou seja, quando os estados dos detectores |1) e |2) tornam-se mais distinguiveis
(a informagao sobre o caminho aumenta).

Assim, conseguimos demonstrar que é possivel observar um padrao de interferéncia e ao
mesmo tempo obter alguma informagao sobre o caminho das particulas no experimento da
fenda dupla, uma vez que esta informacao seja incompleta. Se a informagcao for precisa, o
padrao desaparece. Em sua andlise sobre a complementaridade neste tipo de experimento,
Wooters e Zurek [8] mostraram que podemos obter uma quantidade de informagao sobre
o caminho relativamente precisa, e ao mesmo tempo conseguir um padrao de interferéncia
visivel. Especificamente, eles mostraram que 90% de certeza sobre o caminho ainda permite
um contraste de 50% no padrao de interferéncia.

Em resumo, a visibilidade de um padrao de interferéncia é simplesmente determinada
pela quantidade de informagao sobre o caminho disponivel em algum sistema emaranhado
com o objeto de interesse. Assim, a complementaridade pode ser considerada como uma

consequéncia do emaranhamento quantico.

2.5 Apagador quantico (“Quantum erasure”)

No exemplo que analisamos na ultima secao, vimos que durante a criagao do emara-
nhamento, a superposicao de estados, inicialmente restrita a um dos sistemas, se expande
e passa a ser uma propriedade do sistema composto. A possibilidade de uma possivel re-

versao da expansao é baseada no fato de que a evolucao do conjunto sistema-detectores, ou
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sistema-ambiente (caso mais genérico), é completamente unitéria. O que queremos dizer é
que a aplicacao de uma transformacao unitaria apropriada a combinacao sistema-ambiente
pode desemaranhar o sistema do ambiente, e, consequentemente, a prépria dinamica é ca-
paz de recuperar o estado inicial do sistema, ou seja, um estado separavel entre o sistema
e o ambiente.

O fenomeno que trataremos nesta secao ilustra esse fato. O exemplo que segue é um
caso particular do que se chama apagador quantico [13]. Trata-se de um sistema simples
de entender, que esclarece muito bem a fenomenologia do problema, mas que até os dias
atuais nao foi realizado experimentalmente na sua formulagao original.

Considere um feixe de atomos como indicado na Fig 2.3. Os atomos passam por duas
cavidades (em ressonancia com dois dos niveis de energia dos 4tomos, onde necessariamente
tem-se a emissao de um féton durante a passagem) separadas por uma combinacao de dois
obstrutores e um detector. Porém, antes de entrar em uma das cavidades, todos os atomos
sao excitados por um laser. Note que esse é um experimento de fenda dupla onde é possivel,
em principio, determinar o caminho tragado pelos atomos, ou seja, nenhum padrao de
interferéncia devera ser observado na tela de deteccao. No entanto, como veremos, esta é
a configuragao na qual o apagador quantico é possivel. Em particular, considere que os
obstrutores sao arranjados de tal maneira que a radiagao emitida pelo atomo sera confinada
ou na cavidade de cima ou na de baixo quando os obstrutores estiverem fechados. Considere
também que ao abrirmos os obstrutores, a radiacao podera ocupar todo o espaco das duas
cavidades, bem como interagir com o detector localizado no centro desse novo volume.
Dessa forma, como veremos, a radiagao que estava confinada em uma das cavidades sera
(ou nao) detectada, e a informagao sobre o caminho seria apagada.

A pergunta agora é: seria possivel recuperar o padrao de interferéncia? A resposta é
sim, e serd matematicamente explicada como segue. Com os obstrutores fechados, o estado
quantico total do sistema, que é composto pelo dtomo, pelo féton emitido e pelo detector,

que seré considerado como um sistema quantico de dois niveis: fundamental |d) (quando
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Cavidade 1
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Cavidade 2 Tela de
Feixe Laser Deteccio

Figura 2.3: Configuracao do apagador quantico no qual dois obstrutores separam duas
cavidades ressonantes de um detector centralizado. a) Com este aparato é possivel resgatar
um padrao de interferéncia de um padrao classico. b) A densidade de dtomos encontrados
na tela depende do registro do detector.

nao detectar um féton) e excitado |e) (quando detectar um féton), é dado por:

() = %wm 1) + (7 [2)] |d) (2.13)

Temos que 11 (7) e 1o(7) representam as fungoes de onda espaciais dos dtomos emergindo
das fendas 1 e 2, respectivamente. Por sua vez, |1) e |2) representam os estados onde existe
um féton depositado nas cavidades 1 e 2, respectivamente. Omitimos o estado de energia
do atomo, uma vez que todos estarao necessariamente no seu estado fundamental apds a

passagem pelas cavidades.

—

E conveniente introduzir estados atomicos simétricos ¢4 () e antissimétricos ¢_(7)

CO1Mo:

1 .
Yr = E[@Dl(ﬁ + (7). (2.14)

Analogamente, introduzimos estados simétricos |+) e antissimétricos |—) dos campos de

radiacao contidos nas cavidades.

1
V2
Em termos das equagoes (2.13), (2.14) e (2.15), podemos escrever:

1

w(r) ﬁ[wm [+) + (7 [ ]d) - (2.16)

+) = —= (11 £ [2)]. (2.15)

19



Agora considere a interagao entre o campo de radiagao existente na cavidade e o detector
(Isso deverd ocorrer se abrirmos os obstrutores). Por razoes de simetria, apenas um campo
de radiacao simétrico |+) é capaz de produzir um “clique” no detector, sendo que campos
antissimétricos |—) sdo nulos na regiao de deteccao.

Assim, encontramos que a acao do detector produz o estado

1

V2

ou seja, a funcao de onda simétrica se acopla com o campo de vécuo |0), e a antissimétrica

w(r) [¥4(F)[0) [€) + () [ =) [d)], (2.17)

permanece inalterada.

Se quisermos saber a densidade de probabilidade na tela de detecgao, temos

P) = S () 02 (P (9] = i) + 65, (218)

que, como esperavamos, nao exibe um padrao de interferéncia. Porém, se nos perguntamos
qual a densidade de probabilidade P,(7) de encontrar o detector excitado e um atomo na

tela de deteccao, a resposta é:

PAP) = Sha(@)? + Sloa@)? + Refun(a)v (@)}, (219)

que exibe franjas de interferéncia com o mesmo padrao do experimento da fenda dupla
simples. Por outro lado, a densidade de probabilidade P,(7) de encontrar o detector no

estado fundamental e um atomo na tela de detecgao é dada por

PAF) = Sl (@) + 5w — Refu(2)5(2)), (2.20)

que sao antifranjas. Como vemos, o padrao geral P(7) é igual a média das densidades P, ()
e Py(7), que é um padrao cldssico e sem franjas.

Vamos agora analisar, fenomenologicamente, o calculo que fizemos. Apds os dtomos
atravessarem o conjunto das cavidades e das fendas, deixando um féton capaz de acusar o
caminho percorrido, marcamos a posicao do atomo na tela de detecgao. Entao, retornamos
as cavidades, abrimos os obstrutores e permitimos que o féton seja (ou nao) absorvido pelo

detector posicionado no centro do volume disponivel. Suponha que fazemos isso com o
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primeiro atomo, e que o féton deixado por ele na cavidade foi detectado apds a abertura
dos obstrutores. Neste caso, marcamos de azul a posicao do atomo na tela de deteccao.
Agora, suponhamos que o segundo atomo deixa um foton que nao é detectado apds a
abertura dos obstrutores. Neste caso, marcamos de vermelho a posicao do atomo na tela
de deteccao. Observe que, de acordo com os célculos, cada um dos casos descritos acima
devera ocorrer com a mesma probabilidade.

Suponha que repetimos este processo varias vezes. O que deverd ser observado é que os
pontos azuis deixados pelos atomos cujo féton pode ser detectado formarao um padrao de
franjas caracteristico de um experimento de fenda dupla simples. Ja os pontos vermelhos,
deixados por atomos cujo féoton nao pode ser detectado, formarao um padrao de antifranjas
(maximos de interferéncia coincidindo com os minimos do padrao de franjas). Outro ponto
importante é que os dois padroes somados nao formam nenhum padrao de interferéncia.
Ou seja, se nao houvéssemos marcado a tela com diferentes cores, obteriamos um padrao
classico. Logo, demonstramos que é possivel obter padroes de interferéncia a partir de um
padrao cléssico, desde que “apaguemos” a informagao sobre o caminho dos atomos. Note
que isto pode ser feito mesmo apds o atomo ter sido detectado. Na teoria quantica, essa

caracteristica é, as vezes, chamada de medida de atraso (“delay choice measurement”) [14].

2.6 Uma nova visao sobre complementaridade e apa-
gador quantico no experimento da fenda dupla

Esta secao tem um carater original onde propomos uma experiéncia, no mesmo espirito
da estudada na secao anterior, para examinarmos a complementaridade de um feixe de
atomos, onde apenas dois dos niveis de energia nos interessam. Esses niveis estao correlaci-
onados com a funcao de onda espacial dos atomos ao serem submetidos a um experimento
de fenda dupla. Notavelmente, este experimento nos permitiria medir fendmenos com-
plementares com um mesmo aparato experimental, apontando para uma reinterpretacao
do principio da complementaridade. Recentemente, alguns resultados similares tém sido

demonstrados [15] e experimentalmente confirmados [16, 17] para f6tons. Até onde sabe-
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mos, esta seria a primeira demostracao desta caracteristica para ondas de matéria. Além
disso, contréario ao que vem sendo publicado na literatura [15, 16, 17], demonstramos que
a observacgao de tal comportamento nao exige que o aparato de medida seja uma entidade
quantica em um estado superposto. O resultado que segue também pode ser entendido

como um simples experimento de apagador quantico.

2.6.1 Proposta experimental

Nossa proposta experimental, que é uma versao modificada do experimento explorado
na se¢ao anterior, consiste em um feixe de atomos preparados em uma superposicao de
dois estados de energia |g) (fundamental) e |e) (excitado), que correspondem a dois estados
circulares de Rydberg, devido a passagem através de uma cavidade ressonante e radiativa
fornecendo um pulso de radiacdo 7/2. Apds esse estigio, como ilustrado na figura 2.4,
uma série de colimadores é utilizada para selecionar o feixe atomico de tal forma que ele
possa atravessar um arranjo de fenda dupla, onde um padrao de interferéncia poderia
ser medido. Entretanto, entre os colimadores e as fendas, os atomos atravessam duas
outras cavidades ressonantes, posicionadas proximo as fendas, no estado de vacuo. A
configuragao dessas cavidades é tal que elas garantem que se o atomo esta, por exemplo,
no estado excitado antes de sua chegada a cavidade, ele certamente ird emitir um féton
14, fornecendo informagao sobre o caminho, e deixando a cavidade no estado fundamental
apés a sua passagem. Por outro lado, se o atomo estava no estado fundamental antes da
sua chegada a cavidade, nenhum féton serd emitido, nenhuma informagcao sobre o caminho
é fornecida, e, como no caso anterior, o atomo deixara a cavidade no estado fundamental.
Assumimos que os atomos possuem estados de Rydberg em nossa analise devido ao fato
desse tipo de estado possuir tempos longos de decaimento. Isso é importante porque nao
queremos que os atomos irradiem fora das cavidades. A presenca, aparentemente ingénua,
da cavidade radiativa no inicio do aparato é, efetivamente, a tinica diferenca entre o caso que
tratamos na se¢ao anterior e o que estamos tratando agora. Entretanto, como veremos, isto
muda radicalmente o comportamento quantico dos atomos quando comparados com o caso

anterior. Aqui, uma vez que os atomos sao preparados em um estado que é uma combinagao
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Figura 2.4: Esquema do experimento. Uma onda plana de atomos passa através de um
grupo de cavidades antes de ser submetida a um arranjo de fenda dupla. Os colimadores
guiam os atomos ao longo do caminho apropriado.

dos estados fundamental e excitado, e a informacao sobre o caminho é fornecida em uma
das cavidades apenas se os atomos colapsarem no estado excitado, seguindo a interpretagao
de Bohr [4], isto leva os dtomos a estarem em uma superposicao de comportamentos de
particula e de onda ao mesmo tempo. Por exemplo, se os atomos sao preparados no estado
\/L§(| g)+e)) apds a passagem pela cavidade radiativa, no final do processo temos o seguinte
estado final

|y = %ﬂparticula) + |onda)) |g) , (2.21)

com [particula) = Z5([y1) [1) +|12) [2)) e londa) = Z5(|¢1) [0) + [1)2) [0)), onde [¢h1) e [¢2)
representam os estados quanticos dos atomos correspondendo a passagem pelas fendas 1 e
2, respectivamente. O ket |0) representa um estado no qual nao existe nenhum féton nas
cavidades, e os kets |1) e |2) representam os estados no qual um féton pode ser encontrado
nas cavidades 1 e 2, respectivamente.

A matriz densidade para o sistema é dada por p = |¢) (¢)|. Entretanto, se estivermos
interessados em descrever o comportamento dos atomos na tela de detecgao, a matriz
reduzida! relacionada & funcao de onda espacial dos dtomos se faz importante. Ela é obtida

calculando-se o trago da matriz densidade em relagao aos estados do féton na cavidade, e

LComo mencionamos anteriormente, o formalismo da matriz reduzida sera desenvolvido na segao 3.2.
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da energia dos atomos na seguinte forma:

3

pr=Trop ) (0] = (@ld) (]a), (2.22)

i=1
onde |a1) = |g)|0), |az) = |g)|1) e |az) = |g)|2). Sendo (a;|a;) = J;;, podemos obter
pr = 3{2(J¢1) (W1] + [th2) (Wa]) + [Wa) (] + [¢1) (¥2|}. Esta matriz densidade corresponde

a densidade de particulas p(y) na tela de deteccdo, que é dada por:

o) = {lordy) = 12 (AP + [ea0)P)
+ UaW)n(y) + Ui(W)ee(y)}, (2.23)

onde ¥;(y) = (y|e;), com i = 1,2. Se tivéssemos um conjunto de dtomos no estado excitado
entrando nas cavidades, isto é, atomos com carater de particula, o comportamento do
sistema seria descrito pela seguinte matriz reduzida p, = T'r, g |particula) (particula| =
S {as|particula) (particulala;). Tsto nos dd uma densidade de dtomos na tela descrita

por

po(y) = (ylpply) = %{Wh(y)IQ + ¥y} (2.24)

Este foi exatamente o caso explorado na tltima secao, quando nao se havia considerado
o apagador quantico e nenhuma interferéncia podia ser observada [13]. Por outro lado, se
todos os atomo estiverem no estado fundamental antes de entrarem nas cavidades, a matriz
reduzida é escrita como p, = T, g |onda) (onda| = 33 (a;|onda) (ondala;), que nos dé

a seguinte densidade de atomos

pl) = Wlouly) = 3 TP + [0aw)]

+ Y3 ()1 (y) + i (y)va(y) }- (2.25)

Os ultimos dois termos dao origem a interferéncia. Note que este é o caso do experimento
da fenda dupla simples, onde a informacao sobre o caminho tomado pelos d4tomos nao esta
disponivel. Porém, para o caso geral que apresentamos aqui, podemos escrever a densidade
de dtomos com estados de energia superpostos, equagao (2.25), como

o(9) = 51ol0) + pu(w), (2.26)
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que representa um padrao de interferéncia com visibilidade reduzida. Para que possamos
ter alguma visualizagao, vamos assumir que a funcao de onda dos dtomos apos eles terem

passado através de alguma fenda ¢ uma onda do tipo esférica tal que podemos escrever
eikrj
bi(ry) = (rilg;) = —, (2.27)

T

com r; representando a distancia da fenda j = 1,2 ao ponto em questao, e k o ntimero de
onda de de Broglie.

Agora, se considerarmos que a distancia entre as fendas e a tela é muito maior que
a distancia entre as duas fendas, podemos usar limite de difracdo de Fraunhofer [18] e
escrever 119 =~ L F 0y, onde a coordenada y, o angulo 6 e a distancia L sao definidos na

figura 2.5. Desta maneira, a equagao (2.27) pode ser escrita como

eik(L$9y)
V12(y) = <y|¢1,2> ~ TH?J

Com essas aproximagoes, se substituirmos (2.28) em (2.24), (2.25) e (2.26) e notarmos

(2.28)

que os denominadores podem ser absorvidos em um fator de fase geral, podemos escre-
ver a distribuicao de probabilidade de atomos na tela de deteccao, em torno do ponto
y = 0, com cardter de particula, de onda e misto, respectivamente como p,(y) = 1,
pu(y) = 14 cos(2k8y) e p(y) = 3{2 + cos(2kBy)}. O simbolo = significa igual, a me-
nos de um fator. A figura 2.5 ilustra esses resultados. Como vemos, os atomos em uma
superposicao de estados de energia apresentam uma mistura de caracteristicas de particula
e de onda. Assim, contraria & opinido de Bohr [4] - “O estudo da complementaridade
exige arranjos experimentais mutuamente exclusivos”-, em nossa proposta experimental
o arranjo nao necessita ser alterado para se obter as duas propriedades. Podemos medir
ambas propriedades com o mesmo experimento (Veja a equagao (2.21)). Este resultado
nao é obtido na proposta de Scully et al. [13], no qual todos os dtomos eram preparados
no estado excitado (comportamento de particula), necessariamente emitindo um féton nas
cavidades e, consequentemente, exibindo um padrao sem franjas de interferéncia. Para
recuperar as franjas, eles propuseram que as cavidades deveriam ser conectadas, abrindo

os obstrutores que as separavam inicialmente, e, dessa forma, modificando o aparato expe-

rimental em conformidade com a complementaridade de Bohr. Assim, agora podemos ver
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Figura 2.5: Nesta figura mostramos a) a distancia L e o angulo 6 que determinam o arranjo
da fenda dupla na figura 2.4, e b) um esbogo da densidade aproximada de atomos com
carater de particula, de onda e misto.

que o papel fundamental da cavidade radiativa no inicio do nosso experimento proposto
é tornar possivel medidas simultaneas dos comportamentos da particula e de onda dos
atomos com o mesmo arranjo experimental.

Recentemente, Ionicioiu e Terno demonstraram que fétons exibem um comportamento
similar quando submetidos a um interferometro Mach-Zehnder, no qual o segundo divisor
de feixe é um objeto quantico em uma superposicao de estados [15]. Essas previsoes foram
experimentalmente confirmadas em paralelo por Peruzzo et al. [16] e por Kaiser et al.
[17] utilizando técnicas diferentes. Porém, todos esses trabalhos fortalecem a ideia de que
medidas de fenomenos complementares com um tnico aparato experimental s6 é possivel
quando se empregam dispositivos de medida quanticos em um estado superposto, ou seja,
que foram preparados assim. Contrariamente, isto nao foi necessario aqui. Demonstramos
que nenhum dispositivo de medida quantico se fez necessario para que os atomos manifes-
tassem propriedades de particula e de onda no mesmo experimento. Ao invés, vimos que
apenas o fato do sistema quantico - os &tomos em nosso caso - estar em uma superposi¢ao
de estados que estao correlacionados um a um com os comportamentos de particula e de
onda, é suficiente para satisfazer a exigéncia. Este fato, sem duvida, acarreta uma maior

simplicidade do arranjo experimental.

26



Sabemos que atomos no estado |¢) podem ter comportamento de onda ou de particula
com a mesma probabilidade. Entretanto, este resultado pode ser generalizado para uma
superposicao arbitraria. Realizamos isso variando o tempo de interacao entre o dtomo e a
cavidade radiativa. Durante esse estagio do experimento, a energia do atomo oscila entre
lg) and |e) devido a chamada oscilagdo de Rabi [19]. O estado do atomo como fun¢ao do
tempo pode ser escrito como [¢) = ¢4(t) |g) + ce(t) |e), onde ¢4(t) e c.(t) sdo amplitudes de
probabilidade dependentes do tempo. Dessa forma, selecionando a velocidade dos atomos,
podemos controlar o tempo de interacao com a cavidade radiativa de tal forma que, apds

a passagem através das cavidades nao radiativas, obtemos o seguinte estado
i)"Y = (cosa |particula) + sina |onda)) |g) . (2.29)

Neste caso, a densidade de dtomos na tela de detecgao é dada por

pla,y) = pyly)cos’a + pu(y)sin®a. (2-30)

Assim, variando «, ou seja, variando a velocidade dos atomos, podemos modificar conti-
nuamente o padrao de interferéncia na tela. Desta maneira, os atomos apresentam um
comportamento mutavel entre particula e onda em um mesmo arranjo experimental, que
parece ser uma nova caracteristica para ondas de matéria. Este comportamento também

foi recentemente demonstrado para fétons [15].

2.6.2 Apagador quantico (revisitado)

E interessante analisar este experimento como um apagador quantico. Diferentemente
da proposta original [9], ndo tivemos que apagar a informagao sobre o caminho, conec-
tando as cavidades, para recuperar o padrao de interferéncia. De fato, em nossa proposta,
precisamos apenas verificar se existe algum féton dentro de alguma das cavidades, sem
a necessidade de mudar a sua estrutura, como proposto originalmente. Além disso, esta
verificacao pode ser feita apds os atomos ja terem sido detectados na tela, ou seja, podemos
descobrir se o atomo se comportou como particula ou como onda, por exemplo, um longo

tempo apos a sua detecgao na tela. Para melhor esclarecer esse ponto, imagine que apods
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um atomo ter sido detectado na tela, analisamos as cavidades e verificamos se existe algum
foton. Se entao decidirmos marcar na tela apenas os atomos que nao deixaram nenhum
foton nas cavidades, ignorando os atomos que deixaram fotons, um padrao de interferéncia
puro seria obtido. Por outro lado, se for decidido marcar apenas os atomos que deixa-
ram fotons nas cavidades, a tela apresentaria um padrao puramente classico, ou seja, sem
franjas.

Para ser mais especifico, enfatizamos do ponto de vista experimental a diferenca crucial
entre o que propomos nesta se¢ao e o que foi apresentado na secao anterior. Para recupe-
rar o padrao de interferéncia, a nossa proposta exige apenas que observemos dentro das
cavidades para verificar quais atomos deixaram fétons para tras; ao passo que a proposta
anterior exige que o par de obstrutores entre as cavidades seja aberto, formando uma tnica
cavidade (modificando o aparato) e permitindo que o f6ton seja absorvido (ou nao) pelo
detector posicionado a meia distancia entre as duas cavidades que se tinha inicialmente.
Razoavelmente, entendemos que a proposta atual é muito mais simples de ser realizada
experimentalmente, desde que nao vemos nenhum obstaculo que nao possa ser contornado
utilizando a tecnologia atual. Contrariamente, a proposta anterior parece ser bastante sutil
e ardua. Como ja mencionamos anteriormente, a proposta anterior nunca foi realizada na

sua forma original.

2.6.3 Discussao

De forma mais abrangente, podemos dizer que propomos e analisamos uma nova versao
do apagador quantico proposto por Scully et al., onde algumas importantes modificagoes
foram apontadas. Primeiro, estendemos o comportamento mutavel entre particula e onda,
recentemente descoberto para fétons [15], para as ondas de matéria (dtomos). Isto su-
gere que tanto a matéria quanto a radiacao pode exibir comportamentos complementares
simultaneos quando observados em um mesmo experimento, apontando para uma rein-
terpretacao do principio da complementaridade. Entretanto, contrariamente ao que vem
sendo apresentado na literatura recente [15, 16, 17], demonstramos que essa caracteristica

nao requer um aparato quantico de medida preparado em um estado superposto. Ao invés,
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vimos que, mesmo na auséncia de dispositivos quanticos, um sistema cujo estado de energia
estd em uma superposicao de autoestados que estao correlacionados um a um com funcoes
de onda espaciais do tipo particula e do tipo onda, também possui esta propriedade.
Segundo, nossa proposta se mostrou um simples apagador quantico, onde as cavidades
serviram como fornecedores da informacao sobre o caminho. O padrao de interferéncia
pode ser totalmente recuperado, simplesmente relacionando os dados dos dtomos detecta-
dos na tela com o nimero de fétons no interior das cavidades, e negligenciando as detecgoes
que correspondem aos atomos com comportamento de particula, ou seja, aqueles que de-
positaram um féton em uma das cavidades. Particularmente, consideramos que a nossa
proposta do apagador quantico é mais simples que a proposta original [13], pois o obstéculo

experimental de conectar as cavidades antes da medida nao se fez necessario aqui.
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Capitulo 3

Decoeréncia e a transicao entre os
mundos quantico e classico

Um dos elementos mais revolucionarios introduzidos na teoria quantica foi o principio
da superposicao, matematicamente fundamentado na linearidade do espaco de Hilbert. Se
|1) e |2) sado dois estados, entao a mecanica quantica nos diz que qualquer combinagao linear
a|1) + (]2) também corresponde a um possivel estado. Como tais superposigoes tém sido
exaustivamente estudadas do ponto de vista experimental para sistemas microscépicos (por
exemplo, através da observacao dos efeitos de interferéncia), a aplicagao do formalismo aos
sistemas macroscopicos parece levar imediatamente a contradicoes com a nossa experiéncia
da vida diaria. Esta tese nunca sera observada numa superposicao de estar localizada “aqui”
e “ali” (ou seja, numa superposigao de posi¢oes macroscopicamente distinguiveis), nem um
gato de Schrodinger estarda em uma superposicao de vivo e morto. Dessa forma, o pro-
blema é como reconciliar a variedade de possibilidades disponiveis a um espaco de Hilbert
de possiveis estados com o, comparativamente reduzido, grupo de estados macroscopicos
classicos, caracterizado por ter um pequeno nimero de propriedades robustas, como posi¢ao
e momento. Por que o mundo nos parece cldssico, apesar de ter uma natureza quantica
por tras de tudo, que, em principio, permite superposicoes arbitrarias?

Em esséncia, o problema da medida lida com a transicao do mundo quantico, descrito
essencialmente por superposicoes arbitrarias de vetores de estado, para a nossa percepgao

dos estados “classicos” do mundo macroscopico, ou seja, um pequeno subgrupo dos estados
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permitidos pelo principio da superposicao da mecanica quantica. A questao do porqué e
como a nossa experiéncia do mundo classico surge da mecanica quantica encontra-se no
coracao dos fundamentos da teoria.

A teoria da decoeréncia tem sido apontada como a explicacdo para esta transicao,
considerando que a quase inevitavel interagao do sistema quantico com o ambiente ao
seu redor leva as propriedades quanticas a desaparecerem dando lugar ao surgimento das
manifestacoes classicas. Neste capitulo vamos explorar um pouco a respeito de como a
transicao entre os mundos classico e quantico é justificada pela teoria da decoeréncia. A
partir da proxima se¢ao veremos um pouco do formalismo matematico necessario para o

desenvolvimento da teoria.

3.1 O conceito e a interpretacao da matriz densidade

A matriz densidade, especialmente a matriz densidade reduzida (ou simplesmente ma-
triz reduzida), faz um papel importante na descrigdo formal da decoeréncia. A principal
razao para isso é fato de que o emaranhamento entre o sistema e o ambiente torna im-
possivel a atribuicao de um estado quantico individual ao sistema. Porém, como veremos,
a matriz reduzida fornece um método elegante para representar a estatistica de medidas

do sistema.

3.1.1 Matriz densidade

Vamos comegar com o conceito fundamental de estado quantico. Como se sabe, o estado
|1) carrega a méxima informagao disponivel sobre o estado do sistema. Este talvez seja o
postulado mais fundamental da teoria quantica. Podemos, como bem, definir o operador

densidade p que corresponde ao estado [¢) como

p =) (¥, (3.1)

que é simplesmente o operador projecao do estado |¢). Nesta tese, vamos utilizar os

termos matriz densidade e operador densidade indistintamente. Mas, estritamente falando,
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a matriz densidade refere-se a representacao matricial do operador densidade em uma base
particular.

Se expressarmos [i) como uma superposigao dos estados base [¢;),
) = Z ¢ |vi) (3.2)
a matriz densidade correspondente escrita na base {|¢;)} se 1é
p=10) (W] =Y ech |4i) (W] (3.3)
ij

Os termos ¢ # j no lado direito da equacao encorporam a coeréncia quantica entre as
diferentes componentes |1;). Dessa forma, eles sdo usualmente chamados de termos de
interferéncia, ou termos nao-diagonais (uma vez que eles se encontram fora da diagonal da
matriz densidade na base {|¢;)}.

Entretanto, é importante ter em mente que tais termos de interferéncia estao sempre
relacionados com uma base especifica, ou seja, coeréncia e interferéncia estao presentes
entre certas componentes [1);). Existe sempre uma base no qual a matriz densidade torna-
se diagonal, e, dessa maneira, nao havera termos de interferéncia nessa base. Assim, a
nossa associagao entre interferéncia (coeréncia) e o carater quantico do sistema nao deve
nos levar ao erro de pensar que a auséncia de interferéncia na matriz densidade escrita
em uma determinada base implica que o sistema “nao tem propriedades quanticas”, ou se
“comporta classicamente”. A base na qual a matriz densidade assume sua forma diagonal
pode nao corresponder aquela cujos estados representam as quantidades comuns em nossa
experiencia diaria, como posicao e momento. Se expressa em uma base diferente, termos
de interferéncia vao em geral reaparecer, mostrando que a coeréncia quantica permanece
entre os novos estados base.

Vamos agora introduzir a operacao do traco, denotada por “Ir”. Esta operacao sempre
atua em algum operador e é implementada da seguinte forma: Escolha uma base ortonormal
do espaco de Hilbert do sistema, e efetue a operacao

Tr(A) = 5" (61l Alo.) (3.4)

7
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E facil mostrar que esta operacao € linear,
Tr(A+ B) =Tr(A) +Tr(B), (3.5)

e que é independente da escolha da base {|¢;)}. Assim, podemos utilizar qualquer grupo
arbitrario de vetores base para calcular o trago.

Qual a razao de introduzirmos a operacao do trago? Para respondermos essa questao,
vamos considerar o operador A = pO, formado pelo produto de uma matriz densidade e um
operador hermitiano O representando algum observavel que é medido no sistema. Vamos
escolher os autoestados |o;) de O, com autovalores o; (vamos assumir um espectro discreto
aqui), como a base ortonormal para se calcular o trago de pO. Isso nos da

Tr(pO) =) (0il(1¥) (W] O)los) =Y oil {oil) I* (3.6)

K3 3

Porém, o termo | (0;]¢)) |* é simplesmente a densidade de probabilidade de obtermos um
autovalor o; em uma medida representada por O. Assim Tr(pO) representa uma média
sobre todos os possiveis resultados o; desta medida, com os pesos dados pela densidade de
probabilidade. Mas, esta é justamente a defini¢ao de valor esperado (O) de um observével.
Esta conexao entre o processo matematico do traco do operador O e o conceito fisico do

valor esperado de uma medida é conhecido como a “regra do traco”,
(0) =Tr(pO). (3.7)

Se escolhermos O = I, obtemos um resultado esperado: Trp = 1. Esta relacao simples-

2 =1

mente reflete o fato de que estados puros sd@o normalizados, ou seja, que | (¢|¢)
Antes de prosseguir, é importante enfatizar que o conceito e a interpretagao do traco se

baseia fundamentalmente na definicao de probabilidade na mecanica quantica.

3.2 Matriz densidade reduzida

Como mencionamos anteriormente, a matriz reduzida tem um papel importante na

descricao da decoeréncia. Porém, ela foi estabelecida nos primeiros anos da mecanica
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quantica [20]. Vejamos um exemplo genérico. Considere um sistema quantico A que estd
correlacionado quanticamente, ou seja, emaranhado, com outro sistema B. Neste caso,
suponha que o estado quantico do sistema total AB pode ser completamente conhecido.
Entretanto, se um observador tiver acesso apenas ao subsistema A, e nao ao subsistema B,
tudo que pode ser conhecido sobre o estado do sistema como um todo s6 pode ser extraido
através de medidas locais em A, ou seja, o observador tem acesso apenas a distribuicao de
probabilidade relacionada com medidas sobre o subsistema A. A pergunta-chave agora é:
qual é o objeto matematico na teoria quantica que contém, corretamente, toda a informagao
que pode ser extraida pelo observador do subsistema A? A resposta é que esse objeto é a

matriz reduzida do subsistema A, que é dada por

pa =Trp(p). (3.8)

Aqui, o subscrito “B” significa que o trago deve ser tomado utilizando uma base ortonormal
do espaco de Hilbert Hg de B apenas. Dessa forma, a operagao Trp é chamada também de
trago parcial sobre B e pode ser interpretada como uma média sobre os graus de liberdade
do sistema nao observado, B. Assim, a equagao (3.8) implica que a estatistica de medidas
para todos os observaveis pertencendo apenas ao subsistema A estd completamente contida
na matriz reduzida p4, obtida a partir do trago parcial da matriz densidade total sobre os

estados de B.

3.2.1 Relevancia no estudo da decoeréncia

Antes de demonstrar a equacao (3.8), vamos discutir a importancia do conceito da
matriz reduzida na descricao da decoeréncia. Lembre-se que a decoeréncia surge a partir
das interagoes entre dois sistemas, o sistema de interesse e o ambiente. Tipicamente,
tais interacgoes levarao ao emaranhamento entre o sistema e o ambiente. Usualmente, o
observador realizara medidas apenas no sistema de interesse, ao passo que o ambiente
é tipicamente inacessivel e nao pode ser completamente medido, ou é simplesmente sem
interesse para o observador. Como exemplo, podemos considerar o ambiente como sendo

constituido de fétons que sao espalhados pelo sistema de interesse. Na pratica, é impossivel
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interceptar todos esses fotons espalhados, e, dessa forma, o observador sera capaz de medir
observaveis que pertencem somente ao sistema, ou talvez a uma pequena fracao dos fétons.

E neste ponto que a matriz reduzida mostra o seu poder. Calculando-se o traco da
matriz densidade do par sistema-ambiente sobre todos os estados possiveis do ambiente,
obtemos uma completa descri¢ao sobre a estatistica das medidas para o sistema de interesse
em termos da matriz reduzida desse sistema. Toda influéncia do ambiente nas medidas
locais realizadas no sistema serao automaticamente encorporadas na matriz reduzida. Uma
vez que o sistema estd emaranhado com o ambiente, nenhum estado quantico individual
pode ser atribuido ao sistema. Assim, a matriz reduzida é tudo que é disponivel na descricao
da estatistica das medidas do sistema, e esta matriz, necessariamente, nao conterd os termos
de coeréncia (ou interferéncia) responsaveis pelas propriedades quanticas na presenga do

emaranhamento entre o sistema e o ambiente.

3.2.2 Demonstragao da matriz densidade reduzida

Vamos agora derivar a equagao (3.8) para a matriz reduzida. Para isso, consideraremos

o estado de dois sistemas A e B da forma
1
V2

onde |a;) e |b;), © = 1,2, sao estados normalizados de A e B (mas nao necessariamente

&) (lar) |b1) + [az) [b2)), (3.9)

ortogonais), respectivamente. Da equacao (3.1), podemos escrever a matriz densidade

CO11O:
2

p= 1) (0l = 5 3 led) {aslbi) by (3.10)

ij=1
Consideremos também {|¢x)} e {|#;)} como bases ortonormais dos espagos de Hilbert H 4
e Hp referentes a A e B, respectivamente.

Vamos agora assumir que observaveis atuando somente no sistema A, que pode ser
escrito como O 4 ® I, onde Ig é o operador identidade no espaco de Hilbert de B. Seguindo
nossa antiga questao, gostariamos de saber a respeito da existéncia de um possivel objeto
matematico capaz de nos fornecer resultados estatistico acerca de um dos subsistemas

individualmente.
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Ja é sabido que o valor esperado (O) de qualquer observéavel pode ser calculado uti-
lizando a regra do trago, (3.7). Assim, uma vez que O = O4 ® I, a parte do trago
pertencente ao sistema B pode imediatamente ser conduzida. Explicitamente, obtemos

que
(0) = Tr(pO)
= > (&l (Wl p(Oa & Ip) ¥} 1)

kl

= > (W (Z <¢z|f0|¢z>> Oa |thr)

k =1

= > (Wl [Tr5(p)]Oa |t

k

= D (Wl paOalthy)

k
= TTA(,OAOA), (3.11)

onde py4 ¢é precisamente a matriz reduzida apresentada na equagao (3.8).
O conceito de matriz reduzida pode ser generalizado a partir de dois subsistemas ema-
ranhados para estados contendo N subsistemas. Considere um observavel O que pertence

apenas ao subsistema i,
O=LoL®. QL 1®0;®i1&®.. &Iy (3.12)
A estatistica de medidas de O gerada aplicando a regra do traco serd entao dada por

pi =112, i1it1,.., N(P), (3-13)

onde a operacao do trago foi aplicada em relagao a todos os subsistemas, exceto 7. Dessa

maneira, em analogia com a equagao (3.11), podemos escrever
(O) =Tr(pO) =Tri(p:0;). (3.14)

3.2.3 Medidas locais de interferéncia e distinguibilidade

No caso de dois subsistemas, equagao (3.9), podemos facilmente calcular p4 a partir da

expressao da matriz densidade total (3.10). Expandindo os estados |b;), i = 1,2, de B em
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termos da base {|¢;)} de estados ortonormais de Hp,
I

obtemos

pa = Trp (%Z!M (a;] @ [b:) (bj\)

ij=1

= 3>l el o onl | oel? () T o | b

ij=1 k

2
1 i AN
= 32 las) (o Yo ()

ij=1 %
1 2
= 3 > lai) {a ] (bj[b:)
ij=1

%(|a1> (ar] + |az) {az| + |a1) (az| (b2|b1) + |az) (a1] (b1|ba)). (3.16)

Este resultado pode se facilmente generalizado para o caso no qual o sistema composto
AB nao é descrito apenas pelo estado de duas componentes, mas por um estado com N
componentes dado por |U) = \/Lﬁ SV Jan) [by) com N > 2. Entdo, a matriz reduzida

resultante toma a seguinte forma

pa = D lai) o] Byl (3.17)

ij=1
Podemos ver da equagao (3.16) que a influéncia do sistema B na estatistica das medidas é
agora efetivamente incluida no produto interno (bs|b;) = (b;]bs)" dos estados do sistema B,
|b1) e |b2), que multiplicam os termos nao-diagonais |a;) (az| e |ag) (a1 da matriz reduzida.
Como ja mencionamos, esses termos nao-diagonais correspondem a interferéncia entre os
estados |a;) e |ag).

Assim, obtemos um resultado muito importante: A quantidade de superposicao entre
os estados relativos |by) e |by) de B, que sao correlacionados um a um com os estados |a1) e
las) pertencentes ao subsistema A, quantificam o grau da interferéncia na base {|a;) , |az2)},

que pode ser medida no subsistema A. Dessa forma, temos uma conexao intima entre o
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grau de emaranhamento, a distincao entre os estados, e o grau da interferéncia que pode
ser observada fazendo medidas em apenas um dos subsistemas.

Como exemplo, temos o caso limite em que a superposicao dos estados |by) e |by) é
nula (perfeita distinguibilidade), e a matriz densidade (3.16) torna-se diagonal na base
{la1) , laz)}

pa = gllan) {aa] + Jaa) o] (315)

Como os termos nao-diagonais |a;) (az| e |az) (a1| estdo ausentes, ndo ha observavel local

O = 04 ® I que possibilite medir interferéncia entre os estados |a;) e |az).

3.3 O ambiente como monitor do estado

Considere este papel. Ele esta imerso em um grande ambiente de moléculas de ar, luz,
fotons térmicos, neutrinos césmicos e até mesmo a radiacao césmica de fundo. A cada
segundo, uma quantidade enorme de particulas colidira e sera espalhada por ele. Cada
uma dessas colisoes ira defletir as particulas de algum forma, dependendo da posicao e
da orientacao dele. Considere uma tnica molécula de ar. Ela comeca em uma posicao
inicial com uma certa velocidade, é espalhada pelo papel, e entao se afasta ao longo de
uma trajetéria defletida de um certo angulo com respeito ao caminho inicial.

Suponha que o papel estava orientado em um angulo diferente. Agora, a molécula de
ar se afastaria descrevendo uma trajetéria diferente da do primeiro caso. Assim, esses
dois caminhos distintos da molécula espalhada nos permitiria distinguir a existéncia de
orientacoes espaciais diferentes do papel. Em outras palavras, as moléculas espalhadas
carregam informagao sobre a posicao e a orientagao do objeto espalhador, que aqui esta
representado pelo papel. Utilizando uma terminologia familiar, as moléculas carregam
informagao sobre o estado do sistema.

Uma tnica molécula de ar colidindo com o papel pode nao carregar muita informacao
sobre a orientacao dele, mesmo porque o espalhamento ocorre em uma regiao muito pequena
comparada com o seu tamanho. A completa informagao sobre o estado (ou a posigao)

carregada em todas as moléculas, quando reunida, certamente sera suficiente para distinguir
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duas diferentes posigoes (ou orientagoes) do papel, mesmo que ambas sejam muito similares.

Vamos expressar nosso argumento em termos do formalismo quantico. Considere as N
particulas que serao espalhadas deste papel no decorrer de um segundo. Vamos representar
o estado quantico de todas antes da colisao por |Ag). Apds a colisao, cada particula se
afastard ao longo de uma certa trajetoria com uma dada velocidade. Se o papel estivesse
orientado de maneira diferente, as particulas seriam espalhadas de uma maneira um pouco
diferente. Assim, dependendo da orientacao do papel, e supondo que N particulas sao
espalhadas, denotamos o estado do ambiente apés as colisdes por |A;) e |As), respectiva-
mente.

Seguindo os argumentos expostos acima, esses dois estados sao claramente distinguiveis,
uma vez que a informacao contida neles é suficiente para discriminar entre os dois estados
de orientacdo do papel. Dessa forma, a superposi¢ao entre |A;) e |As) serd desprezivel.
Vemos claramente que, em conexao com o que expomos na secao 3.2.3: os estados do
ambiente |A;) e |Ay) simplesmente correspondem aos estados que fornecem informacao
sobre a orientacao do sistema.

O ponto crucial é que esses estados do ambiente estao sempre presentes na natureza.
Cada objeto interage com seu ambiente, que por sua vez obtém informacao sobre certas
propriedades fisicas do sistema. Poderiamos, em principio, blindar este papel em relacao as
moléculas de ar colocando-o em um bom véacuo, bloquear os fétons e reduzir a influéncia dos
fotons térmicos através de resfriamento. Mesmo assim, particulas provenientes de outras
fontes permaneceriam de tal forma a medir os estado de posicao ou orientacao do papel.
Em outras palavras, o ambiente é um medidor onipresente.

Suponha, por exemplo, que o sistema é descrito por uma superposicao coerente de dois
estados quanticos [1)1) e |¢y) representando a localizagdo em torno de duas posigoes x; e xo
(no caso da fenda dupla, os estados correspondentes seriam 11 () e 15(x), representando as
fungdes de onda emergindo das fendas). Antes do espalhamento das particulas do ambiente

ocorrerem, os estados do sistema e do ambiente assumem a seguinte forma
1
[} 14o) = —=(191) + [¥2)) [ Ao) (3.19)
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Seguindo a nossa discussao sobre o esquema de medida de von Neumann (se¢ao 2.3), a

interacao entre o sistema e o ambiente é dada por

1) [Ao) = [¥1) |Ar) (3.20)

[¥2) |Ao) = [1h2) [Az) . (3.21)

Ou seja, o estado do ambiente evolui para |A;) e |A2) dependendo do estado do sistema.

Entao, a linearidade da equagao de Schrodinger implica que

1 1
E(WQ + [¥a)) [Ag) — E(Wﬁ | A1) + |12) [Ag)). (3.22)

Como vemos, os estados relativos |11) e [i2) do sistema se tornaram emaranhados com os
estados do ambiente |A;) e | A1) que carregam informagao sobre o caminho. A superposicao
inicialmente restrita ao sistema agora se expandiu, passando a ser uma propriedade con-
junta do sistema e do ambiente. Frequentemente se diz que a coeréncia foi “deslocalizada”
de tal forma que também envolva o ambiente. A dinamica de evolugao do sistema e do
ambiente descrita por (3.22) é a forma bésica de representagao do processo de decoeréncia.

Suas consequéncias serao vistas na préoxima secao.

3.4 Decoeréncia e supressao local da interferéncia

A matriz reduzida p,e+ do sistema (particula) para o estado (3.22) é dada por

Ppart = %Wﬁ (1] + [a) (Yo + [¥h1) (Yo (A2| A1) + [ta) (1] (Ar] Ag)] (3.23)

Como usual, os tltimos dois termos correspondem a interferéncia entre os os estados |1);)
e |¢y). Dado que o ambiente carrega informagao sobre o estado do sistema, os estados
finais do ambiente |A;) e |As) serdo aproximadamente ortogonais, (A2|A;) ~ 0. Entao, a

interferéncia na matriz reduzida (3.23) serd suprimida,

ppare 2 10} (8] + o) (] (3.21)
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Apenas medidas que incluissem tanto o sistema quanto o ambiente poderiam possivelmente
revelar a persisténcia da coeréncia entre as componentes da superposicao de estados. En-
tretanto, na pratica, é impossivel incluir em nossas observacoes todos os graus de liberdade
do ambiente que interagiram com o sistema. Assim, os termos de interferéncia permane-
cem presentes em nivel global entre o sistema e o ambiente, mas sao inobservaveis em nivel
local do sistema como descrito pela matriz reduzida (3.24).

Devido ao grande ntimero de graus de liberdade do ambiente interagindo com o sistema
e a nossa falta de habilidade de manipula-los diretamente, a criacao do emaranhamento
entre o sistema e o ambiente descrito na equagao (3.22) é efetivamente impossivel de reverter
na pratica. Assim, o ambiente induziu a perda local da coeréncia, ou seja, a relagao de
fase bem definida entre as componentes do estado que o sistema tinha no inicio. Para fins
praticos, consideramos esta supressao como irreversivel. Isso é o que se chama decoeréncia,
de fato.

Diz-se que a decoeréncia é quase onipresente pelo fato de que, na natureza, todos os
sistemas quanticos sao abertos e interagem fortemente com o ambiente que os rodeia. Em
nosso exemplo, quanto maior o sistema, maior o nimero de particulas espalhados por ele,
e maior a quantidade de informacao sobre o seu estado carregada pelo ambiente. Assim,
sistemas mesoscopicos e macroscopicos sao excessivamente susceptiveis a decoeréncia, o
que explica o fato de que as superposicoes e as interferéncias espaciais sejam extremamente
dificeis de se observar na natureza.

O formalismo que descrevemos sobre decoeréncia foi baseado no argumento intuitivo de
que os estados relativos do ambiente |A;) e |A;) tornam-se distinguiveis tal que o ambiente
pode atuar como um monitor do estado do sistema. Varios pesquisadores tém se dedicado a
formulacao de modelos de interacao entre sistemas e ambientes em varias situagoes fisicas de
interesse. Isso nos da uma descri¢ao precisa da evolucao temporal dos estados do ambiente
e da influéncia sobre a dinamica da matriz reduzida do sistema. Tipicamente, esses modelos
mostram que os diferentes estados relativos do ambiente |A;(¢)) tornam-se distinguiveis em
escalas de tempo muito curtas, como resultado da interagao entre o sistema e o ambiente.

Especificamente, para muitos modelos de interagao, a superposicao entre os diferentes
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estados relativos do ambiente |A4;(t)) exibe um decaimento exponencial no tempo, ou seja,
(As()| Ay (1)) o e/, (3.25)

com ¢ # j. Considere que t = 0 corresponde ao tempo no qual a interagao é “acionada”.
O fator 74 denota o tempo caracteristico de decoeréncia, que pode ser calculado numerica-
mente de acordo com os parametros aplicados no modelo.

Analisando a equacao (3.25), esses decaimentos das superposigoes entre os estados
do ambiente |A;(t)) tém uma influéncia direta na dependéncia temporal da supressao da
coeréncia entre os estados do sistema, que sao correlacionados um a um com os do ambiente.
Para estudarmos qualitativamente a dinamica da decoeréncia para um dado par sistema-
ambiente, devemos estimar a forma explicita de |A4;(t)).

Para citarmos um exemplo, temos o caso da superposicao dos estados relativos do
ambiente no que diz respeito a decoeréncia espacial devido ao espalhamento de fétons ou

de moléculas de ar [21].

(A, ()| Ay (1)) oc e~ M= Pt (3.26)

Aqui, |A;(t)) denota os estados relativos do ambiente que sao relacionados um a um com os
estados do sistema que descrevem a posicao do centro de massa na posicao x. A constante
A é determinada por propriedades fisicas particulares do tipo de espalhamento. Podemos
ver que o produto interno (3.26) decresce exponencialmente com o tempo. Esta expressao
é um exemplo do decaimento exponencial, que é frequentemente encontrado. As particulas
do ambiente se espalham continuamente a partir do objeto, aumentando a quantidade de
informacao sobre o estado (ou posi¢ao) que esta contida no ambiente.

Também podemos observar da equacao (3.26) que a escala de tempo caracteristico da
decoeréncia 7; é inversamente proporcional ao quadrado da separacao coerente |r — x/]
entre as posicoes = e 2 do sistema. Este resultado pode ser entendido através do se-
guinte argumento intuitivo. Se as posigoes x e z estdo préximas, o estados finais relativos
das particulas espalhadas é muito parecido, fazendo com que seja dificilmente resolvido
pelo ambiente. Dessa forma, um decaimento notavel do produto interno (A, (t)|A, (1))

requer a acumulacao de um grande numero de espalhamentos, cada um carregando uma
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informagao incompleta sobre o estado do sistema. Contrariamente, quanto mais separadas
forem as posicoes = e z’, mais facilmente o ambiente serd capaz de distinguir entre essas
duas posi¢oes. No limite onde |z — x'| ¢é suficientemente grande, tal que cada espalhamento
é capaz de resolver essas posicoes individualmente, o decaimento exponencial do produto
interno (A, (t)|A,/(t)) torna-se independente da separagdo |r — x|, e é simplesmente pro-
porcional & taxa total de espalhamento I'y,;. Neste limite, a expressao (3.26) pode ser

substituida por

(A (8)| A, (t)) o e Trort, (3.27)

Com isso, encerramos a nossa breve introducao a decoeréncia.

3.5 Decoeréncia temporal em um interferometro de
duas particulas

Como mencionamos no capitulo 2, fenomenos de interferéncia em mecanica quantica
sao, segundo Feynman [5], o dnico mistério da teoria, que é impossivel de explicar por
vias classicas. Naquela ocasiao, Feynman se referia ao experimento da fenda dupla. Re-
centemente, mais precisamente a partir dos anos 1990, uma nova classe de fenomenos de
interferéncia foi descoberta: a interferéncia de duas particulas [22, 23, 24]. Diferentemente
dos usuais interferometros de uma particula, essa nova classe produzia interferéncia na taxa
de coincidéncia na deteccao das duas particulas (para uma boa revisao, o artigo de Man-
del é indicado [25]). Desde aquela época, varios experimentos desse tipo foram realizados,
iniciando uma importante e promissora area na ética quantica.

Neste contexto, seria importante nos questionarmos como se da o efeito da decoeréncia
para esse caso. E sabido que os sistemas de duas ou mais particulas possuem importantes
propriedades como emaranhamento e medidas de interferéncia de altissima precisao [26],
que podem fazer desses sistemas 6timos candidatos a objeto de estudo da decoeréncia. A
maneira na qual o ambiente perturba o padrao de interferéncia de uma tnica particula ja
esta bem fundamentada com o que expomos até aqui. Entretanto, um estudo profundo

da maneira na qual a decoeréncia atua em um sistema de duas ou mais particulas ainda é
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algo a ser explorado.

Nesta secao estabeleceremos uma conexao direta entre a decoeréncia e a interferéncia
de duas particulas de uma maneira bastante simples. Para isso, discutiremos uma ex-
periéncia de pensamento devido originalmente a Horne e Zeilinger [27], que permitiu o uso
de célculos simples na descricao do comportamento do sistema apods a interacao com o
ambiente, que aqui serd representado por um “banho de fétons” com energia bem definida.
Particularmente, uma vez que a interferéncia nesse tipo de sistema esta relacionada com o
tempo no qual as particulas sao detectadas, ao invés de uma distribuicao espacial na tela
de detecgao, chamaremos esse tipo de disturbio de decoeréncia quantica temporal (DQT),

em analogia com o efeito da decoeréncia temporal comum em Gtica classica [18].

3.5.1 Proposta experimental

A nossa proposta, que se baseia em outra bem explorada por Gottfried [28], consiste
em analisar as particulas produzidas no seguinte processo de decaimento A — a + b, no
qual as particulas filhas sao, cada uma, submetidas a um experimento de fenda dupla como
mostrado na figura 3.1. Se considerarmos que A estava aproximadamente em repouso, po-
demos ver que, devido a conservacao do momento, a e b se propagarao, aproximadamente,
em direcoes opostas. Dessa forma, se a passa através de uma das fendas no lado direito,
b deve passar através da fenda no lado esquerdo que se encontra diametralmente oposta
aquela atravessada por a. Vamos denotar os estados quanticos da particula a correspon-
dendo a passagem através das fendas 1 e 2 na direita por |R;) e |Ry), e os estados quanticos
da particula b por |L1) e |Ls) correspondendo a passagem através das fendas 1 e 2 no lado
esquerdo, respectivamente. Assim, podemos escrever o estado quantico das duas particulas

no seguinte estado emaranhado
1
V2

A matriz densidade p = [¢) (¢| para este sistema é dada por

[¥) (1R1) |[L2) + [Rz) [L4)). (3.28)

2 2
1 1
p=5 D 1R L) (Ll (Ril + 5 3 [Ra) |Ly) (Ll (Byl. (3.29)
ij=1, ij=1,
i 2
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Figura 3.1: Esquema da proposta experimental mostrando o decaimento da particula A,
que estava em repouso, em duas particulas a e b. Devido a conservacao do momento, as
particulas filhas devem se propagar em direcoes diametralmente opostas. Cada particula
é submetida a um arranjo de fenda dupla e sao posteriormente detectadas nas posicoes y,

€ Yp.-

Se estivermos interessados em descrever o comportamento da particula a, teremos que
recorrer a matriz reduzida p, relacionada com esta particula. Ela é obtida efetuando o
trago da equagao (3.29) em relagao aos estados da particula b (que é uma base) na seguinte

forma )

pa=Trol) (0] = 5 3~ (L) (1L} (3.30)

Uma vez que (L;|Ly) = 0, podemos obter p, = 1/23°7 | |R;) (R;|. Esta matriz densidade

corresponde a uma densidade de particulas p(y,) na tela de deteccao dada por

() = Cwalple) = 3 4o () P+ 3 ) (3:31)

onde ¥, (ya) = (Ya|Ri), com i = 1,2. Como podemos ver, a distribuigdo da posigao da
particula a na tela da direita nao exibe um padrao espacial de interferéncia. Além disso,
pela simetria do sistema, podemos ver que a particula b deve exibir o mesmo comporta-
mento. A auséncia de interferéncia nas detecc¢oes individuais sao devido ao fato de que
a particula A estava aproximadamente em repouso no inicio. Entao, de acordo com o
principio da incerteza, nao tinhamos quase nenhuma informacao sobre a posicao de A, ou
seja, a particula A comporta-se como uma grande fonte de particulas tal que os caminhos

relativos 1 e 2 para cada particula nao era bem definido, e, consequentemente, o padrao
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espacial de interferéncia nao podia ser observado. Uma outra interpretacao é o fato de que,
como as posicoes das particulas estao emaranhadas, poderiamos usar a medida na posicao
de uma para saber a posicao da outra, ou seja, obteriamos informacgao sobre o caminho,
que, como vimos, destréi o padrao de interferéncia.

Vamos analisar o sistema como um todo. Neste caso, a densidade de probabilidade de

detectar a particula a em y, e a particula b em g, ao mesmo tempo é dada por

P(Ya> o) = (ol YalplYa) [y6) - (3.32)

Por substitui¢ao da equagao (3.29) na equagao (3.32), obtemos

PWar Yp) = (Yal i) (Yol L) (Ljlys) (Rilya)

N | —
(]

j=1
J

-
=L
o |

)

(Yal Ri) (Ys| L) (Lilys) (RjlYa) - (3.33)

DO | —

ij=1,
i#

Vamos assumir que as funcoes de onda das particulas apds elas terem passado através de

alguma fenda sejam ondas esféricas de tal forma que

eik‘raj
Waj(raj) = (rajl Bj) = —— (3.34)
aj
€
eik’r‘b]‘
Uoj(re5) = {ros|Lg) = ——, (3.35)
bj

com 7(4); representando a distancia entre a fenda e o ponto na tela, £ o nimero de onda,
ej=1,2.

Aqui, se considerarmos que a distancia entre as fendas e a tela é muito maior que a
distancia entre as fendas, podemos utilizar o limite de difracao de Fraunhofer [18] e escrever
Ta(1,2) & L F Oy, e rp1,2) = L F 0y, onde a coordenada y, o angulo 0 e a distancia L sao
definidos de acordo com as figuras 3.1 e 3.2. Dessa maneira, as equagoes (3.34) e (3.35)

sao escritas como
eik(L:Feya)

ol Ris) ~
(y| 1,2> L T 0y,

(3.36)
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GH(LFOu,)
LF 0y,

Assim, com essas aproximagoes, se substituirmos as equagoes (3.36) e (3.37) na equagao

(Yol L1 2) = (3.37)

(3.33), e notarmos que os denominadores podem ser absorvidos em um fator de fase irrele-
vante, podemos escrever a distribuicao de probabilidade para encontrar a particula a em

Y, € a particula b em 7, em coincidéncia, para pequenos angulos de difragao, como

P(Yar o) = |cos[kO(ya — us)]I, (3.38)

onde o simbolo = representa “igual a menos de um fator”. Esta equacao mostra que a
taxa de coincidéncia na chegada as telas de deteccao é caracterizada por uma interferéncia
na posicao y, e vyp. HEste comportamento curioso é devido ao fato de que as particulas
filhas sao emitidas em diregoes opostas pela particula A, e existem duas maneiras delas
atingirem as telas. E a interferéncia entre essas duas possibilidades de alcancar as telas
que cria a oscilagdo na taxa de coincidéncia. Este comportamento tem sido verificado em

vérios experimentos [22, 23, 24].

20 d d 20 y=

Tela

Figura 3.2: Nesta figura mostramos a distancia L e o angulo  que determinam o arranjo
da figura 3.1.

Vamos agora fazer uma andlise desse efeito quando esse sistema de particulas interage
com o ambiente ao seu redor. Como veremos, o efeito da decoeréncia aparecera para

destruir a coeréncia temporal do sistema.
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Primeiramente, consideraremos a adicao de uma fonte de luz na regiao da direita entre
a fenda dupla e a tela. Nesta situacao, se colocarmos dois detectores, cada um préximo
de uma das fendas, um féton pode ser espalhado pela particula ¢ em uma das regioes e
ser detectado pelo detector mais proximo. Aqui, os fétons farao o papel do ambiente, e as
colisoes entre a particula a e os fétons representam a interacao entre o sistema e o ambiente.
Em segundo lugar, vamos, de inicio, supor que a luz tem um comprimento do onda curto
o suficiente para que possamos considerar que um foton espalhado préoximo a fenda 1 nao
pode ser detectado pelo detector 2 e vice versa.
De acordo com a introducao que demos, a interagao entre o sistema e o ambiente é
dada por
| R1) [L2) [Ao) — [Ry) |L2) [Ar) (3.39)

|R2) [L1) [Ao) — |Ra) |L1) |As), (3.40)

onde os estados do ambiente |Ag), |A1) e |A2) simplesmente correspondem ao estado
quantico de N fotons antes do espalhamento, o estado no qual o detector 1 absorve um
féton devido a passagem da particula a pela fenda 1, e o estado em que o detector 2 registra
um féton devido a passagem da particula pela fenda 2, respectivamente. Observe que o
estado do ambiente evolui para |A;) ou |A,) dependendo do estado do sistema. E impor-
tante observar que as equagoes (3.39) e (3.40) sao vélidas se a particula a espalha o féton
logo apos a sua passagem por uma das fendas, sem outra futura colisao. De outra forma,
nao poderfamos escrever | R 2)) (que, de acordo com a equacao (3.36), gera ondas esféricas
emergindo das fendas 1 e 2, respectivamente) no lado direito dessas equagoes. Com esta
restricao, a linearidade da equacao de Schrodinger implica no esquema de medida de von

Neumann [29, 30].

(R L) + o) L) 4o}
1

V2

Vemos que os estados do sistema tém se emaranhado com os do ambiente, que agora

[o) ([R1) [L2) [A1)  + |Ra)|L1)[Ag)). (3.41)
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carregam informagao sobre o caminho. Assim, a coeréncia inicial entre as componentes
|Ro) |L1) e |Ry)|Lo) do sistema é agora uma propriedade compartilhada entre o sistema e
o ambiente.

Agora vamos analisar o comportamento do sistema. Se calcularmos a matriz reduzida
para a particula a, p, = Trpa |@) (@], onde T'ry4 significa trago sobre os estados da particula
b e do ambiente, e calcularmos (y,|p.|va), obtemos que a densidade de probabilidade de
encontrar a particula a na tela, p(y,), ¢ a mesma que foi dada na equagao (3.31). Ou seja,
o emaranhamento entre o sistema e o ambiente ndo mudou este comportamento. Por outro
lado, se calcularmos a matriz reduzida para as duas particulas p,, = Tra |¢) (9|, onde Try

significa trago sobre os estados do ambiente, encontramos

N | —

Pab = Z (Ar] (O + Qu5) |Ax) 5 (3.42)
k=1

2 2

com Oy = Zz’j;l, Ri) [Ly) |Ai) (Ail (L] (Ril e Qi = Zz‘j;l, |Ri) [Ly) |Ai) (Aj] (La| (R;]. Se
1£] 7]

um dado foton é registrado no detector 1, obviamente, este féton nao podera ser registrado

no detector 2. Matematicamente, isto quer dizer que (4;|A;) = 0 para i # j. Assim, a

equagao (3.42) pode ser escrita como

2
p =5 D0 IR L) (5] (R (3.3
g
tal que, utilizando as equagoes (3.36) e (3.37) , encontramos que a densidade de probabili-
dade de detectar a particula a na posicao y, e a particula b na posicao y, em coincidéncia
¢ dada por
P(Ya> Yo) = (Yal (Yolpaslys) [ya) = const. (3.44)

Esta distribuicao de probabilidade é independente das posi¢oes nas telas de deteccao. As-
sim, vemos que a interacao entre o sistema e o ambiente destréi a interferéncia na taxa
de coincidéncia que o sistema tinha quando estava isolado. Baseado nesta caracteristica,
denominamos este fendmeno como decoeréncia quantica temporal (DQT).

Alguns aspectos interessantes podem surgir quando comecamos a analisar as proprie-

dades do ambiente. Aqui analisaremos como a DQT ¢ influenciada pela energia dos fétons,
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ou, similarmente, pelo comprimento de onda da luz. Até aqui temos estudado o limite em
que, implicitamente, consideramos que o comprimento de onda da luz é curto em relagao
a separacao d das fendas. Se nao impusermos esta condicao, devido ao efeito da difracao,
existe uma probabilidade nao nula de um féton espalhado na fenda 1 alcancar o detector
2, e vice versa. Em tais casos, dizemos que o ambiente nao carrega uma quantidade de
informacao suficiente para descrever a separacao entre as fendas, ou seja, nao se pode dizer
por qual fenda a particula a passou.

Para levarmos em conta essas duas possibilidades, escrevemos o estado do sistema como

o) = n|R1)|Ly) A1) +m|Ry)|La) |Ag)
+ n|Ry) |L1)|A2) + m|Rs) |L1) |Ay), (3.45)

onde n e m representam as amplitudes de probabilidade para que um féton espalhado
préximo a uma dada fenda seja registrado pelo detector mais préximo, e o mais distante,
respectivamente. Note que, por razoes de simetria, o par de amplitudes é o mesmo para

)

ambas as fendas. Neste caso, se calcularmos a matriz reduzida pg}f =Trg|e) (|, com a

condi¢ao de que (A;]|A2) = 0 ainda se mantém, obtemos que

2
pai) = (I mf?) Y |Ri) | L) (L] (R
2

+ (nm* +n'm) Y |Ri) |Ly) (Lil (R (3.46)

Agora estamos prontos. Podemos calcular (yp| (yq| p((;g)]ya> lyp) para encontrar a densi-
dade de probabilidade de detectar a particula a em y, e a particula b em ¥, em coincidéncia,
como fungao das amplitudes n and m. O segundo termo na equagao (3.46) corresponde aos
elementos nao-diagonais da matriz pgf) na base {|R) |L)}. Esses elementos, como ja menci-
onamos, sao chamados de termos de interferéncia. De fato, no limite de comprimentos de
onda curtos temos que n = 1/\/5 e m = 0. Esta ¢ a situacao na qual a DQT é maxima e

nao ha interferéncia na taxa de coincidéncia. Por outro lado, se considerarmos comprimen-

tos de onda muito longos, temos que n = m = 1/2, que significa que os fétons tém a mesma
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probabilidade de alcancar ambos os detectores, independente da fenda na qual eles foram
espalhados. Nesta situagao, a equagao (3.46) se reduz a equagao (3.43), a DQT é minima,
e a coincidéncia na detecgao é caracterizada pela presenca de interferéncia (Veja a equagao
(3.38)). Para o caso intermedidrio no qual os detectores obtém alguma, mas nao uma
completa informacao, temos m # 0 e n > m. Aqui, a taxa de coincidéncia é parcialmente
efetiva e poderiamos observar uma distribuicao intermediaria contendo caracteristicas das

equagoes (3.38) e (3.44):

PWar ¥6) = (Yal (sl pablye) [Ya)
= |n|* 4+ |m|* + (nm* + mn*)cos[2k0(ya — us)]- (3.47)

Um outro parametro de interesse seria a intensidade da fonte de luz, ou o ntmero de
fotons na regiao apos as fendas da direita. Até agora assumimos implicitamente que a
intensidade é alta o suficiente para considerarmos que o espalhamento ocorre com 100 %
de probabilidade. Se nao impusermos esta condigao, as propriedades do sistema devem ser
descritas pela matriz densidade que corresponde ao seguinte estado misto p = wy |¢) (¢| +
wy |a) (o], onde |o) = [¢)|Ag), e w2y sdo as probabilidades da particula a espalhar, e
nao espalhar, um féton apds a sua passagem através das fendas, respectivamente. Se
procedermos calculando a matriz reduzida, p., = Trg(p), e a densidade de probabilidade
de detectar as duas particulas em coincidéncia, considerando as equagoes (3.36) e (3.37)

como sendo as fungoes de onda, encontramos

PWar o) = (Yal Yol pab|¥s) [Ya)
= wy + 2ws|cos[kO(ya — )] %, (3.48)

que, como esperado, contém caracteristicas das equacgoes (3.38) e (3.44).

E importante mencionar o caso em que hd luz e detectores em ambos os lados do
experimento. Neste caso, o processo para descrever o comportamento do sistema é o mesmo.
Entretanto, ao invés da equagao (3.45), a equagdo para o sistema como um todo seria
) = 25:1 ¢ |A;> l©), com |¢) dado pela equagao (3.45). Os vetores |A;) representam

os novos graus de liberdade adquiridos pelo ambiente devido a introducao da outra fonte
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de luz, e os ¢; sao as amplitudes associadas aos possiveis pares fenda-detector no lado
esquerdo. Note que, se as duas fontes de luz forem idénticas, os termos contendo os vetores

|L;) |A;-), no qual ¢ = j, s@o dados por ¢; = n. Se i # j, temos ¢; = m.

3.5.2 Discussao

Demonstramos uma classe de processos de decoeréncia em mecanica quantica no qual
a interacao sistema-ambiente destrdi a interferéncia na taxa de coincidéncia em um in-
terferometro de duas particulas, onde o ambiente foi considerado como sendo composto
por uma grande quantidade de fétons. Denominamos este processo como decoeréncia
quantica temporal (DQT). Além disso, demonstramos como a energia e a quantidade des-
ses fétons sao fatores decisivos neste tipo de processo. Para isso, utilizamos o formalismo
da matriz reduzida, o qual se mostrou bastante eficiente na analise deste tipo de sistema
composto. Assim, acreditamos fortemente que esta técnica pode ser estendida sem gran-
des esforcos para outros tipos de sistemas de duas particulas, bem como para sistemas de
muitas particulas.

Em conclusao, acreditamos que experimentos deste tipo podem ser bastante promissores
no estudo da decoeréncia com alta precisao. Como demostrado por Mandel [25], medidas
como esta podem atingir um resolucao temporal da ordem de femtosegundos, que é milhoes
de vezes mais precisas que as dos detectores associados com a eletronica. Além disso,
diferentemente dos interferometros de uma particula, os de duas particulas nao exigem
que a diferenca de caminho seja menor do que o comprimento de onda de de Broglie das

particulas [26].
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Capitulo 4

Um paralelo entre a mecanica
quantica e a otica ondulatoria

Neste capitulo vamos descrever um pouco da teoria quantica que surgiu durante os
anos 1920, bem como as similaridades que emergiram mais recentemente no estudo da

Otica ondulatéria.

4.1 Mais um pouco de mecanica quantica

Existem postulados fundamentais na mecanica quantica que descrevem totalmente tudo
que gostariamos de calcular. Essas ideias parecem estranhas e sempre causam desconforto
quando encaradas de inicio. Bohr certa vez disse: “Aqueles que nao se chocam quando se
deparam com a mecanica quantica pela primeira vez, possivelmente nao a entenderam”.

Os postulados sao:

1- O estado de um sistema fisico é completamente descrito por um vetor de estado |))

que pertence ao espaco complexo de Hilbert.
2- Os observaveis de um sistema fisico, ou seja, as grandezas que podemos medir, como,

por exemplo, a posi¢ao e o momento de uma particula, sao representados por operadores

hermitianos.

23



3- Quando fazemos medidas em um sistema, obtemos, probabilisticamente, a resposta
de acordo com o médulo quadrado da funcao de onda. Este é o chamado postulado de

Born.
4- Um sistema, quando nao medido, evolui de acordo com a equacao de Schrodinger.

Esses postulados nao sao intuitivamente claros. Porém, para nés, é suficiente dizer que
eles sao validos simplesmente porque estao em perfeito acordo com todos os resultados
experimentais até hoje. Neste capitulo, em que estaremos interessados apenas na dinamica
espacial do sistema, podemos simplificar o enunciado do primeiro postulado da seguinte
forma: “Os estados dos sistemas fisicos sao representados por fungoes complexas, chama-
das de fungoes de onda.” Dessa forma, a descricao do comportamento da funcao de onda
serd o nosso alvo a seguir.

A mecanica quantica é, de longe, a mais precisa descricao da natureza que possuimos.
Com isso em mente, vamos prosseguir, e comecgaremos discutindo a equacao de Schrodinger
que aparece na quarta regra. Na verdade, ela foi desenvolvida antes dos outros postulados

serem enunciados.

4.1.1 Equacao de Schrodinger

Se particulas se comportam como ondas, entao seria razoavel esperar a existéncia de
uma equacao de onda para descrever tal comportamento. Assim, precisamos entender
como as ondas se manifestam em primeiro lugar.

As ondas, de maneira geral, ja eram entendidas pelos fisicos do século XIX. Uma
equacao de onda ¢ normalmente uma equacao que envolve derivadas segunda no espago e

no tempo. Ela se da da seguinte forma:

0?f(x,t) B iazf(x,t).

oxr2 w2 o2 (1)

Aqui, v é a velocidade na qual a onda se propaga. Se a equagao acima descrever uma onda

de luz, entao a velocidade é a da luz. O mesmo é vélido para ondas sonoras e varias outras.
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Uma solucao para a equagao (4.1) é a chamada onda plana:
Fa,1) = Acitir=n), (4.2)

tal que w = vk. Aqui, w é a frequéncia das oscilagoes da onda e k = 27/A é o nimero
de onda. A é conhecida como a amplitude da onda, que por enquanto vamos tratar como
uma constante arbitraria. O ntimero i é o niimero imaginario cujo valor é v/—1.

A onda plana f(z,t) é uma fungdo complexa. Um campo elétrico, por exemplo, pode

ser escrito da seguinte forma (o mesmo é valido para campos magnéticos):

2
E = Eycos <T7rx —wt + 6’> : (4.3)

onde todos os simbolos tém o seu significado usual, e 6 é a fase inicial, que pode assu-
mir qualquer valor. Em mecanica quantica, as ondas tém uma natureza genuinamente
complexa, e esta é uma das diferencas chave entre as fisicas classica e quantica.

Vamos tomar o exemplo do elétron e tentar derivar uma equacao de onda descrevendo
o seu comportamento. Esta foi a maneira utilizada por Schrodinger. A energia cinética de

um elétron é dada por:

2 th.Q
p=r 0% (4.4)
2m 2m
mas de Broglie também nos diz que a energia deveria ser do tipo “onda”, ou seja,
E. = hw. (4.5)
[gualando essas duas equacoes, temos:
hk?
= —. 4.6
W= (4.6)

Agora a frequéncia dos elétrons é proporcional a k?, e ndo a k como na nossa equacao da
onda (4.1). Se uma onda deve estar associada ao elétron na forma de onda plana, ela deve

ser escrita como

U — pilka—hk?t/2m) (4.7)

Agora pensamos: que equacao diferencial no espago e no tempo teria como solucao a

equagao (4.7)7 Esta foi exatamente a tarefa enfrentada por Schrodinger.
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Se analisarmos um pouco, vemos que é necessaria uma derivada segunda no espaco,
como tinhamos antes, porém, diferente da equagao (4.1), precisamos de uma derivada
primeira no tempo. Isto porque precisamos de uma equagao que seja valida independente

do valor de k (ou w). Assim,

0? ,
8$2\IJ _ _k2€z(kx—ﬁk2t)/2m _ —]{52\11, (48)
enquanto
0 hk? . 2 hk?
2 = —j i(kx—hkt)/2m — 3 4.
ot ! 2m ¢ ! 2m (4.9)

Dessa forma, a partir das duas equagoes acima, podemos escrever que
——— VU = ih—t\IJ. (4.10)

Esta é a célebre equacao de Schrodinger, porém, na sua forma restrita.
Se a particula estiver sendo submetida a uma forga, cujo potencial é V(z), a equagao é

modificada da seguinte forma:

ho 0 o,
—%@‘i“/(l’) qf:lhg\l’, (411)

que ¢ a equagao de Schrodinger completa, com toda a sua gléria. Esta é apenas a sua versao
unidimensional, mas, como se sabe, ela pode ser estendida para duas e trés dimensoes,
onde se é possivel resolver problemas realistas como, por exemplo, encontrar o espectro de
emissao do atomo de hidrogénio.

Como vemos, a equacao mais fundamental da mecanica quantica é similar a equacao
da onda (4.1), mas, diferente daquela, o espaco e o tempo sdo incorporados na equagao
de Schrodinger de uma maneira assimétrica. De fato, a sua forma se assemelha mais com
a equacao da difusao. Isto sugere que um pacote de onda se alarga, ou difunde, ao longo
do tempo. Entretanto, a caracteristica mais intrigante da equacgao é o fato dela conter o
numero imaginario ¢. Ele nunca havia aparecido em nenhuma das equagoes classicas de
Newton ou Maxwell. O significado desse fator foi muito preocupante tanto para Schrédin-

ger, quanto para toda a comunidade cientifica da época.
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4.1.2 Postulado de Born

No inicio parecia bastante dificil atribuir qualquer realidade fisica a funcao de onda W.
Ela é uma funcao complexa, e niimeros complexos nunca aparecem em medidas feitas em
laboratérios. Noés sempre medimos algum observavel fisico, tal como a posicao de uma
particula, cujo resultado é sempre real. Notavelmente, o significado da funcao de onda nao
era claro para Schrodinger, apesar de ter sido o seu criador.

O fisico alemao Max Born resolveu este problema em seguida, dessa forma, sendo
reconhecido pela sua “interpretacao de Born”. Ele anunciou que o moédulo quadrado da
funcao de onda é a densidade de probabilidade de encontrar a particula na posicao x.

Assim, a probabilidade de encontrar a particula entre as posicoes = e x + dx é dada por
| (2)|*dz. (4.12)
A probabilidade de encontrar a particula entre as posicoes x1 e x9 é consequentemente
z2
= / 0 () [2de. (4.13)
x1
Uma consequéncia direta é o fato de que
p= / U (2)|?dx = 1. (4.14)

Isto significa que a probabilidade total de encontrar a particula em algum lugar deve ser

um. Esta é a chamada condicao de normalizacao.

4.2 Uma visao geral do estudo da ética

Na teoria classica, a luz é descrita como um fenomeno eletromagnético, assim como
todas as outras formas de radiacdo. A radiacao eletromagnética se propaga na forma de
dois campos vetoriais (elétrico e magnético) mutuamente acoplados. Entretanto, é possivel
descrever muitos fenomenos 6ticos utilizando uma teoria escalar no qual a luz é descrita
por uma funcao de onda escalar. Esse método simplificado de tratar a luz é chamado de

“Otica ondulatéria”.
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Quando ondas de luz se propagam através de objetos cuja dimensao é muito maior
que o seu comprimento de onda, a natureza ondulatoéria passa a ser ocultada de tal forma
que um tratamento de “Otica geométrica” se faz suficiente. Estritamente falando, a ética
geométrica é o caso limite da ética ondulatoria quando o comprimento de onda da luz é
infinitamente pequeno. Dessa maneira, a teoria eletromagnética da luz incorpora a otica

ondulatoria, que, por sua vez, incorpora a 6tica geométrica, como ilustrado na figura 4.1.

Otica quéntica

Otica eletromagnética
Otica ondulatéria
Otica geométrica

Figura 4.1: A teoria da 6tica quantica nos dd, em principio, a explicacao para todos os
fenomenos 6ticos. A teoria eletromagnética da luz nos da o melhor dos tratamentos da
luz no escopo da fisica classica. A otica ondulatoria é a aproximacao escalar da 6ética
eletromagnética. E, finalmente, a Otica geométrica é o formalismo limite da descricao
ondulatéria quando o comprimento de onda é muito curto.

Apesar da 6tica eletromagnética fornecer o tratamento mais completo da luz na teoria
classica, existem certos fendmenos 6ticos que sao de origem puramente quantica, como
aqueles que apresentamos no capitulo de introducao, que nao podem ser explicados por
vias classicas. Esses fenomenos sao descritos pela “eletrodinamica quantica”. No caso dos
fenomenos 6ticos, esta teoria é chamada de “Otica quantica”.

Historicamente, a Gtica se desenvolveu, razoavelmente, da seguinte maneira: (1) ética
geométrica; — (2) 6tica ondulatoria; — (3) dtica eletromagnética; — (4) 6tica quantica. De
maneira nao surpreendente, esses modelos sao progressivamente mais dificeis e sofisticados,

tendo sido desenvolvidos para fornecer explicagoes para o resultado de experimentos cada
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vez mais precisos.

4.3 Otica ondulatéria

Na otica ondulatéria, como mencionamos, a luz é tratada como uma fungao escalar,
chamada de funcao de onda, que obedece a equagao da onda. O preciso significado fisico
desta funcao nao é bem definido, porém, é suficiente dizer que ela pode ser representada
por qualquer componente dos campos elétrico ou magnético. A 6tica ondulatéria é a base
da descricao de vérios fenomenos 6ticos ondulatérios como a interferéncia e a difragao, bem
como todos aqueles referentes a ética geométrica.

Entretanto, este formalismo possui as suas limitagoes. Ele nao é capaz de descrever
completamente, nem os fenomenos de reflexao e refragao da luz nas fronteiras entre meios
dielétricos, nem aqueles fenomenos que necessariamente exigem uma descri¢ao vetorial da

luz, como os efeitos da polarizacao.

4.4 Alicerces da otica ondulatoéria
4.4.1 Equacao da onda

A luz se propaga na forma de onda. No espaco livre, as ondas de luz viajam com
velocidade ¢y. Um meio homogéneo e transparente, como o vidro, é caracterizado por uma
constante: o seu indice de refragdo N (> 1). Em um meio com indice de refragao NV, a luz
se propaga com uma velocidade de fase reduzida dada por:

c= /CT(} (4.15)

Uma onda 6tica é descrita matematicamente por uma fungao real da posi¢ao 7 = (x,y, 2)
e do tempo, que é denotada por u(7,t) e é conhecida como “funcdo de onda”. Ela satisfaz
a equacao da onda,

1 0%u

Viu—-Z—=0 4.16

onde V2 é o operador laplaciano, V? = 0%/9z* + 0%/9y* + 0?/02%. Qualquer fungao

satisfazendo a equacdo (4.16) representa uma onda Gtica possivel.
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Como a equacao da onda é linear, o “principio da superposicao” se aplica, ou seja,
se ui(7,t) e uy(7,t) representam ondas dticas, entdao u(7,t) = uy(7,t) + uz(7,t) também
representa uma possivel onda ética.

Na fronteira entre dois meios diferentes, a funcao de onda muda de uma maneira que
depende dos indices de refracao envolvidos. Entretanto, as leis que governam esta mu-
danga dependem do significado atribuido & fungao (ou seja, a componente do campo ele-
tromagnético que ela representa).

A funcao de onda também é aplicavel em meios cujo indice de refracao é dependente da
posicao, uma vez que essa variacao seja pequena para distancias da ordem do comprimento
de onda. Neste caso, o meio é dito ser localmente homogéneo. Para tais meios, N e ¢ nas
equagoes (4.15) e (4.16) devem ser substituidos por fungoes dependentes da posigao N (7)

e ¢(7), respectivamente. Utilizaremos essa propriedade neste capitulo.

4.4.2 Intensidade, poténcia e energia

A intensidade 6tica I(7,t), definida como a poténcia por unidade de érea, é proporcional

a média do quadrado da fungao de onda,
I(7,t) = 2(u*(7,1)). (4.17)

A operacao (.) denota a média sobre um periodo de oscilagao Stica; porém, mais curtos
que qualquer outro tempo de interesse (a duragao de um pulso de luz, por exemplo).

Apesar do significado fisico da fungao de onda u(7,t) ndo ser bem definido, a equagao
(4.17) representa uma conexao com uma quantidade fisica acessivel através de medidas - a
intensidade otica. Existe uma arbitrariedade na definicao da funcao de onda em relagao a
intensidade dtica. A equagao (4.17) poderia, por exemplo, ter sido escrita sem o fator 2 e
a funcéo renormalizada com um fator v/2, tal que a intensidade permaneca a mesma.

A poténcia ética P(t) através de uma dada area A, normal a dire¢ao de propagagao da

luz, é a intensidade integrada

P(t) = /A (7, 1)dA. (4.18)
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A energia ética absorvida em um dado intervalo de tempo é a integral da poténcia otica

nesse intervalo.

4.4.3 Ondas monocromaticas

Uma onda monocromatica é representada por uma funcao de onda com dependéncia
harmonica no tempo,

u(r, t) = a(F)cos[2mvt + ()], (4.19)

onde a(r) é a amplitude, p(7) é a fase, e v é a frequéncia de oscilagdo. Tanto a amplitude
quanto a fase podem ser dependentes da posicao. Ja a funcao de onda é uma funcao

harmonica do tempo com frequéncia v em todas as posicoes.

4.4.4 Representacao complexa

E conveniente expressar a funcao de onda real u(7,t) da equacio (4.19) em termos de

uma fun¢ao complexa

U(r,t) = a(r)explip(T)]exp(2imvt), (4.20)

tal que
Wi 1) = Re{U(F,8)} = %[U(F, B + U (7. 1)]. (4.21)

A funcdo U(7,t), conhecida como funcdo de onda complexa, descreve a onda completa-
mente; a funcdo wu(7,t) é simplesmente sua parte real. Assim como a fun¢ao de onda

u(7, 1), a funcdo complexa U(7,t) também deve satisfazer a equagao da onda,
ViU - ——— =0. (4.22)
As duas funcoes satisfazem as mesmas condices de contorno.

4.4.5 Equacao da onda

A equagao (4.20) pode ser escrita na forma

U(r,t) = U(r)exp(2invt), (4.23)
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onde o fator independente do tempo U(7) = a(r)exp(ip(r)) é a “amplitude complexa”. A

fungao de onda u(7,t) é, dessa forma, relacionada com a amplitude complexa por
1
u(r, t) = Re{U(F)exp(2irvt)} = E[U(f’)exp(%?wt) + U*(7)exp(—2imvt)). (4.24)

Em uma dada posi¢ao 7, a amplitude complexa U () é uma varidvel complexa cuja mag-
nitude |U(7)| = a(r) é a amplitude da onda, e cujo argumento arg{U(r)} = ¢(7) ¢é a

fase.

4.4.6 Equacao de Hembholtz

Substituindo U(7,t) = U(7)exp(2imvt) na equagao (4.22), obtemos a seguinte equacao
diferencial

(V2 + EHU(F) = 0, (4.25)
que é a chamada “equacao de Helmholtz”, onde

P 2w (4.26)

é o numero de onda.

4.4.7 Intensidade 4tica

A intensidade ética é determinada pelo uso da equagao (4.17). Quando tomamos a

média de
2u? (7, 1) = 2a*(F)cos®[2mvt + o(7)] = |U(F)|*{1 + cos(2[2mvt + ©(7)])} (4.27)

em um intervalo de tempo maior que um periodo ético, 1/v, o segundo termo da equagao

(4.27) desaparece, tal que
1(7) = UG (4.28)

Assim, a intensidade dtica de uma onda monocromatica é o modulo quadrado da sua

amplitude complexa. A intensidade de uma onda monocromaética nao varia com o tempo.
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4.5 Ondas elementares

As solucoes mais simples da equacao de Helmholtz em um meio homogéneo sao as ondas

planas e as esféricas.

4.5.1 Onda plana

A onda plana tem uma amplitude complexa dada por

U(F) = Aexp(—ik.7) = Aexp[—i(kyx + kyy + k.z)], (4.29)

-

onde a amplitude A é uma constante complexa chamada “envelope complexo” e k =
(ky, kyk,) é chamado de “vetor de onda”. Para a equac@o (4.29) satisfazer a equagio de
Helmholtz, é necessario que k? + k; + k? = k2, tal que a magnitude do vetor de onda ké
o numero de onda k.

A fase arg{U(7)} = arg{ A} —k.7 acarreta frentes de onda dadas por k.7 = K24k +k2 =
k2. Esta esquacao descreve planos paralelos que sdao perpendiculares ao vetor de onda k
(por isso o nome “onda plana”). Essas ondas planas sdo separadas por uma distancia
A =2 /k, tal que

A= (4.30)

v
onde A é o comprimento de onda. A onda plana tem uma intensidade constante () = | A|?
em toda parte do espago, tal que ela carrega uma poténcia infinita. Esta onda claramente
¢ uma idealizagao, uma vez que ela existe em toda parte e o tempo todo.

Se 0 eixo z é tomado como sendo a direcio do vetor de onda k, entdo U (7) = Aexp(—ikz),

e a funcao de onda correspondente obtida da equagao (4.24) é dada por
u(r,t) = |Alcos[2mvt — kz + arg{ A}] = |A|cos[2mv(t — z/c) + arg{A}]. (4.31)

A fungao de onda é, dessa forma, periddica no tempo com periodo 1/v, e peridédica no
espago com periodo 27 /k, que é igual ao comprimento de onda A. Uma vez que a fase
da fungao complexa, arg{U(7,t)} = 2mv(t — z/c) + arg{ A}, varia com o tempo e com a

posicao como fungao da variavel t — z/¢, ¢ é chamada de velocidade da fase da onda.
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Em um meio com indice de refracao N, a velocidade de fase ¢ = ¢y//N e o comprimento
de onda A = ¢/v = ¢y/Nv, tal que A = A\g/N, onde \g = ¢/v é o comprimento de onda
no espaco livre. Para uma dada frequéncia v, o comprimento de onda no meio é reduzido
em relacao aquele no espaco livre por um fator A/. Como consequéncia, o niimero de onda
k = 2w /) aumenta em relagao ao do espago livre (kg = 27/)g) por um fator . Em resumo,
quando uma onda monocromatica se propaga através de um meio com diferentes indices
de refracao, sua frequéncia permanece a mesma, mas a sua velocidade, seu comprimento

de onda, e o seu nimero de onda sdo alterados: ¢ = co/N, A = \g/N e k = Nk.

4.5.2 Ondas esféricas

Outra solucao simples da equacao de Helmholtz é a onda esférica
LA :
U(r) = —exp(—ikr), (4.32)
r

onde r é a distancia da origem e k = 27v/c = w/c é o numero de onda. A intensidade
I(7) = |A[]*/r? é inversamente proporcional ao quadrado da distancia. Neste caso, as

frentes de onda sao esferas concéntricas separadas por uma distancia radial A = 27 /k, que

A

avangam radialmente com velocidade c. Também temos o caso em que U(7) = “exp(ikr),

que representa um grupo de frentes de onda esféricas colapsando na origem.

4.6 Ondas paraxiais

Uma onda é dita paraxial se as linhas normais as suas frentes de onda sao raios paraxiais.
Uma maneira de construir uma onda paraxial é comegar com uma onda plana, e modificar
(ou modular ) o seu envelope complexo A, fazendo-o uma fungao lentamente variavel com

a posigao, A(7), tal que a amplitude complexa da onda modulada torna-se
U(r) = A(F)exp(—ikz). (4.33)

A variagao de A(7) com a posigao deve ser lenta para distancias da ordem do comprimento

de onda, tal que a onda mantenha, aproximadamente, a sua natureza de onda plana.
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Figura 4.2: a) A magnitude da onda paraxial em fungao da distancia z. b) As frentes de
onda e os raios da onda paraxial.

A funcao de onda u(7,t) = |A(F)|cos[2mvt — kz + arg{A}] de uma onda paraxial é
mostrada na figura 4.2(a) como fungdo de z parat =0 e z = y = 0. Esta é uma funcao
sinusoidal em z com amplitude |A(0,0, z)| que varia lentamente com z. Uma vez que
a mudanga na fase, arg{A(z,y,z)}, é pequena dentro de um comprimento de onda, as
frentes de onda planares se distorcem muito lentamente, tal que as suas normais sao raios

paraxiais.

4.6.1 Equacao paraxial de Helmholtz

Para a onda paraxial (4.33) satisfazer a equagao de Helmholtz (4.25), o envelope com-
plexo A(7) deve satisfazer a outra equacao diferencial parcial obtida através da substi-
tuigao da equacdo (4.33) na equagao (4.25). O fato de assumirmos que A(7) varia lenta-
mente com relagao a z significa que dentro de uma distancia Az = A, a variacao AA é
muito menor que o préprio A; ou seja, AA < A. Esta desigualdade de variaveis com-

plexas se aplica as magnitudes das partes real e imaginaria separadamente. Uma vez que

AA = (04/)02)Az = (0A]0z)\, temos que 0A/0z < A/, e, dessa forma,

9A
5 < kA (4.34)
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Similarmente, a derivada 9A/dz varia lentamente na distancia \, tal que 9*A/9z? satisfaz

0?A
oz < k2 A. (4.35)

Substituindo (4.33) em (4.25), e negligenciando 9*A/dz? em comparacao com kOA/dz ou
k? A, obtemos
0A

VA — 2ik— =0 4.36
T 1 82’ } ( )

onde V% = 9%/0x? + 0%/0y? ¢é o operador lapaciano transverso.

A equacao (4.36) é uma aproximacao da equagao de Helmholtz quando o envelope
complexo varia lentamente. Vamos chamar esta equacao simplesmente de “equacao para-
xial de Helmholtz”. Note que esta equacgao diferencial tem a mesma forma da equacao
de Schrodinger (4.10) da teoria quantica. Esta similaridade matemadtica acarreta muitas
analogias fisicas entre a 6tica cldssica e a mecanica quantica. Este é o ponto chave deste

capitulo, e, a partir dele, estabeleceremos o estudo que seguira.

4.7 Momento angular orbital da luz

Um feixe de luz monocromética viajando ao longo de um eixo z pode transportar
momento angular na dire¢ao de propagagao de duas formas diferentes [31, 32, 33]. A
primeira é a forma classica (do tipo spin) associada com a polarizagao circular da luz,
com cada foton carregando A de momento angular, dependendo do sentido de giro da
polarizacao. O segundo tipo é a forma “orbital”, associada com o perfil da fase o6tica
do feixe em um plano ortogonal ao eixo de propagacao, ou seja, paralelo ao plano xy.
Utilizando uma notagao complexa, o campo elétrico de um feixe carregando um valor bem
definido do momento angular orbital pode ser escrito como E(p, ¢) = Ey(p)exp(ily), onde
p e @ sao as coordenadas polares no plano zy, e [ é um nimero inteiro. Para tais campos,
comumente chamados de “modos helicoidais”, foi demonstrado que cada féton carrega um
momento angular orbital quantizado de Ik na direcao z [33, 34, 35]. A frente de onda deste
campo é composta de |l| superficies helicoidais intercaladas, cuja helicidade é dada pelo

sinal de [. Além disso, esses campos apresentam uma singularidade de fase topolégica (um
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“vértice 6tico”) no eixo do feixe [36, 37]. E comum na literatura se referir ao nimero [

como a “carga topoldgica” do vértice.
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Figura 4.3: a) Frente de onda de uma onda plana. b) Frente de onda de um vértice 6tico
carregando +h de momento angular orbital.

Em geral, uma onda 6tica pode ser decomposta em modos circularmente polarizados e
helicoidais, carregando tanto o momento angular de spin, quanto o orbital. Um exemplo
particularmente importante sao os modos de Laguerre-Gauss, que sao solugoes exatas da
equagao paraxial de Helmholtz [43]. Na verdade, a equagao paraxial admite solugoes em 17
sistemas de coordenadas [44]. Muitas dessas solugoes tém sido estudadas tanto do ponto de
vista tedrico, quanto do experimental, com propésitos cientifico e tecnolégico. Os feixes de
Bessel-Gauss (BG), Hipergeométricos (HyG), Hipergeométricos Gaussianos (HyGG), Ince-
Gauss (IG), Lapalace-Gauss (LG) e de Mathieu sdo alguns dos mais recentes exemplos
[45, 46, 47].

Ao longo da ultima década, os feixes com momento angular orbital tém recebido cada
vez mais atencao. J4 se aplicam suas propriedades nas mais diversas areas como: litografia

Gtica, cirurgias médicas, aprisionamento ético e pingas 6ticas [38, 39, 40, 41, 42].
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4.8 Transmissao de dados por modos hipergeométricos
através de um meio com indice de refragao hi-
perbdlico

Nesta secao apresentaremos uma nova familia de feixes 6ticos que formam uma base
ortogonal de solucoes da equagao paraxial, e que também carregam momento angular
orbital (MAO). Os perfis de modo transverso sdo proporcionais a fun¢ao hipergeométrica
confluente. Modos com perfis similares tém sido estudados previamente (HyG, HyGG,
HyGG-I1)[46, 47, 48]. Entretanto, diferente desses, obtivemos solugoes que sao ortogonais e
com poteéncia finita, cuja amplitude decai exponencialmente na direcao radial p. Chamamos
esta nova classe de “modos hipergeométricos do segundo tipo” (HyG-II) [49]. Para gerar
esses modos, demonstramos que a luz se propagando em um meio com indice hiperbdlico
decai neles (ou numa combinacao linear deles). Entretanto, devido ao MAO conduzido nos
modos, propomos que fibras o6ticas com este perfil de indice, em determinadas situagoes,

podem carregar mais informacao que as fibras com indice quadratico.

4.8.1 Equacao do feixe

Considere um meio com simetria cilindrica, cujo indice de refracao N pode ser descrito

por

N2(r) = n2 (1 + ﬁ) , (4.37)

nop

onde p? = 22 + y? é a coordenada transversa. Para obtermos este perfil de indice, apro-
ximadamente, o meio deve ter uma linha muito fina e opaca ao longo do eixo z, uma
vez que um indice de refragao infinito implica auséncia de propagacao. Em volta desta
regiao, poderiamos ter silicio com alta concentracao de dopagem (diéxido de germanio, por
exemplo [50]) para aumentar o indice de refragdo ao méaximo e, com o aumento do raio,
a concentracao da dopagem deveria diminuir de forma que se obtenha o perfil hiperbdlico
desejado. Dessa forma, a equacao da onda para o campo elétrico toma a seguinte forma

V2E + k2 (1 + ﬂ) E =0, (4.38)
nop
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com k = 2mny/A sendo o nimero de onda longe do eixo ético. Neste ponto, quando a

aproximacao paraxial é utilizada [51, 52|, assumimos uma soluc¢ao da forma

E(p,p,2) = ¥(p, p)exp(—ifiz). (4.39)

Se escrevermos ¥(p, ¢) = R(p)®(p), a equacao da onda é dada por

110 OR 1 82@ k2n1
——— | p— k* — %) = 0. 4.40
Rpdp (pap) CI’P28902+”0P+( 5 (4.40)
Utilizando a separacao das variaveis, temos
—®(p) =—1"P 4.41
50(0) = ~La(p). (1.41)
que nos da
_ 1 o 7
e
d? 1d K*n, 12
—R(p) + ~—R(p) + | (K* — 5%) + — —| R(p) =0. 4.43
TS0 + R + | (8 = 1)+ = | R(p) (1.3

Note que a equagao (4.43) tem a forma da equagao de Schrédinger em duas dimensoes para
o atomo de hidrogénio [53] (O perfil do indice de refracdo na equacao paraxial faz o papel
da energia potencial na equac¢ao da mecanica quantica). Primeiramente, vamos analisar o

caso em que k? > 3%2. Vamos definir

_ [202 — )]
k2n1
= 4.45
o, (4.45)
b= —i/m, (4.46)
x = 12msp, (4.47)
entdo, escrevemos a equagao (4.43) como
d? 1d 1 b 12
s -4 S R —0. 4.4
dsz(x) + xdwR(:v) + {( 1t x) xz] R(xz)=0 (4.48)
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A sua solucao regular é
Rui(p) = Coru(2msp)lexp(—imsp) Fy(i/m + |I] +1/2;2)1| + 1, i2msp). (4.49)

A constante C),; pode ser calculada a partir da condicao de normalizacao da funcao delta

| B0 Ryio)pdp = 5(m ), (4,50)
0
que nos dé [54]
om 1/2 -1
Ot =5 || L1+ 1720+ 1 (4.51)
p=0

para [ = 0, o produto pode ser substituido pela unidade. As solugoes dadas pela equacao
(4.49) nao sao estados confinados. Assim, neste caso, o perfil do indice de refracao causa
difracao do feixe.

Agora vamos analisar o caso em que k? < 52, Definindo as transformacoes

k*n?
2_p2_-_ 1 4.52
BB 4AnZN?’ (4.52)
NTLO
= 4.53
p= (459
e
R(z) = zlle™*2G(x), (4.54)
a equacao (4.43) se escreve como
d*G dG
—_— 2 1) —zx|— — (=N 1/2)G = 0. 4.55
PO (el 1) - )T N 1/2)6 =0 (4.55)

A solugao desta equagao é a fungao hipergeométrica confluente [55]

Esta solugao é bem comportada em x = 0 e exponencialmente divergente para xr — oo.

Ela torna-se de quadrado integravel, o que é necessario para se obter feixes com energia
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finita, apenas se —N + |I| 4+ 1/2 for zero ou negativo. Assim, temos N = 1,3 2 . Vamos
definir um inteiro n como
n=N+1/2=1,2,3,.. (4.57)
Para um dado n, |I| pode assumir os valores
| =0,1,2,..,n— 1. (4.58)

A constante de propagacao 3, do modo n é obtida das equagdes (4.52) e (4.57)

9\ 1/2
Bn =k (1 + {(71——11/2)];_72} ) : (4.59)

A solucao radial normalizada é dada por

Rulp) = —n (-1 1" (cnp)exp(—np/2)1 Fi (—n+[1|+1; 2| +1, cunp)
(4.60)
onde
1 k2n1

L, = ) 4.61
w0 =1/2) ne (4.61)

Entao, o campo complexo total é dado por

1 .

Enl(p7 P, Z) = WRnl<p)€$p[_Z(ﬁnz - lgO)] (462)
Note que, diferente da solugdo para um meio homogéneo (n; = 0) [56], a largura do

feixe nao depende de z. Este fato é devido a agao focalizadora da variacao do indice de
refracao que se opoe a tendéncia natural de alargamento do feixe. Para melhor esclarecer,

mostraremos abaixo os primeiros modos do campo elétrico F,; explicitamente:

Ew = [on/(2n)" e Pexp[—i(B12)],

By = [az/(6m)'2)(1 = agp)e™ " eap[—i(5s2)),

By = (a3/(12m)"%)pe 2P Pexp[—i(az — )],

Esy = [as/2(10m)"](2 — dasp + ajp®)e P exp[—i(Bs2)],

Egi = (a3/(60m)"%)p(3 — agp)e " expl—i(Bsz — )],

Bz, = [a3/(512m) Y2 pPe 3P 2exp|—i(Bsz — 2¢)]. (4.63)
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Para um dado plano z, as distribuigoes de intensidade do feixe HyG-II sao dadas por

Lu(p,o,2) = 2mp|Eu(p, p,2)]?, tal que eles preservam a sua estrutura apesar da pro-

pagacao. Os perfis de intensidade dos primeiros modos sdo mostrados na figura (4.4).

10 20 21 30

Figura 4.4: Distribuicao transversa de intensidade para alguns modos HyG-II na mesma
escala. Eles sao caracterizados tanto pelos anéis concéntricos brilhantes, quanto pela sin-
gularidade no centro. Devido ao rapido decaimento radial de intensidade, os perfis dos
modos de ordem mais alta nao sao significantemente diferentes desses.

4.8.2 Propriedades de transmissao

As vantagens de um sistema de comunicagao por fibra otica em longas distancias sao
inegaveis. Entretanto, dois fatores normalmente limitam o niimero de pulsos 6ticos que
podem ser transmitidos por unidade de tempo: a dispersao modal e a dispersao da velo-
cidade de grupo. Neste topico, analisaremos esses fatores para o caso de uma fibra com
indice hiperbdlico.

1. Dispersao modal. A dependéncia de 5 com o modo n faz com que diferentes modos
tenham diferentes velocidades de fase, v, = w/fB,, bem como diferentes velocidades de
grupo, (vg), = dw/dpB,. Se considerarmos que a regiao de alto indice de refragao é muito

fina, tal que

1 k:n1
-_ 1 4.64
n—1/2)2m & (4.64)
podemos aproximar a equagao (4.59) como
k’3 1 sl 2
n=k+—|————| . 4.65
=kt 5 [z o



Assim, como k = wng/c, podemos obter a expressao da velocidade de grupo
c/ng
31.2 1 2
3 ny
L+ Sk [(n—1/2) n0:|

Para a transmissao de informacao através de trens pulsos 6ticos em uma fibra com indice

(Vg)n = (4.66)

hiperbdlico, é importante obter informacao sobre a dispersao modal desse tipo de meio.
Entao, se os pulsos enviados na entrada da fibra (z = 0) excitarem varios modos, temos
que cada modo ira se propagar com a velocidade de grupo (v,),. Considerando que modos
den =1 até n = Ny, sao excitados, os pulsos de saida em z = L sao alargados da seguinte

forma

S el (467

Agora, utilizamos a equagao (4.66) para obter

3k%n? [4 1
AT = L) ) e 4.68
g 8cng [9 (Mnaz — 1/2)2] ( )

O numero maximo de pulsos por segundo transmitidos sem uma superposicao significante

entre pulsos vizinhos é fy,.. ~ 1/A7. Por exemplo, para uma fibra de 1 Km com indice
hiperbélico (ng = 1.5 e ny = 1.1um), se enviarmos pulsos de A = lum, excitando um
grande nidmero de modos, ndo importa se dezenas ou centenas deles, da equagao (4.68),
temos AT ~ 4x107°s, € fimax ~ 2.5 x 10* pulsos por segundo como sendo a taxa maxima de
envio. Ela é significantemente menor que a capacidade de uma fibra com indice quadratico
(fmaz ~ 107 pulsos por segundo), que carrega modos de Hermite-Gauss (HG) [56].

2. Dispersao da velocidade de grupo. O alargamento modal do pulso pode ser removido,
por exemplo, se apenas um modo € excitado. Neste caso, apesar da possibilidade de uma
alta transmissao de dados, o alargamento do pulso ainda permanece devido a dispersao
da velocidade de grupo. Se considerarmos um pulso com uma largura espectral Aw, apos

uma distancia L, ele ird se alargar de [56]

Aw. (4.69)

Uma vez que v, depende implicitamente de w, devido a dependéncia do indice de refracao

com w, que nos da dv,/dw = 0v,/0w + Jv,/Ong(dng/dw), temos das equagoes (4.66) e
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(4.69) que
2L 3n’k dny
AT ~ = ! A 4.7
T ¢ |4e(n —1/2)2 Ll ek (4.70)

onde no segundo termo assumimos que k%[(ny/ng)/(n + 1/2)]> < 1. Em fibras 6ticas

tipicas, o alargamento do pulso é dominado pelo termo da dispersao do material dng/dw.
Entretanto, para a excitacao de um unico modo, tanto a fibra com indice quadratico,
quanto a com indice hiperbdlico, devem apresentar uma dispersao da velocidade de grupo
da mesma ordem [56, 57]. Entretanto, somente a ultima pode suportar a transmissao de
MAO. Observe que, uma vez que a dispersao modal na equagao (4.68) nao depende de I,
para cada nimero modal excitado n, existe um subespaco de modos de dimensao n— 1 que

esta disponivel para conduzir informagao adicional sem dispersao modal.

4.8.3 Discussao

Em conclusao, estudamos uma nova familia de vortices 6ticos, chamados de modos HyG-
I1, que sao solugoes da equagao paraxial de Helmholtz em duas dimensoes para um perfil
hiperbdlico de indice de refracao. Esta familia constitui um grupo ortogonal de modos, cujo
perfil de intensidade é caracterizado por anéis concéntricos brilhantes com um decaimento
exponencial de intensidade na direcao radial. Encontramos que, em geral, o perfil de indice
hiperbdlico causa um grande alargamento modal de pulsos quando comparado com as fibras
de indice quadratico. Por outro lado, para a excitacao de um tnico modo, ambos os tipos
de fibra se comportam efetivamente da mesma maneira. Entretanto, é notavel que, devido
a presenga de estados com MAOQO, certas excitagoes de varios modos nas fibras com o perfil
de indice hiperbdlico poderiam carregar mais informacao que nas fibras com o perfil de

indice quadratico.
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Capitulo 5

Conclusao

Agora que chegamos ao fim desta tese, é interessante parar para refletirmos o que foi
exposto. A nossa jornada comecou ao falarmos do estabelecimento dos pilares da fisica
moderna - as teorias relativistica e quantica - como descrigao tedrica de certos resultados
experimentais inexplicaveis até o fim do século XIX. O sucesso dessas teorias foi tal que
podemos reconhecer o século passado como “o século da fisica”.

Neste texto, nos detemos em tracar alguns dos fundamentos da teoria quantica com
uma abordagem mais contemporanea, bem como apontar algumas aplicacoes da mesma.
Sempre que possivel, procuramos seguir uma ordem historica na apresentacao do contetido,
de modo a conceder um carater pedagdgico a leitura. Além disso, ao contrario de um texto
muito técnico, acreditamos que esta postura da ao leitor uma melhor nogao de como a
ciéncia funciona.

Podemos destacar que o nosso foco principal foi o entendimento do principio da comple-
mentaridade, da decoeréncia, e da analogia entre a mecanica quantica e a 6tica ondulatéria.
Porém, ao final de cada apresentagao, também demos um pouco de contribui¢ao no avanco
de cada um desses temas.

No segundo capitulo demonstramos o comportamento mutavel entre particula e onda,
recentemente descoberto para fétons, para a matéria (dtomos). Entretanto, contrario ao
que vem sendo apresentado na literatura recente, demonstramos que esta caracteristica
nao exige que um componente do aparato seja quantico e que esteja preparado em uma

superposicao de estados classicamente possiveis. Em adigao, esta proposta aparenta ser
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um experimento de selecao posterior factivel, uma vez que nao vislumbramos nenhum
obstaculo que nao possa ser contornado com a tecnologia atual.

No terceiro capitulo vimos um tipo de processo de decoeréncia no qual a interacao
sistema-ambiente destréi a interferéncia na taxa de coincidéncia de deteccao em um inter-
ferometro de duas particulas, onde assumimos que o ambiente era composto de um grande
numero de fétons. Denominamos este processo “decoeréncia quantica temporal”. Além
disso, foi verificado que a energia desses fétons é um fator decisivo para a efetivacao da
decoeréncia. Para este estudo, utilizamos o formalismo da matriz densidade reduzida, que
se mostrou uma ferramenta bastante poderosa na analise deste tipo de sistema quantico
composto.

No quarto capitulo obtivemos uma nova familia de “vértices 6ticos” que sao solugoes da
equacao paraxial de Helmholtz para um meio com perfil hiperbélico de indice de refracao.
Os feixes sempre se apresentam como anéis concéntricos com decaimento exponencial de
intensidade. Por fim, encontramos que o perfil hiperbdlico apresenta um alargamento modal
de pulsos maior que o quadratico. Porém, devido a maior degenerescéncia dos modos, em
certos casos, o perfil hiperbdlico pode levar vantagem em relagao ao perfil quadratico na
capacidade de transmitir dados.

Nestas linhas finais, gostaria de expressar o prazer e o privilégio de poder estudar e
tentar contribuir com o desenvolvimento da teoria quantica, que, sem duvida, é uma das
mais importantes herancas intelectuais que possuimos. Além da sua importancia, espero
ter transmitido ao leitor um pouco da sua beleza e do método cientifico nela utilizado.
Entretanto, também é importante ter em mente que a fisica é sedutora e perversa ao
mesmo tempo. De fato, conhecendo a sua histéria da maneira como a conhecemos, nao
devemos considerar impossivel que a mecanica quantica venha a falhar um dia. Por outro
lado, evidéncias contraditérias sao uma das coisas mais excitantes que podem acontecer;
elas significam que estamos no inicio do caminho para uma teoria melhor. Assim, é possivel
que a base do estudo apresentado aqui seja superada, o que seria uma grande e nova euforia

cientifica.
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