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Resumo

“All that is important is this one moment in movement. Make the
moment important, vital and worth living. Do not let it slip away

unnoticed and unused.”

— Martha Graham

Nesta tese estudamos, através dos métodos de Melnikov, o comportamento de
dois sistemas dinamicos que sdo exemplos paradigmaticos de integrabilidade em
Mecanica Classica, quando sujeitos a perturbagdes: (i) o péndulo plano simples,
no caso em que o pivo oscila harmonicamente ao longo de um eixo inclinado em
relacdo a direcdo vertical; e (ii) o problema de Kepler, no caso em que a massa do
corpo que gera o campo gravitacional possui momento de quadrupolo.

Para o péndulo simples parametricamente excitado ao longo de uma direcdo
inclinada, analisamos a ocorréncia de caos homoclinico, e também de oscilagdes
subharmonicas, com o objetivo de comparar os nossos resultados com aqueles co-
nhecidos para o caso em que a excitacao ocorre ao longo da direcdo vertical. Ve-
rificamos que o critério para a ocorréncia de caos homoclinico é numericamente
muito proximo em ambos os casos, mas em relagdo a ocorréncia de solugdes os-
cilatérias subharmonicas notamos uma diferenca relevante devido a quebra de
simetria nas equagdes do movimento do sistema: enquanto para o caso vertical a
condi¢do de Melnikov garante apenas a existéncia de oscilagdes subharmonicas
de ordem par, nada se podendo afirmar em relagdo as subharmonicas de ordem
impar, para o caso inclinado ela garante a ocorréncia de todo o espectro de res-
sonancias. Sabemos que apesar de alguns autores reportarem a ocorréncia de
oscilagdes subharmonicas de ordem impar no caso vertical, estas sdo muito ra-

ras e dificeis de ser encontradas, ao contrario do que acontece com as oscilagdes



subharmonicas de ordem par. Entretanto, neste trabalho mostramos, através de
simulacdes numéricas e dados experimentais, que no caso inclinado elas podem
ser encontradas trivialmente em regides de ressonancia, provavelmente porque as
bacias de atragdo dessas Orbitas sdo de natureza diferente em cada caso. Os dados
experimentais apresentados nesta tese foram tomados no Laboratério de Fenome-
nos Nao-Lineares (LFNL) do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo
(IFUSP), em colaborag@o com o Prof. Dr. José Carlos Sartorelli.

Para o problema de Kepler, as inomogeneidades na distribuicdo da massa do
corpo que gera o campo gravitacional sdo descritas através de expansao multi-
polar. Sabemos o termo de dipolo mantém o sistema integravel. O termo de
quadrupolo, por sua vez, pode provocar a ocorréncia de caos no sistema. Em um
trabalho de 2001, Géron e Letelier afirmam, baseados em simulagdes numéricas,
que no caso em que a perturbacdo € oblata, o sistema € integravel, enquanto se a
perturbacao € prolata, o sistema pode apresentar caos. Entretanto, em um trabalho
mais recente, Letelier it et al mostram, também numericamente, que ambos os
casos podem apresentar trajetorias cadticas. Com o nosso trabalho, resolvemos
esta inconsisténcia na literatura, determinando que a ocorréncia de caos de fato
ndo depende do tipo da deformagdo. Nosso resultado estd de acordo com o caso

mais geral estudado na literatura.

Palavras-chave: Teoria dos Sistemas Dindmicos, Mecanica Classica, Teoria de Perturbacdes, Mé-
todo de Melnikov, Gravitagdo, Problema de Kepler, Péndulo Paramétrico, Ressondncias Paramé-

tricas.



Abstract

“All that is important is this one moment in movement. Make the
moment important, vital and worth living. Do not let it slip away

unnoticed and unused.”

— Martha Graham

In this PhD thesis we study, through the Melnikov methods, the behaviour of
two dynamical systems that are paradigms of integrability in Classical Dynamics,
when subject to perturbations: (i) the planar simple pendulum, in the case that
the pivot oscillates harmonically along a tilted direction; and (ii) the Kepler pro-
blem, in the case that the mass of the body generating the gravitational field is not
homogeneous, but instead presents a quadrupole moment term.

To the simple pendulum parametrically excited along a tilted direction, we
analyze the occurence of homoclinic chaos, and also of subharmonic oscillatory
solutions, willing to compare our results with those already known in the lite-
rature in the case the excitation is along the vertical direction. We verified the
criterium to the occurence of homoclinic chaos is numerically very close in both
cases, but considering the occurence of subharmonic oscillatory orbits we noted
an important difference due to the symmetry breaking of the equations of motion
describing the system: while in the vertical case the Melnikov conditions can only
assure the occurence of even subharmonic oscillations (nothing can be said about
the odd subharmonic oscillating solutions), in the tilted case it guarantees the oc-
curence of all subharmonic oscillations. Still some authors report the occurence
of odd subharmonic oscillations in the vertical case, unlike the even oscillatory
orbits, those are very rare and hard to find. In this work we show, through nu-

meric simulations and experimental data, that in the tilted case they can be easily



found in resonance regions, probably because their basins of attraction have dif-
ferent characteristics in both cases. The experimental data presented in this thesis
were taken at the Laboratory of Nonlinear Phenomena (LFNL) at the Physics Ins-
titute of the University of Sdo Paulo (IFUSP), in collaboration with Prof. Dr. José
Carlos Sartorelli.

To the Kepler problem, the inhomogeneities in the mass distribution of the
heavy body generating the gravitational field are described through multipolar ex-
pansion. We know the dipole term keeps the integrability of the system. The
quadrupole term, instead, can lead to the occurence of chaotic orbits in the sys-
tem. In 2001, Géron and Letelier, based on numeric simulations, assert that the
system is integrable if the perturbation is of oblate type, but chaotic if it is of pro-
late type. However, in a more recent work, Letelier er al show, also via numeric
computation, that both cases can present chaotic trajectories. We solve this incon-
sistency in the literature by determining that the occurence of chaos in fact does
not depend on the deformation type. Our results agree with the more general case

studied in the literature.

Key words: Theory of Dynamical Systems, Classical Mechanics, Perturbation Theory, Melnikov

Method, Gravitation, Kepler Problem, Parametric Pendulum, Parametric Resonances.
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Capitulo 1

Introducao

“I want to lift the audience to the miraculous in human nature.
After all, we shouldn’t be here, with all the odds against us in nature.

It’s kind of unusual and wonderful!”

— Paul Taylor

Nesta secdo, apresentamos uma breve introdug¢do histdrica, enfatizando os te-
mas que serdo abordados por nds neste trabalho, a respeito dos problemas do pén-

dulo simples parametricamente excitado e do problema de Kepler anisotrépico.

1.1 Péndulo parametricamente excitado

O péndulo parametricamente excitado consiste em um péndulo simples plano
cujo pivo oscila harmonicamente. O termo “paramétrico” se deve ao fato de os
parametros do sistema variarem com o tempo. Na aproximacao de pequenas os-

cilagdes, e sem atrito, este sistema pode ser descrito pela equacdo de Mathieu,

0+ (14 PcosQ,t)0 =0.

Os parametros (adimensionais) de controle deste sistema siao a amplitude, P, e a

frequéncia, Q,, de oscilacdo do pivo. No caso mais geral e incluindo um termo
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de atrito proporcional a velocidade temos

0+ (1+PcosQ,t)sin(8) +p6 = 0. (1.1)

Note que esta equagdo € simétrica em relacdo a mudanga de varidveis 6 — —0.
Apesar de sua aparente simplicidade, este sistema € um paradigma no estudo de
sistemas ndo lineares, apresentando uma grande variedade de fendmenos interes-
santes, como por exemplo a establizacdo do ponto de sela (0,8) = (x,0), primeira-
mente notado em 1908 por Stephenson [9], e estudado por diversos outros autores
de forma analitica, numérica e experimental [10—14]. Koch e Leven levantam
evidéncias numéricas [15] e experimentais [16, 17] de que o péndulo parametri-
camente excitado apresenta comportamento cadtico, € que uma das rotas para o
caos caracteristica do sistema € a cascata de period-doubling do atrator de rota-
cdo. Em [18], Clifford e Bishop classificam trés tipos de movimentos cadticos
encontrados nesse sistema: rotagOes e oscilagdes cadticas, que existem em re-
gides muito estreitas do espaco de parametros, e sempre coexistem com outros
atratores periddicos; e o que os autores chamaram de “fumbling chaos”, em que
o péndulo pode alternar entre rotacdes nos dois sentidos e oscilagcdes em torno da
posi¢do (0,8) = (0,0). Este tltimo, pode ser transiente, se a série temporal exibe
este comportamento durante um tempo finito, e depois o sistema se estabiliza em
um dos atratores periddicos, de oscilagdo ou de rotagc@o, ou persistente, se este
comportamento perdura por tempo indeterminado. Diferentemente das oscilagdes
e rotagdes cadticas, o tumbling chaos se manifesta em um drea muito maior do
espaco de parametros, em alguns casos sendo o tinico movimento estavel possi-
vel, o que lhe confere maior estabilidade estrutural. H4 ainda o surgimento de
ressonancias subharmonicas, que podem ser encontradas através de aproximacoes
lineares [19, 20], ou entdo, para casos mais gerais, através do método de Melnikov
[21]. Muitos autores voltaram sua atencdo também para o movimento de rotagdo.
Em [22-25], diversos autores buscam solugdes de rotagdo analiticas e numéricas,
nos casos de excitacao vertical e inclinada. Em [26-28], buscam-se métodos para
extrair energia das ondas do mar através de osciladores paramétricos, transfor-
mando o movimento vertical de sobe-e-desce das ondas em rota¢des de conjuntos

de péndulos paramétricos.
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Uma andlise do comportamento das bifurcacdes locais e globais do sistema
pode ser encontrada em [1, 29]. Veja a Figura 1.1, extraida da referéncia [1],
para uma ilustracdo. As bifurcacdes locais que ocorrem nesta regido do espaco de

parametros sao:

(i) sn2T é olocus da bifurcagdo do tipo sela-n6 onde surge o atrator de oscilacao

de periodo-2, S>7;

(i) snR € o locus das bifurcacdes do tipo sela-né onde surgem os atratores de

rotagdo de periodo-1, Sk (nos sentidos hordrio, S%, e anti-hordrio, S}é);

(iii) H; e H, sdo as bifurcacdes de Hopf ! subcritica e supercritica, respectiva-
mente, que delimitam a drea em que o atrator Sy do ponto fixo (0,0) ndo

existe;

(iv) O atrator Sp7 passa por uma bifurcacdo do tipo quebra de simetria sb, e em
seguida desenvolve uma cascata de bifurcagcdo de duplicagdo de periodo, re-
presentada pela linha pd,r, que termina em uma zona de oscilagdes cadticas

até cryt, a crise de fronteira em que este atrator desaparece;

(v) O atrator Sg passa por uma cascata de bifurcacdo de duplicacdo de periodo,
representada pela linhapdg, que termina em uma zona de rotagdes cadticas

até crg, a crise de fronteira em que este atrator desaparece.
Ja as bifurcacdes globais, representadas por linhas coloridas, sdo:

(1) hom Dy, o locus das tangéncias homoclinicas de Melnikov, relativas ao ponto
de sela Dy = (m,0);

(i1) hom Dg, locus das tangéncias homoclinicas relativas as selas Dg, que acom-

panham os atratores de rotac@o periodo-1 nos sentidos hordrio e anti-horério;

(iii) het (Iy,Dg), locus das tangéncias heteroclinicas entre as variedades invari-

antes dos pontos de sela Iy = (0,0) e Dg.

I Alguns autores relatam esta bifurcacio como sendo do tipo pitchfork [29]. Se o sistema for
tratado como um sistema autdénomo, com mais dimensdes, esta pode ser vista como bifurca¢ao
pitchfork, enquanto se for tratado como um sistema néo autdnomo, ela pode ser vista como uma
bifurcacao de Hopf.
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Na regido compreendida entre as linhas crg e Hy, o tinico movimento possivel

para o sistema € o fumbling chaos.

b
|

w

Figura 1.1: Espaco de parametros para o péndulo simples parametricamente exci-
tado na vertical. Figura extraida de [1].

Os métodos de Melnikov consistem em critérios analiticos acerca da ocor-
réncia de caos homoclinico e da persisténcia de Orbitas periddicas subharmoni-
cas para sistemas dindmicos inicialmente integraveis, quando sujeitos a pequenas
perturbacdes dependentes do tempo e periddicas. Em [21], Koch e Leven cal-
culam: (i) a condicdo de Melnikov para a ocorréncia de caos homoclinico - o
locus das tangéncias homoclinicas obtido esta longe da drea conhecida como tum-
bling chaos, mas sabemos que outras intersec¢coes homoclinicas e heteroclinicas,
associadas aos pontos de sela dos atratores de rotagdo, desempenham um papel
mais relevante em relacdo as mudancas globais na estrutura do sistema [1], con-
forme a Figura 1.1; (i1) a condi¢do de Melnikov acerca da persisténcia de Orbitas
subharmonicas, tanto de oscilacdo quanto de rotacao - no caso das oscilagdes, as
integrais de Melnikov garantem a existéncia de solu¢des de periodo par, ou seja,
solucdes cujo periodo ¢ um multiplo par do periodo da excitagcdo, nada se podendo

afirmar em relacdo as orbitas de periodo impar. Em um trabalho mais antigo [30],
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Arneodo et al. encontram numericamente uma 6rbita de periodo-1, enquanto em
[31], Bryant e Miles, ndo conseguem localizar, através de métodos numéricos,
orbitas de periodo impar para este sistema. Em [32, 29], Bishop e Clifford encon-
tram, através do uso de dinamica simbdlica, 6rbitas de periodo-3, deixando claro
que estas sdo estdveis apenas em uma regido muito estreita do espago de para-
metros, o que dificulta sua verificagdo numérica e experimental. Desta maneira,
vemos que apesar da existéncia de subharmonicas impares no caso vertical, ndo
previstas pelo método de Melnikov, fica clara uma diferenca entre as bacias de
atracdo de oscilagdes pares e impares para o péndulo parametricamente excitado
na vertical: as Orbitas pares sdo encontradas trivialmente em simulacdes numéri-
cas e experimentos, enquanto as impares dependem de um ajuste muito fino dos
parametros para serem obtidas.

Em [33, 34], Sartorelli et al, fazem estudos numéricos e experimentais do
péndulo duplo sujeito a excitacdo paramétrica nos casos vertical e inclinado, le-
vantando as diferencas na dindmica do sistema provocadas pela quebra de simetria
das equacdes do movimento que descrevem o sistema. Nota-se que enquanto para
excitacao vertical, o péndulo se encontra parado (ponto fixo estdvel) fora das re-
gides de ressondncia, para excitacdo inclinada o péndulo oscila com periodo igual
ao periodo da perturbacdo nessas mesmas regides. Além disso, as bifurcagdes
do tipo pitchfork subcritica e supercritica, que levam o péndulo de ponto fixo a
oscilagcdo de periodo-2 e vice-versa, no caso vertical, sdo bifurcagcdes do tipo du-
plicacdo de periodo, que levam o pé€ndulo de oscilagdo periodo-1 para oscilacdo
periodo-2, no caso inclinado.

Neste trabalho, realizamos o mesmo tipo de andlise, comparando a dindmica
do péndulo simples paramétrico nos casos vertical e inclinado. Conforme vere-
mos, no caso inclinado, sendo ¢ o angulo que a direcao em que se da a excitacao

do pivd forma com a direcdo vertical, a equagiio do movimento é dada por?

0+ (1+ PcosQ,t)sin(6—¢) +p6=0. (1.2)

Note que neste caso a equacdo do movimento ndo € mais simétrica com respeito

a mudanca de varidvel 6 — —6. Além disso, comparando as equacdes 1.1 e

ZPara um derivacio desta expressio, veja a Se¢do 3.3
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1.2 vemos que no caso inclinado hd a presenga de um torque extra, dado por
—PsingcosQ,tcos0. Este € o termo responsavel pelas mudangas no comporta-
mento dindmico do sistema nao simétrico.

Para compararmos ambos os casos, analisamos os espagos de parametros P X
Q,. Além de verificarmos as mesmas diferencas observadas para o péndulo duplo,
notamos ainda uma difereng¢a fundamental com respeito as solucdes oscilatdrias:
enquanto para o caso vertical encontramos apenas regides de ressonancia em que
o péndulo executa oscilagdes subharmonicas de ordem par, no caso inclinado ve-
rificamos a ocorréncia de todo o espectro de ressonancias, pares € impares. Estes
resultados foram confirmados através de dados experimentais. Para explicar essa
diferenga, nés calculamos a condicdo de Melnikov para a persisténcia de oscila-
cOes subharmonicas, € mostramos que no caso em que a excita¢ao ocorre ao longo
de uma dire¢do inclinada, a quebra da simetria nas equagdes do movimento, faz
com que aparecam condicdes de Melnikov garantindo a existéncia de oscilagdes
tanto pares quanto impares. A aplicagdo do método de Melnikov deixa claro que
as ressonancias impares surgem devido ao torque extra que aparece nas equagdoes
do movimento ao quebrarmos a simetria do sistema. Mostramos ainda que as bi-
furcagdes do tipo sela-né em que surgem as oscilagdes subharmonicas de periodo
3 e 4 previstas por este método coincidem, com bastante precisao, dentro da apro-
ximacgdo de pequenas perturbacdes, com os loci das bifurcacdes sela-né para os
atratores de mesmo periodo computadas através do método de continuagdo numé-
rica. Uma questdo natural que surge, e que fica em aberto neste trabalho, € se a ndo
existéncia de uma condicio de Melnikov para a ocorréncia de oscilagdes impares
no caso vertical indica a ndo existéncia de atratores de oscilagcdes impares para
este sistema, ou entdo tras alguma informacao a respeito das bacias de atragdo das
orbitas impares.

Os experimentos que compdem esta Tese de Doutorado foram obtidos no La-
boratério de Fend6menos Nao-Lineares (LFNL) do Instituto de Fisica da Univer-
sidade de Sao Paulo, em colaboracao com o Prof. Dr. José Carlos Sartorelli. Os
dados experimentais consistem essencialmente em um diagrama de bifurcacdes
em que demonstramos a ocorréncia de ressonancias de ordem tanto par quanto
impar, assim como a coexisténcia de alguns atratores periddicos, para o péndulo

paramétrico inclinado.
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1.2 Problema de Kepler anisotrépico

O problema de Kepler tem sido fonte de inspiracao para fisicos e matematicos
nos ultimos trés séculos [35]. Muitos trabalhos se dedicaram ao estudo do sur-
gimento de caos em versdes perturbadas deste problema, que incluem corre¢des
quasihomogéneas e anisotropicas ao potencial (para uma revisdo mais recente,
veja [36] e referéncias nele citadas).

Para os propdsitos da astronomia e da astrofisica, € natural considerar a apro-
ximagdo de campo fraco, em que o campo gravitacional gerado por um corpo
massivo pode ser decomposto em expansao multipolar. O problema de Kepler
corresponde ao caso em que apenas o primeiro termo, de monopolo, estd pre-
sente, e € um exemplo tradicional de integrabilidade em Mecanica Classica: de-
pendendo do valor da energia do sistema, a trajetéria do corpo de teste pode ser
uma elipse, uma pardbola ou uma hipérbole. O préximo termo na expansio, o
dipolo, mantém a integrabilidade do sistema [37, 36, 38]. O termo de quadrupolo
¢ normalmente considerado o termo de corre¢do ao potencial Newtoniano mais
simples que pode levar ao surgimento de movimento cadtico no problema de Ke-
pler (veja, por exemplo, [39]). Em coordenadas cilindricas canonicas (r,z,9), o
potencial Newtoniano perturbado por um termo de quadrupolo em torno do centro

gravitacional pode ser escrito

o q 272 —r?

VAR E 22420

U(rz) = (1.3)
onde O e g representam, respectivamente, a intensidade do monopolo, proporci-
onal a massa gravitacional total, e a intensidade do quadrupolo. As coordenadas
cilindricas sdo ajustadas a direcdo do quadrupolo. Dois casos qualitativamente
distintos podem ser classificados a partir do potencial (1.3): (i) deformagdes obla-
tas, como aquelas de corpos deformados em rotagdo, correspondendo a g < 0 e
(i1) deformagdes prolatas, como distribuicdes de massa do tipo cigarro, correspon-
dendo a g > 0. O estudo da integrabilidade das equagdes do movimento sujeito ao
potencial (1.3) € um problema de relevancia substancial a astronomia e a atrofisica
[40].

Em [39], € reportado um estudo numérico sugerindo que 0 movimento sujeito
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a perturbagdes prolatas € de fato cadtico, enquanto por outro lado perturbagdes
oblatas corresponderiam a um caso integravel. Tal conclusdo seria enigmética,
pois sabemos que para perturbacdes do tipo disco, que poderiam ser compreen-
didas como um caso limite de perturbagdes oblatas, o problema de Kepler € caé-
tico [41, 42]. Essa diferenca qualitativa entre os resultados parag >0e g <0 ¢é
atribuida, em [39], a algumas diferencas qualitativas entre os pontos de sela do
potencial efetivo em cada caso, mas sabemos também que esse tipo de argumento
local tipicamente levam a condicdes que ndo sdo nem suficientes, nem mesmo ne-
cessarias, para a ocorréncia de caos nesses sistemas [43]. Mais recentemente, foi
publicado um novo estudo numérico sugerindo que perturbagdes oblatas também
dariam origem a movimentos cadticos [44]. Neste trabalho, nds resolvemos esses
resultados conflitantes aplicando o método de Melnikov [45] a orbita parabdlica
(variedade de energia nula) do potencial (1.3). Nds provamos que efetivamente as
perturbacdes de quadupolo podem provocar o surgimento de movimento cadtico,
independentemente da perturbagio ser do tipo oblata (¢ < 0) ou prolata (g > 0).
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Capitulo 2
Topicos de Sistemas Dinamicos

“I am absorbed in the magic of movement and light. Movement
never lies. It is the magic of what I call the outer space of the ima-
gination. There is a great deal of outer space, distant from our daily

lives, where I feel our imagination wanders sometimes.”

— Martha Graham.

Neste capitulo, abordaremos alguns tépicos da Teoria de Sistemas Dindmicos
que consideramos essencias para o desenvolvimento deste trabalho. Comegamos
com algumas definicdes bésicas. Em seguida descrevemos algumas bifurcacdes
locais que aparecem no problema do péndulo simples parametricamente excitado.
Por fim, apresentamos os métodos de Melnikov, que sdo a ferramenta principal de

teoria de perturbacdes abordada nesta tese.

2.1 Alguns conceitos de sistemas dinamicos

Comecaremos com alguns conceitos e definicdes fundamentais de Sistemas
Dinamicos que serdo mencionados nas subse¢des que seguem. Em primeiro lu-
gar, sabemos que para comecar a compreender o espaco de fase de um sistema
dindmico, é necessdrio conhecer os seus pontos de equilibrio, assim como o com-

portamento das trajetdrias na vizinhanga destas solugdes.

Definicao 2.1 (Ponto de equilibrio). Considere o sistema dindmico dado por
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i=f(x), x€R" f(x):UCR'—=R". 2.1)

Chamamos de pontos de equilibrio (ou pontos fixos) as raizes x* de f(x). Os
pontos de equilibrio sdo classificados de acordo com os autovalores da matriz Ja-
cobiana do sistema, D f(x*), que determinam a sua estabilidade através da andlise

do comportamento de solu¢des proximas ao equilibrio.

'j (autovalores reais positivos) —0
-.+._ ) né instavel Q- AN=
autovalores 2| — .
)
o . .
i foco instavel
Q) (autovalores complexos, o
g » parte real positiva)
E .
¥ el ) .
) ( bifurcagdo Andronov-Hopf
0 . . - A
o
s o~ i
© .
sela o} ".‘I_
(autovalores reais, sinais opostos) g foco estavel =
kst (autovalores complexos,
+ o parte real negativa)
E +
5 né estavel T2~ A =
(autovalores reais negativos) =0

0

Figura 2.1: Figura adaptada de [2], representando os possiveis tipos de equilibrio
de um sistema dindmico bidimensional em termos do trago (T) e do determinante
(A) da matriz Jacobiana.

I. Se nenhum dos autovalores tiver parte real nula, o ponto fixo é chamado de
hiperbdlico. Neste caso, o comportamento das Orbitas proximas ao equili-
brio € determinado através da linearizagdo do sistema. O ponto de equilibrio
€ chamado de estdvel se todos os autovalores possuem parte real negativa; de
instdvel se pelo menos um dos autovalores possui parte real positiva e ponto
de sela se pelo menos um dos autovalores possui parte real positiva e pelo
menos um possui parte real negativa. Segue na Figura 2.1, adaptada de [2],
um resumo dos possiveis tipos de equilibrio para pontos fixos hiperbdlicos
em sistemas bidimensionais em termos do traco (T) e do determinante (A)
da matriz Jacobiana. As regides coloridas representam solucdes estdveis. O
eixo A = 0 e o semi-eixo T = 0,A > 0 correspondem as bifurca¢des do tipo

sela-n6 e Andronov-Hopf, que levam ao surgimento de pontos de equilibrio
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ndao-hiperbolicos.

II. Se pelo menos um dos autovalores tiver parte real nula, a matriz Jacobiana
Df(x*) é singular e o ponto fixo é chamado de ndo-hiperbdlico. Neste caso,
o comportamento na vizinhanga do ponto de equilibrio depende dos termos
ndo lineares de f(x). Em particular, se o sistema possui um par de autova-
lores (complexo conjugados) puramente imagindrios, o equilibrio € do tipo

centro.

Sistemas ndo lineares apresentam, além de pontos fixos, também a ocorréncia de
ciclos limite, que sao trajetérias fechadas que, como os pontos fixos, podem ser

atratores ou repulsores no espago de fase.

Definicao 2.2 (Ciclo limite). Chamamos de ciclo limite uma trajetéria fechada
isolada [3]. Isso significa trajetérias em sua vizinhanga espiralam em torno desta
solucdo a medida que t — o (ciclo limite estdvel) ou t — —oo (ciclo limite ins-
tdavel), ou ainda que algumas trajetdrias vizinhas espiralam em torno dela para
t — oo, enquanto outras o fazem para t — —oo (ciclo limite semi-estdvel). O ciclo
limite € o conjunto limite das orbitas em sua vizinhanca. Veja a Figura 2.2, adap-

tada de [3] para uma ilustracdo de ciclos limites estdveis, instaveis e semi-estaveis.

.,\‘ '.\

ciclo limite ciclo limite ciclo limite
estavel instavel semi-estavel

AN

>

Figura 2.2: Figura adaptada de [3], representando os possiveis tipos de equilibrio
de um ciclo limite.

Considere que o sistema (2.1) possui um ponto de sela p € R" e gera o fluxo

®,. Vamos definir as variedades invariantes associadas a p.

Definicao 2.3 (Variedades estdvel e instavel). Chamamos de variedade estdvel de

p o conjunto de pontos que convergem assintoticamente para p,

WE(p) = {x € R" [ lim &, (x) = p}
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e de variedade instdvel de p o conjunto de pontos que divergem de p,
W!(p)={geR"| lim ®(x)=p}

Definicdo 2.4 (Orbita homoclinica). Uma 6rbita ¢°(¢) é chamada de drbita ho-
moclinica se ela estd contida na intersec¢do das variedades estdvel e instdvel,

7°(t) e WE(p)nW!(p), ou seja, se é uma curva bi-assintética a p,

0 _ n ; —
g (1) ={xeR"[ lim &(x) = p}

2.2 Algumas bifurcacoes locais em duas dimensoes

Agora considere o sistema dinamico

X = fulx), (2.2)

ondex € R", u & RP sdo0 os parametros do sistem e f: R” x R? — R". A estrutura

do espaco de fase do sistema depende de seus parametros.

Definicao 2.5 (Bifurcacio). O termo bifurcagdo é usado para designar mudangas
topoldgicas na estrutura das solugcdes de um sistema dindmico a medida que os
parametros dos quais dependem este sistema sao variados.

Bifurcacoes locais sao aquelas que podem ser descritas a partir da andlise da
estabilidade de pontos fixos e solucdes periddicas. Bifurcacoes globais sdo aque-
las que provocam mudancas em regides extensas do espaco de fase, ndo podendo
ser descritas através de andlise local.

A Teoria de Bifurcagoes consiste basicamente em separar o espagco de para-
metros em regides em que os sistemas dinamicos ali determinados sdo topologica-
mente equivalentes. Os pontos que nio pertencem a essas regides sao chamados

de pontos de bifurcacdo [46].

2.2.1 Bifurcacao sela-né

A bifurcacdo sela-nd, ocorre quando um autovalor se anula, de maneira que

um ponto de sela e um n6 coalescem e se aniquilam mutuamente.
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2.2.2 Bifurcacao pitchfork

A bifurcagdo pitchfork ocorre em sistemas simétricos, e provoca o surgimento,
se a bifurcacdo for supercitica, ou a destruicdo, se for subcritica, de dois pontos
fixos de mesma estabilidade. Na bifurcacdo pitchfork supercritica um ponto fixo
estavel perde estabilidade, e d4 origem a dois pontos fixos estaveis, e na subcritica,
dois pontos instdveis colidem com um estdvel, e o sistema passa a ter um tnico

ponto fixo instdvel.

2.2.3 Bifurcacao de Hopf

A bifurcacdo de Hopf, também conhecida como bifurcacdo de Andronov-
Hopf, ocorre quando os dois autovalores cruzam o eixo imagindrio, de maneira
que um ponto de equilibrio muda de estabilidade, dando origem a um ciclo limite
estdvel, se a bifurcacdo for supercitica, ou instdvel, se for subcritica. Na bifur-
cacdo de Hopf supercritica, um foco estavel da origem a um foco instavel e um
ciclo limite estdvel, e na subcritica, um foco estavel da origem a um foco instavel

e um ciclo limite estavel.

2.2.4 Bifurcacao duplicacio de periodo

A bifurcacio conhecida como duplicacao de periodo, ocorre quando a destrui-
¢do de uma 6rbita periddica de periodo Tp € seguida da criacdo de uma outra rbita
periddica com o dobro do periodo da 6rbita original, T = 27y, se a bifurcacdo for
supercritica, ou entdo uma Orbita de periodo 27 coalesce com uma 6rbita periodo
Ty e € destruida, restando no espaco de fase apenas a Orbita de periodo Tp, se a

bifurcacdo for subcritica.

2.3 Os métodos de Melnikov

Nesta se¢do, apresentaremos os métodos de Melnikov, homoclinico e subharmo-
nico, que nos permitem compreender como sdo afetadas, respectivamente, a Or-

bita homoclinica e a familia de drbitas periddicas em seu interior, de um sistema
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dindmico inicialmente integravel, ao adicionarmos um termo perturbativo depen-
dente do tempo e periddico. A perturbacdo tende a quebrar a estrutura degenerada
em que as variedades estdvel e instdvel coincidem (sobre a 6rbita homoclinica),
causando a sua cisdo. Ao se separarem, podem ocorrer intersecgcdes transversais
entre elas, o que provocaria o surgimento de trajetdrias cadticas neste sistema.
Desta maneira, o método de Melnikov homoclinico € um critério analitico para a
ocorréncia de caos em sistemas dindmicos. A seguir, mostramos os teoremas de
Melnikov para o caso bidimensional, porém esses resultados podem ser genera-
lizados para problemas com mais dimensdes [48], problemas de 4 dimensdes em
que a perturbacdo nio depende do tempo [49-53] e problemas em que o ponto
critico ndo € hiperbdlico, e a orbita “homoclinica” é uma 6rbita aberta e nao li-
mitada, como por exemplo no problema de Kepler, em que a separatriz entre os
movimentos aberto e periddico € uma pardbola [45]. A nossa abordagem sera
baseada nos livros-texto canonicos sobre o assunto [4, 46, 5]. Considere entdo o

sistema dinamico integrdvel dado por

q=f(q), (2.3)
com
q= gy cR?, flg) = fi(9) U CR*—=R?,
y (q)

Supomos que o campo vetorial f(g) é derivado a partir de uma Hamiltoniana,

g =JDH(q),
onde 5
0 1 oH
J= , DH=|[Z%
dy

Agora adicionamos um termo perturbativo dependente do tempo e periddico de

periodo T}, de maneira que as equacdes do movimento sdo entdo dadas por

g =JDH(q) +¢g(q,t), (2.4)
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onde

g(g,t) = (gl(q’t)) v 8lg,t+Tp) =g(q.t).

g2(q;t)

Este sistema pode ser reescrito de maneira autbnoma através da mudanca de va-

ridveis dada por,

g =JDH(q) +¢g(q,9),

61 (¢,0) € R* x S!. (2.5)

Este artificio torna natural a escolha do mapa de Poincaré definido por 6 = 1o,

POx0 sy 0= {(q,0)|0=1€[0,T)]} CR*xS.

Este mapa também € chamado de mapa estroboscopico.
Nosso objetivo é entender como a perturbagio afeta a 6rbita homoclinica ¢°(r)
e também as 6rbita subharmonicas ¢%(7), o € (—1,0), que sdo solugdes cujo pe-

riodo, T*, é dado por

Suponha entdo que o sistema nao perturbado satisfaz as seguintes propriedades

(veja na Figura 2.3):

Hipoétese 1. Para € = 0, o sistema integravel (2.3) possui uma 6rbita homoclinica

¢°(1) bi-assintética a um ponto de sela hiperbélico p.

Hipotese 2. Seja

I={geR*|qg=¢"(t),t e R}U{po} = W= (po) "W/ (po) U{po}-

O interior de I'? est preenchido por uma familia continua de érbitas perié-
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dicas ¢*(¢), a € (—1,0). Definindo

d(x,T% = inf |x—g¢q|,
(1) = inf g
vamos supOr que

lim sup d(¢*(¢),[%) =0,

o—0 scR
e que

lim T% = oo.
a—0

o
/7

Figura 2.3: Figura extraida de [4], representando as hipdteses necessdrias para os
teoremas de Melnikov. Veja que o sistema possui um ponto de sela, pg, uma 6rbita
homoclinica ¢°(t) bi-assintética a po e uma familia continua de 6bitas periédicas
q*(t), a € (—1,0) preenchendo o interior da érbita homoclinica.

Nas Secoes 2.3.1 e 2.3.2 apresentaremos os métodos de Melnikov homoclinico e
subharmonico, respectivamente, € na Secao 2.3.3 mostramos como o método de
Melnikov homoclinico pode ser estendido para o caso em que a 6rbita homocli-
nica é parabdlica, tendo em vista a aplicacdo do método no problema de Kepler

anisotrépico.

2.3.1 Método de Melnikov homoclinico

O método de Melnikov homoclinico consiste em um critério analitico para
determinar a ocorréncia de caos em um sistema dinamico, inicialmente integra-

vel, quando sujeito a perturbacdes dependentes do tempo. A ideia principal é
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analisar de que maneira as variedades estdvel e instdvel, que coincidiam sobre
a oOrbita homoclinica, se separam ao perturbarmos o sistema. Se, ao se separa-
rem, elas se intersectam de forma transversal, reproduzindo assim a dinanica do
mapa da ferradura de Smale, ha ocorréncia de caos. Vale ressaltar que caso nao
haja intersec¢Oes transversais, nada se pode afirmar a respeito da integrabilidade
do sistema. Para compreender de que forma acontece essa cisdo, definimos uma
medida da distancia entre as variedades, e em seguida mostramos que a funcao
de Melnikov estd associada a aproximagdo em primeira ordem desta distancia.
Seguiremos principalmente a abordagem adotada em [4].

Para ganhar um pouco mais de intui¢do geométrica, nos baseamos na forma
autdbnoma do sistema perturbado (2.5) e escrevemos o sistema ndo perturbado no

espaco tridimensional R? x !

q=JDH(q),

6=1,

(¢,8) € R* x S!, (2.6)

de maneira que o ponto hiperbélico pg vira uma 6rbita periddica y(r) = (po,0(¢) =
t+1o) e as variedades estédvel e instavel, WE(pg) e W/(py), se transformam em
variedades bidimensionais, WE (y(¢)) e W (y(t)), que coincidem sobre uma super-

ficie bidimensional que € a variedade homoclinica, T'y.
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Figura 2.4: Figura adaptada de [5], representando o espago de configuracdes do
sistema ndo perturbado em trés dimensdes.

Por vezes compararemos projecdes de trajetdrias dos sistemas nao perturbado e

perturbado na se¢do de Poincaré 0. Note que no caso nio perturbado, temos

Y(t)NE° =py,  [yNZP =T7.

Veja a Figura 2.4, adaptada de [5], para uma ilustracdo do espaco de fase do
sistema ndo perturbado.

Em primeiro lugar, precisamos saber o que acontece com a Orbita y(r) e as
variedades estével e instdavel W (y(¢)) e W/(y(¢)) ao adicionarmos o termo per-

turbativo. Consideramos entdo a seguinte proposi¢ao

Proposicao 2.1. Para € suficientemente pequeno, a orbita periddica Y(t) do sis-
tema ndo perturbado (2.6) persiste como uma orbita periodica do sistema per-
turbado (2.5), Ye(t) = Y(t) + O(€), cuja estabilidade é a mesma de Y(t). Equiva-
lentemente, o mapa de Poincaré P possui um ponto de sela hiperbélico p? =
po+ O(g). Além disso, as variedades locais estdvel e instdvel associadas a esta

orbita periddica, WE . (Y(t)) e W/

1o (Ye(t)), sdo “C"—proximas” as variedades lo-

cais estdvel e instavel WE (y(1)) e W[ (Y(t)) do caso ndo perturbado.

As demonstracdes podem ser encontradas em [4]. As variedades globais esta-

vel e instdvel de ¢ (#) podem ser obtidas a partir da evolugdo temporal das respec-
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tivas variedades locais estdvel e instdvel, de acordo com o fluxo ¢,[-] gerado por

(2.5),

WE (Ye(1)) = | 9 Wige (Ye(1))],

t<0

W (e(1)) = (J 0 [Wioe (e (1))]

>0

Veja a Figura 2.5, adaptada de [5], para uma ilustracdo do espago de fase do sis-
tema perturbado. Ainda é possivel mostrar que 6rbitas pertencentes as variedades
estavel, g£ (t,10) € WE(ve), e instdvel, gk(¢,19) € W/ (ye), podem ser escritas como

¢¢ (1,00) = ¢°(t —t0) +q7 (1,10) + O(€*) 1€ [t0,%0),
qe(t,10) = ¢°(t —10) + &g’ (1.10) + O(€®) 1 € (—eo,10],

~ . . E.l . ~ . .
onde as correcdes de primeira ordem para g, satisfazem a equac@o variacional

¢ (t,10) = Df (qo(t —10)) q1 (¢,10) + & (qo(t — 10),7) 2.7)
W!(Te(t))

6=2n

S

=

=

()

=)

6=0

Figura 2.5: Figura adaptada de [5], representando o espaco de configuracdes do
sistema perturbado.

Agora vamos definir uma medida da distincia entre as variedades estdvel e
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instdvel. Para isso, fixamos a se¢do de Poincaré X0 e tomamos como referéncia o

ponto ¢°(0). Considere entio a normal a I’ no ponto ¢°(0), dada por

£ (2°00)) = (=2 (0)), £1(g°(0))) "

Para ¢ suficientemente pequeno, as variedades estavel, WE (p?), e instavel, W/ (p?)
cruzam f* (¢°(0)) transversalmente em g% = g% (10,10) € g% = gL (to,10) ', de ma-

neira que se definirmos

d(to) = gt (to) — ¢¢ (10),
podemos reescrever d(fy) como
£ (4°(0)) x (¢ (t0) — 4f (10))

1 (¢°(0))]
onde f X g = f1 g2 — f> g1. Veja a Figura (2.6), adaptada de [6], para uma ilustra-

d(ty) =€ + 0(e?). (2.8)

cdo.

Figura 2.6: Figura adaptada de [6], representando a definicdo de distancia entre as
variedades estdvel e instavel que definimos.

Seja entdo

IEstes pontos sdo tinicos apenas para € pequeno! [5]
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A(t10) = f (¢°(t—10)) % (g1 (1,10) — 4 (.10)) =
= At —19) = AE (1 —10).

Tomando a derivada temporal de AF temos

E
% =Df (4" (t —10)) 4" (t —t0) x qf (t —10) + f (¢ (t —10)) X 4 (¢ — 10),

onde usando ¢° = f (qo), a expressao (2.17) e o fato de f ser um campo vetorial

Hamiltoniano, (traco[Df] = 0), ao integrar ambos os lados no intervalo [fy,oo)

temos
AE(oo,tO)—AE(to,zo):/ F(t—10)) xg (4"t —10),1) dt,
fo
porém
E o) =i 0 — =
A" (o0, 19) = lim f (¢°( —10)) =0,
jaque

limg®(t—10) =po,  f(po)=0

t—o0

enquanto g% (¢,t) é limitado, de maneira que

(o)

AE (19,10) = —/ F (Pt —10)) x g (q"(t —t0),1) dt

]

De maneita anédloga, temos

N0 = [ £ 10)) x (86— 1).1)

Assim, podemos definir a integral de Melnikov como

oo

M) =Altto) = [ (gt~ 1) xg (4"t~ ).

—o0
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de maneira que a expressao para a distancia entre as variedades (2.8) é dada por

o SM(Z()) 2
dl0) = Ty T O

Como |f(¢°(0)) | = O(1), a integral de Melnikov nos d4 uma boa estimativa da
separacdo entre as variedades estével e instdvel no ponto ¢°(0) na seciio de Poin-

caré Y00,

Teorema 2.1 (Teorema de Melnikov para 6rbita homoclinica). Seja

(o]

Mito) = [ £ ((—10) x g (¢l —10),) (2.8)

Se M (to) possui zeros simples e ndo depende de €, entdo para € > 0 suficiente-
mente pequeno, WE (p?) e W!(pQ) se intersectam transversalmente. Se M (ty) # 0
entdo WE (p2)nW!(p?) =0

Se M(to) oscila em torno de zero de maneira limitada, isso significa que ¢£ e
gl estiio trocando de posigdo com relagio a f*(¢°(0)) 2 medida que ¢ varia. Isso
significa que para algum instante fy = T | g¥ (1) = ¢L(t), e temos entdo um ponto
homoclinico. Como todas as se¢des de Poincaré sdo equivalentes, entdo deve ha-
ver um ponto homoclinico para todo #g € [0,7,]. Além disso, se M (to) possui zeros
simples, entdo essas interseccdes sdo transversais. Se o sistema possui Orbitas ho-
moclinicas transversais, isso significa que alguma iterada do mapa de Poincaré,
(PN, reproduz a dindmica do mapa da ferradura de Smale, que apresenta alta
sensitividade com relacdo as condi¢des iniciais. Devido a isso, associamos zeros
simples na integral de Melnikov a ocorréncia de trajetdrias cadticas no sistema
[4].

Por fim, notamos que no caso em que o termo perturbativo g(g,t) também ¢

derivado de uma Hamiltoniana G(q,7), temos

M) = | {H(G (1~ 10)), Gla(r —10), 1)}
onde -, - € o colchete de Poisson definido por

OH G _ 3G oH

{H,G} = ox dy  Ox dy
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Além disso, para sistemas de 2n graus de liberdade temos condi¢des para a ocor-

réncia de caos homoclinico derivadas das seguintes integrais

M) = | (K= 10).6(6"(t ~10).1)}r

onde K%, com o= 1,...,n sdo as integrais primeiras do movimento.

2.3.2 Método de Melnikov subharmonico

Agora podemos nos perguntar o que acontece com as Orbitas periddicas da Hi-
pétese 2 quando adicionamos o termo perturbativo. Vamos analisar a persisténcia
de orbitas subharmoénicas, que sdo aquelas cujo periodo € multiplo do periodo da

perturbacio,

m
To = —T).
o np

Seguiremos aqui a abordagem adotada em [5]. Em primeiro lugar, consideramos

uma proposi¢do acerca da persisténcia de solugdes proximas as trajetérias g*(z).

Proposicao 2.2. Seja ¢*(t — ty) uma drbita periddica do sistema ndo perturbado
de periodo T*. Entdo para € suficientemente pequeno e o € (—1,0), o sistema
perturbado possui uma orbita qg (t,ty), ndo necessariamente periddica, que pode

ser expressa uniformemente em t € [ty,to + T*| como

4 (t,10) = ¢*(1 —10) + &4 (t —10) + O(€?).

Ainda € possivel mostrar que ¢ (¢ — o) satisfaz a equagdo variacional

G2(t,t0) = JD*H (q*(t —10))q5 + g (¢*(t — o)1) 2.9)

parat € [ty,t0+ TY].
Agora, para ganhar mais intuicdo geométrica, vamos escrever o sistema nao
perturbado nas varidveis de angulo-agdo [54, 55], ou seja, fazemos uma mudanca

de variaveis

(x,3) = (0(x,3),1(x,y)),
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de maneira que as equagdes do movimento ficam

i:O, d):Q(I)?

cuja solugdo é

I=ly  ¢=0o+Q(l)r

Nessas varidveis, as equacdes do sistema perturbado sdo dadas por

I=¢F(1,0,t),
¢ =Q(I) +&G(1,¢,1),

onde F e G sdo periédicos de periodo 21 em ¢ e T, = 21/, em . Reescrevendo

de forma autdonoma, ficamos com

I =¢F(1,0,t),
d=Q(I)+eG(1,0,0),  (1,0,8) cRT x5! x 5. (2.10)
0=1,

Escolhemos entdo a se¢do global

0 ={(1,9,6) |6 =10},

e, denotando (t) e g (¢) as solugdes do sistema perturbado (2.10), o mapa de

Poincaré é dado por

PP x5 30,

(Ii-:(O)v ¢8(0) = (IS(TP)7¢8(TP)

e a iteracdo m do mapa é dada por
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()" 30— 20,
(Ie(0),0¢(0) > (Ie(mTp), 0 (mT)).

. 1 . . .
Queremos analisar o mapa (P’)™, e para isso precisamos determinar I¢(mT),)

e 0¢(mT),). Usando a proposigdo 2.2, escrevemos as solugdes aproximadas para

Le(t) € 0g (1),

I(t) = Io -+l (t) + O(e?),
0c (1) = 90 + Q(lo)t +£01(1) + O(€?),

onde I e ¢; podem ser obtidos através da equacdo variacional (2.9), que nas varia-
veis de angulo e a¢do se torna uma equagdo matricial com coeficientes constantes

(daf a vantagem deste método!), dada por

I _( 0 o) [h N F(Io, (o)t + 09, 6(1))
01 L) 0) \or G(Io,(Io)t + ¢0,6(1)) )’
e assim, as solugdes para I (mT,) e ¢1(mT),) sdo

mTp —
I (mT,) :/0 F(IO,Q(Io)t+¢o,t+to)dtEMlm/n(Io,q)o;to),

oQ
01 (mTp) = o

mT, rt
[ [ F 0,05+ 60,C+10) T+
1=l ’0 0
mTy, — m/n
+/O G (Io, QIo)t + 00,1 +t0) dt = M (1o, 003 10).
Finalmente, temos que o mapa (P2)" é dado por

(Ployn o — 3,

(Io,90) — (Io, 9o +mT, Q1)) + 8(M1m/n (1o, 9o: to),Mzm/n (1o, 90510))
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Voltando para as coordenadas originais, temos

M (10) = =—M}"" (10)

1
()

onde

mT
M) = | F(q*0) % & (g (0) 1 +10)d @11)
Teorema 2.2 (Teorema de Melnikov para solu¢des subharmonicas). Seja

mT
Mm/n<to) _ i f(q(x(t)) x g(qa(l),l+10) dr (2.12)

Se M™/"(ty) possui zeros simples e ndo depende de €, entdo para 0 < € < &(n),
o sistema perturbado possui uma orbita periddica de periodo mT),. Se n = 1, este

resultado é vdlido uniformemente em 0 < € < g(1).

Suponha que existe um ponto (/,0) em que 7(I) = (m/n)T,. A argumentagdo

para a demonstracao do teorema acima consiste basicamente em mostrar que

(P)"(1,8) ~ O(e?)

se M™/" (to) possui zeros simples, 0 que significa que a m—ésima iteracédo do mapa

possui um ponto fixo, portanto a solu¢do € uma 6rbita de periodo m7T),.

2.3.3 Generalizacao para oérbita “homoclinica” aberta

Em [45], Cicogna e Santoprete apresentam uma releitura do método de Mel-
nikov, demonstrando o teorema para a ocorréncia de caos homoclinico de um
ponto de vista completamente analitico, ou seja, menos geométrico. Através desta
abordagem € possivel estender o teorema original para algumas situagdes “dege-
neradas”, que ocorrem principalmente em Mecanica Celeste [56] e Relatividade
Geral [57, 58], como por exemplo o caso em que 0s pontos criticos instdveis sao
nao-hiperbdlicos, ou entdo estdo localizados no infinito. No problema de Kepler,
que serd abordado neste trabalho, o ponto critico € dado por r =~ e 7 =0, e a
separatriz entre movimento fechado e periddico e movimento aberto € uma para-

bola, que € uma Orbita aberta e nao limitada. Outra possibilidade seria fazer uma
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transformacdo de coordenadas para regularizar a 6rbita homoclinica [59], mas o
método apresentado aqui € mais geral e direto. Nesta secdo, vamos ilustrar esta
generalizacdo, nos atendo ao caso em que a separatriz € uma 6rbita parabdlica.

Considere entdo uma Hamiltoniana do tipo

1 2 P
H=3 (p§+@+—‘p) +V(r)

onde V (r) é um potencial da forma

Vale notar que o procedimento aqui apresentado € valido para qualquer poten-
cial de “longo alcance” da forma V (r) ~ 1/rB. Neste tipo de problema ocorre a
conservacao do momento angular, e 0 movimento ocorre em um plano, que pode
arbitrariamente ser escolhido como o plano 6 = /2. Desta forma, as equagdes do
movimento podem ser escritas como
2

F=p =gt 0= pe=0. 213
onde py = constante = L. No caso do problema de Kepler, em que o ponto critico
se encontra no infinito, temos uma situacao degenerada em que as Orbitas homo-
clinicas, bi-assintdticas a esse ponto, sdo uma familia de pardbolas, que podem se

escritas, em coordenadas esféricas canonicas, u := (, pr, @, Py, 6, pg), como

X := (R(t),R(1),®(1),L,7/2,0) (2.14)

onde R(t) e ®(t) resolvem as equagdes (2.13) com R(4o0) = o0 e ®(0) = T, res-
pectivamente. Ao acrescentarmos uma perturbaciao dependente do tempo, que de

forma compacta pode ser escrita como
u= f(u)+eg(u,t). (2.15)

onde € << le f=JV,H, sendo J a matriz simplética,
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(%)

Nosso objetivo € entender como ocorrem as intersecgoes entre as variedades insta-

vel e estavel, e para isso comegamos analisando solugdes suaves proximas a 6rbita

homoclinica,

u(t) =x(t—to) +v(t—to). (2.16)

Substituindo a expressdo acima (2.16) em (2.15) obtemos a equacio variacional

v =A(t)v+G(t,10,€) + O(e2,v?), (2.17)

onde A =V, f(x(t)) e G(t,t0,€) = €g(x(t),t +19). Todas as solugdes de (2.17)
podem ser escritas como [60]

v(1) = (1) + %) [ ()G (5,10, €)ds,

3l
onde t; € arbitrario, vj(t) é qualquer solu¢do homogénea do problema homogéneo

linear

5u(1) = A(O)wi(1) (2.18)

e W(r) é a matriz fundamental de solucdes de (2.18). Este sistema apresenta n
solugdes limitadas para todo ¢ € R, {¥(¢), e n solugdes que divergem para t —

400, % (1). Escrevendo a matriz W(r) em termos dessas solucdes, temos

) =)+ L.00) | () 1G(s.0.¢) ) ds

o4 n

—H']M (1) /t (C[a] (s) -JG(S,I(),S)) ds

N

Queremos estudar o comportamento das variedades instdvel e estdvel. Para isso,
procuramos solugdes de (2.17) que sdo limitadas para t — —oo (v™(¢)), ou para

t — oo (v (1)), respectivamente, ou seja, solugdes do tipo
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ut(t) = x(t —to) +vE(r —1o)

A condicdo para que as solugdes v* (f —t() ndo sejam divergentes, é dada por

/_D:o (CM (s) 'JG(SJO,S)> ds

Usando argumentos de simetria, a primeira dessas condicdes pode ser escrita

como

M) = [ {H WY Gule)t +10)dr =0, (2.19)

e a outra condicao, gerada a partir de uma integral primeira K, fica
ME0) = [ (KW 0, +10)d =0 (2.20)

Assim, temos duas condi¢des do tipo da condi¢do de Melnikov (2.12) para a
ocorréncia de caos homoclinico no caso bidimensional em que o ponto critico é
um ponto nao hiperbdlico que se encontra no infinito e a érbita “homoclinica”
€ uma pardbola, ou seja, uma Orbita aberta e ndo limitada. Neste caso, ndo é
possivel garantir a convergéncia das integrais (2.19) e (2.20), cada sistema deve

ser analisado individualmente.

2.4 O método da continuacdo numérica

Para compreendermos melhor o espaco de parametros de um sistema dina-
mico, determinando pontos de equilibrio, solucdes periddicas e bifurcacdes po-
demos, ao invés de integrar as equacdes do movimento varrendo todos os valores
de paramtros dentro de um intervalo, utilizar a técnica da continuacdo numérica.
Para encontrar solugdes de (2.2) através deste método, devemos primeiramente
obter uma soluc@o conhecida do sistema, integrada com alta precisdo. A partir
desta solucg@o, a cada iteragdo os parametros u sdo variados, € novas solucdes do
sistema sdo determinadas. Para mais informacdes, referimos o leitor para as refe-

réncias [61, 62]. Os resultados de continuagdo numérica apresentados nesta tese
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foram obtidos através do software AUTO 07p [8].
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Capitulo 3

Péndulo simples parametricamente
excitado

“The pendulum of the mind alternates between sense and non-

sense, not between right and wrong.”

— Carl Gustav Jung

Oscilagdes se manifestam de inimeras maneiras na natureza, de forma que
compreender fendmenos oscilatérios significa aprofundar nossa capacidade des-
critiva em diversas dreas do conhecimento, que vao da biologia a eletronica. Ape-
sar de o péndulo simples ser um exemplo candnico de integrabilidade no estudo
de sistemas dindmicos, ao acrescentarmos um termo perturbativo nas equacdes do
movimento, ainda que pequeno, podemos alterar qualitativamente a estrutura do
sistema.

Chamamos de péndulo simples paramétrico o sistema formado por um pén-
dulo simples plano cujo pivd oscila harmonicamente na direcdo vertical, tendo

sua equacdo hordria dada por
s(t) =Acosmpt.

Os parametros de controle do sistema sao A, a amplitude, e ®,, a frequéncia an-
gular, que caracterizam a oscilagcdo do pivo. A equacdo do movimento para o
deslocamento angular do péndulo no caso em que a excitagdo ocorre ao longo da

direcdo vertical, reescrita de maneira adimensional e incluindo o termo de atrito,
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¢ dada por
0= —[1+ePcosQ,t]sin® —epo, (3.1)

onde os pardmetros adimensionais P, Q, e B estdo associados respectivamente a
amplitude e frequéncia de oscilagao do pivd, e ao coeficiente de atrito do sistema,
e 0 < e < 1. Ao considerarmos que a excitagdo ocorre ao longo de uma direcao

inclinada de um angulo ¢ em relacdo a vertical, ficamos com
6 = —[1+ePcosQ,t]sin(6 — ) —pb. (3.2)

Note que o sistema perde a simetria @ — —0. Estamos interessados nos efeitos
dessa quebra de simetria na dindmica do sistema.

Neste capitulo, faremos um estudo do péndulo parametricamente excitado, no
contexto de pequenas perturbacdes. Comecamos revisitando a dinamica do pén-
dulo plano simples, que € o nosso caso integravel, e em seguida derivamos as
equagdes do movimento para o caso perturbado (3.2). Através de integracao di-
reta dessas equagOes, obtivemos os espacos de pardmetros P x £, em ambos 0s
casos (ver Figuras 3.5 e 3.6). Para classificar as bifurcacdes encontradas, utili-
zamos o software AUTO 07p [8], que aplica a técnica da continuagdo numérica.
A principal diferenca que observamos a partir deetes resultados numéricos € que
no caso vertical encontramos apenas regides de ressondncia em que o péndulo
executa oscilagdes subharmonicas em que o periodo € multiplo par do periodo da
excitagdo, enquanto no caso inclinado verificamos a ocorréncia de todo o espectro
de ressonancias, pares e impares. Este resultado é surpreendente porque apesar de
alguns autores reportarem a ocorréncia oscilagdes de periodo impar no caso ver-
tical [30, 32], elas sao muito dificeis de ser encontradas através de simulagdes ou
experimentos no caso vertical. Nos mostramos, inclusive experimentalmente, que
no caso inclinado (n@o simétrico) elas podem ser obtidas facilmente. Levantamos
a hipotese da quebra de simetria ser responsavel por uma mudanca na natureza das
bacias de atracdo das oscilacdes impares. Por fim, na tentativa de entender essa
diferenca entre os casos simétrico e ndao simétrico, analisamos como a estrutura
global do sistema se altera ao adicionarmos os termos perturbativos, relaciona-
dos a excitacdo paramétrica e ao atrito. No caso em que a excitacao & vertical,

Koch e Leven mostram em [21] que o método de Melnikov € capaz de prever ape-
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nas oscilacdes subharmonicas de ordem par, nada se podendo afirmar a respeito
das oscila¢des subharmonicas de ordem impar. NGs calculamos as condi¢des de
Melnikov para a ocorréncia de caos homoclinico e para a persisténcia de 6rbitas
subharmonicas no caso inclinado. Mostramos que a quebra de simetria faz apare-
cerem condi¢des garantindo a ocorréncia de solugdes oscilatorias subharmonicas
tanto pares quanto impares, o que pode explicar os nossos resultados numéricos e

experimentais.

encoder éptico angular

péndulo

encoder 6ptico linear

manivela

motor PID

Figura 3.1: Foto do péndulo simples do LFNL, exibindo a haste do péndulo, a
manivela e o motor que provocam a oscilagdo do pivd, e os encoders Opticos
utilizados para a tomada de dados.

Os dados aqui apresentados e discutidos foram tomados no Laboratério de
Fendmenos Nao-Lineares (LFNL) do Instituto de Fisica da Universidade de Sao
Paulo, em colaboracdo com o Prof. Dr. José Carlos Sartorelli. Serdo exibidos
diagramas de bifurcagdo, séries temporais e mapas estroboscopicos obtidos expe-
rimentalmente. Veja na Figura 3.1 uma foto do aparato experimental instalado no
laboratério. O péndulo € a haste em vermelho destacada na foto, e sua velocidade

angular € medida através de um encoder angular 6ptico centralizado no pivd. A re-
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gulagem da amplitude de oscilagdo € feita através da manivela, e da frequéncia de
oscilagdo por um motor PID. Para termos um melhor controle acerca da excitacao,
utilizamos um encoder linear que mede a velocidade com a qual o pivo se desloca,

a partir da qual podemos calcular a amplitude e a frequéncia da perturbacao.

3.1 Aparato experimental

Na Figura 3.2, mostramos um diagrama representando o aparato experimental.

s=acos(a,t) v,=ds/dt $=m/8

Figura 3.2: Diagrama representando um péndulo plano simples parametricamente
excitado, onde sdo indicados os parametros de controle do sistema e a varidvel
usada para descrever o movimento.

O péndulo consiste em uma haste de massa m = 37.61 £0.05 g e centro de
massa posicionado a uma distancia / = 5.05£0.05 cm do eixo do pivd. A frequén-
cia natural de oscilacio é fy = 1.61 Hz. O pardmetro de atrito, b = 0.0376 s !,
foi obtido a partir do decaimento natural da série temporal no caso de pequenas
oscilagdes, conforme descrito na Se¢do 3.1.1. O angulo entre a haste do péndulo

e a direcdo vertical € 0. O péndulo € periodicamente excitado de acordo com

s(t) = Acosmpt
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ao longo de uma direcdo inclinada formando um angulo ¢ = 7/8 com a direc@o
vertical. A amplitude A e a frequéncia f}, = ®»/2n da perturbagdo sio os pardmetros
de controle do sistema.

Para medir o valor absoluto da velocidade angular do péndulo o = , foi colo-
cado um encoder Optico angular, de resolugdo % rad, preso a haste do péndulo,
concéntrico com o ponto de pivo. Para medir o valor absoluto da velocidade do
pivo, v, = |s], foi colocado um encoder dptico linear, de resolugio % cm, preso
ao carrinho deslizante. A partir da série temporal de v,(t), é possivel obter a
frequéncia f, e a amplitude A da perturbagao externa. O sensor 6ptico do encoder
angular fica anexo ao carrinho, enquanto o sensor 6ptico do encoder linear fica no
sistema de referéncia do laboratério. O input induzido de cada encoder foi detec-
tado usando uma placa ADC de 16 bits a taxa de 200 ksamples/s. Para valores
fixos da amplitude A, a frequéncia da excita¢@o f), foi variada para frente e para
trds com um servo motor que permitia a variacdo minima de 0.01 Hz.

Para caracterizar a dindmica de oscilacao do péndulo, nés utilizamos mapas de
Poincaré estroboscopicos, onde sdo plotados os valores do médulo da velocidade
angular do péndulo a cada instante * no qual a excitacdo completa uma oscilagao,
i.e., a cada dois miximos de v,. Veja a Figura 3.12 na Se¢do 3.5. O niimero de

pontos no mapa estroboscopico nos dd a razio entre o periodo de oscilagdo, Ty,

o

e o periodo da perturbagdo, T, = oy

3.1.1 Determinacao do atrito

Para estimar o atrito do nosso arranjo experimental, deixamos o péndulo os-
cilar livremente, sem for¢amento, e medimos a velocidade angular ®(), como na
Figura 3.3. A equac¢do do movimento para o caso em que o pé€ndulo realiza pe-
quenas oscilagdes e estd sujeito a uma forga de atrito dindmico proporcional a sua

velocidade angular, é dada por

6+ b0+ w36 = 0.

No regime subcritico, em que g > %, a solucdo geral desta equacao € dada por

0(t) = Ce™ ' sin (yt + ¢) (3.3)
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onde
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Figura 3.3: Medida realizada para obter o atrito do nosso arranjo experimental.
Em preto, temos a série temporal velocidade angular obtida experimentalmente, e
em magenta, a envoltoria desta série temporal, que queremos ajustar.

A velocidade angular pode entdo ser escrita como
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b
(1) = Ce™ 2 | yeos (y +9) — 2 sin( +) |,

ou, equivalentemente,

o(t) = C'e 3 cos (1 +¢') . (3.4)

Ajustamos os dados experimentais para a envoltoria de ® segundo a expressao

y=Y0 +Aleiﬁ7
e comparando com (3.4) temos
22
1 53.18°

Desta maneira, obtivemos

bh=0.03761(25)s"!|.

Vale notar que ainda que esta estimativa tenha sido feita para o regime de
pequenas oscilacdes, este valor descreve bem o atrito no rolamento do péndulo,

que € muito pequeno.

3.2 Péndulo simples revisitado

Tendo em vista a aplicacdo dos métodos de Melnikov ao péndulo simples pa-
rametricamente excitado, precisamos das expressdes para a Orbita homoclinica,
bem como para a familia de 6rbitas periddicas dentro dela, do sistema nao per-
turbado. Isso significa que precisamos descrever analiticamente o espaco de fase
do péndulo simples plano, que consiste em um sistema formado por uma haste
de massa m, presa a um piv0 e sujeita a aceleracdo da gravidade g. A distancia
entre o centro do pivo e o centro de massa da haste € /, e denotamos / 0 momento
de inércia do sistema. O angulo formado com a direcdo vertical € descrito pela

seguinte equagdo diferencial



3.2 Péndulo simples revisitado 53

16+ mglsin® = 0,

que pode ser reescrita como

0=,
3.5)

® = —mZsinb,
onde 0)% = mgl/I é a frequéncia de oscila¢do natural do péndulo. Essas equacdes
sdo derivadas de uma Hamiltoniana que, ao reescalarmos as esquacdes de acordo

com ¢t — mot, € dada por

0)2
H(0,0) = 5 = cos 0, (3.6)

Como se trata de um sistema autdonomo, a propria Hamiltoniana é uma integral
primeira do movimento. O espaco de fase 8 x ® = 0 é obtido a partir da relagio
e 6 o

o 6" “sub = sin0d6 = o do,

integrando-se ambos os lados,

E

2

- —2cos0 = —
cos X

onde E € a energia do sistema. Veja a Figura 3.4, extraida de [7]. A partir do

espaco de fase, podemos descrever os movimentos possiveis para o péndulo.

i. Os pontos do tipo (mm,0), com m par, representam pontos fixos estdveis do

tipo centro, e neles o péndulo se encontra parado;

ii. Os pontos do tipo (mm,0), com m impar, representam pontos fixos instdveis

do tipo sela;

ii1l. As trajetorias em azul (E < 1) representam Orbitas fechadas, em que o pén-

dulo executa oscilagdes;

v. As trajetdrias em verde (E > 1) representam Orbitas abertas, em que o péndulo

executa rotacgoes;
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v. A trajetéria em vermelho (E = 1) é uma 6rbita de periodo infinito que separa
trajetdrias abertas e fechadas, conhecida como separatriz ou érbita homocli-

nica.

Figura 3.4: Espaco de fase 8 x 6 do péndulo simples plano. Note que as 6rbitas
em azul representam trajetorias fechadas, enquanto as orbitas em verde, trajetérias
abertas. A trajetdria em vermelho € a separatriz entre movimento limitado e nao
limitado. Figura extraida de [7].

A orbita homoclinica do sistema, € a interseccao entre as variedades instivel
e estavel associadas ao ponto de sela. Para encontrarmos sua expressdo anali-
tica, ¢°(t) = [8"(¢),®"(¢)], note que no ponto de sela, a Hamiltoniana (3.6) vale

H(m,0) = 1, e pela conservagdo da energia podemos escrever

h
o' = 6" =2cos (%) ,

de maneira que integrando temos

cos [ehz(t )1 —sech(r),  sin {ehz(’)] — tanh(7). 3.7)

Assim, " pode se escrito como

o' (1) = +2sech(r). (3.8)
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Agora, para encontrarmos a expressao para as Orbitas de oscilagdo periddica
dentro da separatriz, ¢* = [8% ®%], note que o péndulo atinge uma amplitude
maxima 6,,,, quando ® = 0, e que neste ponto temos H (60,,4x,0) = —cos 6,4y, €

da conservagdo da energia temos

a2 g2 Omax oo (0%
(0))—4{sm(2) sm(z)l. (3.9)

Definimos uma fase Y monotonicamente crescente, de maneira que

. e(x . . emax
sin 5 )= ksiny, k = sin > ) (3.10)

onde k é o mddulo das integrais elipticas [63]. Substitutindo (3.10) em (3.9), e

resolvendo a equagdo para Y temos

Y = am(T—To, k), (3.11)

onde am(u, k) é a fungdo amplitude de Jacobi. Usando as relagdes entre as fungdes

elipticas de Jacobi, a expressao (3.9) pode ser reescrita como

0% = 0% =2k cn(t —10,k),

Assim, 0% estd implicitamente definido por

cos [90‘2(1)] = dn(t,k), sin [GO;O)} =k-sn(t,k), (3.12)
e *(¢) é dado por
@(t) = 2k en(t,k), (3.13)

onde sn(z,k), cn(z,k) e dn(z,k) sdo as fungdes elipticas de Jacobi. O periodo
dessas solugdes € quatro vezes o tempo que o péndulo leva para ir de 6 = 0 até

0 = 0,4, € pode ser escrito como

T, = 4K (k), (3.14)

onde K (k) é a integral eliptica completa de primeira espécie. Note que a condigdo

de ressonancia para as oscilagdes subharmonicas € entdo dada por
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2
4K (k) = Tw_", (3.15)
nWp

3.3 Equacoes do movimento

Para obter as equagdes do movimento, vamos escrever a Lagrangiana que des-
creve o sistema perturbado. Os parametros que o descrevem sdo a massa, 1, € a
distancia do centro de massa ao piv0, [, que definem o momento de inércia, I; o
angulo que o eixo de excitagdo forma com a vertical, ¢; e o parametro de atrito,
b. Os parametros de controle sdo a amplitude, A, e a frequéncia, ), da excitagdo.

Sejam entdo as coordenadas generalizadas

x=1[1sin0+x,

y=1Icos®+y,

onde 6 € o angulo que a linha que passa pelo pivo e pelo centro de massa forma
com a vertical, e x,, € y, sd0 as proje¢oes do movimento do pivo, s(t), nas direcdes

xey:

Xp =Asin@cosyt,
Yp =ACosPCcosmyt.
A energia cinética do sistema é dada por

T = 592 t5 (xlz, +yf,) +ml0 (cosB8x, —sinBy,),

enquanto para a energia potencial temos

V =mgl (1 —cos0) —mgx),,

de maneira que a Lagrangiana, a menos de transformacao de calibre, fica

I. .
L= 592 +ml0 (cos0x, —sinOy,) +mglcosb.
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Subsituindo nas equacdes de Euler-Lagrange ficamos com

2
. ® [
6=—-"[(g—¥,)sin@+i,cos@], (x)%z%,
8

onde 0)% € a frequéncia de oscilacdo natural do sistema. Acrescentando um termo

de atrito proporcional a velocidade e substituindo as expressoes para x, € y;, temos

2
6= —w]sind — %pcos(a)t) sin(@ — ¢) — b9, p=Aw’ (3.16)

Podemos reescrever a equacdo acima de maneira adimensional através da mu-

danca de varidvel t — mot, e ficamos com

6= —sin®—ePcos(Qpt)sin(0 —9) —epd, &P =aQ, (3.17)
onde 0 < € < 1 € o parametro perturbativo, e

2
Q] , b
Q,=-"L  a=-4,
oo g o
sdo0 os parametros adimensionais do sistema. Note que temos uma equagao di-
ferencial ordindria (EDO) de segundo grau. Alternativamente, podemos reescre-

ver (3.17) como um sistema de duas EDO’s de primeiro grau da seguinte maneira

0=o,

(3.18)
0 = —sin® —e[Pcos(Q,t)sin(0 — ) + P

Podemos ainda remover a propriedade do sistema acima (3.18) de ser ndo auto-
nomo, sob o custo de acrescentarmos dois graus de liberdade ao sistema. Para
isso, utilizamos a forma normal da bifurcacao de Hopf, que em coordenadas po-

lares é dada por
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(3.19)

Note que o sistema acima possui como atrator uma Orbita periddica de raio r =
\/10, para ro > 0. Para que esta 6rbita seja o circulo unitdrio centrado na origem,

escolhemos ry = 1, e definindo

X =rcosQ, Y =rsing,

ao substituir em (3.19), vemos que X e Y satisfazem

X=X-Q, —X(X*+7Y?),
Y =QX +Y —Y(X*+71?),

com X(0) =1 e Y(0) = 0, de maneira que o sistema (3.18) pode ser reescrito

como

6=,

O = —sin® —e[PX sin(6 — ¢) + Pw]
X=X-Q, —X(X*+Y?),

Y =Q,X +Y —Y(X*+7?),

(3.20)

com X (0) = 1 e Y(0) = 0. Esta versdo auténoma das equacdes do movimento € a

forma mais conveniente para fins numéricos.

3.4 Espacos de parametros

Ao considerarmos as oscilacdes subharmonicas para o péndulo simples pa-
rametricamente excitado, notamos uma diferenca em relacdo as Orbitas pares e

impares: enquanto as oscilacdes pares parecem poder ser encontradas facilmente
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através de integracdo numérica, 0 mesmo ndo ocorre para as oscilacdes impa-
res. Bryant e Miles relatam apenas a ocorréncia de solucdes de periodo par
para o péndulo parametricamente excitado na vertical [31]. Este resultado chama
atencdo porque a equagdo de Mathieu, que descreve o péndulo paramétrico na
aproximacgdo de pequenas oscilacdes e na auséncia de atrito, apresenta todo o es-
pectro de ressonancias, exibindo oscilacdes de periodo tanto par quanto impar
[64, 65, 19, 20]. Além disso, para o péndulo sujeito a torque externo [66] e para
o péndulo excitado na direcdo horizontal [67], os mesmos autores encontram 0s-
cilagdes pares e impares. Em [30], Arneodo et al encontram numericamente uma
solucdo oscilatéria de periodo-1 para o sistema, e em [32] Clifford e Bishop en-
contram, através do uso de dindmica simbdlica algumas oscilacdes de periodo
impar, mas em ambos 0s casos essas solugdes sdo raras e dependem de ajuste fino
dos parametros de controle para serem encontradas. Fica evidente uma diferenca
entre o comportamento de oscilagdes pares e impares para o péndulo parametri-
camente excitado na vertical.

Para verificarmos esses resultados, computamos o espaco de parametros para
este sistema, através de integracdo direta das equacdes (3.20), com ¢ = 0, utili-
zando o método de Runge-Kutta de 4°ordem. Fixamos as condic¢des iniciais em
0; = 0.55 e ®; = 0 e variamos os pardmetros de controle P, no intervalo [0,2], e
Q,, no intervalo [1,4.5], cada um com passo 0.025. Cada ponto na Figura 3.5 foi
integrado por 1000 s, dos quais apenas os ultimos 100 s foram analisados, garan-
tindo assim que a solugdo transiente fosse descartada. A periodicidade da solugao
foi calculada a partir do mapa estroboscépico t* = N * T), para a velocidade angu-
lar do péndulo. O resultado estd na Figura 3.5, onde FP significa que o péndulo
ndo oscila, mantendo-se parado no ponto fixo 6 = ® = 0; On significa que ele os-
cila periodicamente com periodo—n, ou seja, periodo igual a n vezes o periodo da
perturbacdo; Rn significa que ele executa rotagdes periddicas de periodo—n; 10
significa que ele oscila em torno da posi¢do invertida; e CH significa que ele exe-
cuta o movimento que foi definido como tumbling chaos persistente, alternando
entre rotacdes em ambos os sentidos e oscilagdes em torno da posi¢cao de equili-
brio, mesmo apds descartarmos a solugdo transiente. As linhas de transi¢do foram
obtidas através da técnica de continuagdo numérica com o software AUTO-07P

[8]. Note que fora das regides de ressonancia, o péndulo ndo oscila, ou seja, a
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solucdo € o ponto fixo estdvel. Da direita para esquerda, a primeira linha de cor
preta € o locus da bifurcacdo sela-né em que surge o atrator O4, e a segunda é
o locus da bifurcacdo pitchfork em que o ponto fixo perde estabilidade e surge
o atrator O2. De fato, ndo observamos oscilacdes de periodo impar em amplas
regides do espaco de parametros. Em seguida temos as rotacdes R1 e R2, e entdo
as regides de tumbling chaos persistente e transiente. A regido 1 < Q, <2.6 é
extensivamente discutida em [1], e o nosso resultado estd de acordo com o que foi

reportado pelos autores.

Figura 3.5: Espaco de parametros para o péndulo parametricamente excitado na
direcdo vertical (¢ = 0). Note que aparecem apenas oscilagdes de periodo par em
regides amplas do espago de parametros.

Em seguida, computamos da mesma maneira o espaco de parametros para o
caso inclinado, integrando numericamente as equagdes (3.20), com ¢ = /8. O
método de integracdo, o tempo transiente, € o método para calcular a periodi-
cidade foram os mesmos do caso anterior. O resultado estd na Figura 3.6. Da
direita para esquerda, as linhas de cor preta sdo os loci das bifurcagdes sela-né em

que surgem os atratores O4, O3 e 05/2, em seguida temos o locus da bifurcagio
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duplicagcdo de periodo em que o atrator O1 perde estabilidade e surge o atrator
02. Novamente, na sequéncia, temos as rotagdes R1 e R2, e entdo as regides de
tumbling chaos persistente e transiente. Evidenciam-se trés diferencas principais
em relacdo ao caso simétrico. A primeira delas é que fora das regides de resso-
nancia, o pé€ndulo passa a oscilar com o mesmo periodo da excitagdo, ao invés
de ficar parado. A segunda, é que ndo ocorre mais uma bifurcagao do tipo pitch-
fork, e esta da lugar a bifurcacdo do tipo duplicacdo de periodo. Essas mesmas
diferencas também foram observadas estudando-se os espagos de parametros do
péndulo duplo parametricamente excitado ao longo da vertical e de uma dire¢cao
inclinada por Sartorelli et al. Por tdltimo, a principal diferenca é que para o caso
nao simétrico, obtemos todo o espectro de ressonancias, de maneira que tanto as
oscilagdes pares, quanto as impares, se manifestam em amplas regides do espaco

de parametros.

Figura 3.6: Espaco de parametros para o péndulo parametricamente excitado na
direcdo inclinada (¢ = 1/8). Note que aparecem oscila¢des de periodo tanto par
quanto impar em regides amplas do espaco de pardmetros.

Finalmente, vale observar que ainda podem existir outros atratores periodicos,
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que ndo estdo representados nas Figuras 3.5 e 3.6, por ndo possuirem o ponto
inicial 8; = 0.55, ®; = 0 em sua bacia de atracdo. Este fato serd discutido pos-
teriormente. A seguir, mostraremos os resultados experimentais comprovando a

ocorréncia de oscilagdes impares estdveis para 0 nosso sistema.

3.5 Resultados experimentais

Nesta Se¢do, descrevemos como foram realizados os experimentos para com-
provar a ocorréncia de oscilacdes impares para o péndulo parametricamente exci-
tado inclinado. Primeiramente, computamos o diagrama de bifurcacdes (|®|) x f,
numericamente, para termos uma referéncia durante a tomada de dados. O resul-
tado estd na Figura 3.7. Fixamos a amplitude em A = 2 cm e variamos a frequén-
cia: (i) de 0.5 a 11.5 Hz (linha vermelha). (ii) de 11.5 a 0.5 Hz (linha azul). Desta
maneira, ndo encontramos nenhuma oscilacdo de periodo-n, para n > 2. Para
obteé-las, foi necessdrio partir de uma solucao conhecida com o periodo desejado,

e a partir de entdo aumentar (linha magenta) e diminuir (linha ciano) a frequéncia.

Figura 3.7: Diagrama de bifurcagdes (|®|) x f, para A = 2.02 obtido numerica-
mente. Na linha vermelha a frequéncia da perturbago € crescente, e na linha azul,
decrescente. Neste diagrama, medimos oscilagdes de periodo-1/2, 1 e 2. Nenhuma
oscilacdo de periodo mais alto foi encontrada.
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A seguir, mostramos os diagramas de bifurcacido obtidos experimentalmente.
Veremos que, de maneira andloga ao estudo numérico, para encontrar oscilagdes
com periodos altos, € essencial saber em que regido de condi¢des iniciais suas
bacias de atracdo se encontram. Por fim, mostramos algumas séries temporais e

mapas estroboscopicos para o péndulo oscilando com periodo-2, 3, 4 e 5.

3.5.1 Diagramas de Bifurcacao

As figuras a seguir sdo os diagramas de bifurcacdes (|®|) x f, do nosso sis-
tema, em que mostramos como se comporta o valor médio do valore absoluto
moédulo da velocidade angular do péndulo a medida que variamos a frequéncia de
perturbacdo. A amplitude da pertubacdo € fixa e vale A = 2.02cm. Primeiramente,
partimos da situacdo em que o pé€ndulo estd em repouso, ou seja, as condi¢des ini-
ciais sdo (8;,®; = (0,0), e ligamos o motor. A linha em vermelho foi obtida
aumentando o valor da frequéncia da perturbagio, no intervalo [0.5,11.5] Hz, e
a linha em azul, diminuindo a frequéncia da perturbacao, no intervalo [11.5,0.5]
Hz. O resultado obtido estd na Figura 3.8. Note que observamos apenas 0sci-
lagdes de periodo-1 e 2, nenhuma osilacdo de periodo mais alto foi encontrada.
Vamos seguir a linha vermelha. Quando ligamos o motor, o péndulo comeca a
oscilar, com aplitude pequena, com periodo igual aos periodo da perturbagdo, 7,
e também com a mesma fase. Em f, = fo/2 = 0.8 Hz, ocorre uma bifurcagio sela-
n6 e o péndulo passa a oscilar com periodo 7' = 7,/2, e depois volta a oscilar com
periodo 7),. Em seguida, ocorre uma bifurcacdo sela-né em f, = fo = 1.6 Hz, e
o péndulo continua oscilando com periodo 7,,, porém nesta regido ele oscila fora
de fase em relacdo a perturbacdo, e depois volta a acertar a fase. Em seguida, o
péndulo tenta entrar no regime cadtico, e nesse momento precisamos evitar que
ele comece a girar, porque quando isso acontece o ganho de energia € muito alto
e ele pode escapar. Passado isso, ele entra novamente em ressondncia na regiao
fp = 2fo = 3.2 Hz, onde oscila com periodo 7' = 2T},. Depois disso ele volta a
oscilar com amplitude pequena com periodo 7),, e segue assim até o final da to-
mada de dados. Seguindo a linha azul, observamos os mesmos fenomenos, e fica
clara a ocorréncia de histerese para as ressonancias fo e 2fy. E importante notar

que no caso em que a perturbacao € vertical, o péndulo ndo oscila fora das regides
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de ressonancia: ao invés disso, ele fica parado no ponto fixo estdvel 6 = @ = 0.
Essa diferenga também ocorre para o péndulo duplo nos casos vertical e inclinado
[33, 34]. As outras ressonancias, de periodo T = 3T,, T = 4T, e T = 5T, ndo
aparecem neste diagrama de bifurcagcdes porque ao passarmos pelas regides de
ressonancia f, =~ 3fo, fp = 4fo € f, = 50, 0 péndulo oscila no regime de pe-
quenas oscilagdes, e conforme veremos, angulos pequenos estao fora da bacia de

atracdo desses atratores.

A =2.018+-0.009 cm
T

T T T T T
20+ . . —
. —— frequéncia aumentando
18- ———frequéncia diminuindo
16 .
) bifurcagdo sela-né:
14 - i oscilagdo periodo 1T, com inversdo de fase : n
regido da ressonancia 1f,=1.6Hz
12+ —
‘ll) A H
= 10| » 0 penc!ulo tentg entrar i
= no regime caético
8 : .
ol 1 i < Difurcacéo period-doubling |
g oscilacdo periodo 2T,
al regiao da ressonancia 2f;=3.2Hz .
Db Bt T -
C 1 1 1 1 A 1 1
4 5 6 7 8 9 10 11
f, (H2)
bifurcacéo sela-né oscilaggo perfodo 1T, oscilagdo perfodo 1T,

oscilagéo periodo 0.5T,
regido da ressonancia 0.5f,=0.8Hz

Figura 3.8: Diagrama de bifurcagdes (|®|mnax) X fp para A = 2.02. Na linha ver-
melha a frequéncia da perturbagio € crescente, e na linha azul, decrescente. Neste
diagrama, medimos oscila¢des de periodo-1/2, 1 e 2. Nenhuma oscilagdo de pe-
riodo mais alto foi encontrada.
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Agora queremos encontrar oscilagdes de periodo-3. Analisando o espago de
parametros 3.6, vemos que essas solugdes se encontram na regido f), ~ 3 fo, € tam-
bém que a bacia de atrac@o deste atrator contém o ponto (6;,®; = 0.55,0). Assim,
fazendo o motor oscilar perto desta frequéncia da ressonincia, colocamos manu-
almente o péndulo aproximadamente nesta posicdo. A partir do momento em que
achamos a solucdo de periodo-3, aumentamos (linha magenta) e diminuimos (li-
nha ciano) a frequéncia da perturbacdo. Veja a Figura 3.9. Note que o atrator de
solugdes oscilatdrias de periodo-3 coexiste com o de periodo-1 obtido anterior-
mente. Procedendo da mesma forma, encontramos as solucdes de periodo-4 e 5.
Veja a Figura 3.10. Note inclusive que hd uma regido onde coexistem os atratores
de periodo T =T,, T = 4T, e T = 5T}, no intervalo 7.85 < f, < 8.05 Hz.

A =2.018+-0.009 cm
T T T T T T T T T

20

frequéncia aumentando
18 - H :
frequéncia diminuindo

14

condicao inicial = [0.55, 0]
- colocada manualmente

ol )

10 |-

4

oscilagdo periodo 3T, _
regiao da ressonancia 3f0=4.8Hz

<<

Figura 3.9: Diagrama de Bifurcacdo (|®|uax) X f, para A = 2.02. Na linha ver-
melha a frequéncia da perturbagdo é crescente, e na linha azul, decrescente. Na
regido f, ~ 3 fy a oscilag¢@o de periodo T}, coexiste com a oscilagao de periodo 37),,
representado pela linhas magenta, em que a frequéncia da perturbagio € crescente,
e ciano, em que esta € decrescente.
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A =2.018+-0.009 cm
T

20| : |
frequéncia
18 aumentando:
frequéncia
16 diminuindo ]
14 - : : -
: oscilacao :
o oscilagéo ‘ »
= 10| periodo.3T, ““*‘ﬁ\;«ﬁ\ : ]
8- = ﬁls;n L):“:‘jlf‘ﬁ
LLA LLDDD
6 ‘_%" Sk
N
]
4 .
1
| / |
G 1 1 1 1 Il 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
fp (Hz) k
oscilacdo R
periodo 4T, coexisténcia dos atratores

T,, 4T, e 5T,

Figura 3.10: Diagrama de Bifurcagao (|®|muax) % fp para A = 2.02. Na linha ver-
melha a frequéncia da perturbagdo € crescente, e na linha azul, decrescente. Na
regido f, ~ 3 fo a oscilagio de periodo T, coexiste com a oscilagdo de periodo
3T}, na regido f), ~ 4fy com o periodo 47}, e na regido f, ~ 5fy com o periodo
5T,. Sobre as linhas magenta, a frequéncia da perturbagdo € crescente, e ciano, €
decrescente.

Finalmente, mostramos na Figura 3.11 um resumo de todos os resultados en-
tao listados. Em (a), temos o diagrama de bifurcacdes obtido da maneira tradici-
onal, partindo de fj, = 0.5 Hz e aumentando a frequéncia at€ f, = 11.5 Hz (linha
vermelha), e em seguida diminuindo de volta até€ f, = 0.5 Hz (linha azul). Verifi-
camos a ocorréncia de ressonincias em que o péndulo oscila com periodo-1/2, 1 e
2. Em (b), somamos a este resultado as medidas das ressonancias em que o pén-
dulo oscila com periodo-3, 4 e 5, obtidas ao colocarmos manualmente o péndulo
para oscilar com amplitudes mais altas, e partir de entdo deixarmos a frequéncia

aumentar (linha magenta) e dimunuir (linha ciano).
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20 .

Figura 3.11: Diagramas de bifurcagdes (|®|max) X fp para A = 2.02 obtidos expe-
rimentalmente. Em (a) temos o diagrama obtido da maneira tradicional: na linha
vermelha a frequéncia da perturbacdo € crescente, e na linha azul, decrescente.
Em (b) temos o diagrama obtido colocando manualmente o péndulo na bacia de
atracdo das oscilacdes de periodos mais altos: na linha magenta a frequéncia da
perturbacdo € crescente, e na linha ciano, decrescente.

3.5.2 Séries temporais e mapas estroboscopicos

A seguir, ilustramos as oscilagdes de periodo-2, 3, 4 e 5, exibindo uma série
temporal, com seu respectivo mapa estroboscopico, para cada uma dessas solu-
coes.
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Figura 3.12: Séries temporais ilustrando as
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3.6 Aplicaciao dos métodos de Melnikov

Vamos aplicar os métodos de Melnikov para o péndulo simples parametrica-
mente excitado ao longo de uma dire¢do inclinada para compreender melhor o
comportamento global deste sistema. Primeiramente, aplicamos o método acerca
da ocorréncia de caos homoclinico para comparar o resultado com o conhecido
para o caso vertical [21, 1]. Em seguida, aplicamos o método acerca da persis-
téncia das orbitas subharmonicas na tentativa de explicar as diferencas observadas
nos espagos de pardmetros para o caso vertical (ver Figura 3.5) e inclinado (ver
Figura 3.6).

Relembrando as equacdes do movimento (3.18), vemos que os campos ve-
toriais para a parte integravel do sistema, f(6,®), e para o termo perturbativo

2(0,m,1), que inclui o forgamento periddico e o atrito, podem ser escritos como

[ (V]
f(e,(!)): __sine ’
i 0
OO =1 paz cos(@pr)sin(0—0) — o

de maneira que o produto vetorial f(8,®) x g(0,®,7) é dado por
fxg=—0-[PQcos(Q,t)sin(0—0) + po] . (3.21)

3.6.1 Ocorréncia de caos homoclinico

Em [21], Koch e Leven calcularam o critério de Melnikov para a ocorréncia
de caos homoclinico para o péndulo simples parametricamente excitado na verti-
cal, e determinaram que este sistema apresenta, de fato, comportamento cadtico.
A regido do espaco de parametros em que o Unico atrator do sistema é um atra-
tor cadtico € aquela que apresenta solugdes do tipo fumbling chaos persistente,
conforme mostrado por Clifford e Bishop em [18], cuja fronteira estd longe do
locus do critério para caos homoclinico determinado por Melnikov. Em [1], W.

Szempliniska-Stupnicka et al esclarecem que, devido ao surgimento dos atrarores
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de rotacdo a medida que variamos os parametros do sistema, sdo outras as bifurca-
coes globais que estio associadas a esta regido. Segundo os autores, como a linha
determinada pelo critério de Melnikov é muito préxima ao locus das bifurcag¢des
do tipo sela-n6 onde surgem os atratores de rotacdo (veja as linhas snR e hom Dy
na Figura 1.1), ndo se sabe se é possivel observar experimentalmente os efeitos
esperados da bifurcagdo homoclinica de Melnikov. Nés vamos calcular o crité-
rio de Melnikov para péndulo paramétrico com quebra de simetria para verificar
se este desempenha um papel mais relevante, ou possivelmente mensurdvel, em
relacdo ao comportamento global do sistema neste caso.

Para aplicar o Teorema 2.2 da Secdo 2.3.1, precisamos calcular a integral de
Melnikov

M(ty) = /_:f (6°(1)) x g (¢°(t),t +10) dt.

onde o produto vetorial do integrando € dado por (3.21). Assim, temos

/w ~o' (1) [Pﬂf,cos(gp(tﬂo))sin <9h(r) —¢> +B®} dr,

—00

sendo ¢°(t) = [Gg‘[, vi] a Orbita homoclinica do péndulo simples definida por (3.7)
e (3.8). Podemos definir

siny = tanh(t), cosy = sech(t),

de maneira que
sin®" = sin(2y) = 2tanh(¢) sech(t),
cos 0" = cos(2y) = 2sech?(r) — 1.

Assim, escrevemos a integral M(zp) como a soma de quatro termos,

M(l‘()) =Lh+hL+5+14.

A primeira integral é dada por



3.6 Aplicacao dos métodos de Melnikov

71

I = —4Pcos¢/ cos[Q,(t +to)] tanh(t) sech®(r)dt
= 8Pcos(|)sin(th0)/ sin(Q,t) tanh(z) sech?(¢)dt,
0

e usando

* TQ
/0 sin(Qpt) tanh(z) sechz(t)dt = 2912, csch (Tp) ,

ficamos com

T
I = 27rcosq)PQf7 csch <Tp) sin(L2pto).

Para a segunda integral temos

L= 4Psin¢/ cos[Q,(t +1o)] sech? (t)dr =

:8Psin¢cos(tho)/ cos(Qpt) sech®(r)dr
0

Usando

TN

* Q
/ cos(Q,pt) sech? (r)dr = E(1 —I—QIZJ) sech (TETp) ,
0

ficamos com

T
L =2nsindP(1 +Qf,) sech (Tp) cos(,t0).

J4 para a terceira integral,

I, = —2Psing / cos[Q, (1 + 1o)] sech(t)dr =

= —4Psin¢cos(§2pto)/ cos(Q,t) sech(wot)dt,
0

e usando
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* Q
/0 cos(Q,t) sech(r)dr = gsech (n—zp) ,

ficamos com

T
I3 = —2msin P sech (Tp) cos(2pto).

Note que /3 cancela o segundo termo de I, de maneira que

T
L+ 13 = 2msin (I)PQ%7 sech (Tp) cos(L2,10)

Ainda, para I4 temos

I = 4B /_i sech?()dr = 8B.

Finalmente, juntando todos os termos,

47 9) TQ
M(1y) = 275PQ12, [cosd)csch (Tp) sin(Q,tg) + sin @ sech (Tp> cos(tho)] —8B.
O termo entre colchetes na expressdo acima pode ser escrito como

Csin (Qpto+ 1),

onde

Q Q
= {coszq)csch2 (ﬁ_zp) + sin’ ¢ sech? (%)] .

Vemos assim que o minimo valor de P (threshold) para o qual podem acontecer

interseccdes homoclinicas € dado por

_4751

_ po b
P=RYQ,) = & (3.20)

Para reproduzirmos o resultado para o caso vertical, basta fazer ¢ = 0. Veja

que assim temos I = I3 =0, e temos [21]
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vert

4 Q
Prort = R, (Q) = —— sinh (n ”) (3.21)

Na Figura 3.13, exibimos as curvas P (em vermelho) e P,.,; (em azul) em fun¢dao
da frequéncia de excitacdo. Veja que apesar de as expressoes (3.20) e (3.21) serem

razoavelmente diferentes, elas sdo numericamente muito proximas.

1.5 . . . . . . . .
Fi““
, /
vertical /
inclinado /
1.0} /-
o /"
/‘/J‘
05} S/ 1
0 1.0 2.0 3.0 4.0
Qp

Figura 3.13: Critério de Melnikov para a ocorréncia de caos homoclinico para o
péndulo parametricamente excitado nos casos vertical (azul) e inclinado (verme-
lho). Note que as linhas sdo muito proximas.

Desta forma, concluimos que os thresholds para a ocorréncia de caos homoclinico
em ambos 0s casos ndo sdo determinantes para a ocorréncia de tumbling chaos no
sistema. Ainda, em ambos os casos, esses critérios sdo seguidos do surgimento
dos atratores de rotacdo, de maneira que os efeitos devido ao caos homoclinico

previsto pela teoria, muito provavelmente ndo sio observaveis.

3.6.2 Persisténcia das orbitas subharmonicas

Em [21], Koch e Leven calcularam o critério de Melnikov para a persisténcia

das oOrbitas oscilatérias subharmonicas para o péndulo simples parametricamente
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excitado na vertical, através do qual obtiveram uma condi¢do acima da qual estd
garantida a ocorréncia de oscilagdes subharmonicas pares, nada se podendo afir-
mar em relacdo as impares. Uma questdo que surge naturalmente € se as oscila-
¢oes impares ocorrem ou ndo. Em [31], Bryant e Miles relatam apenas a ocorrén-
cia de oscilagdes de periodo par para este sistema. Apesar de Arneodo et al [30]
e Clifford e Bishop [32] reportarem a ocorréncia de oscilagdes de periodo impar,
fica evidente uma diferenca de comportamento entre oscilagdes pares e impares
no caso vertical. Tendo isso em mente, nds estudamos o espaco de parametros
para os casos em que o péndulo é excitado na vertical e ao longo de uma dire-
cdo inclinada, e verificamos uma diferenca essencial entre ambos: enquanto no
caso simétrico observamos apenas as ressonancias pares - o que € surpreendente,
uma vez que a equacdo de Mathieu, que descreve o sistema na aproximacao de
pequenas oscilagdes, apresenta todo o espectro de frequéncias, no caso inclinado
observamos ressonancias tanto pares quanto impares. Para mais detalhes, veja
a Secdo 3.4. Na tentativa de tentar explicar essa diferenca, calculamos os crité-
rios de Melnikov acerca da persisténcia de érbitas subharmonicas para o caso nao
simétrico.

Para aplicarmos o Teorema 2.11 da Secdo 2.3.2, precisamos calcular a integral
de Melnikov (2.11)

M) = [ a0 % g a0+ )

Substituindo os campos vetoriais do nosso sistema dindmico (3.21) na expressao

acima temos

M""(15) = /OmTp —0%(t) [Pcos (Qp(t +19)) sin (6%(r) — ¢) + P*(¢)] dr,

e substituindo as expressdes para as solugdes oscilatorias do sistema nao pertur-
bado, (3.12) e (3.13), ficamos com

M""(ty) = —4k>Pcos OI; + 2kPsin 01, — 4k> Psin 013 — 4k*Bl4, (3.22)
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onde

mT,
L= / " cos[Q (1 +10)] en(z, k) sn(z, k) dn(z, k)dr,
0
mT),
12:/ cos[Q,(t +19)]en(t, k)dt,
0
mT),
L :/ cos[Q,(t +to)] en(t, k) sn*(z, k)dt,
0
mT),
I4:/ cn?(t,k)dr.
0

Para calcular as expressdes /1, > and I3, expandimos as integrais elipticas de
Jacobi em série de Fourier e usamos as propriedades de ortogonalidade entre as

funcdes seno e cosseno. Comegaremos calculando a integral /1. Sabemos que [63]

d[en(2)] = —sn(¢)dn(z)dt,
de maneira que, apds integracdo por partes, esta integral pode ser reescrita como

Q‘P mT), ) 2
I = - sin[Q,(t +19)] cn”(z, k)dt. (3.23)
0

De [68, 69], temos

B E(k) m & pgl n
s’ (1,k) = K2 <1 a K(k)> KK (k) pzzl —g " {(217) 2K (k)] ’

onde [68]

RN a0

sendo K'(k) = K(k') e k’> = 1 — k? 0 médulo complementar das fungdes elipticas.

Note que

g 1 K’
m = ECSCh |:2p§ .

Usando a expressdo acima e a condicao de ressonancia (3.15), ficamos com
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2 _ L[ E(k) - n
n(t,k) = 2 (1 0 k2K2 ; pcsch[ Q K (k)} cos [(Zp)%th} ,
(3.25)
e finalmente, usando a relacdo [63],
n?(r,k) = 1 —sn’(t,k),
ficamos com
1 E(k)
2 12
- _ _ =\ 2
w204 = b {k K(k)} + (3.26)
2
T , n
+ K20 Z pcesch [(Zp) QK (k)] cos [(Zp)%ﬁpt} )

Substituindo (3.26) na expressao para /1 em (3.23) temos

I = —%[(h)’# (1),
onde
(h)'= —% {k’ 2 %} /OmTp sin[Q, (¢ +19)]dt =0,
e
.. 2 mT, n
(11)” kZ;{IZ Z pcsch [(2p) .QPK’(k)] /0 Sln[Qp(t+to)]COS [(Zp)%gpl‘] dr.

Usando as relagdes de ortogonalidade entre as funcdes trigonométricas, temos

mTp ] n
/0 sin(Q2t) cos [(ZP)EQPZ] dr =0,
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T, "y — 2K (k), sen=1em=2p,
/ pcos(th)cos [(2p)££2pt] dr = (k) P
0 m 0, outro caso,

onde usamos novamente a condicao de ressonancia (3.15). Assim, se m for impar

(I)" = 0, e portando I; = 0, enquanto se m for par temos

2

Q)
L = nk—z csch[Q,K' (k)] sin(Qpto), m par. (3.27)

Para calcularmos a integral I, utilizaremos a expansao de cn(z,k) em série de

Fourier, dada por [68]

) R q”JFl/2
kK (k) p:01_|_q2p+1

en(r, k) =

cos [(2p+ 1)2Kék>}

e usando a defini¢cdo (3.24) e a condi¢do de ressonancia (3.15), temos

en(r,k) = Zsech[2p+1) QpK’(k)]cos [(2p+1)nﬁ19pt]. (3.28)

kK(

Substituindo a série (3.28) e usando as relagdes de ortogonalidade entre as fungdes

trigonométricas,

mTy,
/ sin(Qpt)cos [(2p -+ 1) Q| dr =0,
0

e, usando novamente a condi¢ao de ressonancia (3.15)

mT, 2K(k), sen=1em=2p+1,
/ pcos(th)cos [(Zp—l— 1)£th] dr = &) b
0 m 0, outro caso,

temos que se m for par, I = 0, enquanto se m for impar ficamos com

2
L= %C sech[Q,K' (k)] cos(Qpto), m impar (3.29)
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Agora, para calcularmos a integral I3, a partir da expansdes em série de Forier
para sn’(z,k) (3.25) e cn(t, k) (3.28), vamos obter a expansio em série do produto
das funcdes de Jacobi sn’(¢,k)cn(t, k) = o+ B, onde

[ E®)
“Te [1 T K

} cn(t, k),

b= (i) E Lo lorsnousto] o ]

n n
20+ 1) 2 Q| sin | (2p) =0yt
cos[( + )m pt | sin (p)m p
Seja entdo
. mT)
Iéz/ cos[Q, (1 +19)]audt,
0
e também
. mT),
I — / cos[Q, (7 + 10)]Bdr.
0
Veja que

. mT)y
L= k_12 [1 — %} /0 cos[Q,(t +19)]cn(t, k)dt = k_lz ll — %} b,

e da expressao (3.29) temos

-_275

I = e {1 - %] sech[Q,K'(k)]cos(Q,tp)  m impar (3.30)

K(k)

O célculo da expressdo (3.33) exige cautela. Em primeiro lugar, note que

/OmTI’ sin(Qpt) cos [(ZH— 1) th} cos [(Zp) th] dr =0,

n n
m m
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de maneira que

I = (%(k)) ’ g)pi:l sech [(21 + 1)%9#('(1()} csch [(zp)%QpK/(k)] Icos (Qpt0),

(3.31)
onde
mT),
1= / cos (at) cos (bt) cos (ct)dt =0 (3.32)
0
n n
a=Q, b=_2I+ I)EQIM c= (Z‘D)EQP'
A integral I da expressdo (3.32) acima vale
L [sinlla—b—c)] sin[@tb—c)] sin[(a—b+ey]  sinf(atbto)] mTp=manid,
4 (a—b—c) (a+b—c) (a—b+c) (a+b+c) 0 ’

que se anula EXCETO se

+ ¢ ou, equivalentemente, 2p = m — (21 + 1), valido para
ou, equivalentemente, 2p = (21 + 1) — m, vélido para

+ ¢ ou, equivalentemente, 2p = (21 + 1) + m, valido para

onde usamos 1 < p < oo. Note que para que as condigdes acima possam ser satis-

feitas, m deve ser impar. Se a = b+ ¢, a integral (3.32) vale

m

I=- |t
il 2b 2c 2(b+c)

L[, sin(2b) | sin(2er) | sin [2(b+c)t]} v % ‘z’“") _K(b),

0

e procedendo de maneira andloga para os outros casos, temos
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I=K(k) [5 <p,m_(§l+1)> +6(p,(21+;)_m> +8<p,(2H';)+m>]

onde devemos levar em conta os devidos limites de validade de cada fung@o 9.
Substituindo este resultado em (3.31), ficamos com
ii n’
Iy = —k3K—2<k>Scos(tho), m fmpar (3.33)

onde S € a soma dada por

csch [“;El )QpK’(k)} +sech [%QPK'(@} +

Y 5 esch {a(l >Q,,K’(k)1 sech [b(l)QpK’(k)} ,

m m

comay(l)=2l+14+m,a_(I)=2l+1—meb(l) =21+ 1. Das expressdes (3.30)
e (3.33) temos

2

L 3{2 {1 —E(k)} sech(Q,K' (k) — —

=3 (8 K28 }cos (Qpt0) m {mpar

(3.34)
Por fim, para calcularmos a expressao 14, usamos a tabela de integrais em [63],

de onde temos a integral indefinida

/cnz(t,k)dt = kiz [E(t,k) — K *t]

onde K’ 2 = 1 — k? é 0o médulo complementar. Desta maneira, usando E(0,k) = 0,
E(4K,k) = 4E (k) e a condi¢@o de ressonancia (3.15), temos

4
iz

Substituindo as expressoes (3.27), (3.29), (3.34) e (3.35) na integral de Melni-
kov (3.22), temos:

L [E(k) — K 2K (k)] (3.35)
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(i)sen=1emépar,entdo L, =13 =0, ¢

M™ () = 4mPcos dcsch(Q, K (k) sin(Qp10) — 16B[E (k) — KK (k)];  (3.36)

(i1) se n =1, e mé impar, entdo I} =0 e

M"(tg) = 4mPsin¢ { S -2 {1 - @] sech(Q,K'(k)) } cos(L2,t0)

K2 (k) K(k) (3.37)

—16B[E (k) — K*K (k)]

Fazendo ¢ = 0, temos I, = I3 = 0, e obtemos apenas a expressao (3.38). Neste
caso, nada se pode afirmar a respeito da existéncia de orbitas subharmonicas im-
pares. Este resultado estd de acordo com o obtido por Koch e Leven em [21].
Entretato, com a quebra de simetria da equagao do movimento no caso inclinado,
temos a expressao (3.38) para m par, e (3.39) para m impar, o que indica que de-
vemos esperar todo o espectro de ressonancias primarias no espaco de parametros
neste caso. Podemos determinar a curva onde temos os minimos valores de P
a partir dos quais hd ocorréncia de uma 6rbita subharmonica de periodo mT, no

espaco de pardmetros como

P>R".(Q))
onde
m 4 / . /
RI(Qp) = m[ls(k) — KK (k)] sinh(Q, K’ (k)), (3.38)

se m € par, e

o 4BIE(H) — KK (1)

iumpar ’

(3.39)

N
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onde, novamente

ar(l) n {a;ﬁl) Q, K’(k)} sech {b’;l)QpK’(k)} +

a- 2(l) csch [“ ! )Q,,K’(k)} sech [b(l)QpK’(k)} )

m m

g

comay(l)=2l4+14+m,a_(l)=2l+1—meb(l) =21+ 1, se m é impar.

A comparacdo entre os loci das bifurcacdes do tipo sela-n6é onde nascem os
atratores P3 e P4 obtidos numericamente através de continua¢do numérica [8] (ver
Figura 3.6) com os previstos pelo método de Melnikov para ocorréncia de Orbitas
subharmonicas pode ser vista na Figura 3.14. As linhas cheias azuis correspon-
dem as linhas SN3 e SN4 da Figura 3.6, e as linhas formadas por circulos magenta
representam as curvas R?m par © R;‘W determinadas por (3.39) e (3.38), respectiva-
mente. Observa-se que os resultados concordam muito bem para P < 0.5, o que é

esperado ja que o método de Melnikov € um método perturbativo.

0.5

4
even

) | — Al B
3 SN4
0 S S —— S -

024 L SSS———— S—, a—

0 b o

0.0 : i : : :
25 3.0 ) 3.5 4.0

Figura 3.14: Loci das bifurcacdes do tipo sela-né onde nascem os atratores P3 e P4
obtidos numericamente através de continuacdo numérica [8] (linhas cheias azuis,
denotadas por SN3 e SN4) e através do método de Melnikov (linhas formadas por
circulos magenta, denotadas por R?mpar e R‘;a,). Os resultados concordam muito

bem para valores pequenos de P (P < 0.5).
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Vemos assim que no caso inclinado a ocorréncia de oscilacdes impares € es-
perada. Além disso, note que as integrais I, e I3, que ddo origem a expressao para
o threshold para a ocorréncia de oscilagdes pares, sdo aquelas cujos integrandos
se devem ao torque extra que surge ao quebrarmos a simetria do sistema.

A ndo existéncia de uma condi¢do de Melnikov que garanta a ocorréncia de
oscilagdes impares no caso vertical ndo implica a sua ndo ocorréncia. Entretanto,
temos aqui evidéncias de que, para este sistema, a sua nao existéncia possivel-
mente trds alguma informacao a respeito das bacias de atragdo dessas solucdes.

Este fato deverd ser explorado brevemente em um trabalho futuro.
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Capitulo 4
Problema de Kepler anisotropico

“We have the capacity to receive messages from the stars and the

songs of the night winds.”

— Ruth St. Denis

O problema de Kepler descreve o movimento de dois corpos sujeitos a acao
gravitacional mutua e € um exemplo cldssico de um sistema (super) integravel em
Mecanica Classica. O sistema pode ser reduzido ao problema de um tinico corpo
fixando-se o centro de massa. Neste caso as equagdes do movimento s@o escritas
em termos da massa reduzida e da coordenada relativa entre os dois corpos. Para
0s propdsitos gerais da astronomia e da astrofisica, podemos considerar que um
dos corpos possui massa bem menor que o outro (chamado de “corpo de teste”),
de maneira que a massa reduzida e a coordenada relativa sdo a massa e a posicao
do corpo de teste em relagdo ao corpo que gera o campo gravitavional. A solucio

analitica para a trajetdria do corpo de teste ¢ uma conica cuja excentricidade, dada

2EL?
e=1/14+— 4.1
Vit 4.1)

depende do valor da energia total do sistema, E. Na expressdo acima, m € a

por

massa do corpo de teste, L ¢ o momento angular do sistema e k € uma constante
proporcional a constante de gravitacdo universal. Note que a drbita € hiperbdlica

(aberta) se E > 0, e eliptica e periddica se E < 0. A separatriz entre os dois tipos
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de movimento, aberto e periddico, € a érbita parabdlica, correspondente a £ = 0.
No caso em que a Orbita € periodica, além da energia, posi¢ao do centro de massa,
momento linear total e momento angular total, temos ainda a conservacao do vetor
de Laplace-Runge-Lenz, que garante a ndo precessao da solucdo [54]. Para mais
detalhes, veja o Apéndice A.l. E interessante observar que isso nio ocorre no
contexto da Relatividade Geral [70], de maneira que uma solug¢ao simples como
essa pode ser considerada decisiva diante da observacdo da precessdo do periélio
de Merctrio. Para ser mais preciso, calculos classicos perturbativos preveem uma
precessao do periélio de Mercurio devido a interacdo gravitacional com outros
planetas [71], mas o valor previsto pela Relatividade Geral é o que concorda com
o valor observado, de 43" por século.

Em situacdes mais realisticas, ndo devemos esperar que a densidade do corpo
que gera o campo gravitacional seja constante, mas sim que sua distribui¢do de
massa apresente inomogeneidades. Uma forma de tratar este problema é conside-
rar a aproximagdo de campo fraco, em que os desvios em relag@o a distribui¢do
de massa homogénea podem ser descritos através de expansao multipolar. Sabe-
mos que se acrescentarmos momento de dipolo a esta massa, o problema continua
sendo integravel [36-38], de maneira que a correcdo considerada mais simples
que pode levar ao surgimento de trajetdrias cadticas € o termo de quadrupolo. O

potencial corrigido com o termo quadrupolar é¢ dado por [39]

o q 2722
V422 22 —1—12)5/2’

onde o e g representam a intensidade do monopolo e do quadrupolo, respectiva-

U(rz) = (4.2)

mente. Dois casos qualitativamente distintos podem ser classificados: perturbacao
oblata, se ¢ < 0, como na Figura 4.1a, ou prolata, se ¢ > 0 como na Figura 4.1b
(distribuicao do tipo cigarro).

Segundo simula¢des numéricas em [39], no caso prolato (¢ > 0) o sistema
apresentaria Orbitas cadticas, enquanto no caso oblato (¢ < 0) as trajetdrias se-
riam integraveis. J4 em [44], o caso oblato também apresentaria Orbitas cadticas.
Neste trabalho, usando a técnica da integral de Melnikov, mostramos que o sis-

tema apresenta Orbitas cadticas independentemente do valor de g.
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(@) ¢ <0. (b)yg>0

Figura 4.1: Distribuicao de massa anisotropica com corre¢cdo quadrupolar do tipo:
(a) oblata; (b) prolata.

4.1 Problema de Kepler revisitado

Considere o problema de 2 corpos, de massas m e my e vetores posicao Iy
e I, respectivamente. Podemos passar para o referencial do centro de massa do
sistema sem nenhuma perda de generalidade para a solucdo. Seja M =mj +my a

massa total do sistema e

_ mrp+mal
M

R

a posicdo do centro de massa. De acordo com a 3%lei de Newton temos R = 0, ou
seja, o centro de massa se desloca com velocidade constante, sendo este portanto
um referencial inercial. Sejam também o vetor da posicdo relativa e a massa
reduzida
1 1 1
r=ry—rp, - = — 4 —.
mp  mp

As equacdes do movimento podem ser reescritas como

Gmimy
pr = e r,

ou seja, o problema se torna equivalente ao problema de um tinico corpo de massa

u e vetor posicdo r sujeito a forga central F = f(r)?, com f(r) = —r%. Podemos



4.1 Problema de Kepler revisitado 87

determinar | e I, fazendo

ri(t) =R(0) +22r()
mj

r2(r) =R~ 2 e (1)

Vamos entdo para o referencial do centro de massa. A Lagrangiana de um

sistema dinamico, formado por 1 unico corpo, em coordenadas polares, €

L = %(1”2 LR~V (r).

Como ¢ ¢ uma coordenada ciclica (resultado vélido no caso geral de forgas cen-
trais), da equacdo de Euler-Lagrange para esta varidvel temos que o momento
candnico conjugado a ela se conserva, ou seja,

.Z )

=—=mr-¢=L 4.3
onde L é o mdédulo do momento angular total do sistema. A conservagdo do
momento angular garante que o movimento se d4d no plano definido por r x p.
Agora note que a drea dA varrida quando o corpo realiza um deslocamento angular
d¢ é dada por dA = %r(rd(p), e de (4.3) temos
dA 1,

— = =T = constante
d 2 ? ’

que é a Lei das Areas de Kepler. Além disso, da equacio de Euler-Lagrange para
a varidvel r, usando a expressao (4.3) temos
L? oV
F—— = ——. 4.4
H— or “44)
Como o sistema é autobnomo, temos garantida também a conservacdo da energia,
ou seja,
1
E= Em(i’2 + r?¢?) +V(r) = constante. 4.5)

Reescrevendo (4.5) encontramos uma expressao para 7. Mas como estamos inte-
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ressados em determinar a forma da orbita que € solugdo para o problema, vamos

usar (4.3) para obter a dependéncia entre dr e d@, e assim
dr
r2 \/ ME-V)—4

Integrando ambos os lados e aplicando a mudanga de varidveis u = % temos

do =

u

=0 / d
=0y —
\/ 2mE + 2mku

Y
w2

L2 L2

e usando [72],

/ dr _ ! arccos __Praw
\/oc+Bx+yx2_\/—_Y V/Pp? —4day

com oL = ZZ”—ZE = % e Y= —1 obtemos uma expressao para ¢ como fungio de

u. Invertendo e voltando para a varidvel r temos

2

1 mk 2EL
L+4/1+ e cos((p—(po)] . (4.6)

r L?

Comparando com a expressdo geral para uma conica com um dos focos na ori-
gem [73], vemos que a solucio para o problema de Kepler é uma conica cuja

excentricidade é dada por

2EL?

e=1/1 .
+ mk?

4.7)

Este resultado é conhecido como a Lei das Orbitas de Kepler. Note que se

e=0, a solugdo € uma circunferéncia,
0<e<1, asolucdo é uma elipse,

e=1, a solugdo € uma parébola,

e>1, a solucdo € uma hipérbole,
\
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de maneira que a Orbita € aberta se E > 0 e periddica se E < 0. A 6rbita parabdlica

€ a separatriz entre esses dois tipos de movimento no espaco de fase.

4.2 Meétodo de Melnikov

Nesta secao, aplicamos o método de Melnikov generalizado para o caso em
que 6rbita que faz o papel da 6rbita homoclinica € uma 6rbita aberta (ver Secao
2.3.3). Vimos que no caso do problema de Kepler, a 6rbita “homoclinica” ¢ uma
pardbola, correspondendo ao ponto critico r = oo, 7 =0 do potencial. A nossa
Hamiltoniana total, com o potencial corrigido dado por (4.2), fica

L? 1 222 —r?

1
H=-(P+2)+-— — - .

onde L é o momento angular total do sistema. Fazendo L = 0, o nosso resultado

(4.8)

reproduz o caso particular 3 = 3 da anélise mais geral para perturba¢Ges anisotré-

picas realizada em [36]. Fagcamos uma mudanca de coordenadas,

r=Rcos0,
4.9)
z=Rsin®.

de maneira que a Hamiltoniana do sistema pode ser reescrita como
H = Hy +qW1(R) +qW>(R, ),

onde Hj € a Hamiltoniana ndo perturbada (¢ = 0) e Wi e W, sdo os termos pertur-

1/, D L? o
P Pey, L & 4.10
0 2(p TR ) T Rcoste R *+10)

bativos. Temos

com p = R e pg = R*0?>. E importante observar que a Hamiltoniana (4.10) é
integrdvel, pois termos do tipo f(8)/ r? preservam a conservacio da energia do

sistema [36]. Concluimos dai que corre¢des vindas do termo de dipolo também
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mantém a integrabilidade do sistema. J4 os termos perturbativos ficam

3gcos20
_I%Jr q2R3 = gW1(R) +qW2(R,0). 4.11)

Para aplicar o método de Melnikov, precisamos saber quais sdo as grandezas

conservadas no nosso caso integravel. Sejam entao

R G 1
H0:7+ﬁ_l_€7 (4.123.)

> g2, L
G =R"0 +m. (4.12b)

Temos {G?,Hy} = 0, de maneira que G é 0 nosso “momento angular generali-
zado” (para L = 0, G = pg). Além disso, obviamente {Hy,Hp} = 0. O préximo
passo ¢ encontrar o equivalente a 6rbita homoclinica R(¢) da nossa Hamiltoniana
integravel (4.10). Para os nossos prop6sitos, ndo precisamos determinar R = R(t),
basta conhecermos a expressdo para R = R(0) e sua paridade. Das expressoes
(4.12), fazendo Hy = h e G = g, temos

dR
20+ 8 -G

1 dR do
2 = )
R2h+h)-& oL

onde, para a pardbola, 7 = 0. Note que de (4.12)), vemos que o valor minimo de

= £dt, (4.13a)

(4.13b)

R para Hy = 0 satisfaz G? = 2R in. Integrando as expressdes (4.13) ficamos com

2 Ri
itzg (R— ”2“”> VR =Ry + const, (4.14a)
1 A+sin®
— In|/—————— = —1. 4.14
A n‘A—sin 5 + const = arctan R ( b)

2
onde A =4/1— % De (4.12), vemos que 0 < A < 1. Ajustando a constante em
(4.14b) de tal forma que R = R,;;, para 6 = 0, econtramos a seguinte expressao
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para R(0)

1 A+sin0
4A

R(G) = Rmin 8602 |:— In A——Slne

} . (4.15)

De (4.15), fica claro que R(8) é uma fung@o par, e que a érbita parabdlica pode

ser parametrizada com —8* < 6 < 6%, onde R(8*) = o, 0 que nos leva a
sin@* = AtanhAT. (4.16)

As condicdes de Melnikov para detectar a integrabilidade de um sistema Ha-
miltoniano como (4.8), correspondem a existéncia de zeros simples das quantida-
des [45]

M, (60) = /°° {H(),Wz}dt, Mz(e()) = /OO {G,Wz}dt, 4.17)

onde as integrais sdo avaliadas sobre a variedade de energia zero. Para cada valor
de A, esta é uma variedade bi-dimensional parametrizada por R = Z(t —ty) e

O = 0O(t —19) + B89, com 1 e Oy arbitrarios. Para M, temos:

[ . oW, . oW, f=e = oW,
M0 =— [ |222 4022 4= —w / Mo,
1(60) /_m[ R ae}t R A
e para M» ficamos com
© oW, oG
My(8)) = — | 22274 4.18

onde )

oWa2 _ 3sin(29) G _po  #*© 4.19)

0 2 A% dpg G G '

Substituindo as expressoes (4.19) em (4.18), temos

Ma(8y) = 3 /"" sin[2(®+09)] -

— O dr

28 J oo 4

21 [11 cos(26p) + I, sin(28p)], (4.20)
8
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onde, mudando a varidvel de integracdo, temos

< sin20 . > c0s20 .
I = ® dr L= ® dr. 4.21
= 6w, n=[ = (4.21)

Note que I; =0, uma vez que a fungdo R(0) é par. Finalmente, temos que a
contribui¢do ndo nula para a integral de Melnikov (4.20) vem da integral />, dada

por
6" 1
cos(20) cos? {— In

b 4A° |A—sin6 (4.22)

_ A+sin6 H a6,
Ruin J 6+

onde 6* é dado por (4.16). E suficiente mostrar que I, # 0 para algum valor de A

para concluir que M>(6p) dado por (4.20) possui uma quantidade infinita de zeros

simples, o que implicaria que o movimento € de fato cadtico, independentemente

do valor de g. A Figura 4.2 mostra o resultado da integracdo numérica de (4.22)

como fung¢@o do parametro A, e podemos verificar que I # 0 para0 < A < 1.

1
I
N
T
I

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
A

Figura 4.2: A integral (4.22) em funcio de A.

Usando o método da integral de Melnikov adaptado para érbitas parabdlicas
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[45], nés provamos que o fluxo Hamiltoniano na variedade de energia zero do
problema de Kepler perturbado com corre¢des do tipo quadrupolo, € de fato cad-
tico, independente da perturbagdo ser do tipo oblata ou prolata. Desta maneira,
noés resolvemos o conflito entre os resultados numéricos apresentados em [39] e
[44]. E importante ressaltar que I, = 0 apenas paraA =0 e A = 1, sendo o tltimo

o correspondente ao caso L, = 0 e, portanto, 3 = 3, considerado em [36].
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Capitulo 5
Comentarios finais

“The best routes are the ones you haven’t ridden. You could pedal
the same loops year after year. Many people do, literally or figurati-
vely. But to grow, you need new rides. Risks. Turn down lanes you’ve
long seen but never traveled. Get lost once or twice, then double back
to where you started and try again. Live like this and you come to see

unknown territory not as threatening, but as intriguing.”

— Mark Remy.

Neste trabalho, estudamos o efeito de pequenas perturba¢des em sistemas que
sdao exemplos de integrabilidade em Mecanica Classica: o péndulo simples e o
problema de Kepler. No péndulo simples, estudamos o caso em que o pivd € para-
metricamente excitado ao longo de uma direc@o inclinada de um angulo ¢ = /8
em relacdo a vertical. No problema de Kepler anisotrépico, consideramos o caso
em que a massa do corpo que gera o campo gravitacional é assimétrica, apresen-
tando momento de quadrupolo. Utilizamos para isso os métodos de Melnikov,
que sdo ferramentas de teoria de perturbacdes que fornecem critérios analiticos
para a ocorréncia de caos homoclinico e a persisténcia de drbitas subharmonicas
ao perturbarmos sistemas dinamicos inicialmente integraveis.

Para o péndulo simples parametricamente excitado, nds buscamos sempre
comparar o comportamento do sistema no caso nio simétrico, em que o pivd
oscila ao longo da direcdo inclinada, com o caso simétrico, em que este oscila

ao longo da dire¢do vertical, determinando assim o que muda com a quebra de
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simetria do sistema. NOs primeiramente calculamos o critério para a ocorréncia
de caos homoclinico no sistema e mostramos que, assim como no caso vertical,
os efeitos devido as intersec¢des transversais entre as variedades estavel e insta-
vel associadas ao ponto de sela (£m,0) dificilmente podem ser observados, ja que
muito proximo ao locus das bifurca¢des homoclinicas de Melnikov, estdo os loci
das bifurcacdes sela-né em que surgem os atratores de rotacao, e a partir de entdo
outras bifurcacdes globais passam a ser determinantes na mudanca de comporta-
mento do sistema. Além disso nds observamos, através de simula¢des numéricas,
que no caso vertical, o espaco de parametros apresenta apenas ressonancias pa-
res, enquanto no caso inclinado, todo o espectro de ressonancias estd presente.
Oscilagdes subharmonicas de periodo impar sdo raramente encontradas no caso
vertical [31], o que justifica a surpresa ao encontrar ressonancias impares para o
péndulo paramétrico inclinado, surgindo como efeito da quebra de simetria do sis-
tema. N6s mostramos, através do método de Melnikov acerca da persisténcia de
solucdes subharmonicas, que no caso inclinado oscilagdes impares, assim como
as pares, sdo, de fato, esperadas. No caso vertical, o método de Melnikov garante
apenas a ocorréncia de oscilacdes subharmonicas pares, nada se podendo afirmar
a respeito das oscilagdes impares (ja que se trata de uma condicao suficiente, mas
ndo necessdria) [21]. Apesar entdo de termos evidéncias da ocorréncia de oscila-
¢cOes impares para o péndulo excitado na vertical [30, 32], ao que parece as bacias
de atracdo dessas solugdes ndo sdo continuas neste caso. A questdo que fica em
aberto neste trabalho, é se a ndo existéncia de uma condi¢do de Melnikov garan-
tindo a ocorréncia de uma determinada solugao trds alguma informacao a respeito
da bacia de atracdo desta solucdo. Este tema deverd ser abordado em um trabalho
futuro.

Para o problema de Kepler anisotrépico, calculamos o critério de Melnikov
para a ocorréncia de caos homoclinico para este sistema e mostramos que, inde-
pendentemente do tipo da deformagdo que a perturbagdo apresenta, o sistema pode
apresentar trajetorias cadticas. Resolvemos assim, uma inconsisténcia na litera-
tura, ja que em [39] os autores afirmavam, baseados em evidéncias numéricas, que
apenas deformacoes prolatas poderiam provocar a ocorréncia de caos no sistema,
enquanto em [44] mostra-se que ambos os casos podem apresentar caos. Para um

desenvolvimento futuro deste trabalho, pretendemos analisar a ocorréncia de caos
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homoclinico no modelo relativistico andlogo a este para um estudo comparativo.
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Apéndice A
Vetor de Laplace-Runge-Lenz

E interessante notar que o problema de Kepler é um exemplo de um problema
super integrdvel. Além das 10 integrais primeiras necessdrias para garantir a in-
tegrabilidade do sistema segundo Liouville [55], temos também a conservagdo do
vetor de Laplace-Runge-Lenz, que garante a ndo precessao das 6rbitas periddicas
[54]. Através de teoria de perturbacdes, € possivel prever a precessdao do periélio
de Mercurio devido principalmente a suas interagcdes com outros planetas, porém
o valor previsto nao concorda com o valor medido [71]. A teoria da Relatividade
Geral prevé uma precessio de 43" por século [70], e o resultado previsto, somado
aos demais efeitos, passa a concordar com o resultado observado experimental-
mete. Desta maneira, a precessao do periélio de Mercurio serve como um teste
em favor desta teoria.

Neste Apéndice, mostramos a conservagdo do vetor de Laplace-Runge-Lenz
no problema de Kepler, evidenciando o qudo singular € este fato. Considere o caso
geral de forgas centrais, em que a forca agindo sobre um corpo de teste € dada por

F = f(r)?. Tomando o produto vetorial F x L temos

mf(r)

r

[rx(rxr)]= [r(ri) —r’r]

_mf(r)
pxL= .

onde usamos a identidade vetorial a x (b x ¢) = b(a-c) —c(a-b). Usando que
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forcas centrais conservam momento angular, temos

d | F T ,d /r
E(p xL)=—mf(r)r [; - r—zr] = —mf(r)r a <;>
Veja que somente para o caso do problema de Kepler, em que f(r) = —k/s2
—mf(r)r* = mk = constante,
Assim, se definirmos
r
A=pxL—mk-, (A.1)
r
entdo de (A.1) temos
dA
— =0 A2
ar (A2)

Note que

e A-L =0..Apertence ao plano do movimento.

e A-r =Arcos® = L>—mkr, se 0 for o ngulo entre A e I, de maneira que

1 mk A
;:ﬁ (1+m—kCOS9) N (A3)

que € exatamente a solucao (4.6) se tomarmos A = mke.

Assim concluimos que A é um vetor no plano da érbita de médulo mke. Veja que a

conservacao do vetor de Laplace-Runge-Lenz implica a ndo precessao do periélio.
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L

Figura A.1: Vetor de Laplace-Runge-Lenz para uma 6rbita eliptica, solugdo geral
do problema de dois corpos, em quatro pontos distintos. A conservacdo deste
vetor impede a precessdo da Orbita.
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