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Resumo

Investigamos algumas propriedades de amplitudes de espalhamento em teorias de
“gauge” na aproximacdao de arvore. Uma breve introducao do carater classico da
teoria e a descontinuidade de Dam-Veltman séo apresentadas. Tratamos especifi-
camente das amplitudes do espalhamento glion-glion e graviton-graviton e das
propriedades de invariancia de “gauge”. Para a obtencéo das regras de Feynman e
calculo das amplitudes foram elaborados algoritmos de computagéo simbdlica.



Abstract

We investigate some properties of scattering amplitudes in gauge theories, in tree
approximation. A brief introduction about classical aspects and the Dam-Veltman
discontinuity are discussed. We treat specifically the gluon-gluon and graviton-
graviton scattering amplitudes and its properties of gauge invariance. To obtain the

Feynman rules and amplitude calculation, we make some algorithms in computer
algebra.
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Introducao

Neste trabalho estamos interessados em estudar as propriedades das interacoes
entre campos de “gauge”, incluindo campos vetoriais (fétons) e tensoriais (gravi-
tons). O ponto de vista que tomamos é da Teoria Quéantica de Campos, utilizando
uma aproximacao semi-classica. Nesse esquema iremos verificar principalmente
as propriedades de invariancia de “gauge” e fatorizacao de amplitudes de espalha-
mento graviton-graviton e glion-gluon.

Classicamente os estados fundamentais de uma onda plana gravitacional sdo
fornecidos pelas solugcdes da equacao de Einstein, para a qual, apés tomarmos a
aproximacao de campo fraco:

9" =" + ke, (1)

onden® é a métrica de Minkowski? = 327G, send G a constante de New-

ton, e¢,, 0 campo do graviton, obteremos estas solugées, impondo que o tensor
de energia-momentum gravitacional seja nulo. Em nosso esquema de quantiza-
cao utilizaremos esta aproximacao, substituindo (1) na densidade lagrangeana de
Einstein-Hilbert, para depois quantizarmos via integrais de trajetoria (para tanto,
devemos também introduzir um termo de fixagdo de “gauge”; a introducéo dos
fantasmas de Faddeev-Popov ndo serdo necessaria na aproximagao de arvore).

Observamos que devido a expansao em poténcias, derivadas dessa aproxima-
¢cao, obteremos infinitos tipos de acoplamentos. Essa néo-linearidade torna os
célculos bastante tediosos. Assim empregatooputacio simbdlica extensiva-
mente.

Como as solugdes para equacao de onda dependem do tensor energia-momentum
de qualquer particula, podemos supor que o graviton acopla com qualquer fonte
desta, ou seja, qualquer campo de matéria ou radiacao, inclusive o préprio gravi-
ton. Nesse ponto a analogia com as teorias de “gauge” ndo-abelianas € inevita-
vel. Os campos de Yang-Mills conservam corrente e carregam cor, apresentando
também um carater auto-interagente. Similarmente os campos gravitacionais car-



regam energia-momentum. Assim esta analogia sera explorada ao longo de nosso
trabalho.

O projeto de quantizacao da gravidade tem ainda sido perseguido por muitos
pesquisadores nas Ultimas décadas, com a mais promissora das teorias, em nos-
sa época, sendo a dagpercordas. Entretanto mesmo nesta teoria verificamos
a existéncia de particulas sem massa e de spin 2, identificadas prontamente co-
Mo O graviton. Seria interessante comparar 0s progressos da teoria em pesquisa
com agravitacdo quantica, desenvolvida neste trabalho, como explorado por San-
nan [San86], por exemplo, o qual comparou o espalhamento graviton-graviton, de
modo semelhante ao efetuado aqui, porém em um caso particularizado, e com-
parou com a amplitude fornecida pela teoria de cordas. Logo, vemos aplicacoes
interessantes da gravidade quantica ainda atualmente.

Uma pergunta que surgiu no decurso do nosso trabalho foi sobre a identifica-
cdo de particulas de spin@assivas, com o graviton, motivados por publicacdes
recentes ([Neu02],[CGO01],[Gru01],[FS02], por exemplo). O trabalho de Veltman
e van Dam [VD70] e Zakharov [Zak70], mostrado nesta dissertacéo, vai além da
guestédo, mostrando a incompatibilidade de uma teoria com massa finita com os
dados observados, mostrando ainda que o caso de massa finita tendendo a zero
nao se reduz ao caso ndo-massivo. Novamente a analogia entre a teoria da gra-
vitacdo e a teoria de Yang-Mills sera explorada, pois esta também apresenta esta
“descontinuidade”, porém em nivel diferente, como veremos a seguir.

Podemos obter muitas informacdes estudando as propriedades do espalhamen-
to, tanto quanto usando as amplitudes de espalhamento no célculo sistematico de
secodes de choque diferenciais. Nesta Ultima linha vale a pena citar o trabalho de
Papini e Valluri [PV51]. Nao sera o nosso caso. Procuramos observar as propri-
edades da amplitude diretamente, em primeiro lugar verificando a invariancia de
“gauge”, frente a transformacdes do tipo:

o' = o* + e(x). (2)

observando que a acao deve ser invariante. A partir desta invariancia determina-
mos addentidades de Ward gravitacionais. Para as amplitudes, uma propriedade
interessante € suatorizacdo, ou seja, a possibilidade de separar a amplitude de
espalhamento em termos que possuem invariancia local ou global (carga, energia-
momentum, cor, etc..). Ou seja, uma amplitude de espalhamento pode ser decom-
posta em termos do tipo



onde os fatored;, B; e C; satisfazem :

N N N
=1 i=1 i=1

No caso de Yang-Mills obtivemos facilmente esta fatorizagdo, entretanto no
caso gravitacional o uso @emputacao algebrica foi crucial, mas no entanto ndo
obtivemos resultados como citado em [CSS95].

Podemos dizer que a sintese do nosso trabalho aqui € analisar os variados
aspectos do espalhamento entre gravitons, na aproximacéo semi-classica, fazendo
sempre uma analogia com o caso nao abeliano.

O trabalho é exposto como segue: no primeiro capitulo identificamos as pro-
priedades da radiacéo gravitacional, e como convite ao capitulo a seguir, tratamos
da “descontinuidade de Dam-Veltmann”. Assim, no capitulo 2, apresentamos as
regras de Feynman da gravitacdo, e sua interacdo com campos vetoriais abelia-
nos, que serao utilizadas no capitulo 3, para determinacao da amplitude de espa-
Ihamento graviton-graviton. Neste capitulo faremos uma revisdo sobre o espa-
Ihamento de gluons. Neste capitulo apresentamos também as propriedades gerais
desta amplitude, como invariancia de “gauge”, que se resume na verificacdo das
identidades de Ward, simetria de permutacéo bosénica e fatorizacao da amplitude.
Reservamos algumas conclusdes ao final e no apéndice apresentamos alguns al-
goritmos empregados na construcao destas amplitudes e determinagéo das regras
de Feynman.

Neste trabalho utilizamos o sistema natural de unidgdles ¢ = 1). Em
nossa notagdo a assinaturété— ——), menos no capitulo 1, onde mantivemo-
nos fiéis ao trabalho [VD70]. Adotaremos a notacdo para derivadas parciais tal
queod,X® = %% = X . Como mencionado anteriormemteé = 327G, onde G é
a constante de Newton.



Capitulo 1

A radiacao gravitacional

Neste capitulo iremos fazer uma revisao sobre as solugdes de ondas planas a partir
da equacéao de Einstein. A questéo da descontinuidade entre uma teoria ndo mas-
siva e uma teoria com massa nao nula, sera discutida aqui, fazendo uma analogia
entre o caso gravitacional e o caso nao-abeliano.

1.1 Teoria classica

A partir da lagrangeana de Einstein-Hilbert [Wei72]:

2
L = ?\/—gg’“’Rl“,, (1.2)
ondeg = det(g,,), podemos obter, utilizando as equagdes de Euler-Lagrange, a
equacéo de campo de Einstein:

1
R, — §9WR = KT, (1.2)

onde 7 é o tensor de energia-momento , & R tensor de Ricci, como definido
abaixo,
Ry =T, —-T0,,- T30, + 15,7 (1.3)

pv,p v op oV pp

ondel';, séo os simbolos de Christoffel:

o gaw
T, = BN (9Bwry T w8 — 9oyws ) » (1.4)
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com o escalar de Ricci definido como:
R =g"R,,. (1.5)
Faremos uma aproximacéo de campo fraco,

Juw = M + F{/(,Zsm,, (16)

onden,, € a metrica de Minkowski, ¢,, 0 campo do graviton. Até a primeira
ordem dex, o valor do tensor de Ricci:

R, ~T¢  —T* (1.7)

pp,v pv,p?

de onde obtemos, substituindo (1.6) na equacao acima,

ad

1 w (64 (64
RNV ~ 5 (na& T nﬂ ¢l“’ﬁw - ¢V7ua B HaVa) ) (18)

dessa forma o escalar de Ricci torna-se;:
R=g" Ry = 0" Ruy = ¢ 00 — 05 (1.9)

Utilizaremos a expresséao (1.2) para determinar o valor da equacéo de campo
com a definica®*” 0,0, = O e teremos

]_ v « v « (67 v
5[ 0hus — Bops + Db + 0 905 — 0" D67 + 07,,) = KT, (1.10)

que coincide com a expressao obtida por [Wei72]. E conveniente especializarmo-
nos em um tipo especifico de “gauge”. Analogamente ao “gauge” de Lorentz,
usaremos

1

Qs,ul/,u = 5 Z,w (111)

e sera conveniente ainda definir uma operacao “barra”, tal que
N 1 o
Qs,uu = ¢;w - 5%77,“/, (112)

notando ainda que esta operacao € sua propria inversa pois

j -~ 1 —a
¢uy - §¢anuu = ¢/w - 577;“/ (QSg + ¢a> - Qs,ul/a (113)
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poisaz = —¢%. Assim poderemos escrever a equacéo (1.10) de uma forma mais
compacta, substituindo (1.12) nela, tal que,

[e%

auu,a + (nullaaﬂ,aﬂ - aau,ua - aau,ua) = 2"/‘7Tull' (114)
Observemos que:

- 1 «a v 1 a,v
Puvs = Puvp — §¢a,unu = Quvp — 59250/ =

1 1

== 5 Z,V - 5 57,/ == 0, (115)

logo podemos eliminar derivadas semelhantes as do termo acima, eliminando os
trés Ultimos termos a esquerda, restando somente

Buva = 26T, (1.16)

aplicando a operacao "barra"nos dois lados da equacao:

b0 =20 (T = 3720 ) (1.17)
Na auséncia de fontes gravitacionais teremos
Guv,a” = 0. (1.18)
As solucdes para esta equacéo sao ondas gravitacionais, do tipo
b () = €, (k)= T, (1.19)

ondee,, € o tensor de polariza¢éo, uma matriz 4, a principio com 16 compo-

nentes independentes para serem determinadas . Este tensor deve satisfazer ainda
a condicao de transversalidade,

ke = ek, = 0. (1.20)

Como este tensor é simétrico, teremts = ¢“#. Assim ele seria composta por

dez componentes independentes, mas a condi¢ao de transversalidade (1.20) elimi-
na 4 graus de liberdade, reduzindo esse nimero a seis componentes. Entretanto as
condicdes (1.20), nao fixam totalmente o “gauge”. Existe uma liberdade residual,
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devido a invaridncia sob uma mudanca de coordenadas de4ipe z* + &.
Impondo a condicdo de traco nulo

e =0, (1.21)

obtemos mais uma condi¢éo, o que significa 1 = 5 graus de liberdade inde-
pendentes. Estes correspondemaess + 1 graus de liberdade independentes

de uma particula de spin= 2. Quando a massa é nula, ha uma liberdade de
“gauge” residual que permite fazer uma transformacao que elimina mais 3 graus
de liberdade [Wei72]. Assim emergem dois estados de polarizagéo. Logo a helici-
dade é+2. No caso massivo, podemos ter estados de polarizacdo com helicidades
+2, +1 ou zero.

E comum associar, no contexto da Teoria Quantica de Campos, & exemplo do
caso eletromagnético, em que o mediador da forca eletromagnéticafeémngs
as ondas gravitacionais associa-se uma particula mediadora da forga gravitacional,
o graviton.

Do ponto de vista fenomenolégico, podemos tentar entender as propriedades
do graviton da seguinte maneira. Como a lei da gravidade de Newton tem longo
alcance, como a lei de Coulomb, deve-se presumir que a forca seja mediada por
particulas sem massa, comaj@viton. Sabemos que particulas com spin par
(como o pion) produzem forcas atrativas, o que requer que o spin do graviton seja
0,2, ... Feynman [FMW95] sugeriu que a distingéo entre o caso de spin 0 e 2
pudesse ser feita com base na atracao gravitacional entre massas de um gas quente
fosse maior que para um gas frio, isto €, que a energia pudesse ser interpretada
como uma forma de massa gravitacional. Se tivéssemos particulas de spin 0, a
energia de interagdo seria proporcionald = (1 — 02)%, que incorretamente
prediz gue uma interacdo entre massas quentEsg menor que frias(]), com
0 oposto acontecendo com o spin

Entretanto poderia ser considerada aqui uma teoria na qual a massa
0, mas ndo nula como sugerida por Veltman [VD70]. Veremos a seguir que &
encontrada uma diferenca entre uma teoria de massa nula, e uma teoria de massa
pequena. Faremos uma analogia com os campos nao-abelianos de Yang-Mills e
no caso da gravitacdo, compararemos com resultados experimentais (0 movimento
do periélio de Mercud e a deflexdo da luz), indicando que a gravitacdo seja uma
teoria de massa rigorosamente nula.
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1.2 Campos de “gauge” massivos e ndo massivos

Uma particula de spin 1 massiva € caracterizada pelo seu momento quadridimen-
sionalp,, e pelo seu vetor de polarizagggp). Existem2s + 1 vetores de polari-
zacao independentes tal que a soma sobre todas as polariza¢des nos fornece:

3
=Y €e, =, + p:lp”. (1.22)

2
i=1

Podemos considerar, por exemplo, esta férmula no sistema da particula em
movimento, em que, = (0,0,0,im)*. Devido a condi¢cdo de ortogonalidade,
pue” = 0, teremos, tomando valores$l, 0,0, 0), (0,1,0,0) e (0,0, 1,0). Assim
explicitamente

I = (1.23)

O OO =
O O = O
o = O O
o O O O

Para particulas de massa zero existem duas polariza¢gOes independentes (de-
vido a propria condicdo de ortogonalidade). No sistema de coordenadas onde
somente existe a dire¢@o teremosp, = (0,0, p, ip), comp = |p], e 0S vetores
de polarizagao seriam someite0,0,0) e (0, 1,0,0), sendo assim:

I = (1.24)

o O O =
o O = O
o O O O
o O O O

Podemos aplicar uma reflexéo espaciabgirial que seja construido um novo
vetorp, = (0,0, —p, ip), € construir o tensor acima usando:

3

M = ee, =n,, - PuPv T Puby. (1.25)
i=1 pp

Verifica-se ainda a condicdo de transversalidade, pois multiplicando (1.25)
tanto porp,, quanto potp,,, o resultado € nulo.

ladotamos aqui,, = (p,iE) e a métrica+ + ++)
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1.3 Campos de Yang-Mills

Queremos agora determinar as regras de Feynman para o caso com massa e nao
massivo. Os veértices de trés e quatro pontos continuam sendo os mesmos tanto
para a teoria com massa, quanto para a teoria sem massa.

b B yc
AN
Saa

k

_igfachaﬂ'y(kapa q) - _igfabc[na'y(k - q)ﬂ + nﬂ’y(q - p)a + naﬂ(p - k)'y]
(1.26)

iFZZC;\ip = ig2[fabef6de(77u>\77up - 77u>\77up) + facefbde(nuun)\p - 77u)\77up) +

+ fadebee(nu)\npu - 77p)\77;u/)]a
p+k+qg+r=0. (1.27)
Isto advém do fato de que, dada a agéo de Yang-Mills:

1
L=~ F ", (1.28)

a contribuic¢do de um termo com massa néo interfere nos acoplamentos cubicos e
quérticos dateoria.
A forma dos propagadores no “gauge” de Feynman para o caso massivo é

i/ (1.29)

p2 +m? — i€’
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€ parao Caso sem massa

Nuv
p? — i€

(1.30)

Consideremos o espalhamento de dois gltiions, como esguematizado abaixo

O objetivo € agoraverificar aunitariedade. A unitariedade damatriz Ssignifica
StS =1.Como S = 1 + 4T isto significaparaamatriz T:

i(T — TN = -T'T (1.31)

Nés devemos considerar 0 elemento de matriz desta equago entre todos esta-
dos possivels, ou sgja, entre <b| e [a>. O produto da direita significa a somatoria
sobre todos os estados intermediarios:

i (<b|Tja>— <b|TMa>) ==Y <b|Tec><c[T|a >, (1.32)

entendendo o lado esguerdo da equac&o como duas vezes a parte imaginéria (ve-
rificado para qualquer niUmero imaginério). Para verificar a unitariedade preci-
samos somente computar a parte imaginaria deste conjunto de diagramas. Para
isso, substituimos o valor do propagador por iwd(k? + m?)d,,, No caso massi-
vo e (k?)d,, (aqui k é o quadrimomento transferido), para o caso sem massa
[Ryd85]. Obviamente o Ultimo gréafico ndo apresenta contribuicéo.
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Antes, algumas propriedades seriam interessantes de serem demonstradas.
Utilizando aformade F,3, equep + k + g = 0:

pﬁFaﬂv(kapa Q) = 77a7((12 - kz) + kak'y — qaQ~y (133)
Seja agora o vetor de polarizagéo e, (k), com e,k = 0.
eap,@Faﬂ’Y(kvpa q) = _ea(k)Qaq'y (134)

Nno caso em que k2 = ¢2. Parao caso k% = p?

€alyFopy (K, D, q) = —€a(k)paps (1.35)

e finaAlmente se e, € um vetor de polarizagéo tal que e, ¢, € nulo, obtemos
€y(0)€ady Fapy(k,p,q) = 0 (1.36)
E=q° (1.37)

O requerimento de unitariedade é satisfeito se nostrocarmos 7, pelasomadas
polarizagdes, tanto (1.22), como (1.25). Como todas as particul as estdo nacamada
de massa, obedecem a condicéo k2 = ¢ = k'? = ¢'2. Destaforma a equagéo
(1.36) se aplica, de modo que o segundo termos da soma das polarizagdes, a parte
gue depende do momento e possui 0 termo de massa embutido, se anula . 1sso
tornaidénticos os casos de massa nula com o caso de massa peguena.

Consideremos agora o caso com um “loop” fechado. Incluimos neste caso
“ghosts’ de Fadeev-Popov, com as seguintes regras de Feynman inclusas:

& —3igfucp — a)a (139

(1.39)

e 0 propagador ser&

5ab
——  — (Cas0 COmM massa
P2 +m? — e

a b e (1.40)
> ab caso sem massa

p? —ie
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Com esses dados em méos iremos computar o grafico com um “loop” incluso,
somando a contribui¢éo do grafico com “ghosts’, este provido de um fator A, que
serd gjustado de forma a obtermos unitariedade. Os graficos sdo esgquematizados
nafiguraa seguir:

p
/b? ’
“ 2 N WW@/V\
+A x
Kk K
Cy
kq_/

Computando a parte imaginaria do diagrama a esquerda

—22m% g% €a (k)€ fabefarve Fapy (K, D, @) Farpry (=K, =, =@) Dppryy - (142)
5(p2 + m2)5(q2 + m2)77,3517777/ Caso COM massa
Dﬂﬂ’w’ =

8(p*)(a*)msp 1y caso som Mo, (142

Computando a parte imaginariado diagrama a direita (“ghosts’), teremos

5(p? +m?)6(¢> + m?) caso com massa
(p )d(q ) (143

2)\71-2 26a k abeJa'belala!
9 €alk) fosefuscbal { d(p*)d(q?) Caso sem massa

Agoracalculemoso valor do lado direito da (1.32), utilizando a soma sobre as
polarizagdes (1.22) e (1.25). Isto éfeito aterando o valor de Dggr.y.

6(p* +m?)8(q* +m?) (g + Z55) (1 + 53F)  caso com massa

m2 m2

Y s 31 Iy Dot + 1
5(p*)d(q*) (ng;af — ’%) (’M' - ’%) Caso sem massa

(1.44)

Seguindo [Vel 76] iremos fazer a diferenca entre as equactes (1.41) e (1.44) a
fim de podermos determinar o fator A em (1.43), para ambos os casos. Usamos
as equacdes (1.34) e (1.35), ofatoque p? = ¢> = k%, p+ k + ¢ = 0 em cada
vértice, e ainda, p? = ¢® = 0 para o caso ndo massivo. O calculo desta diferenca
nos fornece

2 2 —26(p% 4+ m?)d(¢> + m?) caso com massa
2m g Ea(k)fabcfa’bcpapa’ 9 9
—0(p*)d(q?) Caso sem massa

(1.45)
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Observamos entdo que para satisfazer unitariedade devemos fazer A = —1
para o caso de massanulae A = —2 para 0 caso com massa, como demonstrado
em [VD70]. Isso mostra que existe uma diferenca entre a teoria com massa e a
teoria de massa nula que ndo pode ser eliminada simplesmente tendendo a massa
azero. A origem desta diferenca ocorre devido a soma de polarizagGes, e no caso
de Yang-Mills s6 aparece quando cal culamos os graficos em segunda ordem. Ve-
remos no caso gravitacional que esta diferenca ocorrera logo em primeira ordem
dateoria.

1.4 Campos gravitacionais

A somatoria sobre as polarizagdes, no caso de spin 2 € algebricamente mais com-
plicada. No caso de umateoria com massateriamos2j + 1 = 5 possivels estados
de polarizac&o. Deveriamos encontrar um conjunto de tensores ej“, tal que

D e (k)ehg(k) = Tag (1.46)

i=1

satisfazendo ainda simetria na permuta de qual quer par de indice uv «» a3 como
também 1 <> v e a <> B, 0 que advém do fato de que p,e"” = 0. Ainda, se ef,
devemos ter matrizes de traco nulo. Em um referencial onde p,, = (0,0, 0, im),
podemos construir,

/2 0 0 0 1 0 00 0100
sl 012 00 ;J]0-100]| ,[{1000
3 o 0 —-10/|"v2l 0o 0o oo0/J]'v2l 0000

0 0 0 0 0 0 00 0000

0010 0000
.1 0000 .l 0010
v2l 1000 |’v2l 0100

0000 0000

as quais sBo normalizadas & unidade, ( ou sgja €,/ = 1). Podemos ainda
verificar que nestaforma:

S e (k)e (k) = {

i=1

(MuaTlvp + MupMve — 2NuwMes) SEp,V, a3 # 4
de outro modo

O
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Utilizando tensores do tipo An** + Bk kY, construiremaos tensores como estes,
tal que a soma sobre polarizagfes torna-se

i i 1
Z Euu(k)eaﬂ(k) = 5 (nuanuﬂ + NusTlva — nuunaﬂ) +
=1
1 Pubs Pub DuP PuPg
+ 5 ( o m2 +771/,8 ;:120‘ +77u[-} m20£ +771/a :12 ) +
2 /(1 pubv )\ (1 Palp
— | =N — — — 147
+ 3 (277“ m2 ) (2%5 m?2 ( )

Evidentemente o limitede m — 0 em (1.47) ndo faz sentido. Entretanto como
Vvisto classicamente no caso sem massa, as componentes de spin sdo apenas +2.
Logo trabalhando com p,, ainhado ao eixo z, tal que p, = (0,0, p, ip), teremos
somente duas polarizagdes possiveis, representadas abaixo:

1 0 0O 01 00
el—i 0 -1 00 62_L 1 000
w210 0 00 )™ /210000
0 0 0O 0 00O
Note que

~ : 5 (Mualvp + NupTlva — Nuwlap) B,V 0, 6=1,2
> el (k)ehs(k) = { 2 e e e oo
— 0 de outro modo
Podemos ainda do mesmo modo como procedemos com o campo de Yang-
Mills, atraves de uma inversao espacial do vetor p,, obter um vetor p,, fazendo a
seguinte substituicéo em (1.47):

Nuw — Nuw — -
e pp

O célculo da soma sobre as polarizagfes se tornard importante na determina-
¢éo dos propagadores de Feynman. De fato em analogia ao eletromagnetismo, o
propagador pode ser escrito daforma

I
P ol (1.49)

vaB — .
wrol T e e
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Desta forma o propagador para o graviton torna-se:

]- 17 + v T 2 v
Py = (Muanivs I ] Mas)  comm
2 k? +m? — e
1 ally, va T via
Puvep = L (uallup + MusMhva — Mur'Map) Sem massa (1.50)

2 k2 — e

O propagador de Feynman relaciona duas correntes, em um processo de es-
palhamento. No contexto da equagéo (1.17), um processo de espalhamento de
gravitons rel acionara tensores de energia-momento, como sera visto a seguir. As-
sumimos que estas quantidades so conservadas, ou sgja

puT;w =0 (151)

Na proxima secéo iremos discutir as implicacfes de cada teoria nos resultados
fenomenol 6gicos.

1.5 Resultados fenomenoldgicos

Iremos calcular o espalhamento de dois objetos materiais com o intercambio de
um gréviton. O diagrama de ordem mais baixa € mostrado nafigura 1.1, onde os

\/

Figura 1.1: Espalhamento de objetos materiais através da troca de um gréviton. A linha ondu-
lada representa o féton, e espiralada, o graviton.

dois sistemas tém tensores de energia-momento (transformados de Fourier) T#" e
T'*#, A interac& de um gréviton torna-se

, TwT!  LTwTv
92 T" (p) PuvasT ** (—p) = goy— 5>+

(1.52)

p2 +m? — ie
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€ para 0 Caso sem massa
pvrpt - lrpprpy
2T T/w 2TNTV

o (1.53)

9*T" () PuvapT P (—p) = g

Considerando um dos objetos como sendo ndo-relativistico, teremos que somente
componentes 44 do tensor T** sejam ndo nulas, obtemos assim g2 74T}, no
caso massivo e 1¢*T*T},, para o caso de massa nula. Tomamos o limite de
m — 0 NO caso Massivo e obtemos, igualando os dois casos

2 3

— 22 1.54
Im = 79 (1.54)

Se T'*# representa a fonte fixa, como o Sol, e T#* é o tensor de energia mo-
mento de um feixe de luz, sabemos que T+ tem trago nulo, pois se trata do tensor
de energia-momento el etromagnético. Logo em cada caso 0s €l ementos com trago
n&o contribuem, restando

TET, 3, THT,

—_— = Caso COM massa
p>+m2—ie 47 p>+m?—ie

92

441
2T T44

5 Caso sem massa (1.55)
pe — 1€

ou sgja, examinando as equagdes acima observamos gque o limitede m — 0, para
0 caso massivo leva a uma deflex@o 3/4 do caso sem massa. Experimentos séo
favoraveis a teoria sem massa.

Outro efeito importante na Relatividade Geral € a precessdo do periélio de
Mercurio. De fato, as consideragfes acima foram tomadas para o caso de aproxi-
mag&o em primeiraordem de g, 0 que é suficiente, dadas as distancias envolvidas.
O célculo éfeito utilizando aacéo de uma particulalivre puntiforme de massamy,
escolhendo um caminho A, parametrizado de forma que

[ dztdzr
S + Sint = _mO/dA n;w%d—i\ - g/d4$¢HVTNV, (156)

onde o tensor de energia-momento €, para a particula puntiforme

w v
T = mO/dTé(x - z(T))%CZ_ : (1.57)
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A lagrangeana de Einstein-Hilbert € somado um termo de massa de Pauli-Fierz

_m2(¢uu¢uy - ¢Z2) (158)

gue fornecera uma equagéo de movimento diferente de (1), viaequagdes de Euler-
Lagrange. Esse fato sera aproveitado juntamente com a aproximacao

Nuw = Guv + K/Qbuua (159)

comparando esta equacd de movimento com a equacéo de Newton para obter a
solugéo da equagéo diferencial em z, que no limite de m — 0, comparado ao caso
de uma particula sem massa fornece

2

= —g. 1.60
gm =39 (1.60)

Isso exclui definitivamente o caso de massafinita pois o valor determinado na
teoria sem massa coincide com 10 por cento de precisdo com o valor medido.



Capitulo 2

Quantizacao na aproximacao de
campo fraco

Neste capitulo iremos deduzir asregras de Feynman na gravitacao pura, utilizando
agoraarepresentacéo de Goldberg. Comegaremos utilizando alagrangeanaclassi-
cade Einstein-Hilbert, associada a aproximagéo de campo fraco, utilizando como
esguema de quantizag& o formalismo de integrais de trgjetoria. Estenderemos
ainda este procedimento para determinar as regras de Feynman nalagrangeanade
interac@o entre gravitons e fotons.

2.1 Alagrangeana de Einstein-Hilbert

Introduzimos a representacéo de Goldberg

3" = /99", (2.1)

somente como uma forma de simplificar os célculos.g € definido como detg,, ,
com x? = 327G. Fazemos uma aproximagdo de campo fraco:

g* =" + ket (22)

onde n*¥ é a métrica de Minkowski, ¢*¥ € o campo do gréaviton . Para obter a
|lagrangeana nesta representacéo, substituiremos (2.1) nalagrangeana de Einstein-
Hilbert, explicitada abaixo:

2
L= ?\/—gg’“’R,“, (2.3)



2.1. A LAGRANGEANA DE EINSTEIN-HILBERT 19

Nosso objetivo é calcular o valor desta densidade lagrangeana em termos dos
campos ¢*¥. Primeiramente calcularemos o valor de g, utilizando a notagéo em
(2.1), e suas derivadas, que serdo Uteis no cdculo dos simbolos de Christoffel,
onde n € o numero de dimensdes do espaco-tempo:

det " = det (v/—gg") = (—g)* det g, (2.4)
Utilizando a propriedade
det " det g,, = 1, (2.5)
e comparando com (2.4),
g = det g, = (det g") " = (—g) % (det g*)~". (2.6)

Observando as duas extremidades daigualdade acima, podemos concluir que:

gpE = (et 7
(—9)"2" = (~det §™)
—g = (—det§")>n

g = —(—det g“”)%. (2.7)

I3

3 N

Como dito anteriormente o calculo das derivadas de g se mostrara Uil no cal-
culo dos simbolos de Christoffel, utilizando esta representacéo, pois como sua
forma depende das derivadas da métrica:

o gaw
5y = =5 (9w + Goms = 9ov) (2.8)

que narepresentacéo de Goldberg é g% = % na sua forma contravariante e

98w = gﬁw\/ -9, (29)

na forma covariante. A derivada parcial do termo acima, nos obriga a calcular a
seguinte quantidade:

Oa(det g)* = A(det g)* 8, (det g),
(2.10)
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e desde que

gw(x+de) = gu(z)+de“0.9, = gug((Sf + gmaagwdas")
det (g (z +dz)) = detg,s(l+ gm@agwdxa)

Oa(det guw) = 9%0ugys, (2.12)
uma propriedade valida também a quantidade covariante. Teremos.
09 = —0p(—det g)is = o (~det ) 3 (det )
= (= det §*) 77 55 Gas
= % 7% Gapg. (2.12)

onde no segundo passo utilizamos a equagao (2.7) Usaremos
9o'B'p = _gﬂ,@’gaa’ gftoﬂ’ (213)
para mantermos os indices de L orentz sempre covariantes.
Logo as derivadas da métrica, usando (2.12) tornam-se:

-1 -1 -
JBuwy — 7(_9) 2 gﬁwayg + v —998w,y

. 1 “1. g~
= V=908 — ——=9(—9) 2 GrsTy T

n—2
. I L e
= V—g (ggw,7 o 29A59,A7595w> : (2.14)
Utilizando as equacdes demonstradas acima iremos escrever as derivadas da
métrica e determinar os simbolos de Christoffel.
Substituindo

a 1 ~aw ~ [ ~\§ ~ ~
Fﬂ'y - 9 g <_gﬂw,'y - N — 29)\5977 98w — gw’y,ﬂ"‘
B st
n—9 B Ywy Byw

gmﬁf%) . (215

n—2

Iremos “levantar” os indices dos termos com derivadas, no final dos calculos (
0 que sera il futuramente), usando:

gawgﬁw,'y - —flawfluwfluggf;” = —§ug§f;”. (216)
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Ouitra propriedade utilizada ser&:
9 gpy = 65 (2.17)

Conhecendo a forma dos simbolos de Chistoffel iremos determinar o tensor
deRicci:
R, = Ffm’y —-re —T°T1? +T° 19 (2.18)

pv,p pvsop oVt pp’

Iniciaremos o calculo da primeira parcela acima

1 ~ ~py _ ~ =V ~ =AU ~ o~
Fﬁp = 5 <_guugfo - gpl/g”up + 5:9;11/9,):‘; + n — 29)\69,);?4_
N . I ~)\65w 219
5000~ 590w u) ) (2.19)

onde usamos g,,, §* = n, onden € o nimero de dimensdes do espago-tempo. Ob-
Servamos na expressao acima que o antepenultimo e o ultimo termo se cancelam,
assim como o primeiro se cancela com o terceiro, restando:

— 5 v nooos) Ly
I, = B (—gpug,lf + - 29A59,M> = 9% (2.20)
Logo, derivando em z,,:
. . .
Loy = n_>9 (gxégjﬁ, - gxa,ugif) : (2.21)

Como queremos manter os indices nas derivadas “|evantados’,

1

Lhow = —5 (92000 — 80303530 - (2.22)
Calculando agora o segundo termo
-1 o L o
o = — (0080 + 00G) — 57 G5l —

1 . . NG~ ~
T n—2 (559,\59,),‘,6 - 559A59i‘f + prg,’}jg,\aguu) , (223
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e asuaderivadaem relacédo ax, ser&

-1 “pb~ ~ ~Ao
Ty = 5 [“98u0arG 00 + Gaudfy — GovGeriy Gy0 + Gindty — 8l GavGuo s+
~pwx o~~~ ~p0~ =  ~AO 1 ~ o~  ~afpx
207 GasIpudnd s G — 3”° Gavfucd sy + —2(29559(”9 Py —

20080 + 5% Guvire e — Jard™ Gos G Guv Ty — 7 GrsGovGand T+
+3% GroTuT )] (2.24)
O terceiro termo do tensor de Ricci € o produto entre
o Tp 1 1
F;U/FO'p = 2 2 [g)\ug gapga + g)\ug gapga - g g)\ugdug gapga
: + - : G G5F (2.25)
n — 2gAdgapg gp, 29A69uugapg g g .
Calculamos agora a quarta parcel a, obtendo
ag ]' o
Fg'VFHp - 4 [g)\o'gapg gu + 2g)\l/ga,ug)\pgp -
1
200 Gaplpnd” "I T — — 5 (2078089, 30 +
+ 20000089 5% — 205 0a88upd™ T2 527 — 2975 GavGsud T T +
Y a oA . a2~ 2 L -
+2008G0u 7T — nirsGasdn 5 — — 29A69aﬂgjfgffxﬁ
2 Q,
+n 29)\6904[39;“/9 g)\ag,nﬂ)]' (226)

Assim, reunindo (2.22), (2.24), (2.25) e (2.26), veremos que o tensor de Ricci
torna-se nesta representaco:

1~~~~a0 ~ ~ ~af}~ ~ o~ ~ ~ ~aflx
Do TapT) 507 — 20u8800TL T + 2038 — 20arGan 30T +

n
25 ~\p 25 26 ~\o ~of3
+ 2909 1 — 29oudrv g, gw + 20009489009 T Gy —

R,

o 1 ~ o~ WP
— 205 Gue 37Ty + 2000 Gandy T + j@gmgwgf‘,’f’gy +
—2085Garu 3™ T T + 2009w d” T ray — IroFap @) G5 (2.27)

Voltemos a densidade |agrangeana

2 >
- ? V _gngR,uV = ?gu R,ul/a (228)
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tal que alagrangeana ser&

2
L== / d"z§" R,,. (2.29)

Assim, usando (2.27) obteremos:

2 n[spvs = =Aprac ~ ~ ~af~A ~A ~  ~Ag~w

L =3 / A" z[3" GroTapTa TS + 26,55 — 4Gard S T + G0, — 2000 Ty 54 +
~ o~ ~pw ~af ~ AT ~ = pWw AT ~  ~Aprao 1 ~ WP

+ 200800p 0™ TL T = 2007G7 T + 2000 T — ﬁ(%gmgf‘,’f’gﬁ +

20385 5ard* G2L TN + 2nGa6 37 00y — Grpasd™ G350, (2.30)

O segundo e o quinto termos sdo nulos, pois sdo termos de superficie, ou
sgja, se anulam nos limites de integragc&o. Podemos simplificar a expressao acima,
- ~ ~ ~0_A R 7 .
integrando por partes termos como G g, g%, Utilizando tambeém (2.13) :

—/%W%ﬁzﬂ%ﬁ—ﬁ%%ﬁ%—%%%ﬁﬁL
(2.32)

onde o primeiro termo se anulanos limites de integragé. Logo simplificaremosa
expressao com substitui ¢des do tipo:

T Gorimy = —ro 0 G0 + 77 GacIrd 0 Ty - (2.32)

Assim, alagrangeana ser&

L= /ﬁd"a:
1 n, [~ = =pvzaB=\p ~  ~aff~Ap
=524 2[36p9ard" 3% 0,0 — 20003 5 —
1

~  ~Ap~ ~af~uv

5939290595 9", (2.33)
como obtidaem [CLM73]. Com esta equacéo e a defini¢do do campo do graviton
na aproximagao de campo fraco, iremos determinar as regras de Feynman para a
gravitacéo pura.
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2.2 Asregras de Feynman na teoria puramente gra-
vitacional

Utilizando a aproximagao de campo fraco:
g ="+ ko™, (2.34)

podemos escrever alagrangeana em termos do campo ¢#* do gréaviton. Obtemosa
inversa do tensor métrico, como definido acima, fazendo uma expanséo de Taylor
dafungéo g, = (g") *:

g,ul/ = Nuv — HQS,W + Knguagbg + O(Hg)' (235)

Podemos entdo expandir a Lagrangeana de Einstein-Hilbert (2.33) em uma
série de poténciasem

L= KLy, (2.36)
=2

substituindo as equacdes (2.34) e (2.35) em (2.33). Os termos de ordem x, em
(2.33) fornecerdo o vértice de 3 gravitons, e assim por diante, como veremos
guando quantizarmos a teoria.

Utilizando (2.34), (2.35) e (2.33), a parte quadrética da lagrangeana, torna-se:

(&) 1 ax
L) = Gapud™™ = 20370 — 50303 (2.37)

A guantizagéo da teoria sera realizada no contexto das integrais de tragjetoria,
ou sgja, conhecendo a lagrangeana cléassica podemos obter as regras de Feynman,
utilizando o funcional gerador:

2= [ g expl [ (£~ 10,5 F)dal. (2:39)

N&o nos preocupamos em determinar os “ghosts’ de Faddeev-Popov, poisire-
mos trabalhar somente com diagramas de arvore. Note que acima incluimos o
termo de fixag& de “gauge”, pois o termo quadrético da lagrangeana ndo admite
inversa. No nosso caso iremos trabalhar com o “gauge” de Feynman-De Donder,
em analogia a eletrodindmica, onde o parametro o = —1. Na aproximacéo de
campo fraco este termo se reduz a

Lig = —i(é‘m"”)z. (2.39)

K2a
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1

7;11//)0 = 5(77#/)77110 + Mo vp)
Tavpr = MuwTlpo

1
7;311,00 = ﬁ(ﬂuukpka"'"npakuku)

1
7;41//)" - ﬁ(n"/’k”k” + Nuokvkp + Mupkuko + Nuokuk,)

1
5 _
7:“’,017 - (kz)z kukvkpka

Tabela2.1: A basetensoria utilizada

Vale citar que a abordagem de Feynman [FMW95] é mais simples e el egante,
pois parte do principio de que o graviton interage com o tensor energia-momentum
T+ de outros campos de matéria ou radiagc&n. Em nossa abordagem iremos deter-
minar os valores explicitos dos vértices e do propagador, utilizando computacéo
simbdlica extensivamente, como o objetivo de determinar as propriedades da am-
plitude de espalhamento mais claramente.

Seguindo este esquema, inverteremos a equagéo (2.37), somada com o termo
de fixac@o de “gauge’ para obter o propagador. Deste ponto em diante o trabalho
computacional realizado foi , dada a equacén(2.37), somada a (2.39), inverter esta
soma, utilizando uma base tensorial covariante e obter o propagador P,

7" X P Livag, (2.40)

pvpo poaB —

onde .3 € amatriz unitéria. Utilizamos uma base tensorial a mais geral possi-
vel, envolvendo os indices e momentos interagentes, mostrada na tabela 2.1.

Com isso obtemos o propagador dateoria, mostrado naequagéo a seguir, (veja
asecén B.2) :

1 Napu"py + NuNav 1 NapNuv
n _ LNap oy 2 o 2.41
wral = o k2 2 k2 (241)

onde kf € o quadrimomento do graviton. Ostermos de L 3) € L4y produzem os
vértices cubico e quartico de gravitons. Note que, como nas teorias de “gauge’
ndo abelianas, agui devido ao cardter da lagrangeana como uma série infinita de
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o

Figura 2.1: Acoplamentos entre gravitons.

poténcias em ¢,,,,, teremos acoplamentos entre os gravitons, como mostra a figu-
ra2.1.

Para obter as funcdes de trés e quatro pontos foi necessario utilizar um pro-
gramaem Maple, aliado a um pacote de manipulagéo tensorial ,HIP [HY 92], que
calcula as regras de Feynman para gravitons a partir da lagrangeana de Einstein,
utilizando a defini¢des (1.26) e (2.34). Essas fungdes so mostradas a seguir, res-
pectivamente, a funcéo de trés (2.42) e quatro pontos (2.43).

V31V1 pwav2 p3vs (kl’ k2’ k3) =
% [_4 k2u3 k?)l/z Nuype Mvyvg — ks - k3 Np1ps Mvivs Tuave +2k;y- k3 Np1va Mvivs M ps
+2 k2 ' k3 Np1pe Mvips Mvevs — 2 k2u1 k3u1 Nz ps Mvovs
—ks - k3 Muipz Morve Musvs + k2u1 k3ll1 Nuzva Musvs
+(simetrizagdes sobre (p1 <> v1), (p2 <> o), (us <> v3)) |
+permutagoes de (ky, p,v1), (K2, p2,v2), (ks, 3, vs)

(2.42)
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vﬁﬂh H2V2 U3V3 [he fhq (kl’ kz’ k?” k4) =

% [_2 k3u2 k4u2 Musvs Mvrps Mpaps + k3u2 k41/2 Nuips Tvivs Mpaps

—K3 K4 My g Morve Muaps Muovs — 4 K3 Kavg M s Mo Muopa

+2 k3 ’ k4 Nu1vs Mvrve Mpaps Mpaps — k3 : k4 NMp1ps Mvivs Mpape Mvaps

+2 k3 ’ k4 Nu1ps Mvipa Mpavs Mvaps + k3u2 k4u2 Np1pa Mvipa Musvs

—ks3 k4 Nurus Morve Muspus Muavs — 2 k3u2 k4u2 Nuips Tvipa Mvspa

+2 K3 Fa Ny ps Norvs Muaps Mvsps

+(simetrizagdes sobre (uy <> v1), (2 > 1a), (s < v3), (ug & pa)) |

+permUta96eS de (kla M1, 1/1)7 (k27 K2, 1/2)7 (k37 M3, 1/3)7 (k47 K4, /J’4) .
(2.43)

2.3 Alagrangeana de interacao eletromagnética

Seguindo 0s mesmos passos feitos anteriormente, iremos determinar as regras de
Feynman a partir da lagrangeana de interac@ eletromagnética, na representacéo
de Goldberg. Na auséncia de férmions ! temos a seguinte lagrangeana de acopla-
mento com fétons:

1
Eem =Vv—4g <_1FuuFaﬁgua9Vﬁ> ) (244)
com
FHv — gAY — ¥ AR, (2.45)

Utilizando a representacéo (2.1), escrevemos a equacan acima como:
I 1 1 ~ o ~v3
Lo = \/——_g _ZFN’/Faﬁg g . (2.46)
Queremos escrever a equaca (2.46) em termos do campo do graviton expli-
citamente. Utilizando a propriedade (2.7), com n = 4, teremos
—g = (—det §*)77 = — det §*; (2.47)

Lincluindo férmions alagrangeanade interago tem um termo do tipo e /—gy®v#4p A,,, onde
vhéovierbein, que satisfaz as propriedades:

ab, p, v N
N Vg Up -

e =

Q
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0 proximo passo € utilizar a expansdo devido a aproximacao (2.34), associado ao
fato de que M = exp[TrIn(M))]

g = exp{Tr[In(g"" + r¢"")]}
det g"* exp{Tr[In(6S + kp2)]}. (2.48)

Fazendo expansdes de Taylor das funcdes para valores de x pequenos, jatra-
balhando na métrica de Minkowski, em que det 7, = —1, teremos:

9

D=
[NIES

3
~ det m, {exp[Tr(kf — 24507 + 636560 + O(x")]}

Q

3
K 1
det m [exp(rgl — K @565 + 5 ¢56565 + O(x")] 2

Q

5 1
—(1+ kg% — F93858) 610k + O(x*)) 3
2
~ 1T e+ ). (249)

Assim podemos substituir (2.49) na lagrangeana (2.46), obtendo novamente
uma série de poténcias em k:

‘C’Iem = Z F{/i_2£em(i). (250)
=2
Explicitando os dois primeiros termos da expansdo, temos
—1
ﬁem(2) = TF;WF“V
—1 1 o\ e B
'Cem(3) = T(nuud)aﬂ + naﬂ(,buu - 577uu77aﬁ¢a)F F (2.51)

Agora, com alagrangeana expressa em termos dos campos do graviton, ¢, e
doféton A%, queremos verificar asregras de Feynman subsequentes. As equacdes
acima ja serdo suficientes para determinarmos o propagador e o vértice de ordem
mais baixa. O propagador do foton € o mesmo da QED, no “gauge de Feynman”:

o

u k v —7,77

BISUSUUS SN : L
k? — je

(2.52)

(2.53)
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Do termos cubico, surge agora um veértice graviton-féton-foton, dado por

1
+ n"(ﬁna))‘kl ' k2 N 577&,3(77)\01{:1]{72 - k;ki)a

gue coincide com a expressao em [CDH74], utilizando a notagdo para o produto
tensorial simétrico A, Bg) = 3(A.Bgs + AgB,).

Recorremos aos recursos computacionais para escrever um algoritmo, mostra-
do no apéndice E, que automatize o procedimento acima, ou sgja, dada a expansdo
(2.49) e aforma da representaco utilizada, obtermos o valor dos vértices da teo-
ria. Estes vértices so esquematizados nafigura (2.2).

Figura 2.2: Acoplamentos possivels entre gravitons e fétons.

Note que devido a forma da lagrangeana, sempre teremos dois fotons se aco-
plando com um nimero de 1 até N de gravitons.

A Va,B,)\U(pa kla k2) = nkak(lak?}) - na(ﬂkclx)ki - nA(akflrk?}) +

(2.54)



Capitulo 3

A amplitude de espalhamento e suas
propriedades

Neste capitul o iremos estudar algumas propriedades gerais de amplitudes de espa-
Ihamento, primeiramente do processo gluon-gluon, e depois do processo graviton-
graviton. Deduziremos as identidades de Ward, com o intuito de verificar suain-
variancia de “gauge”. Também iremos investigar a fatorizagéo das amplitudes de
ambos 0S processos.

3.1 O espalhamento glion-gluon

Iremos calcular o espalhamento de dois gltons considerando atroca de um gluon
virtual. A lagrangeana de Yang-Mills &

Lyas = —3(FS)? + (" Dy — m)y, (3

onde a & um indice somado sobre todas as matrizes ¢* geradores do grupo SU(3),
obedecendo a dgebrade Lie:

[t ¢ = i ftere, (32)
onde f** sdo constantes de estrutura, obedecendo a identidade de Jacobi:
fdaefebc + fdbefeca + fdcefeab =0. (33)

Utilizando as regras de Feynman mostradas anteriormente, principa mente os
vertices (1.26) e (1.27), podemos escrever cada umadas contribui¢cdes aamplitude
de espalhamento, esquematizadas nafigura 3.1.
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Figura 3.1: espalhamento glton-gluon.
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Para o gréfico 1:
—iMy = —ig’e et £ FC (Mualop — Nupor) + F2% £ (Mg — NurTlop) +
+ facefdbe(nuanA - n/u/n)\p)]f2g€zz\a (34)

onde a contribuicéo provém somente de termos de contato. O grafico 2 &, lem-
brando que o momento do gldon intermediario é g:

_iM2 = Egdez\{_gfdce[npk(k2 - k4)a + n)\a(k4 - q)p + nap(q - k2)>\]} X

% %fﬁ{—gf“”f[mu(kl — k3)e + e (ks + @) + Meu(—q — k)] } <
X €€ 89
o grafico 3 sera
—iMy = i {=gf " Mpu (k2 = ks)o + o (ks = @)y + Mop(g = k) ]} X
X %fﬁf{_gfacf[ﬂu,\(kl — ka)e + Me(ka + @) + Meu(—q — k)al} %
<l 39

e finalmente o grafico 4;

—iMy = Egdejlé{_gfbce[nuk(h — k3)o + Nyo (ks — q)p + Noa(q — ka)u]} ¥

—iT)pele .
xS g f Ty R el + D ()} x
X el ey (3.7)

3.2 O espalhamento graviton-graviton

Também iremos estudar o espalhamento de dois gravitons, trocando um graviton
virtual. O procedimento é analogo ao caso dos bosons de “gauge’, sem, é claro,
as constantes de estrutura, entretanto com uma maior complexidade algébrica,
devido aos vértices, como explicado no capitulo anterior. Realmente o calculo
simbdlico tornou-se essencia para obtencdo da amplitude.

Para os célculos, utilizamos o fato de que ainvariénciade “ gauge” gravitacio-
nal permite decompor [CSS95] o tensor de polarizagéo do graviton namultiplica-
G0 de dois vetores de polarizag&o de spin 1,

et = ete”, (3.8)
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Mo, 0

Figura 3.2: espalhamento graviton-graviton

gue satisfagcam a condi¢éo de transversalidade.
O grafico acima é uma representacéo exata do esgquema utilizado no programa
para determinar a amplitude de espalhamento, mostrado no apéndice C.

3.3 Ainvariancia de “gauge” em Yang-Mills

As amplitudes, em uma dada ordem na constante de acoplamento, sdo invariantes
sob atransformacéo

A% — A%+ 8,A°, (3.9)

onde A® sdo funcdes da posicéo e do tempo. No espaco de momentos, podemos
escrever:

€, — €, +a’ky, (3.10)

onde o sd0 constantes arbitrarias. Logo, existe uma forma simples de testar a
invarianciade “gauge’ de umaamplitude, em QCD (ou QED); trocando qual quer
vetor de polarizagc& do gluon (ou féton) pelo seu correspondente momento (ou
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kul ( ) =0
H1-pn

Figura 3.3: Invariancia de “gauge” da amplitude de n campos de “ gauge’

sgjae; — ky) o resultado deve se anular, ou sgja

kDo, =0 (3.12)

p1

ondel,,...,, €aamplitude de n gluonsfisicos, (condi¢bes de camada de massa e
transversalidade) como ilustrado nafigura 3.3.

E importante notar que a amplitude total M = M; + My + Ms + M,
€ invariante sob transformacdes de gauge, mas devido ao fato de que as matrizes
geradoras do grupo SU(3) ndo comutam, M+ M s+ M4 N80 preservam sozinhos
invariancia de “gauge”, somente preservada devido a adi¢cé de M, seguindo o
esquemamostrado nafigura 3.1.

3.4 Invariancia de “gauge” e identidades de Ward
gravitacionais

Queremos obter as identidades de Ward validas para o caso gravitacional. Ba-
sicamente iremos partir da invariancia da agéo gquanto a uma transformagéo de
“gauge” do campo do graviton, e deduzi-las a partir deste principio. Para isso
precisamos determinar a variagéo de g* ao fazer uma transformagéo de “gauge”
do tipo:

o' =t + (). (3.12)

onde €#(x) € uma funcdo da posicdn. Determinando a variagé de g+ automa-
ticamente j& estaremos determinando a variagéo do campo do graviton em nossa
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representag2o, pois ¢ = (g — n™*). Por definiglo g = 4=,
0g"" = /—gég" + (6v/~g)g""
1 1
= V909" = 5(~9)2099" =

1
= /—gég" — 5\/§gag5gaﬂ g (3.13)

Utilizamos a propriedade geral dos determinantes, (2.12). Resta-nos entéo
determinar avariag&o de g* frente atransformacéo (3.12). Essatransformagéo &

5g" = g™ (") — g™ (2)).

Calculemos entdo a transformagéo de um tensor utilizando a lel de transfor-
magéo de tensores:

o queimplica:

ox'" o'
_ T op( A
0z OxP 97 (")
= (04 + 0,¢")(0, + 0,€”) 97"
= g" + 0,€"g" + 0,€"g”" + O(€?), (3.14)
onde ignoramos termos de poténcias quadraticas de e. Podemos independente-
mente fazer uma expansdo em torno de z*:

9" (@) = ¢ (2 + (@)
= g™ (2*) + MNx)Ong™ (2*) + O(€2). (3.15)
Observando a equagéo (3.14), como estamos desprezando os termos quadra-

ticos, podemos aproximar ¢’ ~ ¢g"* no segundo termo da direita de (3.15), em
primeira ordem em e, substituindo-o por:

702 (xlk)

e (x)Ong™ (z).
0 que, retornando a defini¢éo de d¢g*”, utilizando (3.14) e (3.15), nos fornece:
5g" = 0,€" g"" + 0,€" g7 — e Org". (3.16)

Retornamos a (3.13), especificamente no segundo termo a direita da ultima
igualdade, agora com aforma explicitade §g*°, permitindo escrevé-la como:

1 a 12 1 (07 o O a v
—50V=99059 Bgm = —5\/—gga5(8peﬂg P+ 0,e%g"" — 9rg™) g"

1
= —/—gg"0,e” + §v—gg“”ga538xg"ﬂ
= _§B,ef — gD/ g, (3.17)
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onde utilizamos na ultima linha a definicéo de Goldberg e novamente a proprie-
dade (2.12). Logo a equacéo (3.13) torna-se finalmente:

0g"" = g'°0,e” + g7V 0, € — g" 0, " — (09" )V =g + " v/~ ]
= §"0,¢" + 7 O0,e" — G0, — G, (3.18)

No entanto estamos interessados em derivar a variagdo do campo do graviton
¢*, que pode ser determinada através da aproximagéo de campo fraco:

" =0 + ke, (3.19)

onde n*¥ é o tensor métrico de Minkowski, cuja variagéo é nula, ou sgja
1
oM — P + ;6@’“’. (3.20)
Assim introduzimos diretamente (3.19) em (3.18), obtendo, finalmente:

d" = nP0,e” + 17" 0pe! — M 0,€” + KPHP0,pe” + KP7" Oyt —
—KQ Dpe” — KNP . (3.21)

De posse de (3.21), podemos encontrar as identidades de Ward, a partir da
invariancia da acéo cléssica sob transformagdes gerais dos campos.

/d4$15¢uy($1)% = 0. (322)

Escrevemos a variagéo do campo do graviton, de umaforma mais apropriada,
como sendo
1
06" (21) = — (0" B + 117 1B — 1" Ox + ¢" 000 + 67110
—(]5””8)\ — (]Sft)\u)f)\(xl). (323)
O proximo passo € substituir a expresséo acima em (3.22), lembrando que

sempre podemosfazer integragdes por partes de modo que simplificaremostermos
Como:

4 or Av _ 4 or Av
/d T 5¢NV($1)(¢)NPH 6/))6)\ - /d m16)\8;3 <5¢HV($1)¢MPTI > . (324)
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Desprezando os termos de superficies, podemos escrever:

. 5T s §T , or Y
R {8" <5¢>W(x1>" ! A) o <5¢W(x X "M> o (W"ﬂ > "

or or or
(i) () ()
5¢uu($1)¢ 7 g 5¢uu(x1)¢ 7 A 5¢)uu(x1)¢)
or
gb’“’] =0 3.25
TE A(z1) (3.25)
Como o parametro ¢ é arbitrario, podemos afirmar que a expressao dentro do
colchete acima é nula, para que a variacé da acdo seja zero. Como fizemos no
caso do eletromagnetismo, as identidades de Ward ser&o determinadas tomando
derivadas funcionais, en ¢ = 0 e ¢ = 0. Derivando em relagéo a ¢*°(x,), e
impondo que ¢ = 0, toda a dependéncia em ¢ desaparece, obtendo:

§°r
0B (71)0Pap(z2)

)
; (nV)\au + 77,u>\81/ - n;wak) = 0,

(3.26)

ou, aternativamente, no espaco de momentos:

l v U v
. (U;mk,l, + nl/)\kb - n/wk)\) F“ (kl, kz) K:X;W;A(kl)FZg(kla kz) =0, (3.27)

ondel,,..s €afuncéo de dois pontos em ordem arvore.

Ou sga, aplicando o operador acima na funcéo de Green de dois pontos do
graviton, o resultado sera nulo. Esta é a primeiraidentidade de Ward para o caso
gravitacional. Iremos derivar (3.26) com respeito a ¢,,, para obter a identidade
paraafuncéo de trés pontos, no espaco de momentos, como

1

;qu')\(kl)vuyaﬂap(kla k2a k3) RIO;V )\(kl, —kl — k2)I‘l“’UP(k1 + ]{72, ]{?3) +
+RD (ky, —ky — ks)TH (ky + ks, ka), (3.28)

onde o operador sz. »» € descrito abaixo:

R

29N

(k,p) = nA0Sk® + 00 k* + 6265y (3.29)

ejainserimos conservagé de momento nos vértices, ki + ks + k3 = 0. Podemos
generalizar a expressao (3.28) sempre relacionando uma fungéo de n pontos com
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afuncéo de n-1 pontos:

1
_Xulyl(kl)VN1V1N2V2---NnVnn(k1, kz, C. ,kn) —
K

Rlnllz(kl, —ky — k2)VH1V1H3V3...MnVnn71(kl + ko, k3, - ,kn) +

p1vi

Rﬁsug(kla —ky — ks)vmuwzuz...unllnn_l(kl + ks, ko, ky, ,kn) +

V1

Ry (ky, —ky — k) prrvserztinmiin=t, ) (ky + ko, k2, k3, - kno1)
(3.30)

onde ja utilizamos conservacéo de momento em cada vértice. Temos entéo final-
mente uma expressao geral para as identidades de Ward. Os operadores definidos
em (3.27) e (3.29) serdo utilizados no programa do apéndice C para verificar a
invariancia dos veértices. Eles sdo respectivamente chamados de Lef t War d e
Ri ght War d.

Analogamente a teoria de Yang-Mills, uma amplitude de espalhamento de n
gravitons, satisfazendo as condi¢Bes de camada de massa e transversalidade, sera
invariante sob uma transformagéo de “gauge” como indicada na equacéo (3.23).
Isso implica que

XH1V1;>\FM1V1~~unVn =0, (3.31)

ondel',,,,.....,,, €@aamplitude fisicade n gravitons.

3.4.1 Identidade de Ward no acoplamento graviton-féton

A transformagéo de coordenadas (3.12) induz uma mudancga no campo do fo-
ton, A%(x), apesar que as variaveis do campo ndo sdo mudadas. Iremos determi-
nar nesta secéo a identidade de Ward vdlida para o vértice de ordem mais baixa
no acoplamento de fotons e graviton.

Em um mesmo ponto fisico as quantidades de campo nos dois sistemas de
coordenadas serfio chamadas A% (z) e A'*(z') , respectivamente. A'*(z') é dado
de acordo com sua natureza vetorial, geralmente:

_or' @
- 928

A'(z") AP(z) = (55 + 0pe™) A (). (3.32)
Por outro lado,

DA™ |
0{[)\ €.

A2y =A%z +e€) =A%) + (3.33)
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Combinando (3.32) e (3.33) , n0s temos a variag& induzidaem A®:
JA™ = A'%(z) — A%(z) = 95" AP (z) — A%€. (3.34)

A variagéo da acéo (2.44), com relagép aos campos do graviton e os campos
eletromagnéticos A%, é descrita por:

6T 6T
pv o «a n
/<—5¢>’“’5¢ + (SAaM )d . (3.35)
Derivando funcionalmente (3.35) com relagé a A% (x;) e A?(x2),
§°T S = — 62T 0A%(z) 62T §A*(z)
S G A7 (11)0 AP(x2) © 0A9(zy)0A%(z) 0AP(zy)  GAP(xy)6 A (x) SAT (1)
(3.36)

Colocando o valor dos campos envol vidos como nul os, obtemos finalmente aiden-
tidade de Ward escrita no espaco de momentos como:

XA VPP (ky, k) = A2\ (ky) + AL T7%(ky), (3:37)

ondeI'”* éafuncéo de dois pontos do féton. O operador X .., €0 mesmo defini-
do em (3.27). A é obtido derivando (3.34) funcionalmente com relacéo ao campo
A° (.’EQ ) .
JAx
Aacr')\e)\ — = (5230 - naaa)\)f)\a (338)
’ dA°
onde o Ultimo termo foi obtido apos integracéo por partes. No espaco de momen-
tos, temos

Aacr;)\ = 52kcr - nacrk)\ (339)

Similarmente poderiamos derivar (3.35) com respeito a¢?? e A*, por exemplo,
para obter a identidade de Ward da funcéo de trés pontos. Entretanto todas as
parcelas se anulam quando impomos gque os valores dos campos sejam nul os.

A identidade (3.37) foi verificada para o vértice obtido no algoritmo do apén-
diceE.
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3.5 Fatorizacdo da amplitude

Em um processo envolvendo o espalhamento de quatro (ou V) particulastestesva
le uma propriedade conhecida na literatura como “lema de Mikaelian” [GHL81].
Partindo do principio de que a amplitude pode ser decomposta em trés fatores
distintos, A; dependendo da carga (no caso néo abeliano, a cor), uma parte depen-
dente somente da polarizagéo, B;, e outra dos propagadores C';, podemos escrever
a amplitude de espalhamento na forma abaixo:

- ALB

(3.40)

com a propriedade de que

N N N
Y A=) Bi=) Ci=0. (3.41)
=1 =1 i=1

A primeira soma na equagdo acima envolve as constantes de estrutura e anula-se
devido a conservag@o de carga. Matematicamente isso € uma consequéncia das
identidades de Jacobi para as constantes de estrutura. A segunda soma anula-se
devido a conservag& de energia-momentum, Zf; . pi = 0 e condi¢éo de trans-
versalidade, k,, - ¢ = 0. A somatoriaem C; se anuladevido a condigéo de camada
de massa e conservagéo de momento.

Um exemplo do que falamos acima é melhor esclarecido observando o pro-
cesso mostrado nafigura 3.4, do espalhamento de trés escalares carregados e um
foton. Explicitamos natabela 3.1 os fatores obtidos na fatorizag&o nete caso.

Diagrama A; B; C;

a Qi pi-e pi-p
b Q2 p2re Dp2°D
C Qs p3-e ps-p

Tabela 3.1: elementos dafatorizagéo

Observe que:

SN A =N Q; =0 conservagéo de carga
Yoo Bi=-p-e=0 tranversalidade do féton
>, Ci=—-p-p=0  camadade massa

T2 =2
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a) pe

b)

Figura 3.4: Espalhamento de trés escal ares carregados e um féton.

No caso ndo abeliano 0 andlogo da carga € a cor; logo as constantes de estru-
tura permitem de inicio determinar os termos A;. Ostermos C; sdo identificados
pel os propagadores. Assim facilmente podemos identificar os termos B;.

O caso gravitacional torna-se mais complicado: ndo obtemos igualdades cor-
respondentes a conservacéo de carga de cor. De fato os Unicos termos que séo
visivelmente aparentes sd0 0s termos cineméti cos provindos dos propagadores C;.

3.6 Resultados obtidos

3.6.1 Espalhamento glion-gluon

O célculo da amplitude de espalhamento gltuon-gluon foi realizado utilizando
o algoritmo mostrado no apéndice A, utilizando computacéo simbdlica, com as
defini¢des mostradas nafigura 3.5.

Utilizamos a convencéo nos algoritmos para calculos de amplitudes em que,
para determinar as contribuicdes relativas aos canais de espalhamento s, t e u,
mantivéssemos a “perna’ externa correspondente ao indice 4 fixa, enquanto per-
mutamos ciclicamente as “pernas’ 1, 2 e 3. Ainda todos os calcul os realizados
sdo feitos na camada de massa.

No espalhamento de glUons, a simetria bosdnica de permuta € automati camen-
te satisfeita. A invariancia de “gauge’ € satisfeita trocando-se um dos vetores de
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Figura 3.5: Convencdes utilizadas no programado apéndice A

polarizag&p por seu momento correspondente. O resultado obtido é proporcio-
nal a uma combinac&o de produtos de constantes de estrutura que se anula pela
identidade de Jacobi [vejaaEg. (3.3)].

A fatorizagc@ da amplitude foi obtida com sucesso, utilizando este mesmo



3.6. RESULTADOS OBTIDOS 43

algoritmo, com os seguintes elementos, a saber:

A, = fheepdee g, — fdbeface A, _ fpbee pdae
By = (k" E)Nuwnap + 2k3k2um0s — 2k naukl — 2k3nauks — npunau(k' - k)
— 208y o (K" + k) + 2K3K 0w — 2k3k g, — +20g koKD + 2k5K 0,
— (k- E*)Npunar — 2kg7apks — 2kgkanu — 2k5kanu, — 2ns ki ks,
By = (2k" - E*)ngutaw + Nawnguk’ - K + 2k3k L sy — 2k5k2,n0, — 2k3nasks
+ 2k gnauks — 2k k30, + 2K k3nay + 2k3nguk] + 2K2EIns, + 2nu ki kg
— 20gkaky + 2kgka N — Nutlapk’ - K 4 g, Nauk’ - kP
By = —(2k" - K Tuas — Maulapk’®  k* + 2k500,k2 + Nawnpuk® - k* — 2k2k3 0,
— 2 kSkh — 2k3ng, kD + 2k3k3n5, — 2k3K Nap + 2K300sk:
+ 27]gyk5k2 — 2kﬂk2nal, + 2k3naukﬂ + 2k5kan,“, nw,nagk kP
— 2k2k§nau
C, = k'-ELC, =k -k3Cy =k K
(3.42)

ondefizemosatrocade indices paramantermosiguaisa[CSS95], tal que p1, o, i3, fta —
u, a0, 3, v. Observamos que a somade A; fornece aidentidade de Jacobi (3.3). Co-
MO mencionamos anteriormente, a anulagéo da soma dos B; € uma consequiéncia
da conservacd de momento e da transversalidade (por exemplo, um termo como
ki, foi substituido por —k», — k3,). Findmente, a anulagc& da soma dos C; de-
corre da condi¢éo de camada de massa e conservagéo de momento. Por exemplo,

ki = (—kl — kz — k3)2 — —(kl . kz) — (k]_ . kg) — (kz . kg) =0 (343)

pois na camada de massa, k? = 0.

3.6.2 Espalhamento graviton-graviton

No caso gravitacional, utilizamosum algoritmo semel hante, mostrado no apén-
dice C. Com a amplitude de espalhamento, verificamos a simetria de permuta,
trocando a posi¢ao das particulas.

A invarianciade “gauge” pode ser verificada tanto nos vértices clbicos e quar-
ticos, como no propagador utilizando aidentidade de Ward. Observada esta iden-
tidade em cada vértice, pretendiamos agora verificar a invariancia da amplitude
de espalhamento em si, e aplicamos 0 mesmo método de troca de um vetor de
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polarizac&o pelo seu correspondente quadrimomento. Entretanto, nesta represen-
tac&o deveriamos trocar o tensor de polarizagéo pelo operador X, mostrado na
equacéo (3.27). Implementando a condicdo de trago nulo, e# = 0, os fatores que
provém do terceiro termo a esquerda de (3.27) se anulam, do mesmo modo, im-
pondo €, = €,,, Verificamos que os dois primeiros termos tornam-se idénticos, o
gue possibilitatrocar simplesmente o tensor de polarizacéo por k£, que o resultado
sera nulo, como foi verificado.

Quanto afatorizagéo, identificamos os termos C;, e S80 0S mesmos que 0 caso
nao abeliano. Depois separamos a amplitude em uma soma de termos obtidos
um do outro atraves de permutagdes ciclicas dos indices 1, 2 e 3, cada um com
1382 termos, identificando estes termos como T'ot AB;(1, 2, 3), onde 1,2,3 sd0 0s
indices aos quais aplicaremos a permutacéo:

TotABi(1,2,3) | TotAB,(3,1,2) , TotABs(2,3,1)

Mroa = ———1 ks ko ks

(3.44)

Seria possivel separar os termos A; e B; de TotAB;, como afirmado em
[CSS95]? O numero de termos ainda tornava o procedimento de separagd do
produto proibitivo, entéo tentamos reduzi-los usando o procedimento do Apén-
dice D, que verifica quais os termos podem ser reduzidos ao seu correspondente
através de umatroca de indices, pois o tensor de polarizagéo € simétrico:

€uv = €up, (345)

reduzindo afinalmente 625 termos, ainda ndo separaveis naforma de um produto,
em primeira anélise.

Uma nota deve ser feitae quando utilizamos o procedimento descrito, veri-
ficamos que uma parte, constituida de 288 termos, que aparentemente ndo era
simétrica. Entretanto a amplitude em si € simétrica, 0 que parecia uma inconsis-
téncia. A razdo para a existéncias destes termos € o fato de que para determinar
Tot AB;, mantivemos o indice 4 intacto, explorando simetriasem 1, 2 e 3, tal que
esta simetria neste indice foi individual mente quebrada nos trés termos Tot ABi .
De fato a soma destes termos permutando os indices ciclicamente é nula, como
demonstrado no ultimo passo do apéndice D.



Capitulo 4

Conclusao Geral

Ao final deste trabalho, verificamos que estudando a amplitude de espal hamento,
Nn&o apenas no sentido de obter uma se¢do de choque diferencial, e sim explorando
suas propriedades basicas, podemos obter tantas informacdes sobre este sistema,
guanto no calcul o sistemético destas se¢es de choque, como explorado em traba-
Ihos como [BF96].

No capitulo 1, estudando a questdo do limite de massafinita ou nulado gravi-
ton e interpretando esta no contexto de espal hamento entre particulas, verificamos
gue a interacd da matéria com a luz seria menor por um fator 3/4 daquela em
uma teoria com massa finita. Os resultados séo bastante favoraveis a teoria ndo-
massiva. Esse fato provém da diferenca numeérica na estrutura dos propagadores
(/2 contra 1/3), o qual leva a uma descontinuidade, usual mente conhecida como
“descontinuidade Dam-Veltman”. No caso de Yang-Mills, a diferenca aparece
guanto aos requerimentos de unitariedade; no caso gravitacional, quando compa-
ramos a teoria com os dados experimentais.

Podemos dizer que, na teoria de Yang-Mills, a descontinuidade aparece em
segunda ordem (ou segja, com gréficos incluindo “loops’), enquanto no caso da
gravitac@o este fato ja aparece na primeira ordem da teoria, ndo importando o
limite de massa tendendo a zero: asteorias tanto massivas quanto ndo massivas se
tornam distintas.

Vimos ainda gue resultados fenomenol 6gicos nos levam arejeitar no caso da
gravitagéo, uma teoria de massa finita, mas n&o nula, apresentando uma precisio
de 10%. Alguns artigos recentemente publicados (por exemplo, [DDLS01]) vém
explorando mais este assunto.

As regras de Feynman deduzidas no Capitulo 2 serviram de base para verifi-
carmos a invariancia de “gauge”’ utilizando a identidade de Ward, tanto no caso
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ndo abeliano, quanto no caso gravitacional , ou atroca do quadrimomento pelo
Seu respectivo vetor de polarizago, diretamente na amplitude de espalhamento.
Esta Ultima, no caso ndo abeliano, forneceu 132 termos distintos; no caso gravi-
tacional, a amplitude graviton-gréviton forneceu 3660 termos.

A fim de verificar tanto a veracidade dos resultados, como também proprie-
dades da amplitude, tratamos de, em cada passo, verificar ainvariancia de “gau-
ge”, utilizando ou as identidades de Ward nos vértices, ou atrocadee, — k,,
na amplitude total, realmente nos fornecendo um resultado nulo, o que verifica
a invaridncia. A propriedade da fatorizagcd, como explicada em [CSS95], foi
determinada para o espalhamento glton-gluon, entretanto para o espalhamento
graviton-graviton ndo foi possivel separar ostermos A; e B;, explicitamente, uti-
lizando os procedimentos abordados aqui. Em [CSS95], os autores citam gque 0s
termos referentes a fatorizac da amplitude graviton-graviton, (g9 — gg), obe-
decem arelagéo:

Agg = —KZ2 Bz
B;
BY* 16’ (4.2)

onde ostermos B; sdo provenientes da fatorizag&o da amplitude glton-glton. Ob-
tivemos os termos B;, como mostrado em (3.42). Na gravitagdo conseguimos
determinar as parcelas da soma (3.44), entretanto ndo obtivemos um termo que
pudesse a primeira vista ser fatorado em um produto, muito menos que sgja pro-
veniente da fatorizagcdo da amplitude glon-glton.

No apéndice E apresentamos um algoritmo que determina as regras de Feyn-
man a partir da lagrangeana envolvendo fotons e gravitons. O vértice obtido obe-
dece aidentidade de Ward el etromagnética e gravitacional.

Os rumos tomados a partir deste trabalho, poderiam ser varios. poderiamos
trabalhar com amplitudes de espalhamento com outras particul as-teste, como f6-
tons, férmions e escalares ou expressar 0s vértices da teoria , partindo de um
numero finito de parametros, usando a invariancia de “gauge”’, como no caso N&o
abeliano [YM54], utilizando como base o trabalho [BF96]. Entretanto ainda es-
peramos que o trabalho venha a contribuir para um maior entendimento das am-
plitudes de espalhamento na abordagem semi-cléssica da gravitacdo, e de suas
propriedades, ou no minimo, das propriedades discutidas neste trabal ho.
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Apéndice A

Programa de espalhamento
gluon-gluon

O programa escrito em Maple, mostrado neste apéndice, calcula simbolica-
mente aamplitude de espalhamento do processo gluon-gluon, com atransferéncia
de um gldon virtual.

A.1 A amplitude de espalhamento

Necessitamos do pacote de manipulacéo tensorial HI P, carregado ao iniciar:

restart; read ‘H P.nm ;setaliases();
setfv(a,b,c,d, x1, x2, x3, x4, x5, x6, k1, k2, k3, k4) ;
seti ndex(ni, n2, nB, m, al pha, bet a, ganmma, si gma, del t a, r ho,
kappa, mu, nu, | anbda);

with (combinat, permute):

Acimainiciamos lendo o pacote de manipulagéo tensorial HI P, definimos os
quadrivetores (que Nos passos seguintes serdo utilizados como indices), e também
definimos indices para as contragfes necessarias. O procedimento abaixo irafor-
necer uma func&o antissimeétrica nos argumentos a, b, ¢, que servira para definir
as constantes de estrutura da cromodinamica:

fabc := proc(a,b,c)
tabl e(anti synmetric); "[args]; if" =0 then RETURN(0)
elif op(l,")=-1
then RETURN(-’ procn
anme’ (op(op(2,")))) else RETURN(’ prochane’ (op("))) fi
end:
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Definimos o propagador do glton e o vértice cubico (I € o fator imaginario) :

propag :=(k1, x1, x2)-> (x1\ & x2)/ (k1\ & k1);
vert := (x1, x2, x3, ki1, k2, k3) ->
-1 *x1\V & x2*(Kk1-k2)\ & x3;
vert\_3: =unapply(f(a, b,c)*( vert(x1, x2, x3, k2, k1, k3) +
vert(x2, x3,x1, k3, k2, k1) +
vert (x3, x1, x2, k1, k3, k2)), a, b, ¢, x1, x2, x3, k1, k2, k3) ;

A funcéo abaixo simplificara a notagcd do produto das constantes de estrutu-
ra
f4:=unapply(f(a,b,e)*f(c,d,e),a, b,c,d);
f4 = (a,b,c,d) —f(a,be)f(c,d e)

O vertice quértico € definido a seguir:

vert\ _4: =unapply(-(f4(a,c,b,d)-f4(a,d,c,b))*(x1\ & x2)*
(x3\ & x4) -(f4(a,b,c,d)-f4(a,d,b,c))*(x1\ & x3)*(x2\ & x4)
- (f4(a,c,d,b)-f4(a, b, c,d))*(x1\ & x4)*(x3\ & x2), a,b,c,
d, x1, x2, x3, x4) ;
vert_4 = (a,b,c,d,x1,22, 23,24 ) —
—(f(a,c,e)f(b,d,e)—1(a,d,e)f(c,be))(zl&. 22)(z3&. 24 )
— (f(a,b,e)f(c,de)—1f(a,d,e)f(bcie)) (21 & 23)(22&. 24)
— (f(a,c,e)f(d,bye) —f(a,bye)f(c,dye))(zl &. 24 ) (22&. 23)
Verificando a antissimetria das constantes de estrutura:
expand(si nplify(subs(f=fabc,vert\ _4(a,b,c,d, x1, x2, x3, x4) -
vert\ _4(a,c, b, d, x1, x3,x2,x4))));
0

A funcd Al definida abaixo consiste dos canais de espalhamento s, ¢t e u
utilizados. Suacontribuic&o paraaamplitudetotal sera, mantendo o indice 4 fixo,
permutar ciclicamente os indices de Lorentz 1,2 e 3, 0 que permite reproduzir a
topologia de todos os diagramas de troca.

Al: =unappl y(contract (vert\ _3(a, b, e, x1,x2, mL, k1, k2, - k2- k1)

*propag( k2+k1, mL, m2) *vert\ _3(c, d, e, X3, x4,
ne, k3, k4, k2+k1)), a, b, c, d, x1, x2, x3, x4, k1, k2, k3, k4) :

A contribui¢&o devido ao acoplamento quértico €
A4: =unappl y(vert\ _4(a, b, c, d, x1, x2, x3, x4), a, b, c, d, x1, x2,
X3, x4);
Implementamos aqui algumas condi¢des fisicas, como camada de massa e
transversalidade do glton (Iembre-se que estamos trabalhando com z; represen-
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tando o vetor de polarizago):

ConFis: ={seq(k.i\& k.i=0,i=1..4),seq(k.i\& x.i=0,i=1..4)};

E finamente a amplitude total é calculada, somando a contribuicdo do vér-
tice quartico e as permutag@es ciclicas dos indices de Al, obtendo os canais de
espalhamento s, t e u:

anpl \ _gl uon: =unappl y(subs( ConFi s, (Al(al, a2, a3, a4, x1, x2,
x3, x4, k1, k2, k3, k4) +Al(a2, a3, al, a4, x2, x3, x1, x4, k2, k3, k1
, k4) +Al( a3, al, a2, a4, x3, x1, x2, x4, k3, k1, k2, k4))

+Ad(al, a2, a3, a4, x1, x2,x3,x4)), al, x1, k1, a2, x2, k2, a3, x3,
k3, a4, x4, k4):

A.2 Ainvariancia de “gauge”

O quefaremos aseguir é verificar asimetriabosbnicadevido atrocade (z1, y1) +

(22, y2), permutando suas posi¢des; construimos para isso uma lista de argumen-
tos:

wi t h( conbi nat, permute):

pernute([[al, x1, k1], [a2, x2, k2], [a3, x3, k3], [ a4, x4, k4]]):

Li st Args: =[seq([seq(op(op(i,op(j,"))),i=1..4)],j=1..24)]:
gue sera empregada na diferenca abaixo para verificar se obtemos uma amplitude
simétrica

seq(seq(sinmplify(expand(sinplify(subs(kd4=-kl-k2-k3,

subs(f=fabc, anmpl\ _gl uon(op(op(i,ListArgs)))-

ampl\ _gl uon(op(op(j,ListArgs)))))))).i=j+1..5),j=1..3);

0,0,0,0,0,0,0,0,0

Implementamos mais uma condicéo fisica, neste caso a conservacéo de mo-
mento associado a condi¢éo de camada de massa e transversalidade do gluon:
ConFi s1: ={ op( ConFi s), k1\ & k2=- (k1\ & k3) - (k2\ & k3),
k1\ & x4=- (k2\ & x4) - (k3\ & x4) }:
Agorairemos verificar ainvariancia de “gauge’, substituindo um dos vetores
de polarizacéo pelo seu correspondente quadrimomento:
D3: =fact or (si nplify(subs(f=fabc, subs(ConFi s1, expand
(ampl\ _gluon(a, k1, k1, b, x2, k2, ¢, x3, k3, d, x4, - k1-k2
-k3))))));
D3 := —(fabc(a,b,e)fabe(d, c,e) — fabe(a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e))
(z2&.24 ) (k1 &. 28 )+ (22&. 23 ) (k3&. 24 ) —2(k3&. 22) (23 &. 24 )
+2(k2&.28)(22&. 24 ) — (23&. 24 ) (k1 & 22) — (22&.28) (k2 &. 24 ))
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E o resultado obtido é aidentidade de Jacobi, ou seja a amplitude neste caso é
nula, e portanto invariante sob transformagdes de “gauge”.

A.3 A fatorizacao da amplitude

Os procedimentos feitos a seguir pretendem determinar os elementos que fa-
torizam a amplitude de espalhamento. De inicio sabemos que as constantes de
estrutura representam os elemento A;, devido a conservacao de cor no processo,
logo aidentidade de Jacobi sera definida:

simplify(op(2,D3));
fabc(a, b, e) fabe(d, c,e) — fabe(a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e)

Jacobi : ="
Jacobi := fabc(a, b, e ) fabe(d, c,e) — fabe( a, ¢, e ) fabe(d, b, e ) + fabe(d, a, e ) fabe( b, ¢, e)

seql: =a, x1, k1, b, x2, k2, c, x3, k3, d, x4, k4.
anpTot : =unappl y(expand( subs(f=fabc, expand(subs(ConFi s1,
expand(anmpl\ _gl uon(a, x1, k1, b, x2, k2, ¢, x3, k3, d, x4, k4))))
)),seql):
Iremos empregar a identidade de Jacobi nos fatores de cor. Entretanto sera
necessario utilizar a condicéo de conservacé de movimento associada a condi¢éo
de que todas as particul as estéo na camada de massa:

mom =(i,j,1)->k.i\&k.j=k.i\&Kk.I-k.j\&Kk.I;
mom = (i,j,1) — ki&.kj=—(ki& kl)— (kj&. k)

Por exemplo:

mon( 2, 3, 1) ;
k2 &. kS = —(k1 &. k2) — (kI &.k3)

ConFi s2: ={op( ConFi s), k1& k3=- (k1l& k2)-(k2& k3), k1l& x4=
-(k2& x4) - (k3& x4)}:

Utilizando a condic¢&o acima, podemos facilmente identificar osfatores B; que
fatorizam a amplitude. De fato, os fatores A; sdo simplesmente as constantes de
cor, e os C; provém dosfatores cineméticos dos propagadores; o que temos afazer
€ extrair seus coeficientes:
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Bl: =- expand(subs(nom( 2, 3, 1), coef f (coef f (expand(subs
(ConFi s2, expand(kl& k2*anpTot (a, x1, k1, b, x2, k2, c, x3,
k3,d, x4, -k2-k1-k3)))), fabc(a, b,e)),fabc(d, c,e)))):

B2: =expand( subs(nmom 2, 3, 1), coeff (coef f (expand(subs
(ConFi s2, expand(klé& k3*anpTot ( a, x1, k1, b, x2, k2, c, X3,
k3, d, x4, -k1-k2-k3)))),fabc(d, b,e)),fabc(a,c,e)))):

B3: =- coef f (coef f (expand(subs( ConFi s2, expand( k2&. k3*
anpTot (a, x1, k1, b, x2, k2, c, x3, k3, d, x4, - k1-k2-k3)))),
fabc(b,c,e)),fabc(d, a,e)):
Como visto asoma de A; nos fornece a identidade de Jacobi: somando sobre
C; obtemosaidentidade cinematicaimplementadaacima. A somasobre B; resulta
em:
expand( B1+B2+B3) :

factor(");
((k1& . k8)+ (k1& . k2)+ (k2&.k3))
(—(z8&. 24 ) (21 &.22)— (21 &. 24 ) (22&. 23 )+ (21 &. 28 ) (22 &. 24 ))

€ novamente a identidade cinematica, ou sgja, o0 resultado € nulo. Salvamos este
resultado:

save Bl, B2, B3, ‘ gl uons. m ;
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Regras de Feynman na gravitacao

e Utilizando o procedimento abaixo iremos determinar as regras de Feynman
narepresentacéo k¢" = g*¥ —nH; primeiramenteiremosreiniciar o Maple
e invocar o pacote de manipulacéo tensoria:

restart;
read ‘HP.mM;

e Definimos todos os vetores e indices:

setindex(mlL, n1, n2, n2, nB, n3, m4, n4, nb, n5, N6, n6, nv7, n7
, M8, n8,nm, n9,iil, ii2, alpha,beta, nu,nu,rho, signma
, | anbda, del t a, gamma, t au) ;

setfv(kl, k2, k3, k4, k5, k6, k7, k8, k9, x1,y1, x2,y2, x3,y3, x4
,¥4,x5,y5,z21, 22,23, z4, 25, p, q, pl, p2, p3, p4, ql, q2, Q uu);

e Neste programa o campo do graviton sera definido como F( mu, nu) . O
procedimento abaixo apenasiradefini-lo como um tensor simétrico nos seus
indices de Lorentz

F:=

proc( mu, nu)
if [mu,nu] = sort([mu,nu]) then RETURN(’ procnane(args)’)
el se RETURN( F( nu, mu))
fi

end:

e A fim de utilizar um procedimento que automatize a determinagéo das re-
gras de Feynman, sera conveniente antes definirmos as derivadas parciais,
através de um procedimento, como descrito abaixo:
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dp : =

proc(a, Xx)
| ocal u,v,w
if has(a,F) or has(a,Fl) or has(a, F2)
or has(a, F3) or has(a, F4)
or has(a, F5) or has(a, F6)
or has(a, F7) then
if type(a,‘+') then map(dp, a, x)
elif type(a,‘*") then
u:=op(l,a); v := alu; dp(u,x)*v+dp(v, Xx)*u
elif type(a,‘”~") then
u:=op(l,a);
v :=op(2, a);
a*(dp(v, x)*I n(Cu) +v/ u*dp(u, x))
elif op(0,a) = F then RETURN(' procnane(args)’)
elif op(0,a) = dp then
if [op(2,a),x] = sort([op(2,a),x]) then
RETURN(' pr ocnane(args)’)
el se dp(dp(op(1,a),x),op(2,a))
fi
el se RETURN(’ procnane(args)’)
fi
else 0
fi
end:

e O procedimento abaixo permite determinar as regras de Feynman de uma
lagrangeana puramente gravitacional, escrevendo estas ja no espaco de mo-
mentos; esse procedimento basico consiste em derivar funcionalmente a
lagrangeana, e transformar as derivadas parciais em seus respectivos mo-
mentos,

feyn_pure : =

proc(a)
| ocal fdp,fF,i,lfaux,f1,1f2,1f3,1dpaux
, 1 dpl, 1 dp2, fact or, newf at, new, new ;
if type(a,'+') then map(feyn_pure, a)
elif type(a,‘”') then
if op(0,o0p(l,a)) = dp then
[ dpl := op(1,0p(l,op(l,a)))
,op(2,op(1,0p(1,a))),op(2,0p(l, a));
factor := sinplify(a/dp(F(ldpl[1],
I'dp1[2]),1dpl[3])"2);
new : = (ldpl[1l] & x1)*(ldpl[2] & yl1)*
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(1dp1[3] & zl1)*(ldpl[1l] & x2)*(ldpl[2] & y2)*
(1dp1l[3] & z2)*factor
RETURN( new)
elif op(0,o0p(1l,a)) = F then
If1 = op(1,0p(1,a)),op(2,0p(1,a));
factor := sinmplify(a/F(If1[1],1f1[2])"2);
new := (I1f1[1] & x1)*(If1[2] & yl)*(I1f1l[1] & vyl)
*(1f1[2] & y2)*factor;
RETURN( new)
fi
elif type(a,‘*') then
fdp := 0;
fF := 0O;
for i to nops(a) do
if type(op(i,a),integer)
or type(op(i,a),fraction)
or type(op(l a),string) then
fF:=fF fdp := fdp
elif op(O op(i,a)) = F then

| faux : = op(l,op(i,a)),op(2,op(i,a))
if fF=0then Ifl :=Ifaux; fF :=1
elif fF=1then |f2 :=Ifaux; fF :=2
elif fF=2then |If3 :=Ifaux; fF :=3
fi
elif op(0,op(i,a)) = dp then

| dpaux := op(1,o0p(l,op(i,a))),op(2,op(l,op(i,a))),

op(2, op(i,a));

if fdp = 0 then | dpl : = | dpaux;

fdp := 1 elif fdp = 1 then

| dp2 : = I dpaux; fdp := 2 fi

elif op(0,op(i,a)) ="~ then
if op(0,o0p(l,op(i,a))) = F then
fF = op(2, op(| a));

11 := op(1,0p(1,0p(i,a))),op(2, o0p(1,op(i,a)));
1f2 :=1f1,
1f3 :=1f1
elif op(0 o p(1,op(i,a))) = dp then
fdp : = 2;

| dp1 : = op(1,0p(1,0p(1,0p(i,a)))), |
op(2,op(1,0p(1,op(i,a)))),op(2 0p(l,op(i,a)));
[ dp2 := 1dpl
fi
fi
od;
if fdp = 2 then
if fF = 3 then
factor := sinplify(
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el

fi
el

alF(1f1)/F(If2)/F(I1f3)/dp(F(Idpl[1],
[ dpl[2]),1dpl[3])/dp(F(Idp2[1], Idp2[2]) [ dp2[3]));
new := -(I1f1[1] & x1)*(1f1[2] & yl)*
(1f2[1] & x2)*(1f2[2] & y2)*(If3[1] & x3)*
(1f3[2] & y3)*(ldpl[1l] & x4)*(ldpl[2] & y4)*
(1dp1[3] & zl)*(ldp2[1l] & x5)*
(1dp2[2] & y5)*(1dp2[3] & z2)*factor;
RETURN( new)
if fF =2 then
factor :=
sinmplify(al F(If ) F(I1f2)/dp(F(lIdpl[1],!1dpl[2]),
ldp1[3])/ p(F(ldp2[1],1dp2[2]), |dp2[3]))
new := -(1f1[1] & xl) (1f1[2] & yl1)* (If2[1] & X2)
*(1f2[2] & y2)*(ldpl[1] & x3)*
(1dp1[2] & y3)*(1dpl[3] & z1)*(ldp2[1l] & x4)
*(1dp2[2] & y4)*(1dp2[3] & z2)*
factor;
RETURN( new)
if fF =1 then
factor :=
sinplify(a/F(If1)/dp(F(ldp1[1],
[ dpl[2]),1dpl[3])/dp(F(Idp2[1], Idp2[2]) | dp2[3]));
new := -(I1f1[1] & x1)*(1f1[2] & yl)* (Idpl[l] & Xx2)
*(1dpl[2] & y2)*(ldpl[3] & zl1)*
(1dp2[1] & x3)*(1dp2[2] & y3)*(1dp2[3] & z2)*factor;
RETURN( new)
if fF =0 then
factor := sinplify(a/dp(F(ldpl[1],
| dp1[2]), 1 dp1[3])7dp(F(l dp2[1],1dp2[2]),1dp2[3]));
new := -(ldpl[1l] & xl)*(ldpl[2] & yl)*(1dpl[3] & z1)
*(1dp2[1] & x2)*(1dp2[2] & y2)*
(1dp2[3] & z2)*factor;

RETURN( new)

if fdp = 0 then
factor := sinmplify(a/F(If1)/F(1f2));
new := (I1f1[1] & x1)*(If1[2] & yl)*
(1f2[1] & x2)*(1f2[2] & y2)*factor;
RETURN( new)
fi
fi

end
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B.1 A aproximacgao de campo fraco

e Definimos a métrica contravariante, ja fazendo a aproximagd de campo
fraco

g =" + koM, (B.1)
gtup:= (nl,nl) ->m & nl + KA*F(mL, nl);
gtup := (ml,n1) — (ml &.n1)+ KAF(ml,nl)
e amétrica covariante, também ja expandida em série de poténcias

gtdw = (ml, nl, m2, n8) -> nl & nl - KA*F(ni, nl) +KA*2* F(ni, n2)
*F(m2, nl) - KAN3* F( i, n) * F(n2, m8) * F(n8, nl):
gtdw := (m1,nl,m2,m3)— (ml &.n1)— KAF(ml1,nl)

+ KA*F(m1,m2)F(m2,n1) — KA*F(mi1,m2)F(m2,m3)F(m3,ni)

e A lagrangeana abaixo € aquela determinada em (2.33)

| agraT: = unappl y(expand(1/ 2*KA*2*dp(F(m k), r) *dp(F(l,n),s)
*(gtup(r,s)*gtdw(l, mn2, md) *gt dw k, n, nB, nb) - 1/ 2*gt up(r, s)*
gtdwm mk, n8, md) *gtdw(l,n, m2, nb)-2*s & k * r & | * gtdw(m
n,n2, mM3))), mn,r,s, |, k, 2, n3, M, nb) :

aqual adicionamos um termo de fixagéo de gauge do tipo (0,4,,)?,

coef f (expand(| agraT(mil, n1, n2, n2, n8, n3, M4, n4, nb, n5)), KA*2)
-(1/ gauge) *dp(F(nl, n1), nl1) *dp(F(ntl, n2), n2);

—idp(F(ml,n3),m2)dp(F(m3,n1),n2)g(m?,n?)g(ml,n?)g(mf)’,nl)
—dp(F(m1,n3),m2)dp(F(m3,n1),n2)g(n2,n3)g(m2,m3)g(mi,nl)
+%dp(F(ml,né’),m2)dp(F(m3,n1),n2)g(m?,n2)g(m1,m3)g(n1,n3)
_dp(F(mi,n1),n1)dp(F(mi1,n2),n2)

gauge

e onde gauge é um parametro dateoria.
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B.2 O propagador do graviton

A fung&o de dois pontos do graviton é determinada utilizando o procedimento
f eyn\ _pur e, e extraindo a parte quadréticaem x,

t wo0: = unappl y(contract (feyn\ _pure(contract (-(1/gauge)*
dp(F(rmL, nl), nl) *dp(F(nl, n2), n2) +

coef f (expand(l agraT(ml, n1, n2, n2, nB, n3, m4, n4,

nb, n5)), KA*2)))), x1,yl, x2,y2,z1,22);

1
two0 :z(xl,yl,w?,y.?,zl,z?)—>Z(zl &.22)(22&.y2) (21 &. yl)

+ (yl &.22) (21 &.22) (y2&.21) —

L (yl&at) (g2 22) (21 &.02)
gauge

(21&.22) (yl &.y2) (21 &.22)

(NN

e E necessario neste ponto simetrizarmosem permutasdo tipo z, < y1, T2 <
Yo e permutasde indices z; < x:

twol: = (x1,y1,x2,y2,z1,2z2) -> tw0(x1,yl, x2,y2,z1,z2)+
twoO(y1, x1, x2,y2, z1, z2) :

two2: = (x1,y1,x2,y2,z1,z2) -> (twol(xl,yl,x2,y2,z1,22)+
twol(x1,yl,y2,x2,2z1,22))/4:

TwoG aviton: = (x1,y1,x2,y2,z1,z2) ->two2(x1,vyl, x2,y2,2z1,22)
+two2(x2,y2,x1,y1,z2,2z1):

e COMO queremos determinar o propagador devemosinverter afuncéo de dois
pontos do graviton. Paraisso utilizamos uma base de tensores, simétricana
trocade (x1,y1) «+» (x2,y2) ex1 + y1, X2 +» y2, descritos natabela (2.1).

Covari ant Tensors: =(x1, y1, x2,y2,p) - >[ Xx1& x2*y1l& y2+yl& x2*x1& y2,
X1& y1*x2&. y2,
P& x1*p& x2*y1l& y2 + p& yl*p& x2*x1& y2 +p& x1*p& y2*yl& x2 +
p&. y1*p& y2* x1&. x2,
P& x1*p&. y1*p& x2*pé&. y2,
P& X1*p& y1*x2& y2+p& X2*p& y2*x1& y1];

e Com essetensores construiremosumacombinacéo linear naforma 2?21 ci'T;
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> GenProp: =unappl y(sunm(op(jj,[seq(c.i*op(i, Covari ant Tensors(x1l
> ,yl, x2,y2,p)), i=1..5)]), jj =1..5),x1,y1,x2,y2,p,cl,c2,c3,
> ¢4,ch);

GenProp := (z1,yl,22,y2,p,cl,c2,c3,¢c4,c5) —
cl ((21&.22)(yl & y2)+ (22&.y1) (21 &.y2))
+c2 (2l &.yl)(22&.y2)
+e8((p&.zl) (p&.22) (yl &.y2) + (p&.yl ) (p&.22) (21 &.y2)
+(p&.zl ) (p&.y2)(22&.y1 )+ (p&.yl ) (p&.y2) (2l &.22))
+c4(p&.zl)(p&k.yl)(p&.22) (p&k.y2)
+c5((p&.2l)(p&.yl ) (22&. y2 )+ (p&.22) (p&.y2 ) (21 &.yl))

e Assim resta-nos determinar o valor destas constantes ¢;. Paraisso devemos
solucionar a equacéo:

GenProp - TwoGraviton =1 (B.2)

o que significadizer que GenPr op éainversade TwoGr avi t on. O tensor uni-
tario € nada mais, nada menos que duas vezes o0 primeiro elemento dos tensores
covariantes.O sistema de equagdes a ser resolvido € formado pela contrag&o desta
diferenca com cada um dos cinco tensores, para assim obter o valor do propaga-
dor:

> solve({seq(contract (subs({x1l=ml, x2=n2, yl=nl, y2=n2},
> (contract (GenProp(x1,yl,n2,n2,p,cl,c2,c3,c4,chH)*
> TwoGraviton(n2,n2,x2,y2,p,-p))
> - 1/ 2*op(1, Covari ant Tensors(x1, y1,x2,y2,p)) )
> * op(ii, CovariantTensors(xl,yl,x2,y2,p)) )), ii=1..5)}
> {cl,c2,c3,c4,c5});
> GravitonPropagator: =unappl y(subs(", GenProp(x1,y1l,x2,y2,p,cl,c2
> ¢3,c4,chH)),x1,yl, x2,y2, p, gauge) ;
1 1 1 2 + gauge gauge + 1 1 gauge + 1}
c4=0cl=w——c2=—-—F— =775, =— - "F———
{ 4 2p&k.p 2 p&.p (p&.p)? 2 (p&.p)?
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GravitonPropagator := (z1,yl,z2,y2,p, gauge ) —
1(21&.22)(yl&.y2)+ (22&.yl ) (zl & . y2)
2 p&.p

1 (2+ gauge) (21 &.y1)(22&.y2)

2 p&.p

1

2

(gauge +1)((p&.z1 ) (p&.22) (yl &.y2)

+(p&.yl)(p&.22)(z1 &.y2)+ (p&k.zl) (p&.y2) (22 &. yl )

+(p&.yl) (p&.y2) (21 &.12)) [(p&.p)?

N (gauge +1)((p&.z1 ) (p&.yl ) (22&.y2)+ (p&.22 ) (p&.y2) (21 &.y1))
(p&.p)

observamos aqui que o propagador € definido com um sinal negativo, o que sera
compensado no calculo da amplitude de espal hamento.

B.3 Os vértices cubicos e quarticos

e A determinacao dos vértices € mais simples. € necessario apenas coletar 0s
coeficientes «x*, no caso do vertice clbico:

> three0: = unappl y(contract (feyn_pure(contract (coeff(expand(
> lagraT(ml, n1, n2, n2, nB, n3, M, n4, nb, n5) ), KA*3)))), x1,y1, x2,
> y2,x3,y3,21,22);

three0 = (z1,yl,22,y2,28,y3,21,22 ) —
1
Z(xl&.z?)(y] &.21)(23&. 938 ) (22 &.y2)

——(21&.22)(yl &. y2) (21 &. 22) (23 &.y3)

(21 &.22)(yl &.21)(y2&. y3) (22&.23)
yl &.y3 ) (y2&.22) (21 &. 22) (23 &. 21 )
(21&.9y2)(21&.22)(yl &.y3)(22&.23)

_|_

NSRS ORIl ORI ORI

(21&.22)(y2&.y3) (21 &.22) (23 &.yl)

e O vértice qurtico é obtido analogamente, através do coeficiente x*:
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four0: = unappl y(contract (feyn_pure(contract (coeff(
expand(l agraT(nid, nl, n2, n2, nB, n3, m4, n4, nb, n5) ), KA*4)
))) ., x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4,21,22):

e Simetrizamos estes vértices, como fizemos com o propagador, afim de obter

as expressoesfinais:

wi t h(conbi nat, permnute);
[ permaute |

threel: =(x1,y1, x2,y2,x3,y3,22,23)->

t hree0O(x1, y1, x2,y2,x3,y3, 22, z3)

+threeO(yl, x1, x2,y2, x3,y3,22,z3):

three2: =(x1,y1, x2,y2,x3,y3,22,23)->

threel(x1,yl,x2,y2,x3,y3,2z2,2z3)+

threel(x1,vyl,y2,x2,x3,y3,22,23):

three3: =(x1,vy1, z1,x2,y2,22,x3,y3,23)->

(three2(x1,yl,x2,y2,x3,y3,22,23)+

three2(x1,yl,x2,y2,y3,x3,22,23))/8:
[seq(three3(seq(op(op(i,op(j,pernmute([[x1,yl,z1],
[x2,y2,22], [x3,y3,23]])))),i=1..3)),j=1..6)]:

ThreeG avi t on: =unappl y(expand(sum(op(jjjj,"),jjjj=1..6))
,X1,y1,x2,y2,x3,y3, z1,22,23):

nops( ThreeG avi ton(x1,yl, x2,y2,x3,y3, 21,22, 23));
78

fourl:= (x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,vy4,z23,24)->
fourO(x1,vyl, x2,y2,x3,y3,x4,y4, 23, z4) +

fourO(yl, x1, x2,y2, x3,y3, x4,vy4, 23, z4) .

four2:= (x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,vy4,z23,2z4)->
fourl(xl,yl, x2,y2,x3,y3,x4,y4,z23,z4)+

fourl(xl,yl,y2,x2,x3,y3,x4,y4,z3,z4):

four3:= (x1,y1,x2,y2,x3,y3,x4,y4,z23,z4) ->
four2(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4, 23, z4) +

four2(xl,yl, x2,y2,y3, x3, x4,vy4, 23, z4) .

fourd: = (x1,y1,z1,x2,y2,22,x3,y3,23, X4,y4,z4) ->
(four3(x1l,yl, x2,y2,x3,y3,x4,vy4, 23, z4) +

four3(x1l,vyl, x2,y2,x3,y3,y4,x4,23,z4))/16

[ seq(fourd(seq(op(op(i,op(j,permute([[x1,yl,z1],
[x2,y2,22],[x3,y3,23], [x4,y4,2z4]])))).,
i=1..4)),j=1..24)]:

Four Gravi t on: =unappl y(expand(sum(op(jjjj,."),ijjij=1..24)),x1,yl,

x2,¥2,x3,y3,x4,v4,z1,22,23, z4) .
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Apéndice C

Programa de espalhamento
graviton-graviton

O programaaqui calculaaamplitude de espalhamento graviton-graviton, eini-
ciatambém atentativa de fatorizagc& desta amplitude; os procedimentos no inicio
s80 andlogos aqueles utilizados para o calculo do espalhamento gldon-gluon, en-
tretanto a tentativa de fatorizar esta amplitude ndo foi conseguida e sera tentada
ainda no algoritmo mostrado no apéndice C. FeynnanRul es. mé o programa
mostrado no apéndice B, cujas funcdes, principal mente propagador e vértices sdo
necessarios de inicio.

C.1 Aplicando as identidades de Ward

Reiniciamos, lendo o pacote de manipulagéo tensorial e definindo quadriveto-
res e indices:

restart; tO:=tinme(): read "HP.mM;
read ' FeynmanRul es. m ; setaliases();
setfv(xl, x2,x3,x4,y1,y2,y3,vy4, ki1, k2, k3, k4, K4, z3);
seti ndex(ni, n1, n2, n2, nB, n3, n4, n4, al pha, nu, nu, bet a,
rho, si gma, del ta, | anbda, tau, eta);
with (combinat, permute):

Primeiramente iremos construir os operadores que irdo servir para verificar-
mos as identidades de Ward de cada um dos veértices, com um atuando do lado
esguerdo e outro atuando do lado direito da equagéo:
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LeftWard: = unappl y(x1 & al pha*al pha& z3 * k1 & vyl
+yl &. al pha*al pha& z3 * k1 & x1 - x1 & vyl
* k1 & z3, x1,y1,z3,kl);

LeftWard == (z1,y1,28,kl ) = 21428, (k1 &.yl)
+uyl, 28, (k1&.21)— (21 & yl) (k& 23)

Ri ght War d: =unappl y(expand(yl & z3 * (x2 & x1 * k1l & y2
+ x1 & y2 * k1 & x2)+ x2 & x1 * yl & y2 * k3 & z3)
,X1,y1,x2,y2,23,kl, k3) ;

RightWard := (z1,yl,22,y2,23,k1,k3) — (yl &. 23 ) (z1 &. 22) (k1 &.y2)
+(yl&.28) (21 &.y2) (k1 &. 22)+ (21 &.22)(yl &. y2) (k3 &. 23)

A funcéo de dois pontos do graviton é representada abaixo. O parametro gauge
representa a constante de “ gauge’. Este termo, para verificar as identidades de
Ward, seré desnecessario, e eliminaremos este colocando gauge=oo.

TwoG avi ton(ni, nl, x1, y1, k1, - k1) ;
1 1 1
—§g(m1,n1)(x1&.y1)(k1 &.k1)+5x1m1 yl,, (kI &.kl)—§k1m1 zl, (kI &. yl)

1 z1 1 1&. y1 1 1
1z m1 kln (K1 &y )+§x1n1y1m1(kl&.kl)—§k1n11‘1m1(kl&-yl)

2 gauge

121, k1 k1 &. yl 1 1yl ki k1&.z1
_ L aln ki ( y)——mmyggm&wm——ymfnd o)

2 gauge 2 2 gauge

1 1 g1, klm (k1 &. 21
—§mmwm(m&mm—§ymkmdk&x)

gauge

Veremos se a fungéo de dois pontos verifica a identidade de Ward

limt(expand(contract (LeftWard(nmil, nl, z3, k1)
*TwoGravi ton(ni, nl, x1,y1, k1,-k1))), gauge=
infinity);

0

O mesmo é feito para o vértice cubico, mas agora operamos na funcao de trés
pontos do lado esquerdo e na funcéo de dois pontos do lado direito:

simplify(limt(expand(subs(kl=-k2-k3, (contract(expand(contra
ct(LeftWard(mil, nl, z3, k1) *ThreeG avi ton(mi, nl, x2,y2, x3, y3, k1

, k2, k3)) +expand(contract (expand( R ght Vard(mil, n1, x2,y2, z3, k1

, k3)*TwoGravi ton(mL, n1, x3, y3, k1+k2, k3))) +(contract (expand(

Ri ght Ward(ntl, n1, x3,y3, z3, k1, k2) *TwoGr avi t on( i, nl, x2, y2, k1+k3
,k2)))))))))).gauge=infinity));
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0

Agorairemos verificar aidentidade de Ward que relaciona a fungéo de quatro
pontos do graviton com a fungéo de trés pontos:
expand(contract (expand(LeftWard(nmi, nl, z3, k1) *Four Graviton(nt,

nl, x2,y2,x3,y3, x4,y4, k1, k2,k3,k4)) )):
Four Lef t : =expand(subs(kl= -k2-k3-k4,")):

expand(contract (expand( R ght Ward(mL, n1, x2,y2, z3, k1, k3+k4)
*ThreeG avi ton(ni, nl, x3,y3, x4, y4, k1+k2, k3, k4) +
Ri ght Ward(ntl, n1, x3,y3, z3,kl, k2+k4)*ThreeG aviton(nil, nl
, X2,y2, x4,y4, k1+k3, k2, k4) +
Ri ght Ward(mlL, n1, x4,y4, z3,kl, k2+k3)*
ThreeG aviton(ml, nl, x2,y2, x3,y3, kl+k4, k2, k3)
))): Four Ri ght: =expand(subs(kl= -k2-k3-k4,")):
Fazendo a comparacéo dos dois lados da identidade:

expand( Four Lef t +Four Ri ght ) ;

C.2 A amplitude de espalhamento

Construiremos agora a amplitude de espalhamento em si, no “gauge” de Feyn-
man =-1. Impondo conservagd de momento nos veértices

k4: =-k1l-k2-k3:

Como feito no espalhamento de gluons, contruimos a seguir uma fungéo para
representar os canais de espalhamento s, t e u, Simplesmente atuando com permu-
tacBes ciclicas entre os indices e momentos

Al: =unappl y(expand(-contract ( ThreeG avi ton(x1,yl, x2,y2,
mL, n1, k1, k2, - k2- k1) *Gravi t onPr opagat or (., n1, n2, n2,

-k2-k1,-1)*ThreeG avi ton(x4, y4, n2, n2, x3, y3, K4, k2+k1,
k3))).,x1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4, ki1, k2, k3, K4):

A4 é ssimplesmente o vértice quartico do acoplamento:

A4: =unappl y( Four Gravi ton(x1, y1, x2,y2, x3,y3, x4,y4, k1, k2,
k3, K4),x1,y1,x2,y2, x3,y3, x4,y4, k1, k2, k3, K4):

As condic¢des fisicas implementadas agora séo de transversalidade do momen-
to e que as particulas estdo localizados na camada de massa. Observe que até
agora tem sido utilizada a varidvel K4 no lugar de k4 por motivos computacio-
nais:
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ConFi s: ={ K4& K4=0, seq(k.i & k.i=0,i=1..4),seq(k.i& x.i=0,i=1..4),
seq(k.i & y.i=0,i=1..4)}:
Agoraaamplitude € construidasomando as contribui¢des acima e substituindo

as condicOesfisicas
Ampl _Gravi t on: =unappl y(subs(ConFi s, (expand( A1(x1, yl, x2,y2,
x3,y¥3, x4,y4, k1, k2, k3, K4) +AL(x2,y2, x3,y3, x1, y1, x4,

v4, k2, k3, k1, K4) +A1(x3,y3, x1,y1, x2,y2, x4,y4, k3, k1,

k2, K4) +A4(x1,y1, x2,y2, x3,y3, x4,y4,kl, k2,k3,K4)))),

x1,y1,kl, x2,y2,k2,x3,y3, k3, x4, y4, K4) :

Verificamos se a amplitude tem simetria de troca bosonica, permutando indi-
ces:
wi t h( conbi nat, permute):
Li st Args: =[seq([seq(op(op(i,op(j,"))),i=1..4)],j=1..4)]:
seq(seq(sinmplify(subs(kl& x4=-(k2& x4)-(k3& x4),
subs(klé& y4=-(k2& y4)-(k3& y4), subs(ConFi s, subs(kl& k2=
-(k1l& k3) - (k2& k3), expand( Anpl _Gravi ton(op(op(i, ListArgs)
))- Anpl _Graviton(op(op(j,ListArgs))))))))),i=j+1..3),j=1..5);

0,0,0

Incluimos umanovacondic&o fisicade que o tensor de polarizag&o do graviton
tem traco nulo:
ConFi s2: ={seq(k.i & k.i=0,i=1..4),seq(k.i& x.i=0,i=1..4)
,seq(k.i&y.i=0,i=1..4),seq(x.i&y.i=0,i=1..4)}:
t est ésimplesmente aamplitude maisgeral possivel usando estas condicdes
fisicas
t est: =unappl y(expand(subs( ConFi s2, expand( Anmpl _Graviton(xl1,

v1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3, x4,y4, -kl-k2-k3))))
,Xx1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4) .

Iremos verificar agora se conseguimos construir uma amplitude invariante de
“gauge”’, contraindo esta por um momento, que é analogo a substituir um dos
indices por seu respectivo momento

factor (expand(subs(klé& y4=-k2& y4-k3& y4, kl& x4=-k2&. x4

-k3& x4, k1& k3=-k2& k3-klé& k2, expand(subs(ConFi s2,
expand(test(kl,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)))))));

0
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A amplitude de espalhamento possui ao todo uma quantidade de termos dada
por:
> nops(test(x1l,yl,x2,y2,x3,y3, x4,y4));
3660

C.3 Iniciando a fatorizacéo

O préximo passo € tentar fatorizar a amplitude obtida. Primeiro iremos lo-
calizar os termos dependentes de momento no denominador e que ja podem ser
fatorizados facilmente:

> resl: =expand(subs({kl& y4=-k2& y4-k3& y4, k1l& x4=
> -k2& x4-k3& x4}, test(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4))):

> res2: =expand(subs({k2& y4=-kl& y4-k3& y4, k2& x4=
> -k1é& x4-k3& x4}, test(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4))):
Conseguimos entdo construir trés termos com ndmeros iguais de operadores,
utilizando as condi¢des de transversalidade e conservag&d de momento adequa-
das:

> ABl: =coeff(resl, 1/ kl& k2): nops(");
970

> AB2:=coeff(resl, 1/kl& k3): nops(");
970

> AB3: =coeff(res2, 1/ k2& k3): nops(");
970

L ogo poderemos construir a amplitude usando permutagdes do operadorAB1L.
Mas ainda restam mais termos, ext r a, que sdo o0s termos sem denominadores
(termos de contato):

> extra:=expand(resl-(ABl/kl& k2+AB2/ k1&. k3+AB3/ k2& k3)):
nops(");

\Y

1894
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extral: =expand(subs({k2& y4=-kl& y4-k3& y4, k2& x4=
-k1l& x4-k3& x4}, extra))
nops(");
836

extra2: =expand(subs({klé& y4=-k2& y4-k3& y4, k1l& x4=
-k2& x4-k3& x4}, extra))
nops(");
836

extra3d: =expand(subs({k3& y4=-k2& y4-klé& y4, k3& x4=
-k2& x4-kl& x4},extra))
nops(");
836

extral23: =expand( extral/ 3+extra2/ 3+extra3/ 3):
nops(") =i factor(nops("));

1236 = (2)?(3)(103)

69

Podemos extrair de ext r al23, um termo primitivo que através de suas per-
mutagdes ciclicas de momentos e indices, retornaao original. Estestermosiremos
denominar de part 1. Eles sdo obtidos separando os termos de contato em trés

partes obtidas uma da outra por permutacdes ciclicas de (1,2,3)

part 1. =unappl y(expand(coeff(extral23, kl& x4)*kl& x4
+coef f (extral23d, kl1l& y4) *kl& y4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y¥3, k3):
part 2: =unappl y(expand(coef f (extral23, k2& x4) *k2& x4
+coef f (extral23d, k2& y4) *k2& y4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y¥3, k3):
part 3: =unappl y(expand(coef f (extral23, k3& x4) *k3& x4
+coef f (extral23d, k3& y4) *k3& y4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y3, k3):

verificando a simetria destes termos
expand(part1(x2,y2, k2,x3,y3, k3, x1,yl, kl)
-part2(x1,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0

expand(part1(x3,y3,k3,x1,y1, k1, x2,y2, k2)
-part3(x1,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0
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nops(part1(x1,yl, ki, x2,y2,k2,x3,y3,k3));
240

Agorairemos procurar, aindaemext r al23, quendo sgaiguaisa partn,
e analisar suasimetria
rest Part: =expand(extral23-part1(x1,yl, kl, x2,y2, k2, x3,y3, k3)

-part2(x1,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3)-part 3(x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y¥3,k3)):

part la: =unappl y(expand(coeff (restPart, x1& x4) *x1& x4
+coeff(restPart,yl& x4)*yl& x4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y¥3,k3):

part 2a: =unappl y(expand(coeff (restPart, x2& x4) *x2&. x4
+coeff(restPart, y2& x4)*y2& x4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y¥3, k3):

part 3a: =unappl y(expand(coeff (restPart, x3& x4) *x3& x4
+coeff(restPart, y3& x4) *y3& x4),x1,yl, k1, x2,y2, k2,
x3,y3,k3):

Verificamos que através de permutagdes ciclicas podemos mudar de uma para
outrafuncéo
expand(partla(x2,y2, k2, x3,y3, k3, x1,y1, kl)
-part2a(xl,yl, ki, x2,y2,k2,x3,y3,k3));
0

expand(partla(x3,y3, k3, x1,y1, k1, x2,y2, k2)
-part3a(xl,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0

Nossa hipétese € de que podemos construir os termos restantes usando somen-
teasfuncBes part la, dependentes somente dos indices:
expand(restPart-partla(x1,yl, kl, x2,y2, k2, x3,y3, k3)

-part2a(x1,yl, k1, x2,y2, k2, x3, y3, k3)
-part3a(xl,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3));

0
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E finalmente chegamos a forma que representa os numeradores dafatorizagéo,
somando todos os termos fatorizados e permutando-os:
Tot ABL: =unappl y(expand( AB1+k1&. k2*expand(part 1(x1, y1, k1, x2,

y2, k2, x3,y3, k3) +part la(x1,yl, k1, x2,y2, k2, x3,y3,k3))),
x1,y1l,kl,x2,y2,k2,x3,y3, k3):
Verificamosagoraque Tot AB1( x1, y1, k1, x2, y2, k2, x3, y3, k3) +(per-
mutacoes) reproduz exatamente a amplitude original, t est :
expand(subs({k2& y4=-k1é& y4-k3& y4, k2& x4=-kl& x4-k3& x4},
expand( Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3)/kl& k2
+Tot AB1(x2,vy2, k2,x3,y3, k3, x1,y1, k1)/ k2& k3+
Tot AB1(x3,Vy3, k3, x1,y1, k1, x2,y2,k2)/klé& k3
-test(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4))));

0

Verificando a simetria de troca de indices deste termo fatorizado:
expand( Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3)
-Tot AB1(yl, x1, k1, x2,y2, k2, x3,y3,k3));
0

expand( Tot AB1(x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3)
-Tot AB1(x1,y1, kl,y2,x2,k2,x3,y3,k3));

0

expand( Tot AB1(x1,vy1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3)
-Tot AB1(x1,y1, k1, x2,y2,k2,y3,x3,k3));

0,
0 nUmero de termos obtidos é

nops( Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3));
1382

save( Tot AB1, Tot AB1TXT):
O que faremos a seguir é explorar a simetria interna de permuta de indices
x; <> y;, COMO veremos no apéndice seguinte.
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Apéndice D

Simetrizacao da amplitude
graviton-graviton

Abaixo listamos um algoritmo que procura na amplitude fatores que sdo simé-
tricosem z; < y;. O objetivo deste algoritmo € reduzir a amplitude a um nimero
cada vez menor de termos para que assim possamos manipul&-la mais facilmen-
te e determinar os termos do produto da fatorizag&. Iniciamos lendo o pacote
HI P e uma parte da amplitude, como mostrada no apéndice C, Tot AB1, além
dos indices e quadrivetores necessarios.

restart;t0:=time():read ‘H P. ;setaliases();
setfv(xl, x2,x3,x4,y1,y2,y3,y4, kl1,k2,k3);
read(’ Tot ABLTXT'):
expla: =unappl y([ op(Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3))]
, x1,y1) :
exp2a: =[ op(Tot AB1(x1,y1l, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3))]:
nt: =nops(exp2):
O procedimento abaixo localiza e separa 0s termos que sdo iguais na troca de
x1,y1:

sinetriza := proc(expl, exp2, nt)
| ocal xxx,i,j,Al pha; Al pha:=0;
for j to nt do
for i fromj+1l to nt do
if op(i,expl(yl,x1)) = op(j,exp2) then
Al pha : = Al pha+op(i, exp2); break;
el se XXX = XXX ;
fi
od
od;
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RETURN( expand( Al pha))

end:
Aplicando o procedimento em ot ABL:

resl: =sinetriza(expla, exp2a,nt):
nops(resl);
res2: =unappl y(resi, x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3):

Este passo visa escrever 0s termos que sdo iguais natroca de z1 « yl, e
somar 0s termos que sao simétricos em si, ou seja mantém a sua forma quando da
trocade x1 por y1. Estes termos precisam ser divididos entdo pelo fator %:

res3: =unappl y(expand(res2(x1, y1, k1, x2,y2, k2,x3,y3, k3) +
(Tot AB1(x1,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3, k3)-
(res2(x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3) +

res2(yl, x1, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3)))/2),x1,yl, k1, x2,y2,
k2, x3,y3,k3):

nops(res3(x1,y1, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3));

726

Iremos verificar se o resultado esta correto observando seele representaTot AB1
fazendo atrocaentre 1 + yl1
t est: =expand( Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3, y3, k3) -

(res3(x1,vyl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3) +
res3(yl, x1, k1, x2,y2, k2, x3,y3,k3)));

test :=0

Recorremos aum procedimento parecido, porém para determinar no resultado
jaobtido os termos que sdo obtidos pelatroca de 22 + y2.

sinmetrizal := proc(expl, exp2, nt)
| ocal xxx,i,j,Al pha; Al pha:=0;
for j to nt do
for i fromj+1l to nt do
if op(i,expl(xl,yl, kl,y2,x2,k2,x3,y3,k3)) = op(j,exp2) or
op(i,expl(yl, x1,kl,y2,x2,k2,x3,y3,k3)) = op(j,exp2) then
Al pha : = Al pha+op(i, exp2); break;
el se XXX = XXX ;
fi
od

od;
RETURN( expand( Al pha))

end.
Aplicamos o procedimento:
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expla: =unappl y([op(res3(x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3,k3))],
x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3) :
exp2a: =[op(res3(x1,yl, k1, x2,y2,k2,x3,y3,k3))]:
nt: =nops(exp2a);
resla: =simetrizal(expla, exp2a, nt):

E novamente iremos somar aos termos simétricos em si mesmo:
res2a: =unappl y(resla, x1, y1, x2,y2, x3,y3):
res3a: =unappl y(expand(res2a(x1,yl, x2,y2,x3,y3)+
(res3(x1,vyl,kl,x2,y2,k2,x3,y3, k3)-(res2a(xl, yl, x2,y2, x3,y3)
+res2a(x1,yl,y2,x2,x3,y3)))/2),x1,yl,x2,y2,x3,y3):
nops(res3a(xl,yl, x2,y2,x3,y3));

696

Iremos verificar se conseguimos o resultado anterior fazendo trocas entre os
indicesx1,yl ex2,y2:
expand( Tot AB1(x1, y1l, k1, x2,vy2, k2, x3,y3, k3)
-(res3a(xl,yl, x2,y2,x3,y3)+

res3a(x1,yl,y2,x2,x3,y3)+
res3a(yl, x1, x2,y2,x3,y3)+res3a(yl, x1,y2,x2,x3,y3)));

0

Agorairemos verificar quais termos podem ser separados através da troca de
x3 < y3.

sinmetriza2 : = proc(expl, exp2, nt)
| ocal xxx,i,j,Al pha; Al pha:=0;
for j to nt do
for i fromj+1l to nt do
if op(i,expl(xl,yl, x2,y2,y3,x3,x4,y4)) = op(j,exp2)
or op(i,expl(xl,yl,y2,x2,y3,x3,x4,y4)) = op(j,exp2)
or op(i,expl(yl,xl,x2,y2,y3,x3,x4,y4)) = op(j,exp2)
or op(i,expl(yl,xl,y2,x2,y3,x3,x4,y4)) = op(j,exp2)
t hen
Al pha : = Al pha+top(i, exp2); break;
el se XXX = XXX
fi
od
od;
RETURN( expand( Al pha))
end:

Faremos toda a rotina anterior:

explb: =unappl y([op(res3a(x1,yl, x2,y2,x3,y3))],
x1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4) :
exp2b: =[ op(res3a(x1,yl, x2,y2,x3,y3))]:
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nt : =nops(exp2b) :

reslb: =si netriza2(explb, exp2b, nt):

res2b: =unappl y(reslb, x1,y1, x2,y2,x3,y3, x4,y4):

res3b: =unappl y(expand(res2b(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4) +
(res3a(x1,yl,x2,y2,x3,y3)-
(res2b(x1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4)

+res2b(x1,yl, x2,y2,y3,x3,x4,y4)))/2),x1,yl,x2,y2,x3

, Y3, x4,y4):

nops(res3b(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4));

696

Verificaremos se podemos escrever aamplitude original utilizando assimetrias
utilizadas

res3bl: =(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4) ->
res3b(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4) +
res3b(yl, x1, x2,y2,x3,y3, x4, y4):
res3b2: =(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4) ->
res3bl(xl,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4) +
res3bl(xl,yl,y2,x2,x3,y3, x4,y4):
res3b3: =(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4) ->
res3b2(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4) +
res3b2(x1,yl, x2,y2,y3, x3, x4, y4):

expand( Tot AB1(x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3)
-res3b3(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4));

0

Finalmente, a dltima simetria € atroca de x4 + y4, onde novamente recorre-
mos ao procedimento ja utilizado nas outras etapas

sinetriza3 : = proc(expl, exp2, nt)
| ocal xxx,i,j,Al pha; Al pha:=0;
for j to nt do
for i fromj+1l to nt do
if op(i,expl(x1,yl, x2,y2,x3,y3,y4,x4)) = op(j,exp2)
t hen
Al pha : = Al pha+top(i, exp2); break;
el se  XXX:=XXX
fi
od
od;
RETURN( expand( Al pha))
end:




VVVVVYVVYVYVYVYV

VVVVVYVVYVVYVVYV

vV Vv

APENDICED. SIMETRIZACAO DA AMPLITUDE GRAVITON-GRAVITON76

explc: =unappl y([op(res3b(x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4))],
x1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4) :

exp2c: =[ op(res3b(x1,yl, x2,y2, x3,y3,x4,y4))]:

nt : =nops(exp2c);

reslc: =simetriza3(explc, exp2c, nt):

res2c: =unappl y(reslc, x1,y1, x2,y2,x3,y3, x4,y4):
res3c: =unappl y(expand(res2c(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4, y4)
+(res3b(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4,y4)

-(res2c(x1,yl, x2,y2,x3,y3,y4, x4)

tres2c(x1,yl, x2,y2,x3,y3,x4,y4)))/ 2),
x1,y1,x2,y2,x3,y3, x4,y4):

Vamos investigar se obtivemos umaformamais simétrica, como anteriormen-
te:

res3cl: = (x1,yl,x2,y2,x3,y3, x4,y4) ->
res3c(x1,vyl, x2,y2,x3,y3, x4,y4) +
res3c(yl, x1, x2,y2,x3,y3, x4,y4):
res3c2: = (x1,yl,x2,y2,x3,y3, x4,y4) ->
res3cl(xl,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4) +
res3cl(xl,yl,y2,x2,x3,y3, x4,y4):
res3c3: = (x1,yl,x2,y2,x3,y3, x4,y4) ->
res3c2(x1,yl, x2,y2, x3,y3, x4, y4) +
res3c2(x1,yl, x2,y2,y3, x3, x4,y4):
res3c4:. = (x1,yl,x2,y2,x3,y3, x4,y4) ->
res3c3(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4, y4) +
res3c3(x1,yl, x2,y2,x3,y3,y4, x4):

Rest o: =unappl y(expand( Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3, y3, k3)
-res3c4 (x1,yl,x2,y2,x3,y3,x4,y4)),x4,y4):
No entanto agora o procedimento ndo representa o resultado anterior exatamente:

nops(");
288

Entretanto esses termos podem ser ignorados pois sdo termos espurios, que
sobram do fato de simetrizarmos os indices 1,2 e 3, deixando o indice de Lorentz
4 fixo. Para provar isto,reescrevemos a expressao verb+TotAB1+ dependendo do
indice 4,

Tot AB2: =unappl y(Tot AB1(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3, y3, k3)
, X1, y1, k1, x2,y2,k2,x3,y3, k3, x4,y4):
Ostermos ditos espurios sdo originados natrocade x4 < yq:
nops( Tot AB2( x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3, x4, y4) -
Tot AB2(x1,y1, k1, x2,y2, k2, x3,y3, k3, y4,x4));

288
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Mas no entanto estes termos sdo nulos,quando queremos reproduzir a ampli-
tude de espal hamento, utilizando permutagdes ciclicas dos indices restantes,estes
termos anulam-se;

expand(subs({k2& y4=-klé& y4-k3& y4, k2& x4=-kl& x4- k3& x4},
expand( ( Tot AB2(x1, y1, k1, x2,y2, k2, x3, y3, k3, x4, y4) - Tot AB2( x1
v1, k1, x2,y2,k2,x3,y3, k3,y4,x4))/ kl& k2+( Tot AB2( x2, y2, k2, X3,
y3, k3, x1,y1, k1, x4, y4) - Tot AB2(x2, y2, k2, x3, y3, k3, x1, y1, k1, y4,
x4))/ k2& k3+( Tot AB2(x3, y3, k3, x1, y1, k1, x2,y2, k2, x4, y4) -

Tot AB2(x3,vy3, k3, x1,y1, k1, x2,y2,k2,y4, x4))/kl& k3)));

0

O que permite despreza-los. A expressdo restante ainda apresenta um numero
grande de termos:

nops(res3c(x1,yl, x2,y2,x3,y3, x4,y4));
625

onde o resultado € mostrado abaixo, fazendo a substituicdo de ‘& . para“.’:

res3c: =-1/16(x4.y3)(x3.y4) (x1.y2)(kl.x2) (k2. k3)(k3.yl)+1/16
(x4.y3)(x3.y4) (k2. x1) (k1.y2)(k3.x2)(k3.y1l)-1/16
(x3.x4) (k2.y3) (k2. x1)(k1.y2)(k3.x2)(yl.y4)-1/32
(k3.y4)(x1.x2)(kl.y2)(k2.x4)(x3.yl)(k1l.y3)-1/32
(x3.x4)(k2.y4)(x2.y1l)(k2.x1)(y2.y3) (k1. k3)-1/32
(k3.y4) (k2.y1l) (k2. x1)(x2.x4)(y2.y3) (k1. x3)-1/32
(x4.y3)(kl1l.x3)(k2.x1)(k1l.y2)(yl.y4)(k3.x2)-1/96
(k1.k2)(x2.y4)(x3.y1l)(y2.y3)(k2.x1) (k1. x4)-1/32
(x3.x4) (k2.k3) (k2.x1)(kl.x2)(y2.y3)(yl.y4)-1/32
(x3.y4) (k2. x4) (x2.yl) (k2. x1)(k1.y3)(k3.y2)+1/32
(k3.y4)(k2.y1l) (k1. x2)(x4.y2)(x1.y3)(kl1l.x3)-1/32
(k3.y4)(x2.y1) (kl.y2)(k2.y3)(x1l.x4) (k1. x3)-1/32
(x4.y3)(kl1l.x3)(k2.x1)(k1.x2)(y2.y4)(k3.y1l)+1/32
(y3.y4)(k2.x3)(yl.y2) (k2. x1)(x2.x4) (k1. k3)-1/32
(x3.y4)(k2.y1l)(kl.y2)(x1.y3)(k3.x2)(k3.x4)-1/64
(x4.y1) (k1. k2)(k3.x2)(k2.y3)(y2.y4)(x1.x3)+1/ 64
(k3.y4) (x1.y2) (kl.x2)(k2.x4)(x3.yl)(k1l.y3)+1/32
(x4.y3) (k2.x3) (k1. x2)(k1l.y2)(x1l.y4)(k3.yl)+1/64
(x3.y4) (k2.x4) (yl.y2)(k2.x1)(k1l.y3)(k3.x2)+1/ 32
(x3.y4)(k1l.y3)(kl.y2)(kl.x2)(k3.x1)(x4.yl)-1/16
(k2.x3)(x1.x2)(yl.y2)(k2.x4)(k1l.y3)(k2.y4)+1/32
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(k3.x4)(k2.x1)(kl.x2)(y2.y3)(x3.y1l)(k3.y4)-1/64
(y3.y4)(yl.y2) (k1. x2)(k2.x3)(k3.x1)(k3.x4)+1/ 64
(x4.y3)(kl.x3)(k2.x1)(k1l.x2)(yl.y4)(k3.y2)+1/ 32
(x3.y4) (x1.x2)(yl.y2)(k2.y3) (k2. k3) (k2.x4)-1/ 32
(k2.y3)(yl.y2)(k2.x1)(x2.x4) (k1. x3)(k2.y4)+1/32
(x4.y3)(k2.k3)(kl.y2)(kl.x2)(x1.y4)(x3.yl)-1/64
(x4.y3)(kl.x3)(k2.yl)(k1l.x2)(k3.y2)(x1.y4)-1/32
(x3.x4)(y3.y4) (kl.y2)(k1l.x2)(k3.x1)(k3.yl)+1/64
(x1.x4) (k1. k2) (k3.x2)(k2.y3)(y2.y4)(x3.y1)-1/32
(x4.y3)(x3.y4) (k2.y1) (k2. x1) (k3.y2)(k3.x2)+1/ 32
(k2.x3)(x1.y2)(k2.yl)(x2.x4)(k1l.y3)(k2.y4)-1/16
(k2.y3) (kl1l.x2)(kl.y2)(yl.y4)(x1l.x4)(kl.x3)+1/64
(x4.y1) (k1. k2) (k3.y2)(k2.x3)(x1.x2)(y3.y4)+1/ 16
(k1.y3)(x2.y1l) (k2.x1)(x4.y2)(k2.x3)(k2.y4)+1/ 16
(x4.y1) (k1. k2)(x2.x3)(k2.y3)(y2.y4)(k3.x1)-1/96
(k1.k2)(x2.y1l)(x1.y3)(x3.x4)(k1l.y2)(k1l.y4)-1/32
(x4.y1) (k1. k2)(k3.x2)(k2.y3)(x3.y4)(x1.y2)-1/16
(x1.y4)(x4.y1) (k1. k2)(y2.y3)(k2.x3)(k3.x2)-1/32
(x1.x4) (k1. k2)(k3.y2)(k2.y3)(x2.y4)(x3.y1l)-1/96
(k1.k2)(x1.y4)(x2.x3)(yl.y2)(k1.y3)(k1l.x4)+1/32
(k3.y4) (k2.yl) (k1. x2)(x4.y2)(x1.y3)(k2.x3)+1/32
(x3.y4)(x2.y1)(k1l.y2)(k2.y3)(k3.x1)(k3.x4)+1/16
(x1.x4)(y2.y3) (k3.x2)(k2.y1)(x3.y4) (k1. k2)+1/48
(k1.k2)(y3.y4) (kl.x4)(x1.y2)(x3.yl)(k3.x2)-1/32
(k1.k2)(x3.y1l)(y2.y3)(x2.y4)(x1l.x4) (k1. k3)+1/32
(y3.y4) (k2.x3)(k2.yl)(k2.x1)(k3.x2)(x4.y2)+1/ 16
(k3.x4)(k2.y1l)(kl.y2)(x2.x3)(x1.y3)(k3.y4)-1/32
(x4.y3) (k2.x3) (k2.x1)(k1l.y2)(x2.y4)(k3.y1l)+1/ 32
(y3.y4) (k1.k3)(yl.y2)(kl.x2)(k2.x4)(x1.x3)-1/32
(x4.y3)(k2.x3)(x1.y2)(k2.y1)(k3.x2)(k3.y4)-1/32
(y3.y4)(k2.k3)(x1.y2)(k2.yl)(x2.x3)(k3.x4)-1/32
(k3.x4)(k2.y1l)(k2.x1)(y2.y4)(x2.y3)(k2.x3)-1/32
(k3.x4) (k2.y1l) (k2.x1)(y2.y4) (x2.y3) (k1. x3)+1/ 96
(k1.k2)(x4.y3)(x2.y1l)(x1.y2)(kl.x3)(k1l.y4)+1/32
(x2.y4) (k1. k2)(x3.yl)(k1l.y3)(x1l.x4)(k3.y2)-1/32
(x2.y4) (k1. k2)(x1.x3)(kl.y3)(x4.y1l)(k3.y2)-1/64
(x3.y4) (k2.x4)(x1.y2)(k2.y1l)(kl.y3)(k3.x2)-1/64
(k3.y4)(yl.y2) (k1. x2)(k2.x4)(x1.y3)(k1l.x3)-1/32
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(k3.x4)(k2.yl) (k1. x2)(x3.y2)(x1.y3)(k3.y4)+1/32
(x4.y3)(x1.x2)(yl.y2)(k2.x3) (k2. k3)(k3.y4)+1/ 64
(x3.y4)(x1.y2) (k1. x2)(k2.y3)(k3.yl)(k3.x4)+1/ 32
(x1.x4) (k1. k2)(k3.y2)(k3.x2)(x3.yl)(y3.y4)-1/64
(x1.x4) (k1. k2)(k3.y2)(k2.y3)(x2.yl)(x3.y4)+1/32
(x3.x4)(x1.x2)(yl.y2)(k2.y3)(k2.k3)(k2.y4)-1/32
(y3.y4) (x1.x2)(yl.y2)(k2.x4) (k1. x3) (k1. k3)-1/32
(k1.y3)(x2.y1l)(x1.y2)(k2.y4)(k2.x3)(k3.x4)-1/32
(k2.x3)(x1.x2)(yl.y2)(k2.x4)(k1l.y3)(k3.y4)+1/ 16
(y2.y4) (k1. k2)(x1.x3)(kl.y3)(x4.y1l)(k3.x2)-1/64
(k1.k2)(x2.y3)(k2.k3)(yl.y4)(x1.x4)(x3.y2)-1/32
(k3.x4)(x2.y1) (kl.y2)(x1.y3)(k2.x3)(k2.y4)-1/96
(k1.k2)(x3.x4)(yl.y2)(x2.y3)(k3.x1)(k1l.y4)-1/32
(k3.y4)(yl.y2) (kl.x2)(x1.y3)(k2.x3)(k2.x4)-1/32
(y3.y4) (k1. k3)(k2.yl)(kl.x2)(x1.x3)(x4.y2)+1/32
(x3.x4)(yl.y2) (k1. x2)(x1.y3)(k2.k3)(k3.y4)+1/32
(x3.y4) (k1l.y3)(yl.y2) (k1. x2)(k3.x1)(k2.x4)+1/16
(k2.x3)(x1.x2)(k2.yl)(y2.y4)(kl.y3)(k2.x4)-1/96
(k1.k2)(x4.y2)(x1.y3)(x2.x3)(k2.yl)(kl.y4)+1/64
(k1.k2)(x4.y1l)(x3.y4)(x1.y3) (k1. x2)(kl1l.y2)+1/32
(x3.y4)(x1.x2)(yl.y2)(k1l.y3)(k2.x4) (k1. k3)-1/192
(k1.k2)(x1.x4)(x3.y2)(k3.x2)(yl.y3)(k1l.y4)+1/64
(x3.y4) (k1. k3)(x1.y2)(kl.x2)(k2.y3)(x4.y1l)-1/64
(k1.k2)(x1.y4)(x4.yl)(x3.y2)(kl.x2)(k1l.y3)+1/192
(k1.k2)(x2.y4) (kl.x4)(x3.y1l)(x1l.y2)(k2.y3)-1/128
(x3.y4) (k2.y3) (k2. x1)(kl.x2)(x4.y2)(k3.yl)+1/32
(x4.y3)(x1.x2)(kl.y2)(k2.x3)(yl.y4)(k2.k3)-1/32
(x4.y3)(x1.x2)(yl.y2)(k2.x3) (k2. k3)(k2.y4)+1/ 64
(y3.y4) (k2.y1) (k2. x1)(x2.x3)(k3.y2) (k3. x4)+1/ 64
(x4.y3) (k2. k3) (k2.yl)(k2.x1)(x3.y2)(x2.y4)+1/ 64
(x4.y3) (k1. x3)(x1.y2)(kl.x2)(yl.y4)(k2.k3)-1/32
(x3.x4)(k2.k3) (k1l.y2)(kl.x2)(yl.y3)(x1.y4)-1/128
(x4.y3) (k1. k3)(k2.x1)(k1l.y2)(x2.x3)(yl.y4)-1/128
(k3.x4) (x1.x2)(kl.y2)(yl.y4) (k2.x3)(kl.y3)-1/384
(k1.k2)(yl.y4)(x3.y2)(x1.x2)(k1l.y3)(k1l.x4)-1/128
(x3.y4) (k1. k3)(k2.x1)(kl.y2)(x2.x4)(yl.y3)-1/64
(k3.y4) (kl.y2)(kl.x2)(x1.x3)(x4.yl)(k1l.y3)-1/64
(k3.y4) (kl.y2) (k1. x2)(x1.x3)(x4.yl)(k2.y3)+1/ 64
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(x3.x4)(k1l.y3)(kl.y2)(kl.x2)(x1.y4)(k3.yl)-1/128
(y3.y4) (k2.x3) (k2. x1) (k1.x2)(k3.yl)(x4.y2)+1/ 64
(x4.y3) (k1. k3)(kl.x2)(k1l.y2)(x3.yl)(x1.y4)+1/128
(x3.y4) (k1l.y3)(x2.yl)(kl.y2)(x1l.x4) (k2. k3)+1/128
(x3.x4) (k1. k3)(x1.x2)(kl.y2)(yl.y3)(k2.y4)+1/ 64
(x3.y4) (k1. k3)(kl.x2)(k1l.y2)(x1.x4)(yl.y3)+1/128
(k3.y4) (k2.x4)(x2.yl)(k2.x1)(kl.y3)(x3.y2)+3/64
(y3.y4) (x2.y1) (kl.y2)(x1.x4)(k2.x3)(k2.k3)-1/64
(x4.y3)(x2.y1l)(x1.y2) (k1. x3)(k2.y4) (k1. k3)-1/128
(k3.y4)(x1.y2) (k1. x2)(k2.y3)(x4.yl)(k1l.x3)-1/64
(x3.x4)(y3.y4)(k2.k3) (k2. x1)(kl.y2)(x2.y1l)-1/128
(x3.y4) (k2.x4)(x1.y2)(k2.y1l)(x2.y3) (k1. k3)+1/ 64
(x3.x4) (k1. k3)(kl.x2)(k1l.y2)(yl.y4)(x1.y3)+1/64
(x3.x4)(y3.y4) (x1.x2)(yl.y2) (k2. k3) (k1. k3)+1/ 64
(x4.y3)(x3.y4)(x2.y1)(x1.y2) (k2. k3) (k1. k3)-1/64
(k2.y3)(x1.y2) (k1. x2)(k2.x4)(yl.y4)(kl.x3)-1/128
(k3.x4)(yl.y2) (k1. x2)(k2.y4)(x1.x3)(k1l.y3)-1/64
(k3.x4) (kl.y2)(kl.x2)(x3.yl)(x1l.y4)(kl.y3)-1/64
(k3.x4) (kl1l.y2)(kl.x2)(x3.y1l)(x1l.y4)(k2.y3)-1/64
(k2.x3)(x1.y2)(kl.x2)(k2.y4)(x4.yl)(kl.y3)+1/128
(x4.y3)(k2.k3)(x1.y2)(k2.yl)(x2.y4)(k1l.x3)-1/64
(k3.x4)(kl.x2)(kl.y2)(x1.y3)(yl.y4)(kl.x3)+1/128
(k3.y4) (k2.x1) (kl.x2)(x4.y1)(y2.y3)(k2.x3)+1/128
(k3.x4) (k2.y1l) (kl.x2)(x1.y4)(y2.y3) (k1. x3)+1/128
(k3.x4) (k2.y1l) (kl.x2)(x1.y4)(y2.y3)(k2.x3)+1/128
(k3.y4)(k2.yl) (k1. x2)(x3.y2)(x1.x4)(kl.y3)+1/128
(k3.y4)(k2.y1l) (k1. x2)(x3.y2)(x1.x4)(k2.y3)+1/192
(k1.k2)(x1.x2)(x3.y2)(kl.y4)(x4.y3)(k2.y1)+1/192
(k1.k2)(x3.y4)(x1.x2)(yl.y2)(kl.y3)(kl.x4)+1/64
(k2.y3)(k2.y1l) (kl.x2)(x1.y4)(x4.y2)(k2.x3)-1/64
(k2.x3)(x1.y2) (k1. x2)(k2.y4)(x4.yl)(k2.y3)-1/128
(x3.x4)(k2.y3)(k2.y1l)(kl.x2)(y2.y4)(k3.x1)-1/128
(x3.y4) (k2. k3) (x1.y2)(k2.y1l)(x2.y3)(k2.x4)-1/128
(x4.y3) (k2. k3) (x1.x2)(k2.y1)(x3.y2)(k3.y4)-1/128
(k3.y4) (x1.x2)(kl.y2)(k2.y3)(x3.yl)(k2.x4)-1/32
(k3.y4) (k1. x2)(kl.y2)(yl.y3)(x21.x3)(k3.x4)-1/128
(x3.y4) (k2. k3)(x2.y1) (k2.x1)(y2.y3)(k3.x4)+1/ 64
(x1.x4) (k1. k2)(x3.y2)(k2.y3)(x2.y4)(k3.yl)-1/384
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(k1.k2)(x1.x4)(x2.y3)(yl.y2)(k1.x3)(k1l.y4)-1/128
(k1.k2)(x3.y4)(x1.x4)(yl.y2)(x2.y3) (k2. k3)+1/192
(k1.k2)(x2.x4)(kl.y4)(x1.x3)(yl.y2)(k2.y3)-1/ 384
(k1.k2)(x1.x4)(x3.y2)(x2.y1)(kl.y3)(kl.y4)+1/192
(k1l.k2)(x4.y3)(kl.y4)(x1.y2)(x3.yl)(k3.x2)-1/384
(k1.k2)(yl.y4)(x3.y2)(k3.x2)(x21.y3) (k1. x4)+1/192
(k1.k2)(y2.y4) (kl.x4)(x3.y1)(x1l.x2)(k2.y3)+1/192
(k1.k2)(x2.y4)(x1.y3)(k3.y1l)(kl.x4)(x3.y2)+1/192
(k1.k2)(x4.y2)(yl.y3)(k3.x1)(x2.x3)(k1l.y4)+1/192
(k1l.k2)(x2.y1l)(y2.y3)(k1l.x4)(x3.y4)(k2.x1)-1/128
(y2.y4) (k1. k2) (k1. x3)(k3.x1)(x2.y3)(x4.yl)+1/ 64
(x2.y4) (k1. k2)(kl.y3) (k1. x3)(yl.y2)(x1.x4)+1/192
(k1.k2)(y2.y4)(x3.yl)(k3.x1)(kl.x4)(x2.y3)-1/32
(k3.y4)(yl.y2) (k1. x2)(x1.x4)(k2.x3)(k2.y3)+1/ 64
(x3.x4)(y3.y4)(k2.y1l) (k1. x2)(k3.y2)(k3.x1)-1/64
(k1.y3)(yl.y2) (k1. x2)(k2.y4)(x1.x4)(k1l.x3)-1/64
(k1l.y3)(yl.y2)(kl.x2)(x1.y4)(k2.x4)(k2.x3)+1/128
(k3.y4) (x1.x2)(k2.yl)(x4.y2)(kl.x3)(k2.y3)-1/128
(x3.x4) (k2.y4) (x1.y2)(k2.y1l)(kl.y3)(k3.x2)+1/ 64
(k1.y3)(k2.y1l)(kl.x2)(y2.y4)(x1.x4)(k1l.x3)-1/32
(k1.x3)(kl.x2)(kl.y2)(x4.y1l)(x1.y4)(k1l.y3)-3/64
(x3.x4)(x1.x2)(yl.y2)(k1l.y3)(k2.y4) (k1. k3)-1/128
(y3.y4) (k2.x4)(yl.y2)(k2.x1)(x2.x3)(kl1l.k3)-1/64
(x4.y3)(x3.y4)(x1.y2)(k2.y1)(kl. k3) (k3.x2)-1/32
(k2.y3)(kl1l.x2)(kl.y2)(x1.y4)(x4.yl)(k2.x3)+1/128
(k3. x4) (k2.x1)(kl.y2)(yl.y4)(x2.x3)(k1l.y3)+1/128
(k3.x4)(k2.x1)(k1l.y2)(yl.y4)(x2.x3)(k2.y3)+1/ 64
(k2.x3)(k2.x1)(kl.y2)(x2.y4)(x4.yl)(k2.y3)+1/128
(k1.k2)(x1.x4)(k3.yl)(x3.y2)(y3.y4) (k1. x2)-1/128
(x4.y3)(x1.x2)(kl.y2)(k2.x3)(k3.yl)(k2.y4)+1/128
(k1. k2)(x4.yl)(k2.x1)(x2.y3)(k1l.x3)(y2.y4)-1/64
(k1.x3)(x1.y2)(k2.y1l)(x2.y4)(k2.y3)(k2.x4)+1/128
(k1.k2)(x2.y3)(x1.x3)(x4.y1l)(y2.y4)(k2.k3)-1/64
(k2.y3)(k2.y1l) (kl.y2)(x1.x4)(x2.y4)(k2.x3)+1/ 384
(k1.k2)(yl.y4)(y2.y3)(k3.x2)(x1l.x3)(kl.x4)+1/ 384
(k1.k2)(x1.y4)(x3.y2)(x2.y1l)(k1l.y3)(k1l.x4)-1/128
(k3.x4)(x1.y2)(k2.yl)(x2.x3)(k2.y3)(k2.y4)-1/32
(k1.k2)(x1.x4)(yl.y4)(x2.x3)(k1l.y2)(k1l.y3)-1/128
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(k3.x4)(k2.y1l)(kl.y2)(x1.y4)(x2.x3)(k2.y3)-1/192
(k1.k2)(x4.y3)(kl.y4)(yl.y2)(x1l.x3)(k3.x2)-1/96
(k1.k2)(x3.y4) (kl.x4)(x1.x2)(yl.y3)(k3.y2)-1/96
(k1.k2)(x2.x4)(kl.y4)(x3.y1l)(x1l.y2)(k2.y3)-1/192
(k1.k2)(y2.y4)(x1.x3)(k3.yl)(k1l.x4)(x2.y3)-1/192
(k1. k2)(x2.y4)(kl.x4)(x1.y3)(yl.y2)(k2.x3)-1/64
(k1.k2)(x1.y4)(x4.y1l)(y2.y3)(kl.x2) (k1. x3)+1/128
(x1.x2)(x3.y2)(y3.y4)(x4.y1l) (k1. k2)"2+1/128(x2.y1l)
(y2.y3)(x3.y4) (x1.x4) (k1. k2)"2-1/128(y3.y4) (kl.x3
) (x2.y1)(k1l.y2)(x1.x4)(k2.k3)-1/64(x4.yl) (k1. k2)
(x3.y2)(k2.y3)(x2.y4) (k3.x1)+1/128(k1. k2) (x3.y4)
(x4.y1)(x1.y2)(x2.y3) (k2. k3)+1/128(kl. k2) (x3.y2)
(y1l.y3)(x1.x4)(x2.y4)(k2.k3)-1/192(kl. k2)(y2.y3)
(x2.x3)(x1.x4) (k3.y1l) (k1.y4)+1/192(k1. k2) (x2.y4)
(k1.x4)(yl.y3)(x1.y2)(k2.x3)-1/96(k1.k2)(x4.y3)
(k1l.y4)(x1.x2)(yl.y2)(k2.x3)-1/128(k1l. k2) (x2.x3)
(y3.y4) (k2. x1)(x4.y1l)(k1l.y2)-1/96(k1. k2) (x3.y4)
(x2.y1)(x1.y2) (kl.x4)(k2.y3)-1/128(x2.yl)(x3.y2)
(y3.y4) (x1.x4) (kl. k2)"2+1/64(x1.x4)(x3.y2)(yl.y4)
(x2.y3) (k1. k2)"2-1/128(x1.x2)(y2.y3)(x3.y4)(x4.y1)
(k1. k2)"2+1/64(x3.y4) (k1.x2)(kl.y2)(x1.y3)(k3.yl)
(k3. x4)+1/ 64(k3. x4) (x1.x2)(k2.y1l)(x3.y2)(k2.y3)
(k3.y4)+1/128(x4.y3) (x1.x2)(kl.y2)(x3.yl)(k2.k3)
(k3.y4)-1/128(x3.x4) (k2. k3) (x2.y1) (k2. x1)(y2.y3)
(k2.y4)-1/128(x3.x4) (k2.y3)(x2.y1)(k2.x1)(k3.y2)
(k3.y4)-1/128(x3. x4) (k2. k3) (x2.y1) (k2.x1)(y2.y3)
(k3.y4)+1/128(x4.y3)(x2.y1) (kl.y2) (k2.x3) (k3. x1)
(k3.y4) +1/128(x4.y3) (x2.yl) (kl.y2) (k2. x3) (k3. x1)
(k2.y4)-1/64(k3.x4)(yl.y2) (kl. x2)(x1.y3)(k2.x3)
(k3.y4)-1/128(x3.x4)(yl.y2)(kl.x2)(k2.y3) (k3. x1)
(k3.y4)+1/384(kl. k2) (x3.y4)(x2.y1)(y2.y3) (k3. x1)
(k1.x4)-1/64(x1.x4)(x2.x3)(k3.y2)(k2.y1)(y3.y4)
(k1.k2)+1/32(k2.y3)(x1.x2)(k2.yl)(y2.y4) (k2.x3)
(k3.x4)+1/64(y3.y4) (k2.x3) (k1. x2)(kl.y2)(k3.x1)
(x4.y1)+1/128( k3. x4) (x1.x2) (k2.y1) (k1. x3)(y2.y4)
(k2.y3)+1/64(x4.y3)(yl.y2) (k2. x1)(x2.y4) (k1. x3)
(k1. k3)+1/64(x3.y4)(x1.x2)(kl.y2)(x4.y1l)(k2.y3)
(k2.k3)-1/128(k1. k2)(y2.y4) (kl.x2)(x3.y1)(k2.y3)
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(x1.x4)-1/384(k1.k2)(x1.y4)(y2.y3)(k3.x2)(x3.yl)
(k1.x4)+1/192(k1l. k2) (x2.x3)(y2.y3)(x4.yl) (k3. x1)
(k1.y4)-1/384(kl. k2)(x4.y3)(x1.x2)(x3.y2)(k3.yl)
(k1.y4)-1/128(kl. k2)(x3.y2)(x1.y3)(x4.yl)(x2.y4)
(k2.k3)+1/64(kl. k2) (x1.x4)(yl.y4)(y2.y3) (k1. x2)
(k1.x3)+1/64(kl. k2)(x3.y2)(k2.k3)(x1.y4)(x4.yl)
(x2.y3)+1/192(k1l. k2) (x3.x4) (k1.y4)(x2.yl)(x1.y3)
(k3.y2)+1/64(x4.y1) (x2.x3)(k3.y2)(k2.x1)(y3.y4)
(k1.k2)-1/96(k1l. k2)(x3.x4)(x2.yl)(x1.y2)(k1l.y4)
(k2.y3)-1/96(kl. k2)(y3.y4)(x1.x2)(yl.y2) (k1. x4)
(k2.x3)+1/192( k1. k2) (x3.y4) (k1. x4) (x2.y1)(x1.y3)
(k3.y2)+1/64(k1. k2)(x1.x4)(y3.y4)(x3.yl)(kl.y2)
(k1.x2)+1/128(x4.y3) (k1. k3)(k2.y1)(kl. x2)(x3.y2)
(x1.y4) +1/64(k2.x3) (x1.y2) (kl.x2)(yl.y4) (k2.x4)
(k1.y3)+1/128(x3.x4) (k1. k3) (k2.y1) (kl.y2)(x1.y4)
(x2.y3)-1/128(k3.y4) (k2.x4) (x1.x2) (k2.y1) (kl.y3)
(x3.y2)+1/128(y3.y4) (k2. k3) (k2.y1) (k1. x2)(x1.x3)
(x4.y2)-1/64(x3.y4) (k1. k3)(x2.yl)(kl.y2)(x1.y3)
(k2.x4)+1/128(x3.y4) (k2.y3) (k2.x1) (k1. x2)(x4.y1)
(k3.y2)-1/128(x3.y4) (k1. k3)(x2.y1) (kl.y2)(k2.y3)
(x1.x4)+1/ 64(x3. x4) (k2.y3) (k2. x1)(k1l.x2)(y2.y4)
(k3.y1)-1/128(k3.x4) (k2. x1) (k1.y2)(x2.y4)(x3.yl)
(k1.y3)-1/128(k3.y4) (k2.x4)(x2.y1l)(k2.x1)(y2.y3)
(k1.x3)-3/64(y3.y4)(x1.x2)(kl.y2)(k2.x3)(x4.yl)
(k2.k3)-1/64(x4.y3)(x1.y2)(k2.yl)(kl.x3)(x2.y4)
(k1.k3)+1/128(k3.y4)(yl.y2)(kl.x2)(k2.y3)(x1.x4)
(k1.x3)+1/128(k3.x4)(x1.y2)(kl.x2)(x3.y1)(k2.y4)
(k1l.y3)-1/128(x4.y3) (k1. k3) (k2.x1) (k1l.x2)(yl.y4)
(x3.y2)-1/128(y3.y4) (k1. x3) (k2.x1) (kl.y2)(x2.x4)
(k3.y1)+1/128(x4.y3) (k2. x3) (yl.y2) (k2. x1) (k1. k3)
(x2.y4)+1/128( k3. x4) (k2.y1) (k1.y2)(x2.y4)(x1.x3)
(k1.y3)-1/64(k3.y4)(kl.y2)(kl. x2)(x1.x4)(yl.y3)
(k1.x3)-1/64(k3.y4)(kl.y2)(kl. x2)(x1.x4)(yl.y3)
(k2.x3)-1/64(x3.y4) (k2.y3)(kl.y2)(kl.x2)(k3.yl)
(x1.x4)+1/128(x4.y3) (k1. k3) (x1.x2)(kl.y2)(yl.y4)
(k2.x3)+1/64(x4.y3) (kl.x3)(kl.x2)(k1l.y2)(k3.x1)
(yl.y4)+1/64(k2.y3)(yl.y2) (k1. x2)(k2.y4)(x1.x4)
(k2.x3)-1/128(x4.y3) (x1.x2)(kl.y2)(k2.x3)(k3.yl)
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(k3.y4)+1/128( k1. k2) (y3.y4) (x4.yl) (x1.x2)(x3.y2)
(k2.k3)+1/128(x4.y3) (k2.yl) (kl.x2)(x1l.x3)(k3.y2)
(k3.y4)-1/128(x4.y3)(x2.y1l) (kl.y2)(x1l.x3)(k2.k3)
(k3.y4)-1/128(k3.x4)(x1.y2)(k2.y1)(kl.y3)(x2.y4)
(k2.x3)+1/128(x4.y3) (k2. k3) (x2.y1) (k2.x1) (x3.y2)
(k3.y4)-1/128(k3.y4) (k2. x1) (kl1.x2)(x4.y1)(x3.y2)
(k1.y3)-1/384(kl.k2)(x4.yl)(x2.y3)(x1.x3)(kl.y2)
(k1.y4)+1/64(k1.x3)(x1.y2)(k2.yl)(x2.y4)(kl.y3)
(k2.x4)+1/ 32(k1. k2) (x1.y4)(x4.yl)(x2.x3)(kl.y3)
(k1l.y2)+1/64(kl.x3)(yl.y2)(k2.x1)(x2.y4)(k2.y3)
(k2.x4)-1/128(x4.y3) (k2.x1) (kl1.x2)(x3.y1)(k3.y2)
(k3.y4) +1/128( k3. x4) (x1.x2) (k2.y1)(y2.y3) (k2.x3)
(k2.y4)+1/ 128(x3. x4) (x1.y2) (k1l.x2)(k2.y3)(k3.yl)
(k3.y4) +1/128(x3. x4) (x1.y2) (k1l.x2)(k2.y3)(k3.yl)
(k2.y4)+1/64(k2. x3) (x1.y2)(k2.yl)(x2.x4)(k2.y3)
(k2.y4)+1/64(k2.y3)(x1.x2)(k2.yl)(y2.y4)(k2.x3)
(k2.x4)+1/128(k3. x4) (x2.y1) (k1.y2)(x1.y4)(k2.x3)
(k1.y3)+1/128(kl. k2)(y2.y4)(kl.x2)(x1l.x3)(k2.y3)
(x4.y1)-1/32(k1.x3)(x1.x2)(yl.y2)(k2.y4)(kl.y3)
(k2. x4)+1/64(x3.y4) (x1.x2)(yl.y2)(k2.y3) (k2. k3)
(k3.x4)+1/128(k3.x4) (y1.y2) (k2. x1) (x2.x3) (k2.y3)
(k2.y4)+1/64(x4.y3) (kl.y2)(kl.x2)(x21.x3)(k3.yl)
(k3.y4)-1/384(kl. k2)(x1.y4)(x3.y2)(k2.y3)(x2.y1)
(k1.x4)-1/384(kl.k2)(x1.y4)(x2.y3)(x3.yl)(kl.y2)
(k1.x4)-1/384(k1l.k2)(yl.y4)(x3.y2)(x1.y3)(kl.x2)
(k1.x4)-1/128(k1.k2)(y3.y4)(x1.x4)(x2.y1)(x3.y2)
(k2.k3)-1/128(k1. k2) (x2.y3) (x3.yl) (x1.x4)(y2.y4)
(k2.k3)-1/16(k3.y4) (x2.y1l)(x1.y2)(k2.y3) (k2.x3)
(k2.x4)-1/128(k1l. k2) (x1.y3)(x2.x3)(y2.y4)(x4.y1)
(k1.k3)-1/128(k1. k2) (x1.x4)(k2.yl)(x2.y3)(kl.x3)
(y2.y4)-1/384(kl. k2)(x4.y2)(x1.y3)(kl.x3)(x2.y1l)
(k1l.y4)-1/384(k1.k2)(y2.y4)(x1.y3)(x2.x3)(k2.yl)
(k1.x4)+1/192(k1l. k2)(y3.y4)(x2.y1l)(x1l.y2) (k1. x3)
(k1.x4)-1/384(k1l.k2)(yl.y4)(x2.y3)(k2.x3)(x1.y2)
(k1.x4)-1/128(x4.y3) (kl.x3)(k2.y1)(kl.y2)(x2.y4)
(k3.x1)-1/64(x3.x4)(y3.y4) (k1. k3)(x1.x2)(k1l.y2)
(k2.y1l)+1/128(x3. x4) (k1. k3)(yl.y2) (kl.x2)(k2.y3)
(x1.y4)-1/384(k1. k2)(x3.y4)(x1.x2)(y2.y3)(k3.yl)
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(k1.x4)-1/128(k3.x4)(x1.y2)(kl.x2)(k2.y3)(x3.yl)
(k2.y4)+1/ 128(k3.y4) (k2. x4) (x1.x2) (k2.y1)(y2.y3)
(k1.x3)-1/128(x3.y4) (k2.y3)(k2.y1)(kl.x2)(x1.x4)
(k3.y2)+1/64(y3.y4) (k1. k3) (kl.x2)(kl.y2)(x4.yl)
(x1.x3)-1/128(x3.y4) (k2.y3) (k2.x1) (k1l.y2)(x2.x4)
(k3.y1l)-1/32(k2.x3)(x2.y1)(x1.y2)(k2.y4)(k2.y3)
(k2.x4)+1/ 64(k1. x3) (x1.x2)(k2.yl)(x4.y2)(kl.y3)
(k2.y4)-1/32(k3.x4) (x2.y1l)(x1.y2)(k2.x3)(k2.y3)
(k3.y4)-1/128(y3.y4) (k2.yl) (k1l.x2)(x3.y2)(k3.x1)
(k3.x4)+1/64(y3.y4) (x2.y1l)(x1.y2)(k2.x3) (k2. k3)
(k3. x4)+1/ 64(x3.x4) (k1. x2)(kl.y2)(yl.y3)(k3.x1)
(k3.y4) +1/64(y3.y4) (k1. x2)(kl.y2)(x3.yl)(k3.x1)
(k3.x4)+1/128(x3.y4) (k1. k3) (x1.x2)(kl.y2)(x4.y1)
(k2.y3)+1/128(x3.y4) (k1. k3) (x1.x2)(kl.y2)(yl.y3)
(k2.x4)-1/128(y3.y4) (k2. k3) (k2.x1) (k1.x2)(x3.yl)
(x4.y2)+1/128(y3.y4) (k1. x3) (x1.x2)(kl.y2)(x4.yl)
(k2.k3)-1/128(y3.y4) (k1. k3) (k2.y1) (kl.y2)(x1.x4)
(x2.x3)+1/128( k1. k2) (x2.x3) (y3.y4) (k2.yl) (x1.x4)
(k1.y2)-1/64(k2.y3)(yl.y2) (k2. x1)(x2.x4)(k2.x3)
(k2.y4)+1/128(x3. x4) (k2.y3) (x1.x2) (k2.y1) (k3.y2)
(k3.y4)+1/64(kl.y3)(yl.y2)(kl. x2)(k2.y4)(x1.x4)
(k2.x3)+1/ 64(x3.x4) (k1.k3)(x2.y1)(kl.y2)(k2.x1)
(y3.y4) +1/ 384( k1. k2) (x1.x4) (x2.y3)(x3.yl)(kl.y2)
(k1.y4)+1/384(kl. k2)(x4.y3)(x2.y1)(x3.y2) (k3. x1)
(k1.y4)+1/128(k3.y4) (k2. x1) (k1l.x2)(x4.yl)(y2.y3)
(k1.x3)+1/128(k3.x4)(yl.y2)(k2.x1)(x2.y4)(kl.y3)
(k2.x3)-1/64(k3.x4) (k1. x2)(kl.y2)(x1.y3)(yl.y4)
(k2.x3)-1/128(x3.x4) (k1. k3) (k2.x1) (k1l.y2)(yl.y4)
(x2.y3) +3/64(x3.y4) (k2. k3) (kl.y2)(kl.x2)(yl.y3)
(x1.x4)+1/64(y3.y4) (k2. k3) (k1. x2)(kl.y2)(x4.yl)
(x1.x3)-1/384(k1. k2)(x2.x4)(x3.y1)(y2.y3)(k2.x1)
(kl.y4)-1/128(kl.k2)(x4.yl)(k3.x1)(x3.y2)(kl.x2)
(y3.y4)-1/128(x3.x4) (k2. x1) (kl1l.y2)(x2.y3)(k3.yl)
(k3.y4)-1/64(x4.y1)(x3.y2)(x1.y4)(x2.y3) (k1. k2)"2+
1/128( k1. k2)(yl.y3)(x2.x3)(y2.y4)(x1l.x4)(kl.k3)+1
/128(x3. x4) (k2.y4) (yl.y2)(k2.x1) (kl.y3)(k3.x2)+1/
64(x3. x4) (k2. k3) (x1.x2)(k2.y1l)(kl.y3)(y2.y4)-1/64
(x4.y3) (k2.x3)(x1.y2)(k2.y1l)(k3.x2)(k2.y4)+1/ 64
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(x4.y3) (k1. k3)(yl.y2)(k1l.x2)(k2.x3)(x1.y4)+1l/64
(x4.y3)(k2.x3) (k2.yl)(k2.x1)(k3.y2)(x2.y4)-1/ 32
(k3.y4) (x1.x2)(kl.y2)(yl.y3)(k2.x3)(k3.x4)-1/64
(x3.y4) (k2. k3) (x2.yl)(k2.x1)(y2.y3)(k2.x4)+1/ 64
(x4.y3) (k2.k3)(x2.y1l)(k2.x1)(kl.x3)(y2.y4)-1/64
(x3.x4)(k1l.y3)(x1.y2)(kl.x2)(yl.y4)(k2.k3)-1/64
(x3.y4) (k2.y3)(x1.y2)(k2.y1l) (k3.x2)(k2.x4)-1/64
(x3.y4) (k2.y3)(x1.y2)(k2.y1l) (k3.x2) (k3. x4)+3/ 64
(x3.y4) (k1l.y3)(x1.y2)(kl.x2)(x4.yl)(k2.k3)-1/64
(y3.y4)(k2.x3)(x1.x2)(k2.y1l)(k3.y2)(k3.x4)-1/64
(y3.y4) (k2.x3)(x1.x2)(k2.y1l)(k3.y2)(k2.x4)-1/64
(x3.y4) (k1l.y3) (k2.yl)(kl.y2)(x2.x4)(k3.x1)+1/ 64
(y3.y4) (k1l.x3)(k2.yl)(k2.x1)(k3.y2)(x2.x4)-1/ 32
(k3.x4) (k2.y1l) (k2. x1)(x2.y3)(x3.y2)(k3.y4)+1/ 64
(k3.x4)(k2.x1) (k1. x2)(y2.y4)(x3.yl)(kl.y3)+1/64
(k3.y4) (k2.x4)(yl.y2)(k2.x1)(x2.y3) (k1. x3)+1/32
(x3.x4)(x1.y2)(k2.y1l)(x2.y4)(kl.y3)(kl. k3)+1/64
(x4.y3) (k1. k3) (k2.yl)(k2.x1)(x2.x3)(y2.y4)-1/64
(x4.y3) (k1. k3)(k2.yl)(kl.y2)(x1l.x3)(x2.y4)-1/64
(y3.y4) (k1. x3)(k2.yl)(kl.x2)(x21.x4)(k3.y2)-1/32
(k3.y4)(x2.y1)(kl.y2)(k2.y3)(x1.x3)(k3.x4)+1/32
(y3.y4)(x1.y2) (k1. x2)(k2.x3)(x4.yl)(k2.k3)-1/64
(k3.y4) (k2.y1l) (k2. x1)(x2.x4)(x3.y2) (k2.y3)+1/ 32
(x4.y3)(x1.x2)(k2.yl) (k1. x3)(y2.y4) (k1. k3)+1/32
(k1.y3)(k2.y1l)(kl.x2)(x1.y4)(x4.y2)(k2.x3)+1/64
(k3.x4)(k2.x1)(kl.y2)(x3.yl)(x2.y4)(k2.y3)+1/ 64
(k2.y3)(yl.y2) (k1. x2)(x1.y4)(k2.x4)(kl.x3)+1/128
(y3.y4) (k2.x1) (k1. x2)(x3.y2)(k3.yl)(k3.x4)+1/128
(x3.y4) (k1. k3)(k2.yl)(kl.y2)(x2.x4)(x1.y3)-1/128
(k3.y4) (k2.x1) (kl.x2)(x4.y1)(x3.y2)(k2.y3)-1/64
(k1l.y3)(yl.y2)(k2.x1)(x2.y4)(kl.x3)(k2.x4)+1/ 64
(y3.y4) (k1. k3)(k2.x1)(kl.y2)(x2.x3)(x4.yl)-1/128
(x4.y3)(k2.x3)(x1.y2)(k2.y1)(kl. k3)(x2.y4)-1/128
(k3.y4) (k2.y1l) (kl.x2)(x1.x4)(y2.y3) (k1. x3)+1/128
(y3.y4) (k1l.x3)(k2.yl)(k1l.y2)(x2.x4)(k3.x1)+1/128
(y3.y4)(k2.x3)(k2.y1) (k1.x2)(k3.x1)(x4.y2)+1/ 128
(x3.x4) (k2.k3) (x1.x2)(k2.y1l)(y2.y3)(k2.y4)-1/128
(k3.y4)(k2.y1l) (k1. x2)(x1.x4)(y2.y3)(k2.x3)-1/128
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(k3. x4) (k2.y1l)(kl.y2)(x1.y4)(x2.x3)(k1l.y3)+1/128
(x3.y4) (k2.y3) (k2.yl)(k1l.y2)(k3.x1)(x2.x4)+1/128
(x3.x4) (k2. k3) (x1.x2)(k2.y1)(y2.y3)(k3.y4)+1/128
(k3.x4)(yl.y2) (k1. x2)(k2.y3)(x1.x3)(k2.y4)+1/128
(k3.y4)(x2.y1)(kl.y2)(k2.y3)(x1.x3)(k2.x4)-1/64

(k3.y4)(x2.y1l)(k2.x1)(x3.y2)(k2.y3)(k3.x4)-1/64

(x3.x4)(y3.y4) (k2. x1) (k1.x2)(k3.yl)(k3.y2)-1/128
(x4.y3) (k1. k3)(x2.yl)(kl.y2)(k2.x3)(x1.y4)+1/64

(k3.y4)(x1.y2) (k1. x2)(yl.y3)(k2.x3)(k3.x4)+1/128
(x3.y4)(k2.k3)(yl.y2)(k2.x1)(x2.y3)(k2.x4)-1/128
(x4.y3)(k2.k3)(yl.y2) (k2. x1) (k1. x3)(x2.y4)-1/128
(x3.y4) (k1l.y3)(x1.x2)(k1l.y2)(x4.yl) (k2. k3)+1/128
(x3.y4) (k2. k3) (x1.x2)(k2.y1)(y2.y3)(k3.x4)-1/192
(k1.k2)(x4.y2)(x1.y3)(k3.y1l)(kl.y4)(x2.x3)+1/128
(k1.k2)(x1.y4)(x3.y2)(k3.x2)(yl.y3)(k1l.x4)+1/ 384
(k1l.k2)(x4.y1l)(x2.y3)(x1.y2) (k1. x3)(k1l.y4)+1/128
(y2.y4) (k1. k2) (k1. x3)(k3.yl)(x2.y3)(x1.x4)-1/64

(x2.y4) (k1. k2) (kl.y3)(k1l.x3)(x1l.y2)(x4.yl)-1/64

(k3.y4) (x2.y1l) (k2. x1)(k1l.x3)(x4.y2)(k2.y3)+1/ 384
(k1.k2)(y2.y4)(yl.y3)(x2.x3)(k2.x1)(k1.x4)-1/32

(k2.x3)(x2.y1l)(k2.x1)(y2.y4)(k2.y3)(k3.x4)-1/192
(k1.k2)(x2.y4)(yl.y3)(k3.x1)(x3.y2)(k1l.x4)-1/192
(k1.k2)(y2.y4) (k1. x4)(x1.x3)(x2.yl)(k2.y3)+1/ 384
(k1.k2)(x1.y4)(x2.y3)(k2.x3)(yl.y2)(kl.x4)-1/64

(k1.x3)(k2.x1)(kl.x2)(x4.y1)(y2.y4)(k1l.y3)+1/32

(k3.x4)(x1.y2) (k1. x2)(yl.y4)(k2.y3)(k2.x3)+1/ 64

(x4.y3)(x3.y4)(yl.y2) (k2. x1)(k3.x2) (k1. k3)-1/64

(x3.y4)(x2.y1l) (kl.y2)(k2.y3)(x1l.x4)(k2.k3)-1/128
(k3.x4) (k2.x1) (kl.x2)(y2.y3)(yl.y4)(k2.x3)-1/192
(k1.k2)(x1.x2)(y2.y3)(k1l.x4)(x3.y4)(k2.y1)-1/128
(x3.x4)(yl.y2) (k1. x2)(k2.y3)(k3.x1)(k2.y4)+1/128
(x3.x4)(k2.y1l)(kl.y2)(x2.y3)(k3.x1)(k3.y4)+1/ 64

(x3.x4) (k2. k3) (x1.x2)(k1l.y2)(k2.y1l)(y3.y4)-1/192
(k1.k2)(x2.y1l)(x3.y2)(k1l.y4)(x4.y3)(k2.x1)-1/128
(k3.x4) (x2.y1) (k2.x1)(y2.y3) (k2. x3) (k2.y4)+1/ 384
(k1.k2)(x1.y4)(x3.y2)(yl.y3) (k1. x2)(k1l.x4)+1/ 384
(k1. k2)(x2.x4)(x1.x3)(y2.y3)(k2.yl)(k1l.y4)+1/ 384
(k1.k2)(yl.y4)(x3.y2)(k2.y3)(x1.x2)(k1l.x4)+1/ 384
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(k1.k2)(x4.y2)(yl.y3) (k1. x3)(x1.x2)(k1l.y4)+1/384
(k1.k2)(yl.y4)(x2.y3)(x1.x3)(kl.y2)(kl.x4)-1/64
(k2.x3)(x2.y1)(k2.x1)(y2.y4) (k2.y3)(k2.x4)-1/64
(k1.x3)(x2.y1l)(k2.x1)(x4.y2)(kl.y3)(k2.y4)-1/128
(k3.x4)(k2.x1) (k1. x2)(y2.y3)(yl.y4) (k1. x3)+1/128
(x3.y4)(k2.x4)(yl.y2) (k2.x1)(x2.y3) (k1. k3)+1/128
(x4.y3) (kl.x3)(k2.x1)(kl.y2)(x2.y4)(k3.yl)-1/64
(k2.x3)(k2.x1)(kl.x2)(x4.y2)(yl.y4)(k2.y3)+1/128
(y3.y4) (k2.x4)(x1.y2)(k2.y1l)(x2.x3) (k1. k3)-3/128
(x3.x4) (k1. k3)(x1.y2)(kl.x2)(k2.y3)(yl.y4)+1/ 64
(k1.y3)(x1.y2)(k1l.x2)(k2.y4)(x4.yl)(kl.x3)-1/192
(k1.k2)(x4.y1l)(x2.x3)(k3.y2)(x1.y3)(kl.y4)+1/96
(k1.k2)(x2.x3)(y2.y3)(x1.y4)(k3.yl) (k1. x4)+1/96
(k1.k2)(x2.x4)(kl.y4)(x1.y3)(yl.y2)(k2.x3)+1/ 64
(x3.x4)(x2.y1)(k1l.y2)(k2.y3)(k3.x1)(k3.y4)-1/192
(k1.k2)(x3.y4)(yl.y2)(x2.y3)(k3.x1)(k1.x4)-1/48
(k1.k2)(x1.y3)(x3.yl)(y2.y4)(k3.x2)(k1l.x4)-1/48
(k1.k2)(x1.y3)(x3.yl)(x2.x4)(k3.y2)(kl.y4)-1/64
(x3.y4) (k2. k3) (k2. x1) (k1.y2)(yl.y3)(x2.x4)+1/ 32
(k1.k2)(y2.y3)(k2.k3)(yl.y4)(x1.x4)(x2.x3)-1/32
(x3.y4) (k2. k3) (k2. x1)(kl.x2)(yl.y2)(x4.y3)+1/ 64
(x3.x4) (k1. k3)(k2.yl)(k2.x1)(y2.y3)(x2.y4)+1/ 64
(y3.y4) (k1.x3)(yl.y2)(k1l.x2)(x1l.x4)(k2.k3)-1/64
(k1.k2)(x3.y4)(x4.yl)(x1.x2)(y2.y3)(k2.k3)-1/64
(k1.k2)(x2.x3)(yl.y3)(x1.x4)(y2.y4)(k2.k3)-1/64
(x3.y4) (k2. k3) (k2. x1)(kl.x2)(y2.y3)(x4.yl)+1/96
(k1.k2)(x3.x4)(kl.y4)(x1.y2)(yl.y3)(k3.x2)+1/96
(k1.k2)(x2.y3)(x3.y2)(x1.x4)(k3.yl)(k1l.y4)-1/192
(k1.k2)(x4.y1l)(x2.x3)(x1.y2)(kl.y3)(kl.y4)-1/192
(k1.k2)(yl.y4)(x2.y3)(k3.y2)(x1.x3)(k1l.x4)+1/32
(x1.x4) (k1. k2)(k2.x3)(k2.y3)(x2.y4)(yl.y2)-1/64
(y2.y4) (k1. k2)(kl.y3)(k3.x1)(x2.x3)(x4.yl)+1/ 64
(k3.x4) (x1.x2)(k2.yl)(x3.y2)(k2.y3)(k2.y4)+1/ 64
(x3.y4) (x2.y1) (kl.y2)(k2.y3)(k3.x1)(k2.x4)+1/ 64
(x4.y3)(x1.x2)(kl.y2)(x3.y1l) (k2. k3)(k2.y4)-1/64
(k1.k2)(y2.y4) (k1. x2)(x1.y3)(k2.x3)(x4.yl)-1/192
(k1.k2)(x1.x4)(y2.y3)(k3.x2)(x3.yl)(k1l.y4)-1/192
(k1.k2)(y3.y4)(x1.x2)(x3.y2)(k3.yl)(k1l.x4)-1/64
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(k1l.k2)(y3.y4)(kl.x3)(x2.y1l)(k3.y2)(x1.x4)+3/64
(k1.k2)(x1.x4)(yl.y4)(x3.y2)(kl. x2)(kl.y3)+1/64
(k3.x4) (k2.y1) (kl.x2)(x1.y4)(x3.y2)(k2.y3)+1/ 32
(x1.x4)(yl.y4)(x2.x3)(y2.y3) (k1. k3) (k1. k2)+1/32
(k1.k2)(y3.y4)(x1.y2)(k1l.x2)(k2.x3)(x4.yl)+1/96
(k1.k2)(x4.y3)(kl.y4)(x2.y1l)(x21.x3)(k3.y2)+1/96
(k1.k2)(x4.y2)(kl.y4)(x3.y1l)(x1l.x2)(k2.y3)+1/ 96
(k1.k2)(x2.y4)(x1.x3)(k3.y1)(kl.x4)(y2.y3)+1/ 96
(k1.k2)(y2.y4) (kl.x4)(x1.y3)(x2.y1l)(k2.x3)+1/ 32
(k1.k2)(x1.y4)(x4.y1l)(x2.y3)(k1l.y2)(k1l.x3)+1/32
(k1.k2)(x3.y4)(yl.y2)(kl.x2)(k2.y3)(x1.x4)-1/64
(x1.y2)(x2.x3)(y3.y4)(x4.y1)(kl. k2)"2-1/64(yl.y2)
(x2.y3)(x3.y4) (x1.x4) (k1. k2)"2+1/32(x4.y1l) (x2.x3)
(x1.y4)(y2.y3) (k1. k2)"2-1/64(x3.y4) (k2.y1)(kl.y2)
(x2.y3) (k3. x1) (k3. x4)+1/ 64(k3. x4) (k2.yl) (k1. x2)
(y2.y4) (x1.y3)(k2.x3)-1/64(kl. k2)(x1.x4)(k3.yl)
(x2.x3)(y3.y4) (kl.y2)+1/64(k3.x4)(k2.y1) (kl.x2)
(y2.y4) (x1.y3) (k1. x3)+1/64(x4.y3)(x1.y2)(kl. x2)
(k2.x3)(k3.yl)(k2.y4)-1/64(kl. k2)(x4.yl)(k2.x1)
(y2.y3) (k1. x3)(x2.y4)-1/64(kl. k2)(x4.yl) (k3. x1)
(y2.y3) (k1. x2)(x3.y4)-1/64(k1l. k2)(y2.y3)(x1.x3)
(x4.y1l)(x2.y4) (k2. k3)+1/32(k2.y3)(k2.y1l) (k1. x2)
(x1.x4)(y2.y4) (k2. x3)-1/64(kl. k2)(x1.x4)(k2.yl)
(x2.x3)(y2.y4) (k1l.y3)-1/32(kl.y3)(x1.y2)(kl.x2)
(yl.y4) (k2.x4) (kl.x3)+1/32(k2.y3)(x2.y1l) (k2.x1)
(x4.y2) (k2. x3) (k2.y4)+1/ 32(k2. x3) (k2. x1) (k1. x2)
(x4.y1)(y2.y4)(k1l.y3)-1/192(k1. k2) (y2.y4)(x1.y3)
(k1.x3)(x2.y1l)(kl.x4)+1/64(k3.x4)(yl.y2)(k2.x1)
(x2.y4) (k1l.x3)(k2.y3)-1/64(x4.y3)(k2.x1)(kl.y2)
(x2.x3)(k3.y1l) (k3.y4)-1/64(k3.x4)(x2.y1l)(kl.y2)
(k2.y3)(x1.y4) (k1. x3)-1/64(k3.x4)(yl.y2)(kl.x2)
(x1.y4)(k2.x3)(kl.y3)-1/64(kl. k2)(x2.y4)(kl.y2)
(x1.x3)(k2.y3)(x4.y1)-1/64(kl. k2)(y2.y3)(x3.y4)
(k2.x1)(x4.y1l) (kl.x2)-1/64(kl. k2)(x3.y2)(y3.y4)
(k2.y1) (x1.x4)(kl.x2)-1/32(k2.y3)(x2.y1l)(kl.y2)
(k2.y4)(x1.x4)(k2.x3)-1/32(k2.x3)(k2.y1) (k2.x1)
(x2.x4)(y2.y4)(k2.y3)+1/64(x4.y3)(x1.y2) (k1. x2)
(k2.x3)(k3.yl)(k3.y4)-1/64(k1l. k2)(y3.y4)(x4.yl)
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(x1.y2)(x2.x3)(k2.k3)-1/32(k2.y3)(k2.y1)(k2.x1)
(x2.x4)(y2.y4) (k1. x3)-1/64(x4.y3)(k2.y1l)(kl.y2)
(x1.x3) (k3.x2) (k3.y4)+1/96(kl. k2)(x2.x4)(x3.yl)
(k3.x1)(kl.y4)(y2.y3)+1/32(kl.x3)(k2.yl) (k1. x2)
(x4.y2)(x1.y4)(k1l.y3)+1/64(k3.x4)(x1.x2)(k2.yl1)
(k1l.y3)(y2.y4) (k2. x3)+1/64(x3.y4)(x1.x2)(kl.y2)
(y1l.y3) (k2. k3) (k2. x4)+1/ 64(x3.y4) (x1.x2)(kl.y2)
(yl.y3)(k2.k3)(k3.x4)-1/64(x4.y3)(k2.k3)(yl.y2)
(k2.x1) (x2.x3) (k2.y4)-1/64(x4.y3)(k2.k3)(yl.y2)
(k2. x1)(x2.x3) (k3.y4)+1/64(k3.y4) (k2.x1) (kl.y2)
(x4.yl)(x2.x3)(k1l.y3)+1/64(k3.y4)(k2.x1)(kl.y2)
(x4.y1) (x2.x3) (k2.y3)+1/32(kl.y3)(x2.y1l) (k2.x1)
(y2.y4) (k1. x3) (k2.x4)+1/64(y3.y4)(yl.y2) (kl. x2)
(x1.x3) (k2. k3) (k2. x4)+1/64(y3.y4)(x2.y1l)(kl.y2)
(x1.x3)(k2.k3)(k3.x4)-1/64(y3.y4) (k1. k3) (k2.x1)
(k1.x2)(x3.y2)(x4.y1)-1/32(x3.y4)(k2.y3)(yl.y2)
(k2.x1)(x2.x4) (k1. k3)-1/64(y3.y4)(k2.x3)(k2.y1)
(k1.y2)(k3.x2)(x1.x4)-1/64(x3.y4)(kl.y3)(k2.yl)
(k1.y2)(k3.x2)(x1.x4)+1/64(x4.y3)(k2.x3)(x1.x2)
(k2.y1l) (k1. k3)(y2.y4)+1/64(k3.y4)(k2.yl)(kl.y2)
(x1.x4)(x2.y3) (k1. x3)-1/64(y3.y4)(k1l.x3)(k2.y1)
(k1l.x2)(x4.y2)(k3.x1)+1/64(x3.x4)(kl.y3)(k2.yl)
(k2.x1)(x2.y4) (k3.y2)-1/64(y3.y4)(k2.x3)(k2.yl)
(k1.y2)(k3.x1)(x2.x4)-1/64(x3.x4)(k2.k3)(x1.y2)
(k2.y1l)(x2.y3)(k2.y4)+1/64(k3.y4)(k2.yl)(kl.y2)
(x1.x4)(x2.y3)(k2.x3)+1/64(x4.y3)(kl.x3)(yl.y2)
(k1.x2)(k3.x1)(k2.y4)+1/64(k3.x4)(k2.yl) (k1. x2)
(x1.y4)(x3.y2)(kl.y3)-1/64(x3.y4)(k2.y3)(k2.yl)
(k1.x2)(k3.x1)(x4.y2)-1/64(x3.x4)(k2.k3)(x1.y2)
(k2.y1) (x2.y3) (k3.y4)+1/64(x4.y3)(kl.x3)(x2.yl)
(k1l.y2)(x1.y4)(k2.k3)+1/64(x3.x4)(k2.y3)(k2.yl)
(k2.x1)(y2.y4)(k3.x2)+1/96(kl. k2)(x2.y1l)(x1.x3)
(x4.y3)(kl.y2)(kl.y4)+1/32(k3.y4)(yl.y2)(k2.x1)
(x2.x3)(k2.y3)(k3.x4)-1/64(k3.y4)(k2.yl)(k2.x1)
(x2.y3)(x4.y2) (k2. x3)+1/64(x4.y3)(kl.x3)(k2.yl)
(k2.x1)(y2.y4) (k3.x2)+1/64(y3.y4)(kl. k3)(k2.yl)
(k2.x1)(x3.y2)(x2.x4)+1/32(y3.y4)(yl.y2)(k2.x1)
(k1.x3)(x2.x4) (k1. k3)-1/64(k3.x4)(x1.x2)(kl.y2)
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(x3.y1l)(k2.y4)(k1l.y3)-1/64(x3.x4)(k2.y4)(x2.yl)
(k2.x1)(k1l.y3)(k3.y2)+1/64(x3.y4) (k1. k3)(k2.y1)
(k2.x1)(x4.y2)(x2.y3)-1/32(k2.y3)(x2.y1l)(kl.y2)
(x1.y4) (k2.x4) (kl.x3)-1/64(y3.y4)(k2.x1)(kl.y2)
(x2.x3)(k3.y1l)(k3.x4)-1/64(x4.y3) (k1. k3)(k2.y1)
(kl.y2)(x2.x3)(x1.y4)+1/64(x3.x4)(kl.k3)(yl.y2)
(k1.x2)(x1.y3)(k2.y4)-1/32(k2.x3)(x1.x2)(kl.y2)
(yl.y4)(k2.x4)(k1l.y3)-1/64(x3.x4) (k1. k3)(k2.yl1)
(k1.x2)(x1.y4)(y2.y3)-1/64(x4.y3)(k2.k3)(k2.yl)
(kl.y2)(x2.y4)(x1.x3)+1/64(y3.y4) (k2. k3)(x1.x2)
(k2.y1l)(x4.y2) (k1. x3)+1/32(y3.y4)(k2.k3)(k2.yl)
(k2.x1) (x2.x3)(x4.y2)+1/64(x3.y4)(kl.y3)(k2.yl)
(k2.x1) (x4.y2) (k3. x2)+1/64(k3.y4)(k2.x4)(x1.y2)
(k2.y1l) (k1l.y3)(x2.x3)-1/64(y3.y4)(k2.k3)(k2.y1)
(k1l.y2)(x21.x3)(x2.x4)-1/64(x3.y4)(k2.k3)(k2.y1)
(k2.x1)(y2.y3)(x2.x4)-1/64(x3.y4) (k1. k3)(k2.y1)
(kl.y2)(x1.x4)(x2.y3)+1/64(x3.y4)(k2.y3)(k2.x1)
(k1.y2)(x4.y1l) (k3.x2)+1/64(x3.y4)(kl.k3)(yl.y2)
(k1.x2)(k2.y3)(x1.x4)-1/64(y3.y4)(k2.k3)(x1.x2)
(k2.y1)(x3.y2)(k2.x4)-1/64(x3.x4) (k1. k3)(k2.y1)
(k1l.x2)(x1.y3)(y2.y4)+1/32(k2.y3)(k2.x1)(kl.x2)
(x4.y2)(yl.y4) (k1. x3)-1/64(x3.x4)(k2.k3)(k2.x1)
(k1.x2)(yl.y3)(y2.y4)-1/32(kl.y3)(x2.y1l)(kl.y2)
(k2.y4) (x1.x4) (k2. x3)+1/32(x3.x4) (x1.x2)(kl.y2)
(k2.y3)(yl.y4) (k2. k3)+1/64(k3.y4)(x1.x2)(k2.yl)
(x4.y2) (k1l.y3)(k2.x3)+1/64(k3.x4)(k2.x1)(k1l.y2)
(x2.y3)(yl.y4) (k1. x3)-1/64(x3.y4)(k2.x4)(x2.y1)
(k2.x1)(y2.y3) (k1. k3)-1/64(x4.y3)(k2.y4)(yl.y2)
(k2.x1) (k1. x3)(k3.x2)+1/64(k3.x4)(k2.y4)(x2.yl)
(k2.x1)(y2.y3) (k1. x3)-1/32(k2.y3)(yl.y2)(kl. x2)
(x1.y4)(k2.x4)(k2.x3)-1/32(kl.x3)(x1.y2)(kl.x2)
(k2.y4)(x4.yl)(k2.y3)+1/32(x3.y4)(x1.x2)(k2.yl1)
(x4.y2)(k1l.y3)(kl. k3)+1/64(x3.y4)(k2.k3)(x1.y2)
(k2.y1l)(x2.x4)(k1l.y3)+1/32(k2.x3)(k2.x1)(k1l.y2)
(x2.x4)(yl.y4) (k2.y3)-1/64(y3.y4)(k2.x4)(x1.x2)
(k2.y1)(x3.y2) (k1. k3)-1/32(x3.x4)(y3.y4)(x1.x2)
(k2.y1) (k1. k3)(k3.y2)-1/64(y3.y4)(k2.k3)(k2.y1)
(k1l.x2)(x3.y2)(x1.x4)+1/64(x3.x4)(kl. k3)(x1.x2)
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(k1l.y2)(k2.y3)(yl.y4)-1/32(kl.y3)(x1.x2)(kl.y2)
(k2.y4) (x4.y1l) (kl.x3)-1/32(x4.y3)(kl. k3)(x1.x2)
(k2.y1l) (kl.y2)(x3.y4)+1/32(kl. x3)(k2.x1)(k1l.y2)
(x4.y1)(x2.y4) (k2.y3)+1/64(y3.y4)(kl. k3)(x1.y2)
(k1.x2)(x4.yl)(k2.x3)-1/32(x3.x4)(k1.k3)(yl.y2)
(k1l.x2)(k2.x1)(y3.y4)+1/32(kl.x3)(k2.x1)(kl.y2)
(x4.y1)(x2.y4) (kl.y3)+1/64(k3.x4)(k2.y4)(yl.y2)
(k2.x1)(k1l.y3)(x2.x3)-1/32(kl.y3)(k2.yl)(k2.x1)
(x2.y4) (x4.y2) (k1. x3)-1/32(kl.y3)(k2.y1l)(k2.x1)
(x2.y4)(x4.y2) (k2. x3)+1/64(x3.x4) (kl.y3)(x1.x2)
(k1l.y2)(k2.y4)(k3.yl)+3/64(x3.x4) (k2.k3) (k2.y1)
(k2.x1)(y2.y3)(x2.y4)-1/16(k3.x4) (x1.x2)(kl.y2)
(yl.y4) (k2.y3) (k2.x3)-1/64(k3.x4)(x2.y1l)(kl.y2)
(k2.y4) (x1.y3)(kl.x3)-1/64(x3.x4)(k2.y3)(yl.y2)
(k2.x1)(k3.x2)(k2.y4)-1/32(x4.y3)(x3.y4)(x2.y1)
(k2.x1)(k3.y2) (k1. k3)+1/96(kl. k2)(x1.x3)(yl.y3)
(x2.x4)(k1l.y2)(k1l.y4)+1/96(kl. k2)(x1.x3)(yl.y3)
(y2.y4) (k1. x2) (kl.x4)+1/32(x3.y4)(yl.y2)(kl. x2)
(k2.y3)(x1.x4) (k2. k3)+1/32(x4.y3)(k2.y1l)(k2.x1)
(x3.y2) (k3. x2) (k3.y4)+1/ 64( k3. x4) (k2.x1) (k1.y2)
(x2.y3)(yl.y4) (k2. x3)+1/96(kl. k2)(x2.x3)(y2.y3)
(yl.y4) (k2. x1) (k1. x4)+1/96(kl. k2)(x1.y2)(x2.y3)
(k1.x4)(x3.y4) (k2.yl)+1/96(kl. k2)(x1.x2)(y2.y3)
(k1.y4)(x3.x4)(k2.y1l)-1/192(k1.k2)(x1.y2)(yl.y3)
(x3.y4) (k1l.x2)(kl.x4)+1/64(y3.y4)(x1.x2)(kl.y2)
(k2.x3)(k3.yl) (k2. x4) +1/ 64(x3.x4) (x2.y1) (kl.y2)
(k2.y3) (k3.x1)(k2.y4)+1/96(kl. k2)(x2.y3)(x3.y2)
(x4.y1) (k2.x1) (kl.y4)-1/64(x3.x4)(k2.y1l)(k2.x1)
(x2.y3)(k3.y2) (k3.y4)-1/192(k1. k2)(x4.yl)(x2.x3)
(k2.y3)(x1.y2)(kl.y4)-1/64(x3.x4)(k2.x1)(kl.y2)
(yl.y3)(k3.x2)(k3.y4)-1/64(x3.x4)(k2.y1l) (k1. x2)
(y2.y3)(k3.x1) (k3.y4)+1/64(x3.x4)(yl.y2) (k1. x2)
(x1.y3)(k2.k3)(k2.y4)-1/64(kl. k2)(x2.yl)(x1.x3)
(y3.y4) (kl.y2) (kl.x4)-1/32(x3.x4)(k2.k3)(x1.y2)
(k1. x2)(k2.y1l)(y3.y4)+1/96(kl. k2)(x1.x2)(x3.y2)
(k1.x4)(y3.y4)(k2.y1l)+1/96(kl. k2)(yl.y2)(x2.x3)
(kl1l.y4)(x4.y3)(k2.x1)+1/64(k3.y4)(x2.y1) (k2.x1)
(x3.y2)(k2.y3) (k2. x4)+1/ 64(k3.y4)(x1.x2)(k2.yl)
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(y2.y3) (k2.
(k2.x1) (x2
(y2.y3) (k2.
(x2.y3) (k2
(yl.y3) (k1.
(k1l.y2)(x3
(k1.y3)(x2
(k2.x3)(yl.
(k1.y3)(yl.
(k2.y3) (x1.
(k1. x3)(x1.
(x1.x3) (k1.
(x2.y4) (k2.
(x2.x4) (k1.
(x3.yl) (k1
(k3.yl) (k1
(x1.y2) (k3.
(k3.y2) (y1l.
(x1.x2) (k1.
(k3.yl)(y2
(k1. x3)(x1.
(k1.x3)(x2
(x2.y4) (k2.
(k3.x1)(x2
(x1.x3)(yl.
(k2.x3)(x2
(x2.y3) (k3.
(x1.x2) (k1.
(k2.x3) (k2.
(k1. x2)(x1.
(x2.x3) (k3.
(k2.x1)(x3
(k1. x2) (x4.
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x3) (k2. x4) +3/ 64(x3.x4) (k2.y3)(yl.y2)
y4) (k1. k3) +1/ 32(k3.y4) (x1.x2)(k2.yl1)
x3) (k3. x4) +1/64(k3.x4) (yl.y2) (k2. x1)
x3) (k2.y4)-1/96(kl. k2)(x1.y4)(x2.x3)
y2) (k1. x4)+1/ 64(x4.y3) (k1. k3) (x1.x2)
y1l) (k2.y4)-1/192(k1l. k2) (x4.y2) (x1.x3)
y1) (k1l.y4)-1/192(kl. k2) (x1.x4)(x2.y3)
y2) (k1l.y4)-1/192(kl. k2) (x2.y4)(x1.x3)
y2) (k1. x4)-1/192(kl. k2)(yl.y4)(x2.x3)
y2) (k1.x4)-1/192(k1. k2) (x2.x4) (yl.y3)
y2) (k1.y4)-1/192(k1l. k2)(yl.y4)(y2.y3)
x2) (k1. x4)+1/32(k2.x3)(yl.y2) (k2.x1)
y3) (k2. x4)+1/32(k1l.x3)(yl.y2)(k2.x1)
y3) (k2.y4)-1/192(kl. k2) (x1.x4)(y2.y3)
x2) (k1.y4)+1/96( k1. k2) (x2.x4) (x1.y3)
y4) (x3.y2)-1/64(kl. k2)(x3.y4)(kl.y3)
x2) (x4.y1l)-1/192(kl. k2) (x1.y4)(x2.x3)
y3) (k1. x4)-1/192(kl. k2)(x4.y1l)(y2.y3)
x3) (k1.y4)-1/64(x2.y4) (k1. k2) (k1. x3)
y3) (x1.x4) +1/ 32(y2.y4) (k1. k2) (k1.y3)
x2) (x4.yl) +1/ 64(k3.y4)(yl.y2) (k2. x1)
x4) (k2.y3)+1/ 16( k2. x3) (y1.y2) (k2. x1)
y3) (k3. x4)+1/96( k1. k2) (y2.y4)(yl.y3)
x3) (k1. x4) +1/96( k1. k2) (x2.y4) (k1. x4)
y2) (k2.y3)-1/192(kl. k2)(x1.y4)(y2.y3)
y1) (k1. x4)+3/64(x3.y4) (k2.y1l) (k2. x1)
y2) (k3. x4) +1/ 384( k1. k2) (x4.y1l) (x3.y2)
y3) (k1l.y4)+1/32(y3.y4)(x1.x2)(yl.y2)
k3) (k2. x4) +1/ 32(x3. x4) (k2.y3) (kl.y2)
y4) (k3.yl)-1/64(x4.y3)(k2.y1l)(k2.x1)
y2) (k3.y4)-1/64(y3.y4) (k2. k3) (k2.y1)
y2) (x2.x4)-1/64(y3.y4) (k1. x3)(x1.y2)
y1) (k2. k3);
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Apéndice E

Regras de Feynman no acoplamento
foton-graviton

O programa abaixo pretende extrair as regras de Feynman, pelo menos até o
vértice cubico, nateoria com interacéo eletromagnética, na auséncia de férmions.
Reiniciamos lendo os pacotes necessarios e fazendo as defini¢des:

restart; tO:=tinme(): read ‘HP.ni;setaliases();

setfv(xl, x2,x3,x4,x5,y1,y2,y3,y4,y5,r1,r2,

sl,s2,kl, k2, k3,k4,K4,z3,pl, p2);

setindex(mlL, n1, n2, n2, mu, nu, al pha, bet a, gamms, et a, si gng, r ho) ;
wi th (combi nat, pernute):

Definimos um tensor simétrico gravitacional, como feito no apéndice B:
F: =

proc(nu, nu)
if [rmu,nu] = sort([nu,nu]) then RETURN(’ procnane(args)’)
el se RETURN( F( nu, mu))
fi
end:
Agorairemos utilizar a aproximacdo de campo fraco, utilizando a representa-
¢éo de Golberg (observe que o campo do graviton € F,,):
gtup: =(nt, n1) ->m& nl+k*F(ni, nl):

1

Introduzimos o valor calculado de —g 2

sqrtg: =1-k/2*F(nml, m) - 3*k~3/ 8*F( i, n1) *F(nl, nl):
O tensor antissimétrico R* = 9* A — 9" A* é definido a seguir:

, Numa aproximago até x3

R =proc(nu, nu) if [ru, nu]=sort([mu, nu])
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then RETURN(dp(B[ mu], nu)-dp(B[nu], m))

elif mu=nu then

RETURN( 0)

el se RETURN(-dp(B[ mu], nu) +dp( B[ nu], mu))

fi end:

A lagrangeana de interacéo entre fotons e gravitons, explicitada no capitulo 2,

€ escrita aqui:

| agr an: =unappl y(expand(cont ract (expand(-1/4*sqgrt g*R(nu, al pha)
*R( nu, beta) * (gt up(mu, nu) *gt up(al pha, beta)))))):

O procedimento abaiXo Ira extralr as regras de Feynman no espaco de momentos
para acoplamentos entre gravitons e fotons; neste caso os fotons tém momentos r;
eindicesde Lorentz s;

feyn_fot:= proc(a) local IdpA |Ip,fdpA fp,|dpaux,|faux,
| dpAL, | dpA2, 1 f1,1f2,1f3,1f4,1f5,i, new, factor ;
if type(a,'+") then RETURN(map(feyn_fot,a))
elif type(a,‘*" ) then
f dpA: =0;
fp: =0;
for i to nops(a) do
if type(op(i,a),integer) or type(op(i,a),fraction)
or type(op(i,a),string) then fp:=f
p; fdpA: =fdpA
elif op(0,op(i,a))=F then |faux:=op(1,op(i,a)),
op(2, op(i,a));
if fp=0 then |f1:=lfaux;

fp:=1

elif fp=1 then |f2:=lfaux;
fp:=2

elif fp=2 then |f3:=lfaux;
fp: =3

elif fp=3 then |f4:=|faux;
fp:=4

elif fp=4 then |f5:=lfaux;
fp:=5
fi:;fi;

if op(0,op(i,a))=dp then | dpaux:=op(1,op(l,op(i,a))),
op(1,op(2,0p(i,a)));
if fdpA=0 then | dpAl: =l dpaux;
fdpA: =1
elif fdpA=1 then | dpA2: =l dpaux;
f dpA: =2
fi

elif op(0,op(i,a))=""" then

if op(0,op(l,op(i,a)))=F then

I f1:=0op(1,op(l,op(i,a))),op(2, op(1,
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op(i,a)));
[f2:=If1;
fp:=2
fi:
if op(0,op(l,op(i,a)))=dp then
| dpAl: =op(1, op(1, op(1,op(i,a)))),op(l, op(2 op(Ll, op(i,a))));
| dpA2: =I dpAl;
f dpA: =2
fi
fi;od
fi:
if fdpA=0 then
elif fp=5 then

factor:=sinplify(a/F(1f1)/F(I1f2)/F(1f3)/F(If4)/F(If5)

/dp(B[1dpAl[1]], 1 dpAl[2])/dp(B[ldpA2[1]], | dpA2[2]));

new =-1f1[1] & x1 * [f1[2] & yl1 * If2[1] & x2 *

[f2[2] & y2 * If3[1] & x3 * |f3[2] & y3 *

| f4[ 1] & x4*1 f4[ 2] & y4*| f5[ 1] & x5*1 f 5[ 2] & y5*

| dpAl[ 1] & s1*1dpAl[2] & rl1*

| dpA2[ 1] & s2 * |dpA2[2] & r2 * factor

RETURN( new) ;

elif fp=4 then

factor:=sinplify(a/F(1f1)/F(1f2)/F(1f3)/F(If4)/dp(

Bl 1dpAl[1]],1dpAl[2])/dp(B[ldpA2[1]],1dpA2[2]));

new =-1f1[1] & x1 * [f1[2] & yl1 * If2[1] & x2 *

[f2[2] & y2 * If3[1] & x3 * |f3[2] & y3 *

[ f4[1] & x4*| f4[ 2] & y4* | dpAl[1l] & s1*|dpAl[2]& rl*
&

| dpA2[ 1] & s2 * | dpA2[ 2] r2 * factor;

RETURN( new) ;

elif fp=3 then
factor:=sinplify(a/F(1f1)/F(1f2)/F(1f3)/dp(B
[1dpAl[1]], | dpAl[2])/dp(B[ldpA2[1]],1dpA2[2]));
new =-1f1[1] & x1 * [f1[2] & yl1 * If2[1] & x2 * |f2[2] & y2
* [f3[1] & x3 * 1f3[2] & y3 *IdpAl[1l] & si1*ldp
Al[ 2] & rl1*1dpA2[1l] & s2 * |dpA2[2] & r2 * factor;
RETURN( new) ;

elif fp=2 then
factor:=sinplify(a/F(1f1)/F(1f2)/dp(B[ldpAl[1]]
, ' dpA1[ 2] )/ dp(B[1 dpA2[ 1] ], | dpA2[ 2]));
new =-1f1[1] & x1 * [f1[2] & yl * If2[1] & X2 *
1 f2[2] & y2*IdpAl[1l] & s1*IdpAl[2] & rl1*ldpA2[1l] & s2
* | dpA2[2] & r2 * factor;
RETURN( new) ;

elif fp=1 then
factor:=sinplify(a/F(1f1l)/dp(B[ldpAl[1]],|dpAl[2])/
dp(B[ I dpA2[ 1]], 1 dpA2[2]));
new =-1f1[1] & x1 * [f1[2] & yl *IdpAl[l] &
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s1*l dpAl[2] & rl1*IdpA2[1l] & s2 * |dpA2[2] &
r2* factor;
RETURN( new) ;
elif fp= 0 then
factor:=sinplify(a/dp(B[ldpAl[1]],|dpAl[2])/
dp(B[ 1 dpA2[1]],1dpA2[2]));
new. =- | dpAl[ 1] & s1*IdpAl[2] & rl1*IdpA2[1l] & s2
* |dpA2[2] & r2 * factor
RETURN( new) ;
fi:
end:
Iremos agora verificar o vertice foton-roton-graviton. Os fotons entram com

quadrimomentosrl e r2; seus indices de Lorentz sdo,respectivamente,sl e s2:

oneO0: =unappl y(contract (expand(feyn_ fot((coeff(
expand( | agran(al pha, beta, mu, nu)),k))))), x1, vyl
ri,si,r2,s2):

Fazendo as simetrizacdes necessarias na troca de indices, tanto dos fétons,
guanto na permuta dos indices de Lorentz do gréviton:
onel: =(x1,y1,r1,s1,r2,s2)->0ne0(x1,yl,r1,s1,r2,s2)
+oneO(yl,x1,rl,s1,r2,s2):

one2: =(x1,yl,rl,s1,r2,s2)->onel(x1l,yl,r1,s1,r2,s2)/2
+onel(x1,y1,r2,s2,r1,s1)/2:

E necessario que o veértice obtido obedeca a identidade de Ward eletromagneé-
tica k*I'yy 08 = 0:
expand(contract (r1& al pha*two_one(x1, y1,r1, al pha,
r2,s2)));
0

Agora iremos verificar a identidade de Ward gravitacional do vértice. Cons-
truimos primeiramente o operador que sera aplicado ao veértice de trés pontos:
left_Ward:= unapply(xl & z3 * k1l & yl+yl & z3 *
k1& x1-x1& yl*klé& z3,x1,y1,z3,kl);
left_ Ward := (x1,yl,23,k1) — (21 &.28) (k1&.yl)
+(yl&.23) (k1 &.21)— (xl &. yl ) (kI &. 23)

Aplicando este operador ao vértice obtemos:

War d1: =cont r act (expand(contract (expand(
| eft _Ward(al pha, beta, z3, -kl1l-k2)*two_one(al pha, bet a,
k1, x1, k2,x2)), al pha, beta)), beta):

A funcéo de dois pontos do féton é
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Ganmma: =unappl y(-x1& y1*k1l& k1+k1l& x1*k1l& y1, x1,y1, k1);
I'i=(z1,y1,k1)— —(z1 & y1)(kl& ki)+(kl&. z1)(kl&. yl)

O operador aplicado do lado direito sera

ri ght _Ward: =unappl y(x2& x1*k1& z3-z3& x1*kl&. x2,
x2,x1, k1, z3);

right_Ward := (22,21,k1,23 ) —
(21 &.22)(k1&.28)— (k1 & . 22)(z1&.23)

Aplicando o operador nas funcdes de dois pontos do foton :

War d2: =contract (ri ght _Ward(mi, x1, k1, z3) *Gamma( ni, x2, k2)
+right _Ward(mt, x2, k2, z3) *Ganma( n, x1, k1), nl):

Comparando os dois|ados daigual dade,para que aidentidade de Ward se verifique
€ necessario que o resultado sgja nulo:

VWar d2- War d1;
0

Ainda o veértice obtido coincide com o do trabalho] CDH74], mostrado a seguir:
expand(two_one( nu, nmu, pl, si gng, p2,rho));
(p1 &.p2)g(p,0)g(v,p)+g(p,o)pl,p2, —pl,g(po)p2, —p2,p1,8(v,p)
—(p1 &.p2)g(p,v)g(p,0)+p2,8(n,v)pl,+p1,p2,8(p,0)—pl,8(1pr)p2,
—g(v,o)p2,p1,+g(v,0)g(pp)(pl& p2)



