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“Agora está tão longe

Vê, a linha do horizonte me distrai:

Dos nossos planos é que tenho mais saudade,

Quando olhávamos juntos na mesma direção

Aonde está você agora

Além de aqui dentro de mim?”

(Vento no Litoral - Legião Urbana)

Dedicada ao meu pai,

Anésio Missori (21/01/1947 - 10/10/2004),

o meu maior professor.
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Resumo

Nesta tese, apresentamos dois resultados para a geração de emaranhamento, ambos envolvendo a

interação entre átomos e radiação. Na primeira parte, propomos um esquema para geração de estados

emaranhados envolvendo os estados eletrônicos de dois íons separados espacialmente, cada qual aprisi-

onado em uma cavidade. Um átomo propagante, que cruza essas cavidades, é responsável pela geração

de estados emaranhados do tipo Bell entre os dois íons. Mostramos que para tempos específicos de inte-

ração, a geração dos estados emaranhados é não-probabilística. Propostas de átomo e íons, candidatos a

implementação do esquema experimental, também são apresentadas.

Já segunda parte deste trabalho, investigamos um modelo para a interação de dois campos quânticos

ortogonalmente polarizados com uma nuvem de átomos de quatro níveis do tipo-X. Consideramos, para

nosso esquema, situações físicas onde os átomos funcionam efetivamente como sendo de dois níveis.

Assim, dentro de uma aproximação linearizada do campo, nosso Hamiltoniano efetivo bilinear, que

representa a interação átomos-campo, passa a depender da diferença de população entre os dois níveis

do ensemble de átomos. Após uma medida condicionada nos átomos, mostramos que os dois modos

do campo ficam em estados emaranhados não-Gaussianos, diferentemente do que foi considerado em

alguns trabalhos recentes na literatura que abordamos. Como a compressão abaixo do limite de ruído

na polarização linear pode ser usada como indicadora de emaranhamento na polarização circular, nós

podemos usar a variância das quadraturas, combinada com o critério de inseparabilidade para variáveis

contínuas, para complementar o nosso estudo sobre o esquema experimental.
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Abstract

In this thesis, we present two results of entanglement generation, both involving atom-radiation in-

teraction. In the first part, we consider a scheme for generation of entangled states involving electronic

states of two distant ions, each one placed in a cavity. A flying atom, that crosses these cavities, is res-

ponsible for the generation of entangled states of the Bell-type between the two ions. We show that for

specific times of interaction, the entangled states are generated and in a non-probabilistic way. We also

present a realistic proposal of candidates for atoms and ions for an experimental implementation of this

scheme.

In the second part of this work, we investigate a model for the interaction of two orthogonally po-

larized quantum fields with a cloud of X-like four-level atoms. We consider, in our scheme, a physical

situation where the atoms act effectively like two-level atoms. Thus, in a linearized approximation for the

field, we derive a bilinear effective Hamiltonian representing the atom-field interaction, which depends

on the difference of population between the ensemble of two-level atoms. After a conditional measure-

ment in the atomic system, we show that the two field modes ends up in a non-Gaussian entangled states,

differently from what has been considered in some recent works in the literature. Since the squeezing

below the noise limit in the linear polarization can be used as an indicator of entanglement in the circular

polarization, we can use the variances in the quadratures, combined with the inseparability criterion for

continuum variables, to complement our study of the experimental scheme.
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1. INTRODUÇÃO

Alguns aspectos da mecânica quântica que já foram considerados problemáticos, como a insepara-
bilidade quântica e a “ação fantasmagórica a distância” [1], hoje em dia deixaram de ser vistos como
problemas, para serem considerados ingredientes essenciais, que permitem entender melhor a mecânica
quântica. Da última década do século passado para cá, um enorme progresso tem acontecido nos novos
campos de pesquisa de informação e computação quânticas, onde o conceito de emaranhamento [2, 3]
desempenha um papel muito importante. Ele é o recurso essencial que permite realizar comunicação
quântica [4], computação quântica [5] e teleportação quântica [6].

Um dos problemas da comunicação quântica é estabelecer emaranhamento multipartite entre partí-
culas pertencentes a utilitários distantes numa rede de comunicação. Um dos primeiros mecanismos
propostos foi através de múltiplas trocas (swappings) de emaranhamento [7]. Outro procedimento seria o
uso de um elemento propagante, que interage com as partículas distantes, permitindo realizar o emara-
nhamento. Um dos grandes problemas a serem resolvidos para se construir um computador quântico é
o problema da escalabilidade. A idéia de combinar qubits estacionários e qubits propagantes numa cadeia
quântica para transmissão de informação quântica tem sido explorada pela comunidade de informa-
ção quântica [8] para obter tecnologia escalável, viabilizando a construição de computadores quânticos.
Uma solução proposta para obter uma forma escalável é realizar a computação quântica de forma dis-
tribuída [9], sem interação direta entre os qubits espacialmente separados. Numa rede construída com
esse intuito, os nodos seriam formados por qubits estacionários e a informação seria levado pelos qubits

propagantes. Usualmente, os qubits propagantes são fótons e os estacionários matéria (átomos, íons). A
implementação prática destas redes propostas, que visam a geração de emaranhamento entre dois qubits

de matéria espacialmente separados e que não interagem diretamente, utilizando um outro sistema que
é detetado, foram realizadas por alguns autores [10–12]. A maioria desses esquemas fazem uso ou de
átomos ou de íons com três níveis tipo Λ ou quatro níveis, aprisionados em cavidades distantes, onde
o emaranhamento entre eles é estabelecido via efeitos induzidos por interferência. O esquema de Bose
e colaboradores [10] foi utilizado por Barrett e Kok [9] para propor uma computação quântica escalável
distribuída com operações de emaranhamento não-determinístico, e Lim e colaboradores [8] propuseram
um esquema de operação de porta lógica do tipo “repete-até-dar-certo”, que permitiria eventualmente
realizá-lo deterministicamente.

Por outro lado, um dos campos em que experimentos relevantes tem sido realizados é aquele em que
se utiliza íons aprisionados [13]. Devido à preservação da coerência por um tempo relativamente longo
comparado a outros sistemas, o sistema com estados eletrônicos de íons fazendo o papel de qubits foi um
dos sistemas aventados para implementação de computador quântico por Cirac e Zoller [14]. Também
foi apontado que o processo de deteção através da fluorescência induzida por laser é extremamente
eficiente. Estes aspectos permitiram a obtenção experimental de estados emaranhados de vários íons
[15, 16]. Um outro aspecto vantajoso dos íons apontado também na referência [14] é a possibilidade
de implementação de operações através do uso de lasers, de modo que os íons não necessariamente
precisam estar a distâncias microscópicas.

Iniciamos esta tese no capítulo 2, apresentando os fundamentos que consideramos essenciais para a
leitura do restante da tese. Entre eles estão a notação de operador densidade, o conceito de emaranha-
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mento, algumas medidas de interesse e o critério de inseparabilidade de Duan de estados quânticos. A
primeira contribuição original desta tese, apresentada no capítulo 3, é a proposta de um esquema de ge-
ração de estados maximamente emaranhados utilizando como qubits os estados eletrônicos de dois íons
distantes. Por sua vez, utilizamos como elemento propagante um átomo de dois níveis. Mostramos que,
mesmo considerando perdas pelo átomo propagante durante o voo entre as cavidades distantes onde
estariam os íons, a fidelidade do estado final em relação ao estado de Bell desejado é muito boa.

A segunda contribuição original desta tese tem relevância na área de informação quântica, onde são
utilizadas redes quânticas, constituídas por elementos quânticos, cujos observáveis possuem espectro
contínuo. Tais são, por exemplo, os feixes intensos de luz. Por exemplo, no experimento de Furusawa
e colaboradores [17], se realizou pela primeira vez a teleportação quântica incondicional de estados de
sistemas de variáveis contínuas (VC) utilizando campos ópticos. Tais implementações são de grande
interesse tecnológico por várias razões, das quais mencionamos duas: primeiro as componentes ópticas
são muito poderosas e adequadas para integração na tecnologia de comunicação atual. Segundo, pode-se
utilizar os mesmos métodos de VC propostos por Braunstein e Kimble neste protocolo de teletransporte
[18] usando óptica linear para outros protocolos computacionais como correção de erros e codificação
super-densa de informação óptica.

No contexto de emaranhamento de sistemas de VC, associadas a espaços de Hilbert de dimensão
infinita, possíveis aplicações em tarefas na comunicação e informação quânticas tem recebido atenção
crescente [19]. Em especial houve uma focalização grande numa família de estados conhecidos como
estados Gaussianos, pela grande relevância prática em aplicações de óptica quântica e informação quân-
tica. Inclusive as discussões de critérios de separabilidade e propriedades de emaranhamento foram
inicialmente feitos para o caso biparte e para essa classe de estados [20, 21] no contexto de VC, e somente
muito recentemente o emaranhamento em estados não-Gaussianos tem começado a chamar atenção.
Num experimento recente foi demonstrado que um estado comprimido de dois modos pode ser de-
Gaussianificado por subtração coerente de um único fóton [22], e que as propriedades não-locais e graus
de emaranhamento de tal estado seriam aumentados.

No capítulo 4 apresentamos uma análise inspirada pelo experimento realizado por Josse e colabora-
dores [23, 24] usando a interação entre um feixe de luz coerente, intenso, linearmente polarizado e uma
nuvem de átomos frios colocados numa cavidade óptica de alta finesse. Mostramos que a interação átomo-
campo produz dois modos comprimidos com polarizações ortogonais, cujo emaranhamento queremos
quantificar. No artigo experimental [24] os autores argumentam que os feixes resultantes estariam num
estado Gaussiano e realizam a análise de inseparabilidade baseado neste fato. Nosso estudo mostra que
neste experimento podem estar sendo gerados estados não-Gaussianos e sugerimos considerar o caráter
não-Gaussiano dos feixes resultantes. Refazemos a análise de inseparabilidade dos estados resultantes
do experimento, levando-se em conta o caráter não-Gaussiano.

Finalmente, no capítulo 5 apresentamos algumas conclusões e considerações finais, e nos apêndices
mostramos detalhes dos cálculos realizados para a obtenção dos estados gerados após a interação do
átomo propagante com os íons aprisionados considerando decoerência e dissipação (referente ao capítulo
3), além dos cálculos dos estados estados gerados após a interação dos feixes polarizados com a nuvem
de átomos, das variâncias das quadraturas e das funções de Wigner entre o estado de vácuo comprimido
e a superposição de estados coerentes, sendo esses últimos cálculos do apêndice referentes ao capítulo 4.
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2. FUNDAMENTOS

Em se tratando de uma tese que estuda efeitos puramente quânticos, sentimos a necessidade de
introduzir alguns conceitos que tornam a leitura dessa tese mais completa e autônoma. Assumiremos
também uma notação padrão em livros textos [25], que pode ser observada na tabela abaixo.

notação descrição

z∗ conjugado complexo de um número z
|ψ〉 vetor ket
〈ψ| vetor bra
〈ψ|φ〉 produto interno entre os vetores |ψ〉 e |φ〉

|ψ〉 ⊗ |φ〉 produto tensorial entre os vetores |ψ〉 e |φ〉
|ψ〉|φ〉 ou |ψ,φ〉 abreviação de |ψ〉 ⊗ |φ〉

Tabela I – Notação de mecânica quântica utilizada na tese.

2.1. Operador densidade, estados puros e mistos, traço, traço parcial, medidas projetivas e
fase

A qualquer sistema físico isolado existe associado um espaço vetorial Γ complexo com produto interno
(Espaço de Hilbert), conhecido como espaço de estados do sistema. O estado do sistema em um dado
instante t é completamente descrito pelo seu vetor de estado, um vetor unitário no espaço de estados,
representado, em termos dos vetores de uma base {|uk〉} de Γ , como

|ψ(t)〉 =
∑

k

ck(t)|uk〉, (2.1)

onde |ck(t)|
2 é a probabilidade de encontrarmos o sistema no estado |uk〉, satisfazendo a relação∑

k |ck(t)|
2 = 1.

Por exemplo: para um sistema isolado qualquer, se pudermos determinar o estado do sistema atra-
vés da medida de um conjunto completo de observáveis, que comutam entre si, então podemos dizer



4

que toda a informação possível sobre esse sistema é conhecida. Estados perfeitamente conhecidos são
chamados de estados puros.

Uma outra formulação da mecânica quântica usual é a que utiliza o operador densidade ou matriz

densidade [25]. Essa formulação é muito útil para descrever sistemas quânticos cujo estado não é com-
pletamente conhecido. Esse tipo de sistema pode estar num estado de mistura estatística, ou seja, numa
mistura estados |ψ1〉, |ψ2〉, ..., |ψk〉, com respectivas probabilidades p1,p2, ...,pk, onde é impossível des-
crever o “vetor de estado médio” por uma superposição dos estados |ψk〉, tal que

∑
kpk = 1 (pk ≥ 0).

Vamos agora verificar a descrição e as propriedades do operador densidade para estados puros e estados
de mistura. Notamos que para um observável A, o valor médio do mesmo para um sistema no estado
|ψ(t)〉 é dado por

〈A〉(t) = 〈ψ(t)|A|ψ(t)〉. (2.2)

Introduzindo a completeza de uma base ortonormal {|un〉}, podemos expressar o valor médio do
operador A como

〈A〉(t) =
∑

n,m

〈ψ(t)|un〉〈un|A|um〉〈um|ψ(t)〉

=
∑

n,m

〈un|A|um〉〈um|ψ(t)〉〈ψ(t)|un〉

=
∑

n,m

An,mρmn(t), (2.3)

onde ρmn(t) são os elementos de matriz de um operador ρ(t) dado por

ρ(t) = |ψ(t)〉〈ψ(t)|. (2.4)

O operador densidade é representado na base {|un〉} pela chamada matriz densidade, cujos elementos
são

ρmn(t) = 〈um|ρ(t)|un〉 = c∗n(t)cm(t). (2.5)

Definido o operador densidade, podemos extrair algumas propriedades gerais, que se pode deduzir
de forma simples para o caso puro:

• Normalização a

Tr[ρ(t)] = 1. (2.6)

• Valor médio

O valor médio de uma observável A num tempo t qualquer é dado por

a A função traço é definida como a soma dos elementos da diagonal de um operador, ou seja, Tr[A] =
∑
iAii.
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〈A〉(t) = Tr[ρ(t)A]. (2.7)

• Evolução temporal

A evolução temporal do operador densidade pode ser deduzida através da equação de Schrödinger

d

dt
ρ(t) =

1

i} [H(t), ρ(t)]. (2.8)

• Hermiticidade

ρ†(t) = ρ(t). (2.9)

Propriedades específicas do operador densidade de estados puros

Estados puros são bem descritos tanto por vetores de estado como por operadores densidade. Na
representação de operador densidade, além das propriedades descritas anteriormente, os estados puros
possuem as seguintes propriedades particulares, que podem ser obtidas através da sua definição 2.4:

• ρ2(t) = ρ(t).

• Tr[ρ2(t)] = 1.

propriedades do operador densidade para estados de mistura

Como dito anteriormente, se o estado do sistema não pode ser determinado exatamente, dizemos que
este se encontra num estado de mistura estatística. Desta forma, uma mistura de estados |ψ1〉, |ψ2〉, ...
possui probabilidades de ocorrência p1,p2, ..., respectivamente. Estas probabilidades são de natureza
clássica e satisfazem as seguintes relações:

0 ≤ p1,p2, ...,pk, ... ≤ 1 e
∑

k

pk = 1. (2.10)

Cada um destes estados que compõem a mistura é um estado puro. E o operador densidade que
descreve um destes estados é dado por

ρk = |ψk〉〈ψk|. (2.11)

Desta forma, o operador densidade geral que descreve a mistura pode ser escrito como uma superpo-
sição de operadores densidade puros:

ρ =
∑

k

pkρk. (2.12)

Notamos que o valor médio de um observável neste caso é escrito como
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〈A〉(t) = Tr[ρ(t)A] = Tr[
∑

k

pkρkA] =
∑

k

pkTr[ρkA]

= 〈〈A〉k(t)〉ensemble, (2.13)

isto é, o valor médio envolve além da média quântica para cada estado puro |ψk〉, a média estatística
destes valores médios pesados pelas probabilidades pk.

Além das propriedades gerais para operadores densidade, para o caso da mistura temos:

• ρ2(t) 6= ρ(t).

• Tr[ρ2(t)] ≤ 1.

Populações e coerências

Os termos populações e coerências são utilizados no decorrer da tese, e podem ser facilmente compre-
endidos com o auxílio do operador densidade. Como vimos na equação (2.5), os elementos de matriz do
operador densidade, no caso puro, podem ser escritos como

ρmn(t) = 〈um|ρ(t)|un〉 = c∗n(t)cm(t). (2.14)

Os termos diagonais ρnn são iguais a |cn(t)|2, que dão as probabilidades dos estados |un〉. No caso
geral, temos

ρnn =
∑

k

pk(ρk)nn =
∑

k

pk〈un|ψk〉〈ψk|un〉 =
∑

k

pk|c
(k)
n |2. (2.15)

Estes termos diagonais representam a média estatística das probabilidades quânticas de encontrar o
sistema no estado |un〉, sendo por isso chamada de população do estado |un〉.

Da mesma forma, os termos não diagonais são dados por

ρnm =
∑

k

pkc
(k)
n c

(k)∗
m , (2.16)

expressando a média estatística dos efeitos de interferência entre os estados |un〉 e |um〉, que surgem
quando o estado |ψk〉 é uma superposição coerente linear destes estados. Estes termos são conhecidos
como coerências.

Traço parcial

Vamos considerar inicialmente dois subsistemas 1 e 2 de um sistema 1+ 2, com espaços de estados
Γ1, Γ2 e Γ = Γ1⊗ Γ2, respectivamente. Além disso, adotamos as bases de Γ1 como sendo {|un〉} e de Γ2
como sendo {|vp〉}, com os kets |un〉 ⊗ |vp〉 formando uma base para Γ . A idéia é obter, a partir de ρ,
um operador ρ1 que atua apenas em Γ1 e um operador ρ2 que atua apenas em Γ2, para com isso sermos
capazes de analisar cada subsistema separadamente. A operação que permite isso é chamada de traço

parcial. Podemos definir os elementos de matriz do operador ρ1 como
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(ρ1)nn′ =
∑

p

(〈un, vp|)ρ(|un′ , vp〉). (2.17)

Por definição, o operador ρ1 é obtido a partir do traço parcial sobre as variáveis de índice 2 no
operador ρ, ou seja

ρ1 = Tr2[ρ]. (2.18)

Da mesma maneira, se definimos os elementos de matriz do operador ρ2

(ρ2)pp′ =
∑

n

(〈un, vp|)ρ(|un, vp′〉), (2.19)

sendo o operador ρ2 é obtido a partir do traço parcial sobre as variáveis de índice 1 no operador ρ

ρ2 = Tr1[ρ]. (2.20)

Medidas projetivas

Uma medida projetiva é descrita por um observável M, um operador no espaço de estados do sistema
em estudo. O observável tem uma decomposição espectral

M =
∑

m

mPm, (2.21)

em que Pm é o projetor sobre o auto-subespaço de M com autovalor m. Os possíveis resultados da
medida correspondem aos autovalores m do observável. Medindo-se M no estado |ψ〉, a probabilidade
de se obter o resultado m é dada por

p(m) = 〈ψ|Pm|ψ〉. (2.22)

Obtido o resultado m, o estado do sistema logo após a medida será

|φ〉 =
Pm|ψ〉√
p(m)

. (2.23)

Fase

O termo fase na mecânica quântica possui alguns significados diferentes, dependendo do contexto
onde é empregado. Primeiro, imagine o vetor de estado eiφ|ψ〉, onde φ é um número real. Podemos
dizer que o vetor eiφ|ψ〉 é igual ao vetor |ψ〉 a menos de um fator de fase global eiφ. Além disso, para um
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operador Mm associado a alguma medida temos que

〈ψ|M†
mMm|ψ〉 = 〈ψ|e−iφM†

mMme
iφ|ψ〉, (2.24)

o que faz com que os estados sejam idênticos do ponto de vista da observação.
Também temos a chamada fase relativa, que é a diferença de fase entre, por exemplo, os estados

|ψ1〉 =
1√
2
(|0〉+ |1〉) e |ψ2〉 =

1√
2
(|0〉− |1〉). (2.25)

Nesse caso, a amplitude de |1〉 difere em sinal para os dois estados. Portanto, dizemos que os dois
estados diferem por uma fase relativa. É importante salientar que, diferentemente da diferença de fase

global entre dois estados, a diferença de fase relativa dá origem a resultados fisicamente diferentes em
suas estatísticas.

2.2. Bits quânticos ou qubits

O bit (BInary digiT) é a menor unidade de medida de transmissão de dados usada na computação e
teoria de informação [5]. O bit pode assumir dois valores mutuamente exclusivos (0 ou 1). Fisicamente
esses valores representam, por exemplo, a passagem ou não de corrente em algum circuito elétrico.

Os qubits (ou bits quânticos) são os análogos quânticos dos bits, e podem ser associados a possíveis
estados físicos, porém obedecendo o princípio de superposição da mecânica quântica para estados,

|ψ〉 = α|0〉+ β|1〉, (2.26)

onde as amplitudes probabilisticas α e β são números geralmente complexos.
Exemplificando, um qubit pode estar no estado

|ψ〉 =
1√
2
|0〉+

1√
2
|1〉, (2.27)

que, quando for medido resultará no estado |0〉 50% das vezes e no estado |1〉 os 50% restantes.
Podemos ter sistemas com mais de um qubit. O vetor de estado (puro) que representa, por exemplo,

dois qubits, pode ser escrito como:

|ψ〉 = α00|00〉+ α01|01〉+α10|10〉+α11|11〉. (2.28)

2.3. Emaranhamento entre dois subsistemas quânticos

O conceito de emaranhamento como conhecemos hoje surgiu do desconforto de Einstein com relação
a mecânica quântica. Ele acreditava que “a física deve representar uma realidade no tempo e no espaço,
livre de ações fantasmagóricas à distância”. Nessa frase, dita a Max Born, Einstein se referia à estranheza
que lhe causava duas partículas, após interagirem, continuarem “ligadas” [1]. Quando o artigo EPR
(Einsteisn, Podolsky e Rosen)[1] chegou a Niels Bohr (a quem várias vezes foi designado o papel de
defensor da mecânica quântica), este justificou que, após interagirem, as partículas fazem parte de um
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sistema total, desenvolvendo correlações de natureza quântica entre elas. Embora haja muita discussão
subsequente seguindo uma via filosófica sobre emaranhamento, aqui abordaremos o assunto de uma
maneira mais operacional. Partiremos de sua definição usual, e analisaremos no capítulos 3 e 4, seu
surgimento em sistemas atômicos.

Atualmente, é comum se definir emaranhamento como sendo a correlação quântica que ocorre entre
subsistemas (Γ1 e Γ2) que compõem um sistema (Γ ). Se |u1〉 e |v2〉 são estados de Γ1 e Γ2, respectivamente,
o estado

|ψ12〉 = |u1〉 ⊗ |v2〉 (2.29)

descreve um estado de Γ no qual os subsistemas tem um estado bem definido. Assim, dados os observá-
veis A1 e B2, pertencentes a Γ1 e Γ2, seus valores esperados são dados por

〈A1〉〈B2〉 = 〈A1⊗B2〉. (2.30)

Fisicamente, a probabilidade de obtenção de um resultado específico λi para a medida de um obser-
vável O é dado por p(λi) = 〈Πi(O)〉, onde Πi(O) é o projetor sobre o autosubespaço de O associado ao
autovalor λi. Assim, a equação (2.30) pode ser entendida como

p(ai)p(bj) = p(a1,bj). (2.31)

Portanto, se medirmos A1 e B2 simultaneamente, o valor encontrado para A1 é estatisticamente inde-
pendente do encontrado para B2, ou seja, não há correlações entre os subsistemas.

Porém, os estados de Γ em geral tem uma forma mais complicada do que a analisada na equação
(2.29), como:

|Ψ〉12 =
∑

ij

cij|ui〉1⊗ |vj〉2. (2.32)

Realizando a mesma análise do caso anterior, obtemos

〈A1〉〈B2〉 6= 〈A1⊗B2〉, (2.33)

levando a

p(ai)p(bj) 6= p(a1,bj). (2.34)

Neste caso, as propriedades de cada subsistema deixam de ser independentes. Este fenômeno é
conhecido como emaranhamento, e será nosso objeto de estudo nas próximas páginas.

Estados Maximamente Emaranhados

Quando limitamos nossa análise de estados a dois qubits, um grupo de estados importantes devem
ser considerados: os estados de Bell ou pares EPR [1]. Eles são descritos por
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|Ψ1〉AB = N1(|ψ1〉A|ψ2〉B+ |ψ2〉A|ψ1〉B),
|Ψ2〉AB = N2(|ψ1〉A|ψ2〉B− |ψ2〉A|ψ1〉B),
|Ψ3〉AB = N3(|ψ1〉A|ψ1〉B+ |ψ2〉A|ψ2〉B),
|Ψ4〉AB = N4(|ψ1〉A|ψ1〉B− |ψ2〉A|ψ2〉B), (2.35)

onde Ni (i = 1, 2, 3, 4) são constantes de normalização, e os índices A e B se referem a dois subsistemas.
Comumente encontramos estes estados na literatura como

|Ψ±〉 =
1√
2
(|01〉 ± |10〉), (2.36)

|Φ±〉 =
1√
2
(|00〉 ± |11〉), (2.37)

(2.38)

Um caso particular dos estados de Bell (onde consideramos os estados |ψ1(2)〉 como estados coerentes
|α(−α)〉) são os estados coerentes emaranhados [26]

|Ψ1〉AB = N1(|α〉A| −α〉B+ | −α〉A|α〉B),
|Ψ2〉AB = N2(|α〉A| −α〉B− | −α〉A|α〉B),
|Ψ3〉AB = N3(|α〉A|α〉B+ | − α〉A| − α〉B),
|Ψ4〉AB = N4(|α〉A|α〉B− | − α〉A| − α〉B). (2.39)

Esse tipo de estado é muito importante, devido a máxima correlação quântica (emaranhamento)
possível entre seus subsistemas, tendo muitas aplicações em teleportação, computação e informação
quântica. Nos dois capítulos de resultados dessa tese, mostraremos propostas de geração de estados do
tipo Bell.

Estados mistos emaranhados

Um estado de mistura ρAB é separável se e somente se ele pode ser representado como uma combi-
nação convexa do produto dos estados locais como dado na equação

ρAB =

K∑

i=1

piρ
A
i ⊗ ρBi . (2.40)

Para situações diferentes dessa, o estado é dito inseparável ou emaranhado.

Medidas de emaranhamento

São muitas as medidas de emaranhamento propostas na literatura [1]. Dentre elas podemos citar as
medidas de emaranhamento geométricas, tais como traço, entropia relativa, máxima fração de singleto
ou fração máxima emaranhada. Dentre as medidas válidas somente para estados puros, podemos
citar a entropia de von Neumann. Existem também extensões de medidas para estados mistos, como
a concorrência (que tem validade restrita) e o emaranhamento de formação. Aqui iremos apresentar
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apenas algumas destas medidas.

Entropia de von Neumann - SvN

Essa medida [29] é muito utilizada para sistemas bipartites b puros. Sendo ρ o operador densidade e
ρ1 e ρ2 os operadores densidade para cada subsistema, a entropia de von Neumann parcial é dada por

S1vN = −Tr[ρ1 log ρ1] = −Tr[ρ2 log ρ2] = S2vN. (2.41)

A entropia de von Neumann vale zero quando o estado não está emaranhado, e tem aumento de
valor quanto mais o estado estiver emaranhado.

Entropia Linear - Sl

A entropia linear [29] é dada por

Sl =
D

D− 1
(1− Tr[ρ21]) =

D

D− 1
(1− Tr[ρ22]), (2.42)

onde D é a dimensão do espaço de Hilbert do subsistema. Ele reproduz praticamente os mesmos
resultados da entropia de von Neumann, mas com facilidades nos cálculos.

Emaranhamento de formação

O emaranhamento de formação [29] é definido, através da entropia de von Newmman SvN, como

EF(|ψ〉〈ψ|) = SvN(TrA[|ψ〉〈ψ|]) (2.43)

para estados puros, e para estados de mistura a expressão é dada por

EF(ρ) = min
∑

i

piEF(|ψi〉〈ψi|), (2.44)

onde a minimização deve ser feita sobre todas as possíveis decomposições

ρ =
∑

i

pi|ψi〉〈ψi| (2.45)

de ρ em termos dos estados puros |ψ1〉〈ψ1|, |ψ2〉〈ψ2|, com distribuição de probabilidade p1, p2... .

Concorrência

A concorrência [29] é definida como se segue: seja ρ um estado de um sistema 2X2, e sejam µ1, ...,µ4 a

b Sistemas bipartites: Sistemas compostos por dois subsistemas. Por exemplo, duas partículas.
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lista ordenada de autovalores de (
√

ρρ̃
√

ρ)1/2, onde ρ̃ = (σy⊗ σy)ρ
∗(σy⊗ σy)

c. Então,

EC(ρ) = max{0,µ1− µ2− µ3− µ4}. (2.46)

De acordo com a fórmula de Wootters [29], a concorrência se relaciona com o emaranhamento de
formação, para pares de qubits, como

EF(ρ) = −ν1 log2ν1− ν2 log2ν2, onde ν1,2 = (1±
√
1− EC(ρ)2)/2. (2.47)

Para situações em que não temos pares de qubits, não há expressão analítica definida.

Máxima fração de singleto

Essa medida de emaranhamento, também conhecida como fração máxima de emaranhamento [29], é
definida como

Fmax = max|ψ〉〈ψ|ρ|ψ〉, (2.48)

onde max|ψ〉 corresponde a maximização que é realizada sobre todos os estados maximamente emara-
nhados |ψ〉 = UA⊗UB|Ψ

+〉, sendo

|Ψ+〉 =
1√
d

d∑

i=1

|i〉〈i| (2.49)

o estado maximamente emaranhado do espaço de Hilbert d-dimensional e UA e UB transformações
unitárias.

2.4. Estados gaussianos e variáveis contínuas

Estados gaussianos de dois modos

Vamos considerar um sistema de variáveis contínuas de dois modos, descrito pelo espaço de Hil-
bert Γ = Γ1⊗ Γ2. Um conjunto de estados Gaussianos é, por definição, um conjunto de estados com
funções características e distribuições de quasi-probabilidade gaussianas. Portanto, o estado Gaussiano
é completamente caracterizado pelos seus primeiros e segundos momentos estatísticos que são dados,
respectivamente, pelos vetor de valores médios X̄ ≡ (〈x̂1〉, 〈p̂1〉, 〈x̂2〉, 〈p̂2〉), e pela matriz de covariância
V

Vij =
1

2
〈x̂ix̂j+ x̂jx̂i〉− 〈x̂i〉〈x̂j〉. (2.50)

Uma explicação mais detalhada da matriz de covariância e da função de Wigner para estados

c Matriz de Pauli σy, do conjunto de matrizes: σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
e σz =

(
1 0

0 −1

)
.
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Gaussinos pode ser obtida em [28].

Variáveis contínuas

Hoje em dia, muitos trabalhos de sub-áreas da mecânica quântica, tais como computação quântica,
informação quântica, óptica quântica, entre outras, tem seu foco em sistemas de variáveis contínuas.
Fisicamente falando, variáveis contínuas são observáveis com espectro contínuo, como por exemplo as
quadraturas x e p do campo eletromagnético monocromático, que pode ser descrito como

E ∝ x cos (ωt) + p sin (ωt) (2.51)

onde ω é a frequência angular, e os operadores de quadratura são definidos em termos dos operadores
de aniquilação e criação de fótons a e a† como

x = (a + a†) e p = −i(a − a†). (2.52)

Muitas são as vantagens das variáveis contínuas em relação às variáveis discretas: facilidade de pre-
paração dos estados do campo, além de precisão na deteção através de deteção homódina. Essa última
fornece acesso completo às variáveis canônicas do campo.

Estudos envolvendo variáveis contínuas historicamente trataram, em sua maior parte, de estados
Gaussianos, tais como estados coerentes e estados comprimidos. Contudo, o formalismo de variáveis
contínuas é igualmente apropriado para o estudo de estados não-Gaussianos, como superposições de
estados coerentes.

No capítulo 4 mostraremos uma análise de emaranhamento de variáveis contínuas, baseado em ex-
perimentos recentes na área de variáveis contínuas ópticas, onde os estados analisados são considerados
pelos autores como Gaussianos.

2.5. Critérios de inseparabilidade

Muitos critérios de inseparabilidade [29] são utilizados hoje em dia com o intuito de mostrar se os
estados são separáveis (ou não-emaranhados). Utilizaremos nessa tese apenas o critério de inseparabi-
lidade para variáveis contínuas de Duan [20, 21]. Para entender melhor este critério, vamos considerar
dois modos ortogonalmente polarizados do campo eletromagnético (a1 e a2), que satisfazem as regras
usuais para operadores bosônicos, ou seja, [a1, a2] = δ1,2.

Os operadores de quadratura para esses modos são dados por

X1(2) =
1

2
(a1(2) + a†

1(2)) e Y1(2) =
1

2i
(a†
1(2) − a1(2)), (2.53)

e a variância das quadraturas é definida como

(∆X1(2))
2 = 〈X21(2)〉− 〈X1(2)〉2 e (∆Y1(2))

2 = 〈Y21(2)〉− 〈Y1(2)〉2. (2.54)

Desta maneira, o critério de inseparabilidade para variáveis contínuas de Duan é escrito em termos dos
operadores de variância

I1,2 =
1

2
[∆2(X1+ X2) +∆2(Y1− Y2)] < 1. (2.55)
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Para estados Gaussianos, I1,2 < 1 é condição necessária e suficiente para emaranhamento. No caso
em que os estados são não-Gaussianos, embora I1,2 < 1 indique com certeza emaranhamento, quando
I1,2 ≥ 1 nada pode ser dito sobre a presença ou não de emaranhamento.

A prova do critério de Duan pode ser obtida como segue [38]: vamos assumir que o estado ρ12 é
separável e pode ser escrito como

ρ12 =
∑

i

ηiρi,1⊗ ρi,2. (2.56)

Então nós podemos calcular a variância total do operadores u ≡ X1− X2 e v ≡ Y1− Y2 para este
estado (índice ρ),

〈(∆u)2〉ρ+ 〈(∆v)2〉ρ =
∑

i

ηi(〈u2〉i+ 〈v2〉i) − 〈u〉2ρ− 〈v〉2ρ

=
∑

i

ηi(〈X21〉i+ 〈X22〉i− 2〈X1〉i〈X2〉i+ 〈Y21〉i+ 〈Y22〉i− 2〈Y1〉i〈Y2〉i) − 〈u〉2ρ− 〈v〉2ρ

=
∑

i

ηi (〈(∆X1)2〉i+ 〈(∆X2)2〉i) + 〈(∆Y1)2〉i+ 〈(∆Y2)2〉i

+
∑

i

ηi〈u〉2i −

(∑

i

ηi〈u〉i
)2

+
∑

i

ηi〈v〉2i −

(∑

i

ηi〈v〉i
)2

, (2.57)

onde 〈...〉i significa a média sobre o estado produto ρi,1⊗ ρi,2. Usando a inequação de Cauchy-Schwarz∑
iηi〈u〉2i ≥ (

∑
iηi|〈u〉i|)2, podemos ver que a última linha da equação (2.57) é limitada por zero. Consi-

derando a relação de incerteza 〈(∆Xj)
2〉1+ 〈(∆Yj)

2〉1 ≥ |[Xj, Yj]| = 1/2 (j = 1, 2, ∀i), nós encontramos que
a variância é limitada por 1. Então, a inequação

〈[∆(X1− X2)]
2〉+ 〈[∆(Y1− Y2)]

2〉 ≥ 1 (2.58)

é condição necessária para qualquer estado separável. Qualquer violação disso prova a inseparabilidade
do estado em questão.
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3. EMARANHANDO PARTÍCULAS DISTANTES

Neste capítulo apresentamos três métodos de geração de estados tipo Bell entre partículas distantes.
Nas seções (3.1) e (3.2) apresentamos brevemente os dois processos utilizados por Cabrillo e colaboradors
[11] e Feng e colaboradores [12] para criação de estados emaranhados entre átomos distantes via interfe-
rência. A seção (3.3) é reservada para apresentarmos a nossa proposta de um método inédito de geração
incondicional de estados emaranhados do tipo Bell entre os níveis eletrônicos de dois íons espacialmente
distantes, utilizando um átomo de dois níveis propagante [30].

3.1. Geração de estados emaranhados de átomos distantes por interferência usando emissão
espontânea

Nesse esquema o estado emaranhado não é produzido por uma interação efetiva entre os átomos,
mas sim por efeito de interferência e projeção do estado acompanhando o processo de medida. O estado
emaranhado desejado é dado por

|ψ〉 =
1

2
(|0〉A|1〉B+ eiφ|1〉A|0〉B), (3.1)

onde φ é uma fase fixa.

variáveis descrição

|0〉, |1〉 e |2〉 estados fundamentais (|0〉 e |1〉) e excitado (|2〉) do átomo de três níveis
Γ0 e Γ1 taxas de decaimento |2〉 → |0〉 e |2〉 → |1〉, respectivemente
2d distância entre os átomos A e B
D distância entre o detetor e o segmento que conecta os átomos A e B
LxLy área do fotodetetor

Tabela II – Algumas variáveis relacionadas ao experimento de Cabrillo e colaboradores [11].

Os átomos usados nesse caso são átomos de três níveis com configuração Lambda (ver figura 1),
separados por uma distância 2d. Os estados |0〉 e |1〉 são estados fundamentais, e |2〉 é estado excitado da
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Figura 1 – Esquema do experimento de Cabrillo e colaboradores [11]. Átomos de três níveis A e B, separados
espacialmente, e detetor D. Na figura pequena temos um esquema mais detalhado dos níveis atômicos.

configuração. Ambos os átomos são preparados inicialmente no estado |0〉. A excitação é obtida usando
um pulso de laser que excita, com pequena probabilidade, um dos dois átomos ao estado |2〉. Se após
a excitação um fóton emitido espontaneamente for detetado, um estado emaranhado de dois átomos é
produzido. Um fotodetetor é colocado a uma distância D do segmento que conecta os átomos A e B. O
detetor é sensível apenas a fótons com comprimento de onda λ1, correspondendo à transição |2〉 → |1〉,
que é caracterizada pela emissão espontânea com taxa de decaimento igual a Γ1. Na maioria das vezes
nenhum fóton é detetado após um tempo de espera t � Γ−1

1 . Se não ocorre deteção, o experimento é
reiniciado, quantas vezes for necessário, até a deteção do fóton com comprimento de onda λ1. Quando
a deteção ocorre, o estado de ambos os átomos é descrito pelo operador densidade ρA,B. A intenção é
obter um estado o mais próximo possível do estado maximamente emaranhado descrito na equação (3.1),
onde φ é uma fase que não muda em cada realização do experimento. Dessa maneira é possível obter a
fidelidade entre esses estados, ou seja

F = 〈ψ|ρA,B|ψ〉. (3.2)

A idéia é obter, através do pulso de laser, a superposição coerente de estados |0〉A|2〉B e |2〉A|0〉B,
além dos estados |0〉A|0〉B e |2〉A|2〉B. Como a transição |2〉 → |1〉 implica na deteção de um fóton, o
termo |0〉A|0〉B pode ser projetado para fora do estado atômico, por ser incompatível com o evento.
Além disso, o pulso de laser tem que ser tal que a probabilidade de excitar ambos os átomos para o
estado |2〉 (|2〉A|2〉B) seja muito menor que a probabilidade de excitar a superposição coerente. O fato
do detetor não distinguir qual dos átomos emitiu o fóton, transforma a superposição |0〉A|2〉B e |2〉A|0〉B
numa superposição de estados |0〉A|1〉B e |1〉A|0〉B, próxima de um estado emaranhado.

Para a obtenção do estado pretendido, algumas condições devem ser satisfeitas. Pode acontecer de
ambos os átomos emitirem um fóton, mas um deles não ser detectado por ser emitido em uma direção
diferente da do detector (reduzindo dessa maneira a fidelidade). Assim, é usado um pulso de laser curto
ou fraco o suficiente. Nesse caso, a probabilidade de excitar dois átomos (ε2) é da ordem do quadrado da
probabilidade de excitar apenas um átomo (2ε). Além disso, o detetor deve ser suficientemente pequeno
(Lx � λ1D/d). Por fim, como o recuo do átomo na emissão ou absorção de fótons pode destruir a
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superposição, é necessário trabalhar no regime de Lamb-Dicke d e a temperaturas baixas.
Os autores modelam o detetor e os átomos através de equações mestras, e analisam a fidelidade dos

estados obtidos com o estado maximamente emaranhado procurado. Resultados positivos são obtidos
nesse esquema, mesmo com muitas condições restritivas dos parâmetros experimentais. Detalhes da
modelagem e uma análise mais minuciosa dos resultados podem ser encontradas em [11].

3.2. Geração de estados emaranhados de átomos distantes por interferência de fótons pola-
rizados

Esse método de geração de emaranhamento entre partículas distantes é baseado no modelo descrito
na seção anterior. Dois átomos 1 e 2 de três níveis (configuração Lambda) idênticos, estão aprisionados
em duas cavidades, A e B, respectivamente. Cada átomo possui um estado excitado (|e〉) e dois estados
fundamentais degenerados (|gL〉 e |gR〉). As transições |e〉 → |gL〉 e |e〉 → |gR〉 são fortemente acopladas
aos modos da cavidade polarizados circularmente à direita e à esquerda, respectivamente.

Figura 2 – Esquema do experimento de Feng e colaboradores [12]. (a) Estrutura dos níveis atômicos. (b)
Esquema experimental. Cavidades A e B, contendo os átomos 1 e 2 respectivamente. Os fótons saindo
das cavidades são detetados por D1 e D2, após passarem por placas de quarto de onda e divisores de

feixes polarizados.

Os dois átomos são inicialmente preparados no estado excitado |e〉, através de um pulso de laser π e

circularmente polarizado. Depois de excitados, os dois átomos tem duas transições possíveis: |e〉 → |gR〉

d Regime de Lamb-Dicke: íon confinado numa região (a0) muito menor que o comprimento de onda do campo da cavidade
(λ0). Em outras palavras, o parâmetro de Lamb-Dicke η� 1, onde η = 2πa0/λ0.

e Pulso π: campo clássico com tempo de duração Ωt = π (Ω = frequência de Rabi). Se, por exemplo, aplicarmos um pulso π
em um átomo com momento de dipolo apontando na direção ẑ, ele terá seu momento de dipolo completamente invertido.
Um pulso π/2 age de maneira similar, porém preparando o estado atômico (de um átomo de dois níveis) numa superposição
igualmente pesada dos estados excitado e fundamental.
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ou |e〉 → |gL〉, que correspondem à emissão de fótons polarizados. Se os dois detetores D1 e D2, sensíveis
a feixes com polarizações distintas, clicarem simultaneamente após um determinado tempo, concluimos
que dois fótons com diferentes polarizações foram detetados, nos levando a dois átomos com diferentes
estados fundamentais: um no estado |gL〉 e outro no estado |gR〉. Como não conseguimos determinar
qual átomo está em determinado estado, é obtida a superposição dos estados |gL〉1|gR〉2 e |gR〉1|gL〉2,
que é um estado emaranhado dos dois átomos. No caso dos detetores não clicarem simultaneamente, o
processo é repetido até a obtenção do resultado esperado.

variáveis descrição

L e R índices referentes a modos polarizados circularmente à esquerda (left) e à direita (right)
|gL〉, |gR〉 e |e〉 estados fundamentais degenerados (|gL〉 e |gR〉) e excitado (|e〉) do átomo de três níveis

ak e a†
k operadores de criação e aniquilação de fótons dos modos k

λk constante de acoplamento entre o modo k e o átomo
D1 e D2 detetores

Tabela III – Algumas variáveis relativas ao experimento de Feng e colaboradores [12].

O Hamiltoniano de interação átomo-campo que descreve o sistema descrito é dado por

HI = }
∑

k=L,R

λk(ak|e〉〈gk| + a†
k|gk〉〈e|), (3.3)

onde os índices L e R são referentes à polarização circular à esquerda e à direita, respectivamente. Os
operadores ak e a†

k são os operadores de aniquilação e criação de fótons do modo k, e λk é a constante
de acoplamento entre o modo k e o átomo. Essa constante de acoplamento é considerada real, e diferente
para o acoplamento entre cada átomo e o modo da cavidade (λL 6= λR). Se o átomo é preparado inici-
almente no estado excitado |e〉, e os modos da cavidade no estado de vácuo |0L, 0R〉, o estado evoluído
após a interação átomo-campo é dada por

|Ψ(t)〉 = cosΩt|e〉|0L, 0R〉− i
1

Ω
sinΩt(λL|gL〉|1L, 0R〉+ λR|gR〉|0L, 1R〉), (3.4)

onde Ω =
√
λ2L+ λ2R.

Para a obtenção do estado emaranhado entre os dois átomos, os átomos 1 (cavidade A) e 2 (cavidade
B), tem seus estados excitados por pulsos de laser simultaneamente. O estado que descreve os dois
subsistemas existentes (cavidade A + átomo 1 e cavidade B + átomo 2) é descrito por |Ψ(t)〉A|Ψ(t)〉B.
Os fótons que saem das cavidades, após passar por uma placa de um quarto de onda (QWP), deixam
de ter polarizações circulares, ficando linearmente polarizados (com direções perpendiculares). Assim,
obtemos

|1L, 0R〉 → |V〉 e |0L, 1R〉 → |H〉, (3.5)

onde os estados |V〉 e |H〉 se referem a fótons polarizados verticalmente e horizontalmente. Os modos no
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vácuo são desconsiderados por não ativarem os detetores. Então, após a passagem pela QWP, o estado
que descreve os dois subsistemas envolve apenas os termos

|Ψ(t)〉A|Ψ(t)〉B ∝ (λL|gL〉1|V〉A+ λR|gR〉1|H〉A)⊗ (λL|gL〉2|V〉B+ λR|gR〉2|H〉B). (3.6)

Divisores de feixes polarizados são colocados entre os QWP e os detetores. Os fótons horizontalmente
polarizados são transmitidos, e os verticalmente polarizados são refletidos, nos levando a

(λL|gL〉1|V〉A,a+ λR|gR〉1|H〉A,b)⊗ (λL|gL〉2|V〉B,a+ λR|gR〉2|H〉B,b), (3.7)

onde os índices i, j (i = A,B; j = a,b) denotam a transformação do modo de entrada i para o modo de
saída j. O efeito de interferência do divisor de feixes torna impossível distinguir de qual cavidade saiu o
fóton. Portanto, suprimindo os modos de entrada (A,B), obtemos

(λL|gL〉1|V〉a+ λR|gR〉1|H〉b)⊗ (λL|gL〉2|V〉a+ λR|gR〉2|H〉b) =

λ2L|gL〉1|gL〉2|V〉a|V〉a+ λ2R|gR〉1|gR〉2|H〉b|H〉b+ λLλR(|gL〉1|gR〉2+ |gR〉1|gL〉2)|V〉a|H〉b. (3.8)

Se os detetores D1 e D2 clicarem simultaneamente, teremos o estado

|Ψ〉 =
1√
2
(|gL〉1|gR〉2+ |gR〉1|gL〉2), (3.9)

que é o estado pretendido. Comparando esse esquema com o anterior, nota-se que a obtenção do estado
do tipo Bell não possui tantas restrições experimentais (dimensão do detetor, recuo do átomo na emissão
ou absorção de fótons, entre outras). Como nossa análise é apenas qualitativa, uma descrição mais
completa da modelagem matemática e dos resultados pode ser obtida em [12].

3.3. Geração de estados emaranhados de íons distantes usando um átomo propagante

Nesta seção nós apresentamos um esquema para geração de estados maximamente emaranhados en-
volvendo os estados eletrônicos de dois íons distantes, cada um aprisionado em uma cavidade [30]. Isso
é possível através do uso de um átomo propagante (átomo que cruza as cavidades), responsável pelo
emaranhamento. Para certos tempos específicos de interação, o esquema proposto gera, não probabilis-
ticamente, um estado do tipo Bell (capítulo 2 2.3). No final do protocolo, o átomo está completamente
desemaranhado do resto do sistema, deixando a parte eletrônica dos íons em um estado tipo Bell. Além
disso, o esquema não é sensível ao campo na cavidade e a perdas relativas à cavidade. Analisamos tam-
bém dissipação e amortecimento atuando no átomo entre as cavidades, e discutimos a aplicação desses
resultados para teletransporte.

A motivação nesta seção é obter um novo método, não condicional, para geração de estados maxima-
mente emaranhados do tipo Bell

|Ψ1,2〉 =
1√
2
(|e1,g2〉+ |g1, e2〉), (3.10)

entre dois íons (que denotamos por 1 e 2) separados espacialmente, onde |ei〉 e |gi〉 são os dois estados
eletrônicos excitado e fundamental do íon i.



20

3.3.1. O esquema e o modelo

O sistema sob consideração consiste de duas cavidades distantes A e B, cada uma contendo um íon
aprisionado, 1 e 2, além de um átomo de dois níveis (átomo propagante) cruzando as cavidades, como
mostrado esquematicamente na figura (3).

Decoherence

Flying Atom

Cavity AIon 1tA

tf

tB
Cavity BIon 2

Figura 3 – Figura esquemática da proposta para emaranhamento de partículas espacialmente distantes [30]:
duas cavidades A e B, cada uma aprisionando um íon, além de um átomo propagante que cruza as

cavidades, utilizado como agente emaranhador dos estados eletrônicos do íons.

O Hamiltoniano que descreve a interação de um íon aprisionado, do átomo propagante e do campo
em uma das cavidades é dado por [31]

H = H0+ Hint, (3.11)

com

H0 = }νa†a + }ωb†b +
1

2
}ω1(2)σ

1(2)
z +

1

2
}ωpσpz , (3.12)

e

Hint = }gpA(B)
(σ
p
+b + σ

p
−b†) + }g1(2) cos [η(a† + a)](σ

1(2)
+ b + σ

1(2)
− b†), (3.13)

onde, em todas as variáveis, os índices 1, 2 e p se referem aos íons 1 e 2, e ao átomo propagante res-
pectivamente, assim como A e B estão associados às respectivas cavidades. Os operadores σ’s são os
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operadores atômicos de Pauli f, g1(pA) é a constante de acoplamento entre o íon 1 (átomo propagante) e
o modo do campo na cavidade A e g2(pB) é a constante de acoplamento entre o íon 2 (átomo propagante)
e o modo do campo na cavidade B e ω1(2)[p] é a frequência de transição atômica do íon 1(2) [átomo
propagante]. b†(b) é o operador de criação (aniquilação) dos modos da cavidade (frequência ω), a†(a) é
o operador bosônico de criação (aniquilação) do modo vibracional do íon (frequência ν), e η = 2πa0/λ0
é o parâmetro de Lamb-Dicke, sendo a0 a flutuação rmsg da posição do íon correspondente ao menor
auto-estado da armadilha e λ0 é o comprimento de onda do campo na cavidade.

Nós agora vamos usar o Hamiltoniano efetivo no caso em que os íons aprisionados e o átomo são
mantidos fora da ressonância com o campo (∆ = ω −ω1(2)[p] � g1(2)[pA(B)]

). Nesse caso não há troca
de energia entre o campo na cavidade e os qubits de matéria. Se também escolhermos as frequências
do sistema de tal modo que nenhuma banda lateral estará excitada [32], isto é, ∆ � ν, e mantendo
a ressonância ente os íons e o átomo (ω1 = ω2 = ωp), é possível obter o seguinte Hamiltoniano na
representação de interação

H
1(2)
int = λ1(2)(σ

p
+σ
1(2)
− + σ

p
−σ
1(2)
+ ), (3.14)

onde λ1(2) = g1(2)gpA(B)
/∆ é a constante de acoplamento efetiva da cavidade A(B).

3.3.2. Discussão sobre possíveis candidatos de íons e átomo

Agora vamos considerar o exemplo específico de átomos e íons que levam às condições de ressonância
assumidas na derivação do Hamiltoniano (3.14). Primeiro, para impedir que os qubits sofram decoerência
durante o processo, transições de tempos longos são necessárias tanto para o átomo propagante quanto
para os íons. Para os íons, isso pode ser obtido pelo uso de íons com um estado fundamental que
apresenta estrutura hiperfina. Nesse caso, a aplicação de campos magnéticos pode separar os níveis
hiperfinos em poucas dezenas de gigahertz. Por outro lado, transições de tempos longos de átomos
neutros podem ser escolhidas como sendo estados de Rydberg circulares, também separados por pou-
cas dezenas de gigahertz. Átomos propagantes de Rb preparados em estados de Rydberg circulares e
interagindo com fótons de microondas tem sido usados em vários experimentos [33]. Assim, é claro que
para manipular os estados dos átomos e íons, radiação de microondas é a escolha natural. Esse fato
parece destruir o esquema, pois o parâmetro de Lamb-Dicke para os íons será muito pequeno no caso de
armadilhas usuais. No entanto, experimentos recentes tem feito uso de armadilhas de íons modificadas
em que um parâmetro de Lamb-Dicke efetivo pode ser suficientemente grande para nossos interesses.
Atualmente, para íons de Yb+, todas as operações quânticas envolvendo movimento e graus de liberdade
internos, realizados geralmente com campos ópticos, podem ser implementados utilizando radiação de
microondas.

Nós propomos o uso de íons de Yb+ e átomos propagantes de Rb, preparados em estados de Rydberg
circulares, na implementação das idéias sugeridas. Alguns experimentos de óptica quântica da literatura
com íons 171Yb+ tem usado o dubleto S1/2 do estado fundamental hiperfino {|g〉 ≡ |S1/2, F = 0〉, |e〉 ≡
|S1/2, F = 0,mF = 0〉} como qubit, e essa será nossa escolha. Devido à aplicação de campos magnéticos
estáticos, a transição do qubit usada em [34] é de 12, 6 GHz. Outros estados hiperfinos podem ser usados
[35]. A transição do qubit em estados de Rydberg circulares de Rb é encontrada como sendo 51.1 GHz.
Nós cremos que o acréscimo moderado no comprimento de onda do campo eletromagnético atuando
sobre Yb+ pode levar à ressonância (ω1 = ω2 = ωf), como assumimos na derivação de (3.14). Vale ainda
mencionar que armadilhas de Paul em miniatura, consistindo de um eletrodo em forma de anel com

f Os operadores de Pauli : σ− = |g〉〈e|, σ+ = |e〉〈g| e σz = |e〉〈e| − |g〉〈g|.
g Do inglês root mean square (desvio quadrático médio)



22

diâmetro de 2 mm e eletrodos de tampa espaçados de
√
2 mm, tem sido usados para a realização de

experimentos envolvendo átomos de Yb+ [34]. Isso facilita a inserção de armadilhas em cavidades de
microondas, onde os espelhos são espaçados de 27 mm em experimentos de óptica quântica envolvendo
átomos propagantes de Rb.

3.3.3. Obtenção do estado de Bell

Os detalhes de cálculos desta seção podem ser vistos no apêndice A. O Hamiltoniano (3.14) é essenci-
almente o mesmo usado por Zheng e colaboradores [41], mas com a vantagem de que o qubit estacionário
está aprisionado em uma cavidade, o que facilita muito a sua manipulação. Note que para a obtenção do
Hamiltoniano (3.14), ambos os íons foram resfriados para seu estado fundamental. Se não fosse assim,
o movimento poderia se acoplar aos graus de liberdade eletrônicos. Além disso, como o Hamiltoniano
(3.14) não depende do campo da cavidade, a frequência de Rabi é simplesmente λ1(2) em A(B). Isso torna
nosso esquema não sensível ao estado do campo na cavidade e ao decaimento da cavidade [41, 42], nos
permitindo trabalhar até com um campo térmico com poucos fótons. Agora, considere que ambos os íons
estão inicialmente no estado eletrônico fundamental, e o átomo propagante está inicialmente excitado,
isto é, |ψ(0)〉 = |ep,g1,g2〉. De acordo com a equação (3.14), se o tempo gasto pelo átomo propagante
para cruzar a cavidade A forh λ1tA = π/4, o estado do nosso sistema será

|ψ(tA)〉 =
1√
2
(|ep,g1〉− i|gp, e1〉)⊗ |g2〉. (3.15)

Em seguida, permitimos que o átomo voe de uma cavidade a outra, e supomos que faça isso num
tempo de voo tf. No caso ideal (sem decoerência), a evolução dos três subsistemas, durante o intervalo
de tempo tf, é local e unitária não ocasionando mudanças no emaranhamento entre eles. No entanto,
se incluirmos perdas ou defasamento, o emaranhamento entre eles será alterado devido ao acoplamento
com o meio. Analisaremos isso mais adiante. Agora, o átomo propagante alcança a cavidade B, e depois
do tempo λ2tB = π/2 necessário para cruzá-lai, o estado global do sistema será

|ψ〉 = |gp〉 ⊗ |Ψ1,2〉, (3.16)

onde |Ψ1,2〉 é o estado do tipo Bell descrito na equação (3.10). Nós podemos ver em (3.16) no final do
protocolo, o estado do átomo propagante é fatorado do resto do sistema, que toma a forma de um estado
maximamente emaranhado |Ψ1,2〉. Desta maneira, o esquema proposto aqui não é probabilístico, pois
não depende de nenhum processo de medida, o que o torna um protocolo de geração incondicional. É
importante observar que o protocolo exige tempos de interação diferentes para as duas cavidades e, desde
que supomos que a velocidade do átomo propagante não varie, apenas as constantes de acoplamento λ1
e λ2 precisam ser ajustadas. Considerando o mesmo tipo de íon e a mesma frequência do campo na
cavidade (ωp) em ambas as cavidades, o único parâmetro livre para controle dos tempos de interação é
o volume da cavidade, que aparece na definição de gpA(B)

e g1(2).
Em experimentos reais, o átomo voando entre as cavidades pode colidir com outros átomos ou molé-

culas, resultando em defasamento. Além disso, dependendo que quão perto uma cavidade está da outra,
o átomo propagante pode decair espontaneamente, devido ao acoplamento com os modos do campo ele-
tromagnético no espaço livre. Uma vez que o decaimento da cavidade não afeta destrutivamente nosso

h A escolha desse tempo é que leva ao estado representado pela equação 3.15.
i Novamente, o tempo é determinante para a obtenção do estado desacoplado átomo propagante-íons.
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esquema, como explicado anteriormente, amortecimento de fase e amplitude parece ser a fonte mais
importante de perda de coerência quântica no nosso caso. Agora, vamos modelar esses mecanismos de
ruído pelo método da equação mestra. A equação mestra na representação de interação que descreve a
emissão espontânea e o amortecimento de fase do átomo propagante cruzando as cavidades A e B é dada
por [43]

∂ρ(t)

∂t
=
γ

2

[
2σ
p
−ρ(t)σ

p
+ − σ

p
+σ
p
−ρ(t) − ρ(t)σ

p
+σ
p
−

]
+
γp

2
[σpzρ(t)σpz − ρ(t)] , (3.17)

onde γ(γp) é a taxa de decaimento (defasamento) atômico. Resolvemos essa equação com a condição
inicial ρ(0) = |ψ(tA)〉〈ψ(tA)|, onde |ψ(tA)〉 é o estado global depois do átomo propagante passar pela
cavidade A. A solução da equação mestra para essas condições é

ρ(tf) =
1

2

[
|gp, e1〉〈gp, e1| − ie−(γ+γp)tf |gp, e1〉〈ep,g1|

+ie−(γ+γp)tf |ep,g1〉〈gp, e1| + (1− e−γtf)|gp,g1〉〈gp,g1|
]
⊗ |g2〉〈g2|, (3.18)

onde tf é o tempo de voo. Agora, o átomo propagante atinge a cavidade B, e lá ele segue uma evolução
unitária de acordo com (3.14). Considerando o estado inicial do sistema como (3.18) e o caso ideal onde o
átomo depende apenas de λ2tB = π/2, obteremos, após a operação traço parcial nas variáveis do átomo

ρ1,2 =
1

2

[
|e1,g2〉〈e1,g2| + e−(γ+γp)tf |e1,g2〉〈g1, e2| + e−(γ+γp)tf |g1, e2〉〈e1,g2|

+e−γtf |g1, e2〉〈g1, e2| + (1− e−γtf )|g1,g2〉〈g1,g2|
]
. (3.19)

O estado (3.18) envolvendo os íons separados espacialmente é resultado do nosso protocolo de geração
para quando o átomo propagante, utilizado como agente emaranhador, é afetado pelo amortecimento de
fase e amplitude. A primeira observação a ser feita é que o estado (3.19) não é tão emaranhado quanto um
estado do tipo Bell, gerado no caso ideal. De fato, o emaranhamento em (3.19) decresce exponencialmente
com o tempo de voo, medido pela concorrência [44], que para (3.19) é dada por C(tf) = e−(γ+γp)tf .

3.3.4. Fidelidade de teletransporte e fração máxima de emaranhamento

Se Alice e Bob compartilham um estado de mistura de dois qubits como (3.19), eles podem tentar
teletransportar um estado desconhecido de um terceiro qubit usando operações locais e comunicação
clássica (LOCC - Local Operations and Classical Communication). Já foi demostrado [45] que o aumento
da fidelidade de teletransporte fmax, obtida usando LOCC, está conectada a uma quantidade chamada
de fração máxima de emaranhamento (Fmax), que é definida como

Fmax = max
|Ψ〉

〈Ψ|ρ1,2|Ψ〉. (3.20)

A maximização aqui é tomada sobre todos os estados maximamente emaranhados |Ψ〉, isto é, todos os
estados que podem ser obtidos de um singleto usando transformações locais unitárias. A relação entre
ambas as quantidades é [45]

fmax = (2Fmax+ 1)/3. (3.21)
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A fração máxima de emaranhamento pode ser escrita através de ρ1,2 numa base apropriada e encontrando
os auto-valores de sua parte real como sugerido em [45–47]. Seguindo esses passos, não é difícil observar
que para o canal ruidoso ρ1,2 dado por (3.19), a fração máxima de emaranhamento toma a forma

Fmax =
1

4
(1+ e−γtf + 2e−(γ+γp )tf). (3.22)

Um canal clássico pode dar, no máximo, fidelidade igual a 2/3, que é obtida quando Alice executa uma
medida simples de um qubit desconhecido, e conta a Bob o resultado [48]. Já um canal quântico possibilita
teletransporte perfeito, com fidelidade fmax ≥ 2/3. Para alguns casos especiais, conseguimos encontrar
limites específicos para os tempos de voo do átomo. Quando temos puro amortecimento de amplitude,
tf ≤ ln(3)γ−1. Para taxas iguais de defasamento e amortecimento (γp = γ), tf ≤ ln(2)γ−1. Diferentes
escolhas de γ e γp levam a outros valores máximos de tf em (3.22). Para átomos de Rydberg com número
quântico principal n ≈ 50 temos γ ≈ 2× 102 s−1 [41], o que nos leva a um tempo de voo tmaxf = 5 ms
para o caso de puro amortecimento de fase. Considerando a velocidade típica do átomo propagante de
Rydberg como sendo v ≈ 3× 102m/s [33, 41], a distância máxima entre as cavidades e a distância entre
o par de íons emaranhados fica em torno de 1,5 m. Note que esse valor não é, necessariamente, fácil
de ser obtido na prática. Esse é um cálculo teórico, que não leva em consideração outros fatores que
influenciam a distância alcançada. A figura 4 mostra a fidelidade máxima de emaranhamento.
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Figura 4 – Gráfico da fração máxima de emaranhamento Fmax, mostrada na equação (3.22).

Agora iremos discutir os pontos fracos e fortes da nossa proposta. A proposta supõe que temos
habilidade de produzir e mover átomos com velocidades muito bem controladas. Numa situação real,
em que esse controle não é tão preciso, nosso esquema se tornaria não determinístico. O estado da arte
na manipulação de átomos de Rydberg propagantes obteve velocidade em torno de ±0.4 m/s [36]. Esse
valor é suficiente para nossa proposta ser determinística (com pequena probabilidade de erro). O controle
da velocidade do átomo propagante é possível através do uso de técnicas de bombeamento óptico [36].
Além disso, é importante termos certeza que apenas um átomo está atravessando a cavidade a cada
realização do esquema. Sabe-se que processos de excitação de estados circulares preparam um átomo
por pulso com probabilidade maior que 90% [37], o que a princípio soluciona esse problema.

Embora nosso esquema seja determinístico (teoricamente), na prática ele se torna probabilístico, pois
depende de variáveis experimentais. Contudo, é importante salientar que não há nenhum impedimento
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na implementação experimental da proposta. Além disso, não é a intenção da proposta ser um esquema
útil para computação a longas distâncias. Esse tipo de computação é mais factível através da utilização de
canais fotônicos. A nossa proposta visa novos métodos de geração de estados emaranhados envolvendo
íons separados espacialmente (útil para experimentos fundamentais de teletransporte quântico). Uma
outra limitação que surge na utilização de átomos propagantes é a necessidade de câmaras de vácuo
relativamente grandes. No entanto, para distâncias consideradas muito pequenas (poucos milímetros),
apenas uma câmara de vácuo usual é suficiente para a implementação do esquema.

Em resumo, nós propomos [30] um novo método para geração de estados emaranhados envolvendo
partículas distantes. Até onde sabemos, essa é a primeira proposta baseada na interação de átomos
propagantes com íons aprisionados. Mesmo a cavidade sendo usada para induzir uma interação indireta
entre eles, o esquema é robusto a perdas da cavidade e insensível ao campo na cavidade. Nesse caso, o
esquema resulta numa geração incondicional de perfeitos estados tipo Bell. Consideramos aqui a situação
onde o átomo decai espontaneamente e a perda de fase é incluída. Para essa configuração, discutimos os
limites de aplicabilidade do estado gerado para a realização do teletransporte quântico e os aspectos de
implementação experimental.
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4. EMARANHAMENTO EM VARIÁVEIS CONTÍNUAS DE ESTADOS DE POLARIZAÇÃO
CIRCULAR E LINEAR E A NÃO-GAUSSIANIDADE

Um aspecto importante para comunicação quântica do ponto de vista experimental é a simplicidade
do sistema de deteção no caso de estados de polarização não-clássicos. O primeiro experimento nesse
contexto de emaranhamento de variáveis contínuas (VC), como foi a proposta original de Einstein, Pol-
dolsky e Rosen (EPR) [1], foi feito por Ou e colaboradores [49], e posteriormente numerosos outros expe-
rimentos foram realizados empregando observáveis quânticos de espectros contínuos, como amplitude e
fase de quadraturas do campo eletromagnético.

No caso de campos de luz intensos, o seu estado de polarização pode ser descrito por VC [50], de
forma que muitos experimentos buscaram o emaranhamento na polarização. Para gerar luz comprimida
na polarização, inicialmente foram realizados experimentos utilizando campos contínuos e processos
paramétricos [51].

Um outro processo, que não depende de produção de pares, é o de propagação de luz em meios
atômicos que geram interação tipo Kerr. Num meio Kerr realístico seria difícil obter compressão eficiente
devido à absorção e espalhamento de luz, mas foi possível obter um vácuo eletromagnético comprimido:
(i) numa fibra óptica onde uma luz elipticamente polarizada sofreria auto-rotação (self-rotation (SR)) [52,
53] e (ii) em vapores atômicos onde se pode ter um aumento ressonante da SR, criando um meio de
grande SR e baixa absorção [54]. Mais recentemente, utilizando meios auto-rotativos atômicos ultra-frios em
cavidades óptica de alta finesse, foi possível produzir compressão no vácuo e na polarização ortogonal:
i) com um feixe circularmente polarizado [55]; ii) com um feixe linearmente polarizado [23].

Neste último caso onde a polarização do feixe incidente é linear, a interação com os átomos requer
um modelo mais refinado do que dois níveis para os átomos, e Josse e colaboradores [23] desenvolveram
um modelo teórico gerado por um ensemble de átomos de quatro níveis (tipo-X), e mostraram que a
SR é responsável pela troca de polarização (polarization switching (PS)) de linear para circular. A SR
está associada aos termos de ruído atômico na equação de Schrödinger-Langevin que impossibilitam a
compressão no vácuo. Em seguida, o mesmo grupo mostou que a interação não-linear entre o campo
de luz e os átomos produz dois modos comprimidos com polarizações ortogonais, os quais são usados
para gerar um par de feixes não separáveis [24]. Num trabalho recente [56] é discutido como construir
experimentalmente uma fonte de emaranhamento de VC de forma eficiente.

Nós focalizamos a atenção sobre o trabalho Josse e colaboradores [24] onde o emaranhamento foi
demonstrado utilizando o critério de inseparabilidade para dois modos de Duan e Simon [20, 21]. Para
quantificar e caracterizar emaranhamento de polarização, existem várias formas operacionais: as formas
mais comuns de critéiros utilizadas (inclusive no experimento [24]) para demonstrar experimentalmente
o emaranhamento de VC são: o chamado critério EPR [57] e os critérios de inseparabilidade obtidos original-
mente para caracterizar o emaranhamento de quadraturas do campo, proposto por Duan e colaboradores
[20, 21], para dois modos j , e posteriormente para multimodos [60]. Tais critérios são conjuntos de desi-

j Exitem as versões nas variáveis de polarização – os chamados parâmetros de Stokes (Korolkova) [50]– mais diretamente
ligados às medidas experimentais, sendo que nessa forma existem [58] critérios de não-separabilidade na forma produto que
são mais gerais do que o de Duan e Simon [20, 21]. Vide uma discussão interessante entre os critérios de inseparabilidade
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gualdades contendo variáveis conjugadas (por exemplo, amplitude e fase das quadraturas) do campo de
todos os modos, que se violadas são suficientes para detetar emaranhamento de VC.

Vale notar que tais critérios de inseparabilidade são estritamente necessários para emaranhamento ape-
nas no caso de estados Gaussianos, porém uma condição suficiente para quaisquer outro estado de VC.
Entretanto, não é absolutamente claro que os estados bipartites de campo gerados no experimento de
Josse e colaboradores sejam Gaussianos ou não. Na realidade, a interação entre os campos ortogonal-
mente polarizados intermediados por uma nuvem de átomos frios é altamente provável de ser não-linear

nos operadores de criação e aniquilação dos modos de campo. É bem sabido que somente Hamiltonia-
nos que são no máximo bilineares nos operadores canonicamente conjugados podem levar a evoluções
Gaussianas [61].

O objetivo deste capítulo é investigar um modelo para interação de dois campos quânticos ortogo-
nalmente polarizados mediados por um ensemble de átomos de quatro níveis do tipo-X, apresentado na
referência [23], através da obtenção de um Hamiltoniano efetivo para os campos. Veremos que, mesmo
dentro de uma aproximação linearizada do campo nas equações de Heisenberg-Langevin, o Hamiltoni-
ano efetivo bilinear nos campos é multiplicado pela diferença de população de um ensemble de átomos
efetivamente de dois níveis. Essa dependência nos átomos faz com que, após uma medida condicionada
nos átomos, os dois modos do campo ortogonalmente polarizados fiquem em estados emaranhados não-
Gaussianos.

Na seção (4 4.1) explicamos qualitativamente como a SR pode gerar compressão; na secão (4 4.2)
reproduzimos o modelo de Josse e colaboradores [23] para interação entre dois modos de campo
ortogonalmente polarizados e um ensemble de N átomos de quatro níveis na configuração-X. Também
mostramos como aparece o Hamiltoniano efetivo em um regime dispersivo, onde efetivamente apenas
dois níveis são importantes. Na seção (4 4.3) estudamos a evolução temporal para os modos ortogonais
dos campos inicialmente em estados coerentes e o ensemble de átomos em estados de superposição de
dois tipos, tanto para o caso de polarização circular como linear, e a geração de estados não-Gaussianos.
Na seção (4 4.4) calculamos, no caso de polarização circular, as evoluções temporais das variâncias dos
operadores de quadraturas e, através de combinações apropriadas delas, inferimos o emaranhamento
nos modos de polarização linear usando o critério de inseparabilidade [20, 21].

4.1. Porque a auto-rotação gera compressão: explicação qualitativa

É fato comprovado que, conforme discutido acima, quando uma luz polarizada linearmente se pro-
paga através de um meio no qual luz elipticamente polarizada sofreria SR, pode haver compressão no
vácuo na polarização ortogonal. Matsko e colaboradores [62] demonstraram uma relação simples entre
SR e o grau de compressão do vácuo analizando a compressão de vácuo de luz ressonante num sis-
tema atômico de baixo momento angular, e calcularam para Rb atômico a possibilidade de compressão
apreciável.

Aqui apresentamos apenas uma explicação qualitativa clássica do porque a SR gera compressão.
Suponha que incidimos ao longo da direção-ẑ uma onda linearmente polarizada (LP) forte na direção-ŷ
que atinge um meio onde a luz LP sofre SR, e também uma onda LP fraca na direção-x̂. Assim, no meio
onde a luz elipticamente polarizada sofre rotação, o eixo principal da polarização sofre rotação durante a
propagação. Após caminhar uma distância z dentro desse meio, se observarmos a LP na direção-x̂, uma
porção do campo forte passa a ser projetada nessa direção. Dependendo da fase relativa entre as duas
ondas incidentes, a componente do campo polarizada na direção-x̂ pode ser amplificada ou atenuada
comparada ao input (ganho ou perda sensível à fase). No caso de atenuação, temos um mecanismo de
feedback que reduz o campo na direção-x̂, onde no caso do experimento, o campo de input seria só a

nas quadraturas e nas variáveis de Stokes em [59].
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flutuação do vácuo.

4.2. Modelo para interação de dois modos de polarização e N átomos de quatro níveis

Nesta seção apresentaremos o modelo utilizado em uma série de artigos de Josse e colaboradores
[23, 24], utilizado para discutir os dados experimentais de compressão e emaranhamento de polarização e
quadratura em feixes linearmente polarizados após interação com átomos. O sistema estudado é comum
em todos esses artigos: uma nuvem de átomos de césio (átomos frios de 4 níveis do tipo X) é colocada
em uma cavidade óptica. Um campo linearmente polarizado é bombeado na cavidade, interagindo com
essa nuvem atômica, e o campo após a interação é analizado.

Figura 5 – A figura à esquerda (a) mostra o esquema do experimento utilizado por Josse e colaboradores [23]
para geração de compressão e emaranhamento de quadratura e polarização nos modos de um laser
incidente linearmente polarizado. A figura à direita (b) representa o modelo do átomo de 4 níveis tipo

X utilizado.

O estudo da interação de feixes linearmente polarizados com sistemas atômicos em cavidades ópticas
é abundante [23]. Em experimentos que envolvem esse tipo de interação, são observadas alterações na
polarização dos feixes, sugerindo compressão nas quadraturas dos modos [23, 24]. Essa compressão é
indiretamente verificada por Josse e colaboradores nos artigos anteriormente citados, e utilizada como
condição básica para a quantificação de emaranhamento.
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variáveis (figura 3) descrição

ωat = ω13 = ω24 frequências de transição atômica
ω frequência do campo

∆ = ωat−ω dessintonia
γ = γ‖ + γ⊥ taxa de decaimento

ak(a
†
k) operadores de criação (aniquilação) de fótons

índice k = +, −, x,y índice de polarização dos modos
índice +(−) modo circularmente polarizado à direita (esquerda)
índice x(y) modo linearmente polarizado à direita (esquerda)

Basicamente, conforme mostra a figura (3a), um feixe linearmente polarizado k incide em uma nuvem
de átomos de césio, e o feixe que sai da cavidade após a interação é analisado. Os átomos de 4 níveis,
do tipo X, são esquematizados na figura (3b). As frequências de transições atômicas são dadas por
ωat(= ω13 = ω24) e ω é a frequência do campo. A dessintonia é denotada por ∆(= ωat−ω) e γ é a
taxa de decaimento (γ = γ‖ + γ⊥). a+(−)[a

†
+(−)] são os operadores de aniquilação (criação) de fótons para

feixes polarizados circularmente à direita (esquerda) que, em termos das componentes lineares, podem
ser escritos como:

a+ =
ax− iay√

2
e a− =

ax+ iay√
2

. (4.1)

O conjunto de N átomos é descrito pelo do uso de operadores atômicos coletivos

σ14 =

N∑

i=1

eiωt|1〉i〈4|i. (4.2)

Desta maneira, o Hamiltoniano átomo-campo que descreve a interação pode ser descrito por

Hint = }g[a+σ41+ a†
+σ14+ a−σ32+ a†

−σ23]. (4.3)

Já a evolução atômica é governada pelo conjunto de equações de Heisenberg-Langevin

σ̇14 = −(γ+ i∆)σ14− iga+(σ11− σ44) + F14, (4.4)

σ̇23 = −(γ+ i∆)σ23− iga−(σ22− σ33) + F23, (4.5)

σ̇11 = 2γ⊥σ33+ 2γ‖σ44− ig(a†
+σ14− a+σ41) + F11, (4.6)

σ̇22 = 2γ‖σ33+ 2γ⊥σ44− ig(a†
−σ23− a−σ32) + F22, (4.7)

σ̇33 = −2γσ33+ ig(a†
−σ23− a−σ32) + F33, (4.8)

σ̇44 = −2γσ44+ ig(a†
+σ14− a+σ41) + F44, (4.9)

onde Fij são operadores de Langevin. A partir do Hamiltoniano de interação 4.3 e da solução das equa-

k No experimento, um dos modos ortogonais está preparado no estado de vácuo (que sofrerá compressão após a interação com
a nuvem atômica), e o outro em um estado coerente.
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ções de Heisenberg-Langevin acima, os autores verificam a troca de polarização e compressão de quadra-
tura dos feixes, e utilizam esses resultados para analisar o emaranhamento de quadratura e polarização
dos modos. Porém, consideram que os modos após a interação são descritos por estados Gaussianos. Isso
os leva a quantificar o emaranhamento utilizando o critério de inseparabilidade de Duan [20], a variância
das quadraturas e emaranhamento de formação (EOF). Nos resultados da tese (mais especificamente,
desse capítulo) mostraremos que a interação estudada não é necessariamente linear e, por consequên-
cia, a evolução é não-Gaussiana. Com essa informação, conseguiremos estudar o emaranhamento das
quadraturas dos modos corretamente.

4.3. Modelo efetivo no regime dispersivo: interação de dois modos de polarização e N áto-
mos de dois níveis

O primeiro passo para analisar o emaranhamento das quadraturas dos modos será derivar um Hamil-
toniano efetivo que leve em conta a interação entre os dois modos do campo polarizados ortogonalmente.
Para isso, fazemos as seguintes suposições:

(i) Desconsideramos as flutuações na derivação das soluções estacionárias do conjunto de equações
de Heisenberg-Langevin. Na prática isso significa que tomamos como zero os operadores de Langevin
(Fij = 0).

(ii) Simplificamos nosso sistema de átomos de quatro níveis para um sistema efetivo de átomos de
dois níveis, considerando que ∆ é muito grande (∆ � γ � g), de maneira que os níveis 3 e 4 não estão
significativamente populados (σ33 = σ44 = 0). Assim, tomando as equações (4.4) e (4.5) no regime esta-
cionário (σ̇14 = σ̇23 = 0), teremos, numa aproximação de mais baixa ordem (que aqui será representada
através do índice 0):

σ
(0)
14 =

−iga+(t)σ11(t)

(γ+ i∆)
e σ

(0)
23 =

−iga−(t)σ22(t)

(γ+ i∆)
. (4.10)

A substituição das equações acima nas equações para as populações (4.6 - 4.9), nos permite reescrever os
termos de interação na forma simetrizada

σ̇44 =
2γg2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)σ11− 2γ

[
1+

g2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)
]
σ44, (4.11)

σ̇33 =
2γg2

(γ2+∆2)
(a†

−a− + 1/2)σ22− 2γ

[
1+

g2

(γ2+∆2)
(a†

−a− + 1/2)
]
σ33, (4.12)

σ̇22 = 2γ⊥σ44−
2γg2

(γ2+∆2)
(a†

−a− + 1/2)σ22+ 2γ

[
γ‖
γ⊥

+
g2

(γ2+∆2)
(a†

−a− + 1/2)
]
σ33, (4.13)

σ̇11 = 2γ⊥σ33−
2γg2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)σ11+ 2γ

[
γ‖
γ⊥

+
g2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)
]
σ44. (4.14)

No regime estacionário (σ̇33 = σ̇44 = 0), onde consideramos os estados 3 e 4 estando praticamente não
populados, encontramos

σ33 =
g2

(γ2+∆2)

[
1+

g2

(γ2+∆2)
(a†

−a− + 1/2)
]−1

(a†
−a− + 1/2)σ22, (4.15)

σ44 =
g2

(γ2+∆2)

[
1+

g2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)
]−1

(a†
+a+ + 1/2)σ11. (4.16)
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Em nossas suposições iniciais, assumimos que ∆ � γ � g. Assim, teremos então g2

(γ2+∆2)
� 1, e de

agora em diante manteremos em (4.15) e (4.16) os termos de primeira ordem nessa quantidade. Isso nos
leva às equações

σ33 ≈
g2

(γ2+∆2)
)(a†

−a− + 1/2)σ22, (4.17)

σ44 ≈
g2

(γ2+∆2)
(a†

+a+ + 1/2)σ11. (4.18)

Essas soluções estacionárias para as populações dos níveis 3 e 4 podem ser incluidas nos termos cor-
respondentes para a aproximação de primeira ordem das coerências entre os estados 1, 4 e 2, 3 como
segue

σ
(1)
14 =

−iga+(t) (σ11− σ44)

(γ+ i∆)
, (4.19)

e

σ
(1)
23 =

−iga−(t) (σ22− σ33)

(γ+ i∆)
. (4.20)

Agora, de posse das soluções estacionárias acima, podemos considerar as equações de Heisenberg para
os operadores do campo (que possibilitarão a obtenção do Hamiltoniano efetivo procurado)

ȧ+ = −iωa+ − igσ14, (4.21)

ȧ− = −iωa− − igσ23, (4.22)

onde σ14(23) = eiωtσ14(23). Substituindo as soluções estacionárias (4.19) e (4.20) nas equações de Heisen-
berg acima, nós obtemos

ȧ+ = −

{
iω+

g2

2(γ+ i∆)

[
1−

g2a+a
†
+

(γ2+∆2)

]}
a+ −

g2

2(γ+ i∆)

[
1−

g2a+a
†
+

(γ2+∆2)

]
a+σz , (4.23)

ȧ− = −

{
iω+

g2

2(γ+ i∆)

[
1−

g2a−a
†
−

(γ2+∆2)

]}
a− +

g2

2(γ+ i∆)

[
1−

g2a−a
†
−

(γ2+∆2)

]
a−σz, (4.24)

onde definimos σz ≡ σ11− σ22, e assumimos que σ11+ σ22 ≈ 1. É possível notar a presença de termos
não-lineares proporcionais a a+a

†
+a+ e a a−a

†
−a−. Esses termos levam os modos do campo a terem

uma evolução não-Gaussiana, isto é, se inicialmente os estados dos modos do campo forem Gaussianos,
a evolução os levará a estados não-Gaussianos. O mesmo acontece para termos de ordem superior, o
que implica que, invariavelmente, a evolução será não-Gaussiana. É obvio que quando estes termos
e os de ordem superior são levados em consideração, a evolução será não-Gaussiana. Nosso interesse
é demonstrar que a evoluçao será não-Gaussiana e, consequentemente, o estado do campo também
será não-Gaussiano. A partir daqui consideramos situações próximas à evolução Gaussiana. Note que
esses termos não-lineares são, no mínimo, proporcionais a g4, que segundo supomos, é muito pequeno
comparado aos termos lineares em g2, que sozinhos podem ou não levar a uma evolução Gaussiana,
dependendo do estado atômico inicial. Mantendo somente os termos até g2, as equações (4.23) e (4.24)
podem ser reescritas como
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ȧ+ ≈ −

[
iω+

g2

2(γ+ i∆)

]
a+ −

g2

2(γ+ i∆)
a+σz , (4.25)

ȧ− ≈ −

[
iω+

g2

2(γ+ i∆)

]
a− +

g2

2(γ+ i∆)
a−σz, (4.26)

que, em termos dos operadores linearmente polarizados, são dados por

ȧx ≈ −

[
iω+

g2

2(γ+ i∆)

]
ax+

ig2

2(γ+ i∆)
ayσz , (4.27)

ȧy ≈ −

[
iω+

g2

2(γ+ i∆)

]
ay−

ig2

2(γ+ i∆)
axσz. (4.28)

Assumindo que

ai ≡ e
(
iω+ g2

2(γ+i∆)

)
t
ai (i = x,y), (4.29)

nós podemos reescrever essas equações como

ȧx =
ig2

2(γ+ i∆)
ayσz e ȧy = −

ig2

2(γ+ i∆)
axσz. (4.30)

De posse das soluções das equações acima, e lembrando das equações de Heisenberg

ȧx =
−i

} [ax,H] e ȧy =
−i

} [ay,H], (4.31)

podemos encontrar o Hamiltoniano de interação que satisfaz essas equações. No caso da evolução dos
modos linearmente polarizados, temos

H
(l)
eff = λ(a†

yax− a†
xay)σz, (4.32)

que é o acoplamento bilinear entre os modos linearmente polarizados x e y. Se tivessemos considerado
os termos não-lineares (a†

xaxa
†
yay), isso nos levaria a um Hamiltoniano que geraria um estado não-

Gaussiano[76]. Na equação acima definimos uma constante de acoplamento efetivo (λ) dada por

λ =
g2

2(γ+ i∆)
≡ λ1+ i λ2, (4.33)

onde

λ1 ≡
g2γ

2(γ2+∆2)
e λ2 ≡ −

g2∆

2(γ2+∆2)
. (4.34)

O Hamiltoniano de interação apropriado correspondente à evolução dos modos circularmente polariza-
dos para as equações (4.25,4.26) é

H
(c)
eff = −iλ(a†

+a+ − a†
−a−)σz, (4.35)

Podemos observar na equação (4.33) que λ é um número complexo, e portanto, ambos os Hamil-
tonianos efetivos são não-Hermitianos. Essa não-Hermiticidade decorre da emissão espontânea dos
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estados 3 e 4, e do fato que eliminamos estes estados nas nossas aproximações, levando a um processo
não-unitário. Iremos agora analisar as situações em que λ é puramente real ou imaginário, qual das
situações está de acordo com nossas considerações iniciais, e os Hamiltonianos efetivos correspondentes
a essas considerações.

(i) |λ2| � |λ1|. Nesse caso, nós temos os seguintes Hamiltonianos efetivos:

H
(c)
eff = λ2(a

†
+a+ − a†

−a−)σz (4.36)

e

H
(l)
eff = iλ2(a

†
yax− a†

xay)σz. (4.37)

Como podemos observar, no caso da polarização circular nosso sistema é descrito por um Hamiltoniano
não-Hermitiano, ao contrário do caso da polarização linear, onde o Hamiltoniano é Hermitiano.

(ii) |λ1| � |λ2|. Nesse caso, os Hamiltonianos efetivos obtidos são dados por:

H
(c)
eff = iλ1(a

†
+a+ − a†

−a−)σz (4.38)

e

H
(l)
eff = λ1(a

†
yax− a†

xay)σz. (4.39)

Podemos notar aqui uma situação inversa ao do caso analisado anteriormente, ou seja, na polarização
linear nossa sistema é descrito por um Hamiltoniano não-Hermitiano, enquanto que na polarização
circular o Hamiltoniano é Hermitiano. Nossas escolhas utilizadas nas aproximações prévias (∆ � γ �
g) estão de acordo com valores experimentais atuais (γ ≈ 2.6 − 16 MHz, ∆ ≈ 130 − 327 MHz, e g
aproximadamente 2 Hz). Para manter essas relações entre os parâmetros (∆, γ, g), a relação apropriada
entre as partes real e imaginária de λ nos Hamiltonianos efetivos é |λ2| � |λ1|. Então, os Hamiltonianos
efetivos que iremos considerar em nossa análise durante a tese são dados pelas equações (4.36) e (4.37).

4.4. Evolução não-Gaussiana: estados coerentes emaranhados e superposição de estados
coerentes

Vamos tomar primeiro os Hamiltonianos (4.36) e (4.37), onde consideramos o limite |λ1| � |λ2|.
De imediato vemos que esses Hamiltonianos geram estados não-Gaussianos somente em situações
favoráveis a um desbalanço nas populações do conjunto atômico. Levando em consideração as possíveis
transições entre os dois estados fundamentais coletivos atômicos, iremos considerar uma das duas
possibilidades abaixo:

(a) O conjunto de átomos estando numa superposição coerente macroscópica de estados 1 e 2

|χ±a 〉 = (1/
√
2)(|1〉at± |2〉at) onde |1(2)〉at ≡ |11..1(22..2)〉. (4.40)
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(b) Cada átomo do conjunto estando numa superposição de estados coerentes 1 e 2

|χ
′
a〉 = ΠNi=1

1√
2
(|1〉i+ |2〉i). (4.41)

Ensembles de átomos preparados em superposições de estados coerentes interagindo com luz são
importantes para várias aplicações em óptica quântica e comunicação quântica [63–68, 77], e constituem
uma importante fonte de geração de emaranhamento para o tipo de estado do campos dos modos
analisados aqui. Embora a situação (a) (equação (4.40)) não seja fácil de se realizar experimentalmente,
ela serve para ilustrar a natureza não-Gaussiana do estado do campo final. Já a segunda situação ((b) -
equação (4.41)) é factível experimentalmente pela aplicação de um campo clássico não-ressonante (pulso
π) na nuvem atômica, inicialmente preparada em um dos estados fundamentais, antes da interação com
o campo quântico. Também existem novas técnicas para a obtenção da superposição coerente, como [78].
O estado do campo resultante nesse caso é uma generalização do caso anterior, também não-Gaussiano.

(i) Polarização circular

Nós consideramos ambos os modos circularmente polarizados preparados em estados coerentes (|α〉+
e |β〉−), onde os subscritos + ou − designam as duas polarizações circulares ortogonais. Primeiro as-
sumimos o estado do ensemble atômico como em (a) (equação (4.40)). Após alguns cálculos, o estado
átomo-campo evoluido temporalmente é dado por (detalhes no apêndice A.1)

|ψ(t)〉c =
1√
2
[|αeλt〉+|βe−λt〉−|1〉at± |αe−λt〉+|βeλt〉−|2〉at] (4.42)

que é obviamente um estado emaranhado. Observe que a operação bilinear não permite que os dois
modos emaranhem se os átomos estiverem nos estados |1〉at, |2〉at ou uma mistura deles. A superposição
atômica é essencial para a geração de emaranhamento.

Condicionando a medida do sistema atômico no mesmo estado inicial em que ela foi preparada
(superposição (a) - equação (4.40)), nós encontramos

|ϕ(t)〉c± =
〈χ±a |ψ(t)〉√

Tr+,−{|〈χ±a |ψ(t)〉|2}

=
1√
N±

[|αeλt〉+|βe−λt〉− ± |αe−λt〉+|βeλt〉−],

(4.43)

onde

N± = 2
{
1± e−(|α|2+|β|2) cosh2λ1te(|α|2+|β|2) cos2λ2t cos[(|α|2− |β|2) sin 2λ2t]

}
(4.44)

Iremos olhar esse estado em um tempo específico |λ2|t = π/2. Nesse caso, o estado toma a forma

|ϕ(π/2|λ2|)〉c± =
1√
N±

[|e
πλ1
2λ2 (iα)〉+|e

−
πλ1
2λ2 (−iβ)〉− ± |e

−
πλ1
2λ2 (−iα)〉+|e

πλ1
2λ2 (iβ)〉−]. (4.45)

Fazendo o limite λ1/|λ2| → 0 na equação (4.45), obtemos

|ϕ(π/2|λ2|)〉c± =
1√
N±

[|(iα)〉+|(−iβ)〉− ± |(−iα)〉+|(iβ)〉−], (4.46)
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que é um estado emaranhado, mas não-Gaussiano.
Para mostrar que esse é um estado emaranhado não-Gaussiano presente um muitas configurações

experimentais, vamos considerar o estado mais simples ((b) - equação (4.41)). Seguindo o mesmo proce-
dimento adotado anteriormente, mas para o estado inicial atômico (b) (equação (4.41)), obtemos, depois
da medida condicionada do estado atômico no mesmo estado da preparação inicial, o seguinte estado

|ϕ
′
(t)〉c =

〈χ ′a|ψ(t)〉√
Tr+,−{|〈χ ′a|ψ(t)〉|2}

=
1√
N

′
(t)



N∑

j=0

CNj |αe
N−2j
N λt〉+|βe−N−2j

N λt〉−


 ,

(4.47)

onde CNj = N!
j!(N−j)! é o coeficiente binomial, e N

′
(t) o fator de normalização correspondente. Esse é o

estado de superposição emaranhado de dois modos não-Gaussiano com N+ 1 termos na superposição.
Apesar de ser mais fácil de ser obtido experimentalmente, esse estado tem uma estrutura mais complexa
do que a do caso anterior (equação (4.43)). Para efeito de ilustração, queremos manter o estado
não-Gaussiano mais simples, e para isso, a partir de agora, consideraremos somente os resultados da
superposição coerente do caso (a) (equação (4.40)), que fornece resultados similares ao caso (b) (equação
(4.41)), mais acessível experimentalmente.

(ii) Polarização linear

Sob as mesmas condições iniciais (ambos os modos polarizados circularmente, preparados em estados
coerentes, e os átomos no estado (a) (equação (4.40)), consideramos os efeitos do operador evolução
temporal

U(l)(t) = exp
[
−iλ(a†

yax− a†
xay)σzt

]
(4.48)

para a polarização linear. Essa é uma operação similar a de um divisor de feixes com condicionamento
de fase do estado atômico. É bem conhecido [79–81] que uma operação de divisor de feixe bilinear
não emaranha estados clássicos. Como consequência, se os estados dos modos x e y forem preparados
em estados coerentes, eles evoluem como estados coerentes não emaranhados, a menos que o sistema
atômico seja preparado em uma superposição de dois estados fundamentais 1 e 2. As duas polarizações
estudadas aqui se relacionam através da equação (4.1). Aplicando essa relação, é fácil relacionar seus
respectivos estados

|α〉+|β〉− → |α′〉y|β′〉x, (4.49)

onde α′ ≡ i(α− β)/
√
2 e β′ ≡ (α+ β)/

√
2. Sobre a evolução (4.48), os estados acima assumem a forma

(detalhes no apêndice A.2)
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|ψ(t)〉l± =
1√
2
U(l)(t)Dy(α

′)Dx(β′)|0〉y|0〉x (|1〉at± |2〉at)

=
1√
2
Dy
(
cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|1〉at

± 1√
2
Dy
(
cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|2〉at

=
1√
2
| cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′〉x |1〉at

± 1√
2
| cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′〉x |2〉at, (4.50)

onde Di(α) é o operador deslocamento de Glauber com α se referindo a polarização i = x,y. Condicio-
nando a deteção atômica no mesmo estado de superposição (a) (equação (4.40)) preparado inicialmente,
nós temos

|ϕ(t)〉l± =
〈χ±a |ψ(t)〉√

Tr+,−{|〈χ±a |ψ(t)〉|2}
=

1√
N±

[| cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′〉x

±| cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′〉x].

Tomando novamente a escolha de |λ2|t = π/2, nós obtemos:

|ϕ(π/2|λ2|)〉l± =
1√
N±

∣∣∣∣i sinh (
πλ1

2λ2
)α′ + cosh (

πλ1

2λ2
)β′
〉

y

⊗
∣∣∣∣i sinh (

πλ1

2λ2
)β′ − cosh (

πλ1

2λ2
)α′
〉

x

± 1√
N±

∣∣∣∣i sinh (
πλ1

2λ2
)α′ − cosh (

πλ1

2λ2
)β′
〉

y

⊗
∣∣∣∣i sinh (

πλ1

2λ2
)β′ + cosh (

πλ1

2λ2
)α′
〉

x

,(4.51)

que para λ1/|λ2| → 0 se torna

|ϕ(π/2|λ2|)〉l± =
1√
N±

[∣∣∣∣
(α+ β)√

2

〉

y

∣∣∣∣−i
(α− β)√

2

〉

x

±
∣∣∣∣−

(α+β)√
2

〉

y

∣∣∣∣i
(α− β)√

2

〉

x

]
. (4.52)

Para termos as mesmas condições do experimento, tomamos o modo polarizado na direção x no
estado de vácuo, tal que α−β = 0, obtendo assim

|ϕ(π/2|λ2|)〉l± =
1√
N±

(∣∣∣
√
2α
〉
y
±
∣∣∣−
√
2α
〉
y

)
|0〉x.

(4.53)

Esse estado representa uma superposição de estados coerentes para o modo polarizado na direção y,
chamado de estado coerente par ou ímpar [82–84] para a escolha + ou − do estado atômico. Esse é um
tipo de estado com muitas aplicações em informação e computação quântica [85]. Agora, na polarização
circular (equação (4.46)), o estado é

|ϕ(π/2|λ2|)〉c± ≈
1√
N±

[|(iα)〉+|(−iα)〉− ± |(−iα)〉+|(iα)〉−], (4.54)

e diferentemente do caso da polarização linear (superposição em um modo e vácuo no modo ortogonal),
os dois modos circularmente polarizados ortogonais estão emaranhados. Esse é um caso particular dos
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estados de Bell, também chamados de estados coerentes emaranhados, discutidos com detalhes em [26]
e empregados em [76].

Para finalizar essa discussão, observamos que através dos nossos cálculos, desprezamos efeitos
dissipativos sobre os dois modos do campo. É claro que esses efeitos estarão presentes na nossa
dinâmica, levando o sistema a um estado de mistura, reduzindo dessa maneira o emaranhamento.
Contudo, a inclusão de efeitos dissipativos não irão alterar a natureza não-Gaussiana dos modos do
campo. Portanto, não iremos incluir efeitos de dissipação em nossa análise.

Figura 6 – Evolução temporal da variância das quadraturas para os modos polarizados circularmente, com
β = α, Re[α] = 0 e Im[α] = 0.3. (a) (∆X+)2 (linha contínua) e (∆Y+)2 (linha tracejada) para λ1/|λ2| = 0.

(b) (∆X+)2 (linha contínua) e (∆Y+)2 (linha tracejada) para λ1/|λ2| = 0.1.

Variância das quadraturas e critério de emaranhamento

Emaranhamento na polarização circular pode ser aferido através de assinaturas não-clássicas na po-
larização linear (ver, por exemplo [81, 86]). Isso é comumente realizado pela análise de compressão na
variância das quadraturas, como visto em [24]. Assim, utilizaremos a definição usual dos operadores de
quadratura

Xl =
1

2
(al+ a†

l) e Yl =
1

2i
(a†
l − al), (4.55)

onde l = +, −, x, ou y para cada um dos modos circulares ou lineares. A variância das quadraturas é
dada por

(∆Xl)
2 = 〈X2l〉− 〈Xl〉2 e (∆Yl)

2 = 〈Y2l 〉− 〈Yl〉2. (4.56)
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Essas duas quadraturas, em uma das polarizações, podem ser combinadas para indicar se existe emara-
nhamento na outra polarização através do critério de inseparabilidade para VC [20, 21]. Em termos dos
operadores de variância isso é dado por

Ia,b =
1

2
[∆2(Xa+ Xb) +∆2(Ya− Yb)] < 1. (4.57)

Para estados Gaussianos, Ia,b < 1 é condição necessária e suficiente para emaranhamento. No nosso
caso, onde os estados são não-Gaussianos, embora Ia,b < 1 indique com certeza emaranhamento, quando
Ia,b ≥ 1 nada pode ser dito sobre a presença ou não de emaranhamento. Nessa seção analizaremos
a utilização da variância das quadraturas e do critério de inseparabilidade como indicador de emara-
nhamento para os estados não-Gaussianos obtidos. Esses resultados podem ser comparados com os da
figura 2 da referência [24], atribuido a estados Gaussianos.

(i) Variância das quadraturas para os modos circularmente polarizados

As variâncias das quadraturas calculadas a partir do estado da equação (4.43), e com parâmetros
fixados a partir da situação experimental [23] no caso do modo polarizado na direção x e no vácuo
(α = β) são mostrados na figura 6.

Figura 7 – Gráfico da evolução temporal do critério de inseparabilidade (polarização linear) para α = β, fi-
xando três diferentes linhas para Re[α] = 0, Im[α] = 0.3 (linha contínua), Im[α] = 0.7 (linha tracejada), e
Im[α] = 1.5 (linha pontilhada). (a) λ1/|λ2| = 0 e (b) λ1/|λ2| = 0.1. Todos os gráficos indicam ausência
de emaranhamento, de acordo com o estado separável, mas não-Gaussiano, obtido para essa situação.
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Na figura 6(a) vemos um comportamento oscilatório (periódico) para ambas as variâncias das quadra-
turas do modo circularmente polarizado +. Observe que a variância da quadratura Y+ é periodicamente
comprimida oscilando abaixo da linha de referência com valor 1/4, enquanto a variância para X+ oscila
sempre acima dessa linha. Na figura 6(b), a única alteração com o caso anterior é no valor da razão entre
os λ ′s (λ1/|λ2| = 0.1). Nesse caso, a variância da quadratura X+ é comprimida também no tempo. O
comportamento é similar ao caso (a), mas para longos tempos a amplitude de oscilação aumenta razoa-
velmente, devido a natureza não-Hermitiana do Hamiltoniano. As variâncias das quadraturas X− e Y−

mostram o mesmo comportamento que o caso abordado.
Para os modos linearmente polarizados, o critério de inseparabilidade pode ser escrito como

Ix,y(α,β) =
1

2
[∆2(Xx+ Xy)(α,β) +∆2(Yx− Yy)(α,β)] < 1, (4.58)

e, para a situação α = β, a desigualdade indica corretamente a ausência de emaranhamento, desde que o
modo x esteja no estado de vácuo. As figuras para essa situação são mostradas na figura 7. A figura 7(a)
é para λ1/|λ2| = 0, enquanto a figura 7(b) é para λ1/|λ2| = 0.1. Para todas as situações, a desigualdade é
violada, indicando assim ausência de emaranhamento.

Figura 8 – Evolução temporal da variância das quadraturas para os modos linearmente polarizados, com α =
β,Re[α] = 0 e Im[α] = 0.3. (a) (∆Xy)

2 (linha contínua) e (∆Yy)
2 (linha tracejada) para λ1/|λ2| = 0.

(b) (∆Xy)
2 (linha contínua) e (∆Yy)

2 (linha tracejada) para λ1/|λ2| = 0.1. O modo x está no estado de
vácuo.

(ii) Variância das quadraturas para os modos polarizados linearmente

Para os modos polarizados linearmente, vamos considerar as variâncias a partir de do estado da
equação (4.43) com α = β e λ1/|λ2| → 0. Podemos notar nas linhas da figura 8: (a) para esse caso
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tomamos λ1/|λ2| = 0, e só a variância da quadratura Xy é comprimida (sempre abaixo da linha de
referência), enquanto o modo x está no vácuo. Em (b) temos λ1/|λ2| = 0.1 e compressão na variância da
quadratura Yy, novamente não constante no tempo, devido a não-Hermiticidade do Hamiltoniano.

Figura 9 – Gráfico do critério de inseparabilidade como função do tempo para os modos circularmente polari-
zados com α = β, fixando três diferentes linhas para Re[α] = 0, Im[α] = 0.3 (linha contínua), Im[α] = 0.7
(linha tracejada), e Im[α] = 1.5 (linha pontilhada). (a) λ1/|λ2| = 0. Pontos da curva abaixo de 1 indi-
cam emaranhamento dos modos circularmente polarizados. (b) λ1/|λ2| = 0.1. O critério é afetado pela
não-Hermiticidade do Hamiltoniano, mas para tempos curtos, ainda vemos emaranhamento (figura

pequena).

Desde que o modo polarizado x esteja sempre no estado de vácuo, a variância de suas quadraturas
não muda com o tempo. Assim, o fato de que uma das variâncias de um dos modos está comprimida
abaixo do limite do ruído é um bom indicador que pode ocorrer emaranhamento para a polarização
circular. De fato, analisarmos o critério de inseparabilidade para a polarização circular

I+,−(α,β) =
1

2
[∆2(X+ + X−)(α,β) +∆2(Y+ − Y−)(α,β)], (4.59)

onde as variâncias são obtidas usando as expressões prévias para essa polarização, nós observamos
claramente emaranhamento, como podemos ver na figura 9, Nós observamos no entanto, que existem
situações (escolhas de parâmetros) onde o critério não indica emaranhamento, enquanto o estado está
claramente emaranhado. Esse fato não é uma surpresa, já que o estado é não-Gaussiano e a violação do
critério não é um ingrediente necessário para a existência de emaranhamento. Para comparação, plotamos
na figura 10 a entropia linear reduzida de um modo S(α,β) = 1− Tr{ρ2+} (evolução temporal), que nesse
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caso, desde que o sistema completo seja puro, indica emaranhamento entre os modos. É claro observar
que o critério está corretamente indicando emaranhamento para as mesmas situações consideradas na
figura 6.

Figura 10 – Gráfico da evolução temporal da entropia linear para o modo circularmente polarizado + com
α = β fixando três diferentes linhas para Re[α] = 0, Im[α] = 0.3 (linha sólida), Im[α] = 0.7 (linha tra-
cejada), e Im[α] = 1.5 (linha pontilhada). (a) λ1/|λ2| = 0 Indica emaranhamento e desemaranhamento
periódico para os dois modos ortogonais. (b) λ1/|λ2| = 0.1 A periodicidade do emaranhamento-
desemaranhamento é afetada pela não-Hermiticidade do Hamiltoniano. O sistema tende a ficar forte-

mente emaranhado para tempos longos.

É interessante notar que as linhas da figura 8 e 9 que indicam máximo emaranhamento são obtidas
do estado(4.54) para a polarização circular, que correspondem a uma superposição de estados coerentes
com pequena amplitude(4.53) para a polarização linear. Como já discutimos, este estado apresenta com-
pressão em uma das variâncias da quadratura. Agora, queremos saber o quão próximo este estado é do
estado de vácuo comprimido, comumente atribuido em situações experimentais como o estado gerado.
Seguindo a discussão de [72], a fidelidade F(|ξ〉, ρcat) =

√
〈ξ|ρcat|ξ〉, entre o estado de superposição na

polarização y e o vácuo comprimido

|ξ〉 =
1

ξ

∞∑

n=0

[√
(2n)!

n!

[
−
1

2
eiθ tanh (|ξ|)

]n]
|2n〉, (4.60)

pode ser muito próximo de 1, como mostra a figura 11. Isso, de alguma maneira, indica similaridades
entre esses estados. As funções de Wigner para estes estados é mostrada no apêndice D, e pode ajudar a



42

distinguí-los melhor. Para pequenos valores de α (que representam os estados gerados no experimento
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Figura 11 – Gráfico 3D da fidelidade entre o estado gerado (Eq.4.53) e o estado de vácuo comprimido (Eq.D.1)
como função de α e ξ. A condição de acoplamento adotada para essa figura é λ1/|λ2| ≈ 0.

mencionado), a fidelidade com o estado de vácuo comprimido com pequeno parâmetro de compressão
é bastante alta. No entanto, é importante verificar que o estado de superposição não é Gaussiano,
enquanto o estado de vácuo comprimido é Gaussiano. O fato de ser ou não-Gaussiano é importante para
o uso do critério de emaranhamento utilizado por Josse e colaboradores [23]. Além disso, a expressão
para o emaranhamento de formação [27] para estados Gaussianos simétricos, utilizado para quantificar
emaranhamento em [23], é somente um limite baixo para o emaranhamento entre o dois modos.

Conclusões

Neste capítulo investigamos o modelo de Josse e colaboradores [23] para a interação entre dois campos
quânticos e um conjunto de átomos de quatro níveis do tipo X, e derivamos um Hamiltoniano efetivo que
descreve a interação dos modos do campo. Demostramos que as equações de Heisenberg para os ope-
radores dos modos dos campos são não-lineares, levando a uma evolução não-Gaussiana. Essa evolução
não-linear nos leva a estados emaranhados não-Gaussianos ou superposições não-Gaussianas de estados
coerentes, dependendo da polarização (linear ou circular) dos modos e do estado inicial do sistema atô-
mico. Mesmo quando a evolução é muito próxima de uma evolução Gaussiana, isto é, bilinear nos dois
modos do campo, o estado de superposição atômico leva a uma evolução não-Gaussiana. Se controlar-
mos a polarização dos modos de entrada, somos capazes de gerar superposições de estados coerentes
na saída. Através de uma preparação apropriada de um dos modos do feixe linearmente polarizado en-
trando na cavidade no estado de vácuo, obtemos o modo ortogonalmente polarizado do feixe saindo da
cavidade em uma superposição de estados coerentes. Embora este estado seja não-Gaussiano, ele possuí
similaridades com o estado de vácuo comprimido de um modo. Quando visto da polarização, esta su-
perposição resulta em estados coerentes emaranhados entre os modos nessa polarização. Comparamos
aqui, qualitativamente, nossos resultados com os experimentais obtidos por Josse e colaboradores [23]
para um sistema similar, onde eles atribuem uma natureza Gaussiana para os estados gerados. Contudo,
a presença de uma superposição quando analizamos uma polarização, e o emaranhamento encontrado
na outra polarização, podem explicar os efeitos não-clássicos observados no experimentos.
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5. CONSIDERAÇÕES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Um dos principais resultados desse trabalho está descrito no capítulo 3. Nele apresentamos alguns
esquemas conhecidos na literatura para gerar estados maximamente emaranhados do tipo Bell entre
partículas distantes produzidos por interferência: uma deles usando emissão espontânea (seção 3 3.1),
e o outro por fótons polarizados (seção 3 3.2). Em seguida apresentamos uma nova proposta para ge-
ração incondicional de estados do tipo Bell entre os níveis eletrônicos de íons separados espacialmente,
por intermédio de um átomo propagante. Essa novo esquema inova por se basear na interação de íons
aprisionados com um átomo propagante. A geração dos estados emaranhados de interesse é determinís-
tico, dependendo apenas de variáveis experimentais, como o controle do tempo de voo do átomo, e as
dimensões das câmaras de vácuo necessárias para conter os aparatos exigidos no experimento.

Outro resultado interessante apresentado na tese é sobre o emaranhamento em variáveis contínuas
(VC) de estados de polarização circular e linear, descrito em detalhes no capítulo 4. Mostramos resulta-
dos conhecidos de Josse e colaboradores [23], onde os autores estudam a interação de feixes linearmente
polarizados com uma nuvem de átomos (de 4 níveis, do tipo X) de césio. Após a interação, os autores
assumem que o estado do feixe tem natureza Gaussiana, fato esse relevante para a análise do emaranha-
mento gerado. Em nossos resultados, consideramos situações em que os átomos podem ser considerados
efetivamente como de apenas dois níveis. Dentro dessas aproximações, o Hamiltoniano que desceve a
interação átomo-campo se torna bilinear nos operadores do campo, além de depender da diferença de
população entre os dois níveis atômicos efetivos. Isso permite afirmarmos que, para determinadas con-
dições, o estado do feixe de laser que interage com a nuvem de átomos tem natureza não-Gaussiana. A
partir desses resultados, estudamos o emaranhamento através da variância das quadraturas, combinadas
com o critério de inseparabilidade para VC, e também da entropia linear.

Ambos os trabalhos podem ser explorados mais a fundo, gerando perspectivas futuras de trabalhos.
No caso do modelo de geração de estados de Bell entre os estados eletrônicos de íons aprisionados
em cavidades por meio de um átomo propagante, existe a possibilidade de torná-lo mais geral, sem a
necessidade de ressonância entre as frequências de átomos e íons. Já no caso do segundo resultado, onde
analisamos a interação de um feixe linearmente polarizado com uma nuvem de átomos, o tipo de estado
gerado após a interação é similar ao obtido em sistemas de circuitos quânticos, entre outros. Isso torna
possível a utilização do nosso procedimeto matemático em sistemas distintos. Além disso, uma análise
quantitativa mais completa do emaranhamento pode ser realizada, através da utilização de critérios de
inseparabilidade para estados não-Gaussianos [38]. A possibilidade de considerarmos os operadores de
Langevin diferentes de zero, e aproximações de ordem superiores na dedução do Hamiltoniano efetivo
de interação também pode ser objeto de futuros estudos.
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A. OBTENÇÃO DOS ESTADOS ÁTOMO-ÍONS EMARANHADOS CONSIDERANDO DE-
COERÊNCIA E DISSIPAÇÃO (CAPÍTULO 3)

Neste apêndice mostraremos, com um pouco mais de detalhes, os cálculos realizados em 3 3.3, onde
consideramos decoerência e dissipação do átomo propagante entre as cavidades A e B.

• Cavidade A (CA)

O Hamiltoniano de interação átomo-íon em CA é dado por

H1int = λ1(σ
p
+σ1− + σ

p
−σ1+). (A.1)

Em t = 0, o sistema está preparado no estado |ψ(0)〉 = |ep,g1〉. O estado mais geral que descreve o
sistema é escrito como

|ψ(t)〉 = a(t)|ep, e1〉+ b(t)|ep,g1〉+ c(t)|gp, e1〉+ d(t)|gp,g1〉. (A.2)

Resolvendo a equação de Schrödinger na representação de interação

∂

∂t
|ψ(t)〉 = Hint(t)|ψ(t)〉, (A.3)

temos

Hint(t)|ψ(t)〉 = λ c(t)eiδt|ev,g1〉+ λ b(t)e−iδt|gv, e1〉, (A.4)

que fornece as equações de movimento

ȧ(t) = 0, iḃ(t) = λc(t)eiδt, iċ(t) = λb(t)e−iδt, ḋ(t) = 0, (A.5)

com as seguintes condições iniciais: a(0) = 0,b(0) = 1, c(0) = 0 e d(0) = 0. As soluções das
equações (A.5), para t = ta e δ qualquer, são



45

a(ta) = d(ta) = 0,

b(ta) = eiδta/2 cos [(
√
4λ2+ δ2)ta/2] − iδ

sin [(
√
4λ2+ δ2)ta/2]√
4λ2+ δ2

,

c(ta) = −2iλe−iδta
sin [(

√
4λ2+ δ2)ta/2]√
4λ2+ δ2

, (A.6)

Na tese trabalhamos com o caso específico em que δ = 0 e ta = π/4λ, nos levando a

a(ta) = d(ta) = 0, b(ta) =
1√
2

e c(ta) =
−i√
2

, (A.7)

que possibilitam a obtenção do estado do sistema após o átomo cruzar a cavidade A (equação
(3.15)).

• Entre as cavidades (resolução da equação mestra)

A equação mestra que descreve a decoerência e a dissipação sofrida pelo átomo quando está entre
as cavidades é dada por

∂ρ(t)

∂t
=
γ

2

[
2σ
p
−ρ(t)σ

p
+ − σ

p
+σ
p
−ρ(t) − ρ(t)σ

p
+σ
p
−

]
+
γp

2
[σpzρ(t)σpz − ρ(t)] , (A.8)

onde o operador densidade é escrito, em um tempo específico tb, como

ρ(tb) = ρ11(tb)|ep, e1〉〈ep, e1| + ρ12(tb)|ep,g1〉〈ep, e1| + ρ13(tb)|gp, e1〉〈ep, e1| + ρ14(tb)|gp,g1〉〈ep, e1|

+ ρ21(tb)|ep, e1〉〈ep,g1| + ρ22(tb)|ep,g1〉〈ep,g1| + ρ23(tb)|gp, e1〉〈ep,g1| + ρ24(tb)|gp,g1〉〈ep,g1|

+ ρ31(tb)|ep, e1〉〈gp, e1| + ρ32(tb)|ep,g1〉〈gp, e1| + ρ33(tb)|gp, e1〉〈gp, e1| + ρ34(tb)|gp,g1〉〈gp, e1|

+ ρ41(tb)|ep, e1〉〈gp,g1| + ρ42(tb)|ep,g1〉〈gp,g1| + ρ43(tb)|gp, e1〉〈gp,g1| + ρ44(tb)|gp,g1〉〈gp,g1|.

Substituindo o operador densidade acima na equação (A.8), obtemos o seguinte conjunto de equa-
ções diferenciais

ρ̇11(tb) = −γρ11(tb), ρ̇12(tb) = −γρ12(tb),

ρ̇13(tb) = −(
γ

2
+ γp)ρ13(tb), ρ̇14(tb) = −(

γ

2
+ γp)ρ14(tb),

ρ̇21(tb) = −γρ21(tb), ρ̇22(tb) = −γρ22(tb),

ρ̇23(tb) = −(
γ

2
+ γp)ρ23(tb), ρ̇24(tb) = −(

γ

2
+ γp)ρ24(tb),

ρ̇31(tb) = −(
γ

2
+ γp)ρ31(tb), ρ̇32(tb) = −(

γ

2
+ γp)ρ32(tb),

ρ̇33(tb) = −γρ33(tb), ρ̇34(tb) = −γρ34(tb),

ρ̇41(tb) = −(
γ

2
+ γp)ρ41(tb), ρ̇42(tb) = −(

γ

2
+ γp)ρ42(tb),

ρ̇43(tb) = −γρ43(tb), ρ̇44(tb) = −γρ44(tb),

(A.9)



46

que tem como condições iniciais

ρ11(0) = 0, ρ12(0) = 0, ρ13(0) = 0, ρ14(0) = 0,

ρ21(0) = 0, ρ22(0) = b(ta)b
∗(ta), ρ23(0) = c(ta)b

∗(ta), ρ24(0) = 0,

ρ31(0) = 0, ρ32(0) = b(ta)c
∗(ta), ρ33(0) = c(ta)c

∗(ta), ρ34(0) = 0,

ρ41(0) = 0, ρ42(0) = 0, ρ43(0) = 0, ρ44(0) = 0. (A.10)

O conjunto de equações diferenciais, com as condições iniciais acima, tem como soluções (para
t = tb)

ρ11(tb) = 0, ρ12(tb) = 0,

ρ13(tb) = 0, ρ14(tb) = 0,

ρ21(tb) = 0, ρ22(tb) = b(ta)b
∗(ta)e−γtb ,

ρ23(tb) = c(ta)b
∗(ta)e− 12 (γ+2γp)tb , ρ24(tb) = 0,

ρ31(tb) = 0, ρ32(tb) = b(ta)c
∗(ta)e− 12 (γ+2γp)tb

ρ33(tb) = c(ta)c
∗(ta)e−γtb , ρ34(tb) = 0,

ρ41(tb) = 0, ρ42(tb) = 0,

ρ43(tb) = 0, ρ44(tb) = b(ta)b
∗(ta)e− 12 (γ+2γp)tb . (A.11)

Essas soluções permitem obter a equação (3.18).

• Cavidade B (CB)

Para o átomo entrando na segunda cavidade, teremos a base completa ordenada da seguinte ma-
neira: {|ep, e1, e2〉, |ep, e1,g2〉, |ep,g1, e2〉, |ep,g1,g2〉, |gp, e1, e2〉, |gp, e1,g2〉, |gp,g1, e2〉, |gp,g1,g2〉}.
Com seus respectivos coeficientes, obtemos um operador densidade com 64 elementos de matriz
ρij, com i, j = 1, 8. O Hamiltoniano de interação em CB é dado por

H2int = λ1(σ
p
+σ2− + σ

p
−σ2+). (A.12)

Desta maneira, é necessário montar um sistema de equações diferenciais à partir de

∂

∂t
ρ(t) = −i[H2int, ρ(t)]. (A.13)

Seguindo passos análogos aos realizados para o átomo cruzando a cavidade A, com tb = π/2λ,
obtemos o estado final do sistema

ρ1,2 =
1

2

[
|e1,g2〉〈e1,g2| + e−(γ+γp)tf |e1,g2〉〈g1, e2| + e−(γ+γp)tf |g1, e2〉〈e1,g2|

+e−γtf |g1, e2〉〈g1, e2| + (1− e−γtf)|g1,g2〉〈g1,g2|
]

(A.14)
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B. OBTENÇÃO DO ESTADO ÁTOMO-CAMPO EMARANHADO (CAPÍTULO 4)

Nesse primeiro item do apêndice iremos mostrar, mais detalhadamente, como obtivemos os estados
átomo-campo evoluídos no capítulo 4 para ambas as polarizações analisadas, além de justificar a
necessidade da preparação atômica (dos átomos de dois níveis) em uma superposição.

Polarização Circular

Na polarização circular, obtivemos o Hamiltoniano efetivo de interação

H
(c)
eff = iλ(a†

+a+ − a†
−a−)σz, (B.1)

que tem como operador evolução temporal

U(c)(t) = exp
[
λ(a†

+a+ − a†
−a−)σzt

]
, (B.2)

Considerando ambos os modos inicialmente nos estados coerentes (|α〉+ e |β〉−), vamos analisar qual
estado será gerado, dependendo da preparação dos átomos. As seguintes preparações para o estado
atômico foram estudadas:

• |χ〉 = |1〉at

|ψ(t)〉 = U(c)(t)|α〉+|β〉−|1〉at
= |αeλt〉+|βe−λt〉−|1〉at. (B.3)

• |χ〉 = |2〉at

|ψ(t)〉 = U(c)(t)|α〉+|β〉−|2〉at
= |αe−λt〉+|βeλt〉−|2〉at. (B.4)

• |χ±〉at = 1√
2
(|1〉at± |2〉at)

|ψ(t)〉 = U(c)(t)|α〉+|β〉−
1√
2
[|1〉at± b|〉at]

=
1√
2
[|αeλt〉+|βe−λt〉−|1〉at± |αe−λt〉+|βeλt〉−|2〉at]. (B.5)
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Podemos notar que, das três preparações analisadas, única que gera um estado emaranhado entre os
modos é a superposição acima [equação(B.5)] .

Polarização Linear

Já no caso da polarização linear, o Hamiltoniano efetivo que obtivemos é dado por

H
(l)
eff = λ(a†

yax− a†
xay)σz, (B.6)

e o operador evolução temporal é

U(l)(t) = exp
[
−iλ(a†

yax− a†
xay)σzt

]
. (B.7)

Neste ponto, para realizar a atuação do operador evolução temporal nos estados iniciais, vamos lançar
mão de um resultado conhecido [79] sobre o operador de divisor de feixe, que é definido como

B = exp
[
θ

2
(a†b eiφ− ab†e−iφ)

]
, (B.8)

com

T = cos
(
θ

2

)
e R = sin

(
θ

2

)
. (B.9)

Quando dois estados coerentes incidem num divisor de feixe, temos

BDa(α)Db(β)|0〉a|0〉b = Da(Tα+ R eiφβ)Db(Tβ− R e−iφα)|0〉a|0〉b, (B.10)

onde Di(γ) é o operador deslocamento de Glauber. Comparando o operador evolução temporal com o
operador de divisor de feixe, notamos que

φ = 0 ,
θ

2
= −iλt , a = ay , b = ax, (B.11)

além de

T = cosh (λt) e R = −i sinh (λt). (B.12)

Assim, a aplicação do operador de divisor de feixe em dois estados coerentes, com a nossa escolha de
parâmetros [equações (B.11) e (B.12)], é dada pela expressão

B|α〉y|β〉x = B Dy(α)Dx(β)|0〉y|0〉x
= Dy (cosh (λt)α− i sinh (λt)β) Dx (cosh (λt)β+ i sinh (λt)α) |0〉y|0〉x
= | cosh (λt)α− i sinh (λt)β〉y | cosh (λt)β+ i sinh (λt)α〉x.
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Não podemos nos esquecer que, em nosso sistema, ainda temos um operador σz na evolução. Então,
analogamente a outra polarização, consideramos ambos os modos inicialmente nos estados coerentes
(|α′〉y e |β′〉x), relacionada com a outra polarização por

|α〉+|β〉− → |α′〉y|β′〉x, (B.13)

onde α′ ≡ i(α−β)/
√
2 e β′ ≡ (α+β)/

√
2. Analisando as mesmas preparações do átomo analisadas

anteriormente, ou seja:

• |χ〉 = |1〉at

|ψ(t)〉l = U(l)(t)Dy(α
′)Dx(β′)|0〉y|0〉x|1〉at

= Dy
(
cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|1〉at

= | cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′〉x |1〉at

• |χ〉 = |2〉at

|ψ(t)〉l = U(l)(t)Dy(α
′)Dx(β′)|0〉y|0〉x|2〉at

= Dy
(
cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|2〉at

= | cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′〉x |2〉at

• |χ±〉 = 1√
2
[|1〉at± |2〉at]

|ψ(t)〉l± =
1√
2
U(l)(t)Dy(α

′)Dx(β′)|0〉y|0〉x (|1〉at± |2〉at)

=
1√
2
Dy

(
cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|1〉at

± 1√
2
Dy

(
cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′

)
Dx
(
cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′

)
|0〉y|0〉x|2〉at

=
1√
2
| cosh (λt)α′ − i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ + i sinh (λt)α′〉x |1〉at

± 1√
2
| cosh (λt)α′ + i sinh (λt)β′〉y⊗ | cosh (λt)β′ − i sinh (λt)α′〉x |2〉at, (B.14)

Os estados representados pelas equações B.5 e B.14, após a realização de medida condicional do estado
atômico na mesma configuração de preparo, vistos em um tempo específico e obedecendo as aproxima-
ções consideradas na obtenção do Hamiltoniano efetivo, foram utilizados na seção 4 4.3 para a verificação
da natureza, Gaussiana ou não, dos estados emaranhados gerados entre os modos ortogonalmente pola-
rizados.
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C. VARIÂNCIA DAS QUADRATURAS

Aqui iremos mostrar detalhes intermediários realizados no cálculo das variâncias das quadraturas
para os modos circularmente polarizados (capítulo 4). Como a demostração dos cálculos para o caso da
polarização linear é análogo, só iremos indicar o procedimento a ser tomado. Para a obtenção dessas
variâncias, alguns valores médios são necessários. O estado utilizado para isso é dado por

|ϕ(t)〉± =
1√
N±

[|αeλt〉+|βe−λt〉− ± |αe−λt〉+|βeλt〉−], (C.1)

com o fator de normalização N±, definido na equação(4.44).
Para calcular os valores médios dos operadores de criação e aniquilação de fótons utilizando o estado

acima, definimos as seguintes variáveis

λ = λ1+ iλ2 = ζλ2+ i λ2, (C.2)

além de

α+ = αeλt = αe(ζ+i)λ2t e α− = αe−λt = αe−(ζ+i)λ2t,

β+ = βeλt = βe(ζ+i)λ2t e β− = βe−λt = βe−(ζ+i)λ2t, (C.3)

e a constante de normalização

N1 = 〈α+|α−〉〈β−|β+〉
= exp

[
|α|2e−2iλ2t+ |β|2e2iλ2t− (|α|2+ |β|2) cosh 2ζλ2t

]
. (C.4)

Os valores médios que precisamos para o cálculo da variância são

〈a−〉 =
1

N±
[β−(1+N∗

1) +β+(1+N1)] ,

〈a+〉 =
1

N±
[α+(1+N∗

1) + α−(1+N1)] ,

〈a−a−〉 =
1

N±

[
β2−(1+N∗

1) +β2+(1+N1)
]

,

〈a+a+〉 =
1

N±

[
α2+(1+N∗

1) + α2−(1+N1)
]

,

〈a†
−a−〉 =

1

N±

[
|β−|2+ β∗−β+N1+ β∗+β−N

∗
1+ |β+|2

]
,

〈a†
+a+〉 =

1

N±

[
|α+|2+ α∗+α−N1+ α∗−α+N

∗
1+ |α−|2

]
,

〈a±a†
±〉 =

1

N±

[
1+ 〈a†

±a±〉
]

. (C.5)
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Então, de posse desses valores médios, podemos calcular as variâncias das quadraturas através das
expressões

(∆X±)2 =
1

4

[
〈a±a±〉+ 2〈a†

±a±〉+ 1+ 〈a†
±a†

±〉
]

−
1

4

[
〈a±〉+ 〈a†

±〉
]2

. (C.6)

(∆Y±)2 = −
1

4

[
〈a±a±〉− 2〈a†

±a±〉− 1+ 〈a†
±a†

±〉
]

+
1

4

[
〈a±〉− 〈a†

±〉
]2

. (C.7)

As expressões utilizadas para nossas simulações são obtidas através da simples substituição dos va-
lores médios do operadores (equações C.5) nas equações das variâncias. Já para o obtermos a variância
para os modos linearmente polarizados, devemos proceder de maneira análoga, porém lembrando que
|α〉+|β〉− → |α

′〉y|β ′〉x, onde α
′ ≡ i(α−β)/

√
2 e β

′ ≡ (α+ β)/
√
2, além de

a+ =
ax− iay√

2
e a− =

ax+ iay√
2

, (C.8)

não nos esquecendo da definição padrão dos operadores de quadratura

Xl =
1

2
(al+ a†

l) e Yl =
1

2i
(a†
l − al). (C.9)
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D. FUNÇÃO DE WIGNER

Neste apêndice mostramos como calcular a função de Wigner do estado de superposição como o
encontrado em nosso esquema (Eq.4.53) e comparamos esses resultados com a função de Wigner do
estado de vácuo comprimido do capítulo 4.

A função de Wigner para o estado de vácuo comprimido

|ξ〉 =
1

ξ

∞∑

n=0

[√
(2n)!

n!

[
−
1

2
eiθ tanh (|ξ|)

]n]
|2n〉, (D.1)

é dada por [40]

W(ξ) =
2

π
exp [−2(e2ξ+ e−2ξ)]. (D.2)

Já a função de Wigner do estado

|ϕ(π/2|λ2|)〉l± =
1√
N±

(∣∣∣
√
2α
〉
y
±
∣∣∣−
√
2α
〉
y

)
|0〉x,

(D.3)

que é uma superposição de estados coerentes conhecida como estados coerentes pares e estados coerentes
ímpares, introduzida por Dodonov e colaboradores [82, 83] como

|α〉± = N±(|α〉 ± | −α〉). (D.4)

Para o caso de |α| � 1, temos superposições quânticas macroscópicas, conhecidas como estados de gato

de Schrödinger, apresentados por Vidiella-Barranco [84].
Para simplificar nossos cálculos, vamos mostrar como obtemos a função de Wigner para o estado

de superposição coerente par, sendo análoga a obtenção para o caso “ímpar”. Esse tipo de estado, na
representação de operador densidade, é dado por

ρe = Ne(|α〉+ | −α〉)(〈α| + 〈−α|). (D.5)

onde Ne = 1/[2(1+ exp (−2|α|2))] é a constante de normalização.
A função característica relativa a este estado, que utilizaremos para o cálculo da função de Wigner, é

dada por
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χ(µ) = Tr[ρ(t)eµa†−µ∗a]N, (D.6)

que pode ser reescrita como (onde N é a constante de normalização)

χ(µ) = N (〈(α)| + 〈(−α)|) D(µ) (|(α)〉+ |(−α)〉)
= N〈(α)|D(µ)|(α)〉 + 〈(α)|D(µ)|(−α)〉 + 〈(−α)|D(µ)|(α)〉 + 〈(−α)|D(µ)|(−α)〉 (D.7)

Com o auxílio das relações

D(α)D(β) = D(α+β)eiIm(αβ∗) (D.8)

e

〈β|α〉 = exp
[
−
1

2
|α−β|2+

1

2
(αβ∗ −α∗β)

]
, (D.9)

vamos resolver cada um dos quatro termos da equação (D.7) separadamente.

• 〈(α)|D(µ)|(α)〉

〈(α)|D(µ)|(α)〉 = 〈(α)|D(µ)D(α)|(0)〉
= exp (iIm(µα∗))〈(α)|D(µ+ α)|(0)〉
= exp (iIm(µα∗))〈(α)|(µ+ α)〉

= exp (iIm(µα∗)) exp
(

−
|α|2

2
−

|α+ µ|2

2
+α∗(α+ µ)

)
(D.10)

= exp
(

−|µ|2

2
− 2iIm(αµ∗)

)
.

Analogamente, temos

• 〈(−α)|D(µ)|(α)〉

〈(α)|D(µ)|(α)〉 = exp (iIm(µα∗)) exp
(

−
|α|2

2
−

|α+ µ|2

2
−α∗(α+ µ)

)

= exp
(

−2|α|2−
−|µ|2

2
− 2Re(αµ∗)

)
. (D.11)

• 〈(α)|D(µ)| − (α)〉

〈(α)|D(µ)| − (α)〉 = exp (−iIm(µα∗)) exp
(

−
|α|2

2
−

|µ−α|2

2
+ α∗(µ−α)

)

= exp
(

−2|α|2−
−|µ|2

2
+ 2Re(αµ∗)

)
. (D.12)
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• 〈(−α)|D(µ)| − (α)〉

〈(−α)|D(µ)| − (α)〉 = exp (−iIm(µα∗)) exp
(

−
|α|2

2
−

|µ− α|2

2
−α∗(µ− α)

)

= exp
(

−|µ|2

2
+ 2iIm(αµ∗)

)
. (D.13)

Portanto, a função característica dada pela equação (D.7) pode ser reescrita como

χ(µ) = Ne−
|µ|2

2

[
e2iIm(αµ∗) + e−2iIm(αµ∗) + e−2|α|

(
e2Re(αµ∗) + e−2Re(αµ∗)

)]

= Ne−
|µ|2

2

[
2 cos (2Im(αµ∗)) + 2e−2|α|2 cosh (2Re(αµ∗))

]
. (D.14)

De posse da função característica, pode calcular a função de Wigner através de

W(x,y) =
1

π2

∫∞

−∞

∫∞

−∞
dudv χ(u, v)e2i(uy−vx), (D.15)

com α = x̄+ iȳ e µ = u+ iv, que nos leva a

W(x,y) = W1(x,y) +W2(x,y), (D.16)

onde

W1(x,y) =
N

π2

∫∞

−∞

∫∞

−∞
dudv e−

(u2+v2)
2

(
e2i(ȳu−x̄v) + e−2i(ȳu−x̄v)

)
e2i(uy−vx). (D.17)

e

W2(x,y) =
N

π2

∫∞

−∞

∫∞

−∞
dudv e−

(u2+v2)
2 e−2(x̄2+ȳ2)

(
e2(x̄u+ȳv) + e−2(x̄u+ȳv)

)
e2i(uy−vx). (D.18)

Utilizando a expressão tabelada [39], com p = q = r

∫−∞

∞
dx e−(ax2+2bx) =

π
4
√
a2
e
b2

a , (D.19)
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Figura 12 – Gráfico da função de Wigner para (a-c) o estado de vácuo comprimido, onde adotamos o parâmetro
de compressão ξ = 0, 2 e (b-d) a superposição de estados coerentes par com α = 0, 2

√
2. Esses são

parâmetros que tornam alta a fidelidade entre esses estados.

podemos resolver as integrais que aparecem em W1(x,y) e W2(x,y) (após rearranjar os termos de
maneira adequada), que assumem a forma

W1(x,y) =
2N

π

(
e−2(y+ȳ)2e−2(x+x̄)2 + e−2(y−ȳ)2e−2(x−x̄)2

)
, (D.20)

e

W2(x,y) =
2N

π
e−2(x̄2+ȳ2)

(
e2(x̄+iy)2e2(ȳ−ix)2 + e2(x̄−iy)2e2(ȳ+ix)2

)
. (D.21)

Sem muita dificuldade é possível mostrar que a soma das equações (D.20) e (D.21) nos leva a
função de Wigner para o estado procurado, ou seja

W(x,y) =
2e−2(x2+y2)

π(1+ e−2(x̄2+ȳ2))

(
e−2(x̄2+ȳ2) cosh [4(yȳ+ xx̄)] + cos [4(x̄y− xȳ)]

)
. (D.22)

A comparação entre o estado geral utilizado para o cálculo da função de Wigner acima e a superpo-
sição que obtivemos no capítulo anterior é imediata.

A figura 12 mostra as funções de Wigner para o (a-c) estado de vácuo comprimido (ξ = 0, 2) e (b-
d) para a superposição coerente (α = 0, 2

√
2). O parâmetros usados para essas figuras levam a alta

fidelidade entre os estados. Podemos observar que, de fato, os gráficos possuem similaridades. Em
outras palavras, estados com alta fidelidade possuem funções de Wigner muito similares.

Na figura 13 a função de Wigner para o (a-c) de vácuo comprimido e para a (b-d) superposição utiliza
parâmetros que levam a uma baixa fidelidade entre esses estados. Usamos o parâmetro de compressão
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ξ = 0, 5 e α = 0, 7. Aqui a diferença entre esses estados fica mais aparente. Em outras palavras, estados
com baixa fidelidade possuem funções de Wigner menos similares ou diferentes.
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Figura 13 – Gráfico da função de Wigner para (a-c) o estado de vácuo comprimido, onde adotamos o parâmetro
de compressão ξ = 0, 5 e (b-d) a superposição de estados coerentes par com α = 0, 7. Esses são

parâmetros que tornam baixa a fidelidade entre esses estados.

É importante salientar que, apesar da semelhança das funções de Wigner dos referidos estados para
alguns parâmetros, eles são de naturezas diferentes. A diferença de maior interesse para nossos resulta-
dos é sobre a Gaussianidade desses estados. Lembrando que o estado de vácuo comprimido é Gaussiano,
enquanto que a superposição par de estados coerentes é não-Gaussiana.

Devemos também lembrar que, ao comparar os estados de gato par e vácuo comprimido, temos
também a similaridade entre as distribuições de número de fótons entre os esses dois estados. A função
que Wigner que estamos usando para mostrar a similaridade ente os dois estados indica justamente as
diferenças, ou seja, o caráter não-Gaussiano do gato e Gaussiano do vácuo comprimido.
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