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Resumo

Neste trabalho estabelecemos as condigdes necessarias 4 existéncia de estados
coerentes em um oscilador harménico (ou modo eletromagnético) dissipativo, dentro de
algumas hipoteses referentes ao modelo de dissipagdo. Mostramos como a existéncia
destes estados encontra-se intimamente ligada a realizagdo da chamada aproximagéo
de onda girante, cujas condigdes de validade também serio determinadas. Para
tanto realizamos uma diagonalizagfio exata das Hamiltonianas dissipativas, utilizando
0 método conhecido como diagonalizagdio de Fano. Aplicamos o resultado da
diagonalizacdo também no célculo da evolugdo de valores médios de observaveis do
sistema.



Introducio

Reconhecidamente muitos sistemas quénticos de interesse apresentam um carater dissipativo.
Entretanto, o procedimento de quantizacfio candnica aplica-se exclusivamente a sistemas
conservativos. Assim, o método usual de descrigdo de sistemas quénticos dissipativos consiste
em considerarmos explicitamente o fato destes sistemas néo serem isolados ({1], [2] ). Considera-
se o acoplamento do sistema de interesse, isto é, do sistema sobre o qual serdo feitas medidas
de variaveis dindmicas (que a partir de agora € mais apropriado chamarmos de subsistema), com
um reservatorio, constituido de um grande ntimero de particulas ou modos de um campo. O
sistema global, constituido do subsistema de interesse mais o reservatério, € entdo conservativo.
O fenémeno de dissipagfio, deste ponto de vista, ¢ apenas a transferéncia da energia dos graus de
liberdade do subsistema para os graus de liberdade do reservatdrio. Uma vez que o reservatorio
apresente um numero de graus de liberdade muito maior que o do subsistema, este ultimo sofrera
uma perda de energia continua e irreversivel.

O tratamento destes sistemas quénticos dissipativos [3] , juntamente a um trabalho paralelo
[4] , levou ao reconhecimento de que a dissipagdo, em geral, causa o aparecimento de um outro
fenémeno importante no subsistema, chamado decoeréncia. Tal fendmeno faz com que estados
puros de um subsistema ligado a um reservatorio, responsavel pelo surgimento da dissipagéo, sejam
muito rapidamente transformados em misturas estatisticas. A origem fisica deste fenémeno, como
veremos, deve-se a rapida correlagio das diferentes componentes do vetor de estado do sistema a
diferentes estados do reservatorio. Esta correlagéo, em geral, leva o sistema a ser descrito por um
operador densidade (reduzido) diagonal na base dos autoestados da Hamiltoniana de intera¢fo com
reservatorio.

Entretanto, em alguns trabalhos ([5] , [6] , [7] ), afirma-se, que h4 uma categoria de estados,
em especial, que uma vez excitados em um oscilador harménico (ou modo de um campo
eletromagnético) dissipativo ndio estariam sujeitos a este fendmeno de decoeréncia, quando em
contato com um reservatério a temperatura zero. Seriam estes os estados coerentes' dissipativos.

Os estados coerentes foram introduzidos na fisica devido 4 conveniéncia matemética, mas
logo ficaram conhecidos também em razéo de algumas de suas propriedades fisicas notaveis.
Schrodinger até sugeriu que estes estados seriam os estados quinticos correspondentes a pontos
classicos no espago de fase. O seu argumento foi baseado na estabilidade e invaridncia destes
estados em um oscilador harmdnico isolado. A associagéo destes estados com os estados quénticos
correspondentes a0 movimento classico de um oscilador harménico macroscopico de certo modo
servia para alguns, erroneamente, como justificativa para que estes estados nfo estivessem sujeitos
(a temperatura zero) ao fendmeno da decoeréncia, de modo a permanecerem como estados
coerentes durante a sua evolugéo.

Veremos, como parte dos resultados obtidos no presente trabalho, que a existéncia destes
estados coerentes dissipativos s6 € permitida dentro da chamada aproximacdo de onda girante,
aproximagio esta que leva a uma Hamiltoniana de interagéio do sistema com o reservatdrio muito
particular e que, de certo modo, privilegia a evolugHo destes estados. O problema com os trabalhos
que afirmam a auséncia da decoeréncia nestes estados a temperatura zero, mesmo para modelos
dissipativos fora da aproximacfo de onda girante, é que eles utilizaram um método (a descrigéo do
subsistema via uma equagdo mestra) que, em geral, apresenta muitas limitagdes, as quais, como

A designaciio estados coerentes é anterior a estes trabalhos e deve-se na verdade a uma outra propriedade destes estados
{a coeréncia otica).



veremos, ndo foram respeitadas. Uma das limitagdes destas equages mestras € que elas s6 valem
na situagfo de dissipagdo muito fraca. Entretanto, mostraremos que, unicamente nesta situagdo,
modelos de dissipagdo mais realistas reduzem-se justamente ao modelo da aproximacio de onda
girante.

Neste trabalho realizamos uma diagonaliza¢do exata das Hamiltonianas dissipativas, utilizando o
método conhecido como diagonalizagdo de Fano. Assim, determinaremos claramente as condi¢des
de existéncia destes estados coerentes dissipativos, dentro, obviamente, de algumas hipoteses
referentes ao modelo de dissipacio.

O nosso objetivo central é a determinac¢io das condigdes citadas acima. Entretanto, obteremos
também alguns outros resultados interessantes: (1) a determinac8o das condi¢Bes de validade da
chamada aproximacdo de onda girante (como ja citamos), (2) a comparagéo entre os resultados
obtidos através da diagonalizag@o exata de um modelo dissipativo dentro da aproximagio de onda
girante ¢ os resultados obtidos via equag@io mestra, (3) a determinagfo da evolugio dos estados
do reservatorio dentro da aproximagfo de onda girante. Calculamos ainda (4) a evolugdo do valor
meédio da posigéo de um oscilador harménico dissipativo (que anteriormente s6 havia sido obtida via
integracio funcional), Este ultimo célculo evidenciou uma caracteristica importante do modelo de
dissipa¢fio que ndo havia sido observada em trabalhos anteriores (levando inclusive a publicagfes
com resultados errados [8] ).

A seguir apresentaremos uma breve descrigdo do material contido em cada capitulo.

No Capitulo 1 fazemos uma revisdo dos estados guasi-cldssicos, ou estados coerentes, de um
oscilador harménico ou campo eletromagnético. Destacamos essencialmente o fato destes estados
serem aqueles que reproduzem as propriedades classicas de um oscilador material ou campo
eletromagnético macroscopico e também serem os estados gerados por excitages classicas destes
sistemas.

No Capitulo 2 fazemos uma revisdio dos tratamentos classicos ¢ quénticos de cavidades
dissipativas. Introduzimos a Hamiltoniana fenomenolégica tradicional de interagio do campo
eletromagnético interno 4 cavidade com o reservatorio (representado pelas préprias paredes da
cavidade ou pelo campo externo a esta). Revisamos a teoria de equagSes mestras e a sua aplicagio
no célculo da evolugfio de um estado coerente em contato com um reservatério a temperatura zero,
dentro da aproximagéo de onda girante.

No Capitulo 3 revisamos o procedimento de diagonaliza¢io de Famo. Aplicamos este
procedimento na diagonalizagio da Hamiltoniana introduzida no Capitulo 2, dentro da aproximagio
de onda girante, e calculamos a evolugéo de um estado coerente. Comparamos os resultados obtidos
através deste procedimento com aqueles obtidos no tratamento via equagfio mestra. Determinamos
a evolugéo das excitacdes dos modos do reservatorio inicialmente a temperatura zero. Realizamos,
finalmente, a diagonaliza¢io da Hamiltoniana do sistema global sem a aproximag#o de onda girante
(a analise das expressdes obtidas € deixada para o Capitulo 5).

No Capitulo 4 revisamos o modelo Caldeira-Leggeft de dissipagfio. Apontamos os principais
resultados obtidos na aplicacdo deste modelo no tratamento do movimento browniano quéntico, no
caso de dissipagdo dhmica, e da influéncia da dissipagfio nos processos de interferéncia quéntica.
Discutimos como, em razio da existéncia do fendmeno de decoeréncia, € estranha a existéncia de
estados coerentes dissipativos

No Capitulo 5 comparamos a Hamiltoniana introduzida no Capitulo 2 (e diagonalizada no
Capitulo 3) com a Hamiltoniana do modelo Caldeira-Leggett. Obtemos uma relagfo entre a fungo
de acoplamento |u,,|?, introduzida no Capitulo 2, ¢ a fungfio espectral J (w) do modelo Caldeira-
Leggett. Analisamos entfio as expressSes obtidas na diagonaliza¢fo anteriormente realizada, no
final do Capitulo 3. Determinamos novamente a evolugfio de um estado coerente a temperatura
Zero, agora sem a aproximagéo de onda girante. Obtemos as condi¢des para que ele permaneca
como um estado coerente durante a sua evolugfo e as condi¢Bes para a validade da aproximag#o
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de onda girante. Terminamos o capitulo com o célculo da evolugio do valor médio da posicéo de
um oscilador harménico amortecido.

O presente trabalho € encerrado com a apresentacgéo das conclus6es decorrentes dos resultados
obtidos.



Capitulo 1

Estados Quasi-Classicos

1 Descri¢ao do Campo Eletromagnético

A quantizagio do campo eletromagnético no vacuo (ver Apéndice A), no gauge de Coulomb ¢ na
auséncia de fontes (particulas carregadas ou correntes), nos leva as seguintes expressoes para 0s
operadores campo elétrico E(r, t) e campo magnético B (r, ¢) (no interior de uma caixa de volume
L3, sujeitos a condig8es de contorno periédicas?)

E(r,t) =1 Z Eu, [aigie’loTmo0) — af g )] | (1.1)

B(r,t) = zz B, [(fq xai) aetter—wit) _ (Rixei) a;"e_i(k”"w"t)] . (1.2)

onde cada modo normal i do campo ¢ determinado por um vetor de propagacio k; (w; = ck;)

uma polarizacdo €;, sendo &,,, = % e By, = &, /c. Os operadores a; satisfazem a seguinte
relagfio de comutagéo

[a:, o} ] = 6 (13)

A Hamiltoniana do campo livre pode ser escrita como (ver Apéndice A)

H = %‘3 d*r [E*(r) + B2 (r)] (1.4)

= Z hwi (ajaz- + %) . (1.3)

Vemos de (1.3) e (1.5) que a dindmica do campo € equivalente & dindmica de um conjunto infinito
de osciladores harmonicos que representam os modos normais do campo. O espago de estados do
campo de radiagfo £ é o produto dos espagos de estados £; dos vérios osciladores ¢ associados
aos modos do campo,

Er=E06R.05® .. (1.6)

Uma base ortonormal possivel para &; & {|n;) }, onde n; = 0, 1,2, 3... determina o nivel de energia
do oscilador 4. Assim, o estado |n;} ... |n;) ..., escrito de maneira mais concisa como |{n;}), é um

Como vimos no Apéndice A tais expressdes para os campos valem para o campo eletromagnético no espago livre,
fazendo-se, no fim dos cdculos, L ir a infinito. E valem, também, para o campo eletromagnético confinado em uma
cavidade, de volume L%, com paredes constituidas por condutores ideais.
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autoestado de H:
H|{n:}) = [Z (n + 1) hwﬁ] [{n:}) . (1.7

Tal estado representa um campo contendo n, fotons no modo 1, ..., n; fotons no modo 4, com cada
féton contribuindo para a energia total do campo através de um “quanta” elementar Auw;.

2 [Estados Coerentes do Campo Eletromagnético

2.1 Introducio dos Estados Quasi-Classicos

Consideremos um campo cléssico livre. O estado deste campo é caracterizado por um conjunto
de varidveis normais {c; }. Uma vez conhecido o copjunto {c; } conhecemos todas as quantidades
relativas ao campo (ver Apéndice A). Por exemplo:

L {asD) Z hw; o} oy, (1.8)
Ed({az} ;T t) = izgwi [aieiei(ki.r—wit) - CM:E??;B-i(k‘i'r—wit)] , (1.9)

Bu({ai};r,t) = iZBw" [(ﬁlxsg) aetar—wit) _ (f{ixai) afe‘”’(k”i'”_"”it)] (1.10)

e assim por diante.

Para o campo quantizado a situagdio ¢ mais complexa. Uma vez que as variaveis do campo néo
comutam entre si, ndo é possivel encontrar autoestados comuns a estas varidveis com autovalores
iguais aos valores das variaveis cldssicas correspondentes.

Assim, o estado quéntico [{c;}) que reproduz da melhor maneira posstvel as propriedades do
estado classico {o;} € o estado no qual, para todos os observaveis importantes, os valores medios
destes observaveis coincidem com os valores classicos correspondentes. Mais precisamente nds
procuramos por um estado |{«;}) tal que

{eu} H [{eu}) = Buse = H,, ({es}) (L.11)

(subtraiu-se a energia do vacuo E,4, visto que todas as energias sdo tomadas a partir da energia do
VACU0)

(e} E(r,t) {ai}) = Ea({ai}1,1), (1.12)
({ai}| B(r,t) {es}) = Ba({ai};1,7), . (1.13)

para todos os valores de r e ¢.

2.2 Caracterizac¢io dos Estados Quasi-Classicos

L Wﬁ”ﬂﬂl}SQ N H(lﬁ%?rr%rlf%}%ﬂﬁﬁ}ﬂﬁﬁ% \-@[’r f‘) B.(I‘,ﬂwer?g qm Wogdﬁm = aj-‘ S&Oﬁ TbS%JTEPflfq‘aHW
i [ﬁ T o 5 o baratas Lol ae slorabs0su i g Lo It T o a8
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vemos que as condigdes (1.11-1.13) sfio equivalentes a

{aHail{a}) =as e ({ai}|afal{e}) = ey Vi (1.14)

Introduzimos entéo o operador b, = a; — ;1 onde 1 € o operador unitario. As eqs.(1.14) sdo entdo
equivalentes a

{oatlbi{os) =0 e ({aa}|¥70:[{ai}) =0 Vi (1.15)

A ultima equag8o (1.15) mostra entdo que a norma de b; |{«; }) é zero, portanto a solugfo de (1.15)
é bz |{():f,,,}> =0, isto é,

a; |{Of,}) = |{Ofi}) V1. (116)
Logo o estado |{«;}) € o produto

Hou}) = o) Jag) . |as) ... com  a;l|oy) = ooy . (1.17)

O estado quasi-classico |{c; }), mais conhecido como estado coerente, é assim o produto tensorial
dos autoestados dos varios operadores de aniquilagéio a;, com autovalores c;, que sdo precisamente
as variaveis normais classicas correspondentes.
Consideremos agora um campo tendo um tnico modo excitado ¢ (definido por {k;, &;}) estando
os demais modos no estado de vicuo. Para simplificar a notagdo omitiremos o indice 1.
Projetando (1.16) sobre o bra (n — 1| temos a relagio de recorréneia /7 (n|a) = a{n — 1|a),
da qual obtemos

la) = e lo/2 Z & |n (1.18)

n—O

O valor médio e a disperséio do nimero de fétons em um estado |a) sfo dados por
{a|n|a) = |al?, An? = (n?) — (n)? = |af*. (1.19)
Consideremos agora o campo excitado em um estado coerente. Partindo de (1.1) temos
(e |E(r, t)| o) = ~2E,, o] sen(k.x — wt + ), (1.20)
onde a = || €. Analogamente a dispersio do campo elétrico A?E(r, t) para este estado serd

AE(r, 1)) = &;

w*

(121)

Logo, vemos que AE(r, t))y ¢ independente de |c. Por outro lado {« |E(r, t}| &) € proporcional
a |a|, sendo que |a|? ¢ o namero médio de fétons no campo. Portanto, 2 medida que o mimero
médio de fétons aumenta a razdo AE(r, t)o)/ (o |E(r,t)| o) diminui. Escothendo-se um valor de
|t} suficientemente grande (nimero de fotons suficientemente grande) obtemos um campo elétrico
E(r,t), em valor relativo, tdo bem definido quanto se queira. Portanto quando |a| 3> 1 o estado
coerente |«v) , segundo (1.20), corresponde a um campo classico cuja fase ¢ determinada pelo
argumento 6 de o e cuja amplitude é dada por 2€,, |«|. Um resultado andlogo é evidentemente
obtido para o campo magnético B(r, t).

A amplitude e a fase de uma onda eletromagnética sfio representados por operadores nio
comutativos [10] , portanto tais grandezas ndo podem ser simultaneamente definidas com precisio
arbitraria, devendo estas obedecer a uma relagfio de incerteza. Pode-se mostrar que o campo
excitado em um estado coerente |a) tal que || > 1 satisfaz tal relagdo com a incerteza minima
[10] .



2.3 Campo Quantico Irradiado por Fontes Classicas

Obteremos a seguir o campo quéntico irradiado por fontes classicas cujo movimento nio é
perturbado pelo campo.

Assumiremos que antes de ¢ = 0 nenhuma fonte esteja presente. A radiagio esta inicialmente
no estado de vicuo

[ (0)) = |0} (122)

Em ¢t = 0 as fontes sio “ligadas”. Assumiremos que as correntes j(r) associadas a elas
ndo sejam afetadas pela radiagdo por elas proprias criada. Tal hipétese implica que as fontes
tenham um movimento imposto externamente. Adicionalmete assumiremos que as fontes sejam
macroscopicas, isto é, que as flutuagGes quanticas sobre os valores médios das correntes sejam
despreziveis. Este conjunto de hipéteses permite-nos aproximar as correntes quénticas j(r) por
fung¢des cldssicas bem definidas de re ¢, ju(r, t). Considerando estas aproximagdes qual é o estado
|+ (t)) do campo para t > 07

A equagdio de evolugfio para a;(t) ¢ dada por (eq.(A.16), com a substitui¢do das varidveis normais
o pelos operadores a e discretizagio dos modos)

a; + iwia; = s2(t), (1.23)
sendo

9‘(t)=———-i———‘/d3v~e--
¢ 1/ Qthwz-L:*

onde, com base nas hipdteses do paragrafo anterior, substituiu-se j(r) por ju(r, t) na expressio de
;. A eq.(1.24) é facilmente integrada resultando em

s kiTe,  jalr,t), (124)

i
ai(t) = a;(0)e ™" 4 f A (e (1.25)
0

O primeiro termo que aparece no lado direito da eq.(1.25) é o campo quantico inicial a,;(0) que

evoluiu livremente de 0 até ¢ e o segundo termo € o campo irradiado pelas fontes.
Adicionalmente podemos também escrever as equacdes de evolugdo para os campos cléssicos

acoplados as correntes cléssicas ju(r, t) conhecidas. A equag8o de evolugo para o;(t) é dada por

(A.16)
& + w0y = sE(8), (1.26)

cuja solugio correspondente a condicdo inicial o;(0) = 0 (nenhuma radiagio presente em ¢t = 0) é

t
o;(t) = f dt’ s (' )e s, 1.27)
0

O tltimo termo do lado direito de (1.25) pode ser entéo interpretado como o campo cléssico a;(t)
irradiado pelas fontes classicas conhecidas, o que nos permite escrever (1.25) como

a;(t) = a;(0)e ™ + q(t). (1.28)

Finalmente aplicamos (1.28) ao estado inicial (1.22), que € o estado do sistema para qualquer
instante ¢ na versdo de Heisenberg. Uma vez que a,{(0) | (0)) = a;]0) = 0 temos

ai(t) v (0)) = au(t) |4 (0)) . (129)
7



Na versdo de Schrédinger temos

a; |9 (t)) = ca(t) |9 (£)) . (130)

Logo, o estado do campo no instante £ € o estado coerente associado com o campo classico irradiado
pela fonte no mesmo instante ¢. Tal resultado é fisicamente satisfat6rio. Quando as fontes sdo quasi-
classicas o estado quantico do campo por elas irradiado € o estado quéntico que mais se aproxima
do campo de radiagfo classico {c;(t)}, isto é, o estado coerente [{c;(t)}).

3 Estado Coerente de um Oscilador Harmonico Material

3.1 Caracterizando o Movimento Classico Através do Parametro o,

As equag0es classicas de movimento para um oscilador harménico unidimensional, de massa m e
freqiiéncia angular w, sdo dadas por

d 1 d o
T (t) = P (t), p () = —mw<z (t). (1.31)

Introduzindo o mimero complexo « (¢) definido por

a(t) = %;2 {a:(t) + a%p(t)} : (1.32)

O conjunto de eqs.(1.31) torna-se entfio equivalente a uma tinica equacio:

d .
pr (t} = —iwa (1), (1.33)

cuja soluglio € o (t) = a,e ™" . Podemos inverter (1.32) escrevendo z (¢) e p (¢) em fungio de
a (t), temos entéo

z(t) = % [aoe™" + ae™] p(t) = —iy/ mThw [0 — afe™] . (134)

Portanto o niimero complexo «, caracteriza o movimento do oscilador. A energia cldssica H do
sistema € uma constante dada por:

= L O+ S [0)? = 2
H= o (0)] + gmw [2(0)]" = hw |ay|” - (1.35)

Para um oscilador macroscdpico a energia H € muito maior que o quantum w, portanto:

lao| > 1. (1.36)

3.2 O Estado Quasi-Classico

A Hamiltoniana de um oscilador harménico de massa m e freqiiéncia angular w € dada por [9]

1 1 :
H= %pg + -émwzmz. (1.37)

8



Definindo o operador a = /% [33 + —p| podemos escrever H como

H=hw (a+a + %) . (1.38)

O estado coerente |cr) deste oscilador é novamente definido como o autoestado de a, a |a) = o |a).

Da ¢q.(1.38) obtemos a evolugéo de a(t) no formalismo de Heisenberg: a(t) = a(0)e™%*,
Logo, no formalismo de Schrédinger, um estado coerente inicial |o (0) = «,) evolui para o
estado coerente | (1) = a,e™*). Podemos calcular a evolugo temporal dos valores médios dos
operadores z, p € H para um oscilador excitado em um estado coerente inicial |, ):

. . 2h
o t 0 — o —twt * Hiwt] . _ .
(o |2 ()] o) (o™ + afe™] 1/—mw |co| cos [wt — 6], (1.39)

2muw

(o |p(t)] o) —i4/ m;iw [oroe™ — a:eth] = V2mhw |a,| senwt — 8],  (1.40)

(050 |H| at)) - Evac = hw |Ofoi2 3 | (141)

onde o, = |0,|€?. Comparando as equagdes acima com as equagdes (1.34) e (1.35) vemos que
o estado |} € 0 estado quasi-cldssico associado com um movimento classico caracterizado pelo
pardmetro .

Temos ainda as raizes das dispersées dadas por

Az = -j——, Ap = m—m, AH = hw |a,|, (1.42)
2mw 2
logo AzAp = F/2 e temos um pacote de onda de incerteza minima, independente do tempo.
Pode-se mostrar [9] que a fungfio de onda de um estado coerente corresponde a um pacote de onda
Gaussiano. Assim, o pacote de onda do estado coerente oscila segundo as egs.(1.39) ¢ (1.40), sem
distorcer-se.

Como vimos na eq.(1.36), um oscilador macroscopico deve apresentar |a,| >> 1. Neste caso as
amplitudes de oscilagdo de (z(t)) e (p(t)), bem como (H), tornam-se muito maiores que Az, Ap
e AH. Logo, escolhendo um valor de |, | suficientemente grande, podemos obter um movimento
quéntico no qual a posi¢fio, 0 momento e a energia do oscilador estdo, em valores relativos, tdo
bem definidos quanto se queira. Portanto, quando |a,} > 1, o estado |a,) descreve muito bem o
movimento de um oscilador harménico macroscopico, para o qual a posi¢do, 0 momento e a energia
podem ser considerados quantidades cldssicas.

3.3 Estado Gerado pela A¢io de uma Forc¢a Externa

Consideremos agora a atuago, sobre o oscilador harménico, de uma forca externa F dependente
do tempo, mas independente da posi¢io z. Ao invés de (1.37) consideremos uma Hamiltoniana da
forma

. 1 2 1 2,.2
H= 5P + 5T zF (1), (1.43)

onde F'(t) ¢ uma fungfo real de ¢ e nula para ¢t < 0. Em termos dos operadores a e a* podemos
escrever

H = hw (a+a + %) — ?f ) (a+a™), (1.44)
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onde f (t) =i,/ 52— F (). A equagiio de movimento para a (t) obtida de (1.44) ¢

2mba
a +iwa = f(i). (1.45)

A eq.(1.45) tem forma idéntica 4 eq.(1.23) e portanto temos a solugio

t
a(t) = a(0)e™™* 4 f dt’' f(t")e ), (1.46)
0

Seguindo o mesmo procedimento do tratamento do campo gerado por uma corrente classica na
segdo anterior, verificamos que se no instante inicial ¢ = 0 o nosso oscilador estiver no estado
fundamental, | (0)) = |0}, ele ird evoluir no instante ¢ para um estado coerente tal que

aly (t)) =alt) v (0), (1.47)
onde _
_ ' ar £t —i'w,;(t—t’)l ‘
o(t) _/0 tf(t)e (1.48)

Novamente vemos que se considerarmos a agfo, sobre o sistema, de uma fonte de excitagdo classica
(considerando a forga F' (f) como uma forga classica) esta gera o estado quéntico que mais se
aproxima do estado de um oscilador harmonico classico, o estado coerente.
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Capitulo 2

Estados Coerentes Dissipativos

1 Tratamento Classico de uma Cavidade Dissipativa

1.1 Efeitos e Origem da Dissipacio no Campo Interno a uma Cavidade

Consideremos agora a existéncia de um campo eletromagnético no interior de uma cavidade
ressonante, isto é, a existéncia de um campo eletromagnético em uma regifio do espago inteiramente
limitada por uma superficie condutora. As condigdes de contorno impostas ao campo pela presenca
da superficie condutora nos levam, a principio [considerando a superficie condutora como ideal
(condutividade infinita) e a existéncia do vacuo no interior da cavidade], a conclusio de que uma
cavidade ressonante s6 permite a existéncia de um ntimero discreto de modos normais (freqgiiéncias
de ressondncia) em seu interior [12] . Assim, isto implicaria que se estivéssemos tentando excitar,
de alguma forma, um modo particular de oscilagdo no interior da cavidade, néo teriamos nenhum
sucesso a menos que a freqiiéncia que desejassemos excitar fosse exatamente igual a uma dada
freqiiéncia de ressonéncia da cavidade. Uma cavidade real na verdade ndo apresenta este conjunto
perfeitamente discreto de autofreqii€ncias, mas sim bandas estreitas de freqiliéncia ao redor de cada
auto freqiiéncia nas quais excitagdes apreciaveis do campo podem ocorrer. Uma fonte importante
do aparecimento destas bandas de freqiiéncia, no lugar de um espectro puramente discreto, € a
dissipacfio da energia do campo nas paredes da cavidade (que na realidade nfio sdo constituidas
de condutores ideais) e eventualmente dissipag¢Ses no préprio dielétrico (se nfio tivermos um bom
véacuo) interno a cavidade. A idéia basica é mais ou menos a seguinte: excitar os modos do campo
no interior da cavidade corresponde a armazenar encrgia no seu interior (isto é, nos campos Ee B
internos a cavidade). Agora, se ha perdas, esta energia decaira com o passar do tempo, tipicamente
de uma forma exponencial. Se 7 for o “tempo de vida” de um dado modo normal, entéo, pelas
propriedades da transformada de Fourier, teremos 7Aw ~ 1 onde Aw sera a largura da banda ao
redor deste modo normal.

A dissipacéio nas paredes da cavidade ocorre, basicamente, da seguinte forma [12]: devido ao fato
do condutor do qual sfo constituidas as suas paredes nfo ser ideal (apresentar uma condutividade
finita) temos a componente tangencial do campo elétrico, E,, nfio nula na superficie do condutor.
Conseqiientemente, temos uma componente do vetor de Poynting que ¢ ortogonal a superficie. Isto
indica que temos um fluxoe de energia do interior da cavidade para dentro do condutor. Este fluxo
de energia gera uma corrente proxima a superficie do condutor, que sofre entfio dissipagfio 6hmica.

1.2 Definiciio do Fator de Qualidade Q

Define-se a “qualidade” de uma cavidade ressonante através do pardmetro ¢} dado por
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O = energia total armazenada na cavidade @n
~ 2r x (energia perdida durante o perido de uma oscilagfo) '
energia total armazenada na cavidade

poténcia dissipada

- wo 3

onde w, ¢ a freqiiéncia do modo ressonante, assumindo-se a nfo existéncia de perturbacfio. Pela
conservagdo da energia, a poténcia dissipada € o negativo da taxa de variagfo da energia armazenada
U. Assim, de (2.1), podemos escrever a equac¢io para o comportamento de I/ como funcio do
tempo:

' d w
—J=-2
dt @

que apresenta a solugdo (considerando que @ € independente do tempo, como demonstrado em
[121)

U, @2)

U (t) = U,e~wo/Qt, (2.3)

Se a quantidade de energia inicial U, ¢ armazenada na cavidade, ela ird decair exponencialmente
com uma constante de decaimento inversamente proporcional a Q). A dependéncia temporal de
U (t) em (2.3} implica em que as oscilagdes do campo [cujo quadrado da amplitude é proporcional
a energia armazenada, eq.(1.4)] na cavidade devam sofrer um decaimento da forma 3

E(t) = E e et onde ¥ = w,/20Q) 24

Uma oscilagdo amortecida como esta nfio constitui-se em uma freqiiéncia pura, mas sim de uma
superposicéo de freqiiéncias em torno de w,. Temos entdio (assumindo que as oscilagSes tenham
inicio em ¢ = 0)

E(t) = \/_12=7r f_m E (w) e™dw, 2.5)
onde

E (ol 2Q)t gilw—wolt gy (2.6)

1 o0
N /0
—E,
V2 i (w0 — w,) — w,/2Q]

A densidade de energia por unidade de freqiiéncia é proporcional a |E (w)|?, que é dada pela
Lorentziana

_ 2,
2m [(w — w,)* + (wo/2Q)2] -

A “curva de ressondncia” apresenta uma largura Aw (a meia altura) igual a w,/Q. Se o campo
na cavidade for criado através de uma excitagfio constante a distribui¢iio da energia na cavidade,
como funcgfio da freqgiiéncia, ird obedecer a curva de ressondncia na vizinhanga das freqiiéncias
ressonantes.

|E (w)|? 2.7

Em geral a freqiténcia de ressondincia sofre também um deslocamento Aw, devido a dissipagio na cavidade [12]
(Aw, =~ —w,/20Q) para uma cavidade cilindrica com alto Q).
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O célculo de @ [12] nfo € importante para nds, mas podemos destacar que o valor de Q
depende da geometria da cavidade, da condutividade de suas paredes (tanto maior quanto maior
a condutividade) e da freqiiéncia do modo considerado.

1.3 Uma Cavidade Composta por Espelhos Nio Ideais

Consideremos agora uma cavidade unidimensional hipotética composta por dois espelhos, ambos
apresentando uma refletividade I, com R < 1 (espelhos nfio ideais), separados por uma distancia
[13]. Depois de um tempo ¢ = n2l/c, correspondente a n excursdes entre os dois espelhos, 0 campo
elétrico de uma onda eletromagnética classica na posi¢8o x (para uma determinada polarizagdo),
E (z), ird decair de seu valor inicial em ¢ = 0, devido as reflexdes parciais nos espelhos, da seguinte

forma*

E(z,t) = E(z,0) R", (2.8)
assumindo-se que néio haja mudanga de fase na reflexfo. Substituindo n = ¢t/2] em (2.8), obtemos
E (z,t) = E(z,0)e™™, (2.9)
onde v = —cln (R) /2. Se os espelhos forem suficientemente bons refletores, tal que a radiagio

eletromagnética realize varias excursdes no interior da cavidade antes de perder uma pequena fragdo
de sua energia, isto ¢, se o tempo de decaimento for muito maior que o tempo de v6o de um sinal
de luz no interior da cavidade, nés podemos desprezar o fato das perdas serem localizadas nos
espelhos e assumir que estas sejam homogeneamente distribuidas no interior da cavidade e que
ocorram continuamente no tempo. Neste caso (2.9) é uma boa aproximagdo para todo ¢ > 0, até
mesmo para tempos que nfio sejam multiplos dos tempos de excursdo [13] .

No tratamento anterior da cavidade com paredes condutoras consideramos a dissipagdo
originada pelo fluxo de energia do campo para o intertor dos condutores. Ji neste tratamento da
cavidade com paredes compostas de espelhos nfo ideais (com uma transmissividade n3o nula) a
dissipagdo origina-se devido ao fluxo de energia para fora da cavidade (assumimos que a dissipagdo
que poderia ocorrer no interior dos espelhos, devido a existéncia de uma estrutura interna destes,
ndo ¢ aprecidavel). Por outro lado, havendo um campo eletromagnético externo a cavidade ndo
nulo este também podera transferir-se parcialmente para o interior desta. Este tltimo efeito nfo foi
considerado no desenvolvimento acima. Logo, para que a eq.(2.9) seja vélida ¢ necessario que a
energia média do campo externo, geralmente uma radiagio de corpo negro, nfio seja comparavel a
cnergia média do campo interno a cavidade. A temperatura zero ndo hi radiagio de corpo negro ¢
a eq.(2.9) € valida. Tal restrigio também ¢ véalida no tratamento anterior da cavidade com paredes
condutoras. A radia¢8o de corpo negro proveniente destas paredes também tem de ser desprezivel
comparada a radiagdo interna.

2 Tratamento Quantico de uma Cavidade Dissipativa

2.1 Descricio da Interacio Modo da Cavidade-Reservatorio

Como vimos na se¢do anterior o decaimento da energia do campo eletromagnético interno a uma
cavidade ocorre devido & transferéncia progressiva (e irreversivel) desta energia para um outro
sistema que encontra-se acoplado a este campo segundo as propricdades da cavidade considerada.
Como vimos, tal sistema seria o conjunto das préprias paredes de uma cavidade limitada por
condutores ndo ideais, ou o campo externo de uma cavidade limitada por espelhos nfio ideais. A

Considerando agora o campo elétrico como um trem de onda de comprimento muito menor que [.
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descrigdo quéntica deste sistema pode entfio ser realizada através de um modelo, fenomenolégico,
que considere o acoplamento do campo interno da cavidade a um reservatdrio externo, com um
numero muito grande de graus de liberdade, que ird entfio absorver, de maneira irreversivel, a
energia do campo [2] [14] .

Consideremos entdo tal modelo com a seguinte Hamiltoniana

H= Hca.mpo + Hyes + Hint. (2.10)

Sendo H ,mp, a Hamiltoniana que descreve o campo interno a cavidade, H,.., a Hamiltoniana do
reservatorio e H,,, a Hamiltoniana de interagfo entre estes dois sistemas.

O campo interno & cavidade € quantizado como se tivéssemos uma cavidade ideal, o que nos
leva a modos perfeitamente discretos em seu interior ¢ a operadores de campo, E, B e H, descritos
por (1.1}, (1.2) e (1.5). O fato da cavidade nfio ser ideal € entfio levado em conta justamente ao
considerarmos a existéncia do acoplamento do campo interno ao reservatdrio. A Hamiltoniana do
campo interno € entdo dada por (medindo-se a energia a partir do ponto zero)

Heompo = Fw,ata, (2.11)

onde consideramos que haja um tnico modo de freqiiéncia w, excitado na cavidade.
No caso do nosso reservatorio ser o campo externo a cavidade a sua Hamiltoniana sera dada por

Hyeo = Z Rw, b b, (2.12)

onde o conjunto {w;} deve abranger todo o espectro possivel de excitages deste campo externo
(com [b;,b]] = &), sendo no final dos célculos tomado o limite de um espectro continuo. No
caso do nosso reservatdrio ser o conjunto das préprias paredes da cavidade a mesma Hamiltoniana
(2.12) ¢ valida. Neste caso ¢la representa a energia quantizada dos modos vibracionais elasticos
das paredes da cavidade. Os quanta de energia das vibragdes elasticas sfio chamados de fdnons
e 0s operadores de criagdo e destruicfio neste caso também satisfazem as relagdes bosonicas de
comutagéo. ‘

Resta-nos definir uma Hamiltoniana de interacfio. A interacfio deve permitir a troca de quanta
de energia entre o campo e o reservatorio. Fotons do modo w, do campo podem ser absorvidos pelo
reservatodrio (gerando fénons ou fétons do campo externo). Por outro lado, flutuagGes térmicas e de
ponto zero do reservatorio podem ser espalhadas no modo w,. Podemos visualizar o efeito liquido
de tais processos como a destrui¢iio de fotons do campo e a criagfo simultinea de fotons (fénons)
do reservatorio, bem como o processo inverso. Podemos assim escrever uma Hamiltoniana efetiva
para tal interacfio da forma

Hip =1y (a* +a) (kb + Kb}) (2.13)

onde consideramos apenas processos (de criagio ou destruigdo simultinea) de um féton ° e temos
entdo um acoplamento bilinear. Os coeficientes de acoplamento &; dependem da intensidade do
acoplamento do mecanismo real de interagdo.

Em geral ([2], [14] } desconsidera-se na Hamiltoniana de interagdo os processos k;ab; + k;‘a+b;",
nos quais dois quanta sfo aniquilados e criados (transigdes virtuais). A ndo inclusdo destes termos

Processos de criaglio ou destrui¢@io de dois ou mais fotons em geral 56 sfo importantes quando o processo de um féton
nio € permitido ou temos intensidades de campo muito altas [2] , 0 que estamos supondo nfo ser o nosso caso.
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na Hamiltoniana de interagfio é chamada de aproximagdo de onda girante [14] , e temos entio

Hf, =1 (kibia™ + kjbFa) . 2.14)

Podemos argumentar em favor de tal aproximagio da seguinte forma. Apenas aqueles modos
que conservam energia (w; = w,) ¢ momento (k; = k,) interagem fortemente. Se ndo houvesse
H;n:, 0s operadores a e b; evoluitiam como a (t}) = ae ™t e b; () = bie ™. Supondo
agora que H,, exista, mas que a evolugdo livre dos operadores ndo scja perturbada fortemente
(permanecendo dominante), os termos de (2.14) evoluirdo aproximadamente como eti(wi—wo)t,
que ¢ aproximadamente igual a um para w; =~ w,, enquanto os termos omitidos de (2.13)
evoluiriam aproximadamente como e*i(wi+we)! e portanto variariam rapidamente. Para tempos
longos comparados com w1, por exemplo o tempo de decaimento v~ do modo na cavidade, estes
termos apresentarfo um efeito médio aproximadamente nulo e podemos assim despreza-los.

2.2 Tratamento via Equa¢io Mestra

Sistemas quénticos, na versdio de Schridinger, em geral sdo descritos através da evolugio de
vetores de estado, |¢ (t)). Entretanto, tais sistemas também podem ser descritos através da
evolugio de operadores densidade, p(t) = | (£)) (¥ (#)| 9] . Tal descrigdo é particularmente
interessante quando temos um sistema global, composto por dois subsistemas interagentes, e
estamos interessados em descrever apenas as propriedades de um destes subsistemas. Neste caso
ndo € possivel associarmos vetores de estado individuais a estes subsistemas [9] (poderiamos, em
principio, trabalhar com o vetor de estado do sistema todo, mas tal procedimento geraria, em geral,
uma série de complicaces desnecessarias). Entretanto, podemos associar operadores densidade
reduzidos a estes subsistemas. O conhecimento da evolugéo de tais operadores nos permite entdo
calcular a evolugéio de qualquer propriedade do nosso subsistema associado. Assim, se tivermos
um sistema global .A + R, o operador densidade reduzido ¢ do subsistema A é obtido tomando-se
o trago parcial sobre as varidveis de R do operador p do sistema global

o =Trrp, onde oo = (ajo|b) = Z {a,ulp|b,p) = Zpiﬂiu. (2.15)
m

o

A equagdo de evolugio para o (¢), em um processo Markoviano (como veremos), é chamada
de Equagdo Mestra. No tratamento da cavidade dissipativa o subsistema A de interesse sera o
modo eletromagnético excitado na cavidade, ¢ o subsistema R, interagente com .4, serd o nosso
reservatorio. Seguiremos basicamente os desenvolvimentos apresentados em [2] , [14] e [17].

2.2.1 Descrigio da Evolucio de Parte de um Sistema:

Seja a Hamiltoniana de um sistema global .4 + R dada por:
H=H;s+Hg+V, (2.16)

onde H 4 ¢ a Hamiltoniana do subsistema .A, Hy a Hamiltoniana do subsistema R e V' é a intera¢io
entre A ¢ R. A evolugfo do operador densidade p do sistema global A + R € governada pela
equagfo de von Neumann;

d 1

7f ) == [H,pt)], @17
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que, na representacfio de interagfo com respeito a H4 + Hp, torna-se

d . 114 -
P == [V(t), p(t)] : (2.18)
onde E)(t) — ez’(HA+HR)t/ﬁp (t) e~ HHA+HR)/E o f/(t) — ei(HA+HR)t/hv(t)e—z'(HA+HR)t/h_ A

vantagem da representagdo de interagdo € que, se V for pequeno, p (t) ird evoluir lentamente, e
particularmente néo conterd mais as exponenciais da evolugdo livre. Da eq.(2.18) temos (pelo
processo tradicional de integracéo ¢ iteragfo)

1 t+At

in J,

" (%)2 / " / Cav v, [re. ]

onde Ap(t) = p(t + At) — p(t). |
Uma vez que estamos interessados apenas no subsistema A, basta-nos o operador densidade
reduzido na representagéo de interago:

Ap(t) = dt’ [I"/(t’), ﬁ(t)] + (2.19)

&(t) = Trrp(t). (2.20)
Tomando o trago de (2.19) temos:
1 t+AE .
AG(H) = — dt'Trr [V(t’), ,"é(t)] + @21)
ih J,

(%)2 ft e v ft ’ dt"Trg [f/(t’), [f/(t”),,b(t”)“.

Até este ponto nenhuma aproximacéo foi feita e (2.21) € exata. Entretanto, (2.21) ainda néo nos
fornece, de uma forma clara, a equagfio de evolugfio para #(t). Para que possamos prosseguir é
necessario introduzirmos algumas aproximacgdes, bascadas em suposi¢gdes quanto as propriedades
do sistema R, que consideraremos como sendo um reservatorio.

2.2.2  Suposicies Referentes ao Subsistema K (ou Reservatorio):

O operador densidade reduzido do subsistema R serd 5z (t) = Tr4p (t). Suporemos que R seja um
reservatorio, isto é, que R seja um sistema com um nimero muito grande de graus de liberdade, tal
que possamos considerar que a variago de 5r(¢) devido ao acoplamento com 4 é muito pequena.
Assim, podemos considerar que Fr(f) seja constante na representacfio de interagio (na qual uma
eventual evolugéo seria devido a interagéio com .A):

&R(t) o~ &R(O) = OR. {2.22)
Assumiremos ainda que R esteja em um estado estacionario, isto &,
ler, Hr] = 0. (2.23)

Logo, oz ndo possui elementos diagonais entre autoestados de Hg com diferentes autovalores, e
pode portanto ser escrito como uma mistura estatistica de autoestados |w) de Hg (Hg |u) = E, [1))
CoOm pesos Py,

or= Y pulu) . (2.24)
m
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Como caso particular temos o equilibrio termodindmico de R a uma temperatura 7":

Pu = Z‘le‘E“/kBT, onde 7 = Ze“E“/kBT. (2.25)
In

Consideraremos que a interacfio V entre A ¢ R possa ser escrita como o produto de um
observavel A de A por um observavel R de R, isto é, V = —AR. Na representacio de interagio
temos entdo:

V(t) = —A(t)R(t). (2.26)

Suporemos ainda que o valor médio de R no estado o g, de R, seja zero, isto €
(R)=Tr[orR] =Tr [aRR(t)] = 0. 227)

Logo, temos que o valor médio do acoplamento V(£) é nulo,
Tra [aRf/(t)] =0. (2.28)

Na verdade a suposi¢iio (2.27) nfo é uma restriglio verdadeira. A suposigio a ser utilizada € que
(2.28) seja satisfeita, e para tanto nfo precisamos satisfazer necessariamente (2.27). Podemos
também redefinir uma nova Hamiltoniana H’; e uma nova interagéio V', H)y = Ha+ Trg[ogV] e
V' =V — (Trg[orV]) ® 1z, e assegurar que (2.28) sera satisfeita mesmo que (2.27) ndo seja.
Consideremos agora a fungio de correlagio do reservatdrio, A (¢',¢"), definida como:

h (t’,t”) =Tr [aRR(t’)R(t”)] = <1’%(t’)R(t”)>R, 2.29)

onde { ), indica a média sobre o reservatério no estado definido por og. Utilizando R(t) =
¢'Hrt/h Re=iHr/P bem como a invaridncia do trago em uma permutagdo ciclica podemos escrever

t,t") =h(r)={R(")R > | .
B(#,¢) = h(r) = (RORO) . (30
onde 7 = ¢ — t’. Mostra-se ainda que h(—7) = h(7)". Podemos separar as partes reais e
imaginérias de h (1) escrevendo

i /T

h(r) = % <{ﬁ(r), 1‘%(0)}>R +2 < [R(T),R(o)] /¢>R — Cr(7) +ipg (7). @31

A fungdo real C’g (7) descreve as flutuacdes do observavel R do reservatorio, enquanto a fungio real
g (7} esta diretamente relacionada com a sua susceptibilidade linear que permite a caracterizagdo
da sua resposta linear a uma perturbagio externa ([2] , [15] ). Tipicamente a fungfio 4 (7) tende
rapidamente a zero 4 medida que T aumenta. O tempo de correlagdo do reservatdrio 7. € entdo
definido como a ordem de grandeza da largura em 7 de h (7). No final desta segfio apresentaremos
os fatores que determinam o tempo de correlagdo de um reservatorio com Hp dada pela expresséo
(2.12) de H,., ¢ V dada pela expresséo (2.14) de H,,;, que na verdade ¢ a situagfio que nos interessa.

2.2.3  Cilculo Perturbativo da Taxa de Variaciio %‘Z—:
Realizaremos agora algumas aproximacdes, conhecidas como aproximagdes de Born-Markov, na
equaciio (2.21) e obteremos a equagio mestra para &(t).

Definiremos como T o tempo caracteristico de evolugéo de 5(¢). Lembrando que tal operador
encontra-se na representagio de interagfio, a sua evolugfo da-se exclusivamente devido 4 interagio
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com o reservatdrio. Vemos entdo que Tx € o tempo de evolugdo caracteristico, independente da
sua evolugéo livre, gerado no nosso sistema A devido, exclusivamente, a este ter sido acoplado ao
reservatério R.

Se At <« Tg, e se V for relativamente pequena (o0 quiio pequena veremos na seqiiéncia),
podemos desprezar a evolugéio de p entre t” e ¢ no tiltimo termo de (2.21) e substituir p(¢") por
p(t) [2] . Tal aproximagio ¢é equivalente a um processo iterativo no qual apenas os termos até
segunda ordem em V' sdo mantidos, aproximagfio esta conhecida como aproximagfo de Born.

Depois desta aproximacéo o lado direito de (2.21) ir4 conter apenas p(t), que pode sempre ser
escrito na forma

B(t) =Trrp(t) @ Trap (t) + Peorrer (£} 4 (2.32)

onde p,,,..; {¢), por ser a diferenca entre 5 () e o produto dos operadores densidade reduzidos de
A e R, ira descrever a correlacfio que existe entre .4 e R no instante ¢ [9] . Se At >> 7. podemos
desprezar a contribuigio de p,,,..; (¢} no calculo de A& (¢) [2] . A idéia geral é que as correlagBes
existentes entre .4 e R num dado tempo ¢ irdo desaparecer depois de um tempo 7, e portanto irdo
contribuir muito pouco para a evolugfio de & em um intervalo [t, £ + At], que é muito maior que 7.
Entretanto, novas correlagdes entre A e R estarfo sendo continuamente criadas (devido a interagio
entre estes sistemas) ¢ destruidas durante o intervalo At, ¢ serfio estas correlagles que irfio gerar
a evolugfo de &. Ao desprezarmos p,,,...; (t) estamos simplesmente desprezando a influéncia de
uma anica correlagdo, em meio a influéncia de um nimero muito grande destas. Teremos entéo
p(t)y ~ Trep(t) @ Trap(t) = 6(t) ® og. Todavia, devemos atentar para o fato de que este
argumento s6 ¢ valido para desprezarmos uma determinada correlagéo inicial p,,,..; ({) s¢ esta
correlacdo for do mesmo tipo daquelas criadas, e supostamente destruidas em um intervalo de
tempo 7., pela interacdo entre A e R descrita por V.

Realizando estas aproximacdes em (2.21) [e lembrando que (2.28) anula o primeiro termo de
(2.21)] temos

A 'o'_ t+AtL -

—_— dt’ dt"T [V t"), o (t H ) 233

D e [ e [ area [, P50 @ o )
A taxa de variaclo Ad /At é chamada de taxa de variacio de “grio-grosso”, pois podemos escrever
2 = M = + :"LM dt'% o que indica que A&/At é o valor médio da taxa de

variagio mstantanea dé/dt em um intervalo At. Assim, a influéncia das variagbes rapidas na
taxa mnstantdnea sfio mantidas apenas através do seu efeito liquido no intervalo de tempo At. A
idéia geral do nosso procedimento € a seguinte: temos um sistema .4, que ao ser acoplado a um
sistema R, passa a sofrer perturbagdes em uma escala de tempo caracteristica 7. Tais perturbacgdes
evidentemente influenciam a evolugéo do sistema A, que passa (devido a estas perturbagdes) a
apresentar um tempo de evolugidio caracteristico T (sobreposto a sua evolugio livre). O nosso
objetivo € entdo determinar o comportamento do sistema A numa escala de tempo da ordem de
Tg. Se Tx for muito maior que 7, (como em geral € o caso se R for um reservatério) podemos
analisar a evolugdo A& do sistema em um intervalo de tempo At, tal que At >> 7., de tal forma que
tenhamos uma boa descrigfo do efeito liquido de um grande ntimero de perturbagdes. Por outro lado
se simultaneamente At < Tg, entfo a taxa de variagfio de “grio-grosso” Ad/At que obteremos
em nossa analise poderé4, para efeito do calculo de evolugbes em escalas de tempo da ordem de Tp,
ser aproximada por uma taxa de variagdo “instantinea”, isto ¢, nestas condi¢des podemos substituir
A& /At por d&/dt (tal substituigdo sera feita no momento apropriado). Obtemos, assim, uma
equago de evolugdo relativamente simples para &(¢). Tal procedimento é o mesmo freqiientemente
utilizado na obtencfio de equacgdes de Fokker-Planck na mecénica estatistica classica [16] .

As nossas aproximagdes nos levaram a Ag /At dependente apenas do estado & (¢) do sistema
A no instante £, isto significa que, examinando o sistema com uma resolugfio temporal ndo muito
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alta, obtivemos uma evolugfo de A dependente exclusivamente do seu estado presente e em nada
do seu passado °, tal comportamento corresponde ac de um sistema Markoviano. O sistema A,
em outras palavras, nfio tem mais nenhuma memoéria do seu passado. Esta situagfio é considerada
como condi¢io suficiente para que a energia que flui de A para R nfic possa mais retornar para .A.
Agora, o trago sobre as varidveis de R em (2.33) ird evidenciar as fungdes A (1) e h(~—7)
[lembrando que V' (¢) € dada por (2.26)]. Entio, é conveniente mudarmos as variaveis de integragio
fazendo: fﬁm dt j;tr dt" = OAtd Jern AL g Considerando que h (1) é desprezivel para T > T,
(portanto os integrandos sfo nulos nestas regides) ¢ que At > 7., podemos fazer as aproximacSes
AL gt~ t+m dt' e [2dr ~ [y dr (que correspondem entiio a acrescentarmos um regifio de

t+T
integragdo, na qual o integrando € néo nulo, desprezivel). Assim, teremos de (2.33):

A6 / ] /tmt h(r) [AW) A - 1)a(t) - A - 1)a()A(r)] +
T - - - -~
SN +h (=) [FOAE - DAE) - AE)sOAE )]
(2.34)
2.2.4 Condicio para a Validade das Aproximacdes de Born-Markov:
As aproximagdes introduzidas acima sdo vélidas desde que tenhamos um At tal que
Te € AL K€ Tg. (2.35)
Para que possamos satisfazer (2.35) ¢ necessario que tenhamos
Te K T, (2.36)
que € satisfeita desde que [2]
e &1 (2.37)
i} ’ '
sendo v? a ordem de grandeza de (V'?), onde
<V2>R =Trgp (O’RV2) . (2.38)

Logo, o pardmetro v caracteriza a intensidade do acoplamento entre A e R. Portanto, vemos que
quanto maior a intensidade do acoplamento menor devera ser o tempo de correlagio do reservatdrio,
¢ vice-versa, para que as aproximagSes sejam validas.

2.25 Equagio Mestra para o Modo Eletromagnético:

Consideremos agora a situagio especifica em que Hy, Hg e V séo dados por Heompe, Hres € HA
respectivamente [equagSes (2.11), (2.12) e (2.14)]. Neste caso podemos escrever V como

V = —h{a*R® +aR)], (2.39)

onde
RM=-3"kb; e RO= Ek*be. (2.40)

O procedimento que adotamos acima pode ser generalizado para uma interagiio V' na forma de
uma soma de produtos de observaveis A; de Ae R, de R, isto é, V = — > . A;R;. Neste caso
(2.34) é substituida por {14]

Propriedade esta que absolutamente nfio é obvia considerando que A estd acoplado e portanto sofrendo a influéncia de
um outro sistema X.
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A5 wa | RS @ [A@AE - 150 - Ayt - e A)] +
—— = T dT @ ~ N ,
A = +1) (1) [0 A (¢ - 1VAE) - A@)o 0 A — 7))
241
onde h{y) () = (m(f)Rj(o>>R e b (1) = (B(0)R(r))
Considerando entfio V' dada por (2.39) [lembrando que oz ¢ diagonal na base dos autoestados
de Hp (ver (2.23) € (2.24)), € observando que @ (t) = ae~™* e b; (t) = b,e~*'] temos

AF (aGat — a*ad) [ dr <R(+)(T)E(“) (0)> giweT |
=29 - 5 _ , + c.h. (2.42)
At +(a*Fa — Faa*) [ dr <R(‘)(D)R(+)(T) e
sendo
R (R0 = k (w;)]? . 1) et 2.43
(FOORD0), = kil (n whp+ e, e
(=) (i () — —dw T
(ROOED () Z [k (w3)|? (. () €7, @.49)
onde (n (uy))p = (b7 b;) € 0 nimero médio de quanta de excitagio no estado de freqiiéncia w;

do reservatorio, que, estando o reservatono em equilibrio termodindmico a temperatura 7, é dado
por (n (w;))p = [exp (hw;/ksT) — 1]™*. Considerando o limite de um espectro continuo para o
reservatdrio, podemos mudar as somatdrias para integrais, isto &,

S [Cdusw) 0, 249

sendo entdo g (w) dw o nimero de modos do reservatoério entre w e w + dw. A primeira integral
de (2.42) resulta entfo em

[ dwg () () ({0 () + 1) J5° dre e =
=[5 dwg (w) |k (w )W ((n (w Nr+1) [Z'P — + 78 (wo — w)] = (2.46)
= 7 (L {n () ) + (Aw + Aw),
onde
v = 7g (wo) |k (wo)|2 , Aw= ’P/ d’w%, (2.47)
Aw = P/ dw? wz)zlk( w)l . (2.48)
A segunda integral de (2.42), resulta em
/00 dwg (w) [k )| (n (w)) /00 dre™ W) = 5 (n (w,)) x +iA"w (2.49)
0 0

Finalmente, substituindo (2.46) e (2.49) em (2.42), temos a equacdo mestra na representagio de
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interagdo

~t
d;% =7 [206'a™ — aTas’' — &ata] + 2y (n(w.))g [aTF'a+ a'at — atad — 5'aat], (250)
onde o apéstrofo em &’ indica que estamos agora na representagfio de interagio com Heumpo
substituida por H. ;ampo = h{w, + Aw) a*a = hwla™q, j4 que o tnico efeito de Aw, proporcional
ao acoplamento |k|°, & mudar a freqiiéncia ressonante w, da cavidade’. O termo em v representa
uma perda de energia para o reservatorio (através de processos de emissfio espontinea), enquanto
o termo em 2 (n (w,)) , representa a difusfo das flutuagSes do reservatério no modo da cavidade
(através de processos de absorgio ou emissdo estimulada). Se o reservatdrio estiver a temperatura

zero teremos (n (w)), = 0 e (2.50) torna-se

de’
dt

+ _ ot

= v [2a6'a* — atad' —&'a*a]. (2.51)

2.2.6 Anailise das Funcoes de Correlagio:
As fungdes de correlagfio que aparecem no desenvolvimento que nos leva & equagio mestra (2.50)

sado

p(r) = <R(+)(T)R(‘)(0)>=Zlk'l2(<n'> +1) e, 2:52)
KO (r) = (ROOEN(r)) = Z|k| R 2.53)

Assumimos, em nosso desenvolvimento, que tais fungSes de correlagio decaem rapidamente a zero
a medida que 7 aumenta ¢ chamamos de 7. a ordem de grandeza da largura em 7 destas fungdes.
Veremos agora como este tempo 7, depende das propriedades supostas em relagfo ao nosso 51stema
Podemos escrever h(? (7) como a transformada de Fourier

R (7 / H? (w) e ™ dw, (2.54)

onde
(2) (w) = Z |k ()| w;)) g & (w —w;) . (2.55)

Agora tomemos o limite de um continuo de modos para o reservatério. Consideremos entéo
H® (w) uma fungdo que se estenda sobre um intervalo de largura Awpg, centrada em uma
freqiiéncia @, e podemos escrever h(? () como

h3 (1) = R (1), onde AP (r) = f HP (w + @) e ™" duw. (2.56)
1]

Logo, h.(f) {r) ¢ a transformada de Fourier de uma fungdo de largura Awp, centrada em w = 0,

e portanto h (7) apresenta uma largura, ou tempo de correlagdio 7., da ordem de 1/Awg. Logo
o reservatorio deve apresentar um espectro amplo de excitagdes, caracterizado por g (w) (n (w))p

Na representagfio de Schridinger a equagio (2.50) teria a mesma forma apenas com &' substituido por ¢ ¢ com um
termo a mais do lado direito, da forma —i (w, + Aw) [2T a, o], representando a evolugio livre do modo da cavidade.
Observe ainda que A’w (2.48) ndo aparece na corregio da freqiiéncia de ressonéncia [2] .

21



(no limite do continuo), ¢ o nosso modelo fenomenolégico de acoplamento com o reservatério nio
deve pressupor uma “fungfio acoplamento” |k (w)|” muito estreita.

A fungdio de correlagio h(Y) (1) serd dada pela transformada de Fourier de H® (w) mais a
transformada de Fourier de M. (w) = 3, |k (w;)|? 6 (w — w;), que independe das excitagdes
existentes no reservatério. Portanto, um modelo fenomenolégico em que g (w) |k (w)|* seja uma

fungdo ampla € essencial. O tempo de correlagfio do reservatdrio, no estado de vacuo, serd da ordem
de 1/Aw,

7Y o 1/Aw, @2.57)
onde Aw & a largura aproximada da fungdio g (w) |k (w)|*.

2.3  Solucio da Equacio Mestra

2.3.1  Apresentacio da Soluciio Geral:

Vamos agora obter a solugéio da equagio mestra (2.51), que determina a evolugdo do nosso modo
eletromagnético em contato com um reservatorio a temperatura zero, na representagio de interagio

dé’
dt

+ _ at

=y [Za&'a —atad — &at ] ) (2.58)

A equagfio mestra acima pode ser escrita, em uma “representacfio de dissipagdo” [19], como

d‘"f
d_"; = (L+ )&, (2.59)

onde os operadores J e L sdo definidos através de suas agdes sobre o operador densidade &’
J&' =2vaé'at ¢ Lé'=-—v(aTad +5aa). (2.60)
A solugdo de (2.60) € entdo
&' (t) = e TDt5! (0) (2.61)

Escrita na forma acima a solugéo (2.61) nos € de pouca utilidade. Para podermos calcular a evolucgio
de & (t), utilizando as defini¢des (2.60), & necessdrio termos a exponencial e(Z*7) escrita na forma
de um produto de operadores, isto ¢, elX+)t = eIt F (], t). Portanto, procuramos uma solugio da
forma ([19], [20])

& (t) = ™ F(J,t) & (0). (2.62)
Substituindo (2.62) em (2.59) obtemos a equaco diferencial

%F (J,t) = e Tt JeMF (J)1). (2.63)

Das definigdes (2.60) podemos facilmente obter a relagio de comutagio
[L, J] = 2. (2.64)
Utilizando agora a relagfio de Baker-Hausdorff [21] temos

t2
e Jet = J~t[L, J) + 5 [L,[L, J]] + ... (2.65)
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e portanto
d
+F (J,t) = Je ™ F (J,1). (2.66)

A equagfo acima, sujeita a condi¢do de contorno F (J,0) = 1 [proveniente de (2.62)], tem como
solugéo

F(J,t) =exp [i (1- 6_27t):| . (2.67)
2y
Temos entdo a solugio da equacgio mestra escrita como
=7 J -2yt -~ f
&' (t) = exp (Lt) exp o (1—e )| 5 (0). (2.68)

Escrevendo as exponenciais na forma de séries e utilizando a definigédo (2.60), € facil vermos que

eLta_.f — e-—'ycr,"'ata_fe—’ya'*'at. (2.69)
Logo, uma forma alternativa de (2.68) &
& () =e " Lexp J (1—e 2| & (0) p e (2.70)
5 . .

232 Evolugio de um Estado Coerente:

Vamos agora assumir que o estado inicial do nosso modo eletromagnético interno a cavidade esteja
preparado em um estado coerente |10 (0)) = |a), isto &,

&' (0) = |} {a 2.71)

(o estado do sistema global seria |¥ (0)) = |&) |0), com o reservatdrio no estado de vacuo ja que o
consideramos a temperatura zero). Temos entfio que J” |a) {a| = (27 |a|2)n |} {«| e portanto

exp {% (1 - e_z"’t)} |} (| = exp [|a|2 (1 - 8_2‘Yt)] ) {e] . (2.72)

Observemos ainda que de (1.18) temos

00 n 0 M,Yt)n
cvetat |y gvatat [ —lal?2 N O v a2 (ae ™) n 273
o (3 Sy aw
—fei?/2 |O{e_‘-yt|2 —yt |O£l2 — 2yt —yt
= e exp 5 lae ) = exp 5 (1 —e ) [ae > .

Portanto,
e 0} (o] 7% = exp [— |af® (1 — e7™)] |ae™™) (e ™. (2.74)

Assim, substituindo (2.71), (2.72) e (2.74) em (2.70), temos
& (t) = |ae™) (ae™ ou
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Vemos entdo que o estado coerente do campo permanece um estado coerente durante o decaimento,
mas com uma amplitude que decai exponencialmente com o tempo. No limite de ¢ — oo 0 campo
atingira o estado de vacuo & (t — oc) = |0) {0|. Isto, a principio, estd de acordo com as nossas
expectativas, uma vez que identificamos os estados coerentes como os estados que recuperam as
propriedades classicas dos campos eletromagnéticos, € como vimos nas equacgdes (2.4) e (2.9), os
campos em cavidades apresentam classicamente este tipo de decaimento. Entretanto, a dissipagéo,
em geral, causa o aparecimento de um outro fendémeno, chamado decoeréncia. Tal fendmeno faz
com que estados puros de um subsistema ligado a um reservatdrio, responsével pelo surgimento da
dissipagéio no subsistema, sejam transformados em misturas estatisticas. O estado coerente € um
estado puro. Portanto, deste ponto de vista, é estranho a existéncia de estados coerentes dissipativos.
Esta questdo sera novamente abordada ao longo deste trabalho.
Se voltarmos para a representagfio de Schrédinger, e lembrando que w!, = w, + Aw %, temos

|¢ (ﬂ) . |ae—i(wa+Aw)te—7t> , (2.76)

onde como vimos

v = mg (wo) |k (wo)]?, Aw = 'P/ |k ('w)| =~ dw. (2.77)

Classicamente também aparece um deslocamento Aw na freqiéncia de ressonéncia w, (ver nota de rodapé da pagina
12).
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Capitulo 3

Diagonalizacdo Exata das Hamiltonianas
Dissipativas

1 O Procedimento de Diagonalizac¢io de Fano

Consideremos um sistema que apresente uma Hamiltoniana da forma [22]
H=H,+V (3.1

Sendo que a Hamiltoniana H,, apresenta um autoestado discreto |¢) bem como um continuo de
autoestados |1,b Eo)ﬂ>. Nos autoestados |1/) Eo,ﬁ> temos E, representando o autovalor associado a
H, (energia nfo perturbada) e /3 representando o conjunto de nimeros quénticos necessarios para
distinguirmos um estado |1,!) .3, entre os demais estados ortogonais que apresentam a mesma
energia F,. Logo, os autoestados |gb o ﬁ> n#o sio degenerados e serdo representados simplesmente
por |1 g/ ). O autoestado discreto |¢) € entfio acoplado ao conjunto continuo de estados, {|¢z)},
através da Hamiltoniana de acoplamento V. Usaremos vg para denotar o elemento de matriz
(1) g V| ). Assumiremos ainda que a Hamiltoniana de acoplamento V' ndo apresente elementos
de matriz no subespago dos vetores continuos® e também que (i |V| ) = 0. Resumindo nds temos:

(p|Hlp) = E,, (.2)
(T,[)Ef IH! 'I,DEH) = E’6 (.El'I —_— E”) 5 (33)
(Wp [Hlp) = vp, (3.4)

sendo as relagdes de ortonormalizagfo e fechamento dadas por

(ple) = 1, (g |gn) =6 (E' = E"), {plps) =0, (3.5)
o) (el + [ B [} (| = 1. (3.6)

Entende-se ainda que a energia do nivel discreto £, esteja contida dentro do continuo de valores
E'. A representacio matricial de H seria entdo

E(P Upr Upgr
vy B0
H= U_*Ef 0 E . (37)

Caso tal situagio inicialmente ndo seja satisfeita, basta-nos realizar previamente a diagonalizagdo de V' no subespago
dos autovetores continuos, e redefinir uma H;, como H, somada & V diagonalizada. Estando V previamente diago-
nalizada no continuo os autoestados |¢ /) que ndo estiverem acoplados a |¢) {({¢' g |V|¢) = 0) permanecerdo como
autoestados de H com autovalor F, e ndo precisam ser incluidos na diagonalizacio.
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O conhecimento dos autovalores e autovetores da Hamiltoniana (3.7) nos permite determinar a
dindmica do sistema. Cada valor de energia F, contido dentro do continuo de valores £/, é um
autovalor da matriz (3.7),

Hi{Wg)=FE|¥g). (3.8)

O autovetor correspondente, que desejamos determinar, tem a forma

Up) = ag|p) + f dE'Bp pr 1t m) - (B9

Agora, projetando (3.8) sobre os bras (¢| e (5| [com |¥g) em (3.8) escrito na forma (3.9) e
utilizando (3.2) a (3.5)] obtemos as equagdes

E‘pOfE + /dE"UEr E.F = EQ'E, (310)
VR + E 6E?EI = EﬁE,E’ (3.11)

Obteremos a solugéo exata desse sistema de equagdes, diagonalizando assim a Hamiltoniana (3.1).

O sistema (3.10-3.11) possui peculiaridades devido ao espectro continuo. Para resolvé-lo
podemos expressar Sp p em termos de o, utilizando (3.11), e substituir o resultado em (3.10).
Entretanto, este procedimento envolve uma diviséio por £ — E’, que pode ser zero. Porém, a teoria
de distribui¢des nos permite escrever a solugfo geral de (3.11) como

Bep = |P z(E)6(E - F')| vpag, (3.12)

E—8

onde P indica o valor principal e z (E) é, a principio, uma fungfo arbitraria de E a ser determinada.
Para tanto, substituimos (3.12) em (3.10). O coeficiente «eg € fatorado e (3.10) reduz-se a

E,+ F(E)+z(E)|vs|* = E, (3.13)
onde
dp 2B [vs|” . .
73/ o (3.14)
Temos entdo
E-E,-F(E
z(E) = ( ). (3.15)
vg|*

As equagdes (3.9), (3.12) e (3.15) nos permitem determinar os novos autovetores |¥ ) a menos
de um coeficiente de normalizagfio, ag. Este é determinado pela relagdo de ortonormalizagio

(Ve |¥z)=296 (E - E’) para os novos autovetores

(¥p|¥s)=apal + /dE’ﬁE,E,ﬂ},E, =6 (E — E") : (3.16)
Utilizando, entfio, a equacéo (3.12), temos

1+ [dE' jup ,|2[ e +2(B)§(E - E)] x N
R A AT S CE)
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Lembrando agora que [22]

E-FE'

PE—lE”P - :EiE (P_l _PE—lE')"‘

o (B-E)s[p-1(B+E)], O

bem como
6(E—E’)6(E—E’) = 6(E—E’)6{E’—%(E+E)}, (.19)
F((ENY6(E—E) = [f(EY6(E—-E). (3.20)

Podemos entfo expandir os produtos em (3.17), utilizando (3.18-3.20}, ¢ obter

ol fusl? [7* + 2 (E)| 6 (E - ) +
apay {1+ 55 [F(B) - F (B) +2(B) losl — 2 (B) logl" } = ©2p
=5(E-E).
A expressio entre colchetes é nula, devido a (3.13), e portanto (3.21) ¢ satisfeita se

anl? = 1 _ IUE|2
- jvsl’ (* +22(E)] (B - B, — F(E) + [r|vs|"]" e

Temos entdio oz determinado, a menos de uma fase arbitréria (que gera uma fase global em |Ug) ¢
que portanto n&o apresenta efeitos fisicos). Podemos entéio escrever-

T E—E,— F(B)] £ g’

R (3.23)
sendo arbitraria a adogo do sinal 4 ou do sinal —.

Suponhamos agora que |vg |2 seja uma funcfo de variacdo suave e que apresente uma largura da
ordem de AE. Conseqiientemente F' (E), pela sua forma (3.14), serd também uma fungéo suave,
da ordem de |vz|*, e apresentard também uma largura da ordem de AE'°. Suponhamos ainda que
™ |vg, |2 < AE. Neste caso podemos aproximar (3.22) por'!

2
s, |

[E - B, F (E,)] + | |UE¥,|2]2'

~

log|? (3.24)

Por exemplo, para uma fungfo |vE|2 que seja ignal a uma constante |ﬂu|2 para £y < FE < E; e nula fora desta regifo
teremos F (E) = ]'u|2 In (f’—f%) ,para E # E, e E # E,. Esta fungdo F' (F) apresenta um maximo em E; e um

minimo em E5. Entretanto, mesmo para E proxima a E; e E; > E esta fungfio ¢ da ordem de [v/%. Por exemplo, para
E = 2E; e B> = 102E teremos F (E) ~ 5,2 |v|°. E também ficil de vermos que esta fungfio & suave e apresenta
uma largura da ordem da largura de |vg|°.

A aproximagao feita em (3.24) pode ser feita sob condiges menos restritivas. Se [vg ?eF (E) forem ambas fungdes
suaves em uma regifio de largura AE’ em torno E,,, e tivermos ivgl* < AE' e também F (E) <« AF', para
[E—E,— F(E,)| daordem de 7 |vg|%, podemos fazer a aproximagio (3.24). Entretanto, F (E) (para E fora da
regiioemque [FE —E, - F(E,)] ~ 7 ['UE|2) ndo deve voltar a aproximar-se de & — E, (quando entfio teriamos
novamente |ag|® ~ 1/72 |vz|?) por uma diferenca da ordem de |vz|® (a menos que grandezas da ordem de 1/72 v
seiam despreziveis para tal valor de E).
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Temos entdo uma Lorentziana, centrada em E, 4 F (E,), de largura (a meia altura) 27 |vE¢ |2.

Lembrando que |ap|® = |(¢ |Ux)[?, isto &, |ag|® é a probabilidade de encontrarmos o sistema no
estado |p), vemos que apés o acoplamento com o continuo [t z) o nivel discreto |} sofre um

. . 2
deslocamento F' (E,) em sua energia ¢ € espalhado sobre um intervalo de largura 27 |vE¢| no
novo continuo |Vg). Em outras palavras, apenas aqueles estados do novo continuo localizados

em um intervalo da ordem de 27 |’U B, |2, em torno de E, + F (E,), manterfio alguma meméria do
estado |¢) em suas fungdes de onda, os demais estados |15} do continuo, com E' fora desta regido,
permanecerfo praticamente inalterados ¢ com os mesmos autovalores (|¥g) = |¢g), E = E').
Se o sistema for preparado no estado |¢), em um certo instante ¢t = 0, |¥ (0)) = |p), a densidade
de probabilidade de que este ainda encontre-se neste estado em um instante ¢ posterior é dada por

o0 2 Bt/
VE,| €
A L 629
0 [E—E, — F(E,)]" + I:G‘T]’I)Ewl ]
Agora se 0 nosso sistema satisfizer a condi¢io
7 vg,|” < B, + F (E,), (3.26)

podemos estender o limite inferior da integral acima de O para —oo, introduzindo um erro
desprezivel. Neste caso podemos entdo calcular facilmente esta integral pelo método dos residuos
e temos

(‘PI U (t)) — e—z’[Ew-E-AE.p]t/ﬁe—I‘tﬂ. (3.27)
onde
AE,=F(BE,), T =2x|vg|*/h (3.28)

Vemos entdo que o estado |¢) sofre um deslocamento de AE, = F'(E,) em sua energia e que a
probabilidade de encontrarmos o sistema no estado i), no instante ¢, € entfio

ol W (£ = 71 (29

Logo, o estado |p) decai exponencialmente como uma constante de tempo I'1,

Consideramos acima a situa¢fo em que um unico estado discreto |¢) é acoplado a um conjunto de
estados |9 ) pertencentes a um espectro continuo. Lembramos, entretanto, que o procedimento de
diagonalizacdo de Fano pode ser generalizado para situages em que tenhamos mais de um estado
discreto acoplado a um continuo ou mais de um continuo acoplado ao estado discreto [22] .

2 Passagem para o Continuo das Hamiltonianas Dissipativas

Geralmente as Hamiltonianas dos modelos dissipativos séo inicialmente escritas considerando-se as
possiveis energias (freqii€ncias) de excitacdo do reservatorio como formando um conjunto discreto.
O limite de um espectro continuo de excitagdes é tomado entfio no final dos calculos através da
mudanga y ., — [ dwg (w), como nés fizemos no Capitulo 2. O que nos faremos agora é considerar,
desde o inicio, 0 espectro de excitages do reservatorio como formando um continuo. Utilizaremos
entfo o procedimento de diagonalizagfio de Fano para diagonalizarmos a Hamiltoniana (2.10).

As Hamiltonianas do reservatorio e de interagfio eram dadas por (2.12) e (2.13)

Hyee = Ehwab:-bz, (3.30)
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Hyp = Ffa +a)2 (kibs + K7 ) . (331)

Podemos reescrever estas Hamiltonianas considerando um espectro continuo utilizando-nos da
transformac#o!? entre os operadores discretos b; e os continuos b,

b = /g (w;) (3.32)

Y y(Wa)

onde g{(w;)dw; é o nimero de modos do reservatério com freqiiéncias entre w; e w; + dw; e
[ Jo(we) dw representa uma integragdo em uma faixa de largura 1/g (w;) em torno de w;. Os

operadores b,, satisfazem entfio a relacfio de comutagéio!
(b, 8] = 6 (w ~ o), (3.33)

com os demais comutadores nulos.
Sob a transformacéo (3.32) temos que (3.30) torna-se

Heo = / hwbl b, dw. (3.34)

Analogamente temos

Hoo = 1(e+) 2 VoG [k @) [ o b (1) [l/g(w) dwb;t}
— ha +az/ dr/g (@) [ (w) b + K" () B3]

1/g(ws)

= h{a*+a) /dw\/g(w w) b, + k" (w)8}], (335)

onde consideramos que g(w;) e k(w;) sfo constantes dentro do intervalo 1/g(w;) e que
>k /o) G nada mais ¢ que J dw, onde esta Gltima integral abrange todo o espectro possivel
de excitagdes do reservatério. Podemos entdo escrever

Hyng = b (a* +a) f (vob + 0282 ds, (3.36)

sendo

e = Vg (Wwk(w). . (337

Aniloga 4 transformagio (A 24) do Apéndice A.
Podemos mostrar facilmente que a transformagZo (3.32) esta de acordo com as relagdes de comutagio [b;,b]] = &;;
e [bu, b} ] = 6 (w - w’), uma vez que:

buty] = yoeldel) f 1g(wi) fxfg(wj)dw [ 3]
B Vg(wi)g(wj)f 1/g(w:) dwfug(wj)dw’g(WAw’)
= /g g (wi) g {w;) /

onde consideramos que ¢ (w;) ¢ constante dentro do intervalo 1/¢ (w;) e que a intersegfo entre as regides 1/g (w;) e
1/g{w;) é nula para ¢ # j.

dwbiy = 613 () f duw = 645,

1/g(ws) 1/ glw:)
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A Hamiltoniana total do nosso sistema serd entfio [de (2.10), (2.11), (3.34) e (3.36)]

H="lw.aTa+ h/wb:;bwdw + A (afr + a) / (’waw + b)) dw. (3.38)

3 Tratamento da Hamiltoniana com a Aproximacio de Onda
Girante

3.1 Diagonalizacio da Hamiltoniana H4

Vamos agora aplicar o procedimento da diagonalizagfo de Fano a fim de diagonalizar a
Hamiltoniana de nosso sistema global na aproximag#o de onda girante, quando entfio, de (3.38),
temos {com a mudanga da variavel w para {2)

HA = hw,ata+ i f Obhbad + A f (vaatbg + vhabd) dQQ. (3.39)
‘Temos por objetivo escrever esta Hamiltoniana na forma diagonal
HA = hfwAj;Awdw. (3.40)

Para tanto temos que encontrar o operador A, apropriado. Encontrar um operador A,, que satisfaga
(3.40) ¢ equivalente a encontrar um operador A,, que satisfaca a

[Av, HY] = hwA,, (3.41)
[Au, Af] = 6(w=-d), (3.42)
[As, Az] = 0. (3.43)

Na verdade (3.43) ¢ uma conseqiliéncia de (3.41) e (3.42).
O novo operador A, deve poder ser escrito em termos do operador o, do sistema, e dos
operadores bq, do reservatério, na forma

As=aue+ f d23, abo. (3.44)

Substituindo esta expressio para A,,, bem como a expressio (3.39) para H4, em (3.41) e utilizando
as relages de comutagdo: [a, a™] = 1, [bg, bh] = & (2 — ') e com os demais comutadores nulos,
temos

T + auh [ dvaba + 1 [ dQ8, oQba + | [ dQB,, quha =

3.45
= hw (awa+ [ A28, oba) - (349)
Agora, tomando o comutador desta expressio com at e bt , nds obtemos
Wolky, + / dwgfB, 0 = wa, (3.46)
Vo, + Qﬁw,g = C&)ﬁw7g, (347)

respectivamente. Comparando estas equagdes com as equagdes (3.10) e (3.11) vemos que elas séo
idénticas sob a mudanga de variaveis: E, — w,, £ — w e E' — ). Temos ainda que a relagio de
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comutagdo (3.42), com A, substituido pela expresséo (3.44), resulta em

a0 + f dﬂﬁwigﬁ};,ﬂ =6(w—o). (3.48)

A equagfio acima é idéntica a (3.16), sob a mesma mudanga de variaveis. Logo, temos um sistema
de equacdes idéntico ao tratado na sego anterior, cuja solugdo nos ji conhecemos [de (3.12), (3.15)
e (3.23)]. Portanto, temos

Vw

= , 3.49
“ [w—wo—F(w)]-@'w|vw|2 (349
e
. 1 w—w, — F (w)
Boa= [Pw 5 + |vu|2 §(Q — w)| vaou, (3.50)
onde
P/dﬂ ‘UQI (.51

3.2 Evolugio do Operador a do Sistema

Agora, uma vez que A, satisfaz (3.41) a sua evolugdo, segundo a equagiio de movimento de
Heisenberg, ¢ dada por -

A, (1) = Aje ™", (3.52)

Podemos calcular a evolugdo do operador a do sistema expressando-o como fungio dos operadores
A,,. Expressemos a, como fungfio de A, na forma

= / dwf (w) As. (3.53)

Agora, tomemos o comutador {a, A%], primeiro utilizando (3.53) e depois (3.44). Temos entdo
la, AY] = waf (w)AwAZﬁ] =fw), (3.54)
[a,AF] = [a, arat + /dﬂﬁz?gbg] =a. (3.55)

Comparando (3.54) e (3.55) temos f (w) = &, e portanto, considerando ainda (3.52), vemos que a
evolugdo do operador a ¢ dada por

= / dwal A e, . (3.56)

Substituindo nesta equagdo as expressoes (3.49) para ¢, € (3.44) para A,, [lembrando (3.50)] depois
de algum trabalho algébrico temos

a(t) = [dw |l l? e ®tat
+fdQ’UQ {fdwla’wl ’P 1 —wt+ |an% [Q Wy — F(Q)] e—mt} bQ s
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onde

lo, |2 = ol (3.58)
’ w—wo— FW)+ (7 \vw|2)2’ '
Flw) = ’P/ [val’ g (3.59)

3.3 Evolucio do Estado Coerente

3.3.1 Evolug¢io Exata:

Vamos agora supor que inicialmente 0 nosso sistema esteja em um estado coerente |a) e que o
reservatorio esteja no estado de vacuo |0), o que corresponde ao reservatdrio a temperatura zero.
Neste caso, substituindo a () por (3.57), temos

t)la,0) = /dw o, |? et | v, 0) (3.60)

uma vez que a |a) = ala} e bg|0) = 0. Passando (3.60) do formalismo de Heisenberg para o
formalismo de Schrédinger, temos

alo,0;t) = a/dw lon|? €7 |, 0;8) (3.61)

Portanto, vemos que o estado coerente do sistema, para o reservatdrio a uma temperatura zero,
permanece um estado coerente (isto é, um autoestado de a) durante a evolugdo do sistema global,
apresentando uma evolugio na forma

lo; t) =

ap = a/dw |aw|2e‘*’w*>. (3.62)

Observe que (3.60), e conseqilentemente (3.62), sdo validas apenas para o reservatorio a
temperatura zero, quando o seu estado, |¢5), é 0 estado de vacuo, |0), e temos entdo bg |¢$z) = 0.
Para o reservatorio a uma temperatura diferente de zero vemos entfio que o estado coerente inicial
|} ndio permanecerd um estado coerente durante a sua evolugéo.

33.2 Evolugiio Aproximada:

Suponhamos agora, de maneira andloga a aproximagfo que nos leva a (3.24), que |v¢,,,|2 seja uma
funcdo de variagfo suave, que apresente uma largura de ordem Aw, € que

7 ve,|” < Aw. | (3.63).
Neste caso podemos aproximar (3.58) por'*

2
o, |? oo, - (3.64)

[ — wo — F (wo)] + [ |vw, |2}

Se agora a condigdo

T |V, |* € wo + F (wo) (3.65)

Ver também a tiltima nota de rodapé da pagina 27,
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for satisfeita podemos, como ja vimos, estender o limite de integragdo em (3.62) de 0 para —oo,
introduzindo um erro desprezivel. Teremos entdo

oo 2wt
/dwlaw|2 gl / dw [V, 62 — =
o |w—we— F(wo)]” + [7r |8 ]

L D e (3.66)

onde a integral é calculada pelo método de residuos [como em (3.27)]. Substituindo (3.66) em
(3.62), temos

la; t) ~ Iat = ae_i[‘”°+A“’]te_7t> (3.67)

sendo

I’UQIQ " 68)
—a 3.

w

v =m|v,|?, Aw:F(wo):P/dQ

Lembrando agora de (3.37), vemos que (3.67) e (3.68) sdo exatamente as mesmas equagdes (2.76)
e (2.77) que obtivemos com o tratamento via equagdo mestra.

3.3.3 Analise das Aproximacdes:

Vamos agora comparar as aproximagdes que fizemos para chegarmos a (3.67), a partir de (3.62),
com as aproximagdes que foram necessarias no tratamento do problema via equagdo mestra.
Segundo [2] , como vimos, todas as aproximagdes utilizadas no desenvolvimento da equagéo
mestra (2.51), cuja solugdo exata é entdo dada por (2.76), seriam coerentes desde que (2.36), ou
equivalentemente (2.37), seja satisfeita.
Lembrando as defini¢des (2.57) e (3.37) temos que

TV~ 1/Aw (3.69)
e portanto, podemos reescrever (3.63) como
78y, |2 < 1. (3.70)

Podemos comparar (3.70) com a condi¢do (2.37) (o denominador 7 aparece devido a diferenca
das defini¢des de v,, e v), ou melhor, lembrando a defini¢do de T como o tempo caracteristico
de evolucdo gerado no sistema devido a interagdo deste com o reservatdrio, isto €, T >~ 1/y =
1/7 |v,, |, podemos reescrever (3.70) da forma

e < T (=1/7). (3.71)

Logo, a condi¢do (3.63) nada mais € que a condigéo (2.36).

Entretanto, (3.63) ndo é a inica condig@o necessaria para obtermos a evolugédo do estado coerente
precisamente na forma dada por (3.67). E necessario ainda que se satisfaga (3.65), que podemos
reescrever como

7K wo+ F(w,). (3.72)

Portanto, esta condi¢do deve também ser necessdria para a obteng@o da equacdo mestra da forma
(2.51). Esta importante condig#o, estranhamente, ndo ¢ devidamente evidenciada no procedimento
de obteng¢do das equagBes mestra apresentado em [2] , [14] ou [17], porém, € observada em alguns
artigos [18] .
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3.4 Evolugio dos Estados do Reservatorio

Seguindo um procedimento andlogo ao utilizado na obtengio da expressio (3.56), onde a (t) ¢

representado em termos dos novos operadores A,,, obtemos a seguinte expressdo para a evolugdo
dos operadores b,, do reservatorio:

b, (t) = / d085 ., Ane . (3.73)
Substituindo as expressdes (3.50) para 3q , € (3.44) para A, em (3.73) temos
b, (t) — (P/dﬂ |O.’QI i + W — o _2F (w) |05w|2 e*z‘wt) v:,a-l—
—w’ |V
+ / f dQdY B . Bo ore” hey. (3.74)

Novamente vamos supor que o sistema esteja inicialmente em um estado coerente ¢ que o
reservatorio esteja a temperatura zero, isto é, que o estado inicial do nosso sistema global seja
|, 0). Vemos entfio de (3.74) que os modos do reservatdrio evoluirdo do estado de vacuo |0) para

estados coerentes ‘ (R )> tais que b, > (R) ot )> ¢ onde

(B? = (73 / d§2 S|20‘0|w —iae Y7 o _2F () | |? e_i”t) vy (3.75)

Podemos agora, supor que |fuw|2 seja uma fungdo que satisfaga as condi¢des (3.63) e (3.65), como
por exemplo a apresentada no grifico [2.1]. A evolugfio temporal dos autovalores a&ﬁ) para este
caso € entfio apresentada no grafico [2.2]. Podemos assim observar a evolugdo das excitagdes dos
modos do reservatdrio. Vemos que os modos excitados sfo aqueles com freqiiéncias w em torno de
Wo + F (w,) tais que w — [wo + F (wo)] ~ 7 (= 7 |vu,| ) (no caso w, + F (w,) ~ w, uma vez que
F (w,) ~ |va,|* < w,) € que esta excitagio ocorre em uma escala de tempo também da ordem de
Y-

2
7 vyl Jeo,,
11 TR
0.004| | /
: L witdg
0 1 2 3

Grifico 2.1
Grafico da fungiio !vw|2adotada como exemplo. ¥emos que ela satisfaz (3.63) ¢ (3.65).
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Capitulo 3
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Grifico 2,2
Grifico da evoluggo temporal da parte real dos autovalores afft) , dados por (3.75), representando a excitagéio dos
modos do reservatério. A parte imaginaria apresenta um comportamento muito semelhante. Inclusive, apresenta a
mesma envoltoria para t 3> T |v,,, |2 que é dada por “’—"%%‘ﬁl e, ]2 v, (considerando v,,, real), uma vez que

o V&UUEDU Vs

o primeiro termo do lado dircito de (3.75) vai a zero neste limite.




4 Tratamento da Hamiltoniana sem a Aproximacéio de Onda
Girante

4.1 Diagonalizacio da Hamiltoniana

Apresentaremos agora a diagonalizago da Hamiltoniana (3.38) sem a aproximagfo de onde girante,
Novamente queremos escrever (3.38) na forma diagonal

H= ﬁ/wAjAwdw, (3.76)

ou equivalentemente encontrarmos um operador A,, que satisfaca (3.41) ¢ (3.42), com H no lugar
de HA. Escrevemos entio A, na forma

A, = aua+ / d2B,, aba + X0 + f dQo,, obd. (3.77)

Impondo (3.41) e (3.42) obtemos entdo (ver Apéndice B):

v (W + wo)
Q, = . 77 (3.78)
w? — w? + 2w, [H (W) — i |v,|”]
2w,
Bon = [’Pw —q + z (w) & (w— Q)] T wovgaw, (3.79)
= L%, 3.80
Xo = W+ W, (Ch] ( 80)
oo = b o ., (381
YT U Qutw, B '
sendo
2 — w24 2w.H
2(w) = LT Wt 2 w) (3.82)
2w fv,,]
e
v’ / [va”
Hw =G(w)—-F ) — dQ i
Wy =Gw) - Fw)= [ ~——odd-P (3.83)
4.2 Evoluc¢io do Operador a do Sistema
Podemos expressar a como fungdo de A, e A} da seguinte forma
= f dwe, A, + / dwp AT (3.84)

Agora, tomando os comutadores [a, AY] e [a, A,], com procedimentos andlogos ao adotado em
(3.54-3.55), obtemos

P =00 Py = "X | (3.85)
Lembrando ainda que A, (t) = A,e™™* e substituindo a expressio (3.77) para A, em (3.84)
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obtemos a seguinte expressio para a (t) (ver Apéndice B):

o) = [ WL {oweos ()a— 2 [ + oD ot (0 — ) a*] sen (wt)} +

—I—/dﬂfvg%)oﬁ

+ / A 2w, §

r

sendo

ILwl2 =

5.

[ dw2|Ly|* Pt

+ (we + 2)

f dw?2 |Lw|2 ‘P'uﬂi—ﬂz

+(wo - Q)

lval

|Lal?
T
lvaal

[

[ w(w, + ) cos (wt) —

—i (w? + wo) sen (wit
5+ H @) e

| w (w, — Q) cos (wt) —

—i(w? — w, ) sen (wt
[szwg + H(Q)] i

2w,

W2 — w2 + 2w, H ()] + (2mw, Jvu[?)”

A analise das expressdes obtidas sem a aproximagio de onda girante serd deixada para o Capitulo
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Capitulo 4

O Modelo Caldeira-Leggett de Dissipacio

1 A Equacio de Langevin Classica

Um grande nimero de situa¢des na natureza podem ser adequadamente descritas por um subsistema
com um ou poucos graus de liberdade em contato com um sistema bastante complexo, cujo niumero
de graus de liberdade tende a infinito (reservatério). No limite classico a dindmica do subsistema ¢
descrita por uma equagfo de Langevin, cujas caracter{sticas peculiares s&o a presenca de uma forga
de fric¢do propercional a velocidade e de uma forga flutuante. Para uma fonte de ruido branco [17]
a forca de fricgio € instantinea ¢ a equacio de Langevin tem a forma Markoviana [17]

MG(t) +2M~q (8) +V' () = F (1), @1
onde a forga flutuante F (t) é completamente caracterizada pelas médias'
(F(t))y=0, (F () F () =4M~kTs(t - 1), (4.2)

sendo -y o coeficiente de dissipagdo ¢ T' a temperatura do sistema.

A equagdo de Langevin (4.1) descreve, por exemplo, uma particula Browniana pesada, de massa
M, imersa em um fluido de particulas leves (de massas m tais que m < M) e sob a a¢dio de uma
forca sistematica F' = —V’ (¢), onde V (¢) ¢ um potencial aplicado externamente.

No caso do reservatério ser uma fonte de ruido colorido [17] , como ocorre em alguns casos de
interesse, a equagfo de Langevin apresentara entéio a forma padréo

(t)+2M/ ey (t~4)a(E)+V (@) = F (1), 43)
A forga flutuante F' (t) obedecerd neste caso as seguintes relagdes [26] :

(F(t)) = 0, f " 4t (F (&) F (0)) coswt = AMETS (w), @4

—QQ

onde 4’ (w) ¢ a parte real de 4 (w) definida por

5 (w) = f ¥ () . @5)
0

Como qualquer outra equagéo fenomenologica, a (4.3) (da qual (4.1) € um caso particular) sé
¢ vélida quando sujeita a determinadas restricdes. A equagdo de Langevin apresenta uma boa
descrig¢do da evolugdo dos subsistemas desde que estejamos interessados em seus comportamentos a
tempos longos. Tempos longos, no caso, em relagéio ac tempo de relaxagéo do reservatdrio acoplado

Onde { ) representa a média estatistica sobre um conjunto de sistemas identicamente preparados.
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ao subsistema em questfo (o tempo 7. definido no capitulo anterior). Devemos também lembrar
que a temperaturas suficientemente baixas uma série de efeitos quénticos podem aparecer.

2 Introducido do Modelo Caldeira-Leggett

Na pratica, em muitos sistemas, nds nfo temos um entendimento claro da origem microscopica da
dissipagdio. Entretanto, muitas vezes, sabemos que no limite cldssico o sistema evolui segundo a
equacdo de Langevin. Portanto, no tratamento quéntico de processos dissipativos, € interessante
formularmos explicitamente uma Hamiltoniana para o sistema global interagente (sistema +
reservatorio) que seja tdo geral quanto possivel, sujeita apenas a condigdo de que a evolugdo do
sistema seja dada por (4.3) no limite apropriado. Entretanto, para que os calculos subseqiientes
4 introdugio do modelo sejam factiveis, é necessario impor uma restrigdo importante sobre este,
isto &, de que qualquer grau de liberdade do reservatério seja apenas fracamente perturbado pela
sua interacdo com o sistema. Esta suposigio ¢é fisicamente razoével quando o reservatério for
macroscopico, pois neste caso a interagdo do sistema com qualquer um dos seus graus de liberdade
¢ geralmente proporcional ao inverso do seu volume (e portanto pequena para um reservatorio
geometricamente macroscopico), enquanto que a energia deste grau de liberdade ¢ independente
do volume. Observe que esta restri¢do ndo implica em que o sistema esteja sujeito a uma dissipagéo
“fraca”, pois o numero de graus de liberdade do reservatdrio a ele acoplados € muito grande. Na
verdade podemos descrever mesmo sistemas com dissipagdo muito forte.

Agora, o movimento de qualquer sistema fisico que sofre apenas pequenas perturbagdes em
torno da sua posigdo de equilibrio pode sempre ser considerado (ao menos a temperatura zero)
como equivalente a um conjunto de osciladores harménicos [1] . A condi¢dio de que qualquer
grau de liberdade do reservatorio seja apenas fracamente perturbado permite ainda considerar um
acoplamento sistema-reservatorio linear nas coordenadas do reservatério. Assim, pode-se mostrar
[1] que a Hamiltoniana mais geral que devemos tratar quando consideramos uim sistema fracamente
acoplado (no sentido especificado acima) a um reservatdrio e cuja equagéio fenomenologica de
movimento é dada por (4.3) ¢ da forma

H = Hg+ Hg + Hy, ' (4.6)
onde
p?
Hoe = — 4.7
S = 53] +Vg) .7
¢ a Hamiltoniana do sistema isolado,
N 2
. lpy 1 59
Hg = ;:1 (5 mf,- + Emjwjacj) (4.8)

descreve o reservatdrio constituido por N osciladores harmonicos e
N
Hy =Y F;(q)z;+AVr(a) (4.9)
—

¢ o termo de interagfio. Adicionamos um contratermo AVg (g)que pode depender dos parfmetros
m;, w; do reservatorio e de Fj (g), mas ndo da variavel dindmica ;.
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2.1 A Renormaliza¢éio do Potencial

A funciio AVg(g) em (4.9) serve para compensar o efeito de renormalizagfio da freqliéncia
gerado pelo primeiro termo da expressio de H;. Se fizemos AVxz(g) = 0 o valor minimo
da energia potencial do sistema global (sistema + reservatorio), para um dado g, ocorre quando
z; = F;(q)/ mjw? para todo j e o “potencial efetivo” resultante ¢ entdo dado por

N F2
Ve :
77 (@) Z 2m3 (4.10)
No caso especial em que F; (¢q) = Cjg (cf. abaixo) o segundo termo de (4.10) causa um
deslocamento negativo
N 2
1 C

Aw® = —= 2 - (@11
“ M &~ m;w? @10

no quadrado da freqiiéncia w, das pequenas oscilagdes em torno do minimo. Como veremos
posteriormente tal efeito de renormalizagio da freqiiéncia induzida pelo acoplamento pode ser
muito grande, e se w?;; = w2 + Aw? < 0 ele pode até modificar qualitativamente o potencial.
Assim, se desejarmos considerar apenas o efeito da dissipagéio - e nfo o efeito de renormalizacéo
do potencial induzido pelo acoplamento - devemos escolher 6

N F2
AV (g Z 2m3 (4.12)

2.2 Dissipac¢oes Estritamente Lineares e Ohmicas

Se impusermos a condi¢do de que a dissipago seja estritamente linear (isto ¢, que 7 (w) em (4.3)
ndo dependa do estado do sistema para qualquer freqiiéncia w) entfo devemos ter

F; (q) =Cjq. . (4.13)

A dissipagio Ohmica (ou Markoviana), em que o coeficiente de dissipagéio é independente da
freqiiéncia

F (w) =1, 4.14)

¢ descrita por este modelo desde que a fungdo espectral J (w) , definida como

T O
J(w)=3 Z mjwja (w—w;), (4.15)
seja dada por
J (w) = 2M~yw, (4.16)

para toda freqiiéncia w. A relagio (4.16) descreve uma situacfo ideal. Na realidade, qualquer
fungio espectral realistica J {(w) tende a zero no limite w - oco. Caso contrério certos observaveis

A renormalizagio do potencial depende do acoplamento adotado. Para um modelo em que, por exemplo, Hy =
— 2, Ciqq; teremos Vers (g) = V' (g) néo havendo o efeito de renormalizagdo [24] . Este fato reflete ainda a invar-
iéncia translacional do sistema composto quando V {¢) = Vasy (q) = 0.
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fisicos divergiriam [26] . Entretanto, na verdade, o importante é que (4.16) seja uma boa
aproximagdo até uma freqiiéncia w, muito maior do que qualquer freqiiéncia caracteristica de
osctlacdo do sistema.

A necessidade das imposi¢Oes (4.13) e (4.16) € apresentada com detalhes em [1] . Na seqiiéncia
mostraremos a consisténcia destas imposigdes, isto €, que no limite classico elas realmente levam
a uma dindmica do sistema descrita por (4.1).

2.3 O Limite Classico

Lembrando (4.6) e (4.13) temos
2

P
H= oM +V{g)+AVr (g Z (__ + m,w ‘IJ) +§;qu5q- (4.17)

Substituindo (4.12) e (4.13) na expressdo para AVy (q) podemos escrever (4.17) como:

2 3 9
S 1p 1 2+ G
H—2M+V()+; 2m, T3 Gt ) |- @.18)

Obtemos as seguintes equagdes de movimento para este sistema

CMi@)+V' (g = —ZC’ (qJ Cs 2q(t)), (4.19)

J'
m;d; (1) + mwig; (1) = — jq(t)- (4.20)

A solugiio geral de (4.20) € a soma da solugfo da equaciio homogénea com a solugéio da equacéio
particular considerando a forga —C}g (t). Sendo g; (0) e p; (0) as condigdes iniciais, entdo a solugdo
da equagéo homogénea é

p; (0)

Wi

qf (t) = ¢; (0) cos (wyt) + sen (w;t) . (4.21)

A solugdo particular pode ser obtida tomando a transformada de Fourier de (4.20). Temos

- C; .
(v +wj) § (W) = ——qw), 4.22)
J
logo
¢ 1 C; 1 1 1\,
% () = m; wz__wzq(w) T my 2w (wj —w wj-l-w)q(W)' @29

Tomando a antitransformada, temos:

C; 1 1 [ 1 1 .
P _ = iwt
% (t) = m, 2w, [271’/ duo (wj —w + Wy +w)] qw)e™ @.24)

Pelo principio da causalidade (—Cjq (t) € a forga que age sobre g; (t)), podemos substituir § (w)
em (4.24) por i dt'q (') e~ Portanto,

g (t) = — G / tdt’q(t’) > / Tty ¢ttt (4.25)
I 2miw; Jo 27 J_oo Wi — W Wi tw ' '
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Realizando a integragio pelo método dos residuos (¢ > t') obtemos

= /00 dw ! + - et — 92gen [w; (t — t)]. (4 26)
27 J oo wi—w  wjtw ! '

Assim, g; (t) serd dada por

C t

5O = [, #al)sente (6= 7)
B _mfzﬁ [(Q(t)_q(ﬂ) cosw;t) — /Otdt’ (t') cosw; (t —t) @27)

A solugfio geral de (4.20) serd entdio q; (t) = g () + ¢} (t) que substituida em (4.19) resulta na
seguinte equacdo de movimento:

Mg(t)+V'(g) + EJ e fo dt' cosw; (t—t') g () =
== %,C5 (4 0 + 72574 (0)) coswst = T2, 7553 (0) sem (wyt)

A fim de transformar o somatério }_; em uma integral [ dw, no tiltimo termo do lado esquerdo de
(4.28), utilizamo-nos da funcdo espectral J (w) (4.15) que nos permite escrever

(4.28)

w )

C? 2 [
Z 1= cosw; (t—t) = — f de cosw (t —1'). 429

Assumindo entdo que J (w) seja da forma

| 2MAyw se w < Q,
J(w) = { 0 se w>8, (430)
onde €2, € muito maior que qualquer freqiiéncia caracteristica do sistema, temos
CZ 4 Qe
Z scosw; (t —t') = My— f cosw (t —t)dw ~ AM~6(t —t'}, (4.31)
mjiws T fo

7

fazendo €2, — oco. Este resultado nos permite escrever o tiltimo termo do lado esquerdo de (4.28)
como

t
] AMAS (L — )4 (¢) dE' = 2MAg (1), 4
0

¢ temos entdo a forga de fricgfio proporcional a velocidade presente em (4.1).
Podemos, assim, reescrever (4.28) como

Mi(t)+ V' (g) +2Mryg (t) = F (1),

onde
C
F(t)=-—zmij (0) sen (w;t) ZC (QJ
PR et

ja chamando esta expressdo de F'(t) uma vez que ela sera identificada como a for¢a flutuante
presente em (4.1).

54 (0)) cos (w;t) , (4.33)

J
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Consideremos que os osciladores do banho inicialmente apresentem valores médios de posigéo
¢ momento dados por

(0 O) = ——25q(0), (5 (0)) =0. @34

O valor médio {F (¢)) entdo serd nulo,
(F(t))=0. (4.35)

Agora supondo que o banho esteja inicialmente em equilibrio termodinimico, temos no limite
classico (lembrando o teorema da equipartigio da energia)

(60 +:2500) (0 0+ 5250 0) ) = .
{p; (0) pyr (0)) = mykT6;5.

Substituindo (4.34) ¢ (4.36) em (4.33) obtemos a seguinte expressio para a fun¢io de correlagéio

C?kT KT [ J (w)
- 1 (t— ) = —
(F(t)F({t)) = Z g2 COS W (t. t) = el A cosw (t — ') dw
Qe
= 4M7lef cosw (t —t') dw ~ AM~KTE (t — t'). (437
T Jo

As equagdes (4.35) e (4.37) nada mais sdo do que as relagdes (4.2).
2.4 A Funcio Espectral

I importante destacarmos que a fungdo espectral J (w) (cujo conhecimento, veremos, nos permite
determinar toda a mecénica quantica de um sistema descrito por (4.17)) € determinada por uma
quantidade (y) que aparece ja na equagio fenomenoldgica classica de movimento (4.1). Logo, o
nosso modelo fenomenolégico (4.17) estara inteiramente determinado se conhecermos a equagéo
de movimento de nosso sistema no limite classico.

Vimos que o comportamento linear de J (w) para baixas freqiiéncias € a condi¢fio necesséaria e
suficiente para termos uma dissipa¢fio dhmica, isto €, para termos um termo dissipativo da forma
2M~q. A forma de Drude, por exemplo,

2Myw
J{Ww)=——5— 4.38
W= e 439
apresenta este compoftamento paraw < w,. Portanto, se todas as freqti€ncias caracteristicas de um
sistema forem muito menores que w,, este sistema estara sujeito a uma dissipagfio Shmica quando
em contato com um reservatorio descrito por (4.38).

3 Aplicacoes do Modelo

Caldeira e Leggett propuseram o modelo descrito acima e o utilizaram no estudo de muitos
problemas onde ha o aparecimento de dissipa¢fo. Estudaram (1) o movimento browniano quéntico
[24], (2) a influéncia da dissipa¢do nos processos de interferéncia quéntica [3], (3) a influéncia da
dissipacdo no decaimento por tunelamento [1], entre outros problemas. Eles utilizaram o método
do funcional de influéncia, desenvolvido por Feynman e Vernon, no qual o operador densidade
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reduzido do sistema ¢é calculado via integragio funcional. A apresentagfio detalhada dos célculos
ndo é relevante para nds, entretanto é interessante uma breve revisio de alguns resultados obtidos.

3.1 Particula Livre com Dissipaciio

Consideremos uma particula livre (V (g) = 0) descrita no instante inicial pela fun¢éio de onda

]. iPo® __ =2
Y (z;0) = We RN (439)

que representa uma particula centrada na origem com incerteza ¢ em sua posigéo ¢ momento médio
Po-

Calcula-se [24] entdio a evolugdo dos elementos diagonais do operador densidade reduzido do
sistema na representagio de coordenadas, p (z, z;t) = {(z |p (¢)| ). Sendo p (t) dado por

s Hi

pt)y=Trrlp(t) =Tra [e_i%ﬁp([}) e"”T] : (4.40)

onde T'r Tepresenta o trago sobre as varidveis do reservatério, H ¢ dada por (4.17) e p(0) € 0
operador densidade no instante inicial, dado pelo produto direto

p(0) = pg (0) pg (0) (4.41)

onde pg (0) é o operador densidade do sistema no instante inicial (na representagfio de coordenadas
dado por pg (z,2;0) = ¢ (x;0)¥" (2;0)) e pg (0) € o operador densidade do reservatério em
equilibrio termodindmico a temperatura 7T'.

O célculo da densidade de probabilidade p (z, z; t) mostra, como era de se esperar, que o centro
do pacote (4.39) evolui seguindo a trajetoria classica que ¢ dada por

() = %’; (1—e 21, (4.42)

enquanto que a largura do pacote (a temperatura 7' = () comporta-se assintoticamente como'’

o2 (t) ~ % Inyt. (4.43)

Note que apesar do pacote ainda alastrar-se espacialmente ele o faz de forma bem mais lenta que
quando 7y = 0 (neste caso teriamos o (t) = £).

3.2 Oscilador Harmoénico Quintico com Dissipacio

Consideremos agora um oscilador harménico (V (g) = Mw?z?/2) com a mesma fungdo de onda
inicial (4.39). Mostra-se [24] , através do calculo de p (z, z; t), novamente que o centro deste pacote
segue a trajetoria classica, para o oscilador sub-amortecido (w, > <), dada por

z (t) = ]\i: :} sen (wot) e . (4.44)

Mostra-se também que a largura o (¢) do pacote evolui apresentando um comportamento assintético
dado pelo teorema de flutuagio-dissipagio, sendo o tanto menor quanto maior a dissipag#o.

A obtencdo deste resultado depende da condigéio inicial usada [27] .
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3.3 Influéncia da Dissipacio na Interferéncia Quantica

Desde nossos cursos bésicos de mecdnica quéntica estamos familiarizados com o conceito de
interferéncia entre estados quinticos. O paradigma deste fenémeno ¢ a famosa “experiéncia” da
fenda dupla. Nosso objetivo nesta subsecdo é o de apresentar alguns resultados referentes ao estudo
da influéncia de um meio dissipativo no fendmeno de interferéncia quéntica.

3.3.1 Destrui¢iio da Superposi¢io de Dois Pacotes Distintos:

Suponha que tenhamos um oscilador harménico, de fregiiéncia w,, cujo estado inicial ¢/ (z;0) € a
superposi¢io de dois pacotes de onda Gaussianos, um centrado na origem e outro centrado em ¢,
isto &,

P (2;0) = ¢, (2) + g (&) =N [e‘“’z/ 4 4 e/ 4"2] : (4.45)

onde A é uma constante de normaliza¢io e ¢ é a largura inicial dos dois pacotes que, por
simplicidade, tomaremos como a largura do estado fundamental de um oscilador harmdnico

(a = \/h/2M wo). A densidade de probabilidade p (z, z; t} correspondente a (4.45) ¢ dada por

p(z,z;t) = ¢* (z;t) ¢ (351) = py (25 8) + Py (2, 258) + Py (2, 73 8) (4.46)
onde py(z,z;t) = 1y (z;8)0] (z;t) [pg (2, 7;t) = 9y (%;8) 03 (2;1)] seria a densidade de
probabilidade se apenas o primeiro (segundo) pacote de onda representasse o sistema e
Pims (2, T3 ) = ¥y (@, 8) % (2,1) + 9] (2;) ¥, (2, 1) é 0 termo de interferéncia, que também pode
ser escrito como

Pint (:E) x; t) = 2\/,01 (:I!., T t) \/p2 ("L.: Z; t) CO8 ¢ (:C; t) l (4'47)

sendo 1, (z,t) ¥} (x,t) = \/pq (z,2;1)1/ps (%, ;1)e**=1). Quando os dois pacotes estio muito
distantes (de tal forma que a distincia entre os seus centros seja muito maior do que as suas larguras)
Pint (2, 3 1) é muito pequeno, desprezivel. Entretanto, amedida que o segundo pacote (inicialmente
centrado em ¢,) move-se em dire¢3o ao primeiro (em repouso centrado na origem) este termo
aumenta. Quando os dois pacotes comegam a se sobrepor surge um padrdo de interferéncia em
p(z,z;t) devido a existéncia de p,,, (z,2;t). Este termo de interferéncia atinge o seu maximo
quando o centro dos dois pacotes coincidem e temos

nwT T Go _z2
Pimt \ T, T3 T = + X CO8 (—-u-a:) e o2, (4.48)
WoR  2WoR o2

A questdio agora é: como seria modificada a expressdo (4.46) para p (x, x; t) se considerassemos
este oscilador como estando inserido em um meio dissipativo, sendo entfio o sistema global descrito
por (4.17)? O carater linear da evolugio temporal seria ainda preservado ¢ teriamos

P (2, 2;t) = Py (2, 2;8) + Py (T, 35 8) + Py (2, 758, (4.49)

onde, novamente, p; (p,) representatiam a evolugio do sistema se apenas o primeiro (segundo)
pacote de onda estivesse presente e sua evolugfio seria aquela discutida na subsegéio anterior.
Entretanto, p,,, (z, x;t) agora seria dado por

Dins (2,2, 8) = 20/By (2, 236)/Pa (z, 73 8) cos § (x;£) - 77D, (4.50)

que ¢é ainda da forma (4.47) exceto pela presenca de um fator de atenuagéo e~f®, A pergunta
que surge agora é: como a fungfio de relaxagio f (t) se relaciona com a func#io de relaxagéo do
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movimento dos pacotes?
Mostra-se [3] que para todos os limites de interesse o termo de atenuagfio de interferéncia pode
ser aproximado por

e oy 7Tt (4.51)
onde a constante de relaxagfo de interferéncia, I, € dada por

kT

2 . se K Wy
altas temperaturas (k7 > hw,) huce Zz K
2Nﬁ . 2—; se 7> w,
I'= ° ) (4.52)

N. s€ < w
baixas temperaturas (kT < fuv,) { N %_3 se 77 > ;O
onde

qz

4o

¢ também o nimero médio de quanta de energia, fiw,, do oscilador harménico no instante inicial.
As expressées (4.52) nos mostram que I' é sempre dado pela constante de relaxacéo do pacote (v
se 7 K w, € w2 /2y se v > w,) multiplicada por uma fungfio da temperatura (N se kT < fw, ¢
2N ﬁ% se kT > hw,). Como estamos tratando NV >>> 1 vemos que o tempo gasto para a destruigdo
do termo de interferéncia é muito menor que o tempo gasto pelos pacotes para atingir a situagfo
de equilibrio. Dependendo da preparagdo do estado inicial do oscilador (isto €, dependendo de NV},
vemos que este tempo pode, inclusive, ser muito menor que o periodo de oscilagdo do sistema.
Desta forma os dois pacotes se comportariam como duas distribui¢des classicas em movimento
harménico amortecido. A introdugio do meio dissipativo serviu para destruir o efeito quéintico em
uma escala de tempo bem curta tornando o sistema “mais classico” .

A Interpretacio Fisica: Podemos interpretar fisicamente este fendmeno de uma forma bastante
simples [3] . Consideremos um oscilador harménico preparado como uma superposi¢éo de um
pacote centrado na origem e de outro centrado em um ponto g,, estando fracamente acoplado a um
banho de osciladoresa T = 0.

O estado inicial do sistema global pode ser aproximado por

@) = {|vg) + |,,)} @10), (4.54)

onde |0} é o estado fundamental do banho de osciladores ¢ |1/g) € |1, ) os dois pacotes do oscilador
de interesse. Vamos assumir que |1, seja o estado fundamental do oscilador quando desacoplado
e que |1, ) contenha um nimero médio N de quanta de energia. Depois de decorrido um tempo 7
(tempo de relaxagio do sistema de interesse) o sistema global encontra-se em seu estado final que
pode ser escrito como

N =

(4.53)

|s) = ltbg) @ |N), | (4.55)

onde |N) é o estado do reservatério contendo N quanta de energia fuw,. Observe que (4.35) ¢
vélida apenas quando assumimos que o acoplamento entre o sistema e o reservatério € muito fraco,
de outra forma |®) n#o teria esta forma téo simples.

Vamos, agora, investigar o estado do sistema global apds o oscilador ter emitido o equivalente
a um quantum de energia Aw, para o reservatorio. Como a emissio de N quanta de energia
dé-se em 7, a emissdo de um tUnico quantum dar-se-4 em um tempo da ordem de 7/N.
Agora, como o hamiltoniana de interagfo sistema-reservatorio € do tipo coordenada-coordenada

(Hz- = Z;V: 1 Cja:jq) teremos |¥) e |,,) correlacionados a diferentes estados do reservatério.
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Logo, o estado do sistema em 7/N pode ser aproximado por

1) = |§o) ®10) + [#,) @11, @56

ou seja, a forma da hamiltoniana de interagdo faz com que estados do oscilador centrados em
posigBes distintas se correlacionem com diferentes estados do reservatério. Usando entdio a
ortogonalidade entre |0} ¢ |1) podemos escrever o operador densidade reduzido do oscilador como

p=Trgl®:) (@] = ‘%) (fbol + ]%) @% @.57)

que é uma mistura estatistica na representagéo de coordenadas. Portanto, os termos responsaveis
pela interferéncia entre os dois pacotes decaem em um intervalo de tempo da ordem de 7/N, de
acordo com (4.52) que foi obtida sem qualquer restri¢iio quanto a intensidade do acoplamento com
0 banho.

Um raciocinio bem semelhante pode ser usado a temperatura finita. A Unica diferenga €
que, neste caso, devemos considerar as transi¢des induzidas pelo reservatério como fungdo da
temperatura {3] .

3.3.2 Destruicio das Superposi¢cdes em um Unico Pacote:

Na subsegfio anterior consideramos uma superposi¢do coerente de dois pacotes de onda bem
distintos (N > 1) e vimos como a dissipagio destréi a coeréncia quéntica entre estes pacotes
(eliminando o termo de inteferéncia p,,,, (z, z;t) em (4.49)) numa escala de tempo [" muito menor
que o tempo de relaxagfio do movimento dos pacotes. Certamente se o tnico efeito da dissipagfo, na
coeréncia do nosso estado inicial, fosse a destrui¢do de p;,,, (x, z; t) poderiamos escrever o estado do
nosso sistema precisamente como a mistura estatistica (4.57) para todo tempo ¢ > I'. Entretanto,
a destruicéo de p,,, (z, z;t) indica-nos que a dissipagfo destréi as superposi¢des coerentes entre
estados que descrevem localizagdes distintas para a particula. Se analisarmos com mais cuidado
(4.57) veremos, contudo, que ainda existem superposi¢ces deste tipo neste estado de p. Na
representagfo de coordenadas podemos escrever (4.57) como

p= [ [ @it @ G @ @+ [ [aede'h, @y, @)@l sy

e, uma vez que {z |p] ') # 0, vemos que este estado ainda apresenta superposicOes coerentes entre
estados jz) e |z') que descrevem localizagGes distintas para a particula. Logo, seria de se esperar
que na verdade o sistema evoluisse em dire¢fo a um estado da forma

p= [ aolin@| 1) @l + [ dafi, @] 1) G, (459

em que todas as superposi¢des coerentes foram destruidas e os sistema encontra-se verdadeiramente
em uma mistura estatistica na representagio de coordenadas. Supdem-se que isto realmente
aconteca e que este efeito s0 néo foi observado devido ao fato de termos analisado apenas a evoluggo
dos elementos diagonais p (z, z;t) do operador densidade reduzido, que so os mesmos para 0s
estados (4.58) ¢ (4.59).

Assim, este efeito de destruigfio das superposi¢des cocrentes (decoeréncia) na representagio de
coordenadas deve estar presente mesmo na evolugfo de um finico pacote. Portanto, se a fungdo de
onda inicial do nosso sistema for dada por um pacote da forma (4.39), por exemplo, esperamos que
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o operador densidade reduzido evolua em diregfio a um estado da forma
- 2
p0)= [dafi @0 1) @, @60

~ 2
onde ja discutimos, nas duas se¢es anteriores, as evolugdes do centro e da largura de ‘1/) (z, t)‘ .

Devemos lembrar, entretanto, que as equagdes (4.52) foram obtidas considerando-se a preparacio
inicial dos pacotes como caracterizada por um pardmetro N = ¢2/40® > 1 o que levou-nos a
conclusdo de que o tempo necessério a decoeréncia I' ¢ muito menor que o tempo de relaxagio do
movimento dos pacotes. No caso de um Gnico pacote podemos imaginar que a escala de tempo
associada a decoeréncia seria possivelmente dependente da largura sua o e assim seria muito maior
que o I' relacionado a decoeréncia dos dois pacotes.
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Capitulo 5

Tratamento do Modelo Caldeira-Leggett
via Diagonalizacio de Fano

1 Comparacio entre as Hamiltonianas

No Capitulo 3 a evolucio de um oscilador harmoénico (ou modo eletromagnético) sujeito a
dissipacgdo foi descrita através da Hamiltoniana (3.38). J4 no Capitulo 4 descrevemos este sistema
através da Hamiltoniana (4.17). Vamos agora relacionar estes dois modelos.

1.1 Relacionando a Fungio Espectral a v(w)

Consideremos um oscilador harménico (V (g) = 1/2Mw?q¢?) dissipativo descrito pela
Hamiltoniana (4.17). Inicialmente nfio consideraremos o contratermo, faremos AVy (g) = 0.
Utilizando-nos das defini¢6es usuais dos operadores a ¢ b;,

a—\/Mw L e b= T 5.1
zh q wa T 2h q’t mzwzp’& Y ( . )

podemos reescrever (4.17) como

H = hw,a a—l—Zhwa’b +ﬁ1f (a—l—a Z — (b + &) (5.2)

(medindo a energia do sistema a partir da energia do vacuo). Podemos agora utilizar a transformago
(3.32) a fim de considerar um espectro continuo para as excitagdes do reservatério. O segundo
termo do lado direito de (5.2) torna-se

H.. =h / blb,dw (5.3)

e o ultimo termo pode ser escrito da seguinte forma:

H,, = h”Mrlw a—l—a, Z\/_wb-l-bj)

= \/ ( + a*) \/g(wz-) dw (bm +b})
w,wz 1/ guw:)

_h ) [g(w) +

= 3 Vo a +a E //g(w‘) dwC,, — (b +b )




h 1
= o\ e (a+a¥) fdwcwﬁ’fn(—ﬁ (b +b7), (4)

onde consideramos que g (w;), C.,, M., € w; s3o constantes dentro do intervalo 1/g (w;) € que
> fl fg(er) dw nada mais é que [ dw, onde esta tiltima integral abrange todo o espectro possivel

de excitagdes do reservatério. Comparando agora (5.2-5.4) com (3.38) vemos que ambas as
Hamiltonianas serfo equivalentes desde que tenhamos

1/ g(w)
mr — g | . 5.5
Y 2V Mw,mw Co (5:5)

‘Tomemos agora o limite de um espectro continuo na expresséo que define J (w) :
J (w) = 2 Z mzwz w — wi)
_ ”]azm) G -0
- 2 g mgQ

2 .
= EM& (5.6)
2 myw
Tomando o quadrado de (5.5) e comparando com (5.6) obtemos
PERAC) G.7)

U“_2—7ero'

Assim, vemos que |v,]* & inteiramente determinada em fungdio de J(w). Portanto, uma vez
determinada qual deve ser a fungfio espectral J (w) do sistema tratado |v,|* estara determinada
assim como toda a mecénica quintica do sistema.

Como vimos no Capitulo 4 obtemos uma dissipacfio 6hmica sc a fun(;,ao espectral for linear para
baixas freqiiéncias. Adotaremos a forma de Drude (4.38). Assim, |'uw| sera dada por

Y 1
fw, (1 + w?/w?)’

v = (5.8)

subentendendo-se que w, > w,.
1.2 Determinacio da Fun¢io H (w)

As expressdes que obtivemos no Capltulo 3 para os operadores, ao diagonalizarmos (3.38),
permaneceram escritas em termos de ju,,|° ¢ da fungiio H (w), dada por

[val* el a4 p [val”

Hw = |57 Q—w

——df). (5.9

Agora que definimos, (5.8), qual ¢ a funcéo Ivu,,]z apropriada ao nosso sistema, podemos determinar
H (w) através do célculo de (5.9). Os detalhes deste calculo serdo deixados para o Apéndice C, onde
mostramos que H (w) seré entdo dada por

Ywe 1
we (1+w?/w?)

H(w) = (5.10)
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1.3 Considerando o Contratermo AV (g)

Podemos também comparar as Hamiltonianas (3.38) e (4.17) considerando a inclusdo do
contratermo AVg (g). Este cdlculo também ¢ apresentado no Apéndice C. O resultado € que todas
as equagdes (3.76) a (3.87) permanecem validas com uma unica substitui¢fio: sempre que aparecer
a fungdo H (w) nestas equacgdes ela deverd ser substituida por

: Aw?
Hp(w) = H (W) + o, (5.11)
sendo Aw? definida em (4.11),
Aw? 1 = C? v |* Ywe
_ — 9o | gl _ e 12
2we 2woM;mjw32_ 2/ Y Wy (5.12)

onde fez-se o limite para o continuo na pendltima passagem (ver Apéndice C).

2 Consisténcia da Diagonaliza¢io de Fano

No decorrer do procedimento de diagonalizagio de Fano, realizada no Capitulo 3, supds-se que os
novos operadores A, que diagonalizam a nossa Hamiltoniana, formassem um conjunto completo,
isto é, que seria sempre possivel escrever os operadores a e b,,, bem como os seus comutadores,
em termos destes novos operadores A,,. Entretanto, esta questio deve ser tratada com um pouco
mais de cuidado. Nas equagdes (3.84-3.85) expressamos o operador ¢ em termos de A, e A7,
Similarmente, também podemos, em principio, escrever os operadores b,,, em termos dos novos
operadores, como

oC
b, = / d2 (B, Aa — oauAd) - (5.13)
0
Podemos demonstrar que o novo conjunto de operadores A, ¢ completo, ¢ que portanto a
entre os operadores a € a™ ¢ entre b, e b7, isto &,

[a, a*] =1, [bw, b:,] =6(w~—uw'). (5.14)

Utilizando (3.84-3.85), (3.13) e as relagdes de comutagfo (3.42) para os A,,’s obtemos
[a,0%] = ] dw (ol — |xul?) (5.15)
0

o

As equacgdes (5.15-5.16) mostram que as relagdes de comutacdio serdo conservadas pela
transformagdo dos operadores se ¢ somente se as duas condig8es seguintes forem satisfeitas

/ dQ (Ba.B00 — T0uwTh) - (5.16)
0

I = / dw (|Ozw|2 — |Xw|2) =1, (5.17)
0

b

B
E"--
Il

/ A B0 B — TuOhy) = 6 (w — uw'). (5.18)
0
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Estas integrais sdo calculadas no Apéndice D. Mostra-se entéio que se for considerada a inclusio do
contratermo AV (q) a diagonalizagfio é consistente: I = 1¢ I (w,w') = § (w — w’) se, € somente
se, tivermos

we > 0. (5.19)

Caso ndo seja considerada a inclusdo do contratermo a condigfio de consisténcia passa entdo a ser
Wk > |Aw?|. (5.20)

E facil entendermos a origem das condigGes (5.19-5.20). Se néo cons1derarmos 0 contratermo
e tivermos |Aw2[ > w2 teremos entdo uma freqiiéncia quadrada efetiva weﬁ =w?+ Aw? <0
0 que daria origem a ex1stenc1a de fregiiéncias complexas no nosso sistema. Obv1amente esta
possibilidade ndo foi considerada no procedimento de diagonalizagéo de Fano. No caso de termos
1Aw2| = w?, ou considerarmos o contratermo e termos w, = 0, a falha surge com o fato de termos
|fuw| = ( para w == 0, dando origem a uma singularidade nos integrandos de (5.19-5.20).

3 Analise da Evolucio do Operador ¢ do Sistema
Uma vez que determinamos a fungéo |v,, |2 adequada & descrigfio do acoplamento do nosso sistema

com o reservatorio podemos analisar em detalhes a evolugfio temporal do operador a associado ao
sistema, eq. (3.86). Reescrevamos a expressdo para a (£), eq. (3.86), da seguinte forma

a(t) = fdw | Lo {dwow cos (wt) @ — i2 [(w® + wl) a+ (w® —wE) a™] sen (wt)} +
+ / dBY (t) b + / dBP @) bt (5.21)

sendo as expressdes para Bg ) (t) e Bg ) (t) obtidas da comparagfo direta entre (5.21) e (3.86) e a
expressdo para IL“,[2 dada em (3.87). Analisaremos a seguir cada um dos termos de (5.21).

3.1 Considerando a Inclusdo do Contratermo AVx (g)

A primeira andlise sera feita conSIderando -se a inclusdo do contratermo AVx(q) em (4.17).
Neste caso a expressio para |L,|*> em (5.21) deve ser substituida pela expressdo equivalente
renormalizada,

|'UW|2

|Lo|% = . (5:22)
R [w? — w2 + 2w,Hpg (r.u)]2 + (27rwo va|2)2

3.1.1 Ana:lise dos termosema e a™

Inicialmente analisaremos o comportamento dos trés primeiros termos de (5.21), associados aos
operadores a e at. Estaremos, primordialmente, interessados na relagio entre a intensidade da
dissipacfio no nosso sistema ¢ a importincia de cada um destes termos. A maneira mais rapida e
eficiente de entendermos o comportamento de cada um destes coeficientes € através de graficos.
O grafico [5.1(a)] apresenta o comportamento de 1Lw|?€ para trés valores de v: v = 0, lw,,
v = wy ey = 10w, Vemos que paray = 0, lw, ]Lw|?i, ¢ uma fungfo estreita e centrada
aproximadamente em w, (mostraremos em breve que no limite v < w, a fungfo |Lw|§z tende a
uma Lorentziana centrada em w, e de largura 2v). A medida que + aumenta (y = w,) a fungfio
|Lw\2R alarga-se ¢ 0 seu pico passa para freqiiéncias mais baixas. Para v’s ainda maiores (v = 10w,)
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|L(,)|f2 volta a tornar-se mais estreita, mas apresentando o seu pico em freqiiéncias cada vez mais
baixas.

O gréafico [5.1(b)] apresenta o comportamento das fungdes dwow, 2 (w? +w?) e 2 (w? —w?)
que aparecem multiplicando |L,,|? % nos diferentes termos da expressio para a (t). Observando
sunultaneamente [5.1(a)] e [5.1(b)] concluimos rapidamente que quando v <€ w, a func;ao
2 (w? — w?) |L,|? B terd uma amphtude desprezivel se comparada as funcgdes 4w.w|L,|; €
2 (w? + w?) |Ly|% » pois neste caso |L,, |2, serd uma fun¢fio muito bem localizada em torno de w,
enquanto que 2 (w? — w?) = 0 para w = w,. A medida que a razio v/w, aumenta |L 2 7 tem o
seu centro deslocado de w, e sofre um alargamento. Entio a fungfo 2 (w? — w?) |L, 1% passa a ser
comparavel as demais. No limite v 3> w, ¢la é da mesma ordem que 2 (w? + w2} |L,, 2 » enquanto
que 4dwow |Lw|§{ torna-se muito pequena. O comportamento descrito acima € exemplificado
claramente nos graficos [5.2(a)-(c)].

Podemos ainda escrever a expressdo (5.21) para a (¢) na forma compacta

a(t) = A(t)a—i [B(f)a+C(t)a*] + [ dBY (1) bo + f dQBY (1) b3, (5.23)

e observar diretamente a evolugdio das fungdes A(t), B(t) ¢ C(t). Os graficos [5.3(a)-(c)]
exemplificam a evolugfio temporal destas fungdes para diferentes -y. As fung Ges que aparecem
nos graficos [5.3] nada mais sfo do que aquelas apresentadas nos graficos [5.2] multiplicadas
por cos (wt) ou sen (wt) ¢ integradas de 0 a co. Logo, j& poderiamos prever que a funciio C (1),
coeficiente de a™, teria uma amplitude desprezivel para v < w, € se tornaria progressivamente
mais importante & medida que a razio y/w, aumentasse!'®.

3.1.2  Anilise dos termos em b, € b,

Resta analisarmos os coeficientes B(l) (t) e B(z) (t) de bo e bf, respectivamente, na expressdo
(5.23) para a (t). O coeficiente BQ) (t), por exemplo, ¢ dado em (3.86) ,

BE () = 2we} { f dw?2 |Lw|2RP;§{—-——@ [w (wo — ) cos (wt) — i (W — w,oN) sen (wt)] +
2 2_ 2 _
+ (wo — Q) ILQ|§ [Q “o  Hy (Q)] ety (5.24)
|val 2w,

Sabemos que no limite v < w, a fungfio | L, |?% tende a uma Lorentziana centrada em w, ¢ de largura
2. Portanto, a fungfo (w, — ) |Lg|iz, que aparece multiplicando o terceiro termo do lado direito
de (5.24), é desprezivel neste limite se comparada a fungfio (w, + ©2) | La|3, que ocupa o seu lugar
na expressdo para BS ) () (ver (3.86)). Ainda neste limite a fungfio |Lw|2Rsz—i§2~ também serd
muito estreita ¢ centrada em w = 2 = w, e, por sua vez, as fungdes |L, |5, Patgw (wo—Q) e
| L, | R m (w? — w,f2), que aparecem no primeiro e segundo termo do lado direito de (5.24),

serfio despreziveis se comparadas as fangdes | L |5 P —rterw (wo + Q) €| Lu| % P orbas (w? + wol2)
que ocupam 0s seus lugares na expressio para Bg) (t) (ver (3.86)). Portanto, concluimos que no
limite v <« w, o coeficiente Bg) (t) & desprezivel em comparagdo ao coeficiente Bg) (t). Amedida
que a razio v/w, aumenta, ¢ a fun¢io |L,,,|f2 apresenta um alargamento e uma descentralizagio de
w,, 0 cocficiente Bg) (1) torna-se compardvel a Bg) (t). Este comportamento ¢ exemplificado nos

E interessante notarmos que A (0) = B (0) = C (0) = 0. Pode-se também mostrar facilmente, através do célculo
numérico, que as fungdes BQ) (tye B ( ) s#io nulas em ¢ = 0. Logo, consistentemente, temos a (0) = a.
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Grifico 5.1

(a) Grafico de | L, |, para diferentes razdies /w,. (b) Grifico das fungies dw,w, 2 (w* + i) ¢
2 (w? — w?) que multiplicam |L,|% nos diferentes termos da expressdo para a (£). Consideramos

wefw, = 10 na realizagio destes grificos.
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Graficos das fungdes diwgw | Ly |4, 2 (w? + w2) |Lulh, € 2 (w? — w?) | L |%. para diferentes razdes 7y /w,.
No erifico (a) as fungdes 4w, | Lo |5 e 2 (w? + w?) | L[5 aparecem praticamente sobrepostas..
Consideramos w,/w, = 107 na realizagiio destes graficos.
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Grifico 5.3
Grifico dos coeficientes A (t), B (t) ¢ €' (1) que aparecem na expressdo (5.23) para a (1), \emos que para
~ = 0, 1w, o coeficiente C' (¢) é muito menor que os demais. Consideramos w.,./w, = 107 na realizagdo
destes grificos,




graficos [5.4].
3.2 Simplificando a Funcio ILW|2

Como ja observamos a funcio espectral (5.8) € adequada & descri¢do do nosso reservatério desde
que consideremos w. > w,. Tendo esta condigéo em mente podemos aproximar, ou talvez
devéssemos dizer mmphﬁcar19 a expressdo para |L, | Consideremos primeiramente a fungéo
renormalizada | L, |%, dada em (5.22). Escrevamos a expressdo para a fungdo Hp, (w) considerando
(5.10-5.12):

YW 1 e
H - - L= 5.25
R W) we (1+w?/w?)  w, ©:23)
Portanto, no limite de w,/w, — 0, temos
Hp{w ~ w,) ~ 0. (5.26)

|Uw|2
(w2—wg}2+(2ﬂwolvw[2)
que w, (em geral da ordem de w,), podemos escrever

Logo, como a fungéio = localiza-se em uma regifo de freqiiéncias muito menores

Y
|Lw|?% = ) i

(5.27)
(w

E também bastante claro que s6 € relevante nesta expressio o comportamento de |vw| para baixas
freqgiiéncias, isto €, muito menores que w,, pois para freqiiéncias mais altas | L, | 7 val a zero de
qualquer forma. Podemos entfio finalmente escrever?

y w

L% = . 5.28
| |R W, (UJQ _ wg)Q + (27&;)2 ( )

No caso da fungio |Lw|2, sem a renormalizacdo, teriamos H (w <« w,) ™~ yw./w, e portanto

|L |2 . 2 w
T MW, (W = w2 4 29w,)” + (2yw)?
) c

(5.29)

lembrando que neste caso devemos ter w?

(condigdo (5.20)).

> 2w, para que a diagonalizacdo seja consistente

3.3 Analise na Auséncia do Contratermo

Na subsegfo 3.1 analisamos a relevincia dos termos associados a a™ ¢ b; na expressdo (5.21) para

a (t) considerando a incluséio do contratermo AV (g} no nosso modelo. Vimos que estes termos sdo
despreziveis no llmlte v < w,, Mmas que tornam-se relevantes 4 medida que a dissipa¢fo aumenta
¢ que a fungdio | L, 7 fica mais larga e ndio mais centrada em w,. Agora, se tratdssemos um modelo
que ndo considerasse a incluséo do contratermo na Hamiltoniana de interagdo entre o sistema e o

Como observamos no Capitulo 4 a fungfo espectral .J (w) ideal para que um reservatério apresente uma dissipagdo
6hmica seria a fungéo linear JJ (w) = 2Myw para toda freqiiéncia w. Entretanto, é necessério que J (w) tenda a zero
no limite w — oo caso contrario certas observéaveis fisicas divergiriam. Por isso adotam-se fungles espectrais como
(4.30) [(4.38)] com uma freqiiéncia . {w.] muito maior que qualquer freqiiéncia caracteristica do sistema considerado
{w, no caso). Entretanto, pode-se fazer o limite Q. [w.] — oo em muitas expressdes finais. A simplificacio a ser feita
abaixo na fung:ﬁo |Lw|2 corresponde a este limite.

|L. |§ %wu X" (w), onde " (w) é a parte imagindria da fung#o resposta de um oscilador harménico dissipativo.
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Grifico 5.4
Grafico da parte real dos coeficientes H“J (t)e H“} () (como funges de £ ¢ nos tempos especilicados)
que aparccem na expressio (5.23) de a [ ) para dlfcrentus valores de +/w,,. A parte imagindria apresenta
um comportamento muito semelhante 4 esta parle real, Inclusive, apresenta as mesmas envoltorias no

limite ¢ — oo, Estas envoltdria serfio dadas pelas fungdes (w0, + ﬂ} lL“ '2 [ﬂi—_w!ﬂ + Hy (EI)] , para

B“] {the 5(2} (1), respectivamente, ja que no limite ¢ — oo os dois pnmclms termos das expressdes para
BE;:' (t)e B, {2} () (ver(5.24)) irdo a zero. Consideramos w, = 1 e w. = 107 na realizagdo destes grificos.




reservatorio, a nossa fungio | L, | ? seria dada por (5.29). Neste caso vemos que a condigéo para que
a fungio | L, |* esteja centrada muito proximo a w, € que 2w, < w2 ou
T Lo (1). (5.30)
Wo We
Portanto, a condi¢io v/w, < 1 ndio seria mais suficiente para desprezarmos os termos associados
aat e bl na expressio para a (t). Isto s6 poderia ser feito se a condigfio (5.30), que limita o nosso
sistema a uma dissipag¢fo ainda muito mais fraca, fosse satisfeita.

E interessante observarmos que o fato de um sistema estar sujeito a uma dissipa¢do fraca
(v < w,, nO NOsso caso) ndo garante que o deslocamento na freqiiéncia (quadrada) deste sistema
(Aw? = 2yw,, no caso) devido ao acoplamento com o reservatorio seja também pequena. Veremos
a seguir, em maiores detalhes, que para um sistema sujelto a dissipagio fraca o coeficiente de
dissipagdo -y serd dado por 7 |v,,,|* ¢ o deslocamento em w? por H (w,). Observando a expressio
(5.9) para H (w) vemos claramente que a relag:ao entre estas fungdes depende muito da forma
adotada para a funggio |v,t°. Portanto 7 |vw,|* < w, ndo garante que tenhamos H (w,) < w,
(como vimos ser o caso para |v,|* dada por (5.8)) como e admitido, sem discusséio, em alguns
artigos [23] , embora isto ocorra para algumas fung¢des v

3.4 Reducido ao Modelo com a Aproximacgio de Onda Girante

Consideremos agora uma situagio em que
T |vo|* € wo, pAA W ~ w,. (53D

Nestas condigdes a fungfo [Lwﬁ1 serd uma fungdo muito bem localizada em torno de w,. Portanto
podemos desprezar os termos em a™ e b, na expressdo para a () e escrever

t) = [ dw|Ly|% {4wow cos (wt) — i2 (w? + w?) sen (wt)} a+

w(wo—l—ﬂ) cos (wt) —
J dwdw, | Ly |5 Ptz ~i (6" +w,0) sen (1) Ty 6

2w, (wo + §2) Mﬁi B 2 —wg it

+ f dQ'UQ

Mesmo as expressdes para os coeficientes de a e by podem ser aproximadas considerando que
|L |2 % SO serd aprecivel, neste caso, para w = w,. Podemos escrever:

a(t) = [ dw|Ly|% {4w? cos (wt) — idw?sen (wt)} a+
| dwdw, | L% o (1, +£2) cos (wh) — } +

+ [ dQuq ’P(“"m%‘”ﬁ?) —iw, (wo + Q) sen (wt) by (5.33)
+4w§|—|%-:f:§~—-(—————22w°2i:‘”° g~
e finalmente
a(t) = [ dwla,|} e *tat
(5.34)

-l-f dQvg {f dw |aw|§t’Pﬁe—iw’3 + %ﬁ& [ — w,)] e—z’ﬂt} ba,
onde a fungdo |wa|2R vem da aproximacio de |L°,,|f2 considerando-se (5.31),

|Uw|2
(w? — w2)® + (27w, |vm|2)2
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o[
2w, (w - wo)]2 + (27rwo lvw|2)2
1 |v.|* 1

o | -
4w (w— w0)2 + (71' |fuu,|2)2 dw?

12

(5.35)

Comparemos agora (5.34-5.35) com as expressdes (3.57-3.58), obtidas anteriormente dentro da
aproximacio de onda girante. Vemos entfio que temos rigorosamente as mesmas expressdes, a
menos da auséncia do deslocamento da freqiiéncia w,, representado em (3.58) pela fungéio F' (w).
Este deslocamento ndo aparece em (5.35) devido ao fato de termos considerado a renormalizacéo
do potencial.

Suponhamos agora que nfo tivéssemos incluido o contratermo em nosso modelo. Neste caso,
supondo que a fungfio H (w) seja tal que

H(w) € we, para w ~ wo, (5.36)

e que |v,|? satisfaga (5.31), a equagfio para a (t) ser4 ligeiramente modificada, passando a ser dada
por

a(t) = [dw|al|’ e**at

.12
+ [ dwg {f dw || PLze ™t 4 % [ — wo + H (Q)] e—iﬂt} b, (5.37)
onde
2
|C¥£.J 2= l”wl . (5.38)

b — wo+ H (@) + (x [uf?)?

Podemos novamente comparar (5.37-5.38) com (3.57-3.58). Lembrando ainda a definicéo (3.83)
para H (w),

|vel |’Un|
H(w) =G W) - Fw) = /w_i_ﬂdﬂ 79/ (539)
vemos que a diferenca entre as expressoes ¢ dada pela presenga da funcio G (w). Teriamos
H{w) ~ —F (w), paraw ~ w,, se G( } € F(w). Podem ex1st1r fungdes |v,|* que satlsfag:am
este requisito. Entretanto, isto ndo sera verdade para qualquer val , por exemplo, paraa |fuw| dada
em (5.8) teremos |G (w) /F (w)| = 1 paraw ~ w,. Isto significa que teriamos H (w,) ~ —2F (w,)
e portanto o dobro do deslocamento na freqiiéncia que aquele previsto dentro do modelo com
a aproximacio de onda girante (embora ambos se]am muito menores que w,). Esta relagéio,

H (.wo) ~ —2F (w,), ser4 verificada para fungdes |v,|* que se estendam até freqiiéncias muito
maiores que w,, pois neste caso teremos
F (w,) Pf [val” — i / [val” 220, (5.40)
bem como,
H (w,) ~ fl val dQ+’P/| val dQ ~ —2F (w,) . (5.41)

Portanto, a aproximacdo de onda girante leva a resultados corretos, no que se refere 4 taxa de
decaimento do sistema (relacmnada a fungio |a,| R) se ¢ somente s¢ a condicdo de dissipagéio
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fraca (5.31) for satisfetta. Quanto ao deslocamento da freqii€ncia previsto no modelo com a
aproximacio de onda girante, vemos que a sua concordincia com o dado no limite de dissipacgéio
fraca, em um modelo sem a inclusdo do contratermo, apresenta uma dependéncia em relacgéo a
fungio |v,|* adotada. Para fungses |u,,|* que se estendam até freqiiéncias muito maiores que w,
teremos aproximadamente o dobro do deslocamento previsto na aproximagfio de onda girante.
Além disso, € necessario que seja satisfeita a condig¢fio (5.36), além de (5.31), a fim de garantir
que este deslocamento seja muito menor que w, (e possamos desprezar os termos em a* e b4 na
expressio para a (t)).

4 Evoluciao de um Estado Coerente

Vimos que se 0 nosso sistema satisfizer a condig¢éio de dissipagéo fraca (5.31) a evolugéio do operador
a (t) reduz-se a expressiio dada em (5.34). Portanto, como vimos no Capitulo 3 (eq. (3.62)), um
estado coerente inicial |a), interagindo com um reservatério a temperatura T = 0, neste caso
particular, iria permanecer um estado coerente durante a sua evolugio e dado por?!

las; ) =

oy = afdw |aw|f% e"""t> . (5.42)

Sendo a condig@o (5.31) satisfeita poderiamos ainda fazer uma aproximagcdo adicional em? |aw|fq
que nos leva a

) 5.43)
N2 (
+ (ﬂ' |V, | )

Uma vez que (5.31) implica em 7 |fuwg|2 & w,, teriamos entiio um conjunto de equagdes

equivalentes a (3.57) e (3.64-3.65). Neste caso a evolugfio dada em (5.42) poderia ser aproximada
por?

. 2
la; ) = *at = e Wote ™ mvwal t> , (5.44)

onde, lembrando a expressdo (5.8) adotada para |v,|*, temos

7 o, |” =1, (5.45)

no limite w, — oo.
Podemos ainda observar que para a fungfo |v,, |2 adotada, linear para w ~ w,, a condi¢do (5.31)
¢ equivalente & condigfo

v <& Wo. (5.46)

Agora é 6bvio que ndo sendo satisfeita (5.31) [ou (5.46)], quando entdo néio poderemos desprezar

No caso de ndio considerarmos a inclusdio do contratermo em nosso modelo devemos substituir a fungdo e, ii pela
fungdo |a,|?, dada em (5.38).

E interessante salientarmos que a expressdo (5.21) para a () reduz-se a obtida dentro da aproximagéo de onda girante,
como vimos na segfio anterior, antes que seja necesséria esta iltima aproximacéo (que € também justificada em termos
da condigo (5.31), mas é um pouco mais forte do que a feita anteriormente).

. N s 't 12 [
Sem a introdugio do contratermo aproximariamos a expressdo (5.38) para |of, |“ por |ag,|” = o—wnt Hwm P4 (I Y

Neste caso teriamos a evolugdio (5.44) dada por | t) = ja; = ae~ilwe—Aulte—mlvu, |2t> ,onde Aw = H (w,).
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0s termos em a* e b, na expressdo (5.21) para a (t), |, 0) ndo sera autoestado de a (2), isto &,

a (1) lo, 0) # F (0,7, wo, 1) |, 0} (547

onde F (a,~,w,, t) é uma fun¢do qualquer de o, 7y, w, ¢ t, uma vez que |a) nio é um autoestado de
a't e tdo pouco [0) € de b5. Assim, vemos que um estado coerente inicial |o) interagindo com um
reservatério, mesmo que a temperatura 7' = 0, nfio permanecera um estado coerente durante o seu
decaimento a menos que tenhamos um sistema sujeito a uma dissipagfio muito fraca [que satisfaca
(5.31) ou equivalentemente (5.46)].

S Evolucio do Valor Médio de um Pacote de Onda

Partindo da expressdo (3.86) para a (f) podemos também calcular a evolugdio do operador g
associado 4 posicio da particula. Sendo os operadores ¢ e p relacionados ao operador a por (5.1),
obtemos de (3.86) a seguinte expressdo para g (£) :

o) = 42 [ dolLofh | 2 goos () + gh-sen(n) + Falampmit), G4y

(2]

onde Fg (g, pa;t) é uma fungio dos operadores de posigdo gn € momento pg das infinitas
particulas que compdem o reservatdrio,

fR(QQ,pQ;t) = 2\/%/(19’09\/’”199{

[ 4wo§273fdw~l-§~“—’-lﬁgsen {wt) + ] P }

4w ’Pfdww—y—g;w cos (wt) -+ N
—|—|L’"’|R (£2%2 — w?) cos (Qt) 1

Tval*

549
plale (2 ) sen (Qt) | ma G4

o

Vamos agora supor que o operador densidade inicial do nosso sistema global possa ser fatorizado
na forma

Pr = PsPr (5.50)
onde pg e pg sfo, respectivamente, operadores densidade do sistema e do reservatorio quando

isolados. Escrevendo (5.48) como ¢q (t) = Gs (g, p;t) + Fr (9q, pa; t), teremos

(gt) = Trsr{a(t) prt =Trsr{ls(ap;t) + Fr (g0, pait)] psrr}
= TrslGs(q,p;t) ps] + Trr[Fr g pa;t) pr|
= Gg (('-'I)s : (p>s ;1) + Fr ((QQ>RJ (pﬂ>R ;1) (5.51)

uma vez que T'rg [pg] = Trr[pr] = 1.
Vamos supor agora que o estado inicial do reservatdrio, sem a passagem para o limite continuo,
seja tal que

O 5 @, (Pilp=0, (5.52)

analogamente ao estado inicial apresentado em (4.34). Podemos escrever a expressdo (5.49) no
limite discreto, substituir a condi¢fio inicial (5.52) e passar a expressdo novamente para o limite
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continuo. Obtemos assim, ver Apéndice E, a seguinte expressdo para (g (¢)):

W
@) =42 [ oLy | 2 g cos o) 4 1 sen o8] + PR W, 6
onde
2 Lol
vol|° | 4woP [ dwipEw cos (wt) +
Fh (t) = 4w, f dQI—Q—| [ il (wgz_ ;22) cos (02) (5.54)
|val e
A expressdo (5.53) pode ser escrita como
d P
() = (abs | )+ F ) + Bar ), 659
dt M
onde
L) = A’Alu.'o/al’w|Lw|f2 sen (wt)
Lsen (w't) e, para v < W,
- t.el“"’t,_ t S N = W, (5.56)
Tm® | Tame T para v >w,
e
Fr(t)=2vL(t), (5.57)

sendo W' = JwZ —y2e vy =7+ /7% —w? (o cdleulo de L () e Fj;, (t) sdo apresentados no
Apéndice E).

Logo, se o estado inicial do sistema apresentar um momento médio inicial (p)g = p, ¢ uma
posi¢io média inicial {g} 5 = ¢o, este evoluird como

@O = | FEO+ne|+ e s

Po

Mo

Y - -
= g, [cos (W't) + —sen (w’t)] e+ sen (W't)e ™, (5.59)
para v < w,, que corresponde 2 trajetdria classica.
Observe a importincia de adotarmos a condig¢io inicial (5.52) para os osciladores do banho.
Se considerassemos que estes osciladores inicialmente se encontrassem em equilfbrio em torno da
origem, isto €, se tivéssemos )

{(g)g =0, (pi)g =0, (5.60)

ao invés de (5.52), ndo teriamos o termos 2vL (¢) em (5.58). A evolugdio de (g (¢)) neste caso seria
dada por

{q(t)} = qo [cos (W't) — %sen (w’t)] e+ ﬂﬁzulsen (W't) e ™, (5.61)

.....

nula as expressdes (5.59) e (5.61) concordam. Entretanto, no caso de termos g, 7 0 as expressdes
(5.59) e (5.61) irdo diferir por uma fase. Fisicamente o que ocorre ¢ que se os osciladores do

(5.52)), quando esta ¢ inserida no banho, estes osciladores irfio “puxar” a particula até atingirem
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esta distribui¢io “adequada”™®. Esta forca ird agir sobre a particula durante um intervalo de tempo
da ordem de 1/w,. Portanto no limite w, — oo teremos uma forga deltiforme que causard uma

diferenca de fase. E facil de vermos a origem desta forga na expressio (4.33). Se adotassemos a
condigéo inicial (5.60) teriamos

(F)=-3 2

7 .3'

2

5 €08 (w;t) go = —4MY6 (t) - g, (5.62)
J

no limite w, — 00, ao invés de (F (t)) = 0.

A discussfio do pardgrafo anterior é bastante relevante. Ela corrige um erro cometido por H.
Grabert e colaboradores [8] que adotaram a condig#o inicial (5.60) e chegaram ao resultado errado
dado por (5.61). Na verdade a importincia da adogfo da condicAo inicial (5.52) no lugar de (5.60)
ndo havia sido observada nem mesmo nos artigos de Caldeira ¢ Leggett. Entretanto, nestes artigos,
o calculo via integragfio funcional foi feito de tal forma a se considerar apenas a evolugéo do sistema
depois de transcorrido um intervalo de tempo da ordem de 1/w., quando entéo a forga deltiforme
(5.62) ja desaparecera. Desta forma obtem-se também o resultado correto (5.59).

Poderfamos definir, sem perda de generalidade, C; = —mjw?. Neste caso terfamos

H= +V()+Z —--—-+}—m3 w? (g —9)°|.

A fungfo espectral seria dada por
w
J{w) = -3 ijw?és (w—wy)
i

e poderia ainda modelar qualquer dependéncia com a freqiiéncia desde que escolhéssemos a distribuigfio espectral dos
osciladores convenientemente. Na forma escrita acima fica clara (1) a interpretagio do modelo como um conjunto de
osciladores unidos a particula de massa M e (2) que a distribuicio “adequada” ¢ aquela em que todos os osciladores
do banho tem a sua posi¢io média dada por g, ({g;} = ga)-
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Conclusao

Neste trabalho utilizamos o formalismo da diagonalizagiio de Fano no estudo de algumas
propriedades de modelos para sistemas dissipativos.

No Capitulo 3 realizamos a diagonalizagfo exata da Hamiltoniana tradicionalmente utilizada
no tratamento de sistemas dissipativos dentro da aproximagio de onda girante. Calculamos
entdo a evolugfio de um estado coerente em contato com um reservatdrio a temperatura zero.
Verificamos que dentro da aproximagdo de onda girante um estado coerente permanecerd sempre
como um estado coerente durante o seu decaimento. Comparamos os resultados obtidos através
da diagonalizag¢do exata com aqueles obtidos através do tratamento via equacfio mestra. ILsta
comparacgio evidenciou claramente as condigdes (dissipagdo fraca e fung@o espectral ampla)
necessdrias para que o tratamento via equagfio mestra leve a resultados corretos. Visualizamos
também a evolugdo das excitagdes dos modos do reservatério. Vimos que estes evoluem do estado
de vacuo para estados coerentes, que esta excitagfo ocorre na mesma escala de tempo do decaimento
do sistema e em freqiiéncias em torno da freqiiéncia w, do estado coerente inicialmente excitado
no sistema.

No Capitulo 5 realizamos a diagonalizag@io exata da Hamiltoniana dissipativa (3.38), na qual
considera-se a inclusio dos termos contragirantes. Vimos, através do célculo da evolugédo do
operador de criagdo a do subsistema, que a aproximagao de onda girante é valida para este modelo
se e somente se forem satisfeitas as condigdes (5.31) e (5.36), isto €,

7lvw,f € wWo, (5.63)
Hw, < w,. (5.64)

Dependendo da fungdio |v,|> adotada, teremos H (w,) =~ l|u,,|” ¢ satisfazendo (5.63)
automaticamente satisfaremos (5.64). Entretanto, para outras fungBes, podemos ter H (w,) >
m |vwc,|2 ¢ (5.64) passa a limitar a validade da aproximagfo. Sendo estas condi¢Ges satisfeitas
vimos que o sistema apresentard uma evolugfio idéntica aquela determinada no modelo com a
aproximagdo de onda girante, a menos do deslocamento na freqliéncia w,. Verificamos que este
deslocamento sera dado por H (w,) em lugar de —F (w,). Como vimos estas func;oes, em geral,
apresentam a mesma ordem de grandeza, mas nfo sfo idénticas. Para fungGes |fuw| que se estendam
até freqtiéncias muito maiores que w, teremos H (w,) ~ —2F (w,).

A comparagio da Hamiltoniana (3.38) com a Hamiltoniana do modelo Caldeira-Leggett levou—
nos a estabelecer a relagio (5.7) entre a fungdio espectral J (w) deste modelo ¢ a fungfo [v,|°,

|2=LL“J)

2r Mw, .65

v
Na situacfio de dissipagio 6hmica e considerando a inclusdio do contratermo, vimos entio que
automaticamente Hg (w,) =~ 0 de forma que a Unica condi¢do para a validade da aproximagdo
de onda girante passa a ser

v & Wo- (5.66)

Uma questdio interessante a ser analisada futuramente seria a relagdo entre a validade da
aproximacio de onda girante e a fungfio espectral adotada para o sistema. Vimos que para a
dissipagéo dhmica, em que |v.,|* € linear para baixas freqiiéncias, temos Hy, (w,) ~ 0. Entretanto,
para funcdes espectrais diferentes, possivelmente Hg, (w,) passara a ter um valor aprecidvel. Neste
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caso, as duas condigdes (5.63-5.64) teriam de ser verificadas. Dependendo da relagfio entre Hp (w)
e |vw| a aproximacdo de onda girante poderia entfio vir a ser vilida apenas em condi¢bes de
dissipagdo muito mais fraca que a imposta unicamente pela condig¢do = |V, l < Wy, COINO OCOITE
para a dissipagfo 6hmica.

Quanto 3 evolugdo do estado coerente vimos que este permanecerd como um estado coerente
durante a sua evolugdo exclusivamente quando for valida a aproximagéo de onda girante ¢ se em
contato com um reservatorio a temperatura zero.

Um detalhe que vale ser mencionado é que o procedimento da diagonalizagdio de Fano nos
forneceu os operadores A, (ver (3.40)) que diagonalizam a Hamiltoniana do sistema global,
mas ndo os autovetores deste sistema. Sabemos que a transformagfio unitdria que nos leva dos
operadores a e b, (pertencentes ao subsistema e ao reservatério, respectivamente) ao operador
A, esta diretamente relacionada a transformagdo unitaria que nos permitiria escrever 0s novos
autovetores do sistema global em termos dos autovetores do subsistema e do reservatério [31] .
Entretanto, embora em principio esta relagfo exista, ndo € uma tarefa simples escrevé-la de uma
forma que permita a sua utilizagdo prética no caso das transformag¢Ses complexas que obtivemos
no presente trabalho.

No final do Capitulo 5 obtivemos ainda a evolugio do valor médio da posig¢do de um pacote de
onda em um oscilador harménico dissipativo. Anteriormente este calculo s6 havia sido realizado
via integragdo funcional. O método adotado neste trabalho permitiu-nos verificar a importincia de
adotarmos a condig#io inicial (5.52) no lugar de (5.60). Esta caracteristica importante do modelo
ndo havia sido observada em trabalhos anteriores, como discutimos no final do Capitulo 5.
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Apéndice A

Descricao do Campo Eletromagnético

Na eletrodinimica cléssica, os campos E(r;¢) e B(r, t) obedecem as equagdes de Maxwell:

V- -E(r,t) = E%-p(r,t), V - B(r,t) =0, (A.D)
VBt = -IB@it), VxBmD)=—2Er)+—irt), (a2
X (I‘, ) = -—E (I‘, )’ X (I‘, ) = 2 Bt r, 5_002.] r,t), (A.2)

onde as densidades de carga p(r, t) e corrente j(r, t) sdo aquelas associadas as particulas. Tomando-
se a transformada de Fourier espacial, as equagGes de Maxwell tornam-se:

ik-E(k,t) = Eip(k,t), ik-B(k,t) =0, (A3)

kxE(k,t) = —2Bk ), kBl 1) = & 2

1
p J(k,t), (Ad)

Ekt)+

onde E(r.t) e £(k,t), por exemplo, sfo relacionados através da expressio: E(r,t) =
W J B3kE(k, t)e’T. Asequacdes (A.3) fixam as componentes longitudinais &, e B, dos campos

elétricos e magnéticos, isto ¢, as projegdes sobre k/k de £ ¢ B:

ik
—fkt),  Bikt)=0. (A.5)

& (k’t) =

No espaco real estas relagGes tornam-se:

-1

E(r,t) = dre

/d?’r’p(r’,t)vr B,(r,t) = 0. (A.6)

1
=]
Logo, o campo magnético ¢ puramente transverso, enquanto o campo elétrico longitudinal coincide
com o campo Coulombiano associado com a distribui¢fo simultinea de carga p(r, t). Portanto, os
campos longitudinais ndo s3o variaveis realmente independentes do campo. Eles sfio zero ou podem
ser expressos, através de p, como fungfo das variaveis das particulas. J4 os campos transversos £
e B, que sdo as projecbes de £ e B no plano perpendicular a k, sfo variaveis independentes cujas
equagdes de movimento podem ser deduzidas a partir de (A.4):

%B(k, ty = —tkx €&, (k,t), «g—tg(k, t) = ctikx B (k,t) — Eijl(k, t). A7)
Na teoria quéntica € necessario considerar os potenciais A ¢ U relacionados aos campos E ¢ B
pelas equagGes
E(r,t) = — VU(r,1) — %A(r, B, Bt =V x A, &%)
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que no espago reciproco tornam-se
d
& (k,t) = —ikl (k,t) — aA (k,t), Bk, t) =ikxA(k,t). (A9
Os campos E e B sio invariantes por uma transformagio de gauge associada com a fungdo F(r,t),

A(r,t) — A'(r,t) = A(xr,t) + VE(x,t), Ulr,t) — U'(r,t) = U(r,t) — %F(r,t), (A.10)

que também podem ser escritas como
0
Ak, t) — A (k,t) = Ak, t) +ikF (k,t), Uk,t)—U (kt)=U(k,t)~ aJ’-‘(k,t) .
(A.11)
A partir das egs.(A.11) vemos que apenas A, e I{ sdio alterados em uma transformacfio de gauge,
enquanto A, ¢é um invariante de gauge: A’ (k,t) = A, (k,t). As egs.(A.9) mostram também que
os campos transversos £, ¢ B dependem apenas de A

5} .0
S_L(k,t)z—aAl(k,t), B(k,t):zkxaAl(k,t).
O gauge de Coulomb (V - A = 0) corresponde a escolha:

A, (k t)=0=A(r,t). (A.12)

Comparando entdo a componente longitudinal de £ dado por (A.9) com o &, dado por (A.5) temos:

1 1 p(r',t)
k,t) = —5p(k,t = pf ol
U (k,t) z—:okzp(k’ ) e portanto Ulr,t) 47r£ofd s 7

Logo, no gauge de Coulomb o potencial vetorial longitudinal € zero e o potencial escalar coincide
com o potencial de Coulomb associado com a distribuiggo instantdnea de carga p(r, t). Assim, neste
gauge as variaveis independentes do campo sfo o potencial vetorial transverso .4, (k,t) ¢ a sua
velocidade 4, (k,t) = —&, (k, ).

Podemos agora introduzir a seguinte combinagfo lincarde Ee B

a(k.t) =X(k) £ (k,t) — c% X B(k,t)} = A (k) [— AL (k, t) +iwA, (k,t)] ,  {A13)

onde X (k) é uma constante de normalizagio que mais tarde sera tomada igual a —i4/z,/2hw. A
equacgio de evolugdio para « € entfio bastante simples:

& (k, ) + iwar (k, t) = ——

Jo(k,t). (A.14)

e haw

Na auséncia de fontes (j; = 0), as varidveis a (k,¢) correspondentes a diferentes valores de k
evoluem independentemente umas das outras, com uma dependéncia temporal e~** onde w = ck.
As varidveis o assim descrevem os modos normais de vibragfo do campo livre e por esta razio sdo
chamadas de varidveis normais. .

A equagio (A.13) mostra que o, assim como &£; e B, € um campo transverso. Para cada
valor de k nds podemos introduzir dois vetores unitarios £ ¢ &', ortogonais um ao outro e ambos
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perpendiculares a k. Assim, cada conjunto (k, £) define um modo vibracional do campo e a varidvel
normal assoctada com este modo,

a. (k) =¢-ak), (A.15)

obedece, segundo (A.14), 3 equacdo de evolugio

o (k) + dwa, (K1) = —— ¢ .
& (k,t) + fwe, (k, 1) msj(k,t) (A.16)

Usando a condigéio de realidade para os campos E| , B e A, que, por exemplo, para E, € escrita
como &; (k,t) = £} (—k,t), nés podemos inverter (A.13) e expressar £, (k,t), B(k,t)e A, (k,t)
como funcdo de o, (k) e o (k). Uma transformada de Fourier entdio d4 a expansdo dos campos
transversos como fungfio das varidveis normais

E (r,t) = f d%Zz‘é‘w [ea. (k,t) e™" + eal (k, t) ™), (A.17)

B(r,t) = / &k B, [(k x e) a (k, t) ¥ — (k X s) ot (k, 1) e_ik'r] , (A.18)

onde

w = ck, k =k/k, £y = \/ hw/2e, (2)°, By = &u/c,

e lembrando que para o campo livre de fontes temos E(r, t) = E| (r,t) € a. (k, t) = o, (k) e "
Posteriormente, estas expansdes serfo escritas diretamente em fungfio dos operadores a. (k) €
a? (k) que sdo associados, na teoria quéntica, com as variaveis normais c. (k) e of (k). O
conjunto de graus de liberdade associados com o campo transverso € usualmente designado como
“radiacdo”. O estado da radiagfo ¢ assim definido em um dado instante ¢ pelo conjunto das
variaveis normais ¢, (k, ) para todos os valores de k ¢ €.

O procedimento de quantizagdo candnica requer um par de varidveis dindmicas conjugadas a
serem identificadas, que, ap6s a quéntizagdo, tornar-se-do operadores cujo comutador sera ifi.

Para o campo cletromagnético nés podemos introduzir uma Lagrangiana que contém apenas as
varidveis realmente independentes do campo (A, (k,?) e AL (k,t)) e as variaveis das particulas
(Lagrangiana padrio no Coulomb de gauge [11] que leva as equagBes de Maxwell para o campo ¢ as
equagBes de Newton-Lorentz para as particulas). Com esta Lagrangiana obtemos que o momento
conjugado A coordenada generalizada A, (k) ¢ dado por II. (k) = & Ae (k) [11] e as relages
canénicas de comutagio sdo entfio escritas como

[Ae (k) IIF (K)] = ififeed (k ~ K). (A.19)

O operador a. (k) associado com a variavel normal a. (k) € expresso como uma fungdo
dos operadores A, (k) ¢ II. (k) = &, Ae (k) através de uma equagdo andloga a (A.13).
Escolhendo uma constante de normalizagdo apropriada [}\ (k)= —z\/a/_%_w] , vemos que (A.19)
¢ equivalente a

[ae (k) ,a} (k)] = 606 (k — k), (A20)

com todos os demais comutadores iguais a zero.
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Como ja observamos € possivel inverter (A.13), agora escrita em termos de operadores, e utilizar
a condiglio de hermiticidade destes operadores para obtermos, através de uma transformada de
Fourier, a expansdo dos operadores de campo em termos de a. ¢ at. Deste modo obtemos

E,(r)= / &k Z i€y [:Ea,5 (k) elr _ eal (k) e*ik"] , (A21)

B (r) = f &rY B, [(k x s) ae (k) e — (ke x €) af (k) e-ﬂ“] . (A22)
O campo elétrico total E(r) ¢ escrito como

E(r) = E (r) + E,(r),

onde E,(r) € dado por (A.6).

Freqiientemente ¢ conveniente considerar o campo como estando contido no interior de uma
caixa cubica, de aresta L, sujeito a condi¢des periddicas nas faces. A vantagem deste procedimento
¢ a substituigdo das integrais de Fourier por séries de Fourier. No fim dos célculos podemos fazer
L ir a infinito e veremos que todas as predi¢des fisicas serfio independentes de L. Entretanto, se
estivermos tratando, por exemplo, do campo eletromagnético contido no interior de uma cavidade
com paredes constituidas por condutores perfeitos, ¢ facil ver que as condigbes periddicas que
imporemos a seguir serfio exatamente aquelas impostas ao campo devido as paredes da cavidade
[14] . Neste caso a dimensdo L terd uma realidade fisica. Entretanto, o procedimento independe da
forma da cavidade (que abaixo é considerada cibica), sendo que a tnica varidvel que restard serd
o seu volume (no nosso caso L?).

As componentes do vetor de onda s#o entdo miltiplos de 27/ L, isto €,

kygyn=2"Ngy /L, onde  n,, . sdo inteiros (positivos, negativos ou zero)

e os modos normais formam um conjunto discreto, cada elemento sendo designado por um sub-
indice j. As integrais de Fourier sfo substituidas por uma série seguindo a regra

/d?»k; Zg:f (k,e) & ) (-2%)3 f (kj€;) . (A23)

J

Os operadores de criag8o ¢ destruigdo sdo redefinidos por

7\ %2
a; = (—) / d*ka, (k), (A24)
2T of g

onde C; ¢ a célula elementar de volume (27/ L)? ao redor de k;. Os operadores a; e a;“ satisfazem
entdo a seguinte relagfio de comutagdo

[ai, CL;F] = 5” (A-25)

Os campos expressos em fungio de a; tem a forma

haw; : .
E, (r) = Zi\/ QE% [ajee™ ™ — afeje ™, (A.26)
j [2]
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B(r)= Z —2—1 / 2?053 [(EJ ij) a;e™T — (12J Xe:j) aje_ikj'r] , (A27)
3 o

lembrando que para o calculo de E| (r,t) e B (r,t), na auséncia de fontes (E(r,¢) = E, (r,1)),
basta substituirmos a; por a;e” i,
Na auséncia de fontes a Hamiltoniana do campo pode ser escrita como [11]

€o
2

que, utilizando as eqs. (A.26) e (A.27), torna-se

H=> hu (a;*a,- + %) . (A29)

H= d*r [E3(r) + B2 ()] , (A.28)
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Apéndice B

Diagonalizacio sem a Aproximaciao de
Onda Girante

Diagonalizacio da Hamiltoniana: Serd apresentado a seguir, em maiores detalhes, o
procedimento utilizado na diagonaliza¢io da Hamiltoniana (3.38),

H = hw,ata+ h/ QbsbadQ + Ak (a* + a) / (vabg + vbs) dS. (B.1)

Desejamos encontrar o operador A, que nos permita escrever (B.1) na forma diagonal (3.76).
Escrevemos A, em sua forma mais geral

A, = a,a -+ /dﬂﬁwgﬂbg + Xwa+ + /dQO‘w,gb-igh, B.2)

¢ impomos entdo a relacio de comutagéo (3.41):
[A,, H] = AwA,,. (B.3)
Substituindo (B.1) ¢ (B.2) em (B.3), temos

Qs [woa + f (’UQbQ + vﬁbg) dQ] +
+ f ﬂw’QQdeQ + f ﬁw,g’vadﬂ. (a+at)+
+X. [—woaﬂ‘ - (’mbn + 'U’éba) dﬂ] — (B.4)
— [ 0w dQ — [ o,0vdQ. (a+at) =
=w (awa + [dQB, gba + x,a* + [ dQo,0bf) .

Tomando agora os comutadores de ambos os lados de (B.4), na forma [(B.4),a"], [a, (B.4)],
[(B.4),b] ¢ [ba, (B.4)], obtemos:

W, = Well, + f (6%91)5 — Jw,gvg) dsl, (B.5)
WX» = —WoXo T+ / (6(‘,,91:}"2 — O'w,Q’UQ) ds2, (B.6)
wﬂw,ﬂ = (Ofw - Xw) vo + Qﬁw,ﬂ! (B.7)
won = (o —X,)vh ~ Qoua. (B.8)

Subtraindo (B.5) de (B.6), e isolando x_, temos

YW, B.9
Xw_w+wow ()
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que se substituido em (B.7) nos permite calcular B, cOmMo

1 2Wo
= |P——= -Q e 10
Bup = |Po—g +2)6 (0= D)| —=q0 ®.10
Analogamente, isolando o, o em (B.8), temos
1 we
= e B.11
w2 = I Qw +wov9a ®.1D

Agora, substituindo (B.10) e (B.11) em (B.5), e isolando z (w)? (e, é fatorado), obtemos

W - Wl 2w H (w)

zZ(w , A2)
(w) 20 ol ®
onde
H(w)=G{w) - F{w) = [val* aQ—P Mdﬂ. (B.13)
w—+ 0 w—
Resta-nos determinar «,,. Para tal, impomos a condigdio (3.42):
[A,, AT =6 (w—@). (B.14)
Substituindo (B.2) na equagdo acima chegamos a
o0k + fdﬂﬁw,nﬁz,n — XoX5 — /dﬂaw,goﬁ,,ﬂ =6{w—0a). (B.15)
Utilizando (B.9) e (B.11) obtemos, respectivamente,
* * 2w0 (LU + L:’) *
wly — XuXo = po wls - 16
¥ ™ XwX (w—l—wo)(w—l—wo)aa (B-16)

. (2w,)” G@)-Gw)
/dﬂdw’ﬂ%’n C wHw) (@ tw,) w—a et ®.17)

sendo G {w) dada em (B.13). Agora, utilizando (B.10), bem como (3.18-3.20), e depois de uma
algebra um pouco mais extensa, obtemos

* (2w,)? 2 L +GE) -G+
dQp, 050 = ~ wei | o : 18
/ oo (WHwo) (@+wo) | +[n2+ 22 (w)] )26 (w — &) ®19
Substituindo entéo (B.16-B.18) em (B.15), obtemos

* 2&.)0 i -~ ~
Oy O, @ +LE ) (3:) o) [7?2 + 22 (w)] ['uw[26 (w—@)=6(w~—d) (B.19)
e, portanto, devemos ter
|0{ |2= ((A)"‘wo)z 1 (}320)
“ 2w, |fuw|2 [72 + 22 (w)] ‘

O aparecimento da funcio z({w) em (B.9) ¢ discutido na pagina 26.
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Assim, temos «,, determinado a menos de uma fase arbitraria e podemos escolher

W+ w, 1

o = 2w, vtlz(w)—in]

Substituindo a expressio (B.12) para z (w), temos entdo?®

Vo (W + wy)

Q= - 7
w? — w2 + 2w, [H (w) ~ 7 |v,]]

Evoluc¢io do Operador o do Sistema:
Lembrando (3.84), (3.85) e que A4, () = A,e ™, temos

a(t) = f dwal Ae™™" — / dwx ,Abe™".

Substituindo (B.2), (B.9-B.11) e (B.22) em (B.23), e depois de alguma algebra, temos

a(t) = [dw ]L,,.,I2 [(w + wo)2 et — (w— wo)2 em] -

A L [2 — wd) e — (62 ~ ) at+

(W +wo) [Patg + 2 (w) 6 (w — Y] e~
_ Ez)‘;“;;) et

— (W — wo) [P + 2 (w) 6 (w — Q)] e™t
2, fdw Lo fdawy ] ~ @ “’?wwf)(_zwt(‘” )] ettt
+(w+n)

+2w, [ dw |Lw|2fdﬂvg

B21)

(B.22)

(B23)

(B.24)

onde |L,,|* é dada por (3.87). Substituindo a expressio (B.12) para z {w) chegamos & expressio

(3.86).

No procedimento de diagonalizagio supds-se que v,—q = 0, pois entdo teremos fD°° dwv,d (W) = vu=0/2 =

V=0 (: O)
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Apéndice C

A Introducio do Contratermo e o Calculo
de H (w)

1 Introdugiio do Contratermo AV (q)

Consideremos agora a Hamiltoniana (4.17) com AVg(q) dado por (4.11-4.13) ¢ V (q) =
1/2Muw2¢?,

2
_ P 1,292 1 2 2 ij
H= -—2M+2qu ——MAwq —I—E = j—i— mjw qr“T —I—E Cig5q. (C.D)

Podemos reescrevé-la em termos dos operadores a e b;, definidos em (5.1),

2
H = hw.ata— h‘i‘“

(b +bF).
/—--- )
(C.2)

Seguindo o mesmo procedimento adotado no Apéndice B, veremos que as equacBes (B.5) e (B.6)
serdo agora substituidas pelas equagGes

Mw,

Wo

(a+a+)2+2hwibfb¢+g ! (a+a* Z

Aw? Aw? .
o = (‘*’0 - m) ot oot [ (uatis = ouao) a2 ©3
Aw? Aw? .
e =T (w" B 2_%) Xo ™ Dy e T f (Buavd — 0uava) d; ()

respectivamente, As equagdes (B.7) e (B.8) permanecerdo as mesmas. Seguindo ainda com o
mesmo procedimento adotado no Apéndice B, veremos que todas as equagfes desse Apéndice
permanecerdo as mesmas com a Unica diferenca que a fungfo H (w) sera sempre substituida por

Aw?

Hp () = H () + 5~

(C.5)

a 2 .
Podemos escrever Aw? /2w, como fungio de |v,|” da seguinte forma:

Aw? _ 1 ol C’?
2w, 2w M = mws
1 2
- 2w M /d,'wg ) mw?
_ 1 2 J (w)
- QweM T oW



I"”WI2
= -2 dw—w , (C.6)

onde utilizou-se as relagBes (5.6) e (5.7).

2 Cialculo de H (w)
A fungdo H (w) ¢ dada por (3.83),

H(w) = ool 4o, _
@) /0 w—i—QdQ Pl w-a €D

a 2 P . . ~
Supondo que a extensfo de |vg|” para freqiiéncias negativas seja uma fungdo impar, podemos
escrever a primeira integral como

|’UQ| /_ — |'UQ|2 fo I’Ugl
el g0 - —Yal a0y = — _
/0 O | ) (—d?) QdQ (C.8)

Substituindo (C.8) em (C.7), temos
oo 2
Hw)=P / —Mdﬂ. (C.9)

Lembrando (5.8),
AQ

vo|* = ———, onde A=w?/mw C.10
| Ql Q2 + wgv ¥ c/ o) ( )
vemos que a |'UQ|2 adotada é realmente uma fungdo impar, considerando a sua extensfo para
freqiiéncias negativas.

Utilizaremos uma integragfio de contorno no plano complexo a fim de realizar o célculo de
H (w). Vamos considerar um contorno na forma de um semi-circulo de raio & — oo contido no
semi plano superior do plano complexo ¢ limitado pelo eixo real. Assim, consideremos a integral

oo —-R 2
I (w) z’Pf [oal A0 + lim Joel” €11

0 —w R—cofp 2z—W

Uma vez que |v,|° / (z — w) vd a zero, no limite {z| — oo, mais rapidamente que 1/ |z (z ¢ um
numero complexo) a segunda integral é nula [28] . Portanto, I (w) = H (w). O calculo de I (w) €
feito entdio pelo método dos residuos. No semi-plano superior temos dois pélos simples, em z = w
e z = iw,. Os residuos nestes dois p6los sdo dados por

Aw
= = —— C.12
Res{z =w) Ewr (C.12)
_ A w +iw,
Res(z=zwc) = —552—;’_—&)2 (C.}3)

Logo, teremos

o Aw o Awtiw,
Iw) = m(wz—l—wg)—i_‘?m (’_Euﬂ—l-w%)
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7 Aw,

w? +w?

H (w), (C.14)

onde o residuo em z = w foi multiplicado apenas por 7i por tratar-se de uma integral do valor
principal de Cauchy.
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Apéndice D

Consisténcia da Diagonalizacdo de Fano

Como vimos, (5.17) e (5.18), a diagonalizagio de Fano estard consistente desde que sejam
satisfeitas as seguintes relacdes ‘

I

Il

f do (Jowf? = l?) = 1, o.1)
0
[(w,) = / 40 (B Bo — Tanth) = 6 (w — ). ©2)
0

Estabeleceremos a seguir a condi¢fo para que estas relacdes sejam satisfeitas. Seguiremos um
procedimento muito semelhante ao adotado em [29] . Inicialmente consideraremos a relacdo (D.1).
Podemos reescrever (3.78) como

(w + w,)
—w2{1——[ —im vt —2 57 dﬂlvm]}

onde consideramos a inclusdo do contratermo AV (g) que nos leva 4 (5.11). Novamente se |v, |
apresentar uma extensfio impar para freqliéncias negativas podemos utilizar (C.9) e temos entio

(D.3)

oo oo 2
H(w)—m|@w|2='P/_m §'3m| dQ — i v, |* = - %'-_—i_—z—.gdﬂ, (D4)
onde ¢ € um infinitésimo positivo. Podemos entfo escrever (D.3) como
v {wH wo) s
onde
20 vl / |vn|
y{w)=1 o / 0wt zedQ 2 dSi—— (D.6)
Considerando (D.5) ¢ a expresséo (3.80) para x,, temos [ em (D.1) dado por
wow I’L'wl
dw : 7
R e

Extensio do Limite de Integragdo para —oc: _
Pretendemos estender o limite de integracéo inferior em (D.7) até —oo ¢ entfo realizarmos a
integragdio no plano complexo. Isto pode ser feito se assumirmos uma fung&o |v,,|* com extensdo
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tmpar para freqiiéncias negativas. Primeiramente vamos decompor o integrando de (D.7) em
frages parciais,

Wl |vw|2 B Aw + Bw D5
w? — Wy @) W Wiy W) W Wiyt (@) |
Comparando os dois lados de (D.8) obtemos
2
1
A=-B= v | =, (D.9)

2iwe Im [y (W)l im
Substituindo (D.8-D.9) em (D.7) temos

1 oo W o w
_EUO dww2—wﬁy(W)_fo o w? — wiy* (w) ] ®-19

Pode-se mostrar facilmente que y* (w) = y (—~w) , se |fuu,|2 for uma fungfo impar, ¢ assim podemos
escrever (D.10) como
1 [ w
Io= — dw— D.11
oI 00 - w2y ( ) ( )

Determinaciio dos Zeros de Y (w) = w?-w?2y (w):

Agora, pararealizarmos a integral (ID.11) no plano complexo precisamos saber quais $30 0s polos
do seu integrando, 1st0 ¢, precisamos conhecer os zeros da fungio ¥ (w) = w? — w2y (w).

Supomos que |vw| seja uma fungfo analitica no eixo real, conseqiientemente y (w) também serd
analitica neste eixo e a extensio de y (w) para freqiiéncias complexas & serd analitica no semi-plano
inferior. Assim, estendendo a defini¢io de Y (w) para freqiiéncias complexas @ = wg — iw;, onde
wpg € w; sdo reais positivos, teremos

Y@ = & -wy@)

oG 2 _
= lwh~w?—wiit 2wo/ dQ [val (29 W) 5 — 4wo/ dQIUn|
oo {2 —wr)" + (w; +¢) 0 Q

oo 2
—i2 |:wa45 + wo/ df} |vﬂ| 5 (Ldi + E) (D.12)

o  (Q—wr)+ (wi+e)

Agora, sendo |’Ug|2 > 0 para 2 > 0 entdo os dois termos que compdem a parte imagindria de
(D.12) terfio 0 mesmo sinal e portanto a sua soma s6 serd nula quando ambos forem nulos, o que
ocorre apenas se wp = 0. Logo, se os zeros de Y (@) existirem eles certamente estarfio sobre o
eixo imagindrio. Procuraremos por eventuais zeros no semi-plano inferior. Fazendo wgr = 0 em

(D.12) temos
/m an—Lral' 2 —/mdn—m"““'?
0 Q? + (w; + 5)2 0 0

A equagdo (D.13) mostra que ¥ (—iw;) apresenta um comportamento estritamente decrescente com
relagdo ao crescimento de w;. Logo, ela atinge o seu valor maximo quando w; = 0 que ¢ dado por

® |ug|? /' val®
Aol
/0 Q 0 A dQ—— 5 (D.14)
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(D.13)

Y(0) = —w?t+d,




Obviamente, Y () nfo ird apresentar nenhum zero no semi-plano inferior se o seu valor maximo
ja for menor do que zero, isto &, se

we > 0. (D.15)

Observe que se nfio tivéssemos incluido o contratermo AV (¢) em nossa Hamiltoniana a condigéo
para que Y (@) ndo apresentasse nenhum zero no semi-plano inferior seria

0 2
4/ dﬂ% < Wo. (D.16)
0

Lembrando (5.12) a condigdo (D.16) pode ser reescrita como
1Aw?| < Wl (D.17)

Caso (D.15) (ou (D.17)) nfo seja satisfeita Y (&) apresentard um Unico zero.

Calculo de I:

Vimos que se (D.16) (ou (D.17)) for satisfeita o integrando de (D.11) ndo apresentara pélos
no semi-plano inferior. Portanto, a sua integrac@o no contorno constituido de um semi-circulo de
raio R — oo contido no semi-plano inferior e limitado pelo eixo real resultard no valor zero. A
integral no eixo real serd portanto igual ao negativo da integral ao longo do arco C_ que fecha o
semi-circulo:

== dp———r. (D.18)
7w Jo @ —wiy(@)
Escrevendo @ = R.e~%, onde ¢ varia de 0 a w, fazendo o limite R — oc ¢ observando que o
limp oo ¥ (R.e““’) apresenta um valor finito temos

I=1 (D.19)

A equacfo (D.19) nfo sera satisfeita se (D.15) (ou (D.17)) néo o for, pois neste caso o integrando
de (D.11) terd um unico pélo no semi-plano inferior com residuo néo nulo.

Similarmente pode-se mostrar que (D.15) (ou (D.17)) € condigdo necessdria e suficiente para
que (D.2) seja satisfeita [29] .
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Apéndice E

Calculos Adicionais Associados ao Capitulo
5

1 Calculo de Fr ((q) g, (Pi)p;t)

A expressdo (5.49) para Fg (gq, pa;t) pode ser escrita como

Fr (g, pa;t —2\/ /dﬂvn mofl [(Q;t)fm-l-ﬁ(; 'nfsﬂ]’ (B.1)

onde as expressdes para J (£2;) ¢ £ (£;t) séo obtidas da comparagfio direta de (E.1) com (5.49).
Podemos agora substituir a expressdo (5.5) para vp em (E.1), temos

Fr (g0, pa;t) M/dQ\/ CQ|: (2 t) ga +H () QQ:| (E2)

Escrevendo (E.2) no limite discreto (num procedimento analogo ao que leva a (3.35), s6 que na
ordem inversa), temos

Falan, i) = 37 3 o [3(00) V300 o+ 2o [ ]

1/9(£2) me;

(E.3)

lembrando a relagdio (3.32) entre os operadores discretos e continuos, temos

b
Fr{gpit) MZC [ (u;t) @ + 9 (Qs1) QQ] (E4)
Adotando a condigfo inicial (5.52), temos
, ey
Frlgdp (Pidrit) = Fal)lds=—7; mjﬂ?ﬁ (€2:51) {9)g
1 6’2
= dfg () — 53 (1) (a)s

M
= dn"”g' 30 s,

onde utilizamos novamente a relagiio (5.5). Substituindo a expressfo para J (£2;t) chegamos &
(5.54).
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2 Cilculo de L (t)
Apresentaremos agora o calculo da fungdo £ (¢) dada em (5.56),

L(t)= 4wof dw [Lwlf2 sen (wt) . (E.5)
0

A fungdo |L,|? ¢ dada em (5.28),

84 w

|L‘-J|?% - 2 2
Twe (w? — w?) + (2yw)

(E.6)

Uma vez que a fun¢io | L, |i-£, estendida para freqiiéncias negativas, ¢ uma fun¢fo impar, temos

£0) = w2, [ dultfe]

= Im F / " du 2 Qe’?“t] . ED
7)o 02 ¥ o)
Temos ainda
yw Yw
= @) (omu) (v i) (0-wty) (o-wi))
onde
wfj_) = +w' + i, wE—L_) = tw' — iy e W= w2 — 42, (E.9)

Podemos entfio realizar a integral em (E.7) utilizando a integragio de contorno no plano complexo.
Consideremos um contorno na forma de um semi-circulo de raio R — oc contido no semi plano
superior do plano complexo e limitado pelo eixo real. A fungo |L,,|% vai azero, no limite |w| — oo,
mais rapidamente que 1/ |w|. Logo, a integral em (E.7) sera dada por 27i x (residuos no semi-plano
superior) (ver Apéndice C), isto ¢,

1 1 L o
L(t) = Im<{—x2mwi|— ie“(w v _ L i~ +im)t
s 47 \ o’ o

< sen (w't) e, para Y < We,

= 1 —yq t 1 —Yqt
e 1 ——e 2 ara > w
{ Y271 + Y172 ! p v 2

(E.10)

sendo w’' = \/wZ—"2evy,, =7+ +/7?—w?i Paray = w, o procedimento & andlogo, s6 que
neste caso devemos lembrar, ao calcular os residuos, que teremos polos de segunda ordem.

3 Calculo de F} (¢)
Apresentaremos agora o cilculo da fungio F}, (f) dada em (5.54),

4w ’P'fdw Lolr oreBw cos (wt) +
+m§‘ (w? ~ 2) cos ($2)
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e [val”
J-"R(t)—élwo/dﬂ 2



Podemos escrever Fy, (t) como
Frt)y=hL(t)+ L), (E.12)

onde,

2 oo 2
Ly,
L) = 4wo/dﬂ|—’%l- [4w073/_ de|2 _|f)2wcos (wt)

d lval* [L1 [*  dw 2yw.sen (wt)
= - —_— — . LE.13
4w°dt ol Q Pvr f_m Q% — w? (w2 — w2)? 4 (2yw)? A

O célculo da integral em w pode ser feito pelo método dos residuos e resulta em
1 oo duw 2w, senfwt) .
P e a2 iy =

- (92+724w’;)2+(2’m1)2 [(Q%f’_wm sen (w't) + 27 cos w’t) e_ﬂ{t] - (514
2 cos (£t} .

(22w (240

Podemos substituir (E.14) em (E.13), calcular a integral em €2, e mostrar que I; (¢) = 0. Assim,
resta-nos

Frt) = L) = 4wofdQ|L—3]2E (w? — Q?) cos ()

2 _ 02
Y (a0 W, — 1
™ (2 - w2)” + (2702)

5 cos (Q) . (E.15)

O célculo desta dGltima integral também pode ser realizado pelo método dos residuos e entdo
obtemos

Fr(t) =2vL(2). (E.16)
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