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Resumo

Neste trabalho propomos um novo método teérico de estudo dos sistemas eletrénicos cor-
relacionados de baixa dimensionalidade, na presenga de um campo magnético uniforme. Esta
técnica trata da bosonizagdo das excitagdes de baixa energia dos sistemas fermidnicos e foi inspi-
rada em métodos anteriores de bosoniza¢do em uma ou duas dimensdes sem campo magnético.
No esquema proposto, a bosonizagao das excitagdes de baixa energia ¢ elaborada a partir da
descrigdo quantica natural das particulas carregadas na presen¢a de um campo magnético uni-
forme, qual seja, a dos Niveis de Landau. No decorrer, mostraremos como este método pode ser
aplicado a problemas recentes, em que as propriedades dos sistemas eletrdnicos confinados em
duas dimensdes, obtidas experimentalmente, indicam a necessidade de novos métodos tedricos
de investigagao.

- —
e. A Cuvmb i r\.r.?_clcx,(‘cnib

Yene de ci ]a»,Qp c»Q;-wuo 'Lcm:t LL}(JFQLB
°o a?\o\,ﬁ;\_c!c,_, - J l PPy
Em meméria do meu grande
amigo e irméo Luciano Cabrine.

warlmg s | cie D.oj:-\%l%o de

1998

—

uw., ..amp H
BLICTEC S CENTRAL |




FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFGW- UNICAMP

Waestfahl Jr., Harry
WS526b Bosonizaciio em niveis de Landau / Harry Westfahl. —
Campinas, SP: [s.n.], 1998,
Orientador: Amir Ordacgi Caldeira.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual Campinas,
Instituto de Fisica "Gleb Wataghin®.
1. * Bosonizacido. 2. Efeito quintico de Hall. 3. * Niveis
de Landau. L Caldeira, Amir Ordacgi . IL. Universidade
Estadual de Campinas. Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”.
1L Titule.
UNIDADE_ T & & S
N.* CHAMADA :
- Kg'l ;\.“ (-
sl s
v, Ex.
TCMGO BC/JE’;_S_.'_;-_Z_;}_}__ 1 ’45/7;’:
proc. 395).98
L
PRECO R &1 00
DATA__ _ »
N CPD 2 ModP! FRY Y-




Instituto de Fisica “Gleb Wataghin”
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

Secretaria de Pés-Graduagdo CAIXA POSTAL 6165
CEP 13083-970 — Campinas-SP - Brasil
Tek: (019) 788-5305
Fax: (019) 289-2424

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA TESE DE DOUTORADO DE HARRY
WESTFAHL JUNIOR APRESENTADA E APROVADA AQ INSTITUTO DE FISICA “GLEB
WATAGHIN’, DA UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS, EM 26/08/98.

COMISSAO JULGADORA:

V.

Prof. Dr. jg(r Ord?‘u Caldeira (Orientador do Candidato) -

IFGW/UNJCAMP

Ty

(4/ s .
Prof. Dr. Edﬁ‘é?!uﬂaftera Marino — IFITRJ

U taAml

Prof. Dr. Nelson Studart Filho — IF/UFSCar

76320 A-;. J;%A_,)ﬁ\""—"—_\ 3

Profa. Dra. ‘Kycsko Furuya — IFGW/UNICAMP




Agradecimentos

Em primeiro lugar, agrade¢o ac meu orientador e amigo Prof. Amir O. Caldeira pela sua paciéncia,
dedicagao, amizade e orientagio durante os anos em que trabalhamos juntos. Sou também imen-
samente grato a toda minha familia, que sempre me deu incentivo e suporte em todos os passos
da minha vida e, em especial, & minha esposa Daniela por sua compreenséo e apoio e pela leitura
critica da versdo preliminar deste trabalho. Finalmente, expresso gratiddo a todos os meus amigos
e amigas envolvidos direta ou indiretamente no desenvolvimento desta tese. Em especial, ao Prof.
Eduardo Miranda pelas discussdes inspiradoras e de valor inestimdvel para o meu aprendizado
durante o ultimo ano, a Eduardo Gueron pela ajuda computacional e a Maria Ignez Mokarzel que,
como secretaria da pés-graduagio, sempre fez de tudo para tornar a minha vida e de meus colegas
0 mais simples possivel.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho tive o prazer de ter como colaboradores os Profes-
sores Eduardo Miranda, Ant6nio Hélio de Castro Neto e Dionys Baeriswyl.

Este projeto de Doutoramento foi financiado, durante os 37 primeiros meses, pelo CNPq e nos
seus ultimos 17 meses pela FAPESP.



Bosonizacao em Niveis de Landau

Harry Westfahl Janior



Capitulo 1.

Sumario

Introdugdo

1.1. Bosonizagio em 1D
1.2. Bosonizagao em D>1

Capitulo 2. Bosonizacao 2D em um campo magnético
2.1. Fermions independentes em niveis de Landau
2.2. As excitagoes elementares - Bosonizagao
2.3. Propriedades Fermiénicas

2.4. O problema do “X-Ray edge” no campo magnético

Capitulo 3. Sistemas interagentes no campo magnético fraco: elétrons normais

3.1. Bosonizagdo dos magneto-excitons
3.2. O campo vetorial bosdnico

3.3. Propriedades fermiénicas

3.4. Interagdes do tipo carga-carga

3
6
17

31
32
35
41
45

55
56
61
62
65

Capitulo4. Sistemas interagentes no campo magnético fraco: fermions compostos

71

4.1. Transformacio de Chern-Simons
4.2. Flutuagoes de gauge e bosonizagao
4.3. Modos normais dos fermions de Chern-Simons

Conclusoes e Diregoes Futuras

Apéndice A.
Apéndice B.
Apéndice C.
Apéndice D.
Apéndice E.
Apéndice F.

Particulas carregadas no campo magnético
Estados de Fase

Teorema de Kohn

O magneto-exciton de Kallin e Halperin
O operador densidade de corrente

Resposta linear e Fungoes de polarizagao

Referéncias Bibliograficas

73
76
79

83
85
87
89
91
95
97

101



CAPIiTULO 1
Introducgao

Pode-se dizer que a maior parte do conhecimento acumulado na fisica da matéria
condensada, ao longo das dltimas décadas, baseia-se em modelos simplificados de
sistemas formados por muitas particulas independentes.

Um dos exemplos mais marcantes desta afirmacdo é o do modelo de Drude{1] do
gas de elétrons independentes para a condugido elétrica e térmica em metais, refor-
mulado mais de vinte anos depois por Sommerfeld[2], ja no contexto da mecanica
quantica.

No entanto, por muito anos permaneceu uma intrigante divida: por que um
modelo de particulas independentes descreve tao bem um metal, se este é composto
por um numero enorme de particulas carregadas, os elétrons, que sofrem constan-
temente a agdo da repulsdao Coulombiana? Este enigma s6 foi resolvido no fim dos
anos 50, com teoria de Landaul3, 4] do liquido de Fermi, segundo a qual, supondo-
se a existéncia de entes chamados quasi-particulas, as propriedades de um sistema
de elétrons (ou fermions, de forma mais geral) interagentes sdo qualitativamente
similares 4s de um sistema de fermions independentes.

Nio sio poucos, porém, os exemplos de sistemas, tais como os materiais mag-
néticos e os supercondutores, em que um modelo de particulas independentes é
completamente inadequado. Nestes casos, faz-se necessiria uma abordagem que in-
corpore, pelo menos de forma semi-classica (desprezando flutuagdes quéanticas), as
modificagoes no estado fundamental do sistema causadas pelas correlagoes. De fa-
to, a compreensao do comportamento destes materiais, usualmente, passa por uma
formulacdo de campo médio, fundamentada em um estado quéntico de referéncia e
coerente com as propriedades termodinamicas do pardmetro de ordem do sistema.

Mesmo assim, ha certas situa¢des em que, nem uma abordagem do tipo Liquido
de Fermi nem mesmo uma formulacdo de campo médio conseguem prever o compor-
tamento de um sistema de muitas particulas interagentes. Este é o caso dos sistemas
de elétrons interagentes de dimensionalidade reduzida, encontrados em alguns con-
dutores organicos quasi-1D tais como TTF-TCNQ, (TMTSF).X e (TMTTF).X[5],
nos estados de borda (1D) de sistemas que apresentam o efeito Hall Quéntico
Fracionario[7], nos planos de CuO; em cerdmicas supercondutoras[8] ou em gases
de elétrons quasi-2D formados na interface de heteroestruturas semicondutoras[9].
Em tais situactes, é fundamental que o método teérico a ser adotado se aprofunde
nos efeitos resultantes das correlagdes, e que, ao mesmo tempo, possa avaliar o efeito
das flutuagbes quanticas desprezadas em aproximagoes de campo médio.



6 1. INTRODUGAO
t v
SN pr
ol NONON NONONON NONOHNON I N6

Ficura 1.1.1. Rede Unidimensional

Neste contexto, entao, surge a Bosoniza¢do de campos fermidnicos: uma técni-
ca nao-perturbativa que tem se tornado cada vez mais importante para o estudo
das propriedades dos sistemas fermionicos interagentes. A seguir, faremos uma
breve introdugao a algumas das principais abordagens na bosonizagao de sistemas
fermiénicos e, em seguida, exporemos a nossa contribuicio nessa area. E impor-
tante salientar que em tudo o que segue estaremos tratando, por simplicidade, de
fermions sem spin.

1.1. Bosonizagido em 1D

As investigagdes pioneiras desta técnica foram feitas por Bloch[10] em ondas de
som de sisternas eletréonicos unidimensionais, sendo, posteriormente, estendidas e
fundamentadas intuitivamente por Tomonaga[11].

Inicialmente, o que mais chamou a atengdo nesta abordagem foi a simplici-
dade conceitual e operacional que resultou da descricio de todas as excitagoes
de um sistema fermiénico através de uma linguagem bosdnica[12, 13]. Atual-
mente, a bosonizagio de campos fermidnicos unidimensionais € um campo bastante
maduro[14, 5, 6] tendo um impacto ainda mais profundo na teoria dos sistemas
correlacionados em 1), onde estabelecen um novo poento fixo hoje conhecido como
Ligquido de Luttinger [14].

A seguir, faremos uma breve introdugao ao método de bosonizagao em uma
dimensao, ressaltando os seus principais fundamentos e suas maiores conquistas.

1.1.1. Elétrons interagentes em 1D. Comecemos com o modelo mais sim-
ples de fermions interagentes sem spin em uma rede unidimensional, como a da
figura 1.1.1, cuja Hamiltoniana é dada por:

(L1.1) H=3Y —ot v () +Va@)al).

<i,j>

Na Hamiltoniana acima, 1 (¢) é o operador que cria um fermion no sitio i, 7 (i) =
Wt (3).1,!; (z) éo operadoy namero de fermions no sitio ¢ e asoma }_, .. é sobre todos
os sitios ¢ vizinhos de 7.

A situagao mais interessante acontece quando o nimero total de fermions é igual
4 metade do ndmero de sitios. Neste caso, quando V > 0 e |V/t| = o0, o estado
fundamental assume uma configuragdo em que os fermions ocupam sitios intercala-
dos de forma a minimizar a energia de repulsio. Neste estado, conhecido por onda
de densidade de carga, ou CDW, o sistema se torna um isolante, ja que existe um
gap da ordem de V entre o estado fundamental e os estados excitados que podem
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transportar corrente. Este tipo de transicao Metal-Isolante também é conhecia por
transicdo de Mott-Hubbard|5, 6]

A principio, poderiamos pensar que o mesmo tipo de argumento se aplicaria ao
caso em que V/t é finito, ou seja, partindo de uma abordagem de campo médio,
poderiamos supor que o estado fundamental, mesmo no caso em que V/t é finito,
possui uma ordem de longo alcance do tipo CDW:

1 A

() = 5+ (15

Esta hipétese leva a uma equagdo auto-consistente, peculiar a toda teoria de
campo médio, que define o valor do parametro de ordem A:

1—%X(W,A)=o,

onde x (g,w) é a susceptibilidade elétrica do sistema.
Acontece que, devido & propriedade de “nesting”®, a susceptibilidade tem uma
divergéncia logaritmica em A, o que leva diretamente ao resultado

A o e "V,

Ou seja, nesta aproximagao, o estado fundamental do sistema é instavel a for-
macdo de uma CDW para qualquer valor da constante de acoplamento V. E impor-
tante ressaltar que se V' < 0 ha também uma instabilidade com relagado 4 formagao
de um estado supercondutor. Atualmente, estes dois fenémenos sdo conhecidos por
instabilidade de Peieris-Cooper.

Todavia, estas transi¢des de fase, na realidade, ndo se verificam desta forma,
havendo, de fato, um valor critico para a constante de acoplamento. No caso, sao
as flutuagoes quanticas, desprezadas na formulacgao de campo médio, que modificam
este cenario.

Entao, esse dilema s6 pode ser resolvido através de uma abordagem diferente da
de campo médio. Dentre as véirias técnicas de abordagem do problema de elétrons
correlacionados em 1D ( como por exemplo, a do “Ansatz de Bethe”, e a das identi-
dades de Ward ), descreveremos agora a de bosonizagéo, que é o tema central desta
tese.

1.1.2. Modelo de Tomonaga-Luttinger. A descricao das excitacoes neutras
de um sistema fermibnico passa, inicialmente, pela linearizacao da relagao de dis-
persao dos fermions numa regiao proxima a superficie de Fermi.

Como exemplo, temos o primeiro termo da Hamiltoniana (1.1.1), que descreve

um conjunto de fermions ndo interagentes (com parimetro de “hopping” ¢} em uma
rede 1D:

Hy= Y -ty (i) v(5).

<i,j>

lsuperposicao de duas partes da superficie de Fermi através de uma translagio de momentum
g=m
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Esta Hamiltoniana pode ser facilmente diagonalizada, através de uma transfor-
mada de Fourier para o espage de momenta, do tipo

ficando como

onde ¢, = —tcos (k) e k = 2In, (n € Z).

No estado fundamental, todos os estados de energia com momentum |k| < kg
(onde kr = 2782, N.—numero de fermions e N=ntmero de sitios) estdo ocupa-
dos. Como nos interessam apenas as propriedades assintoticas (baixas temperat-
uras, grandes comprimentos de onda) deste sistema, podemos adotar um modelo
muito mais simples. Nele, nos restringimos as excitacoes de momentum préximas
(dentro de um “cutoff” A) aos pontos de Fermi +kp, onde a relagido de dispersdo
pode ser linearizada da forma eyg, 14 = *vr + ¢ (A =1). Dai, a parte relevante da
Hamiltoniana é dada por

(1.1.2) Hy =vp Z {qcﬂﬁch - qci,qc_,q} ,

lgl <

onde definimos

Ct,q = Qtkptq-

Fica claro, na Hamiltoniana acima, que tal aproximacao introduz uma lei de
conservacdo de chiralidade dos fermions, ou seja, além de haver conservagdo de mo-
mentum ¢, cada fermion conserva o sentido do seu movimento (£, direita/esquerda).

De forma equivalente, o operador fermiénico, j4 numa versdo continua (N — oo),
fica dominado apenas pelas componentes de Fourier proximas aos pontos de Fermi:

(1.1.3) ¥(z) == > EErr g+ TR
lq <A

(11.4) = Ty, (@) + e Frry_ (o),

onde

(2 (-'L') = —F= Z e"‘”ci,q.

Agora, com o intuito de tornar este modelo exatamente solavel, podemos fa-
zer A — 00. Isto introduz estados de energia negativa, que deverdo ser mantidos
completamente ocupados, pois nao fazem parte da fisica do sistema real.

Na realidade, a Hamiltoniana resultante da inclusao de estados de energia nega-
tiva é idéntica (fazendo ¢ = vp) & Hamiltoniana de umn sistema de fermions de Dirac
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FIGURA 1.1.2. Linearizacéo da relacio de dispersio

sem massa em 1D, onde as componentes do campo de Dirac (duas para fermions
em 1D) séo exatamente as partes v, (z) e ¥_ (z) do operador fermiénico. Neste
caso, sim, os estados de energia negativa fazem sentido. Contudo, o problema que
estamos interessados ndo envolve fermions relativisticos ¢ muito menos estados de
energia negativa.

1.1.3. Bosons de Tomonaga-Luttinger. As excitacdes neutras do modelo
acima consistem em um par elétron-buraco na vizinhanca dog pontos de Fermi,
onde, para um canal +, por exemplo, o buraco pode estar em um nivel de k < kr e
o elétron num nivel de &k + ¢ > kr. A energia desta excita¢do, na aproximacio de
linearizagao, € simplesmente wy = qur. Assim, os operadores

(1.1.5) Prg= D CLpi Crir
k

que ddo as flutuagtes de densidade de carga nos canais +, quando aplicados ao
estado fundamental, criam estados excitados de energia w, = qug.

Tal afirmagdo pode ser rigerosamente provada com a ajuda dos 2 seguintes re-
sultados:

= Qs operadores (1.1.5) obedecem a relagtes de comutagio bosdnicas
L
(1'1'6) [p:l::—Q’ piﬂ’] = j':aq q

g 57"1_'
(1.1.7) [px,-g, P79l = O
onde L & o comprimento do sistema 1D.
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<« Baseando-se nas relacoes de comutagdo destes operadores com a Hamiltoniana
(1.1.2), pode-se inferir que

2rvE
(1.1.8) © Ho= I E[P+,qp+,~q+p—,—qp—,q]

720

Ou seja, toda a fisica das flutuacoes de baixa energia e longo comprimento de onda
pode ser descrita em termos de modos bosdnicos. Estes, por sua vez, podem ser
interpretados como os fonons de uma teoria de campo escalar unidimensional, como
VEremos a seguir.

1.1.4. Fermions como excitacoes topologicas. De acordo com o que vimos,
fica evidente que a dindmica do campo que descreve as propriedades assint6ticas do
gas de fermions em 1D é a de um campo escalar harménico em 1D (corda vibrante).
De fato, € possivel reescrever a Hamiltoniana (1.1.8) como

e[ [(052) -5 (%))

onde ® (z) é o campo de deslocamento “tipo fonon” da corda, relacionado com a
“flutuacao suave” de densidade de carga através da definicio

bp(z) = -2 22

v
1 8%(x) _ . . .
e o = 1 (z) é o momentum canonicamente conjugado a ® (), que se relaciona

com as “flutuacées snaves” de corrente através da definicao
i (@) = vl (z).

QOu seja, a corrente fermidnica generalizada J* = (pvr, j) pode ser identificada
como uma “corrente topologica”{15] do campo @ :

b= vy s
™

»

onde 8, = (3%, ). E facil ver, pela propriedade de antissimetria do tensor de
Levi- Civita que, como era de se esperar para uma corrente de matéria, esta corrente
é identicamente conservada.

Dizemos que §p{z) e j (z) representam “Autuagdes suaves” de densidade de carga
e de corrente, porque eles contém apenas as componentes de Fourier de longos
comprimentos de onda. Mais especificamente, eles sdo superposicoes dos operadores
bosonicos de flutuacio de densidade:

1 ,
op(z) = I Z € [pyq+ P-4
q

- v iqx
j(z) TF ;e % [pyq = P-g)
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Campo Bosbnico de deslocamento

Nz 1 /’———\_/\

| P

Flu de densidade

2x \ N
T Kinks = electrons

%+ "\/\/

/j_' S 4 / +

o % = L ¥

F1GURA 1.1.3. Kinks e flutuagdes de densidade no campo bosdnico.

Estas definigoes, além de estabelecerem a conexio completa entre os campos bosoni-
cos escalares e as propriedades fermidnicas, sdo o ponto de partida para a defini¢io
dos campos ® (z) e II(z) em termos dos operadores bosOnicos.

Mas, o maior poder da bosonizacao reside no fato de que, nio apenas as flu-
tuacoes de densidade (excitagGes neutras) podem ser descritas através de varidveis
bos6nicas, mas também as excitagGes carregadas (adic&o ou subtragio de particulas
ao sistema). Isto se resume na representacio do operador fermidnico em termos dos
campos ¢ (z) e I1 (z):

< Tendo em vista que a adicdo de um fermion no ponto zy da rede acarreta

uma. flutuagio local de carga do tipo dp(z) ~ §{z — zy), esta adi¢io pode
ser interpretada como a criagio de um “kink” de altura 7 no campe & (z)
(figura 1.1.3), representado pela funcdo degrau 78 (z — zp) (lembrando que
d(z — zp) = M%l) . Este “kink”(excitagio topologica do campo ® (z)), por
sua vez, & produzido pelo operador de deslocamento exp (—in [*° Il (z) dz).

Finalmente, combinando este operador de translagiio com um fator exp (+i® (z)),
que d4 a estatistica fermidnica correta, (uma vez que muda de sinal cada vez que h4

um fermion na posicio r}, teremos a representacéo bosodnica do operador fermiénico,
conhecida como forma de Mattis-Mandelstam.:?

U:E i
119 = Ur jeua),
( ) "nb:l: (ib') me
onde

ei(x)-—-ﬂfsl'l(x’)d:c'i@(x),

*Historicamente esta formula foi derivada pela primeira vez por Mattis em 1963. No entanto
foi Mandelstam quem 3 anos depois interpretou o fermion como um soliton de um campo bosdnico.
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U; sdo operadores unitarios que aumentam a carga Ny =: pig : do sistema®
(observa-se que os operadores bosdnicos, por si s6, ndo podem fazer isso, pois co-
mutam com Vi) e garantem a anticomutagio entre 9.. e ¥4 , e a é um “cutoff” de
curtas distancias (a« ~ 1/)).

Um fato notével nesta representacio é que os operadores O, (r) aparecem, ao
mesmo tempo, como campos de deslocamento dos canais + separadamente,

_ 1 Bei (JJ)
(1.1.10) P+ (z) = :Fé;r"——a—x—__ﬁ

e como geradores de “kinks”, pois estdo incluidos no expoente do operador fermiénico.
Esta propriedade serve de base para a construgao da forma de Mattis-Mandelstam
na bosonizagio da superficie de Fermi em dimensoes maiores que 1.

1.1.5. Propriedades do sistema interagente. A grande vantagem desta des-
crigdo completa do sistema fermidnico em termos de graus de liberdade bosonicos &
que agora tudo esta perfeitamente “pavimentado” para incluirmos a interagdo entre
os fermions. Ou seja, podemos incluir um termo de interacdo na Hamiltoniana do
tipo

1
Hue=3 Y, V(9)al 4ol 00
kgps=+
Seguindo as mesmas aproximagtes envolvidas nas segdes anteriores, este tipo de
Hamiltoniana pode ser reescrita, de forma genérica, como:

1
Hipy = § Z [94 (Q) PsgPs,—q + G2 (Q) Pa,qp——s,——q] + Humklappa
g.a=%

onde

Hymitapp = % Z 93 (q) c:,k—qcl,p-l-qc—a,pc—s,k
k.g.ps==+

e as fungdes g;(q) sdo transformadas de Fourier do potencial de interagio, separadas
em 3 diferentes tipos de processos de espathamanto representados na figura (1.1.4).

Os processos do tipo g2 (g) e g4 (¢) envolvem “espalhamentos frontais” entre os
fermions e conservam a carga de cada canal. J4 os processos gs (¢) ~ V (2kr + ¢) de
‘amklapp” vém do espalhamento entre particulas que se movem num mesmo canal
e s30 juntamente espalhadas para outro canal. Tais espalhamentos envolvem uma
transferéncia de momentum da ordem de 2kr e nao conservam a carga de cada
canal. No entanto, eles s6 ocorrem quando o momentum é conservado através do
momentum (+27) da rede reciproca. Mais ainda, mesmo que haja o suporte na
rede, estes processos s0 sio relevantes quando kr = 7 (banda semi-cheia), pois, caso
contrario, eles ficam enfraquecidos pelo principio de exclusado de Pauli.

3Utilizamos a notaciio padrao de ordenamento normal : : A := A — (A4)
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F1GURA 1.1.4. Processos de espalhamento

Além do mais, é esperado que as propriedades assintoticas do sistema sejam
dominadas pelos estados na vizinhanca da superficie de Fermi. Desta forma, é
bastante razodvel simplificarmos o problema fazendo g; (¢) =~ g (0) = g:.

Assim, uma Hamiltoniana fermidnica, que contenha os trés tipos de processos
descritos, pode ser expressa numa representacdo bosénica da forma:

H= H0+Hlnt_fdz

ruK u (9P (x) 2 2¢3
1 (a)’ +27rK( oz ) * (27a)® cos (22 (z))

onde

[27WF + 94 — 92] 12

2rvp + g4 + G2
1/2
- =) - ()
U [(UF -+ on o ;

Redefinindo os campos e ® (z)e Il (z) de acordo com a transformacio candnica

@ (z)
vK
(z) = VKI(z),

®(z) =
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podemos escrever a Hamiltoniana interagente numa forma candnica :

(1.1.11) H:/dm zgfﬁ (:1:)2+E— (6(5 (x))2+ 293 cOoS (2\/?&' (a:))

7 Ox (27ra)2

No caso mais simples, em que gz = 0, vemos que o efeito da interagio, extrema-
mente complicado de se estimar na representacdo fermidnica original, apenas altera
a “rigidez da corda” K e a velocidade u de propagagdo dos “fonons”. Note-se que no
caso ndo interagente K = 1 e u = vy mas, no caso interagente, quando a interagio
é repulsiva K < 1 e quando é atrativa K > 1.

Assim, as propriedades fisicas do sistema ficam completamente determinadas
pelo parAmetro K, que mede, basicamente, a intensidade de interagio entre os
fermions. De um lado, temos as propriedades termodinamicas {calor especifico,
compressiblidade, condutividade) que sdo apenas renormalizadas com relagio as
propriedades de um sistema nao interagente, 4 semelhanga do que acontece em um
liquido de Fermi. De outro lado, temos as propriedades de um corpo, e é ai que
o sistema interagente difere drasticamente de um liquido de Fermi. Isto pode ser
ilustrado pela fungdo de ocupagdo dos estados de momentum na vizinhanga da su-
perficie de Fermi

- ~1_
Nikprq & iy — Asign(g) g+ -9,
e pela densidade de estados de um corpo
N (Br +w) m |w| KK/

ambos obtidos a partir da fungdo de Green de um corpo, que pode ser calculada
exatamente com a bosonizagio.

Como se pode ver na ilustracdo {(1.1.5), as funcdes de distribuigio do sistema
interagente em 1D tém um comportamento completamente diferente do esperado
para um liquido de Fermi unidimensional. Basicamente, as fungoes de distribuigao
N (Er + w) € ngpiq, que Seguem uma lei de poténcia, ndo indicam a existéncia de
quasi-particulas fermidnicas (ng 44 descontinua para ¢ — 0 e N (Ef + w) finita para
w — 0). De fato, a hipitese de existéncia de quasi-particulas fermiénicas, que é a
base da teoria de Landau do liquido de Fermi, ndo se verifica para o gis de fermions
interagentes em 1D. A esta classe de sistemas interagentes da-se o nome de Liguido
de Lultinger.

O parametro K, que determina o comportamento das fun¢des de correlagio de
um corpo, também determina o comportamento das outras fungdes de correlagio,
no caso a CDW e a supercondutora. Num liquido de Luttinger, estas fungbes de
correlagdo também se comportam como leis de poténcia, o que indica que o sistema
tem um comportamento critico, jamais apresentando ordenamento algum.

Por fim, resta a inclusdo do termo g3 de “umklapp” . A inclusio deste termo torna
o modelo insolivel, a ndo ser para um valor especifico K = 1, em que o problema
pode ser “refermionizado”. No entanto, a simplicidade do modelo ainda nos permite
extrair importantes informacoes a respeito do comportamento assintético do sistema.
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FIGURA 1.1.5. Propriedades de um corpo no Liquido de Luttinger

Vejamos: para gs > (0, a Hamiltoniana bos6nica é equivalente & de uma corda no
topo da ondulagdo de uma calha cossenoidal. Nestas condigfes, a din&mica das
flutuagoes de longo comprimento de onda néo é afetada pelo termo em g; e, como
pode ser provado em uma abordagem de grupo de renormalizagao, este termo se
torna irrelevante.

Por outro lado, quando g3 < 0, o campo @ (z) oscila em torno de um minimo do
potencial (1.1.7) e, eventualmente, pode ficar confinado 14, tornando-se um campo
massivo. Em outras palavras, se g3 < 0, ha a possibilidade de aparecimento de um
“gap” nas excitagoes bosonicas de particula-buraco.

Na realidade, isto acontecer4 se as flutuagbes quinticas no campo @ () néo forem
fortes o suficiente para delocaliza-lo em outros mfnimos da “calha cossenoidal”. Tal
delocalizacdo ocorrerd quando a constante de rigidez K, que controla ao mesmo
tempo a intensidade das flutuagdes quinticas e a largura da barreira de potencial,
for suficiente para que o campo ® () possa vencer a barreira (Figura 1.1.7) e ocupar
v4rios minimos, criando multiplos pares “kink-anti-kink”.4
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FIGURA 1.1.6. Corda na calha cossenoidal

F1GURA 1.1.7. Corda tunelando entre minimos do potencial

Voltando ao problema inicial, podemos ver que [16] o limite continuo de (1.1.1)
possui uma interacio local com coeficientes g» = g4 = —g3 = 2V e vp = £. Con-
sequentemente, os pardmetros de Luttinger neste problema sdo dados por K =

2v\—L/2 t
(]. + s euU= -

Aplicando a este caso particular os resultados gerais obtidos, chegamos a con-
clusio de que, ao contrario do que foi previsto na aproximagio de campo médio, a
bosonizagéo mostra que o sistema nio necessariamente terd um gap de excita¢do. Na
verdade, isto s6 ocorrera se o acoplamento g3 for relevante, sendo que, uma anilise
mais profunda, fundamentada em argumentos de grupo de renormalizacao, mostra
que g3 se torna relevante quando K? < 1/2, ou melhor, quando % >z°

4Se lembrarmos que cada “kink” € na verdade um fermion, vemos que as tais flutuacdes quanti-
cas de “kink-anti-kink” da corda s&o na verdade as lutuactes quinticas desprezadas na aproximacao
de campo médio que correspondem a criagio de pares particula-buraco através do gap!

50 resultado obtido com a diagonalizagio do modelo discretizado via ansatz de Bethe|5] &
semelhante: % >1



1.2. BOSONIZACAQ EM D>1 17

Isto entao exemplifica uma das grandes conquistas da bosonizagao no estudo dos
sistemas de fermions interagentes sem spin em 1D.

A inclus@o de spin 1/2 neste modelo é feita de forma trivial, pois os graus de
liberdade de carga e spin permanecem completamente separaveis. Mais ainda, tal
separacao de carga-spin é outra caracteristica de um comportamento de nao-liquido
de Fermi prevista pelo método de Bosonizagao unidimensional.

Passaremos agora a uma breve discussdao acerca das generalizagoes do método
de bosonizac¢do para dimensdes maiores que um.

1.2. Bosonizagao em D>1

A primeira tentativa de se estender as idéias de bosonizacao para dimensoes
maiores foi introduzida por Luther[17]. Neste trabalho seminal, Luther propde
uma forma de se bosonizar um sistema de fermions relativisticos em 2D como uma
generalizacao da bosonizagio em 1D.

Como vimos, em 1D as propriedades de baixa energia dos fermions sao obtidas
a partir da dinamica de dois tipos completamente distintos de fermions - um para
cada direcdo de propagac¢do em uma dimensao. O que Luther propds entao foi a
generalizacao desta idéia, cosiderando que os graus de liberdade fermiénicos em 2D
sao também separéveis em canais dados por dire¢bes de propagacio, neste caso um
canal para cada angulo (entre —7 e 7) de orientacdo da velocidade.

Este método, contudo, ndo teve tanto sucesso quando aplicado em problemas de
fermions interagentes em 2D. Ocorre que em 1D apenas espalhamentos envolvendo
transferéncias de momentum igual a 27 geram processos de “umklapp”. J4 no es-
quema proposto por Luther para 2D, o menor valor de transferéncia de momentum
transversal a superficie de Fermi pode gerar processos que transferem carga entre
canais vizinhos, dificultando a sua operacionalidade.

No entanto, deste trabalho pioneiro desenvolveram-se duas frentes distintas bus-
cando uma generalizagio mais completa da bosonizagdo em 2D (ou 3D): uma dentro
da teoria quantica de campos e outra dentro da fisica da matéria condensada.

A primeira , desenvolvida por Marino[18] para um problema de fermions rela-
tivisticos sem massa, utilizando ainda a idéia de interpretar o fermion como excitacao
topoldgica de um campo bosénico,que, no caso 2D, deveria ser vetorial.

Ja a segunda, baseada nas idéias de Haldane |23}, e desenvolvida quase simul-
taneamente por Houghton e Marston e por Castro Neto e Fradkin|24, 25, 26, 27],
propds que, diferentemente do esquema proposto por Luther, os “canais” de divisdo
do problema fermiénico em 2D deveriam conter também graus de liberdade de mo-
mentum transversais dentro de uma largura A em torno das dire¢des de propagacao.

A seguir passaremos a uma breve discussdo dos fundamentos destas duas pro-
postas para, apos, descrevermos a nossa contribui¢ao neste campo.

1.2.1. Bosonizagdo Vetorial em 2D. Seria natural pensarmos que a gener-
alizagao da bosonizagao para 2D partiria de uma representagao vetorial dos campos
bosonicos, para que os fermions fossem excitagoes topolégicas deste campo vetorial,
mais especificamente, vdrtices. Uma das primeiras abordagens sob este ponto de
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vista, fol no trabalho de Marino [18]. Neste trabalho, foi demonstrado que, em
2D, a teoria de campo bosdnica correspondente a um sistema de fermions relativis-
ticos ndo massivos é do tipo Mazwell-Chern-Simons ndo local [19]. Mais ainda,
mostrou-se que as excitagoes topoldgicas (vortices) desta teoria sdo precisamente os
tais fermions relativisticos ndo massivos.

Para tratar os operadores de criagio de excitagdes topolégicas em uma teoria de
campo em 2D, Marino fundamentou-se no conceito de dualidade ordem-desordem,
introduzido por Kadanov e Ceva|20] na fisica estatistica, generalizado por Frad-
kin e Susskind[21] para solitons em sistemas de spin e generalizado para sistemas
continuos por Marine e Swieca|22].

Dualidade Ordem-Desordem em 1D. Comecemos mostrando como esta estrutura
de ordem-desordem aparece na bosonizac¢ido 1D: em uma teoria quintica de campos
bosénicos, como a que acabamos de ver na bosonizac¢ao unidimensional, pode-se dizer
que os operadores de criacdo de solitons (i) desempenham um papel de pardmetro
de desordem.

Isto porque, a sua regra de comutacao (dual) com os operadores o, cujo val-
or médio &€ o parametro de ordem do sistema, garante, dentre outras coisas, que
(o) {u} = 0. Ou seja, quando o sistema estd numa fase ordenada com (o) # 0, nec-
essariamente () = 0. Por outro lado, quando () # 0 (fase desordenada), deve-se
ter {0} = 0 e ndo h4 quebra de simetria resultante do ordenamento.

Atualmente, sabe-se que esta estrutura de ordem-desordem é a base fundamental
por tras do método de bosonizagao. Por exemplo, podemos ver que a Lagrangeana

Ll ()] = f d [zwi{u (B%Ez))z + 2:1( (84(;:2:::))2 + (zig;)z cos (28 ()

correspondente & Hamiltoniana (1.1.11) é invariante segundo operacio ® (z) —
® (z) +n. Logo, o operador

o(x)= g2 (®)

goza de uma simetria discreta, do tipo o (z} = —o (z) e pode ser identificado como
um parametro de ordem.

Além disso, como j& haviamos salientado, o operador p (z) = exp (i [ 6 (z — ') I1 (z') dz’)
cria um soliton no campo & (x), e &, portanto, o candidato natural a parimetro de
desordem. De fato, a partir destas defini¢oes, é facil provar que os operadores o e
obedecem a uma algebra do tipo

inf(z—z')

o) u(z)=e u(z)o (),

que vem a ser a tal algebra dual de que falamos.
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Assim, as duas componentes do campo fermidnico podem ser reescritas em ter-
mos de varidveis de ordem e desordem como:

Y1 (z) = plz)o(e)
Y-(z) = plz)o'(z).

Nesta representagio, conclui-se que as variaveis de ordem (o) e desordem (i)
carregam, respectivamente, chiralidade e carga fermiénica. A prova de que u porta
a carga do fermion foi vista anteriormente. J4 a prova de que ¢ porta chiralidade,
pode ser obtida comutando este operador com o operador chiralidade, o qual depende
do operador momentum II. E é, no fundo, a Algebra dual entre o e u que faz com
que o operador ¢ , além de portar a chiralidade, seja responsavel pela estatistica
fermidnica.

Varidveis de Ordem em 2D. A idéia, entdo, é definir em 2D um operador parametro
de ordem o () do sistema fermi6nico que, como no caso 1D, esteja relacionado si-
multaneamente com a estatistica fermidnica e com alguma lei de conservacao equi-
valente & de chiralidade em 1D. Por analogia com o caso unidimensional e com a
transformagio de Chern-Simons (utilizada para fazer transmutagoes estatisticas em
problemas de anyons e no Efeito Hall Quantico Fracionario) o operador de ordem
pode ser escrito como ©

(1.2.1) o (Z) = el*x®),

onde

x(@ = [ Erag(@-Mp).

Também no caso unidimensional, vimos que a corrente fermidnica J# = (pvr, J)
— 243, ® era identificada como a corrente topologica carregada pelo campo escalar
bosonico ®, sendo os fermions os portadores da carga. A bosonizagao do sistema
fermionico em 2D é feita, entdo, de tal forma que o campo vetorial bosonico bidi-

mensional A (7) = (A”, ﬁ), cuja corrente topologica J* = (pc, f) , definida por

It

) = o0, A7)

(1.2.2) p(f) = B,(7)
(1.2.3) J(F) = —cz2x E(7),

seja a propria corrente de matéria do sistema fermidnico.

SUma formulagéo rigorosa e covariante destes operadores deve ser feita respeitando as singu-
laridades das fungdes e dos contornos de integragio envolvidos. Isto est4d muito bem detalhado nos
nas referéncias [18, 19]. Aqui nos concentraremos apenas nas interpretagdes fisicas da forma de
Mattis-Mandelstam em 2D.
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FIGURA 1.2.1. Interpretacio da Bosonizacdo vetorial em 2D.

Observa-se que, nas equagdes acima, ¢ é uma velocidade caracterfstica do sistema
fermidnico, que deveré ser determinada posteriormente (no caso 1D é ¢ = vF), ¢ 08
campos

B,(M3 = ﬁ'xif(fq,

— 0
E = -VA atA

sdo, respectivamente, 0s campos “magnético” e “elétrico”, resultantes de A (7). E
importante ressaltar que estes campos elétricos e magnéticos nada tém a ver com
o eletromagnetismo de Maxwell. Sio, na verdade, apenas o suporte desta forma de
bosoniza¢do bidimensional.

E f4cil ver que a forma escolhida para J# obedece diretamente & equagio de
continuidade

8,J* = ce*9,8,A, = 0.

Uma conseqiiéncia interessante desta representaco é que a equacao de con-
tinuidade de matéria se traduz na lei de Faraday de um campo eletromagnético

Op(7,1) 0 o

—a = —V.J 1)
4

9%@ - aVxE@,

como representado no esquema da figura 1.2.1.

Varidveis de Desordem em 2D. Ainda em completa analogia com a bosonizagio
unidimensional, o operador 4 (%) (dual a ¢ ), responsével pela criagio de carga e
que faz o papel de varidvel de desordem em 2D, deve criar uma excitagio topologica
no campo bosdnico A () que equivalha a criacio de um fermion.
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FIGURA 1.2.2. Campo vetorial de um vortice

Ou seja, se lembrarmos que, pela relagio (1.2.2), (ﬁ' x A (7"')) 2 = p (), temos

que o operador u deve gerar uma deformacdo no campo bosénico, dada por um
campo vetorial £ (7), que obedega a relagio:

— -

V x Q(7) =4(7),

ou seja,

¥ arg (1)

1 zZ2x¥F

4 (7)

Rl

Este campo corresponde ao campo vetorial de um voértice de rotacional nulo em
todo o espago exceto na origem, como o ilustrado na figura (1.2.2).

Logo, o candidato natural para operador de desordem acaba sendo

(1.2.4)

-

u(#) = "

onde

9(Z) = fd?fﬁ (F— ) I,
e o campo I1¥ (7) &, por definicdo, canonicamente conjugado a A* (7) , isto &,

[A* (1), 11 ()] = 18,8 (7 — 7).
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A interpretacio da férmula do operador y assemelha-se ao caso 1D: como i (7}
é o gerador de translacdes no campo A (7), a expressio et/ @20 ¢rig yma
configuragio de vortice (3 (7 — &) no campo A (7), centrada em Z. De fato, o cl-
culo do comutador [B, (7), u (Z)] = b6 (F — T) p1 (F) assegura que p (F) produz uma
singularidade no “campo magnético” (ou na densidade) do tipo & (¥ — Z).

Assim, em termos dos fermions, o operador y (%) é o portador da carga fermi6nica
no ponto ¥ e o operador o (Z) é o responsavel pela estatistica. Além disso, pode-se
mostrar que eles obedecem a uma algebra dual equivalente a4 do caso 1D:

o (B) p () = €8Ty (F) 0 (2),

sendo que as constantes a e b sdo escolhidas de forma que ab = 1, para que os
produtos do tipo po tenham estatistica fermidnica. Resta ainda a questdo sobre
que tipo de lei de conservacdo estd por tras do operador ¢, ou melhor, que tipo de
quantidade fisica este operador porta, como é o caso da conservacao e chiralidade
em 1D . Na verdade, como o depende apenas do campo bosdnico ff, seja qual for a
quantidade fisica carregada por ele, s6 pode estar relacionada com uma deformagao

no campo . Realmente, o comutador [61:’1 (™), 0o (a‘:’)] = 27aé (7 — ¥) o (¥) mostra

que o operador ¢ cria uma espécie de “carga elétrica” para os campo de gauge A ,
ou seja, ele produz um divergente no campo ﬁ, na forma de uma fun¢ao delta.

Porém, esta afirmacdo ndo é precisa, pois ainda nfo é possivel saber qual a
relagao entre o campo A o seu momentum II. Para isto, seria necessario conhecer
qual a Lagrangeana associada a dindmica do campo bosonico. Se essa Lagrangeana
fosse do tipo Maxwell, af sim poderiamos relacionar diretamente I com o campo
elétrico de A. Nesse caso, como ¢V .Ii (7 =VxJ (7) o operador de ordem carregaria
vorticidade: [6 x J (7,0 (:E’)] = 21acs (F— &) o (7).

Contude, como veremos a seguir, mesmo a teoria fermidnica bidimensional mais
simples leva a uma dindmica bosénica extremamente complicada, distante de uma
dinadmica tipo Maxwell.

Fermions Relativisticos sem massa. O formalismo que descrevemos acima foi
aplicado por Marino ao problema de fermions de Dirac sem massa em (2+1)D.

Nele, a Lagrangeana dos fermions, que tém relagao de disperséo linear (figura 1.2.3),
é dada por

(1.2.5) L =¥y 049,

onde ¥é o campo de Dirac, que em duas dimensoes possui apenas duas componentes,
e as matrizes de Dirac y* sdo proporcionais as matrizes de Pauli: vy = o, 4! = —io,
e v = —io,.
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FIGURA 1.2.3. Relacéo de dispersao dos fermions relativisticos em 2D.

Entdo, seria natural que a aplicagdo o formalismo de bosonizagdo bidimensional
levasse a uma representac¢do das componentes do campo de Dirac da forma,

Y1 = po
%y = ol

No entanto, tal relagio nao é adequada pois introduz regras de selecio nas
fungdes de correlacdo entre as componentes do campo de Dirac que nio existem na
teoria fermionica original. Ou seja, apesar dos operadores acima criarem fermions,
estes ndo sdo os fermions descritos em (1.2.5). Isto, na verdade, esta intimamente
ligado ao fato de que, ao contrério do caso unidimensional, o campo de Dirac em
2D nao carrega chiralidade.

Para contornar este problema, é necessario entao diagonalizar a Lagrangeana
fermidnica, utilizando uma transformacao 7' semelhante a transformagao de Foldy-
Wouthuysen [18] (s6 que ndo unitaria). Tal transformagio define um novo campo
fermidnico ¢ = TV, de forma que

£ =iV (2)7"*8,¥ (z) & ¢' () (8"8,)"* ¢ (),
ou ainda, no espago de momenta,
£ = ¢'(k)|kl6(K),
= 1kl (£ &) £ B) + 1 (6) 2 (B))

onde ¢! (k) = ( fl (k) FI(k) ), k= (w, ks, ky) € |K| = /5K, .
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Logo, o campo ¢, sim, carrega algo semelhante & chiralidade, uma vez que as
cargas referentes as suas duas componentes sio conservadas individualmente. Con-
sequentemente, a bosonizagao deve ser feita da seguinte forma:

fi = po
fa = po f.
Com efeito, Marino mostrou que, numa notacgao covariante (z = (ct,7) e F* =
O#AY — 0¥ A*), a dindmica do campo bosénico A* é dada pela Lagrangeana

L[A* (z)] = _Tl f d'F* (2} G (z = 2') F, (2"} + ge“aﬁAu (x) Oadps ()

onde G (z — z') é a fungdo de Green do operador (8“8,,)1/ * ¢ a constante 8 & tal que
2{a? +b%) =1 + 6%

Com isso, 0 momentum Ii j& pode ser definido, derivando a Lagrangeana acima
com relacao a Ho A

—

n(a;)=fdxfc(x—x')é(x')+ezxA‘(z).

Essa dinfmica, aliada a forma de Mattis-Mandelstam bidimensional, é suficiente
para descrever todas as fungoes de correlagao dos fermions relativisticos ndo massivos
em termos das fungbes de correlagdo do campo bosonico vetorial.

Consequentemente, a bosonizacdo completa do campo de Dirac sem massa em
2D leva a uma teoria bosénica vetorial do tipo Mazwell-Chern-Simons ndo local.
A aplicacao deste método em problemas envolvendo fermions correlacionados nao
relativisticos em 2D é um dos temas desenvolvidos nesta Tese. De fato, sdo bastante
promissores 0s avangos que esta abordagem pode trazer i compreensdo da fisica dos
sistemas de elétrons correlacionados em 2D. A semelhanca da bosonizagdo unidi-
mensional, aqui, a estabilidade da superficie de Fermi néo é tao relevante como para
a teoria de Landau do Liquido de Fermi.

Mais adiante, mostraremos como estes conceitos podem ser aplicados ao estu-
do das propriedades de fermions interagentes em 2D, na presenga de um campo
magnético uniforme. Mas antes, discutiremos brevemente a segunda forma de se
bosonizar um sistema de fermions interagentes em dimensoes maiores que um (sem
campo magnético), fundamentada na existéncia da superficie de Fermi. Esta se-
gunda abordagem, apesar de s6 valer se a superficie de Fermi for estavel, permite
estabelecer critérios importantes para o entendimento desta estabilidade em sistemas
interagentes.

1.2.2. Bosonizagao da superficie de Fermi. O segundo esquema de bosoniza-
¢do dos fermions em 2D, proposto por Healdane [23] e desenvolvido por Houghton
e Marston e por Castro Neto e Fradkin[24, 25, 26, 27|, guarda uma maior seme-
lhanca com a proposta de Luther. A diferenca fundamental é que, aqui, 0s “canais”
de divisao do problema fermidnico também contém componentes transversais de
momentum dentro de uma largura A em torno das dire¢ées de propagacdo.
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FIGURA 1.2.4. Particionamento da Superficie de Fermi

Ou seja, repartindo a superficie de Fermi de um gés de elétrons nio interagentes
em 2D em diversas fatias de largura finita (“patches”) como na figura (1.2.4) estaremos
dividindo o problerna original em vérios problemas, a principio independentes. Além
disso, se a largura A for tal que, dentro de uma fatia, a curvatura da superficie de
Fermi possa ser desprezada, a velocidade de grupo de um pacote de onda formado
por vetores de um dado “patch” serd aproximadamente 7p = 5%“:.

Antes de prosseguirmos, é conveniente adotarmos a seguinte notacdo utilizada
em [26, 27]: Cada vetor E(F’} que indica o centro de um dos IV, “patches” da FS sera

rotulado por um inteiro 5. Ou seja, k3’ = krfi; onde convencionaremos arg (7i;) =
i e € [=Np/2,N,/2).

Assim, de uma forma similar ao que foi feito com o operador fermiénico em
(1.1.4) , podemos escrever

VE =D @),
¥

onde
i

€
¥ () =)_6;( —=Cpld g
7 vaL
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FIGURA 1.2.5. Detalhe de um “patch”, com g, < min (A, A).

lsede SE,‘,Z )
8;(9) = 1=
0 se ¢ ¢ Syh

A fungdo 6, (§) é quem define o particionamento da superficie de Fermi (Funcéo
de “coarse graining” ), sendo que o parametro A desempenha a fun¢io de um “cutoff”
de baixas energias e o pardmetro A & escolhido de acordo com o tipo de interagéo
entre os fermions.

Normalmente, A deve ser grande o suficiente para que a transferéncia carac-
teristica de momentum da intera¢do considerada (g.) ndo ultrapasse o limite de um
“patch”. Ao mesmo tempo, A deve ser pequeno o suficiente para que a curvatura
da superficie de Fermi ndo varie muito dentro de um “patch”, como é o exemplo
da figura (1.2.5).Na verdade, a existéncia da superficie de Fermi, o principio de
exclusdo de Pauli e os principios de conservagio de energia € momentum acabam
restringindo bastante o espago de fase para os processos de espalhamento. Isto é
0 que garante que a carga de cada “patch” se mantenha constante, pelo menos a
baixas energias. De fato, é bem sabido que estas restri¢des no espago de fase sdo o
que da o suporte para a teoria de Landau do Liquido de Fermi, j4 que o tempo de
vida da quasi-particula diverge & medida que a sua energia se aproxima da energia
de Fermi.

Trabalhando com estas hipéteses, conclufmos que os operadores ¥; (¥) obede-
cem, individualmente, a relacées de comutagio fermionicas e criam, separadamente,
fermions em cada canal de movimento:
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(v, 9} = b 30, 7T

~ 648 (F—F) {(

Com efeito, as aproximacgoes adotadas fazem com que o mimero de fermions
por “patch” seja conservado, mesmo que os fermions interajam entre si. Esta é a
chamada simetria U7 (1) (N, = ntimero de “patches”), primicia da Teoria de Landau
do Liquido de Fermi, que, apesar de ndo aparecer diretamente na Hamiltoniana do
gas de fermions interagentes, se manifesta nas propriedades de baixa energia do
sistema.

No mesmo espirito, as flutuacgoes “suaves” de carga do sistema siao decompostas
como

Pe= D Pid
J
onde as flutuagdes de densidade de carga de um “patch” j (p; s }, dadas por

= 2 : . 1 .
g
obedecem a relagées de comutagao aproximadamente bosdnicas:

. (LY
(1.2.6) [pia: Pyt —q] ~ 050570705 (%) A

A semelhanca com as relagdes de comutagao (1.1.7) do problema unidimensio-
nal fica entdo clara. Em (1.1.7), o valor do comutador é %%, pois corresponde ao
nimero de estados deslocados para fora da superficie de Fermi por uma translagao
de momentum ¢. Aqui, o valor do comutador (1.2.6) é . nJ ( ) A, o que equivale
4 mesma quantidade, ja que, no caso bidimensional, a regiao j da. FS é transladada
de um vetor §.

De forma analoga 3 equagio (1.1.10), podemos definir os campos de deslocamento
de cada canal j através da relagio

(1.2.7) p; () = 7;.V0; (7),
onde

@
3
!
!
-,
[
>
&
>
)
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Este campo de deslocamentos, por sua vez, pode ser usado para se construir a forma
de Mattis-Mandelstam das componentes do operador fermiénico ¥ (7). Assim, para
cada canal j podemos provar que a escolha:

(1.2.8) U, (7) ~ ')

corresponde realmente ao operador fermidnico do canal j, pois esta forma, além de
criar um fermion no canal j, tem fungées de correlagao idénticas as do elétron (as-
sintoticamente). Contudo, apesar de {1.2.8) obedecer & relagdes de anticomutagio
para um canal, ele ndo anticomuta entre canais distintos. Para que isso aconteca,
é preciso adicionar o chamado fator de Klein. E assim, a forma final do operador

fermionico fica
FUY = o
‘I}j (’f‘) — § :fjesz .retGJ(F}
J

onde o fator de Klein f; = (—I)EL‘NP/ 2 M , que da a estatistica correta entre canais é
uma transformacio tipo Wigner-Jordan no espago dos 7 's e N, ¢ o operador namero
de fermions no patch I.

Coerentemente com as aproximacgdes que estamos adotando para os graus de
liberdade proximos a superficie de Fermi, a Hamiltoniana n3o interagente do gas de
elétrons,

_ _ 1o
Hy = § :(fk ) CrCk
k
pode ser aproximada, utilizando-se uma relagdo de dispersdo linearizada na vizin-
hanca dos vetores kg):
G~ B = GO TH + 4. Ve |;g)
o~ ‘Upﬁj.(f.

Esta linearizacdo, por sua vez, permite que a Hamiltoniana Hy possa ser escrita
em termos dos operadores bosénicos no mesmo esquema que o da bosonizacao 1D:

2m
Hy = ( L ) Z P5.qP5,—¢

E interessante notar que a bosonizagéo em 1D acaba sendo um caso particular do
esquema proposto para bosonizar o gas de elétrons em 2D. Para fazermos a conexao
entre os dois métodos, basta que, simultaneamente, uma das dimensoes espaciais e
a largura dos patches tendam a zero (L, — 0 e A — 0 ), de tal forma que 75 — 1
e s6 sobrem dois canais de movimento na diregao z.

A vantagem da adogdo da descrigdo bosbnica fica clara, pois, a inclusdo de um
termo de interacao do tipo
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Hy =Y V5 (a) piapi -z
it g
passa a ser muito mais simples de se tratar, uma vez que tudo est4 em uma linguagem
em que os graus de liberdade relevantes sao descritos por flutuagdes de densidade
P4 -
Jt]A manifestagdo disto estd no fato de que a Hamiltoniana Hy + H; pode ser
reescrita em termos de novos operadores g; (¢), que sdo uma rotagao (Transformagio

de Bogoliubov) dos operadores de flutuagdo de densidade antigos,

H=Hy+H =) > wl(@n@n-d,
I g

sendo que 0s novos modos normais de flutuagio w; (g) sdo idénticos aos obtidos em
RPA. Entao, & primeira vista, a bosonizacao da FS parece ser apenas uma outra
forma de se obter a tdo bem conhecida aproximacgio RPA.

Mas, mais do que oferecer uma simplicidade conceitual e operacional, a bosoniza-
¢ao da F'S permite que as propriedades da funcdo de Green de um corpo, obti-
das através dos operadores 1.2.8, sejam calculadas exzatamente. E claro que quando
falamos “exatamente”, estd subentendido que isto é dentro do esquema aproximado
da bosonizac¢io da FS. Na verdade, pode-se mostrar[29] que a func¢io de Green de
um corpo obtida desta forma é semelhante & obtida por Castellani, Di Castro e
Metzner|30] através de uma solugao aproximada pelas identidades de Ward.

Em suma, embora os modos de excitacdo particula-buraco resultantes equival-
ham aos obtidos por RPA, a fungdo de Green de um corpo, mais especificamente a
auto energia, vai além de RPA. De fato, a nao trivialidade da auto-energia esta nas
corregdes de vértice, que podem ser também obtidas nas identidades de Ward.

Este procedimento foi aplicado no contexto de sistemas eletronicos fortemente
correlacionados, onde a possibilidade de estados fundamentais ndo convencionais
exige um método néo perturbativo de estudo|25, 26, 27, 28|.
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Bosonizagao 2D em um campo magnético

No contexto de sistemas eletronicos correlacionados, um dos fenémenos mais
interessantes, descobertos recentemente, foi o Efeito Hall Quantico, [31, 32, 33]
tanto no seu regime inteiro (IQHE) quanto no fracionario (FQHE).

Apesar de ndo haver nenhuma distingdo termodinamica entre estes dois fend-
menos [32], suas origens microscépicas sdoc completamente distintas. O IQHE pode
ser compreendido a partir das propriedades do sistema eletrénico nao interagente,
enquanto a compreensio do FQHE requer, necessariamente, um tratamento das in-
teragoes entre elétrons. Consequentemente, até hoje, a maior parte dos esforgos
para se estudar as propriedades de correlacido no gas de elétrons bidimensional na
presenca de um campo uniforme B foi dirigida ao estudo dos casos em que o campo
magnético é muito forte, onde ocorre o FQHE.

Nesses casos, a separacdo entre os niveis de Landau, da ordem da energia ci-
clotronica hw, = he B/{mc), pode ser muito maior que a escala de energia Coulom-
biana, que ¢ da ordem de e?/cf (onde £ = \/ch/(eB) é o comprimento magnético
e € & a constante dielétrica do meio em que se encontram os elétrons). De fato, a
razao entre estas escalas de energia é dada por

e’fef Jor
ﬁwc - L3
onde v é o niimero de niveis de Landau preenchidos no estado fundamental e ry =
ro/a} € a razdo entre a distancia média entre particulas e o raio de Bohr efetivo do
meio (ap = m’:i,,).

Para um gas de elétrons bidimensional, formado em pogos quanticos de hetero-
jungoes, em razao da pequena massa efetiva eletrénica e do alto valor da constante
dielétrica, observa-se [32] que r, ~ 1. Assim, quando este sistema é submetido
a campos intensos o suficiente para que v < 1, o espago de Hilbert pode ser de-
scrito apenas em termos do primeiro nivel de Landau. Isto porque a escala de
energia Coulombiana é menor que a escala de energia ciclotrénica, fazendo com que
as transigoes para niveis de Landau superiores possam ser desprezadas, com boa
aproximacao. Mas, apesar da interagdo Coulombiana, neste caso, nao “misturar”
niveis de Landau, a alta degenerescéncia dos estados do primeiro nivel de Landau
faz com que ela, ainda assim, desempenhe um papel fundamental. De fato, esta é a
origem do efeito Hall Quantico Fracionario.

Por outro lado, quando se trata de um campo magnético fraco, [37, 36, 71|
(v > 1) a descri¢do acima ndo é valida em virtude de a escala de energia Coulombiana

31




32 2. BOSONIZACAO 2D EM UM CAMPO MAGNETICO

ser maior que a energia ciclotronica, resultando num forte acoplamento entre os
niveis de Landau. Uma abordagem possivel neste caso é desenvolver uma teoria “tipo
liquido de Fermi”, onde as quasi-particulas ocupam os niveis de Landau e interagem
fracamente devido a efeitos de blindagem. Nesta teoria, entdo, a blindagem aparece
como o principal efeito causado pelo acoplamento entre os niveis de Landau.

Algumas tentativas foram feitas neste sentido: Aleiner e Glatzman[40]|, partin-
do de uma teoria hidrodinimica para um liquido carregado na presenga de um
campo fraco, desenvolveram um modelo fenomenolégico para tratar dos efeitos de
correlagdo. Posteriormente, Aleiner et al.[41} e Fogler et al.[42] desenvolveram, na
aproximacao Hartree-Fock, teorias para o estado fundamental do gas de elétrons
num campo fraco. Mais recentemente, Levitov e Shitov[43] partem de um liquido
de Fermi “bosonizado” e incluem a quantizagdo de Landau sobre as quasiparticulas.

E neste contexto, entdo, que utilizamos a idéia da bosonizagdo para descrever
todas as excitagoes de um gas de elétrons bidimensional, na presenga de um campo
magnético, em termos de campos bosonicos[34, 35]. A grande diferenga entre o
nosso método de bosonizagao e os previamente propostos é que nds partimos da base
de autoestados que naturalmente descreve o gis de elétrons no campo magnético,
qual seja, a base de niveis de Landau. Ha que se dizer que o método de bosonizagéo ja
foi aplicado em sistemas que apresentam Efeito Hall Quantico, no estudo de estados
de borda “Edge States”[45]. Contudo, o método que apresentaremos diz respeito as
excitacoes de “bulk”.

Mostraremos que, como na bosonizagio em 2D sem campo magnético, aqui tam-
bém & possivel bosonizarmos o sistema de duas formas. A primeira, identificando
canais de conservagio de carga e fazendo uma bosonizagdo 1D por canal, e a se-
gunda, identificando o campo vetorial de gauge a partir do qual podemos derivar as
correntes de matéria e suas excitacoes topologicas.

Este método serd entao aplicado a alguns problemas, como o do “X-Ray edge”
em um gas de elétrons 2D na presenga de um campo magnético uniforme[46] e o
dos fermions compostos na presenca de um campo magnético fraco.

2.1. Fermions independentes em niveis de Landau

2.1.1. A Hamiltoniana. Nosso ponto de partida serd um gas bidimensional
de fermions nao interagentes e sem spin, imersos em um campo magnético { Bz =

VX ﬂ(f') ) uniforme e perpendicular ao plano dos fermions. Classicamente, particulas
de carga e e massa m nestas condi¢oes descrevem orbitas ciclotrénicas de freqiiéncia
angular w, = ﬁ, tendo o centro e raio da 6rbita como constantes de movimento
(apéndice A).

No caso quéntico, em que ha um sistema de muitos fermions idénticos nas mesmas
condigbes, as propriedades do sistema podem ser estudas a partir do espectro da
Hamiltoniana

(2.1.1) H, = —l—/d%\pf(m (ﬁ— A’(a)zw(ﬂ,

2m

e T
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FIGURA 2.1.1. Gauge Simétrico

onde ¥I(7) é o operador de campo fermidnico.

Esta Hamiltoniana possui uma representacgao diagonal na base de niveis de Lan-
dau, que é uma base tipo oscilador harménico degenerado. Nesta representacio, a
freqiiéncia caracteristica do oscilador e os niveis de energia est&o associados respec-
tivamente & freqiiéncia e raio da érbita ciclotrénica. J4 a degenerescéncia dos niveis
esta associada & posi¢do do centro da 6rbita ciclotrénica.

Um detalhe crucial neste problema é que, enquanto no caso classico o vetor
de posicio do centro de orbita pode assumir qualquer valor, no caso quéntico os
operadores referentes as coordenadas X; e Y; da posicao do centro de 6rbita nao
comutam entre si e, consequentemente, nio podem ser determinados simultanea-
mente. Isto d4 margem a um grande nfimero de possibilidades para a representagéo
da degenerescéncia, o que reflete a invaridncia de gauge do problema. As duas rep-
resentagies mais comuns s30 a representagio em que o operador R2 = X2 + Y7 é
diagonal (figura 2.1.1),0 que equivale a escolher um gange simétrico (A(7) = 2ix),
e a representacio em que o operador X {ou Yp) é diagonal (figura 2.1.2},que equi-
vale a escolher o gauge de Landau (A(7) = —Brg). Nesta segio estaremos fazendo
uso do gauge simétrico, embora deva ficar claro que os resultados independem desta
escolha.

Se expandirmos ¥'() na base {|nm)} de niveis de Landau (Apéndice A),

(2.1.2) i) = (nm|f) s

segue que
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FIGURA 2.1.2. Gauge de Landau

(2.1.3) H, =hwe ) (n+1/2) c}ncnm,

nm

onde cl,, & o operador que cria um fermion no nivel de Landau n, com o centro de
orbita a uma distancia +/2m + 1£ da origem, e £ = /hc/eB. Entdo, de acordo com
a representacdo adotada para a degenerescéncia dos niveis, o nfimero quintico m
refere-se ao circulc em que esté localizado o centro da 6rbita ciclotronica.

2.1.2. O estado fundamental. O estado fundamental desta Hamiltoniana é
construido preenchendo-se uniformemente v niveis de Landau de cada centro de
6rbita m. Por simplicidade, convencionaremos que o campo magnético e o niimero
de fermions sdo tais que v é um namero inteiro (regime de efeito Hall quéntico
inteiro).

Desta forma, o estado fundamental pode ser facilmente escrito como

Ny v-1
(2.14) 6) = T TLchm 1),

m=0n=0
onde Ny = 527 é o niimero maximo de centros de 6rbita que cabem em um plano
circular de drea S. A quantidade Ny também equivale ao nimero de quanta de
fluxo magnético que atravessa o plano do gis de fermions (N, = %) Portanto,
podemos interpretar o estado fundamental deste sistemna como sendo um conjunto
de N sistemas fermionicos unidimensionais e “chirais”, cada um com v fermions,
como representado na figura 2.1.3
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$ e,

m = constant

FIGURA 2.1.3. Relagdes de dispersdo de cada centro de 6rbita

O termo “chiral” se refere ao fato de que, ao contririo dos sistemas unidimen-
sionais normais onde as particulas podem se mover em ambas as dire¢bes, aqui os
fermions 86 podem se mover em uma dire¢do, a imposta pelo campo magnético.

2.2, As excitagoes elementares - Bosonizagao

Utilizando como referéncia o estado fundamental descrito acima, podemos gerar
todos os estados excitados de (2.1.3). Dentre estes estados excitados de “bulk”
podemos separar basicamente dois tipos: Os gerados por excitacbes neutras, do
tipo particula-buraco, em que n&o se altera o nimero v de fermions nos centros de
orbita, e os gerados pelas excitagies ditas carregadas, produzidas pela adi¢io (ou
subtra¢do) de particulas e buracos nos centros de 6rbita.

O que mostraremos nesta se¢do é que as excitagdes de baixa energia deste sis-
tema, tanto as neutras quanto as carregadas, podem ser descritas por campos bos6ni-
cos. Isto constitui basicamente o método de bosonizacio em niveis de Landau.

2.2.1. Excitacoes Neutras. As excitages neutras, formadas por um tnico
par particula-buraco em que nao se altera o namero v de fermions nos centros de
orbita, se originam da criagdo de um buraco em um nfvel p ocupado (p < v ~ 1) no
centro de 6rbita m e uma particula num nivel n + p desocupado (n+p > v~ 1) no
mesmo centro de érbita (figura 2.2.1). Ou seja, o estado

(2'2'1) pr,m (n)) = cIu+p,mcp,m IG)
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FIGURA 2.2.1. Duas excita¢tes neutras sobre o estado fundamental

é um autoestado excitado de energia hw.n (por convengido adotaremos o zero de
energia como a energia do estado fundamental) que possui uma excitagio deste
tipo.

Entdo, variando n,p ¢ m e o nlmero de pares, criamos um subespago contendo
os estados excitados de “carga nula” de (2.1.3) em que todos os centros de 6rbita
possuem um mesmo namerc v de fermions.

Este subespago de estados pode também ser criado a partir de aplicagdes do
operador:

1 [v 0]
(2-2-2) b\t X = —= Z CIH_ ’me,m,
n.m \/ﬁ o P

sendo que a aplicagio deste operador no estado fundamental gera combinagoes lin-
eares de estados do tipo (2.2.1). A equivaléncia entre o subespago dos estados do
tipo (2.2.1) e o subespago dos estados gerados pela aplica¢io de (2.2.2) ficars mais
clara no decorrer desta secao.

Outra propriedade muito importante é que o conjugado hermitiano de (2.2.2),

1 o0
(2.2.3) bnm = T Z C;,mcwn,m
p=0

aniquila o estado fundamental, ou seja by, |G) = 0.
() passo natural para este problema, entfo, serd “bosonizarmos” as excitagdes
do tipo (2.2.2), o que pode ser feito de duas maneiras. Na primeira, inspirada

na bosonizacdo de Tomonage [11], aproximamos os comutadores {b,.,m,bl.,m,] e
[br.ms bn:,m:] por seus valores médios, o que resulta em uma algebra bosdnica
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[bn,m,bi,,,m,] = Sun O
(2.2.4) by b ] = 0.

A segunda forma de “bosonizarmos” este problema, que mais se assemelhs & proposta
por Luttinger[12], consiste em estender os niveis de Landau permitidos para valores
negativos de n, mantendo tais estados completamente preenchidos. Deste procedi-
mento resulta uma 4lgebra exatamente bosonica para by, e bl,,m, observando-se
que a soma que aparece na definicdo (2.2.2) também deve ser estendida para valores
negativos .

Assim sendo, tanto na maneira proposta por Tomonaga como na proposta por
Luttinger os operadores que geram as excitagdes neutras obedecem a uma 4lgebra
bosénica. Deve-se contudo manter em mente que a bosonizacio é um procedimento
valido para as excitaches de baixa energia ( n < v ). Tal restri¢io aparece no
primeiro caso porque a aproximacio dos comutadores [bn,m, b,i;,,m,] e [bn m, bur ] pOT
seus valores médios s6 faz sentido neste limite. No segundo caso, a restrigdo serve
para evitar excitagdes que envolvam os estados de energia negativa introduzidos
artificialmente. Em nosso trabalho adotaremos a maneira equivalente a4 proposta
por Luttinger.

Veremos mais adiante que os estados gerados pela aplicagio dos operadores
(2.2.2) e dos operadores de excitagbes carregadas, que serdo introduzidos na secio
a seguir, formam uma base completa no espago de Fock deste problema.

2.2.2. Excitagoes Carregadas. Os demais estados excitados da Hamiltoni-
ana (2.1.3) sdo gerados pela adigac de particulas ou buracos nos centros de érbita.
A classificagao destes estados excitados pode ser feita com base em sua distribuigao
de carga nos centros de 6rbita, dada por um vetor N, de dimensao Ny, cujas com-
ponentes sao operadores do tipo

oo

(2.2.5) N = (chmCom = {mpm)) -

p=0

Este operador determina o niimero de fermions adicionados (ou subtraidos} ao estado
fundamental em um centro de érbita m, ou seja, a carga de um determinado centro
de 6rbita (considerando que um patamar de N particulas mantem a neutralidade -
do sistema). Com esta construcio fica claro que N, |G) = 0 para todo m, ou seja,
a distribuicdo de carga nos centros de 6rbita no estado fundamental é dada por
N=0={0,0,..,0}.

Deve-se observar ainda que, embora existam varios estados excitados que podem
ser rotulados por um mesmo N, estes podem ser construidos a partir de excitactes
neutras do tipo (2.2.2) em um dnico estado de referéncia |Gy), como o exemplo da
figura 2.2.2.No estado de referéncia, os fermions adicionados aos centros de 6rbita
do estado fundamental se localizam no primeiro nivel de Landau disponivel de cada
centro de 6rbita m.
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FIGURA 2.2.2. Excitagbes neutras sobre um estado de referéncia
|Gn), com N = {5, 3,4,6,6,6,6...,6}
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FIGURA 2.2.3. Estado de referéncia |Gn), com N = {5,3,4,6,6,6,6...,6}

De acordo com a descrigdo acima, o estado de referéncia |Gn) goza da seguinte
propriedade: (Gn|cl ,cnm|Gn) = 0¥ — 1 + Ny — n). Ou seja, |Gn) € um estado
semelhante ao estado fundamental, porém com cada centro de orbita m preenchido
até o nivel de Landau v — 1 + N,,, (figura 2.2.3). Esta construcdo faz com que |Gn)
mantenha, assim como o estado fundamental, a propriedade de aniquilagio pelos
operadores (2.2.3) : by, |Gn) = 0.

Para gerar os estados do tipo |Gn) sera ttil definir um operador unitéario U,,,
que comuta com os operadores bos6nicos e que aumenta a carga N,, de unidade
em unidade, de forma que
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Ny

&n) = [ Wa)™ 16
m=1
A unitariedade de U,,é necessaria para que {Gn|Gn) = 1 e a propriedade de co-
mutagdo com os operadores bosonicos é suficiente para que b, ,, |Gn) = 0. Além
disso, por construgdo, o operador U,, deve ser tal que U, |Gn) = 7(N) |Gnr), onde
N' = {N,Ng, ..., N + 1,.., Ny, } e n(N) = £1 & uma funciio que garante um
carater fermidnico & funcao de onda.
De acordo com o que vimos, entdo, o operador U, deve satisfazer & condigao

(2.2.6) [Nowrs U] = S Unns

e deve ser tal que U, anticomute com U, para m # m'. A primeira condi¢io é
satisfeita por e'®~, onde ©,, &, por definiciio, o operador canonicamente conjugado a
Ny ([Niny O] = i6m)" . J& para assegurar a anticomutagio entre canais diferentes
é necessario incluir o fator

(2.2.7) Fr = 2050 N,

conhecido por fator de Klein , que é responsivel pela anticomutacao entre canais
fermidnicos. Como na bosonizacao da superficie de Fermi, a interpretacao deste
operador é semelhante a da transformacio de Wigner-Jordan, s6 que no espago de
centros de 6rbita m.

Consequentemente, o operador procurado é dado por

(2.2.8) Uy = Fpe®m

Com os operadores U,, e os operadores bL,m podemos entao construir um conjunto
de estados excitados do tipo

Ny . o0 (bT m)ﬂp,m
(2.2.9) |Gn ) = ll(Um) ™ I[ "’n—pm!la),

onde n = {n, ,, }¢ o nimero de bosons com energia pfiw, no centro de érbita m.

Finalmente, o que garante a fidelidade da descri¢io bosénica das excitagoes fer-
midnicas é o fato de que o conjunto (2.2.9) de estados ortogonais forma uma base
completa de estados no espago de Fock. Tal caracteristica pode ser demonstrada
através da comparacgido do nimero de estados degenerados produzidos nas represen-
tacoes fermidnicas e bosbnica. Entretanto, isso pode ser feito de uma forma mais
elegante, como a introduzida por Haldane|[14], que envolve o célculo da fungdo de
particdo do sistema. Antes de partirmos para esta prova, precisaremos determinar
como se descreve H, em termos dos bosons.

1E facil ver que Ul = U;! realiza as mesmas tarefas que Up,, 86 que para um buraco.
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A Hamiltoniana (2.1.3) pode também ser escrita em termos dos operadores
bosonicos, se notarmos que ela obedece a relagio:

(2210) [bn,ma Ho] = nm}cbn,ma

que pode ser obtida através das definicoes de Hy e b, ,, em termos dos operadores
fermiénicos. E facil ver que esta mesma relacio serd obedecida se H, for escrita
como H, = hw, Zn’m nb:fl,mbn,m + O, onde O é um operador que comuta com b, ,,, e
b, Uma vez que o termo b'b se refere & energia das excitagdes neutras, o operador
() deve dar conta das excitagdes carregadas. Isso é possivel se fizermos O = -ﬁ‘zﬂNﬁl
, OU seja,

(2.2.11) H, = hwe Y nbl, nbnm + sz—cNi.

A possibilidade de se escrever a Hamiltoniana (2.1.3) de varias formas deve-se ba-
sicamente & alta degenerescéncia das autoenergias da Hamiltoniana nao interagente,
causada pela relacao de dispersao linear. Entretanto, apesar de no caso nao intera-
gente as representa¢des fermionica e bosénica serem alternativas, no caso interagente
a representacao bosonica serd a mais simples. Isto porque os termos de interagao,
que sao formas quarticas nos operadores fermidnicos, se tornam formas bilineares
nos operadores bosénicos, o que simplifica a diagonalizacio da Hamiltoniana.

Agora sim, de posse da expressao que define Hy em termos dos bosons, pode-
mos utilizar a idéia de Haldane [14] para demonstrar que a representagio bosénica
obedece 4 relagdo de completeza: A fungdo de parti¢do do sistema na representacio
bosénica é dada por

(2.2.12) Z = H (H w%) (Z w" )

n=—00
sendo que a primeira contrlbul(;a,o vem das excitagOes bos6nicas e a segunda das

excitagoes carregadas, onde w = e~ Utilizando a formula 8.181 da referéncia
79}

(2.2.13) i ﬁ M (14w )’

n=—oo n=1
conclui-se que
Nqb o0
(2.2.14) z=[]]]Q+w"")
m=1n=1

A expressio resultante (2.2.14) nada mais é do que a fungéo de partigdo do
sistema, calculada a partir de (2.1.3) na representagio fermidnica original. Uma
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vez que a fungdo de particao € uma soma sobre quantidades positivo definidas, este
resultado s6 pode ser obtido se a degenerescéncia de cada estado estiver correta na
representacao bosdnica. Daf se completa a nossa demonstragio de que a bosonizacio
é um mapeamento exato das excitagdes de um sistema fermidnico num sistema
bosdnico.

2.3. Propriedades Fermiénicas

Nesta se¢io, mostraremos como as propriedades fermidnicas de um corpo podem
ser obtidas a partir do esquema de bosonizagic proposto. Apesar de ainda estarmos
nos restringindo ao caso de fermions independentes, os calculos que seguem servirdo
de suporte para o posterior estudo das propriedades de quasi-particula do sistema
fermidnico interagente. Tal possibilidade é talvez a maior conquista do método de
bosonizagao.

2.3.1. Operadores fermiénicos. A forma mais natural de se estudar pro-
priedades fermidnicas é através do propagador de um corpo

(2.3.1) K (0,8) = (e (8, £)c1,(0,0)),

onde o operador

(2'3'2) Cin m Z e‘na Izm’

n=—00

que obedece as seguintes relacoes de anticomutacgdo

{ch(@),cn(®)} = Gmmb(@ —6)
{ew (8),6n(8)} = O,

cria um fermion no centro de 6rbita m e numa fase & do movimento ciclotrénico,
conforme o0 esquema na figura abaixo.

A introducio dos autoestados do observavel fase @ (apéndice B), que aqui aparece
como o observéivel canonicamente conjugado ao momento angular n, & aniloga &
introducdo dos estados de posigio z, que no caso dos sistemas unidimensionais é o
observéavel canonicamente conjugado ao momentum p.

Mostraremos, a seguir, que, assim como pudemos mapear a Hamiltoniana (2.1.3)
emn uma Hamiltoniana bos6nica, também é possivel representar os operadores fer-
mibnicos (2.3.2) de uma forma bosonica.

Seguindo Haldane[14], uma construgio de Uy, em termos dos operadores fer-
miénicos, que possui algumas das propriedades desejadas, &

Z CIl,mé‘“;(V_l)‘l'Nm‘i'l )

n=—0o0
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10,0

B

FIGURA 2.3.1. fase da orbita ciclotronica

Com o auxilic da representagdo integral da funcéo delta de Kroenecker, este
operador pode ser reescrito, de uma forma mais simétrica, como

27
d9 . .
Un = _’(" 16 —’Nm9/2 Z e:nﬂe—:Nm0/2
oA n=—00
27 dB
(2.3.3) - f _26—-(v~1)a e~ #hO) 1 ()eibm(®)
0 V2T

onde ¢} (§) = N,,08/2 .

Contudo, falta a este operador a propriedade desejbvel de comutatividade com
os operadores bosénicos. Tal caracterfstica provém do operador c! () que, como
pode ser visto pelas relagoes abaixo

e—-l'.nﬂ
[ n,m:? m(g)] mm"""ﬁ"citn(e)
mﬂ

[ ,m:cm(g)] mm’J—C (0),

nio comuta com os operadores bosdnicos.
Isto ndo constitui nenhum obsticulo significativo, uma vez que redefinindo as
funcoes ¢! (§) da forma

(2.3.4) ¢5.(8) = Nu6/2 — zggnzje : f,,,,.

a comutatividade entre U,, e os operadores bosomcos é satisfeita.
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Assim, de acordo com o acima descrito, U, est4 definido por (2.3.3) com ¢},(6)
dado por {2.3.4).

Finalmente, invertendo esta expressao (2.3.3) em termos dos operadores bosoni-
cos e dos operadores c! (#), chegamos a

1 . _ _
C.In (9) = \/_Q_Wez(v-»l)ﬂezcﬁ:‘n(ﬂ}Umewm(g) .

Respeitando as relacdes de comutagdo dos operadores, a férmula acima ainda
pode ser reescrita de uma forma mais compacta, como

(2.3.5) et (8, 1) = lim ——¢itv-1/20 g0 00,
e—0 27TE ™)

onde o campo de fase local 6$§)(9,t) é dado em termos dos operadores bosbnicos
bpm € b, ,, DOI

(2.3.6) 0 (8,t) = Ny

mB ’r (t) _ e‘i""bn,m(t)} .

O campo de fase local possui a propriedade p(e)(f)) = %@Sﬁ)(ﬂ), onde

() = N+ > _ Ve 7 {e™]  + e by m}

€ o campo de densidade, canonicamente conjugado a @5,?(9).
Comparando a bosonizagao em niveis de Landau com a bosonizaciao 1D, vemos
que:
« Na bosonizacdo 1D as flutuac¢des de densidade por canal de movimento se
relacionam com 0s campos de deslocamento através da expressao:

px(x) = :t(,%@)i (z)

Na bosonizagao em niveis de Landau temos algo equivalente:
0 = —@{"(9)

s6 que os canais ndo sdo apenas +, mas sim um para cada valor de m, no
lugar de x temos #, e o sinal em frente & derivada é sempre positivo pois, como
j4 dissemos, o movimento é “chiral”.

& Na bosonizagio 1D o operador fermionico por canal é dado, em termos dos
campos de deslocamento, por

Us
i (1) = —2=e'0+W).
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Aqui temos também algo equivalente,

(0) = Zm_oR0),

cm
27e

fazendo as mesmas correspondéncias do item anterior.

2.3.2. O Propagador fermibénico. O propagador fermidnico do sistema nao
interagente, calculado a partir da defini¢do (2.3.2), é dado por?

K® 6,1) = {cw(0,8)ch(0,0)),

6’”'1' m 50 : inf  —i(nw h
— P il 6_ e_ C_lu/ )t CT
271. = <C‘n;m n,m)

— 5m',me_i(y—1/2)6 i e—'i.n’(wct+9)
2w
n'=0
St m e—t¥—1/2)0
o 1 — e—ilf+wet)’

Este resultado pode ser comparado com o obtido a partir da representagio bosénica,
isto ¢, usando a equagdo de bosonizagdo do operador fermiénico (2.3.5), decorre:

e—ilv=1/2)8

KD (6,8) = b m (e7iOm (B0 giOn00))

27me
A expressdo acima ¢ simplificada pela formula de Baker-Hausdorff e4e® = e3(A:BlgA+B
e (e“‘) = e%(Az), resultando em

(2.3.7) Kn(8,t) = 5m,mMeJm(a,t)
mAn ’ 2me

onde

Jm(Q’ t) = [Dm(es t) — Dm(0,0)]
e D,,(0,t) é o propagador do operador fase, definido em (2.3.6),

(2.3.8) Din(8,t) = (6,u(8,1)0,,(0,0)) .

Desta forma, reduzimos o calculo das fungdes de correlagao fermidnicas ao
calculo de fungbes de correlagdo bosénicas.

20 potencial quimico gy = Ey(N + 1) — Ep(N) = vhiw, referente 4 adicio de uma particula
¢ diferente do potencial quimico referente i retirada de uma particula do sistema u— = Ep(N) —
Ey(N - 1) = (v — 1) hw,. Mas, aqui estaremos adotando sempre a convengao de que o potencial
quimico & a média dos dois : = (¥ — 1/2}hw,
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No caso mais simples de fermions independentes, a obtengio da fungdo (2.3.8) é
direta:

oo —tn{f+wet) _ 1) e "€ o€
Jm(g,t)=z(e )e =ln( 1—e )’

n 1 — e—i(f+wct—ie)

n=1
e assim, substituindo o resultado acima na equacio (2.3.7), recuperamos o resultado
ha pouco obtido, através da representagao fermi6nica original. Isto mais uma vez
mostra que o processo de bosonizacgio € consistente.

Comparando a bosonizagdo em niveis de Landau com outras propostas de bosoniza-
¢do bidimensional, vemos que ela se assemelha mais 4 bosonizagio da FS, visto que,
em ambos os casos, o problema bidimensional acaba sendo dividido em varios prob-
lemas unidimensionais. Mas, deve-se ter em mente que este tipo de abordagem s6 é
vantajosa quando ha conservagao de carga nos canais de divisao do problema. Caso
contrario, o tratamento dos processos de transferéncia de carga (como o “umklapp”
em 1D) acaba sendo muito complicado.

Na bosonizagao da ¥S, vimos que, para os problemas que envolvem interagoes
bem comportadas (aquelas que tém um momentum de transferéncia caracteristico
que ndo ultrapassa o tamanho do “patch”) esta condigio ¢ satisfeita, pois a carga de
cada “patch” se conserva (simetria U™ (1)).

Na se¢do seguinte, mostraremos uma aplicacio do método que desenvolvemos
em que a condi¢do de conservagado de carga por canal também é satisfeita.

2.4. O problema do “X-Ray edge” no campo magnético®

E sabido , desde 1967, que os processos envolvidos na fisica de muitos corpos
podem ter um efeito dramético no espectro de absorcao 6tica de um gas de elétrons
degenerado. Basicamente, dois efeitos de muitos corpos competem na formacao do
padrao de absor¢ao dos metais, na faixa de energia do limiar de absorcao dos raios-
X: A catdstrofe de ortogonalidade de Anderson [49] (AOC) e a Singularidade Mahan
Nozieres e de Dominicis[50, 52] (MNDS).

A unifica¢do destes fendmenos e a previsio de como eles contribuem para o
padrdo de absor¢ao de raios-X nos metais, foi feita em 1969, quase simultaneamente,
por Nozieres e de Dominicis [52], através da solucdo diagramatica exata do modelo
proposto por Mahan, e por Schotte e Schotte [47|, pela bosonizagio das excitagBes
de baixa energia do gas de elétrons, inspirada na bosonizagio de Tomonaga [11].

O modelo adotado nestes trabalhos foi, essencialmente, o mesmo e esti repre-
sentado por uma Hamiltoniana do tipo

(2.4.1) H=H®+HM HED,

3V4rios autores chamam este problema de “Singularidade do Nivel de Fermi” (FES) . Aqui,
adotamos este titulo por razdes histéricas, embora, como veremos, as escalas de energia envolvidas
no problema sejam bem inferiores is dos Raios X.
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Sendo que, Hée) representa a Hamiltoniana do gis de fermions livres, H,gh)é a
Hamiltoniana do buraco de massa infinita, criado em um “nivel de carogo” do
metal no processo de absor¢ao, e H}e_h) a Hamiltoniana de interagio local entre
o buraco e o gas de elétrons.

A forma dos trés termos de H pode ser justificada, quando o sistema fisico de
interesse é um metal, por trés razdes basicas [48]

1. Nos metais normais (aqueles que obedecem & teoria de Landau do liquido
de Fermi) as correlagdes entre os elétrons sdo tais que as excitagbes neutras
de baixa energia se comportam como pares elétron-buraco “vestidos”, bem
descritos numa aproximacao de particulas livres renormalizadas.

2. O nivel de carogo normalmente é muito profundo (energia de excitacio na
faixa dos Raios-X), fazendo com que o processo de “hopping” do buraco
entre fons vizinhos (“recoil”) seja, frequentemente, desprezivel.

3. O tempo de resposta do gas de elétrons ao aparecimento repentino de uma
carga positiva (buraco), no processo de absorcao da radiagao, é da ordem do
inverso da freqiiéncia de plasmon (wp). Assim; quando o potencial do buraco
é formado, o gas de elétrons rapidamente blinda este potencial Coulombiano,
reduzindo o seu alcance. Dai torna-se bastante razodvel uma aproximacao de
interacao local para a interacdo entre o buraco e o gas de elétrons.

De acordo com a teoria de Nozieres e de Dominicis para o “X-ray edge”, se denom-
inarmos w como a freqiiéncia da radiacdo, medida a partir do limiar de absor¢do, o
padrio de intensidade proximo ao limiar sera qualitativamente dado por uma lei de
poténcia do tipo,®

[ () ~ wl=2/m+(88/7)?),

que ¢ divergente ou convergente, dependendo do efeito predominante e onde dg /7 =
—Vopr € o “phase-shift” na aproximagio de Born, com pr = 525

Por um lado, a AQC provoca uma reducio da intensidade, préxima ao limiar de
absorcdo, na forma de uma lei de poténcia w®8/™” decorrente de uma espécie de
regra de selegdo para transi¢do entre o estado inicial {sem o potencial do buraco)
e o estado final (com o potencial e buraco). Por outro, a MNDS leva a uma di-
vergéncia desta intensidade, também na forma de lei de poténcia w™22/" devida a
divergéncia do namero e estados finais para este processo. Ambos 0s comportamen-
tos, convergente ou divergente, na verdade, tém origem na chamada “divergéncia do
infra-vermelho”. Isto &, por nao haver “gap” para a formacao de pares elétron-buraco
na vizinhanca da superficie de Fermi, o nimero destes pares, formados quando do
aparecimento repentino do potencial de buraco, acaba sendo divergente.

5A expressao abaixo ¢ obtida tratando-se o potencial espalhador na aproximagio de Born e
incluindo apenas espalhamento em onda S. Na verdade, a expressdo obtida por Nozieres e de
Dominicis é mais geral e envolve os “phase-shifts” em todos os canais de momento angular. Aqui,
adotaremos esta aproximagao por simplicidade.
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Este resultado parece concordar bem com o espectro dos cinco primeiros metais
da tabela peri6édica, muito embora os efeitos da estrutura de banda destes metais
dificulte uma anéilise, & luz dos efeitos de muitos corpos.

Corregoes aos argumentos acima foram introduzidas em uma série de trabalhos
posteriores, incluindo efeitos de blindagem ndo instantinea e “recuc do buraco” [48].

2.4.1. Gas de elétrons em 2D. Nos experimentos realizados com gases de
elétrons bidimensionais formados em heteroestruturas de semicondutores, normal-
mente, adota-se um modelo semelhante ao usado no estudo dos metais, com a
seguinte correspondéncia: Hée) representa a Hamiltoniana de um gés de fermions
livres em 2D, H(gh) representa a Hamiltoniana do buraco na banda de valéncia (lo-
calizado por defeitos da heteroestrutura) e H. ;e‘h) a Hamiltoniana de interacio local
entre o buraco na banda de valéncia e o gas de elétrons.

E claro que, neste caso, a escala de energia do limiar de absorcéo e emissio nio
é mais a dos Raios-X, mas sim da ordem da energia da luz visivel.

Embora esta correspondéncia com o problema do “X-Ray edge” nos metais pareca
adequada, nos semicondutores, a hipotese 2 é a mais fragil, pois, ao contrario do
“buraco de carogo” , o buraco na banda de valéncia est4 mais sujeito ao “recuo”, o
que geralmente atenua os efeitos de Anderson e Mahan {54, 55]. Mesmo assim, b4
varios experimentos de foto-emissdo em que os autores alegam terem observado a
singularidade no nivel de Fermi[56, 57].

Mais recentemente, também foram realizados experimentos de tunelamento resso-
nante [61, 62, 63|, onde encontraram-se fortes evidéncias deste efeito, atribuindo
0 aumento na corrente de tunelamento i singularidade do nivel de Fermi. Em tais
experimentos, o buraco fica localizado num nivel 0D de um pogo quéntico, a uma
distancia h na direcio perpendicular & do gas de elétrons. A corrente devida ao
tunelamento entre este nivel localizado e o gas de elétrons &, entdo, medida em
funcao do potencial de “bias”, que regula a diferenca de energia entre o nivel de
Fermi do gés de elétrons e a energia do nivel localizado.

Em ambos os casos, basicamente, é sondada a densidade espectral do gis de
elétrons (ou densidade de estados de tunelamento (TDOS) ) na presenga de um
potencial perturbador . De qualquer forma, o ingrediente essencial para a observagio
da singuleridade ao nivel de Fermi é a localizagdo do buraco.

Além do recuo do buraco, a proximidade de outras sub-bandas do pog¢o quintico
em que estd localizado o elétron pode dificultar a observacio dos efeitos de muitos
corpos nos processos de foto-emissdo e absorgio.

2.4.2. G4s de elétrons em 2D no campo magnético|46]. Na presenca do
campo magnético externo, o gap ciclotronico inibe a divergéncia do infra-vermelho,
impedindo a formagdo de qualquer singularidade no limiar de absorcio/emissdo.
Todavia, como demonstraremos, ainda hi a manifestacdo dos efeitos previstos por
Mahan e Anderson.
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FiGURA 2.4.1. Esquema comparativo entre o processo de absor¢ao
em um gis de elétrons 2D no campo magnético e um metal a campo
Zero.

Os experimentos realizados com o campo magnético externo revelam que o gis
de particulas independentes é uma boa aproximagio, havendo, entretanto, uma pe-
quena renormalizagdo do gap ciclotronico, devida a efeitos de correlagdo [57, 64].

Entdo, o modelo adotado para estudarmos esta situagao é semelhante ao descrito
na equacgio (2.4.1), sendo que a Hamiltoniana livre Hé"), neste caso, refere-se aos
niveis de Landau do gés de fermions em 2D na presenga do campo magnético externo:

oo N¢ -n

(e) Z z fuwen — p)a nm. Gn,m, -

n=0m;=—n

Note-se que a representacdo da degenerescéncia adotada aqui difere um pouco da
utilizada na equagdo (2.1.3). Na verdade, estamos trabalhando com operadores
@n.m, que criam fermions em canais de momento angular m, = m — n, sendo que
Onm, = Cpm,+n- COMO VEremos a seguir, no presente caso, a representacdo com
auto-estados de momento angular é mais ftil, j4 que todos os processos de “shake-
up”, produzidos por um potencial esfericamente simétrico, conservam o momento
angular.
Ja a Hamiltoniana do buraco, aproximaremos por

HM = huydtd,

onde d! cria um buraco em um nivel nio degenerado de energia —hwy (medida a
partir do potencial quimico do g&s de elétrons). Assume-se que a fungdo de onda
deste nivel seja fortemente localizada na origem e que tenha uma simetria. tipo onda
“S”.

Aqui, a hip6tese de localizagdo do buraco na Hamiltoniana Hy (h) possui as mes-
mas restri¢cdes que no caso sem campo. Contudo, o recuo pode ser observado nas
transi¢des do buraco entre seus niveis de Landau.
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2D Landau Levels

ot
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Valence Band

FIGURA 2.4.2. Modelo simplificado para tratar o problema do “X-Ray
edge” em um gés de elétrons 2D na presenca de um campo magnético
uniforme.

Por 1ltimo, consideraremos que a interagao elétron-buraco se d4 através de um
potencial esfericamente simétrico, de forma que o momento angular eletrénico se-
ja conservado nos processos de espalhamento. Inspirados no trabalho de Schotte e
Schotte,[47] representaremos este acoplamento por um potencial de contato, centra-
do na origem,

HE™ = V,wt(0)¥(0)dld,

onde ¥(0) = 3° . Ynm. (0)apm, & o campo fermidnico em ¥ = 0. Isto simplifica
consideravelmente a analise, j& que as fungdes de onda com m, # 0 se anulam na

origem, ¥p, ., (0) = %ﬁ, e, portanto, ndo sao afetadas pelo potencial.

Dai, definindo 6p/m = —Vjpr, com pr = 35z sendo a densidade de estados a
B =0, chegamos a seguinte Hamiltoniana de interac@o:
e—h t'SB
HI(. ) -— —hb)c-;r"— Z a:;; ,oan’odtd-
n'n

Analogamente ao trabalho de Schotte e Schotte , 8 pode ser identificado como o
“phase shift” do potencial na aproximacao de Born.

Deve-se ter em mente que esta hip6tese de um potencial local é uma aproximagao
superficial, pois a blindagem em um gés de elétrons no campo magnético depende
da intensidade do campo.

Apesar disso, como vemos na figura 2.4.2, se o potencial tiver um alcance muito
menor que o comprimento magnético £ = 250A4°/+/B(Tesla)(que normalmente &
o caso para campos produzidos em laboratério), os Gnicos estados afetados sdo os
de amplitude ndo nula na origem, ou seja, aqueles estados em que m, = 0 {ou
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n = m). Mesmo assim, é de se esperar que a constante fenomenol6gica V; dependa
do campo magnético. Isto seria uma possivel explicagdo para o “crossover’ entre as
intensidades dos varios picos de emissdo do experimento de J. Rubio et. al[64] :

2.4.3. Solucdo do modelo. Como & feito no caso sem campo magnético, con-
sideramos que o aparecimento (desaparecimento) repentino do potencial do buraco
no processo de absor¢do (emissdo) gera pares elétron-buraco com momento angular
total nulo (Isto & perfeitamente justificavel [58] quando a fungdo de onda do buraco
tem simetria esférica).

Assim, desprezando a dependéncia do elemento de matriz de dipolo, podemos,
através da regra de ouro de Fermi, escrever a taxa de absorcao como:

W} o 1 ’ W —=wp M ?
I(w) zf:_i(flcg(ﬂ)lGo)“( TR )

onde a soma abrange sobre todos os estados finais |f} do gis de elétrons com um
elétron adicionado no estado fundamental |Gy).
Esta taxa de absor¢do pode ser reescrita como

(2.4.2) I (w) Re/ dte’-wolt K, (0,1),
0

onde K, —q(0,%) é obtido substituindo m,m’ = m, na equacio (2.3.1) e tomando
a média no estado fundamental [Gy).
Desta forma, o problema se resume ao calculo do propagador fermidnico K, -9 (0,1),
sendo que a dindmica fermionica é governada pela Hamiltoniana (2.4.1). Este célculo
é feito com a bosonizagio em niveis de Landau, da seguinte forma, :
Utilizando a representagao de Heisenberg para o operador

¢ind
al, (6,t) = E‘"\/g—;aﬁ,m, (t)

ilv—1/2)8 o8 (8.)
243 S — A )
( ) \/EI: me

que cria um fermion no canal de momento angular m,, na fase # e no instante ¢,
teremos

(244) Km,=0 (0,1) = {Go| ¢"*/*ag (0)e ™"/ a{(0) |Go} ,

onde as Hamiltonianas H; e H; representam, respectivamente, as Hamiltonianas do
gas de elétrons antes e depois do processo de absorgao.

Lembrando que, para este problema, apenas o canal m, = 0 & relevante, podemos
escrever as Hamiltonianas H; e H; em termos de operadores bosonicos b, =

-\71;; 20 aL_H,,mx Gp,m, cOmo 08 que definimos em (2.2.2) como:

H; = hw, inbj,,obn,u,

n=1
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para a Hamiltoniana antes da absor¢io (sem o potencial de buraco), e

Hf = Hi+H™

_ mci{nﬁ oo — mf( n0+bno)}
n=1

para a Hamiltoniana ap6s a absor¢ao (buraco presente). Logo, na representagao
bosdnica, o potencial do buraco é apenas um termo forcante de deslocamento que
gera a transformacao unitaria

(2.4.5) T =exp [i % (bn,() — bl,o)} .

n=1

Fora um termo constante, que nio afeta a dinamica, H; e H; estdo conectadas
pela relagio H; = TH;T7, o que simplifica a expressao (2.4.4) para

Ko(0,1) = (Go| @o(0, t)a}(0,0) |Go),
onde o novo operador fermiénico @,,, (6,t) esta definido por
(2.4.6) . (6,1) = ethitihq, ()TeHit/R,

Podemos interpretar (2.4.6) como um operador que cria um elétron e simultane-
amente desloca os campos bosbnicos, ou melhor, gera excitagdes elétron-buraco no
gas de elétrons. Entdo, usando as equagdes (2.4.3) e (2.4.5), de forma analoga ao
que achamos em (2.3.7) teremos:

1
Ko(0,1) = ﬁeh(o’ﬂ

Jo(0,8) = (1 — 5?3) In (1'—6__) ,

o que transforma o propagador (2.4.4) em

onde, desta vez

1 — g—tHwet—ie)

—e (1-4ay
1 l1—-e ®
Ko(o,t) = ore ( ) .

Inserindo este resultado na equagdo (2.4.2) nés finalmente obtemos uma expressao
para o espectro de absorc¢io

v—1

'{n+a+1)
(2.4.7) ZF DT a+1)5(w—wg—nwc)
onde & = —205/7 + (8p/x)?, ['(z) & a funcio gamma, 6%(z) é uma Lorentziana de

largura e, que tende a uma funcao delta quando € — 0.
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FIGURA 2.4.3. Espectro de emissdo para 4 valores de dp entre —% e Z.

A taxa de emissao é obtida de forma semelhante. No caso, a diferenca é que o
sistema est4 inicialmente no autoestado |G) da Hamiltoniana total H com o buraco
localizado na origem. Assim, a taxa de emissao é dada por

B — E
L oS [{fles(0)G)P6 |w—w— 2L},
> ( )

onde Ej] é a energia do estado fundamental de H. O resto segue igualmente ao
caso da absorcio e, no final, pode-se mostrar que o processo de emissdo I,(w) tem
a mesma forma da equagio (2.4.7), com nw, trocado por—nw,.

Consequentemente, ambos os espectros de emissao e absor¢io consistem em uma
série de picos de intensidade %ﬁ%ﬁ, sendo que espectro de emissao esta ilustra-
do na figura 2.4.3.

O resultado que obtivemos mostra a existéncia de um unico parametro o de-
terminando a intensidade relativa dos picos e que este parimetro é o mesmo que
governa o caso de B = 0. Ocorre, para o < 0, um aumento na taxa de emissao
préxima ao limiar (w = 0) devido a um crescimento no nimero de estados finais
deste tipo de processo. Por outro lado, para a > 0, observa-se uma reduc¢ao na taxa
de emissio préxima ao limiar, que pode ser relacionada com uma predominéncia da
Catdstrofe de Ortogonalidade de Anderson.
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Devemos enfatizar, no entanto, que a famosa lei de poténcia do caso B = 0 nédo
se manifesta quando o campo magnético ¢ ligado. A causa disso é o aparecimento
do gap ciclotronico, que impede a “divergéncia do infra-vermelho”, presente quando
B = 0. De fato, ha uma grande diferenga entre uma lei de poténcia para o envelope
dos picos e a lel que encontramos. Uma lei de poténcia como a do caso B = 0 prediria

que a intensidade relativa entre dois picos adjacentes depende exponencialmente de
a, isto &,

. _ Inw) f n \°
Lei de potencia — T{(n = 1)ay) (n — 1) .
J4 a intensidade relativa entre dois picos vizinhos, obtida pela equagdo (2.4.7), de-
pende linearmente de o :
I, (nw,) _I‘(n+a+1)I‘(n)_1+g
L{n-1w,) T(n+1)T(n+a) n’

Ou seja, 0 campo magnético nao s6 divide o espectro de emissdo em picos equidis-
tantes, mas também muda sensivelmente a dependéncia em « da intensidade relativa
dos picos. Isto esta de acordo com os resultados numéricos de Uenoyama e Sham|55]
para o caso em que a massa do buraco ¢ infinita e com os resultados experimentais
de Skolnick et al..[56)° apresentados na figura 2.4.4

De qualquer forma, no limite de B — 0 (que equivale a w, =& 0 e v — 00),
num pequeno intervalo de freqiiéncias w haverd um niimerc crescente n > 1 de
picos consecutivos. Logo, usando a férmula assintética Hnta) ., po para n > 1,

()
podemos ver que o envelope dos picos volta a se comportar como a lei e poténcia
a3

usual I{w) ~ (e%) . Mais ainda, como fisicamente ¢! deve ser da ordem da

largura de banda, ou seja £ = Bﬁ, a constante ¢/w, ~ horS/N desempenha o
papel de um “cutoff” nao universal.

¥Existe ainda uma controvérsia a respeito destes resultados experimentais, no que diz respeito
4 observacao da singularidade de Mahan. No entanto, acreditamos que a lei encontrada para
intensidade relativa dos picos de emissdo esteja, qualitativamente, de acordo com as medidas feitas
na presenca do campo magnético.
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CAPITULO 3

Sistemas interagentes no campo magnético fraco: elétrons
normais

A partir de agora, mostraremos como as propriedades dos sistemas fermidnicos
interagentes no campo magnético podem ser obtidas através da bosonizacdo em
niveis de Landau. Em geral, nosso interesse sera direcionado para as interagoes da
forma

(3.0.8) H; = %/d?f-ifp () Viw (7= 7) & (7)

ou seja, interagdes corrente-corrente, onde J, (F) = (p #,J (f")) é o operador

corrente generalizada e V,,, (F— ) & o vértice da interagdo. Vale lembrar que a

interagdo Coulombiana & um caso particular desta interagdo, com V), (F—7) =
2

,-.- 5;1051)0

| Outro exemplo deste tipo de interagio, e que seri visto mais adiante, aparece
quando um sistema de elétrons confinados em 2D é submetido a um campo mag-
nético suficientemente forte para produzir um fator de preenchimento dos niveis de
Landau da ordem de » = 1/2p (onde p é um nimero inteiro). Sob estas condigdes,
a dinamica dos elétrons pode ser descrita |75, 71, 74] pela dindmica de um sistema
de fermions compostos interagentes (sem spin) num campo magnético fraco, cujas
interagdes sdo do tipo (3.0.8).

Tendo em vista que o potencial em (3.0.8) s6 depende da distincia entre as
cargas, é conveniente adotar uma representacio de momentum § para os operadores
Jy, ou seja, J,(7) = [ d27e 97 J,(7), j& que este é o nfimero quéntico conservado.
No entanto, apesar das interagoes conservarem o momentum das flutuagoes de carga
e de corrente, 0 mesmo ndo ocorre com os niimeros quanticos dos fermions. Sendo
assim, as interacoes, ndo s6 geram transi¢oes entre niveis de Landau, como também
induzem transicoes entre diferentes centros de 6rbita.

Isso fica mais nitido a partir da representacio da Hamiltoniana (3 0.8) na base
de niveis de Landau:

Z 1/{“ m} 2y C“Z»mz I‘l my cnl,ﬂ'u:
{n,m}

onde Vi, m}é o elemento de matriz do potencial de interagdo nos estados com nfimeros
a : ! ! ! /
quanticos {n,m} =ny, my, no, Mo, Ny, M, NG, M.

55
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FIGURA 3.1.1. Magneto-Exciton

Assim, de acordo com a analogia que estabelecemos entre este problema e o
modelo de um sistema unidimensional de Ny canais chirais, podemos identificar
na Hamiltoniana de interagio termos equivalentes aos de “forward-scattering”[5]
(mfh = mq e m{ = m,) e termos equivalentes ao “backward-scattering” ou “umklapp”
(my # mg e M| # my).

Este problema pode ser contornado, adotando-se uma representacdo mais con-
veniente para os pares particula-buraco, que ji tenha as transicoes entre centros de
orbita embutidas na sua definigdo.

3.1. Bosonizagao dos magneto-excitons

Um fato notével sobre as excitacbes particula-buraco é que, apesar de ndo ser
possivel construir autoestados do observével centro de orbita R, para particulas
ou buracos individualmente (devido & ndo comutatividade das componentes deste
operador), pode-se fazer isso para o operador centro de massa dos centros de 6rbita
RP™ = P 4 B™ do par particula-buraco.

O mesmo ocorre com os autoestados do operador momentum P‘u(""h), canoni-
camente conjugado a R'((,p M Neste caso, o8 autoestados de I-"é" *h), representados
esquematicamente na figura 3.1.1, formam uma base completa no espago de exci-
tagoes neutras de um par!, conhecidos como magneto-ezcitons[36]. Tais estados sao
descritos[34] através da seguinte superposi¢io (Apéndice D)

_@? —
(3.1.1) e DG = C Y Cumlldeh sy menm|G),

m' ,m=0

INote-se que estes operadores geram também tranmgoes entre centros de 6rbita, ao contrario
dos bosons definidos em (2.2.2) que geram apenas transiches entre niveis de Landau de um mesmo
centro de orbita.
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onde, ¢ = |¢] e a fungdo G ¢é definida pelas equagdes|[33] (n > 0 e p > 0)

(3.1.2) Gppin(@) = Grypp(—a)

sendo Ly polindmios de Laguerre generalizados.

Como se pode ver na definicdo (3.1.1), ao contrario do que acontece com as ex-
citagoes de pares particula-buraco que estudamos na se¢io 2.2, os magneto-ezcitons
nao conservam o centro da 6rbita de seus constituintes. H& aqui uma soma sobre
todos os valores possiveis de m e m' para um dado vetor { fixo, que vem a ser o
momentum conservado do par elétron-buraco no campo magnético, como ilustrado
na figura 3.1.1. Além disso, o valor médio da posicdo relativa #P~%) = 7} — ") neste
estado,

(“(P—h)) g = =0Pixq

¢ um vetor perpendicular a ¢ e independente de n e p.

Ou seja, numa excita¢do do tipo (3.1.1), os centros de dorbita da particula e do
buraco se movem paralelamente, com momentum ¢ perpendicular 4 sua separagao
qf2.

Estes magneto-excitons serdo, daqui para frente, a base da construgao da segunda
forma de bosonizacdo no campo magnético, inspirada na bosonizagao vetorial de-
scrita na secao 1.2.1. Na verdade, pode-se tracar um paralelo entre estas excitagoes
elementares e as excitagoes de par elétron-buraco na bosonizacao unidimensional:
aqui, utilizaremos os magneto-excitons para expandirmos os campos bosénicos
vetoriais, da mesma forma que 14 foram utilizados os pares elétron-buraco para
expandir os campos bosénicos escalares. Este serd o principal objetivo desta
secao.

Comecemos por determinar os operadores densidade de carga e de corrente em
termos dos magneto-ezcitons:

Utilizando a expansio dos campos fermiénicos em niveis de Landau da equagio
(2.1.2), pode se mostrar que a componente de Fourier do operador densidade, py =
[ Pre T (F) ¥ (), é dada por

_@?
pr= Y €7 Gualld)Gmw m(td)ch it m:

n' nm’.m

onde definimos ¢* = ¢, — ¢, 7.
Isto nos permite, através de um rearranjo dos somatorios, escrever as flutuacoes

de densidade de carga como superposi¢ées dos magneto-excitons (3.1.1), da seguinte
forma
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o0
pr=rpog+ > {pha+pn-a},
n=1

onde as tais superposigoes de magneto-ezcitons sao dadas por

Ze 7 Gn+pp(£‘?) (Q-'j

O termo

2,42
pa= 3. €7 Gpy(lg) G (D)) i Com
m,m’ p=0

nao se caracteriza exatamente por uma superposicao de magneto-excitons, ja que
o elétron e o buraco estdo no mesmo nivel de Landau. Este operador se parece
mais com um modo de “flutuacdo zero”, como o introduzido por Haldane [14] na
bosonizagao unidimensional. Um tratamento da dindmica das transi¢des intra-niveis
de Landau foi feito nos trabalhos [31, 39]

Entdo, de acordo com o que discutimos a respeito das excitagdes neutras, o op-
erador pl,{)_ cria uma flutuacdo de densidade de carga de energia nfuw,., enquanto
o operador po 4 gera transigoes intra-niveis de Landau de energia nula. Tais afir-

magoes sao justificadas através do calculo do comutador destes operadores com a
Hamiltoniana (2.1.3):

[Ho, Pl,q‘] = nhwep), .

Mas, o passo mais importante para a bosonizacao destas excitagoes elementares
vem da constatacio de que, para gf < 1, os operadores PL, P obedecem a uma algebra
bosénica (n > 0), dada por

{”nﬁv Pin@*] = NyGn (9) 6.¢n.n

onde

Z e F |Gripp(@I, paran >0
p=r-1
é , essencialmente, o “overlap” entre as fungdes de onda do elétron e do buraco.
Neste trabalho, ndo entraremos nos detalhes das transicoes intra-niveis de Lan-
dau (n = 0). O tnico aspecto que abordaremos a este respeito, para complementar
a construcao da bosonizagao, serd a defini¢do de uma fase canonicamente conjugada
. a2 oy 12
B0, tal que [po,q, Oo,-7] = iNsGo (9) 67—, onde Go (g) = ™2 |G, (F0)]".
Podemos ainda normalizar os operadores p, (§), de forma que eles ocbedegam a
regras de comutagao genuinamente bosonicas, definindo, para n > 0
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b (@) = —bo—

VNeGn (q)

Tal como na bosonizagao em centros de orbita, este operador também é ordenado
normalmente, ou seja, ele aniquila o estado fundamental ( b, (§) |G) = 0). Isto nos
permite escrever:

Hy=fawe » > nbl (§) b () -

Em nosso caso, nos interessam particularmente as situagées em que o campo
magnético seja fraco o suficiente para que v>> 1. Sob esta condigdo, é possivel
fazer uma série de simplificagdes, especialmente nas funcées G,4,, . Enfocando as
excitagdes de baixa energia (n < v} e grande comprimento de onda (¢f < /p),
podemos utilizar a aproximacao

2 2 .
€T Grippld) = € B e NEED/2 7 (/35 1 T),

onde 7, é a fungdo de Bessel de ordem .
Com isso,?

| _J nJ2@R;) sen>0
(3.1.3) On (q) = { T2 (qR.) sen =0

sendo o raio da iltima 6rbita ciclotrénica ocupada, R, = £4/2v + 1 (raio ciclotroni-
co), onde os processos de mais baixa energia ocorrem, a nova escala caracteristica
de comprimento.

-
As mesmas aproximagoes se aplicam ao operador densidade de corrente J(7) ,
que para um sistema de fermions no campo magnético é dado por

I = 5 (U @) + (39'(7) ¥},

- b = g - . s
onde ¥ = (?V — fA(f')) é o operador velocidade no campo magnético.

Como explicado no apéndice E, a transformada de Fourier j;— deste operador
também pode ser decomposta em superposi¢cdes de magneto-excitons. Isto é feito

separando J_;— em suas partes, longitudinal e transversa (j;; = Jg)@ + Jg)é), onde®

(3.1.4) =y VR 28 (4 (g) - b (-0},
€

(3.1.5) JY = —iv;qR. Y /NgnFa (aRe) {b} (@) + ba (-0}

2
2Q fator e~ &= deve ser incluido nesta aproximagao para garantir a convergéncia das integrais
onde aparecem G, (q). Ele serd explicitamente incluido quando este for o caso.
3Nestas expressdes, utilizamos a relagio semi-cléssica Row. = vr.



60 3. SISTEMAS INTERAGENTES NO CAMPQ MAGNETICO FRACO: ELETRONS NORMAIS

COImn

i (2) = (Jn (z) _ T (cc))_

2v T

A componente longitudinal da corrente pode ser interpretada como uma corrente
de transporte, decorrente do movimento dos centros de érbita dos magneto-excitons,
cuja velocidade é paralela ao momentum §.

J4 a parte transversa possui duas contribuigdes: a primeira, também relacionada
ao transporte dos centros de orbita, é devida & oscilagio da distancia relativa entre os
centros de 6rbita da particula e do buraco, perpendicular a §. A segunda, por outro
lado, tem origem no préprio movimento ciclotrénico, a semelhanca dos magneto-
rotons definidos por MacDonald et al. [38]. Quando o sistema é homogéneo, as
correntes das érbitas ciclotronicas se cancelam. Porém, havendo uma flutuacao de
densidade, as correntes nao mais se cancelam, dando origem a esta esta segunda
cont}'ibuigéo da parte transversa, a qual pode ser escrita como 5?;1—2 X V-"p ().

E importante ressaltar que, mesmo com as aproximagcoes adotadas, a equagao de
continuidade V.J (7 t) = —~%p(f’, t) continua sendo satisfeita, pois, de acordo com

{3.1.4), a parte longitudinal da corrente é tal que igJ g) = 3 [Hy, pg = —%pﬁa

3.1.1. Regras de soma e validade da bosonizagﬁo; A validade da aproxi-
macao de bosonizacao pode ser testada por meio da “fsum rule”. Para isso, usamos
o fator de forma dinamico S(§,w), definido como[4}

S@m=f ¢S (7,1) dt,

— 0o

onde

(3.1.6) (@) = (01p(@1) 6 (0,0)]0).

Na aproximacao de bosonizagio, a dinamica das flutuacdes de densidade é toda
dominada pelos modos bosénicos, ou seja,

S(@t) = Gnlg) e,
n=1

S@w) = 0 (0)6 (@ = muse).

. *Além disso, como % = pup & o magneton de Bohr , p_?demos a:i‘nda_.interpretar o)z =
M (7) como uma magnetiza¢ao e, consequentemente, ;22 x Vp (7) = V x M (¥) como uma corrente
de magnetizagdo devida 3 corrente orbital dos elétrons em torno de seus centros de drbita.
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A “f-sum rule” & um resultado exato, que vem da conservagdo do namero de
particulas, valida para qualquer sistema de fermions, interagentes ou nao, e garante
que

2
Neg
2m

/ dwwS (§,w) =

Para o nosso caso particular,

foo dwwS (q,w) = chngn (q).

—0o n=1

Mas, se utilizarmos a aproximacao (3.1.3) e a relagio de soma (F.0.7) das funcdes
de Bessel concluimos que, na aproximagao de bosonizagao,

oo 2,2 N2
/ dwwS((j',w)ze_% 7.

. 2m

Ou seja, para ¢f <€ V4rnv, as excitagoes bosbnicas saturam completamente
a regra de soma, tornando a bosonizacdo um procedimento exato neste limite
(como ocorre com RPA).

3.2. O campo vetorial bosdnico

Como abordado na se¢do de bosonizacdo vetorial, o campo de gauge bosdnico

At = (A”, /1’) é definido de forma que a sua corrente topoléogica J# = (pc, f), dada
por:

() = e 19, A, (7)

seja a propria corrente fermidnica, sendo que, para este problema, a velocidade
caracteristica de que falamos é ¢ = vp = R.w,.
E conveniente separar esta corrente em componentes longitudinal e transversa

J () = JU (7 + J9 (7)

para que, em termos do campo vetorial no gauge de Coulomb (6/_1' = (), possamos
escrever:
p = Z. (ﬁ X ff)
DA
ot
j’(t) = ’Upé x VAU

JO

Z X
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H4 mais: como A é um campo puramente transverso, podemos decompor A* no
espago de momenta como

g 1 i§.F (2 ~
A(F) = L—q-%:e" (2 x §)ag
0 1 1q.7
A (A = gijeq o7

Deste forma, as equagdes das correntes topolégicas se traduzem em

P = 19a5

a
JO = - g;
7 'Upataq

j(;) = zqutf)

que, por conseguinte, permitem expandir os campos bosdnicos nos magneto-excitons:

o = —iR 3 VR 31 (@) 40, (-} - i
b7 = —Red/NonFu(aRe) (b} (@) + bn (-0}

Este é o resultado mais importante desta se¢ao. Com ele, mesmo sem sabermos
qual a Lagrangeana, n6s podemos determinar completamente a dinamica do campo
vetorial A¥(7), através da dindmica dos modos bosénicos b, (). Estabelecendo uma
analogia, é como se tivessemos aprendido a quantizar o “campo eletromagnético” e
determinar a dinamica dos fotons antes de aprendermos a “Lagrangeana de Maxwell™

Agora é possivel determinar, inclusive, a dindmica das excitagdes topolégicas do
campo A#(7), no caso, os fermions. E o que faremos na proxima secio.

3.3. Propriedades fermidnicas

Na secdo 1.2.1 vimos que o fermion pode ser expresso como uma excitagao
topologica do campo A* do tipo ¥ (F) ~ o (L) (%), onde o (Z) e p(F) sao os
campos duais definidos em (1.2.1) e (1.2.4). O operador u (%) = e*®, responsavel
pela criagdo da carga topologica propriamente dita, pode ser escrito em termos de
suas componentes de Fourier como:

0(z) = fd%m(r_f).ﬁ(n
(3.3.1) = <Y eI,

onde
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— 1 —
A7) = 5 3 el
q
e
= ZXq
Q7= —1
! q

Assim, se arbitrariamente definirmos Il como um campo puramente transverso,
j& que s6 a componente transversa importa para 8 (&), teremos

—

lg=(2x¢q) Py

ou seja,
¢ izzFg
52 q’
q

Mas, por defini¢do, Py deve ser canonicamente conjugado a a4. Isto nos indica que
ele também pode ser expandido nos operadores bosonicos,

Z nl qR {6l (D) — b (=D} — ¢Ouz-

De onde finalmente conclmmos que

(3.3.2) r (0’) ~ iNg 2 {eoq—i): 220t o q]}

3.3.1. Equivaléncia entre as duas formas de bosonizagao. Na equacao
(2.4.3), o operador fermidnico, separado em canais de momento angular, esta repre-
sentado completamente em func¢io dos graus de liberdade bosénicos by, o,

{p—1/2)8

t _¢ i9%, (6)

al. (8) = ———e"m:F,
(6) o

onde
©%, (6) = 0% + Ny — zz \/_ {e‘“abLmz—e“"abn,mz}

e @f,’nz é o operador fase, definido por [pg,mz, 921,: ] = 10, ,mz,.s

O termo F,,_, como foi discutido em (2.2.7) & o chamado fator de Klein, que da
a estatistica fermidnica:

Fp, = (~1)507 e

Quando tratamos das caracteristicas de baixa energia do problema do “X-Ray
edge no campo magnético”, foi suficiente entendermos a dindmica de um fermion

5,00,,"z = Nyp, @ namero de fermions no canal de momento angular m.
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criado na origem do centro de coordenadas. Ou seja, trabalhamos o tempo todo
com o campo fermiénico na origem, dado por

WH(FE=0)= > 9. (F=0)al .,

L

que, pela propriedade das fungdes ¢y, . (7= 0), era proporcional ao operador fer-
mionico do canal de momento angular m, = 0 na fase # = 0:

o (0) = 50} 0).

Mas, como foi possivel bosonizar af, (0}, a relagdo acima conduz diretamente &
representacio bosonica do campo fermidénico na origem, ¥t (0):

\I:T(O)=_F° 100+ 552, 55 bl obno}

v 2mel?

Mais ainda, com a defini¢do dos operadores bos6nicos p,;, podemos facilmente
mostrar que

1
;@Zpl,a- = Vbl
7

1
EZ_ Pog = Nm.=o
q

e que, consequentemente, hi uma outra forma de escrever o campo fermidnico em
termos dos operadores de criagao de magneto-excitons
L e
3.3.3 U (0) = ——=¢°=9),
(3.3.3) (0) o

onde

—ne/2

(3.3.4) O(F=0)= N% > { - zz: (ol Pnd] }

Se compararmos esta expressao com a expressdo (3.3.2), observamos que o oper-
ador €®(=0 de (3.3.3) é ezatamente o operador u (6) definido em (1.2.4), que cria

a carga topolégica do fermion na bosonizagao vetorial em 2D.
Ja o operador o (Z) é responsavel apenas pela estatistica fermionica. Portanto,
do que vimos na se¢io anterior, ndo resta outra alternativa a nao ser identificar

Fy

(3.3.5) 0 (0) = =
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Demonstrado, portanto, que bosonizar o problema bidimensional utilizando Ny
campos escalares bosonicos unidimensionais equivale completamente & bosonizagao
bidimensional com campos vetoriais.

3.4. Interagdes do tipo carga-carga

Nesta se¢do mostraremos que o espectro de excitagdes neutras de um sistema de
fermions interagentes no campo magnético pode ser obtido a partir de uma rotagao
nos operadores bosbnicos.

Descreveremos também alguns dos avangos no calculo do propagador fermidnico
do sistema interagente, utilizando a bosonizacao em niveis de Landau.

Restringiremo-nos, nesta se¢do, a interagdes do tipo carga-carga 3 > U (9) 0pgdp_.g:
que se incluem na Hamiltoniana® total do sistéma, como segue:

H = 33 nbh (@) 6. (@

q n=1
33 Y w@) Va @G @ [ @ + b (-] [, (<) + b (@)
onde |
_ Ufg)
ule) = 2nl2hw,

A Hamiltoniana acima ¢é diagonalizivel por uma transformagio de Bogoliubov|27|
generalizada, da forma

(3.4.1) bn(@ = 3 (km@B(@) + Iu(@B] (D)),
i

que resulta numa representagio para H em termos dos operadores 3;(§) e ﬂ,f (9) dada
por

H=Y"3"0(0)8 (@5 @.

g =1

Das equacbes de movimento para os operadores bosbénicos, conclui-se facilmente
que os coeficientes da transformac¢io de Bogoliubov sio

_ Gn (9)
_ Gn (q)

onde a funcao

SEstamos adotando Aw, como a escala de energia.
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=" VG (@) (1t (a) + Bt (9)),

é determinada pela condicio de unitariedade da transformacao. Esta funcao se
relaciona diretamente com o fator de forma dindmico do sistema interagente. Isto
¢, aplicando-se a tra,nsforma.gﬁo candnica aos operadores de densidade, vemos que

ZFI (@ (@) €26 4 g (—) e~m:<q)t) + pog,

e portanto, de acordo com a defini¢do {3.1.6), o fator de forma dinamico do sistema
interagente sera

(34.2) S(@w) =Y THa)6 (w - Ulg)).

Assim, pode-se interpretar I'; (¢) como a amplitude de probabilidade do modo normal
€ (g) ser excitado. Por outro lado, estes modos normais so as solucdes da equacao
transcedental, obtida pela substituicdo dos coeficientes pup; (¢) € 9, (g) em Ty (g):

(3.4.3) 1=ulg) ) @%.

Esta equacdo foi descoberta por Kallin e Halperin[36) para os modos de magneto-
plasmon (intera¢do Coulombiana) na aproximacao RPA, tomando 272 /hw, < 1 como
parametro perturbativo no limite de campo forte. Aqui, mostramos que o mesmo
resultado pode ser obtido numa linguagem de bosonizagio e estendemos o seu limite
de validade também para campos muito fracos.

A equacdo acima pode ser resolvida numericamente para o caso da interacéo
Coulombiana (U(q) = 2“ = u(g) = —‘—%"—:ﬁ») Para isso, utilizamos o calculo da
funcdo de polarizagio Xo()(q, ) introduzida no apéndice F, que transforma (3.4.3)
em uma equagao transcedental da forma:

n=1

g,  wr _
(3.4.4) o, = Sin(m)J_w(ch)Jw(ch) 1,

onde 1, é a distancia média entre particulas definida na introducado. Para vr, = 8,
o resultado numeérico esta plotado na figura 3.4.1

Num sistema de fermions livres, os modos de excitacio de magneto-excitons sao
invariantes a g, ou seja, sdo nio-dispersivos. Isto é um reflexo da degenerescéncia dos
niveis de Landau com relagao & posigio do centro da érbita ciclotrénica no plano.
De fato, se as particulas sdo independentes, a energia do par nao depende da posigéo
individual, nem tampouco da distancia relativa entre os centros de 6rbita do elétron
e do buraco.

Com a inclusdo da interagio, os modos passam a ter uma dispersio, o que gera
uma massa efetiva para os magneto-excitons, devida puramente a efeitos de inter-
agao. Porém, como era de se esperar pelo teorema de Kohn (Apéndice C), quando
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Neutral Excitation Modes

vr,=8
10, v T T T . '

0.0 20 - 40 ‘ 6.0 8.0

FIGURA 3.4.1. Modos Normais de excitacio e-h de um gés de elétrons
~hum campo magnético tal que vr, =8 .

g — 0 todos os modos de excitagdo tendem aos seus valores do caso ndo-interagente.
Trata-se, na verdade, de mera conseqiiéncia da invaridncia da Hamiltoniana de in-
teragdo com relagio a uma rotagio global no sistema.

O fator de forma dinamico obtido em (3.4.2) nos fornece mais informagéo a
respeito da resposta do sistema a uma perturbagao que se acople com as densidades
fermi6nicas.

De acordo com a figura 3.4.2, vemos que ha um modo de excitacdo que se destaca
dos outros pela sua intensidade espectral. Este modo coletivo de “magneto-plasmon”
(wmp (g) ~ wer/1+1,0gR;), que pode ser obtido através do limite § — 0 da ex-
pressio (3.4.4) é, na verdade, uma remanescéncia do modo coletivo de plasmon

(wp (g) ~ vr, /;!;)7, presente no espectro do gés de elétrons interagentes em 2D.

Assim como no problema sem campo, ele € o responsével pela blindagem das
cargas excedentes. H4, no entanto, algumas diferencas fundamentais entre o plasmon
e 0 magneto-plasmon. O primeiro modo se torna instével para g > a}, pois, devido
4 sua relacdo de dispersao em 2D , nesse limite ele penetra na regido de excitagdes
de pares elétron-buraco e decai em seus constituintes. J4 o segundo, num limite
de campos ndo muito fracos, interage com os modos de particula buraco, abrindo

' 7E facil ver que wy (q) = limp_,o wmyp (¢) 8¢ lembrarmos que 3 = .

L]
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* ) p e & .&:'"

S, w)

FIGURA 3.4.2. Fator de forma dinfimico caleulado para vrs = 8, com
g dado em unidades de 1 /R, e w em unidades de w,. A fungio delta
& substituida por uma distribuiciio Lorentziana de largura 1/2v |

“gaps” nos pontos de interse¢iio entre as suas relagdes de dispersiio, permanecendo,
contido, estavel como modo colelivo.

Nota-se tambémn qma, para g < 1/R;, o modo de magnetﬂ—plasmnn praticamente
esgota a “fsum rule” e, portanto, a descricdo adequada a este caso é a de uma teoria
hidrodinfimica para as flutunagoes de densidade, como a desenvolvida por Alemner,
Baranger ¢ Glazman[40]. Realmente, como veremos a seguir, quando s¢ impoc uin
“eutoff” nog momenta da ordem de 1/K,., & possivel reenperar o resnltado desta
teoria hidrodinfmica.

Embora o fator de forma dinfmico nos forneca boa parte das caracteristicas do
sistema interagente, a total compreensdo do comportamento do sistema depende,
ainda, da investigacio da densidade espectral de um corpo

A {w) oc Re fu ” die™! [K (£} + K* (t)]

onde

K () = (G (0,6 v (0,0)|G).
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Esta densidade espectral A (w) possibilita prever como o sistema interagente se com-
porta quando uma nova particula é adicionada (ou retirada). Foi através dela que
se demonstrou a inexisténcia de quasi-particulas fermionicas no gis 1D de elétrons
interagentes e como o gas 2D de elétrons no campo responde ao repentino apareci-
mento de um potencial local.

Aqui também podemos utilizar a forma bosénica do operador fermidnico (3.3.3)
para calcular diretamente o propagador local K (t) do sistema interagente. Para tal,
inicialmente, supomos que toda a dinamica do operador fermionico vem da parte de
desordem, ou seja,

U (0,t) =0 (0) p(0,¢).

Esta suposicio é plausivel pois, pelas definigoes (3.3.5) e (2.2.7), o operador o s6
depende dos operadores nimero nos canais de momento angular N, , os quais, em
média, nao sdo alterados pela interacao entre os fermions. Assim, podemos escrever

K (t) (G| (0,t) ¥ (0,0)|G)

_1 . en-po0)
27re 2

onde

D(0,t) = (G|©(0,)6(0,0)|G) = (G| Pz (t) Py(0) |G)

q2

q

¢ uma funcao de correlagdo bosdnica entre os momenta .

Na secdo 3.2, o objetivo da expansao dos campos vetoriais A e I em termos
dos operadores bosonicos foi a investigagdo da dinamica destes campos através da
dinAmica conhecida dos bosons livres. Contudo, no caso interagente, os bosons
livres ndo sdo mais 0os magneto-excitons mas sim os obtidos pela transformacio de
Bogoliubov. Assim, utilizando a transformaco canénica (3.4.1) podemos descrever
a dinamica dos campos vetoriais como

alt) = —@““(@(JM(—&:&)%M

=1 q
R = - TEROT (8@ - A(-30) - 00

onde

B (q,t) = e DG, (g)
e f{g) =1+u(q) (FE(gR)—1) ~ L.
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Finalmente, isto nos permite determinar o propagador fermidnico :
2 i (et _,
1 ry (q)!e |
=L mEdEim () _
2wel?

Este é o principal resultado desta secdo, pois mostra como, uma vez conhecidos
os modos normais e os coeficientes I'; (¢) da transformacao de Bogoliubov, obtemos
também o espectro fermidnico do sistema.

O caso mais simples em que este propagador pode ser calculado ocorre quando o
espectro de excitagio é completamente dominado (satura a regra de soma) pelo modo
de magneto-plasmon (¢ < 1/R.). Neste caso, {2 (q) ~ 1+ r;vqR, e T2 (¢) Q1 (g) ~
923, o0 que, no limite assintético® de tempos t > w_ !, leva ao resultado aproximado:

(3.4.5) K (1)

K(t) ~ e ot
A{w) ~ d(w=-wo)+d(w+uw),

in(vr,)

onde wy = —_~** representa o gap de excitagio de um corpo devido a efeitos de
correlacao.

Este foi o resultado obtido por Aleiner, Baranger e Glazman [40] numa abor-
dagem hidrodinamica e discutida a luz do fenémeno de “Coulomb-Blockade” no
tunelamento entre gases bidimensionais de elétrons na presenca de um campo mag-
nético uniforme. Aqui, ele aparece como uma aproximacio ao caso particular em que
0 magneto-plasmon satura a regra de soma. Vale ressaltar que o resultado (3.4.5) é
mais geral e permite, a principio, avaliar os efeitos da perda de densidade espectral
do magneto-plasmon para os magneto-excitons.

8Este limite s6 faz sentido quando o potencial quimico est4 sobre o 1ltimo nivel de Landau
ocupado. Apesar de termos trabalhado sobre a hipétese do fator de preenchimento v ser inteiro, a
generalizagio para este caso € direta, desde que v = inteiro.



CAPITULO 4

Sistemas interagentes no campo magnético fraco: fermions
compostos

Aplicaremos agora o método de bosonizagao para o estudo de um gas de elétrons
bidimensional, imerso em um campo magnético uniforme B, com densidade eletroni-
ca (n, = %l), tal que o fator de preenchimento ¥ é um nimero fracionario. Sob
estas condicOes, sabe-se que o gis de elétrons exibe um fenémeno conhecido como
efeito Hall Quantico Fracionario[31, 32, 7).

Trata-se de uma manifestagdo da formagio de um estado incompressivel de um
gas bidimensional de elétrons interagentes na presen¢a de um campo magnético
uniforme, de densidade correspondente a um preenchimento fracionario do primeiro
nivel de Landau.

Num trabalho pioneiro, realizado antes mesmo da descoberta experimental do
efeito Hall Quéntico , Fukuyama, Platzman e Anderson [66] propuseram que, num
limite quéntico em que apenas o primeiro nivel de Landau esteja parcialmente ocu-
pado, na aproximagao Hartree-Fock o géas de elétrons correlacionados é instéavel, ten-
dendo & formacgao de uma onda de densidade de carga (CDW). Mais tarde Yoshioka
e Fukuyama [67] desenvolveram esta idéia, mostrando que o perfodo desta CDW
coincide com o de um cristal de Wigner classico (WC). Entretanto, esta aproxi-
magao Hartree-Fock falhou em explicar por que o Efeito Hall Quantico Fracionario,
ao contririo do que propunha a teoria de formac¢ao de uma CDW, s6 ocorria em
determinados valores de preenchimento do primeiro nivel de Landau.

O maior avango para compreensido deste fendmeno foi devido a Laughlin|68],
que propds um ansatz variacional para a funcdo de onda do estado fundamental
destes sistemas, que correspondia a um liquido incompressivel de elétrons a um
preenchimento v, = 1/m, onde m é um nimero inteiro {mpar. Apesar do enorme
avanco trazido pela teoria de Laughlin, ha pelo menos uma década, a area de FQHE
tem recebido inimeras contribui¢Ges no sentido de se formular uma teoria efetiva de
campo para o FQHE [7].

Dentre as principais razoes para este interesse estio: a necessidade de uma teoria
que lide, nao apenas com as fragdes v,,, mas com toda a hierarquia de estados
observados experimentalmente; a necessidade de se calcular fungtes de correlagio
que descrevam as propriedades fisicas proximas as fragGes estaveis de preenchimento
e a necessidade de tratar situagdes em que a concentracao de quasi-particulas seja
grande.

71
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Neste contexto, a teoria bosénica do FQHE, que converte elétrons em bosons pela
introdug¢do de um campo de Chern-Simons|[73|, teve um grande sucesso, mostran-
do que, numa aproximacio de campo médio, os estados fundamentais em fracSes
v $80 mapeados em superfluidos dos bosons[69], enquanto as quasi-particulas sdo
mapeadas em vortices. Acontece que esta teoria também abrange apenas as fracbes
V.

Foi entao que surgiu a teoria de Fermions Compostos (CF), proposta por Jain[70].
Nela, o sistema de elétrons interagentes via repulsio Coulombiana pode ser trans-
formado em um sistema de novas quasi-particulas. Estas novas quasi-particulas, que
tém a mesma densidade dos elétrons originais, aparentemente incorporam parte do
campo magnético externo (através de sua ligacdo a 2p quanta de fluxo magnético),
possiem uma massa maior que a massa do elétron e se movimentam independen-
temente. Mais ainda, a massa destas quasi-particulas, que é devida puramente a
efeitos de correlagdo entre os elétrons, é de fato uma medida da intensidade de
interagdo Coulombiana entre eles.

Entdo, de forma brilhante, esta teoria foi capaz de descrever fragées do tipo
VP = MTT, que melhor correspondem a hierarquia experimental de estados incom-
pressiveis. De fato, nesta teoria, o FQHE dos elétrons é visto como o efeito Hall
quantico inteiro (IQHE) dos CF, onde n aparece como o niumero inteiro de niveis de
Landau preenchidos pelos CF (v.s = n}, o que pode ser qualitativamente entendido
através do seguinte argumento: ' :

& Seja n, = %a densidade eletronica (que é igual & densidade de CF) e B
o campo total aplicado sobre os elétrons, tal que o fator de preenchimento
eletrénico v, € dado por

_ QSDne
(4.0.6) Ve= %

Se considerarmos que 08 fermions compostos sdo elétrons ligados a 2p quanta
de fluxo magnético, que servem de blindagem contra o campo externo, o campo
efetivo sentido por esta particula composta serd igual ao campo externo, menos
o campo de blindagem, ou seja, B,y = B — 2pdon.. Assim sendo, o fator de
preenchimento do CF € dado por

_ ¢0ne _ 1
"~ By Yv.—-2p

(4.0.7) Ves

0 que equivale a
v,
408 Ve=—d
( ) 2+ 1
como queriammos demonstrar.
Mais ainda, fazendo v — 00 , ou seja B — 2pgon., chegamos a fragoes
do tipo v° = 51;, nas quais hd uma revelacdo inesperada: Quando o campo

magnético externo é intenso o suficiente para produzir exatamente 2p quania
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de fluzo por elétron, estes se comportam como fermions livres[T1, 75, 73|, ou
seja, o estado fundamental do sistemase torna compressivel.

A introducao dos CF por Jain foi feita através de uma generalizagio da fungio de
onda de Laughlin para as fragoes v£. Com efeito, esta fun¢éao de onda é dada por

Epp = DPO,

onde, em termos das coordenadas complexas z; dos elétrons, DP = [[,_, (z; — z) %P
é o fator que “liga” os 2p quanta de fluxo aos elétrons e ®,, é o determinante de Slater
para um estado com n niveis de Landau preenchidos. Pode-se ver facilamente que
a funcéo de onda de Laughlin para v = 1/(2p+ 1) é um caso especial desta fun¢ao
de onda quando n = 1.

4.1. Transformacao de Chern-Simons

Uma das formas que se mostrou mais interessantes para descrever este cendrio
numa formulagdo de teoria de quantica de campos é a da transformacio de Chern-
Simons. Nesta transformacao, os elétrons sao sujeitos a uma transformacgao matemati-
ca que 0s converte em um novo sistema de fermions chamados de Fermions de Chern-
Simons (CSF). Mais ainda, apos esta transformacéo, além da interacdo Coulombiana
original, os novos fermions passam a interagir através de um campo de gauge, de-
nominado de campo de Chern-Simons. Isto é o que descreveremos a seguir. Vale
a pena ressaltar que, como ficard claro no que segue, ha diferencas fundamentais
entre os CSF e os CF. Lembramos que as semelhangas e diferencas entre estas duas
quasi-particulas ainda sao temas em ativa discussao nesta area.

Aqui, estaremos fundamentalmente interessados na situagio em que o campo
magnético tenha uma intensidade B préxima da necessaria para se formar um
preenchimento v, = 1/2, ou seja, B esteja proximo de By, = 2¢gn.. Assim,
partiremos de um conjunto de fermions bidimensionais, sem spin (os graus de liber-
dade de spin estao “congelados ” pelo acoplamento Zeeman), sujeitos a um campo
magnético constante B = By s + By, ! onde By < Bjys.

A Hamiltoniana que descreve esta situagao é a seguinte:

(4.1.1) Hy= o [ Prsr) {P - S0} wel),

onde

Bz =V x A(f),

sendo que a condi¢io para que o campo magnético externo seja B = By, + By €
completamente equivalente as condigoes

A(7) = A1 2(F) + Aes (),

A notagdo é clara: B.; é o campo externo efetivo sentido pelos fermions compostos.
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€
(4.1.2) V x Ay2() = Bija2,
(4.1.3) Y x A7) = Byt

Nosso proximo passo sera introduzir o operador de criagao do CSF |71, 73, 75],
definido por

(4.1.4) Wl (7) = pl (e XD,

onde

x(7) = /dzr arg(7 — ) p(7).

Na defini¢fio (4.1.4) do operador de criagio de quasi-particula, % (7) é o operador
de criagdo eletronico e arg(F — ) é o Angulo polar do vetor ¥ — 7. Na realidade,
esta transformagao ja foi discutida na bosonizagdo vetorial, e como 14, aqui o seu
objetivo é controlar a estatistica das quasi-particulas.

A relagio entre 9} () e ¥!(7) & ndo-local e se comporta como uma versdo em
segunda quantizagiao de uma transformacio de gauge. Contudo, esta transformagio
de gauge generalizada pode, através do parametro ;f:t, controlar a estatistica das

quasi-particulas. Isto pode ser demonstrado pelo céalculo da relacdo de comutacao
obedecida por ¥}, (7):
Utilizando a formula de Baker-Hausdorff podemos mostrar que

2 A ,
BB = o %x(”{1+z§[x(r—*),¢z(m+.--}
ei;,,%arg(?—ne—ia%x(f')ﬂm’

de onde podem ser inferidas as relagoes de “comutacao generalizadas” obedecidas

por ¥(7):
B (Ftpes () = 6(F — 7) — '3 80" —Dmare=hyy, (yut (7).

Mas, como arg(—7) = 7 + arg(F), segue diretamente que

WL (Pbes() + €8s (VL) = 87 = )

e, da mesma forma,

I’bcs(ﬂwcs('?) + e£3'%”¢cs(;)wu (F) = 0.
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Estes tltimos resultados implicam que, se 3‘% for um nimero impar, a estatistica das

quasi-particulas é bosdnica; se 3‘% for par, a estatistica ¢ fermionica e, em qualquer
outro caso, a estatistica é denominada anyénica.

Sob influéncia da transformagdo de gauge generalizada (4.1.4), os elementos de
matriz de utn corpo se transformam de acordo com as regras

¢) -
%Vx(“)

—

P - P-—mZt

-

F = 7.

Desta forma, em termos dos operadores de quasi-particula, a Hamiltoniana
(4.1.1), com que iniciamos o problema, muda para

H o= o [ {P-nloxe - Lio) v

ay) = o [enne{F-Yan - Zae) e

onde introduzimos o campo de gauge () = qﬁVx(F), conhecido como campo de
Chern-Simons.
Utilizando a defini¢ao de x(), o campo de Chern-Simons pode ser reescrito como

i) = ffmw #)p(7)

onde

o) = EXD.

Analogamente ao que vimos na bosonizagao vetorial, devido a singularidade em
d(7), vemos que o seu rotacional é diferente de zero. Mais especificamente,

(4.1.6) V x @(F) = ¢p(F)s.

O lado direito da equagao acima pode ser interpretado como o campo magnético
gerado por &(7), que, por sua vez, é proporcional i densidade de quasi-particula na
posi¢ao 7. Consequentemente, ¢ é simplesmente a quantidade de fluxo carregada
pela quasi-particula. No caso em que estamos interessados ¢ = 2¢. Esta escolha nos
leva a quasi-particulas de estatistica fermidnica: os tais Fermions de Chern-Simons.

O objetivo de se acoplar a quasi-particula ao campo de gauge de Chern-Simons
¢ fazer com que o fluxo magnético carregado por ela cancele (parcial ou completa-
mente) o campo magnético externo. Ou seja, o campo de gauge de Chern-Simons
atua como uma blindagem do campo externo de uma forma semelhante ao quadro
proposto por Jain. Na verdade, a conexio entre a teoria de Jain dos CF e a das
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quasi-particulas de Chern-Simons nao é tao 6bvia, sendo que o passo fundamental
para a solucdo deste problema foi dado no ano passado por Shankar e Murthy[77].

4.2. Flutuacdes de gauge e bosonizacio

Se considerarmos que o estado fundamental dos CSF se comporta como um
liquido, sera 1til separar o operador densidade da seguinte forma

p(r) = ne + 8p(7),
onde dp(7) representa as flutuagoes de densidade na posi¢ao 7, as quais esperamos
que sejam pequenas se comparadas & densidade n, .
Substituindo este resultado na equagio (4.1.6), que define o campo magnético
carregado pela quasi-particula, teremos

V X @(F) = 2¢one + 2¢o8p(7).
Isto nos permite separar o potencial vetor de Chern-Simons em duas componentes:

8(7) = AujalF) + 83(7).

A primeira componente A‘l/g(f') é tal que V x fi’l/g(f') = By/2%, ou seja, é a parte
do campo de Chern-Simons que cancela a porcao B;;;Z do campo externo. Ja
a segunda componente de d(7) estd vinculada as flutuagdes de carga do sistema,
através da equagio

(4.2.1) V X 8d(7) = 2¢00p(7).

Feitas estas consideracoes, a Hamiltoniana inicial, em termos das quasi-particulas
fermiénicas, fica da forma

—€

(4.2.2) Hy = 515 f d*7yl (7) {P’ A (F) — ?55(?)}2%(1’),

onde A f(7) é o potencial vetor efetivo (4.1.3) sentido pelos FCS. Em decorréncia
disto, a transformacfo unitaria (4.1.4) mapeia um problema de elétrons indepen-
dentes, sujeitos a um campo forte B, num problema de quasi-particulas fermi6nicas,
os CSF, sujeitas a um campo By = (B - B /2), supostamente fraco. Tal mapea-
mento, apesar de anular parte do campo magnético externo, introduz uma interacao
entre as quasi-particulas através das flutua¢des do campo de gauge dadas por (4.2.1).

Em primeira aproximacio (campo médio) podemos desprezar as flutuagdes de
densidade (dp(7) = 0). Isto é equivalente a desprezar as flutuagdes do campo de
gauge e, consequentemente, transformar a Hamiltoniana (4.2.2) em uma Hamil-
toniana de fermions independentes, na presenca de um campo magnético efetivo
B.; = B — By3. Desta forma, quando B.; for tal que haja um nimero inteiro de

c
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niveis de Landau de CSF preenchidos, abre-se um gap ciclotrénico Wi = lelBet

entre o estado fundamental e os estados excitados. A principio, poder-se-ia identi-
ficar este como sendo o gap de excitagao da teoria de Laughlin. Todavia, isto ndo
corresponde a realidade, pois, na teoria de Laughlin, o gap de excitagao é um efeito
puramente devido 4 interagdo Coulombiana, ndo dependendo da massa dos elétrons.

Uma solucgio para este problema foi proposta por Halperin Lee e Read[75], intro-
duzindo uma massa efetiva 1/m* ~ O(e?{) fenomenoldgica para as quasi-particulas,
a fim de que o gap ciclotrénico dos CSF passasse a ter a dependéncia correta com
0 campo magnético e ndo dependesse da massa “nua” dos elétrons. Esta teoria foi
aperfeicoada alguns anos mais tarde por por Simon, Halperin e Stern |76}, para
que os vinculos impostos pelas regras de soma fossem obedecidos. Na verdade, a
introdugao desta massa efetiva fenomenolégica foi uma tentativa de se incluir as
flutuagdes do campo de gauge e a interagido Coulombiana de forma que refletisse a
esséncia da fisica do efeito Hall Quéntico Fracionario.

Muitas foram as temtativas de se entender (partindo de uma formulagao de
primeiros principios) como a massa efetiva surge da interacdo Coulombiana entre
os fermions. Entretanto, em tratamentos perturbativos, as flutuagoes de baixa en-
ergia do campo de gauge levam a resultados que ndo correspondem & realidade.
Foi, talvez, a solucao de Shankar e Murthy [77] a primeira formulacdo de teoria de
campos capaz de prever a maior parte das caracteristicas dos Fermions Compostos,
como a massa efetiva, carga efetiva e momento de dipolo, fazendo ainda com que
a fun¢do de onda do sistema tivesse as caracteristicas dos ansatz variacionais de
Laughlin e Jain.

Aqui nao trataremos diretamente da aproximagdo de massa efetiva, mas ape-
nas mostraremos como a transformacgio de Chern-Simons, aliada & bosonizagdo em
niveis de Landau, pode ser usada no problema em que os fermions estdo inicialmente
acoplados via interacao Coulombiana. Dentro do esquema proposto, esta Hamiltoni-
ana pode ser diagonalizada por uma transformacgio de Bogoliubov, como haviamos
feito anteriormente.

Expandindo o termo entre chaves na Hamiltoniana (4.2.2), teremos

Hy = % ] 7l (7) {P' - _—eﬁcf(ﬂ}g thes (7 +
(4.2.3) / o) [6G ()1 — 14 f 27T (F).6a().

Dai, supondo-se que o campo efetivo By é tal que formam-se v; niveis de Landau
de CSF, podemos aplicar a bosonizagao para reescrever H, numa forma bosénica
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Z Z Fw Dbt ()b () + — 2 82 - quéap 88_1p)
a7
(4.2.4) — " Tl

onde éd; = [ d?7e~*474d(7) ¢ a componente de Fourier da flutuagio do campo de
Gauge, que obedece & equacdo i§x dd; = 2¢odpsZ , derivada a partir da transformada

de Fourier da equacio (4.1.3), e .f,} é o operador corrente definido em (3.1.4) e (3.1.5).
A solugdo da equagdo acima no gauge de Coulomb (6d@;.g'= 0) é

. . 0pg. .
by = (~i260) 7% X d
Utilizando entao os resultados acima teremos

8a5.8G_5; = (260)” f(§, P)ops.0p_5¢

com

Para incluirmos a intera¢do Coulombiana no problema, basta acrescentar o termo

1 2me?
Hy = o< Xq; — oeadr-q

& Hamiltoniana (4.2.4).

As interagbes cibicas nas flutuagbes de densidade sao menos relevantes em
um sistema em que estas flutuagdes sdo pequenas. Logo, se substituirmos py por
Spodz0+90pg e desprezarmos os termos na Hamiltoniana que contém as flutuacoes ao
cubo, ficaremos apenas com termos quadraticos. Ou seja, neste caso, a Hamiltoniana

(energia e momentum em unidades de fw! e 1/ R.; respectivamente), fica

H= ZanL(q)bﬂ(ff) + Hy

onde a Hamiltoniana de interagdo é do tipo corrente-corrente dada por
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1
Hy=— Jy Vu Ju—"
I Nd»; 7 #(‘T) »—q

e V(9 é
vy g
q q vf g
(4.2.5) v={o 00
i v,
— i 00

Evidencia-se, portanto, que com as escalas utilizadas para o momentum e energia
na Hamiltoniana acima, os termos de interacdo vindos das flutuacoes de gauge nao
dependem da massa eletronica e o tinico termo que dela depende explicitamente é o
que vem da interagdo Coulombiana, proporcional 4 r,; oc m.

4.3. Modos normais dos fermions de Chern-Simons

A semelhanca do que foi feito para a Hamiltoniana de interacio Coulombiana,
explorada na se¢iao anterior, esta Hamiltoniana pode ser diagonalizada por uma
transformacio de Bogoliubov do mesmo tipo visto em (3.4.1). S6 que, aqui, os
coeficientes de Bogoliubov obedecem & equagao matricial

A B .
( () ) - mom @ ( Cilg) )
Fma(9) ~merm e ) \ Pl

onde

8 2
A= (——f + ——f-) Vadn(@) + L ST 0)
g g g
4Vc_f
B — T\/ﬁjﬂ(q).

Também analogamente ao caso anterior, os coeficientes Ci(g) e Di(q) desempen-
ham o papel de constantes de normalizagdo e obedecem as equagoes

o) = [—;—xﬂu(q,w)+4—’:;—fxO2(q,w)] ila) + 2 xaog,)Di0)

8u; 4v, dv,
D@ = [“hxn(aw) + Loxalg,o)| i@+ L xnle,)Di@)

sendo que as fungées xgo, Xoz € X2z Que aparecem nas expressoes acima, nada mais
sao do que componentes do tensor polarizagio explorado no apéndice F.
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Neutral Normal Modes

v =4, v=45
16 . , : . : :

14

10 = ]

FIGURA 4.3.1. Modos Normais CF-h

O sistema de equagtes acima admite solugdes néo triviais apenas se det [1 — x(g,w)V (g)] =
0, onde x(g,w) é o tensor de polarizagio definido no apéndice F e V{(g) é o tensor
de interacio (4.2.5). Esta equacdio & idéntica & obtida na aproximagio RPA [76],
podendo ser resolvida numericamente, conforme demonstrado na figura 4.3.1.

Como se pode observar no exemplo da figura 4.3.1, 08 modos normais de excitagio
neutra sdo pouco modificados em relagao ao caso ndo-interagente, A excegdo do modo
que comeca em w = 9wt = (2v+ 1)w§°n, que sofre uma dispersdo maior, cruzando
as autofrequéncias superiores a ele. Este é 0 modo coletivo de magneto-plasmon
dos fermions compostos, responséivel pela blindagem das interaces.

Pela sua localizacdo no espectro, podemos relacioné-lo com o primeiro modo de
excitagdo neutra dos elétrons, cuja energia é dada por w, = (2v + l)w.(ff ), E, como
se evidencia no fator de forma dinfmico da figura 4.3.2, ele satura a regra de soma,
para ¢ —= 0.

No trabalho de Shankar e Murthy [77] demonstrou-se que este modo coletivo
é o responsével pelo comportamento assint6tico correto para a funcio de onda dos
CF em termos dos CSF. Numa formulacio semelhante & introduzida por Bohn e
Pines, Shankar e Murthy trataram este modo coletivo w, = (2v + l)w,(f! ) como
sendo separivel dos modos de excitagdo do tipo partfcula-buraco, através de um
“cut-off” variacional de separagdo no espago de momentum. Mais ainda, mostraram
que o acoplamento deste modo coletivo com 08 modos de particula-buraco é o que
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S(a.w)

Ficura 4.3.2. Fator de forma dinimico dos CF, calculado para v =
4/9 e vy, = 1, comn g dado em unidades de 1/£, e w em unidades de
we A funcdo delta é substituida por wma distribuigio Lorenisiana de
largura 1/2r .

“liga” os gquanta de fluxe aos CBF, fazendo com que as novas quasi-particulas, os
fermions eompostos de Join, tenham carga ofetiva e® = ¢/ (2v | 1) e massa efetiva
mx oc 1/(ef).

No nosso esquems, & separacio entre o modo coletivo e os modos de partienla-
buraco aparece diretamente nos coeficientes da transformagio de Bogoliubov e con-
sequentemente no propagador dos FCS, sem a necessidade de se introduzir um
parimetro variacional de “cut-off”. Esta & a dltima parte dos trabalbos realiza-
dos durante o programa de Douolorada, a gue daremos continuidade, pois fol um dos
caminhos mais interessantes abertos por este novo método tedrico de investigagio
dos sistemas interagentes de baixa dimensionalidade.



Conclusoes e Dire¢oes Futuras

Neste trabalho, propusemos um novo método de bosonizagao bidimensional para
tratar de problemas que envolvam gases bidimensionais de elétrons correlacionados
na presen¢a de um campo magnético uniforme. Mostramos que ha, basicamente,
duas formas equivalentes de se bosonizar este tipo de sistema, dependendo das leis
de conservacao envolvidas.

Na primeira, em analogia com a bosonizagio da Superficie de Fermi, dividimos
o problema bidimensional em virios canais unidimensionais, utilizando a divisao
natural da degenerescéncia dos niveis de Landau. Neste caso, as excitagbes neutras
(elétron-buraco) comportam-se como fonons de campos escalares unidimensionais
“chirais” e as excitagbes carregadas, os fermions propriamente ditos, se apresentam
como excitacdes topologicas destes campos. Ja na segunda forma, adotamos uma de-
scrigdo das excitagOes neutras em termos de magneto-excitons e mostramos que estes
entes podem ser interpretados como os “fotons” de uma teoria quéntica de campos
vetoriais, de tal forma que, como na bhosonizagao vetorial de fermions relativisticos
sem massa em 2D, os fermions aparecem como vortices destes campos.

Na sua versao em canais unidimensionais, este método foi aplicado a problemas
de magneto-dtica, onde calculamos exatamente o espectro de absor¢ido e emissio
para transicoes entre um nivel localizado e¢ os niveis de Landau do gas de elétrons.
Muito embora a freqiiéncia ciclotronica proiba as singularidades existentes a campo
zero, o padrao de absorgio/emissdo encontrado é remanescente deste comportamen-
to singular, sendo que o tnico pardmetro que governa este padrio é, como no caso
a campo zero, o “phase shift” do potencial. Ja na sua versao vetorial, aplicamos a
bosonizagao em niveis de Landau a problemas envolvendo fermions interagentes e
mostramos que o espectro de excitagoes neutras, bem como o fator de forma dinami-
co do sistema, podem ser obtidos através de uma simples rotagio (transformacio de
Bogoliubov) nos campos bosdnicos. Os resultados obtidos para as excitagoes neutras
equivalem aos obtidos através da aproximacao de fase aleatéria (RPA). Além disso,
mostramos como a fungao de Green de um corpo do sistema interagente pode ser
calculada exatamente através da forma bosdnica dos operadores fermiénicos e dos
parametros da transformacdo de Bogoliubov. A aplicagio deste dltimo resultado
€ um assunto ainda em desenvolvimento e que tera continuidade ao final da Tese,
por ser um dos caminhos de pesquisa mais promissores abertos pelo método ora
apresentado.
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APENDICE A

Particulas carregadas no campo magnético

Classicamente, quando uma particula de massa m e carga ¢, cuja posi¢cdo no
plano ¢ dada por um vetor 7, se move na presenca de um campo magnético B (7),
ela experimenta uma for¢a de Lorentz da forma f = q% x B (7).

No caso em que o campo magnético é constante em todo o plano, esta forca faz
com que a particula se mova em uma oOrbita circular com uma freqiiéncia angular
We = ﬁ?. Além disso, como o campo magnético nao realiza nenhum trabalho (a
forga de Lorentz & sempre perpendicular 4 trajetoria), a Hamiltoniana classica desta
particula é descrita simplesmente pela sua energia cinética:

onde ¥ = ﬁ—’; ¢ a velocidade da particula no campo magnético B = V x 4 (7), que se

relaciona com o momentum 7, canonicamente conjugado a 7, através de

]

Além da velocidade, existe ainda uma segunda constante de movimento, que é o
centro da orbita ciclotronica no plano dado pelo vetor

-» . T
Ry=7r—2x —

We

A adogao de um gauge simétrico (A () = £2 x 7) possibilita que estas duas
constantes de movimento sejam reescritas mais facilmente em um sistema de coor-
denadas complexas

V = £+iw°Z
m 2

Zy = Z+'f:K,
We

sendo que a quantiza¢do da dindmica desta particula no campo magnético é feita
através da regra de quantiza¢do candénica de variaveis canonicamente conjugadas.
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Quando aplicada neste problema, esta regra nos leva diretamente 4 conclusao de
que os operadores V e Z; obedecem as seguintes relagoes de comutacao:

[V,V1] = —26%2
[zo,zg] Ve
v Z] = o
[ViZo] = 0

onde £ = \/h/mw,. é chamado de comprimento magnético.
As relagdes de comutacao acima sao igualmente obtidas se utlhzarmos 0s oper-
adores escada independentes d e g :

(A.0.1) V = iv2bwd
(A.0.2) Z, = Vg,

Assim, em termos destas novas variaveis, o operador Hamiltoniano desta particu-
la fica

Hy = huw, (d'd + dd')

e 0s auto-estados

1Y (Y™

(\d/)_ (\g/_)_ 10,0,
o que indica que 0s nimeros quanticos n e m, que rotulam os auto-estados da particu-
la, estdo respectivamente relacionados com o médulo da velocidade da particula e
com o raio do circulo em que se encontra o centro da drbita ciclotrénica.

Deve-se observar que o momento angular da particula é também conservado. No
entanto, nao se trata de uma terceira constante de movimento, pois pode ser escrita
em termos das outras duas:

[n,m) =

L,=h(n—m).

Isto leva & interpretacio de que os operadores df e gt aumentam, de forma quanti-
zada, a circulagdo da particula para direita e para esquerda, respectivamente.



APENDICE B

Estados de Fase

Portanto, os graus de liberdade de uma particula carregada na presenca de um
campo magnético uniforme podem ser descritos por operadores tipo escada. Em
particular, o operador posigdo (complexa) da particula carregada, medido em relagao
ao centro de érbita (A.0.2) é dado por Z — Z; = v/24d'. Consequentemente, o
quadrado do raio da 6rbita ciclotrénica |Z — Zo|* = €2 (2N + 1) tem um espectro
de oscilador harménico, onde N; = dfd é um operador tipo namero. Assim, a base
de auto-estados de Hp , |n,m), & também uma base de autoestados |Z — Zy|* em
que o raio da 6rbita ciclotronica esta bem definido.

Surge naturalmente a pergunta: Ha uma base de autoestados em que o operador
|Z — Zo|*(ou Ny equivalentemente) niio esteja bem definido, mas sim um operador
canonicamente conjugado a ele, de forma aniloga ao que acontece entre a base de
momentum {ondas planas) e posi¢io (fungbes delta}?

Esta pergunta data dos primoérdios da eletrodinidmica quéntica, quando se inves-
tigava a possibilidade de haver um operador Hermitiano de fase © do campo eletro-
magnético, canonicamente conjugado ao operador N (numero de fotons). Até hoje
permanece controversa a resposta a esta pergunta. Parece invidvel, em condi¢oes
usuais, fazer com que o operador © obedec¢a simultaneamente 4s condigoes de Her-
miticidade e conjugagao candnica com o operador N . Isto porque o operador N
tem um espectro discreto limitado inferiormente (N > 0 ).

Para contornar esta situagdo foram propostas duas solugbes: A primeira, por
Susskind e Glogower|T78], propde a extensdo artificial do espectro do operador namero
para valores negativos; a segunda, por Pegg e Barnet[7T8], propde que se limite
também superiormente o espectro do operador niimero. Para o caso do campo
Eletromagnético a segunda parece ser a solugio mais razoavel, uma vez que nio faz
muito sentido valores negativos de fotons no campo eletromagnético. J4 no nosso
caso, como utilizaremos a extensio do espectro de Ny para valores negativos na de
bosonizagio do sistema de fermions, a primeira opgao se encaixa perfeitamente!

Assim, podemos definir um operador ©,4, canonicamente conjugado a Ny, de tal
forma que

dt = N, deigd .
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E ficil perceber que esta representacio dos operadores escada obedece a todas
as regras de comutagdo necessarias!.

Dai, o operador G4 ¢ interpretado como um operador que da a fase (equivalente
4 posicao em um problema 1D) da orbita ciclotrénica, enquanto /2Ng€ é o raio
desta orbita (equivalente ao momentum em um problema 1D):

Z — Zy = /2N L4

!Existem ainda alguns problemas com valores de N; préximos de zero. Entretanto, no nosso
problema estaremos interessados apenas em valores proximos ao fator de preenchimento de Landau
vl



APENDICE C

Teorema de Kohn

Um dos vinculos mais importantes na teoria de muitas particulas (2D) carregadas
interagentes na presenca de um campo magnético é fornecido pelo teorema derivado
por WALTER KOHN no inicio dos anos 60. Este teorema afirma que a ressonincia
ciclotrénica nao é alterada pelas interacoes entre as particulas, desde que estas
interagdes sejam de curto alcance. A seguir apresentaremos a prova deste teorema:

Seja um sistema de N particulas carregadas interagentes no campo magnético
cuja dindmica é dada pelo Hamiltoniano

H= Zm (d*d+ ) ZU

i=1 i,5=1
O termo de interagao pode ainda ser escrito como

[ R
-

N 1 )
S UG- =3 [ A0 @p@ e (-0

onde

é o operador densidade do sistema. Mas, se utilizarmos a representacio do operador
posicao 7; em termos dos operadores escada definidos na secfio anterior, teremos:

ps= ZN: o~ v las+iay) (o) +(ax+igy) (d+t))
i=1
Agora, podemos estudar a dindmica do operador velocidade (em representagao
complexa) do centro de massa do sistema, dada por:

N
11}
Vo= o= 225
i=1
Aplicando a equacdo de Heisenberg no operador acima, teremos
hoVem
. at [H? V.cm] .
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90 C. TEOREMA DE KOHN

Com o auxilio das expressoes acima este comutador pode ser calculado, resultando
em

[H,ch] = hwcv::m

3 ~ . .
o f d*qU () {~ (gz + igy) pgp-g¢ + (4= + 14y) pap-q}
ou seja, para qualquer tipo de interagdo carga-carga a dinimica do operador V &
dominada apenas pelo termo livre da Hamiltoniana. Consequentemente, na dinami-

ca do operador 17, predomina a forga de Lorentz resultante do movimento coletivo
do sistema de particulas:

ag;m = iwc‘/cm
N3
a'rn"_/::rn q >
IMVVem _ 4 B
5 Cch X

Seja agora [Wp) o estado fundamental deste sistema interagente. Se aplicarmos a
equacdo {C.0.3) a ele, teremos

H‘/Cm ‘\I’O) = (Eﬂ + mc) .ch |\I’0>

ou seja, |¥,) = Vo |¥o) é o primeiro estado excitado deste sistema. Seguindo este
raciocinio, conclui-se que

s df)”
i=1 "
——— %)

vn!
sao autoestados normalizados do sistema, com energia E,, = Ey + nhw, .

A ressonancia ciclotrénica ocorre quando este sistema & submetido a uma radi-
acao uniforme de microondas com polarizagdo circular. Nesta situacdo, a Hamilto-
niana original é perturbada por um termo da forma

N
—€ & -t e
He:ct = "'C—A (T:‘) Uy

i=1

[¥,) =

= —_—Z'EVJr e,
2w T
De acordo com tudo o que acabamos de ver, pela regra de ouro de Fermi, a radiacao
de microondas ird induzir transi¢bes entre o estado fundamental |¥o) e um dos
estados excitados |V, ), sendo que a energia necessaria para a transigdo é nhwe,
mesmo no sistema interagente.



APENDICE D

O magneto-exciton de Kallin e Halperin

Neste apéndice, consideramos o problema de dois fermions sem spin e de cargas
opostas, cada um de massa 7n , confinados respectivamente em niveis de Landau p
e n+p . Este problema é o ponto de partida para entendermos o carater bosonico
das excitagdes em que um fermion é transferido de um nivel p para um nivel n + p
, deixando para tras um buraco no nivel p. A Hamiltoniana destas duas particulas
é a seguinte:

(D.0.4) H = Hy, — Hy,, + V(7 — )

onde

|7e — 7l
é a interacao Coulombiana atrativa entre o elétron e o buraco.

As Hamiltonianas ndo interagentes Hy, e Hy, podem ser representadas em termos
dos operadores escada descritos no apéndice A como

Hy, = hw(dld. +1/2)

Hy, = -—huw, (g};gh+1/2),

sendo que a diferenca entre as duas representagdes se deve a carga oposta das particu-
las.

As demais diferengas nas representagoes devidas ao sinal da carga sao:

V= %ﬁjdl g<0
L S S

m
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92 D. O MAGNETO-EXCITON DE KALLIN E HALPERIN

fea* ¢g>0 "

Como este € um problema de apenas dois corpos, sera conveniente introduzir um
operador do "centro de massa” dos centros de érbita

Zo=%@:%(dl+ge),

e seu momentum candnicamente conjugado

PJ (dh - ge) .
f 4
Os operadores P} e P, comutam com V (¥, — 7}), 0 que é mera conseqiiéncia da
conservacao do momentum do centro de massa do par. Sendo assim, os autoestados
de F, constituem uma boa base para o problema de pares elétron-buraco interagentes
(D.0.4). Estes autoestados sdo dados por

(D.0.5) [Wnp(@) = €7 3" Grayyma (@) In + p, 13 M2, P)

my,Mmz

sendo que

By [Wnp()) = hlgs + igqy) [V p(2))

e onde as fungdes G, m, (§) estdo definidas em (3.1.2)

P, & a forma complexa do operador "momentum do magneto-exciton”, primeira-
mente derivado por Kallin e Halperin. Contudo, ele é na realidade 0 momentum do
“centro de massa dos centros de 6rbita” e ndo exatamente o momentum do centro
de massa do par, como se afirma no referido trabalho.

Se impusermos a condigao de que os fermions nao sofram transi¢oes entre niveis
de Landau, a Hamiltoniana (D.0.4) se torna diagonal na base (D.0.5) e suas autoen-
ergias sao dadas por

2 —ﬁ ’if(k:nQy_kay) k k?
~€ 2 €
En (@) = hwn—7fd2k - Ln+p(2)L(2).

Entao, podemos interpretar

a2
6L,p(® =€ g /4 Z Gm1,m2 (Q)CII+P,m1CP;m2

),z

como um operador que cria um par elétron buraco num estado ligado. Este ente
isolado é denominado magneto-ezciton. No caso em que ha um estado de excitacao



D. O MAGNETQ-EXCITON DE KALLIN E HALPERIN 93

coletiva formada por superposigdes coerentes {como € o caso das solu¢des da equagdo
de Kallin e Halperin) eles sao chamados de magneto-plasmons.



APENDICE E
O operador densidade de corrente

A componente de Fourier j;— do operador densidade de corrente é dada por

iy = [ @i

Para decompor J; em operadores de criacdo de magneto-plasmons, é preferivel
usar a funcio complexa j = J; + iJ,. Através desta fungéo e de sua conjugada
Hermitiana podemos expressar as componentes do operador J; ,como segue

(@) + 71(=d)

L@ = HEL
_ i@-i'-0
Jy((ﬂ - T

onde

. Ve 7 4 e 94Ty
J(q_j = Z < ’n,’m’l 2 |nm > c;‘;r’macn‘m

nmn'm/’
e V esta definido em A.Q.1.

Se utilizarmos a relagdo de comutagio [¢*@=70) V] = L (¢ 4 iq ) e=("70),
teremos que

iy =

%\E/T_ih { Z' | <nr |d1’e—iq-'°-(""—"’?0)| n) <m' |eiq"ﬁ3| m) Clr,macn,m}
nmn'm
h .
+% (gz + igy) p(3),
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96 E. O OPERADOR DENSIDADE DE CORRENTE

Partindo desta tltima descricao, podemos utilizar as propriedades dos operadores
escada d para mostrar que, dentro da aproximacao de campo fraco

<n +p Id’fe—itf.(F-Fo)| p> s iei”gmﬁ(—i)"e_mmg(@ (j;:(ch) + %jn(ch))

(p|d*e‘i‘f'('?_'=°)lp+n) ~ it 8D fp(—i)re T aE@ (J,:(ch) +

e, consequentemente,

a3

i@ =@ + i@
onde

_ i@
i@ =

e W AL SICIURNEE)

3(2) q‘) _ eearg(é) Z \/ﬂN¢{ jn QR cwcj qR }{bT (q) +b q‘)}

Agora, as componentes longitudinal e transversa do operador densidade de cor-
rente podem ser obtidas através das relagoes

J(n . —0-. . j(@e‘iug('ﬂ + ezarg(é)j,’r(_q')
RS G = 2
JOF = Jn.(Ex§)= H@e™ D — 05 =])
= F2 =

2t ’
o que da diretamente as expressoes (3.1.4) e (3.1.5)



APENDICE F

Resposta linear e Fungoes de polarizagao

A resposta a um campo de gauge em termos de corrente induzida em um gas de
elétrons é descrita por

() = i) ZAuG ) )

onde J,(F\) = 52 5, (piu8(7 — 71) + 6(F — F)piy), p = (D) , A = (qb, A’) e o
tensor de polarizagdo x, que mede a resposta ao campo de gauge, é dado por
1/~ .
€08 xwl@w) =5 [ &, 0]
0
Sabe-se que a corrente de transporte de carga, que é um invariante de gauge, nao

é obtida pelo momentum das particulas mas sim pela velocidade. Logo, a corrente
realmente medida &

(7 0)

<§n€ Z ((ﬁ,. -~ gﬁ'(ﬁ)) 8(F — 7)) + 6(F — 75) (151' - Eff(ﬁ)))>
(770) ~ S " Amatr— 7).

I

Tomando a transformada de Fourier da equacio acima e, relembrando que num
gas de elétrons uniforme (p(§)) = Nz , concluimos que a resposta linear da corrente
real induzida é dada por

€

@) = (@) + S0 = 60) ) (27 )

Agora, convencionando Z||§ e utilizando as defini¢bes das correntes (3.1.4) e
(3.1.5), a funcdo resposta (F.0.6) pode ser facilmente calculada com a ajuda das
seguintes propriedades de soma das funcoes de Bessel,

i ”2Jn+m($)~7ﬂ-m($) _ _15 + (=1)" 7w Imtw(T) Tm—w ()
o w? — n? g ™0 2 sin(mw)
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(F.0.7) iﬂ?JH(H;) =2
n=1

Assim teremos,’

7, N, N * i —tnw inw,
Xoo(fhw) = ﬁZan(an[) el~iwtn)t {8 ot o "t}dt

N¢ Z 27’1.2.72

(w + in)? —n2

N ﬁjZi {ﬁ(—;)j)Ju(Q)J.w(Q) - 1},

onde o termo constante é exatamente a contribui¢do diamagnética para a corrente

2
de que falamos (iji =1y,

SN 2Ny = 2 Tn(0) T4 Q)
Xrl@w) = _wfhwcz(wﬂn) 2o
_ Tyo e

> aquo(q,w)

)?
xa(fw) = vfhw Z w—}—m —-n2

22Ny & (%:»-J,?(Q) - —-Jn_l(q)Jn+1(q))
fﬁw Z (w+in)?2 — n?

= xu(d W)"‘Uiﬁj\:i {Sln(ww)jl+w( )Jl—w(Q)}-

Os resultados obtidos acima sdo iguais aos resultados semi-classicos obtidos na teoria
de Landau-Silin [4, 76] no campo magnético.

Sabemos, ainda, que a parte longitudinal A; do potencial vetor gera apenas um
campo elétrico, uma vez que o seu rotacional é nulo. Obviamente, como decorréncia
da invariancia de gauge, este mesmo campo elétrico pode ser obtido se aplicarmos
um potencial escalar A, da forma

. —w
Ao(qw) = C—qu (4, w).

!Estamos adotando a convengio de que w & dado em unidades de w, e ¢é dado em unidades
de 1/R,.
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Este fato, aliado a equagdo de continuidade

q.J (g, w) = wp(§,w),
leva as seguintes relagGes entre as componentes do tensor de fungGes resposta:

. N w)’ .
Xll(q:w)+a = - XOO((LW)!

q
— w —
XGI(Qaw) = EXOO(Q)w)a
—_ w —
xi2(Gw) = Eon(Q;w)-
Disto, finalmente podemos escrever:
Xoo(q_", w) V5% X00 (G_.", w) _%L%XOO( 7, w)
. N, ~ 2 o wi -
x(q,w) = hj Vs Xoo(g, w) U?Q[(%) Xoo () w} — %] — 42 o Xoo(d, w)
c
i -t 1',”2 —p —
%‘L%Xoo(q,w) Tff%){oo(qsw) U?Xzz(q,w)
que, para g € 1 e w € 1, onde valem as aproximagoes
2
q 1

Xoo(,w) A T2 -1

0 (@) 1
_— W) o=
aquo q q

w?-1
2
i) o~ L1
X?Q(Q:w) ~ 4(’4)‘2—1,
pode ser aproximado por
2 0
q viqw —ivsq
" Ng 1 Veqw  v3 —iviw
AU e sl B A A
wpg W Uf 1+2)
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