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“Estude muito do que interessa a vocé e faca-o da maneira mais indisciplinada,
irreverente e original possivel”

(Richard Feynman)

“A mente humana € incrivel, para atingir todo o seu potencial, precisa de uma faisca. A

faisca do questionamento, da emocdo, da paixdo...”



Resumo

A principal contribuicdo desta tese é o desenvolvimento de um gera-
dor estendido para processos de difusdo em forma explicita e que estd associado
a existéncia de uma solucdo de viscosidade de uma equacdo de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB), no sentido que tal solugdo pertence ao dominio do gerador. Tem-se
interesse pelos processos de difusdo Markovianos, na medida em que a férmula de
Dynkin permite o cdlculo em valor esperado da evolugao dos funcionais nao regula-
res, que nao podem ser tratados adequadamente pelo calculo de It6.

Tal caracterizacdo aplica-se em uma nova abordagem para lidar com
a estabilidade quase certa (q.c.) na forma de recorréncia finita para problemas
de difusdo invariantes ao longo do tempo afetados por um ruido persistente. A
técnica proposta baseia-se nos resultados apresentados pelo método de Kushner-
Khasminskii na forma classica de estabilidade para a origem e na abordagem de
Meyn para a caracterizacao do gerador estendido. Para sistemas semilineares com
coeficiente de difusdo convexo, esta tese mostra que a solucdo da equacao HJB é
uma funcdo convexa quando o custo de operacao é convexo. Assim, obtém-se uma
funcdo de Lyapunov a partir da solugdo Otima de uma maneira direta e, dessa
forma, unindo otimalidade e estabilidade. As nogoes de estabilidade associadas a
convergéncia para um conjunto compacto sdo exploradas e solugoes estdveis sub-
6timas podem ser obtidas pela imposicao de uma fun¢do de Lyapunov nao regular.
Nesse contexto, existe um panorama pouco explorado na literatura no qual surgem
possiveis aplicagoes, e que serdo apresentadas na forma de exemplos nesta tese.

Palavras-chaves: estabilidade; difusdo de processos - modelos matematicos; siste-
mas hamiltonianos; teoria de controle estocastico; sistemas estocésticos.



Abstract

The thesis develops an extended generator for diffusion processes in
explicit form that is associated to the existence of viscosity solution of Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB) equations, in the sense that such a solution belongs to the
generator domain. It has a direct interest for Markovian diffusion processes, insofar
Dynkin’s formula allows the expected value calculus for the evolution of nonsmooth
functionals, which cannot be handled by Itd’s calculus.

Such a characterization applies in a novel approach to deal with the
almost sure stability in form of finite recurrence for the solution of long run time
invariant diffusion problems with persistent noise. The approach builds upon the
results given by the Kushner-Khasminskii’s approach in the classic stability to the
origin method and on Meyn’s approach for the extended generator characterization.
For semilinear systems with convex diffusion coefficient, the thesis shows that the
solution of the HJB is a convex function when the running cost also is, thus pointing
out a Lyapunov function from the optimal solution, bridging optimality with stabil-
ity. Notions of stability associated to convergence to a compact set is explored and
the idea that suboptimal stable solutions can be obtained by imposing nonsmooth
Lyapunov functions exemplifies possible applications.

Keywords: stability; diffusion of processes - mathematical models; Hamiltonian
system; stochastic control theory; stochastic systems.
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1 Introducao

Um dos problemas da matematica que perduram até nossos dias é que a maioria
das equacoes diferenciais ndo possuem solugoes analitica explicita. Dessa impossibilidade
de resolver explicitamente de forma rigorosa as equacgoes nasceu a teoria dos sistemas
dindmicos. Poincaré (1890) desenvolveu um método que descreve qualitativamente o mo-
vimento dos corpos celestes. Antes de Poincaré, o estudo do comportamento das solugoes
de uma equacio era feito ao redor dos pontos estacionarios ou pontos de equilibrio. Essa
teoria é conhecida como “a teoria local”. Em 1892, Lyapunov publicou sua famosa mono-
grafia, “ Probléme général de la stabilité du mouvement”, em que estabelece os fundamentos
da teoria de estabilidade que leva seu nome. Uma das vantagens dessa teoria é que ela
nao requer conhecer a solucao da equacao a priori. A intencao original de Lyapunov foi

determinar um critério para estudar a estabilidade na origem das solugdes da EDO
©(t) = A(t)z(t), =(0)=z9€R", teR,, (1.1)
e, com base em (1.1), concluir sobre a estabilidade para um sistema nao linear dado por
(t) = A(t)x(t) + o(x(t)), x(0) =z9€ R", t € R,. (1.2)

[t6 (1944) introduz a teoria de integragao estocdstica, que deu origem ao calculo
estocastico e posteriormente, a teoria das equagoes diferencias estocésticas (EDE). E
importante mencionar também o trabalho de Skorokhod (1976) que generaliza a integral
de It6.

A estabilidade é um conceito importante no estudo de sistemas dindmicos, que
estd relacionada ao comportamento qualitativo das trajetorias das solucoes de um sistema.
Nesse sentido, o método de Lyapunov foi generalizado e estendido e foram introduzidos os
conceitos de estabilidade e convergéncia estocastica. Khasminskii (1967) e Kushner (1967)
estudaram de forma independente a estabilidade estocastica das solugoes de uma EDE

linear da seguinte forma

m
dr, = Azydt + ) oymdW,, o=z €R", teR;, i=12,....m, (1.3)
i=1
de maneira que (1.3) é considerada como o sistema linear (1.1) perturbado também cha-
mado semilinear.
Existe uma conexao notavel dos processos de difusao entre o valor esperado dos

funcionais de It6 e uma equagao diferencial parcial (EDP) de segunda ordem associada
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ao funcional com pouca regularidade, vide Yong e Zhou (1999), Fleming e Soner (2006).

Considera-se {x; }+>¢ como um processo de difusdo controlado! descrito pela seguinte EDE
dl’t = b(fL‘t, Ut)dt + CT([L't, Ut)th, Top =2 - Rn (14)

Sob uma classe de controles admissiveis Markovianos U = {u; = u(t, z;) mensuravel, u; €
U C R™ ¢t > 0}, o problema do controle é6timo com horizonte 7 é determinar o controle

pertencente a U que minimiza o custo:
J(z,u) = E, U f(@e, up)dt + h(a:T)], r €R". (1.5)
0

no qual

v(z) = inf E,

€ R". 1.6
u(-)eU » & ( )

/O " g, u)dt + h(z,)

¢ denominado funcao valor. Se certas condig¢oes relacionadas ao dominio e ao tempo 7

forem satisfeitas, vide Krylov (1980), v é unica solugao da equacao de HIB,
H(z,v:(x), vpe(x)) =0, (1.7)

em que, v, € v, representam o gradiente e a hessiana de v, respectivamente. A func¢ao

Hamiltoniana H é considerada de forma explicita como

Hiwp. P) = inf {f(e.0) + (9.0, w)) + S tr(Pole wole D)} (19

Existe um marco teérico desenvolvido desde o final do século passado, que da
sentido as EDP’s que incluem a equagdo de HJB (1.7), como um caso particular, a ser
resolvido com solugdes de viscosidade, vide Lions (1983), Crandall, Ishii e Lions (1992).
Os processos de difusao controlado sob esse ponto de vista foram abordados por Yong e
Zhou (1999), Borkar (2005), Fleming e Soner (2006), entre outros.

Uma deficiéncia no desenvolvimento da relagao entre EDE de difusao e as EDP
como na equacgao de HJB, é que as EDP’s nao sao acompanhadas por uma evolucao dos
processo de Itdé de forma correspondente. Por um lado, a solu¢ao de viscosidade v nao
é necessariamente suave (de classe C?), e por outro, o célculo de Itd precisa recorrer ao
tempo local® de Lévy, vide Karatzas e Shreve (1991, Sec. 3.6), Le Gall (2016, Ch. 9).
Assim, a expressao da evolugao infinitesimal dos funcionais de It0, e que permitem que
(1.7) seja desenvolvida é perdida. Nesse contexto, o cdlculo do It6 é de pouca utilidade
para lidar com o problema em (1.6) na teoria das solugoes de viscosidade para (1.7).

Para contornar essas dificuldades volta-se para os processos de Feller e a no¢ao
correspondente de gerador infinitesimal e a formula de Dynkin, para expressar a evolucao

em valor esperado dos funcionais de It6. Embora no caso classico esses elementos sao

1 Na literatura é comum dizer que, se um processo satisfaz (1.4), é nomeado “processo de difusio

controlado”, vide Krylov (1980, Pag. vi).

2 0 tempo local é utilizado na integral estocéstica se o integrando nio for suficientemente regular.
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aplicados em fungbes também suaves, existe na literatura conceitos para lidar com essa
falta de regularidade. Isso é precisamente dado em Meyn e Tweedie (1993) com a ideia
de um gerador estendido e a correspondente férmula de Dynkin para processos de Hunt,
baseado nas ideias iniciais de Davis (1993). Devido a abordagem dos processos martingais,
é possivel dessa maneira expandir o gerador infinitesimal classico. No entanto, devido a
essa generalidade, nao existe uma caracterizagao explicita de um gerador para processos
de difusao.

Ao longo desta tese, despendem-se os maiores esfor¢os procurando caracterizar
um gerador estendido que seja conectado as solucoes de viscosidade no sentido padrao, ou
seja, que elas pertencam ao dominio do gerador. Para a solu¢ao de viscosidade da equacao
de HJB (1.7), esse estudo obtém um gerador estendido explicitamente como um operador
diferencial de segunda ordem, que envolve o sub e superdiferenciais da fungdo V(x) ao
longo de trajetérias t — v(x;) para quase todo t, e para qualquer trajetéria do processo
de It0. Essa construcao apresentada no Teorema 3.1 estabelece a conexao entre a solucao
de viscosidade de (1.7) e o processo de Itd, por meio do gerador do processo de Markov,
como na conexao classica.

Além do interesse do gerador estendido para processos de difusao, em si, esse re-
sultado permite o estudo da estabilidade estocéstica, que utiliza as referéncias Khasminskii
(2012) e Kushner (1967) como marcos iniciais. Nesses trabalhos, os autores concentram-se
na convergéncia ¢.c. dos processos para a origem, a qual funciona como uma bacia atra-
tora para o processo. Nesse sentido, Mao (2007) apresenta um ponto de vista mais recente
com resultados de natureza similar.

Na literatura, existem varias nogoes de estabilidade de processos de It0, como
por exemplo a estabilidade (assintética) em probabilidade, estabilidade quase certa (q.c),
estabilidade em momentos e exponencial, entre outras. Khasminskii (2012) proporciona
condicoes necessdrias e suficientes para a estabilidade assintética de (1.3). Arnold, Oelje-
klaus e Pardoux (1984) estudam de forma sistematica a estabilidade q.c. e estabilidade de
momentos para (1.3). Kozin (1969) introduz o conceito de estabilidade exponencial q.c.
de sistemas lineares estocésticos e Mao (1990) estuda a estabilidade exponencial quase

certa de (1.3) sob a condi¢ao chamada de expoente de Lyapunov:
1
lim sup — log(||z¢||*) < —¢, P—q.c., (1.9)
t—soo L

para ¢ > 0. Na literatura existem diversos autores que estenderam o método de Lyapunov
para estudar estabilidade de sistemas excitados por alguma perturbacao, entre eles men-
cionamos: Wonham (1966), Zhang e Kozin (1994), Arnold e Schmalfuss (2001), Kushner
(2014).

A abordagem de Lyapunov-Kushner estuda estabilidade de processos de Itd
via variacdo em valor absoluto dos funcionais de It0 que satisfazem a propriedade de

supermartingais e a férmula de It6, vide Bucy (1965).
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Pode-se citar a seguinte literatura basica que aborda sistemas de controle es-
tocésticos: Kushner (1971), Fleming e Rishel (1975), Davis (1977), Caines (2018). Um
estudo da estabilidade de sistemas estocasticos via a abordagem Kushner-Lyapunov pode
ser encontrado em Wonham (1966), Kushner (1967), Arnold (1974), Khasminskii (2012),
entre outros. Gihman e Skorohod e Skorohod (1965) estudam a estabilidade estocéastica de
sistemas lineares por um abordagem diferente, na qual, nao se usa fungoes de Lyapunov.

Meyn e Tweedie (1993) revisitam as ideias de estabilidade estocéstica as quais
sao generalizadas mediante o critério de Foster-Lyapunov desenvolvido para processos de
Hunt, a partir de técnicas originadas da analise de cadeias de Markov.

O gerador estendido desenvolvido nesta tese, no Teorema 3.1, é usado para
estabelecer nogoes de estabilidade q.c. para os processos de difusao, conforme apresentado
a seguir. Considera-se O um conjunto compacto (pré-compacto) em R" que contém a

origem, e D C R" o conjunto dominio tal que O C D.

(P) Em (1.6) 7 = inf{t > 0 : z; € O oux; € D}, definido por zy = =z € D\ O.

Eventualmente, D = R".

(P,) Em (1.6) f(t,z,u) = e f(z,u) e h(t,z) = e'h(x),D = R", e surgem dois casos:

¢ <0 com O = (caso controle com desconto), ou ¢ > 0.

(P3) D=R"e O =0, e o funcional de custo em (1.6) é substituido por

1 st
lim sup — [ f(xs,us)ds

t—00 0

no caso de controle ergddico.

O problema P, com ¢ > 0 permite estudar a no¢ao de estabilidade exponencial, vide Teo-
rema 4.2. Se (x,u) — f(x,u) é uma funcao tipo-norma fora do conjunto O, a estabilidade
é no sentido da norma, e desenvolvida no Teorema 4.4.

A funcao valor correspondente a cada problema acima supoe-se que satisfaz a

equacao de HJB correspondente abaixo, no sentido da viscosidade.

(P)) H(z, Dv(z), D*v(z)) = 0 para cada x € D\ O com v = h sobre dO, quando for

aplicavel.

(Py) Cv(z)+H(x, Du(x), D*v(x)) = 0, para cada = € R" para ( < 0, e para cada z € O°
com v(z) = h(z) sobre O quando ¢ > 0.

(P3) —p+ H(z, Dv(x), D*v(x)) = 0, para algum p > 0 e cada z € R™.

A partir deste ponto, duas linhas de acao sao identificadas. A primeira é a
preferencial em que v seja uma fungao tipo-norma sobre seu dominio tal que v|gp > v|s0.
Como consequéncia, tem-se que a solucao 6tima é estavel q.c. em um sentido apropriado

)

para ser desenvolvido no Capitulo 4.
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Considera-se um caso semilinear, no qual o coeficiente de difusdo (z,u)
o(x,u) é convexo no sentido requerido na Hipétese 3 na Secao 3.2 e a fungao drift (z,u) —
b(z,u) linear. Quando o custo corrente (x,u) — f(z,u) e o custo final z — h(z) sao
fungoes convexas em seus dominios, esse demostra-se no Teorema 3.2 que a fungao valor v
é convexa, e assim é uma candidata natural a ser uma func¢ao Lyapunov para o problema
de controle 6timo.

Uma segunda forma possivel de se garantir a estabilidade estocéstica é assumir
que v é uma fun¢ao Lyapunov tipo-norma ou se impor uma funcao Lyapunov vy, aos
problemas descritos anteriormente. Nesse ultimo caso, é necessario verificar o sinal, de

acordo com:

(P1) H(z, Duryy(2), D*vpyp(2)) < 0 para cada z € D\ O com vy, dado sobre 90,

quando for aplicavel.

(Py) Corgp(®) +H(x, Duryy(), D*vpyp(2)) < 0, para cada 2 € R™ quando ¢ < 0, ou para
cada x € D\ O com vy,(z) dado sobre 0O quando ¢ > 0.

(Ps) —p+ H(z, Duryy(x), D*vryp(x)) < 0, para algum p > 0 e para cada z € R".

As desigualdades impostas acima nos problemas (P;)-(P;) levam as nogoes
apropriadas de estabilidade q.c. a serem detalhadas no Capitulo 4. Nesses cenarios, associa-
se a estabilidade estocastica a controles sub-6timos, obtidos através da funcao pré espe-
cificada vryp.

Na literatura, existem notaveis referéncias que estudam processos de difusao
controlados via solugoes de viscosidade tais como: Yong e Zhou (1999), Borkar (2005),
Fleming e Soner (2006). No caso de processos nao degenerados, a equagao de HJB ¢é
uniformemente eliptica e o dominio das solugoes da equacao de HJB sao fungoes de classe
C?(R™). Nesse contexto cita-se Kohn e Nirenberg (1967), Krylov (1980), Aubin e Da Prato
(1995).

Diversos estudos de processos de difusdao sem controle no coeficiente de difusao
encontram-se em: Florchinger (1995), Florchinger (1997), Bardi e Cesaroni (2008), Ara-
postathis, Borkar e Ghosh (2012). Pode-se adicionar também Bardi e Cesaroni (2008) que
estudam estabilidade q.c. de processos de It6 a partir de comparacoes particulares de uma
EDE e o pior caso de um sistema deterministico.

Trabalhos de estabilidade de processos de difusao controlados nao degenerados
sdo encontrados em: Arisawa e Lions (1998), Arapostathis, Borkar e Ghosh (2012, Cap. 3)
e em suas respectivas referéncias. Existe escassa literatura que aborda a estabilidade de
processos de difusao degenerados, entre os quais: Bardi e Cesaroni (2005), Cesaroni (2006),
Akian, David e Gaubert (2008), Arapostathis, Borkar e Ghosh (2012, Cap.7), Cosso,

Fuhrman e Pham (2016). Entre eles, destaca-se pela proximidade com este trabalho o de
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Cesaroni (2006), que desenvolveu a estabilidade estocastica através de supersolugoes de
viscosidade e impondo-se uma condicao de sinal na equacao de HJB de dificil verificacao.

Em outro contexto de estabilidade, Krstic e Hua (1998) introduzem a nocao de
estabilidade para estados permanentemente perturbados (NSS, pelas siglas em inglés de
noise-to-state stable). Essa nogao for introduzida de certo modo para tratar sistemas com
ruido estocastico que nao desaparece na origem do espago de estado. Nesse cenario, Deng,
Krstic e Williams (2001), Mateos e Cortés (2014) criam elementos necessarios para tratar
EDE com ruido persistente, em que a regiao de atragao nao é uma regiao de absorvente.
Destaca-se também na linha de processos excitados persistentes o trabalho de Nishimura

e Horoshi (2018) com uma abordagem da estabilidade de processos de difusao escalares.

Contribuicoes
Em resumo, este trabalho apresenta as contribuicoes detalhadas a seguir:

e Na Secdo 3.1, é construido analiticamente um operador diferencial, nomeado de
gerador estendido, para processos de difusao cujo dominio contém solugoes de visco-
sidade. As avaliacoes sdo inspiradas no desenvolvimento do Teorema de Verificacao
Estocéstica para solugoes de viscosidade, vide Yong e Zhou (1999), Gozzi, Swiech e
Zhou (2005), Gozzi, Swiech e Zhou (2010).

e Na Secao 3.2, demostra-se a convexidade da funcao valor no problema de controle
6timo estocastico sob condigoes particulares. Nesse sentido, adicionando o gerador
estendido determinado no Teorema 3.1 é possivel estabelecer a estabilidade dos

processos de difusao com controle 6timo.

e A partir da concepcao do gerador estendido, usa-se a abordagem de Meyn e Tweedie
(1993) para estabelecer critérios de estabilidade para processos de difusao associados

a diferentes funcgoes de custo, estudadas no Capitulo 4.

e Na Secao 4.1, aborda-se diferentes problemas de estabilidade estocastica: o problema
com desconto positivo e negativo, o problema de dois limites e o problema ergodico.
Em todos esses casos o gerador estendido permite o estabelecimento da nocao de

estabilidade correspondente.

e Na Secao 4.1.4, utiliza-se a imposicao de fungoes de Lyapunov nao regulares para o

estudo de estabilidade permitida pela abordagem aqui desenvolvida.
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Organizacao do trabalho

Para facilitar a leitura e a compreensao deste trabalho, este foi estruturado da

maneira que se passa a descrever:

e No Capitulo 1, expoe-se a introducao histérica com o objetivo de colocar o leitor
na perspectiva da abordagem desta tese. Também, apresenta-se uma revisao bibli-

ografica sobre o assunto em foco.

e No Capitulo 2, abordam-se os conceitos necessarios da teoria da probabilidade, pro-
cessos estocasticos, processos de Wiener, propriedade dos processos de Wiener, pro-
cessos de difusao, o problema de controle, a equacao de HJB, a teoria de solugoes de
viscosidade, entre outros. Na Secdo 2.8, apresenta-se a equacao de HJB no contexto

das solucoes de viscosidade, parte fundamental em todo o desenvolvimento.

e No Capitulo 3, apresenta-se os resultados principais desta tese no Teorema 3.1
o desenvolvimento do gerador estendido, e a Sec¢ao 3.2 explora uma propriedade

intrinseca da fungao valor no Teorema 3.2 para dindmicas quase lineares.

e No Capitulo 4, apresenta-se uma série de resultados sobre estabilidade estocastica.
O Teorema 4.1 desenvolve a estabilidade dos processos entre duas fronteiras, o Teo-
rema 4.2 desenvolve a estabilidade dos processos associados aos custos com desconto
positivo ou negativo, o Teorema 4.3 desenvolve estabilidade dos processos associados
ao problema ergddico e o Teorema 4.4 sem ajuda do gerador estendido desenvolveu
estabilidade por momentos dos processos, sob uma condi¢do na funcdo de custo
corrente. Estes resultados estao baseados nos critérios de convergéncia da literatura
e no gerador estendido, segundo a abordagem de Meyn e Tweedie (1993), exceto o

Teorema 4.4.

e Na Subsecao 4.1.4, explora-se a estabilidade através do gerador estendido impondo-
se fungoes de Lyapunov nao diferenciaveis e ajustes correspondentes em uma condigao

de sinal da equacao de HJB.

e Na Secao 4.2, apresenta-se alguns exemplos numéricos que detalham a aplicabilidade

dos resultados obtidos neste trabalho.

e No Capitulo 5, apresenta-se as conclusoes gerais e direcionamentos para trabalhos

futuros.
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2 Conceitos Basicos

Neste capitulo, definem-se alguns elementos béasicos da teoria de probabilida-
des, processos estocasticos, equacoes diferencias parciais, equagcoes diferencias estocasticas,
teoria de controle 6timo estocastico, entre outros tépicos que serao fundamentais para o de-
senvolvimento dos modelos mateméaticos abordados nesta tese. Primeiramente, apresentam-

se alguns conceitos basicos da teoria da medida.

2.1 Elementos da teoria de probabilidades

Definicao 2.1 Seja ) um conjunto nao vazio. Uma cole¢ao F de subconjuntos de €2 é

denominado uma o-dlgebra se satisfaz as sequintes propriedades:
i) Qe F;
it) Se A € F, entao A° € F;

iti) Se Ay, Ag, Ag--- € F, entao U A; € F (unido contdvel).

i=1

Sejam JFi, Fy duas o-algebras em (). Diz-se que F; é uma sub-g-algebra de F

se e somente se (abreviadamente, sse) F; C Fo.

Definigao 2.2 O par (2, F) é denominado espago mensurdvel sse F é um o-dlgebra.

Cada elemento A da colecdo F serd denominado de conjunto mensurdvel.

Lema 2.1 Seja ) um conjunto ndo vazio. Se A € F, entdo existe uma unica o-dlgebra

menor, denotada por o(A), contendo A.

Definigao 2.3 (M, d) é um espago métrico sse M é um conjunto nao vazio e d : M X

M — R, tal que satisfaca as sequintes condigoes
i) d(xz,y) > 0 para todo x,y € M e serd “ =" se x = y;
it) d(x,y) = d(y,x) para qualquer x,y € M;
i) d(x,y) < d(z,z) + d(z,y) para qualquer z,y,z € M.

Assim, (2, M) é um espago topoldgico e os elementos de M sao denominados de abertos.
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Defini¢ao 2.4 Dado um espago topologico (2, M) e U C M. Pelo Lema 2.1, existe uma
o-dlgebra minima, denotada por B(U), contendo U. B(U) é também uma o-dlgebra do

espago topoldgico. Assim, cada elemento B € B(U) é denominado conjunto de Borel.

Um espago métrico é dito “completo” quando todas as sequéncias de Cauchy
convergem para um limite que pertence ao espacgo. Por outro lado, para estudar a con-
vergéncia de séries de fungoes, precisa-se exigir que o espago métrico tenha propriedades
algébricas que nos permitam a soma de fungoes, entao esta é uma razao para estudar

espagos vetoriais normados.

Definicao 2.5 Seja V um espago vetorial em R e || - || : V — R satisfazendo as sequintes

condigoes:

i) ||z|| > 0 para qualquer x € V e serd “ ="

sex =0;
ir) |[Ax|| = |\l ||z|| para qualquer x €V e X € R;
i) ||z +yll < ll=ll + llyll para qualquer z,y € V.

Assim, (V, ||-]|) é um espago normado e d(x,y) = ||z —y||. Diz-se que um espago é Banach

se for espaco vetorial normado completo.

Definigao 2.6 Seja V um espago vetorial em R e (;) : V x V — R satisfazendo as

sequintes condicoes:
i) (x,x) >0 eigual a zero sse x = 0 para qualquer x € V;
it) (x,y) = (y,x) para qualquer z,y € V;
i) (x+y,z) = (x,2) + (y, 2) para qualquer z,y,z € V;
w) (Az,y) = X{x,y) para qualquer z,y €V e XA € R.

Assim, (V,(-,-)) é um espa¢o dotado de um produto interno, ou seja, com nogoes de
distancias e angulos. Diz-se que um espaco é de Hilbert a todo espaco vetorial dotado de

um produto interno.

Defini¢ao 2.7 Sejam (€21, Fa,) € (o, Fa,) dois espag¢os mensurdveis e f : Qy — Qo diz-
se fungdo mensurdvel sse as pré-imagens sio conjuntos mensurdveis, isto é, f71(Ay) €

Fa, para qualquer As € Fq,.

Definic¢ao 2.8 Seja X : (U, F) — (R, M) uma funcgao, no qual, (Q,F) é um espago
mensurdvel e (R, M) é um espago topoldgico. Diz-se que X é F-mensurdvel se X 1 (U) €

F para todo U € M.
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Defini¢ao 2.9 Considera-se um espago mensurdvel (Q, F). Diz-se que uma aplica¢ao

p: F —[0,400) é uma medida se as sequintes condigoes sao verificadas
i) p (U Ai) = ZM(Ai);
i=1 i=1
it) p(A) < +oo para qualquer A € F.

Nesse caso, a tripla (2, F, 1) é denominada espago de medida.

Uma medida de probabilidade P, ou lei de probabilidade, ou simplesmente uma proba-
bilidade, é uma funcdo real P : F — [0,1] que satisfaz os seguintes axiomas (axiomas de

Kolmogorov, vide Kolmogorov (1933)):

e P(Q) =1;

[e.e]

° P(UAZ) =) P(A),se e F;ie{l2,---}eAiNA;=0parai+#j;
i=1 i=1

e P(A) >0, para todo A € F.

Nesse caso, a tripla (€2, F,P) é denominada um espaco de probabilidade. Diz-se que um
espago de probabilidade é completo, se satisfaz B € F, A C B, P(B) =0 entao A € F.
Uma probabilidade condicional é uma nova medida e é definida da seguinte

maneira.

Definigao 2.10 Dado A, B € F em um espaco de probabilidade (2, F,P), define-se a
probabilidade condicional de A dado que ocorreu B, ou simplesmente probabilidade con-
dicional de A dado B, por
P(ANB)
P(A|B) = ————=
(A1) = =5
Na Definicdo 2.10 surgem algumas dificuldades, por exemplo quando B tem
um elemento, entdao P(B) = 0. Rigorosamente precisa-se de uma nova defini¢ao de pro-

babilidade condicional.

Definicao 2.11 Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade, (E,B) um espa¢o mensurdvel
eT: 8 — E uma fung¢ao mensurdvel. Uma probabilidade condicional reqular com respeito

a T é definido como uma aplicagio v : E x F — [0,1] tal que
P(AnT'(B)) = / vz, AYP(r~(dz))
B
para todo A € F e B € B.

Deste ponto em adiante, assume-se a tripla (€2, F, P) como um espago de pro-

babilidades completo. Diz-se que um evento A € F ocorre quase certamente (q.c), se
P(A)=1.
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Variaveis aleatdrias. Sob um espaco de probabilidades e de acordo com Definicao
2.7, define-se X uma variavel aleatéria (v.a.) como uma fungao mensurdvel de (€2, F)
em (E,B(FE)). Diz-se que X é uma variavel aleatéria real (v.a.r.), se é uma aplicagdo
de (2,F) — (R,B(R)), de modo que, X~ *(B) € F para todo B € B(R), no qual,
B(R) representa a menor o-algebra gerada pelos conjuntos abertos em R, comumente
denominados de “Borelianos”. Deve-se notar a diferenca com vetor aleatorio, nesse caso,
o vetor de v.a. toma valores em (R™, B(R"™)).

Um fato importante é que as fungdes mensurdveis (continuas) transformam

v.a. em v.a. Esta afirmacgao é reforcada com o préximo lema.

Lema 2.2 (GRIMMETT;STIRZAKER, 2001) Sejam (X,...,X,) v.a.r. e : R* - R

uma aplicagao.
i) Se 1y é uma funcao continua, entio (X,...,X,) é uma v.a.r.
it) Se Y é uma func¢ao mensurdvel, entio (Xy,...,X,) € uma v.a.r.

Outro fato importante a enfatizar, é a lei de probabilidades das v.a.r. Seja X
uma v.a.r. A lei de probabilidades de X ¢é definida por P,(B) := P(X(B)) para todo
B € B(R). Desta forma, se define (R, B(R),P,) como um espago de probabilidades.

Valor esperado de uma v.a. O valor esperado (esperanca matemadtica ou média) de

uma v.a.r. X é definida como

E[X] = /Q X (w)dP(w) = /]R 2Py (dz). (2.1)

A pentltima integral é uma integral Lebesgue no espaco (€2, F, P); a tltima integral é uma
integral Lebesgue no espaco (R, B(R),P,). O valor E[(X — b)*], se existir, ¢ denominado
k-ésimo momento de X em tornode b € R, k =1,2,3,.... O k-ésimo momento em torno
de zero, E[X*], é denominado simplesmente de k-ésimo momento de X ou “momento”
de ordem k de X. O segundo momento em torno da média é denominado varidncia de
X, o qual denota-se por Var[X], tal que Var[X] = E[(X — E[X])?]. Diz-se que duas v.a.
no mesmo espaco de probabilidade sao independentes sse quaisquer eventos determinados

por qualquer grupo dessas v.a. ndo tém elementos em comum, vide Barry (1996, Def. 2.8).

Propriedades do valor esperado. Nas seguintes propriedades, X,Y sao varidveis

aleatérias reais e ¢q, co 840 constantes.
i) E[1 X + &oY] = 1 E[X] + E[Y];

iii) No caso particular, em que, X e Y sao independentes, entdao E[XY| = E[X]|E[Y].
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Defini¢ao 2.12 Seja X uma v.a.r. Se E[|X|] € finita, diz-se que X € integrdvel e denota-
se X € LY(Q;R). Denota-se também o conjunto de fungées integrdaveis f : [a,b] — R por
L'(a,b;R).

O valor esperado condicional. Primeiramente apresenta-se uma motivagao matematica
para definir o valor esperado condicional. Seja X uma v.a.r. em L'(£2;R) e seja G uma,

o-algebra contida em F. Desta forma pode-se calcular

/G XdP (2.2)

para qualquer G em G. Nessas condiges, com (2.2) bem definida, X é G-mensuravel? A

resposta em geral é nao, e para que isso acontecga é necessario a seguinte definic¢ao.

Defini¢ao 2.13 Seja X uma v.a.r. em L'(Q;R) e G uma o-dlgebra contida em F. Diz-se
que Y : (Q,G,P) = (R,B(R)) (G-mensurdvel) é o valor esperado de X condicionado d

o-dlgebra G, se para qualquer G € G, tem-se
/memm:/ywmm@. (2.3)
G G

De aqui em adiante, usa-se a notagdo Y = E[X|G] v.a. Entenda-se, uma o-algebra como
a informagdo que se dispoe sobre uma certa v.a. X F-mensuravel (desconhecida para
todos). Se restringirmos X a G, entdo Y = E[X|G] é a informagdo que dispoe-se da v.a.

X através do conhecimento de G.

Lema 2.3 Seja X uma v.a.r. e Gy, Gy o-dlgebras contidas em F, tais que Gy estd contida
em Gy. Entao
E[(E[X|G,]) |G:] = E[X|G]. (2.4)

O resultado anterior, indica que se G; C G, entdo G; tem menos informacio que Gs.
Sendo assim, como as v.a. se condicionam com respeito a o-dlgebra o resultado sempre é
a funcdo que tem menos informacao.

Diz-se que uma v.a.r. X é independente da o-algebra G se, a o-dlgebra { X ~1(B) :

B é conjunto de Borel em B(R)} é independente da o-algebra G.

Lema 2.4 Seja X uma v.a.r. e G o-dlgebra contida em F. Suponha que X € independente
de G. Entao
mqukmwwwy (2.5)

Denota-se por LP(2;R) ou simplesmente L? o conjunto das v.a. integraveis
definidas sobre (€;R) para todo 1 < p < oo, isto é, o espago vetorial de v.a.r. tais que
[P = {X : X é mensuravel e | X|P € L'},

com a norma

X1 = ([ 1x1ap) " (26)
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Lema 2.5 (BREZIS, 2011, Th.4.7) LP é um espa¢o vetorial e (2.6) representa uma

norma para todo 1 < p < o0.
Lema 2.6 (BREZIS, 2011, Th. 4.8) LP é um espago de Banach para todo 1 < p < oc.

As seguintes desigualdades sao frequentemente utilizadas na teoria de proba-

bilidades.

Lema 2.7 (Desigualdade de Jensen) Se X € L'(;R) e v : R — R uma funcdo
conveza, entio V(E[X]) < E[¢(X)].

A desigualdade |E[X]| < E[|X]] < (E[X?])"/? é obtida usando o Lema 2.7

desde que | - | e 2% sdo funcoes convexas. Adiciona-se o Lema 2.5, tem-se o préximo lema.
Lema 2.8 L? é um subespaco vetorial de L', isto é, L> C L'.

1
A desigualdade |zy| < 5(:52 + 9?) origina o seguinte resultado conhecido na

literatura como a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Lema 2.9 Sejam X eY duas v.a.r. em L?, entio |[XY| € L'

Existe um resultado que generaliza o Lema 2.9 e é conhecido na literatura como a desi-
gualdade de Holder, vide Brezis (2011, Th. 4.6).

Lema 2.10 (Desigualdade de Holder para espagos L?) Sejam 1 < p,q < 0o conju-
gados de Lebesque, ou seja, 1/p+1/q=1. Sejam iy € LP e ¢ € L9, entdo

[l < N[l o0l o

Convergéncia de variaveis aleatérias. Aqui, considera-se um espaco de probabilida-
des completo (€2, F, P) e neste espaco se toma {X,, },cz, uma sequéncia de v.a.r Também
seja X uma v.a.r. definida no mesmo espago. Todas as nog¢des de convergéncia tratadas,
podem ser estendidas a vetores aleatérios, ou seja, X,, € R" para todo n € Z,. Para
o desenvolvimento detalhado de cada lema exposto em seguida, o leitor pode consultar
Barry (1996), Grimmett e Stirzaker (2001, Cap.7) e Resnick (2005).

Defini¢ao 2.14 (Convergéncia q.c) Diz-se que X, converge q.c. para X, se P({w €
Q: nh_{TC}OXn(M) = X(w)}) = 1. Denota-se por X,, £5 X.

Defini¢ao 2.15 (Convergéncia em probabilidade) Diz-se que X,, converge em pro-
babilidade para X se lim P(|X, — X|>¢) =0, para todo € > 0. Denota-se por X,, = X.
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Nota-se que a convergéncia q.c. € uma convergéncia pontual em €2, com proba-
bilidade 1. Por outro lado, a convergéncia em probabilidade nao diz nada a respeito sobre
a convergéncia pontual, esta proporciona o valor de n no qual as variaveis X,, e X estao
muito préximas em probabilidade. Dessa forma pode-se concluir que a convergéncia em

probabilidade é mais fraca que a convergéncia q.c.

Definicao 2.16 (Convergéncia em LP) Seja {X,}necz, uma sequéncia de v.a.r. em LP
e X é uma v.a.r. em LP. Diz-se que X,, converge em LP para X (ou converge em média
p) se li_)m E[| X, — X|?] = 0 para p > 1. Denota-se por X, ' X. No caso que X, L, X,

diz-se X,, converge em média a X.

Lema 2.11 Se X,, X% X entio X,, & X.

Em seguida, apresenta-se um caso particular, em que, o reciproco do Lema 2.11 é valido.
Lema 2.12 Se X,, & X entdo existe uma subsequéncia {nktrez, , tal que X, 5 X.
Lema 2.13 Se X, 25 X entio X, 2 X.

Em seguida, apresenta-se um caso particular, em que, o reciproco do Lema 2.13 ¢ vélido.

Lema 2.14 Se X,, % X e existe uma constante ¢ > 0 tal que | X,| < ¢ para todon € 7,
1
entdo X, NS

Lema 2.15 (Teorema de convergéncia dominada) Se X,, <% X e eziste uma v.a.
Y € L' tal que | X,,| <Y para todo n € Z,, entio X, L x.

Lema 2.16 (Lema de Fatou) Seja {X,},cz, uma sequéncia de v.a.r. ndo negativas

em L', entdo lim>i1nf X,eL'e
n>

E[liminf X,,| <liminf E[X,)] (2.7)
n>1 n>1
e
E[limsup X,,] > limsup E[X,,]. (2.8)
n>1 n>1

A diagrama na Figura 1 mostra as relagoes entre as nogoes de convergeéncia

expostas.



Capitulo 2. Conceitos Bdsicos 28

Lema 2.11\

convergéncia em

probabilidade
Lema 2.13 /
Lema 2.14

Figura 1: Diagrama de convergéncia das variaveis aleatorias.

Lema 2.15

2.2 Processos estocasticos

Antes de definir os processos de estocasticos, é instrutivo recuar e lembrar
o que é um sistema dindmico deterministico. Esse sistema tem como pano de fundo um
conjunto denominado de espago de estado no qual evolui. Sua evolucao é dada pelo tempo
t > 0, no qual, interpreta-se que para algum xy no espaco de estado, x(t) representa a
posicao do sistema no tempo t, se comeca em xy no instante inicial ¢y, assim o caminho
t — x(t) é completamente determinado em cada instante ¢. Visivelmente, para sistemas
dindmicos estocasticos, nao tem sentido exigir que o caminho futuro seja determinado
completamente pela posicao atual.

Nesse contexto, existe um conceito adequado para estudar a evolucao es-
tocasticas de um sistema, a “filtragdo”. Uma familia de o-dlgebras {F;}:>¢ ¢ denominada
de filtracdo sobre um espaco de probabilidades, se Fy, C F; C JF para todo 0 < s < t.
Em seguida, dota-se o espago mensuravel (€2, F) com uma filtragdo {F:}t>0, tal que,
(Q, F,{F:}, P) representa um espago de probabilidade filtrado.

Um processo estocastico é uma familia de varidveis aleatérias {z;, € R" : t €
[to, +00)}, no qual, t usualmente representa a variavel tempo, definidas sobre algum espago
de probabilidade completo (€2, F, P).

Ressalta-se que ¢ — z; representa uma aplicagdo (¢,w) +— z(t,w), em que, w €
2 é um evento elementar dos caminhos do processo. Para qualquer processo estocastico,
a filtracao mais simples que se pode escolher, é aquela gerada pelo proprio processo e
denota-se por .7-}{“} = o0(xs : tp < s <t). Nessa forma, a o-algebra anterior contem toda
a informacao do processo {z; }+>¢ até o instante ¢. Assim, uma sequéncia {z; }+>o representa
um espago de fungoes aleatérias e para cada t fixo, x,(-) é uma v.a. Analogamente, para
cada w € Q fixo, x(.y(w) ou t — x; representa um caminho ou uma realizagdo do processo

estocastico.
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Por outro lado, diz-se que um processo estocéstico é estritamente estacionario
se todas as fungoes de distribuigao finitas-dimensionais sdo invariantes sob translagoes no
tempo o que significa em particular que a média e a varidncia sao constantes para todo
t. Assim, um processo estocastico é “fracamente estacionario” ou estacionario de segunda
ordem, sse E[z;] e E[||2;]|?] sao finitas para todo ¢ e a covariancia é funcio de t — s, isto &,
Cov[zy, 5] = g(t—s). Desta forma, denomina-se simplesmente por processo “estaciondrio”
quando o processo for fracamente estacionario. Um processo estocastico estacionario diz-
se “ergddico” se todas suas grandezas estatisticas podem ser determinadas a partir de
qualquer fun¢do amostra. Destaca-se, que uma condicao necessaria para a ergodicidade é
a estacionariedade do processo, vide Grimmett e Stirzaker (2001).

Em seguida, define-se outro tipo de processo com propriedades interessantes.
Diz-se que t — x; é um F;-martingal (ou seja, é um martingal em relacao a filtracao F; e
a medida de probabilidade P), se ¢ +— x; é F;-mensuravel e E[||x||] é finita para todo t,

tal que este satisfaz
E [z, 4| F] = 2y q.c. paratodo t,s>0.

Se E[z;1s — x| F] = 0, entao diz-se que t — x4 — 2y é um Fy-zero martingal. As-
sim, todas as propriedades do valor esperado condicional passam para o processo. No
caso, em que, tivesse E [x;, 4| F;] > x4, entdo o processo é nomeado de submartingal, e se
E x4, 5| F:] < x; 0 processo é denominado de supermartingal. Se cada componente de um
vetor aleatorio for um martingal em relacdo a mesma filtracdo o processo em questao é
denominado de vetor martingal.

Uma v.a. 7 : Q — [0, +0o0] é denominada Fi-tempo de parada se {w : 7(w) <
t} € F; para todo t € [0,00). Se x() é um martingal e 7 é F;-tempo de parada unifor-
memente limitado, entdo o processo de parada x;,, é também um F;-martingal. Se existe
uma sequéncia nao decrescente {1, : n € Z} de F;-tempos de parada, tal que 7, — 400
q.c. e para cada n o processo'z;,,, é um martingal, entdo z(y ¢ denominado F;-martingal
local.

Em seguida, explora-se as propriedades dos processos de Wiener. Entre elas,
tem-se que o processo de Wiener é um processo de Markov e martingal ao mesmo tempo.
O fato que os processos de Wiener serem processos de Markov permitem aproveitar as
propriedades, como por exemplo a recorréncia e transcendéncia de seus caminhos, vide
Lema 2.17.

Definicao 2.17 Considera-se (2, F, Fy, P) um espaco de probabilidade filtrado. O pro-
cesso {Wi}iso € denominado Fy-processo de Wiener ou movimento Browniano, se satisfaz

as sequintes condicoes:

i) Wo =0, q.c;

L f A g denota min{f, g}
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it) Wy é Fi-mensurdvel e tem incrementos independentes, isto é, o(Ws— W, : s >t) é

independente de F; para todo t > 0;
itt) para 0 < s <t, oincremento Wy — W5 ~ N(0,0(s —1));
w) o caminho t — Wy estd em C([0, +00)).

Da Defini¢ao 2.17 tem-se que o processo de Wiener ¢ de variagao ilimitada sob qualquer
intervalo de tempo nao degenerado q.c. No item (iii), se ¢ = 1 entdo o processo de Wiener
¢ denominado processo de Wiener padrao.

Uma das particularidades dos processos de Wiener é a forma eficiente de simu-
lar fendmenos bioldgicos, fisicos entre outros, a partir de suas propriedades. A recorréncia
e transcendéncia dos processos, € estudada a partir dos processos martingais formados

pelo movimento Browniano, vide Segdo 4 em Karatzas e Shreve (1991).

Lema 2.17 (Recorréncia e transcendéncia) Seja W = {W, }1>0 um processo de Wi-

ener r-dimensional:

i) ser =1, W € dito recorrente q.c., para qualquer x € R, pois existe uma sequéncia
1 <te<...<t, " +o00, tal que Wy, = 0 para todo n;

ii) ser =2, W é dito V-recorrente q.c. (‘V’ vizinhanga), para qualquer aberto G C R?,
pois existe uma sequéncia ty <ty < ...<t, / 400, tal que Wy, € G para todo n;

ii) ser >3, W é dito transiente q.c., pois |[W;|| = oo quando t — oc.

Para o estudo mais aprofundado das propriedades dos processos de Wiener e
mais detalhes sobre esse assunto pode-se consultar Karatzas e Shreve (1991).

Na secao seguinte, apresentam-se alguns aspectos da integral estocastica de
[to. Esse tipo de integrais aparecem no contexto dos processos excitados por processos de
Wiener. Ressalta-se que a versao apresentada aqui ndo é a mais geral para definir uma
integral estocastica, pois existem outras extensoes como por exemplo, integrais estocastica
de It6 com respeito a um martingal, com respeito a um martingal continuo, com respeito
a soma de martingais continuos, com respeito a processos de variacao finita, com respeito

aos martingais locais e com respeito a processos diferencias descontinuos, vide Protter

(2004).

2.3 Integral estocastica de Ito

Antes de definir a integral de Itd em sua forma mais geral, primeiro trata-se a

seguinte integral

[ owam) 2:9)
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em que, ¢ € L*(a,b;R") é uma fungio deterministica (ndo depende de w € ) e W;(w) é
um processo de Wiener padrao r-dimensional. Nesse contexto, a integral (2.9) é uma v.a.
gaussiana ou normal com média zero e variancia [|1)| 12(q,prr) = J. Dap(t)?dt.

Em seguida, apresenta-se um importante resultado relacionando a v.a. (2.9)

como martingal.

Lema 2.18 (KUO, 2006) Seja ¢ € L*(a,b;R"), entdo o processo estocdstico definido por

t
[ eaw,, a<t<o,
¢ um martingal com respeito a filtragio Fy = o(Ws : s < ).

A Integral de It6 serd definida de forma a generalizar a ideia da integral (2.9).

Nesse sentido, estudam-se integrais do tipo

b

| ettwyawiw), (2.10)
em que, ¥(t,w) € L*([a,b] x Q;R") é um processo estocastico adaptado a filtracio F; =
o(Ws; s<t)e

[ B (lwI?) it < o

Lema 2.19 (KUO, 2006, Th. 4.5.5) Suponha que ¢ € L*([a,b] x Q;R"), entdo a integral

(2.10) € uma v.a., tal que

E l/abw(t,w)th(w)] —0.

A regra bésica para a diferenciacao no calculo é a regra da cadeia, isto é, se duas
funcoes sao diferenciaveis, entdao sua composicao € diferenciavel. No calculo estocastico

existe uma relagao similar para processos estocasticos nomeada Férmula de Ito.

Teorema 2.1 (Lema de Itd) Seja ¢ € C?(R"). Entdo

t o) 1 [t 0%
1/’(”@ - 77Z)(VV§) - /8 %(Wr)dWr + 5 i %(Wr)dT
Pode-se consultar Oksendal (2003, Ch. 4) para algumas aplicagdes do Lema de Ito.

Em seguida, apresenta-se a teoria de EDE utilizada neste trabalho.

2.4 Equacoes diferenciais estocasticas

Nesta secao, estuda-se a existéncia e unicidade da solugao de uma EDE ho-
mogénea no tempo (seus coeficientes nao dependem explicitamente da variavel t) e algu-
mas propriedades de suas solugoes. It6 estudou processos de difusdo representados como

solugoes de uma EDE da seguinte forma,

dzry = b(zy)dt + o(xy)dWy, zs =2 € R, (2.11)
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em que, b : R — R” e 0 : R® — R™" sao fungdes mensuraveis e W; é um processo
r-dimensional de Wiener padrao.
Antes de estudar a existéncia e unicidade da solu¢ao de (2.11), precisa-se com-

preender o significado de um processo estocastico como solugao de (2.11).

Defini¢ao 2.18 Um caminho t — x4, a <t < b, é dito solugcio de (2.11), se satisfaz as

sequintes condigcoes:

i) o processo estocdstico r v+ o(x,) pertence a L*(a,b;R"™") e é F;-adaptado, entdo

/t o (@, )dW, (2.12)

¢ uma integral de Ité para cada t € [a,b];
ii) quase todo caminho t — b(z;) pertence a L'(a,b;R").

Em particular, pode-se provar a existéncia de solugoes de (2.11) sob algumas
hipéteses sobre as fungoes b(-) e o(+), vide Karatzas e Shreve (1991, Sec. 5.2-5.3).

Definigao 2.19 (Solugao forte) Uma solugao forte de (2.11) sobre um espaco de pro-
babilidade e com respeito a um processo de Wiener fizo e condicao inicial x € R™ é um

caminho t — x; continuo q.c. com as sequintes propriedades:
i) x¢ € um processo adaptado a filtracao {Fi}io;
i) Plxg =x) =1;

iii) P (fot{|bl(:pr)| + 07 (w) fds < +oo) =1 para cada i € {1,2,...,n}, j€{1,2,...,r}
ete0,+00);

w) v, = x0 + [§ b(z,)dr + [ o(x,)dW,, t € [0,+00) g.c.

Consideram-se z; e y; duas solugoes fortes de (2.11). Diz-se que existe solugdo tinica no
sentido da Defini¢ao 2.19 se P(z; =y : 0 <t < +00) = 1.

Defini¢ao 2.20 (Solugao fraca) Uma solugdo fraca de (2.11) é uma tripla (z;, W),
(Qafv]?); € {ft}tz(], no qual,

i) (0, F,P) é um espago de probabilidade e {Fi}1>0 € uma filtragao de o-subdlgebras

de F satisfazendo condi¢oes usuais (continuas da direita e limitada pela esquerda);

it) t — x; é um caminho continuo q.c. em R™ e adaptada e t — W, é um processo de

Wiener r-dimensional;

i) sao satisfeitas as condigoes (iii) e (iv) na Definigao 2.19.
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Sejam Ty = (Q,f, {ft}tzo,P,{Wt}tzo,X) e Yy = (Q,f, {ft}tzo,p,{wt}tzo,)?> duas

solucdes fracas de (2.11), com P(xy € B) = P(yo € B) para todo B € B(R"). Diz-se que
existe (no sentido da lei de probabilidade) solucio fraca tnica se P(x; € A) = P(y, € A)
para todo A € B(R"), vide Karatzas e Shreve (1991, Def.3.4). Se P(x; =y, : 0 < t <
+00) =1, entdo diz-se que duas solugoes fracas tém um tnico caminho, vide Karatzas e
Shreve (1991, Def. 3.2).

Observacao 2.1 Uma diferenca entre a formulacdo forte e fraca é que, no primeiro caso
o espago de probabilidade filtrado (0, F,{F:}i>0, P) e os processos de Wiener {W,;}i>o sdo

fixos, dados a priori, enquanto na formulacao fraca eles fazem parte da solucdo.

Problema bem-posto. O termo mateméatico “problema bem-posto” ou “problema no
sentido Hadamard” é dado aos modelos mateméticos que gozam das seguintes proprieda-
des:

e admite solucao;
e a solucgdo é tnica;
e 0 comportamento da solug¢ao varia continuamente com a condic¢ao inicial.

Como exemplos, tem-se o problema de Dirichlet (EDP eliptica), a equagao de calor (EDP
parabdlica). Uma EDE é dita ser “bem-posta” se para qualquer condic¢do inicial =z € R",

esta admite uma solucao fraca que é tinica no sentido da lei de probabilidades.

Hipdtese 1: Nesta tese assume-se que uma solugao da (2.11) é sempre bem-posta, isto é,

satisfaz as seguintes condigbes, vide Karatzas e Shreve (1991, Th. 2.5-2.9) :
i) a condicao inicial zy é considerada deterministica;
ii) b(-) e o(+) sdo fungodes Lipschitz-continua,;

iii) {W;}i>0 ¢ um processo de Wiener r-dimensional definido sobre um espago de pro-

babilidade completo.

Observagao 2.2 Em (2.11):

i) quando se diz processos de difusio refere-se em todo momento a um processo de

Markov com caminhos continuas q.c., vide Karatzas e Shreve (1991);

i1) de um modo geral, a existéncia e unicidade forte equivalem d existéncia fraca, mais
a unicidade do caminho, vide Yong e Zhou (1999, Th. 6.8);

iii) existéncia de solugoes fracas nao implica, em geral, a existéncia de solugdes fortes,

vide Karatzas e Shreve (1991, pag. 301) para um exemplo;
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i) unicidade de solugdoes por caminhos implica unicidade fraca, vide Yong e Zhou (1999,
Th.6.9).

Observacao 2.3 A condigdo Lipschitz-continua sobre os coeficientes b e o de (2.11) para
solugoes fortes, podem ser relaxados. Nesse contexto, se os coeficientes b e o sao local-
mente Lipschitz e gozam de um crescimento linear em x, uniformemente em (t,w) entao
existe uma tunica solugao forte (2.11). Esse relaxamento é possivel sé no caso escalar, vide
Karatzas e Shreve (1991).

Observacgao 2.4 Uma solu¢io de (2.11) é um processo de Markov no espaco filtrado
completo com respeito a filtragao {F;}, vide Le Gall (2016, Th. 2.5, 2.9). Um processo de
difusao € um processo de Markov com caminhos continuos q.c., isto €, o conjunto dos w

para 08 quais t — xy(w) nao € fungdo continua tem probabilidade zero.

Ikeda e Watanabe (1989, Pag. 155) estuda um processo, no qual, consideram-
se b(+) e o(-) progressivamente mensurdveis® e limitados sobre algum conjunto compacto,
entao solucao fraca de (2.11). Em Krylov (1980, Pag. 87) o autor além das condigoes de
mensurabilidade e limitagdo sobre b(-) e o(+), adiciona a seguinte condi¢ao (o(z)\, A) >
5|\|? sempre que exista § > 0 e para todo A € R™, para garantir a existéncia de uma
solugdo fraca de (2.11). A condigao de limitacdo, com respeito aos resultados anteriores,

é muito restritiva para o desenvolvimento da teoria de controle.

Processos degenerados. Diz-se um caso degenerado ao caso limite em que um ele-
mento de uma classe de objetos é qualitativamente diferente do resto da classe e, portanto,
pertence a outra classe. Nomeia-se solugdes de (1.4) como processos de difusdao controla-
dos. Essas solugoes sao de dois tipos: processos de difusao controlados nao degenerados ou
degenerados. Um processo de difusao “ndao degenerado” é quando o menor autovalor de
o(-)o(-)T é limitado inferiormente por um valor positivo em cada subconjunto compacto
de R", e o caso degenerado quando isto nao acontece, vide Pinsky (1969). De fato, as
diferencas entre o caso nao degenerado e o degenerado sdo notaveis, entre eles destaca-se

as seguintes:

e No caso nao degenerado, a solugdo de (1.4) é um processo de Feller forte sob um
controle Markoviano (KURTZ;STOCKBRIDGE, 1998). Isso, por sua vez, facilita o
estudo do comportamento ergédico do processo. Em contraste, no caso degenerado,

sob um controle de Markov, (1.4) nem sempre é um problema bem-posto;

e De um ponto de vista analitico no caso nao degenerado a equacao HJB é unifor-
memente eliptica, as solucoes sdo regulares de classe C? e as propriedades de regu-

laridade associadas sao benéficas ao seu estudo. Por outro lado, o caso degenerado

2 um processo estocastico z; é dito progressivamente mensuravel se para todo t € [0, 7], (t,w) — ¢ (w)

é B([0,T)) @ Fi-mensuravel.
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é abordado através de uma classe particular de solugoes fracas de EDP conhecidas

como solucoes de viscosidade, vide Secao 2.7.

2.5 Controle estocastico

Nesta se¢ao, apresenta-se o problema de controle estocastico em horizonte finito
com a dindmica
dl’t = b(fL‘t, Ut)dt + 0'(37“ Ut)dVVt, To =2 - Rn

noqual b: R" x U - R" e 0 : R" x U — R™" sao fungdes mensuraveis.
Na literatura atual, nao foi encontrada uma defini¢do rigorosa e estruturada
para definir solugdo bem-posta de (1.4). Nesta tese, consideram-se condi¢oes necessarias

de existéncia e unicidade das solugoes fracas para (1.4), sendo definida a seguinte hipotese.
Hipdtese 2: Nesta tese, assume-se que a soluc¢ao de (1.4) é bem-posta, isto é, satisfaz as
seguintes condigoes, vide Haussmann e Lepeltier (1990, Def. 2.2):

i) a condigdo inicial xy é deterministica;

ii) U é um conjunto compacto em R";

iii) b(-,-) e o(+,-) sao fungbes Lipschitz em seu primeiro argumento e satisfazem a se-

guinte desigualdade,
16(z, u) = b(y, w)l[ + llo (2, u) — o(y, u)lrmer < cfla —yl.
para todo z,y € R, u € U e uma constante ¢ > 0;

iv) {W;}i>0 é um processo de Wiener r-dimensional definido sobre um espago de pro-

babilidade completo.

Em seguida, expoem-se algumas defini¢des importantes.

Defini¢ao 2.21 (Processos de controle) Seja T' > s > 0 e dado um conjunto com-
pacto U C R™. Denota-se por U[s, T| o conjunto de todos os processos progressivamente
mensurdveis u = {uy : t € [s,T]} ou {us}1>s em U. Todos os elementos em U[s, T| sdo de-
nominados processos de controle admissiveis. De forma geral, denota-se por U o conjunto

de processos de controle em [0, 400).

Definigao 2.22 (Processos controlados) Para cada processo de controle w € U, con-
sidere (1.4). No caso, em que (1.4) tenha dnica solugdo para alguma condi¢ao inicial x, o
processo {x; }1>0 € denominado o processo controlado ou se diz que sua dindmica é dirigida

pela acao de controle.
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O funcional de custo no horizonte finito associado a (1.4), é definido como

segue
J(s,2,u) = E, V Fl@r,up)dr + h(zr)] . (2.13)

no qual f:R" xU — R, é o “custo corrente” ou “custo atual” e h : R® — R, é o “custo
final”, E,[-] representa o valor esperado condicional sobre x5 = x e T um horizonte finito
e que posteriormente sera substituido por um tempo de parada 7.

Por outro lado, considera-se o conjunto de todos os controles admissiveis, de-
notado por U|s,T] e escreve-se no contexto da formulacao fraca u.y € U[s,T] em vez de
(2 F {F i} im0, P, Wiy, ugy) € Us, T).

Na formulacdo das solugoes de difusao fraca, o problema de controle 6timo
estocastico, esta baseado em encontrar um processo {u;}:>o que minimize (2.13) sujeito
a (1.4) sob U([s, T). Considera-se a fungao valor no horizonte finito como

v(s,z) = inf J(s,x,u()), para todo x € R". 2.14
( ) uy€U[s,T] ( ()> P ( )

2.6 A equacao HJB no sentido classico

Introduz-se aqui a equacao de HJB derivada do principio da programacao
dindmica sob alguns supostos de regularidade sobre a funcao valor. Seja H : R*xR"xS" —
R, no qual, S™ denota o conjunto de todas as matrizes simétricas com coeficientes reais,

tal que

H(w.p. P) = inf {(p.a) + Strlo(e,w)Potew)} + few)} . (219

Um operador linear de segunda ordem L£* associado a uma ac¢ao de controle u € U, é dado

por

LY%(x) := bz, u) @, (x) + %tr{a(w,u)gom(:v)a(:c,u)T}. (2.16)

no qual, ¢, e p,, denotam o gradiente e a hessiana, respectivamente para uma funcao de

teste ¢ € C?(R™). Com essa notacio, tem-se do Lema de Ito

o(zy) — p(xs) = /St LY (z,)dr + /St w0z () "o (2, up)dW,. (2.17)

Nos préximos resultados CF(R™) denota o espago de fungdes limitadas para
as quais as derivadas parciais de ordens menores e iguais a k existem e sao continuas
limitadas. De forma similar C} k(R") denota o espaco de func¢des com derivadas parciais
respeito a variavel ¢ de ordem menor e igual a p, e com respeito a variavel espacial de
ordem menor e igual a k, existem e sdo continuas limitadas. Também C'2([0,T] x R™)
denota o espaco de fungoes com derivada parciais com respeito a variavel ¢ de ordem 1, e

com respeito a variavel espacial de ordem 2, existe e sdo continuos limitados.
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Lema 2.20 (YONG;ZHOU, 1999, Th. 4.1, Ch.I) Suponha que v € C12([0,T] x R"), f
em (2.13) e H em (2.15) fungdes continuas nos seus argumentos. Entao a fun¢do valor

(2.14) resolve a sequinte equagao de HJB
v (t, ) + H(z, v (L, x), v22(t, ) = 0, para todo (t,x) € [0,T] x R™. (2.18)

Sob certas condigoes pode-se concluir que existe solu¢ao tinica para a equacao
de HJB e esta coincidird com a fungao valor v € C1?([0,T] x R™). Com o propdsito
de comparacao com uma nova teoria apresentada mais adiante, expoe-se o teorema da
verificagdo. Entretanto a prova com rigor matematico para solugoes classicas pode ser
consultada em Fleming e Soner (2006, Th. 4.1, Ch. VIII).

Lema 2.21 Sejav € CY2([0,T)xR"). Assume-se que v e f tem um crescimento quadrdtico,

isto €, existe alguma constante c, tal que
|f(z,u)| + [v(t,2)] < c(1+ ||z]|?), para todo (t,x,u) € [0,T) x R" x U.
i) Suponha que v(T,-) < h e
v(t, z) + H(z, v, (t, ), v (t, ) >0, (t,2) € [0,T) x R™.
Entaov <V em [0,T] x R™.

it) Suponha ademais que v(T,-) = g, e existe (t,x) — u*(t,z) que atinge o minimo de

u— LY(t,x) + f(z,u), tal que
u(t, x) + H(z,v,(t, z), v50(t, ) = 0,
entao v(t,x) =V (t,z) e a EDE
dxy = b(xy, u*(t, z¢))dt + o(xg, u* (t, 2,) ) dW,,

define uma tunica solu¢io {xi}i>0, 0 < t < T para cada condi¢io inicial x, e o

processo de controle u*(t,z;), 0 <t < T, é bem definido em U.

Observacao 2.5 Quando U se reduz a um ponto, o problema de otimizagao é degenerado.
Nesse caso, a equagao de HJB € linear, e o teorema de verifica¢ao se reduz a formula de

Feynman-Kac.

O teorema de verificagao assume a existéncia de tal solug¢do, portanto nao é um
resultado de existéncia. No entanto, proporciona unicidade dentro de uma classe de funcao
que tem crescimento quadratico. O seguinte resultado atende esse propoésito supondo que

a condicao de uniformidade parabdlica é satisfeita, isto é, existe ¢ > 0, tal que

Elo(z,u)o(x,u) € > cé]?, para todo (z,u) € R™ x U. (2.19)
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Lema 2.22 (KRYLOV, 1980) Suponha que a condi¢io (2.19) seja satisfeila, e considere

além disso que:
i) U é um conjunto compacto;
i) byo e f estao em CE(R™);
iii) h € C3(RM).
Entao a sequinte equacao de HJB
v (t, z) + H(z, v (t, ), 022 (E,2)) =0, em [0,T) x R",
com condi¢do de fronteira v(zy,-) = h tem solucdo tnica v € Cp*([0,T] x R™).

O Lema 2.21 e o método de programacgao dindmica em geral, tem uma de-
ficiéncia inerente em que se deve assumir a regularidade da funcao valor. Na literatura
especializada existem varios exemplos que mostram em condi¢des mais gerais do que a do
Lema 2.22 que a regularidade da fungao valor ndo é garantida, vide Yong e Zhou (1999,
Ex.5.5), Fleming e Soner (2006, Ex.2.1).

Assim, considera-se o contexto em que o problema de controle 6timo pode nao
possuir uma funcao valor suave. Uma primeira generalizacdo do ‘Teorema de Verificacao
Estocéstica’ Lema 2.21 foi desenvolvido em Yong e Zhou (1999, Th. 5.1). Pouco depois,
Gozzi, Swiech e Zhou (2005, Th. 4.1) perceberam uma falha na demostracao do teorema
de verificagdo. Especificamente o ponto chave foi o Lema 5.2 em Yong e Zhou (1999), que
nao é verdadeiro em geral. A prova do teorema de verificacao estocastica teria ainda uma
segunda corre¢do dos mesmos autores da primeira corregao. Gozzi, Swiech e Zhou (2010)
adicionam condigoes extras na subsolucao de viscosidade e assim justificam o uso do Lema
de Fatou em Gozzi, Swiech e Zhou (2005, Eq. 19), no qual, “limsup” é tomado ao longo
de qualquer subsequéncia da subsolu¢ao de viscosidade. Para isto, precisa-se garantir que
a convergéncia é dominada, vide Gozzi, Swiech e Zhou (2010, Eq. 3).

Cabe ressaltar-se que em Gozzi, Swiech e Zhou (2010) ndo sdao usadas as
condi¢oes mais gerais como foi proposto inicialmente em Yong e Zhou (1999, Th. 5.1),
em consequéncia o teorema da verificagdo estocastica é ainda um problema aberto.

Finalmente, como consequéncia é possivel estudar o problema do controle
otimo estocastico em condigdes mais abrangentes, sem exigir regularidade para a funcao

valor, envolvendo as solucgoes de viscosidade.

2.7 Solucdes de viscosidade

Nesta secao, introduz-se uma nova notagao. Considera-se a equacao diferencial

parcial eliptica nao-linear de segunda ordem

F(z, Du(z), D*>u(z)) = 0, paratodo z € D, (2.20)
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no qual D é um conjunto aberto de R” e F' é um funcional continuo de D x R" x S" em

R. Uma condi¢ao importante sobre F' é a condicao de elipticidade:
F(IL‘,p,Pl)SF(ZL',p,PQ), P12P27

vide Crandall, Ishii e Lions (1992, Eq.0.3). Em seguida, introduz-se a noc¢ao de solugao
de viscosidade de (2.20). Para este propésito, primeiramente define-se o conceito de sub-

solucao e supersolucao de (2.20).

Defini¢ao 2.23 A fun¢io u: D — R é uma supersolugdo (resp, subsolugdo) classica de
(2.20) se u € C*(D) e

F(z,uz(x), uze(z)) > (resp, <) 0, para todo = € D. (2.21)
A importancia da condic¢ao de elipticidade é explicada no seguinte lema.

Lema 2.23 As sequintes afirmacgoes sdo equivalentes:
i) u € C*(D) é uma supersolucio (resp, subsolugdo) cldssica de (2.20).

ii) para qualquer (xq,p) € D x C*(D), tal que xy é um minimo (resp, mdximo) da

diferenca de funcoes u — ¢ sobre D, tem-se
F<x07 @x(xO)u @:m:(xO)) Z 0 (7’68]), S 0) (222>

Nota-se que o item (ii) do Lema 2.23, ndo envolve condi¢ao de regularidade sobre a fung¢ao
u ja que (2.22) s6 envolve a fungdo ¢. Em seguida, define-se uma solugao de viscosidade
de (2.20).

Definigao 2.24 u € C(D) é denominada subsolugao (resp, supersolugao) de viscosidade
de (2.20), se para qualquer p € C*(R™) em que u — ¢ é mdzimo (resp, minimo) local em
xg € D, tem-se

F(.TO, @x(xO)v @:m:('rO)) <0 (7’68]), > 0) (223>

Uma solugao de viscosidade é uma fun¢ao continua que € simultaneamente, uma sub-

solucdo e supersolucdo de viscosidade.
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Figura 2: Apresenta-se uma subsolucao de viscosidade u nao diferenciavel no ponto xg.

Observacao 2.6 Na literatura sobre a teoria de solucoes de viscosidade e controle es-
tocdstico estuda-se a equagao diferencial parabdlica nao linear, vide Yong e Zhou (1999),
Fleming e Soner (2006), entre outros. Nessas referéncias utilizam-se fun¢oes semicontinuas
para referir-se a solugdo de viscosidade. Para deizar precedentes bem estabelecidos, a De-
finigdao 2.24 foi exposta pela primeira vez em Lions (1983) e mais recentemente em Caffa-
relli (1997). Em ambos aborda-se casos para equagoes diferenciais elipticas nao lineares.
Ainda um fato a destacar é que o estudo de equacoes elipticas contém o caso de equagoes
parabolicas como caso particular mediante uma mudancga de varidveis como foi exposta
em Lions (1983).

2.8 A equacao de HJB no sentido da viscosidade

O objetivo nesta secdo é expor como a no¢ao de solugoes de viscosidade é
utilizada para relaxar a condi¢ao de regularidade da fungao de valor em (2.14).

Nota-se da Secao 2.7 que os resultados sdo obtidos por pequenas modificacoes
do caso com regularidade. Em geral, a teoria de solucoes de viscosidade nao sé se aplica as
EDP nao-lineares sobre dominios abertos D, como exposto na Se¢do 2.7, sendo também
a dominios tais como [0,7") x R™.

Em seguida, introduz-se a nocao de subdiferenciais e superdiferenciais para a
fungdo valor com pouca regularidade (fungbes continuas). Para v € C(R") e x € R™, o
“subdiferencial eliptico” de segunda ordem de v em z é definido como:

D2 u(z) = {(p, P) e R xS liminf "8 ") - <p’yﬂ$> —H%Q (Ply=-2).(0=2) 0}
y—z y—

(2.24)
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e o “superdiferencial eliptico” de segundo ordem de v em x é definido como:

D2 u(z) = {(n P) B x 8" ¢ Timsup "W V@) Py~ @) - 3 (Ply—2) (y =) _ 0} .

Y= ”y - 1.”2

(2.25)

Figura 3: Em (a) (p, P) € D> v(zo). Em (b) (p, P) € D>"v(xg). Em todo caso sempre
tem-se D>~ v(zo) U D> (o) # 0.

O seguinte resultado apresenta algumas propriedades dos subdiferencias e su-

perdiferencias elipticos.

Lema 2.24 (YONG;ZHOU, 1999, Prop. 2.6, Ch. 4)
i) D> v(x) e D>Tv(x) sdo conjuntos converos;
ii) Dy (=v)(z) = =Dy~ v(x);
iii) v e C(R™) ¢ diferencidvel em z sse D2~ v(z) () D> v(z) # 0.
Lema 2.25 (YONG;ZHOU, 1999, Lem. 5.4, Ch. /) Dadov € C(R"), x € R™ entdo existe
(p, P) € D>%u(x) (D% v(z)) sse existe ¢ € C*(R™), tal que v — ¢ atinge um mdzimo

(minimo) em x e
p(z) =v(z), 0u(x) =P, Pua(x) = P. (2.26)

0>v(y) —(y) (resp, <), t<T, y numa vizinhan¢a de x. (2.27)

Definigao 2.25 Diz-se que p € C*(R"™) ¢ uma funcdo de teste superior para uma sub-
solu¢io v em x € D se v(z') < p(2') para cada x' em uma vizinhanca de x, v(z) = p(z)
e ¢ — v atinge um mdximo local em x. Analogamente define-se fungdo de teste inferior

para uma supersolucao de viscosidade.
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Observagao 2.7 Uma vez que a equagio (2.25) e a Defini¢io 2.24 sejam verificadas,
tem-se a sequinte carateriza¢do. Portanto, para qualquer funcdo de teste superior tem-se
que F(x,0,(7), 022(2)) <0 € (0(x), 0uz(x)) € D>T0(z). Por outro lado, para qualquer
(p, P) € D>"v(x), existe uma fungio de teste superior tal que (.(x), vu2(z)) = (p, P).
Usando argumentos similares € possivel obter resultados andlogos para fungoes de teste

inferiores associadas a supersolucoes v.

Observacgao 2.8 E necessdrio enfatizar que aqui se trata as equagoes elipticas ao invés
das equagoes parabolicas como na literatura geral. E o objetivo resolver problemas de
controle sem horizonte fixo, homogéneo no tempo e portanto sem dependéncia da varidvel
temporal, vide Yong e Zhou (1999, Lem. 5.4(ii)-5.5(ii), Ch. 4).

A fungao valor V' em (2.14) seré entendida como solucao viscosa da equagao
de HJB (2.18) sob condigoes do Lema 2.20, retirando-se a suposigao de regularidade sobre
V em (2.14), isto é, V € C([0,T] x R"), vide (YONG;ZHOU, 1999, Teo. 5.2, Ch. 4).

A equagao de HJB em (1.7) é substituida pelo Hamiltoniano correspondente

sem controle
Ho(x,p, P) = f(x) + (p,b(x)) + %tr(Pcr(x)cr(:p)T), Vr e R™. (2.28)

Por outro lado, a Hip6tese 1 garante que as solugoes de (2.11) sao processos
de Markov em um espago de probabilidade com respeito a filtracdo {F;}+>0, vide Le Gall
(2016, Th. 8.6). Neste trabalho, o controle u; é dado pela realimentagao de estado, entao

é conveniente trabalhar com processos u; Markovianos.
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3 Resultados Principais

O conceito de gerador infinitesimal ¢ importante na teoria de processos Mar-
kovianos pois da sentido a evolucao infinitesimal de um processo em valor esperado, vide
(Oksendal (2003, Sec.7.3). Neste Capitulo apresenta-se uma construgao analitica de um
gerador infinitesimal para processos de difusao, conhecido na literatura como gerador es-
tendido, de forma que a solucao de viscosidade de equacoes de HJB esteja no dominio
desse gerador.

Primeiramente, discute-se a ligacao entre o gerador infinitesimal e os proces-
sos de Markov. Nesse sentido, aproveita-se de uma caracteristica que associa qualquer
semigrupo linear de operadores (em espagos de Banach) aos processos de Markov, vide
Wentzell, Chomet e Chung (1981) e Arapostathis, Borkar e Ghosh (2012).

Gerador infinitesimal classico. Dado um conjunto aberto A e um instante ¢ > 0,

define-se uma probabilidade de transicao de zy para A no t como
Pi(z0;A) =P(w e Q: 2 (w) € Alzg = 2).

Essa probabilidade de transicao da solugdo da EDE (2.11) (processos de Markov ho-
mogéneos no tempo) estd associada a um semigrupo. Esse semigrupo é nomeado “se-
migrupo de operadores de Feller” ou simplesmente “semigrupo de Feller”, e é denotado
por P, no qual, P; : Cyp(R") — Co(R"™), para todo t > 0, em que Cy(R™) representa
o espaco das fungbes continuas com suporte compacto. Um semigrupo de operadores de

Feller agindo sobre C(R") satisfaz as seguintes propriedades:

i) E continuo e positivo em Co(R™) (isto é, Py = I ||P;|| < 1) e é um operador positivo
para todo t > 0;

ii) Piyrs = Py o Ps para todo t,s > 0;
iii) %g% |P:(f) — fll = 0 para todo f € Cy(R™).

As probabilidades de transicao geram o seguinte semigrupo de Feller

(P)@) = [ )P, dy),

o qual também pode ser escrito como

(Pef)(x) = Bo[f (20)]-
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Semigrupos de Feller ou probabilidades de transicao podem ser descritos por
seu gerador infinitesimal. Dada uma funcao f € Cy(R"), define-se um gerador infinitesi-
mal, denotado por A, associado ao semigrupo P; para um ponto zy € R™ como

e By [f(w0)] = f(x0)
Af (o) = lim n :

t>0, (3.1)

quando o limite existe. Denota-se o dominio do gerador uma parte do espago de Banach
E por D(A) (isto é, D(A) C E). Se (3.1) é vélida, entao f € D(A). Na literatura diz-se
que (3.1) representa a derivada a direita em ¢ = 0 do semigrupo P, para alguma fungao
f no dominio do gerador.

Usa-se o Teorema 2.1 para materializar o gerador infinitesimal associado a
EDE (2.11). Em seguida, verifica-se que a classe de fung¢des C? estd no dominio do gerador

infinitesimal, isto é, satisfaz (3.1).

Lema 3.1 (HANSEN;SCHEINKMAN, 1995) Considera-se o processo de difusdo escalar

definido como solugao de

d.Tt = b(l’t>dt + O'(.Tt)th, (32)
no qual {W; hi>0 € um processo de Wiener padrao. Seja L um operador diferencial definido
por

d 1., . d

L= b(a:)% + 3¢ (x)@,

entio Af(xo) = Lf(xg) para qualquer [ € D(A) e xg € R, e adicionalmente D(A) =
C?*(R).

Lema 3.2 (OKSENDAL, 2003, Th. 7.5.3) O gerador infinitesimal do processo de Markov
associado & EDE (2.11) é dado pelo operador de sequnda ordem A, que aplicado a f €
C2(R™) produz!

of 1 & 02 f

Af() = S0 T + 5 3 o) 5 )y (o) (3.3

n
i=1 i,j=1

No seguinte resultado, explora-se a conexao entre a férmula de It6 (Teorema
2.1) e os processos de difusdao através da Formula de Dynkin. E importante mencionar
que a féormula de Dynkin representa um resultado semelhante ao Teorema Fundamental

do Célculo Cléssico no contexto do calculo estocdstico.

Lema 3.3 (Férmula de Dynkin) Sejam f : R® — R uma funcio de classe C*(R") e

{z+}i>0 um processo solugao de (2.11) com xo = x, entdo

E{f(e.)] = f(@) = E. | [ AfG@)dr], (3.4

em que, T € um JFi-tempo de parada.

L CZ(R™) denota o espago de fungdes de classe C?(R™) com suporte compacto.
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3.1 Construcao de um gerador infinitesimal estendido

Nesta secao, apresenta-se a construcao analitica de um gerador para o processo
de difusao (2.11). Também é mostrado que o dominio desse gerador contém as solugoes
de viscosidade das equagoes do tipo HJB. A construgao analitica do gerador estendido é
baseada nos argumentos do Teorema de Verificacado Estocéstico apresentado em Gozzi,
Swiech e Zhou (2005) e posteriormente corrigido em Gozzi, Swiech e Zhou (2010). O

gerador estendido é definido como segue.

Definicao 3.1 (REVUZ;YORK, 1999, Ch. VII, Def. 1.8) Considere um processo Marko-
viano em um espago de probabilidade filtrado (2, F,{F:}i>0, P) € uma trajetoria t — z
nesse espaco. Supondo que para algum ¢ : R™ — R existe uma funcao mensurdvel

t— O(2), tal que
| @Cdr = o) + 61(2,) (3.5)

¢ um Fs-zero martingal para cadat > s, entao t — ®(z;) é denominado gerador estendido
de um processo {z }1>0, denotado usualmente port — A¢(z;). Dessa forma, para qualquer

fungdo i tal que Ay torne (3.5) um Fy-zero martingal pertence ao dominio do gerador
estendido A, isto €, ¢ € P(A).

Considerando a Hipétese 1 valida e que v € C(R) é uma subsolugao de visco-
sidade da equagao de HIB (1.8), tem-se

inf H(z,p, P) <0, (3.6)

(p,P)eDZ Fv(2)

se D>%w(x) é nao vazio. Em outro caso, se v é uma supersolugao de viscosidade,

inf —H(x,p, P) > 0. (3.7)
(p,P)ED} ()

Observacgao 3.1 Em relagio aos conjuntos (2.24) e (2.25) de sub e superdiferenciais,
note que D>Tv(x) e D> v(z) podem ser conjuntos individualmente vazios em alguns
conjuntos de Lebesque de medida zero em R™, porém ndo sio simultaneamente vazios
para todo ponto x. Portanto, t — D*>Tv(x;) ou t — D> wv(x;) podem ser vazios em
alguns intervalos de t possivelmente de medida de Lebesque diferente de zero em R. Para
garantir a existéncia de escolhas mensurdveis de elementos do sub e superdiferenciais a

selegao mensurdvel t — p;, P, deve-se tomar
(p}, PF) € D>Yu(x,) U D> v(z;), P-a.s. (3.8)

Este fato € negligenciado na literatura quando se lida apenas com subsolugoes como em
Bardi e Cesaroni (2005), Gozzi, Swiech e Zhou (2005),Gozzi, Swiech e Zhou (2010),Cesa-
roni (2006).
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Com respeito ao controle, a selecdo mensuravel ¢ — u, nao garante um con-
trole admissivel na forma de realimentacao de estados, e outras condi¢oes sao necessarias
neste contexto. Com essa preocupacao, Haussmann e Lepeltier (1990) sob hipdtese de
convexidade dos coeficientes b e o garante a existéncia de um controle Markoviano, vide
também Kurtz e Stockbridge (1998).

No que segue, supoe-se a existéncia de uma sele¢ao mensuravel como em (3.8) e
um controle Markoviano 6timo. Para uma notacao mais leve desconsidere-se a variavel de
controle na notacao ao menos que surja alguma ambiguidade. A partir daqui nos referimos
aos processos de It6 associados a EDE (2.11), vide Mao (2007).

Teorema 3.1 Considere o processo {z¢}i>0 em (2.11) e seja v € C(R™) uma solugao de
viscosidade de Ho(z, Dv(x), D*v(z)) = 0 satisfazendo um crescimento polinomial. Entao

o gerador estendido aplicado sobre v tem a sequinte forma
Av(z) = (p,b(x)) + tr{Po(z)o(x)"}, z €D CR",
para qualquer (p, P) € D>Tv(x) U (p, P) € D> v(x). Portanto, v € Z(A).

O desenvolvimento do gerador estendido baseia-se em alguns dos argumentos
empregado no Teorema de Verificagdo em Gozzi, Swiech e Zhou (2005) e depois com-
pletado em Gozzi, Swiech e Zhou (2010), valido para solugoes de viscosidade. Essa ideia
tem seu inicio em Yong e Zhou (1999, Ch. 5, Sec.6). Uma dificuldade dessa abordagem ¢ a
suposi¢do sem mencionar que t — D> v(x;) é ndo vazio fora de um conjunto de medida
nula em um intervalo de R. Conforme indicado na Observagao 3.1, essa condicao nem
sempre ¢é verdadeira e nao se pode ser dada como certa.

A prova é dividida em estégios preparatorios com diferentes objetivos. A pri-
meira tarefa é mostrar a relacao entre os pontos de Lebesgue e as propriedades de conti-

nuidade das func¢ées mensuraveis, empregando alguns resultados em espacos de Banach.

Definicao 3.2 Um ponto de Lebesque de uma funcao integrdvel x : R — E, com valores

em um espaco de Banach E, é um ponto tg € R que satisfaz

1 to+h

lim - | |x(r) = x(to) | dr =0. (3.9)

Assim, um ponto de Lebesgue é qualquer valor de ¢y para o qual o valor médio da oscilacao
de x tende a zero em ty. Se x é continua entdao (3.9) é valida em cada ponto ty € R e
qualquer to é um ponto de Lebesgue de x. Daqui em diante, considera-se que to € [s,T]

representa um ponto de Lebesgue.

Lema 3.4 (DIESTEL;UHL, 1977, Th. 9) Seja x € L'(s,T;E), entio o conjunto de
pontos de Lebesque de x é de medida total em [s,T).

2 Um conjunto é de medida total quando seu complemento é de medida nula.
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Lema 3.5 (GOZZI;SWIECH;ZHOU, 2005, Lem. 3.6) Seja x € L'(s,T; E), entdo esse

processo é uma aplicagdo de [s,T] em L'(Q; E) também é integrdvel.
O seguinte resultado é produto dos Lemas 3.4 e 3.5 associados ao processo (2.11).

Lema 3.6 Definem-se as trajetorias t — z1(t) = b(x;) et — 29(t) = o(x)o(z:)7, em que

b e o sdo coeficientes de (2.11), entdo

: L floth :
lﬁg}lE [ﬁ /to zi(r) — zi(to)HEdT] =0 qtp ty€[s,T], i=12. (3.10)

Prova. Pela Hipétese 1(ii) do Capitulo 2 tem-se que z; € Lk (s,T;R") e
2 € L% (s, T;R™™). Além disso, o Lema 3.5 diz que z; e z sdo aplicacdes de [s, T
em L'(Q;R") e L*(Q;R™"), respectivamente. Adicionalmente, o Lema 2.6 garante que
LY (Q;R™) e LY(Q; R™") sdo espacos de Banach. Entao pelo Lema 3.4, o conjunto de pon-
tos de Lebesgue de z; como aplicagdo de [s,T] em L'(Q, R™) é de medida total em [s, T7,

analogamente para z;. Assim, obtém-se o resultado desejado. |

Processos fracos e pontos de Lebesgue. Considera-se uma filtracao crescente F; =
o(x; : s <t <T) como uma sub-o-dlgebra de F. Sob essa filtragdo se estabelece uma
“probabilidade regular condicional” para qualquer v.a. ou vetores aleatorios, vide Ash
(1972, Th. 6.6.5). Denota-se por P(:|F;)(w) a probabilidade regular condicional.

Para wg € € fixo, define-se uma medida de probabilidade, denotada por
P(:|F})(wo), vide Karatzas e Shreve (1991, Def. 6.12). Dessa forma, é possivel consi-
derar em cada ponto ¢, um novo espago de probabilidade (2, F,P(:|F})(wo)), em que,
xy, p(t), P(t) sdao vetores aleatérios g.c. constantes e iguais a x;(wp), p(t,wp), P(t,wo),
respectivamente.

O processo de Wiener é padrao e note que Wy, sera igual a uma constante
Wi(wo) q.c. sob a medida de probabilidade P(-|F})(wp). Ademais, t — x; é uma trajetéria
associada a (2.11) em [ty,T], em um novo espaco de probabilidade (Q, F,P(:|F;)(wo))
com condigdo inicial x;(wp). Finalmente, denota-se E,, [-] o valor esperado com respeito
a nova medida de probabilidade P(-|F;)(wo) e consideram-se L%, , (to,T; E) e LE, (€2; E)

os espacos definidos com respeito a essa nova medida de probabilidade.

Funcgoes de teste e formula local de It6. Considere do Teorema 3.1 uma solugao de
viscosidade v e uma fungao de teste ¢ em concordancia com a Observacao 2.7, tal que em

x4, a funcao de teste ¢ satisfaz

Qp(xto) = v<xt0)7 90:13('7:250> =Dt € %x(ﬂfto) = PtO' (3'11>

Além disso, da condicao de crescimento polinomial sobre v pode-se escolher uma funcao de
teste ¢ tal que @, @, e @, satisfazem a condi¢ao de crescimento polinomial com diferente

constantes segundo seja o caso.
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Seja to € [s,T] um ponto de Lebesgue. Aplica-se a formula de It6 para ¢ €
C*(R™) em (Q, F,P(:|.F ) (wo)), porém antes deste uso sao necessirias algumas avaliagoes
prévias. Primeiro, consideram-se as estimativas em Yong e Zhou (1999, Ch. 1, Th.6.16),

para k > 1,

B | s lorlF| < K (14 Byl (312

to<r<T

E,, [ sup |, — :csnﬂ < K (14 Buplllaeg (o) ) Ir = /2 Vr,s € [to, T],  (3.13)
to<r<T

e nota-se que y,(wo) € LY, , (4 R") (constante q.c.) de forma imediata, e sob a Hipétese

1(ii), x4, € L*(; R™) (varidvel aleatoria).

Lema 3.7 Seb(zy,), po(24,) € L%, ., (G R™) e também o (x4,), Paa(t,) € L, (R,

entao

s (a(@), b(x)), t > (pulmr), o' (), tr tr{o(w) pu(m)o(m)},  (3.14)
pertencem a L%MO (to, T;R), no qual, o denota a i-ésima coluna da matriz o(x).

Prova. Considere-se 1y, € L*(€;R™), b é uma funcio Lipschitz e ¢ é uma fungdao de
teste que herda o crescimento polinomial da solucao de viscosidade v segue a afirmativa
sobre as varidveis aleatorias b(zy, ), . (74,) € L*(,R™) € 0uu(4,) € L*(2, R™ 7). Depois,
aplica-se a condicao de Lipschitz sobre b para alguma constante de Lipschitz ¢, > 0, tal
que

1) 1* < erllae — e |* + (bl |17,

e de (3.12) e (3.13) tem-se que t — b(x;) € L%, (to, T; R™). Ademais, ¢, (2;) tem cres-
cimento polinomial, entao por avaliagbes que envolvem a estimativa (3.12) prontamente
obtém-se que t — ¢,(z;) € L%, (to, T;R). Assim, a desigualdade de Cauchy-Schwarz
implica que

| {@ale), b)) [* < llopu (o) |7][b(e) |2

e de (3.12) tem-se que t — (@u(x¢),b(z:)) € L%, (to, T;R). Para o segundo e ter-
ceiro processos em (3.14) se faz avaliagoes similares para concluir que eles pertencem
a L§t7w0(t0, T;R). [ |

Considera-se ¢ uma fung¢ao de teste superior ou inferior em z;,. Em seguida,

aplica-se a formula de 1t6 a funcao ¢ para h > 0 suficientemente pequeno, tal que,

Qo(xtoJrh) - 90(3%0) =

[ eataatay s [ S o e tao )y drs [ outa) ota)aws).

! (3.15)
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Para avaliar-se a variacdo infinitesimal de (3.15), divide-se (3.15) por h > 0, toma-se o
valor esperado com respeito a P(:|F;) e aplica-se o limite h | 0. Como decorréncia dos

Lemas 3.7 e 2.8, (3.15) pode ser escrita como

E. l@(l’tﬁh)h— SO(L%)] _

B, E [ eatan) e f”] e H [ e ot enteoten) dr]

+E,, H /t:“h ((px(xr),a(:cr)dWr)]. (3.16)

Em seguida, avalia-se o primeiro termo do lado direito da igualdade em (3.16), subtraindo-

se (g (), b(xy,)) para obter a seguinte variagao

% /t:OJrh <901<xr)7 b(l’r» dr — <901(37t0>7 b<xt0)>

==

/ttoJrh (pe(), b(r) — b(4y)) dr| .

B [ [ Goulon) — e o) | + B [ [
(3.17)

Agora, avalia-se o primeiro termo do lado direito da igualdade em (3.17) e pelo fato que
¢z ebe L%, (to, T;R") usa-se a desigualdade de Holder

% / o (Pa(r) = ular), b(z,)) dr

to

<

3

1 1
2

1

to+h 9 1
Euo |3 [ lealer) = polw)lPdr
h to

to+h 2
E., l— / ||b(xr)||2dr] - (3.18)
h to
Em (3.18) usa-se a continuidade q.c. da trajetéria ¢ — z; e a continuidade de @, para

estabelecer que

. 1 to+h 9
By, |2 [ lealen) = oula) Pdr| = 0. (3.19)

O Lema 3.7 estabelece que t — b(x;) € L, , (to, T; R™), portanto o segundo termo multi-
plicativo do lado direito de (3.18) tem um limitante superior uniforme. Consequentemente,
o primeiro termo do lado direito da igualdade de (3.17) tende a zero quando h | 0.

Em seguida, avalia-se o segundo termo do lado direito da igualdade de (3.17),

e como resultado da desigualdade de Jensen e da desigualdade de Cauchy Schwarz, tem-se

B |1 [ Gonton) b))

to

<E, [% [ et blar) = b)) dr]

to

<

0n(10) || B l% /t:O*thW — b(4,) dr] (3.20)
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e pelo Lema 2.8 tem-se que @, (14,) € LY, , (to, T;R™) e b(x;) — b(xy,) € LY, ,, (to, T; R™).
Portanto, existe um limitante superior uniforme para (3.20).

Adicionalmente, segue do Lema 3.6 que

dr] =1limE [E [% /tmLh Hb(xr) — b(xy,)

hl0 to

dr

) 1 to+h
0= limE E/to bz — bla,)

1 rto+h

A expressao anterior garante que E,,, [ﬁ o Hb(:cr) — b(zy,) dr} converge a 0 em L'(€); R)

quando h | 0. Logo, aplicando-se o Lema 2.13 e posteriormente o Lema 2.12, é possivel

estabelecer a existéncia de uma subsequéncia h, | 0 tal que

1 to+h
B |3 [ o) < e

dr] — 0, P-a.s.

Pelos argumentos anteriores, pode-se mostrar que o segundo termo do lado direito de
(3.17) tende para zero quando hy | 0 em valor esperado com respeito a medida de proba-
bilidade P(-|.F;).

Passa-se agora para a avaliagao do segundo termo do lado direito da igualdade
de (3.16). Para isso, deve-se levar em conta as seguintes propriedades: tr{cTyp,, 0} =
tr{p,,007} e a expressao tr{(v.(r) — ©ue(y))ooT} = tr{p..(z)ooT} — tr{p..(y)ooT}.
Subtraindo-se tr{y..(xy,)o(xs,)o(zy,)T} do segundo termo do lado direito da igualdade
de (3.16), tem-se

E., ﬁ [ e laatm)otw o)) — el o) (m,)) dr] -

0

0

Euo [% /:OHL %tr{(%x(fcr) — Paa(Tro)) a(xr)a(:cr)T}dr] +

E., E [ St fantan) (oo )T - a(xt0>a<xt0>T>}dr] - (321)

0

Pelos mesmos argumentos usados para calcular o limite do primeiro termo do lado direito
de (3.16), pode-se dizer que existe uma subsequéncia hy, | 0, tal que (3.21) tende a zero, ou
seja, o segundo termo do lado direito da equagao (3.16) tende a tr{¢,. (x4 )o(xy, )o(xs,)T}

Finalmente, para o terceiro termo do lado direito da igualdade em (3.16), o
integrando ¢ tal que (@, (x;), o(x,)dW;) = S0 {0, (xr), 0% (x;))dW]. Pelo Lema 3.7 tem-se
que (@ (z4),0' (1)) € L%, (o, T;R). Uma vez que W é um processo de Wiener padrao,

entao pelo Lema 2.19,

E., [ [ teutw,otapawy| =0
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Resumindo, até agora foi demostrado a existéncia de um subsequéncia hy | 0

tal que

B |5 [ ((onten) b)) + ertnatanloten o)) o]

> (el b)) + 5 (o )ow)} P g,

para um ponto de Lebesgue ¢y € [s,T].

Desigualdades para a fun¢ao de teste. Suponha que ¢ é uma funcdo de teste supe-

rior ou inferior em x;,. Entao,

U<xt0+h) - U(xto) < Qp(xtoJrh) - @(5%) (3'223)
O(Tgrn) — V(Tty) > @(Trgrn) — P(Tty) (3.22b)

ou ambos sao validos se v é diferenciavel em z;,. Suponha que a desigualdade em (3.22a)

¢ valida. Toma-se o valor esperado com respeito a P(-|F; ) na variacao de v, e tem-se

P B [0(1) — 0] <
'g., [ [ (00t b + e fomntznotzoa) dr] -

(P (@1), b(210)) + %tr {wa (1) 0 (1 )0 (21,)T} + O(h). (3.23)

para algum h > 0 suficientemente pequeno. No caso em que (3.22b) é vélida, considera-se

a desigualdade em (3.22b) e analogamente tem-se,

1

EEwo [v(xto-l—h) _v(xto)] > <90$ (xto)a b(xto» + %tr {900096 (xto)a(xto)a(l‘to)-r} +O(h) (324)

Limitantes para o lado esquerdo de (3.23)—(3.24). A seguinte avaliagdo primeiro
apareceu em Yong e Zhou (1999, Lem. 5.2, Ch.5) de forma incorreta e depois foi corri-
gida em Gozzi, Swiech e Zhou (2010). Aqui, é convenientemente adaptada aos nossos

propositos.
Lema 3.8 Assuma-se que (3.23) é vdlida para algum h > 0 suficientemente pequeno e
seja ty € [s,T] um ponto de Lebesque, entio existe p™ € L*(;R), tal que

-v(xto-‘rh) - U@to)_
h

E., < pT(wo), para qualquer wy € €. (3.25)

Em outro caso, se (3.24) é vdlida, entdo existe p~ € L*(S;R), tal que

_U<xt0+h) - U<xt0)—
0 I h

E, > p (wo), para qualquer wy € €. (3.26)
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Prova. Pela definicao de subsolucao de viscosidade, existe um par de vetores aleatérios

(pty, Bry) em D2 Fu(x4,) e uma constante cq > 0, tal que

v<xt0+h> - U(tho) <
1
(Pro Tro+h = o) + 5 (Pio (Tuo+h = Tao)s Tegrn = Ty) + O (g — 2111%)

< (Dtos Ttorh — Ttg) + Col|Trgrn — o> (3.27)

Toma-se o valor esperado com respeito a P(-|F} ) e para o primeiro termo do lado direito
de (3.27) usa-se o fato que t — o(x;) € L%, (to, T; R™"),

Ft,wo

to to

_E, [<pt0, / A b(xr)drﬂ | (3.28)

Para obter um limitante de (3.28), primeiramente aplica-se (3.11) e (3.12), para conseguir

to+h to+h
Ewo [(ptm Tto+h — xto)] = Ewo [<pt07/ b(l‘r)dr + U(xr)dWT>]

que

1Dt ] = llpa (o) Il < co(1 + Buy [l I]).

Em seguida, pela condigao de Lipschitz sobre b(-), tem-se para algum ¢z, > 0 que ||b(x,.)|| <

cr(1+ ||z.||), e aplicando estimativa (3.12), resulta que

E,, [/:M ||b(ffr)||d7“] <cp /t:OJrh(l + Eg, [[|2,|*])dr
< e (14 K1+ BEgo[[lz1, (wo) [IP])) - (3.29)

Portanto, para algumas constantes m; > 1 e ¢; > 0, obtém-se um limitante uniforme

superior para (3.28), tal que

to+h to+h
B (o [ sear)] < e | [ oG]

< ¢1 (1+ B[l (wo) [™]) o (3.30)

Para o segundo termo do lado direito da igualdade de (3.27), usa-se a estimativa (3.13)

diretamente de forma que
Eoo 1700 — 200 [1”] < K (L + By [l (wo) [*]) 2,

no qual, (3.25) é verificada para pT(wo) = ca(1 + ||z, (wo)[|™2) com my = max{mi,2} e
algum ¢ > 0. A prova para (3.26) segue ao longo de avaliagoes semelhantes de limites. B
Finalmente, tem-se as condigOes para apresentar o resultado principal deste

capitulo.
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Prova do Teorema 3.1] O Lema 3.8 proporciona um limitante superior ou
inferior para a variagdo em valor esperado em um ponto de Lebesgue tq € [s,T], entdo,

considera-se (3.22a) e (3.23), e pode-se escrever pelo teorema de convergéncia dominada

lv(xmh) - v(fﬁto)]

lim sup E,,

hl0 h

< (p(to, wo), by (wo)) ) + %tF{P(toawo)U(l’to (wo))r (1, (w0))T

por identificagdo (i) = p(to,wo) € Yur(Ty) = P(to,wo), € satisfeito para qualquer
subsolucao de viscosidade v.

No outro caso, considera-se (3.22b) e (3.24), e tem-se de forma similar que,

hm lnf Ew [U<xt0+h) — v<xt0)] Z
RJ0 h

(plto, wo), by (w0))) + %tT{P(toa w0)0 (15 (400)) 0 (10 (w0))T}

é satisfeito para qualquer supersolucao de viscosidade v.
Portanto, se v é uma solucao de viscosidade de Ho(z, Dv(z), D*v(z)) = 0,

entao existe,
Av(z) = (p,b(x)) + %tr {Po(z)o(x)"}, P-as.,Vr e R",

em que, (p, P) € D> v(x) ou (p, P) € D>*wv(x), ou pertence & unido de ambos conjuntos.
Como consequéncia, v pertence ao dominio Z(A) e para cada 0 < s < t, —v(z;) +v(zs) +

[f Av(z,)dr é um F-zero martingal. Assim, o teorema esta provado. [ |

3.2 O caso semilinear e a convexidade da funcdo custo

Nesta secao, desenvolve-se a propriedade de convexidade da funcao valor de
um problema de controle 6timo estocastico. Nesse sentido, serd abordado um cenario no
qual a fungao valor possui como propriedade intrinseca a convexidade. Essa propriedade
é baseada sobre adequado um ordenamento estocastico, como se destaca aqui.

Leva-se em consideracao a caracterizacao do gerador estendido no Teorema
3.1, para estudar a estabilidade estocédstica para a seguinte classe de processo de difusao.

Defina-se sobre um espago de probabilidade filtrado (2, F, P, F;), escrito como
dl’t = (Ff['t + Gut)dt + CT(ZL't, Ut)th, o € R™ (331)

para controles Markovianos, U = {u; = u(t,z;),t > 0,u(-,-) € R™ mensuravel}. O pro-
cesso (3.31) pertence a classe de sistemas lineares perturbados, algumas vezes chamados
EDE semilineares, vide Mao (2007), Khasminskii (2012).
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O elemento que se procura é uma fung¢ao de Lyapunov que é por sua vez uma
solugao de viscosidade do Hamiltoniano H(x, Dv(z), D*v(x)) = 0 em (1.8) (ou do Hg em
(2.28) caso sem controle). Aqui, se mostra que a fun¢do valor é convexa, e quando esta
pode ser estritamente convexa. Esta caracterizacao resolve o problema de estabilidade
de uma o6tica diferente, no qual, a existéncia de uma solucao de viscosidade garante ao
problema a estabilidade estocastica de forma direta. Esta conexdo é exposta de forma
mais detalhada no Capitulo 4.

A ideia é mostrar que o processo em (3.31) com custo corrente convexo produz
uma funcao valor convexa. A convexidade da funcao valor para certo tipo de sistemas
estocasticos em horizonte finito foi estudada em Clark e Kiessler (2002) com custo corrente
positivo. No entanto, o resultado aplica-se apenas aos processos de difusdo escalares, e
estes argumentos nao podem ser generalizados para o caso de difusao controlados n-
dimensionais, devido ao ordenamento particular utilizado, valido somente na reta real.
Aqui utiliza-se um ordenamento estocastico encontrado em Scarsini (1998), Muller (2001),
Shaked e Shanthikumar (2007).

Lema 3.9 Sejam X,Y dois vetores aleatorios n-dimensionais com distribui¢ao normal
N(p, 2) € N(py, Xy), respectivamente. Entdo, para qualquer fungao convera ¢ : R™ —
R,

o = 1y €5y — S, = 0 sse BI6(X)] < E[6(Y)].

Hipdtese 3: Suponha-se que (z,u) — f(z,u) e x — h(z) em (1.6) sdo fungdes convexas. A
fungao drift (z,u) — b(x,u) é uma funcao linear, tal que, b(z, u) = Fx+Gu. O coeficiente
de difusao (z,u) — o(x,u) é convexo no sentido de matriz semidefinida positiva como se

segue. Para 0,0 > 0,0 +0 =1, z,y € R" e u,v € R™,

(Oo(z,u) + 0o (y,v))(0c(z,u) + éa(y, v))T—
o(0x + Oy, Ou + v)o(0x + Oy, Ou + Gv)T = 0. (3.32)

Na sequéncia, a fim de simplificar expressoes, elimina-se a dependéncia do controle sem

perda de generalidade.
Teorema 3.2 Sob as Hipdteses 1 e 3, a fungdo valor em (1.6) é conveza.
As seguintes preliminares sao necessarias para a prova.

Lema 3.10 Consideram-se as Hipoteses 1 e 3 sobre os dados do problema. Sejam t —
xy, Yy dois processos de difusao como em (2.11) com xs = y, = x. Se para cada t em [s,T)],

Ely;| = E[x;] e Var|y,| — Var[z;] = 0, entao a sequinte desigualdade é verdadeira,

E, [ [ Fayr+ h<:cT>] <E, [ [ Fyar + hiyr)
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Prova. Das afirmacgoes no lema tem-se

E.[f(z)] S Eulf(y)l, s<t<T, (3.33)
E.[h(zr)] < Eol[h(yr)]- (3.34)

Considera-se a integral sobre [s,T] de (3.33) como uma integral sobre R x  sob uma
medida finita. Logo, aplica-se o Teorema de Fubini para intercambiar a integral em ¢ e o

valor esperado (integral em w). Assim, obtém-se

E, [ / ' f(sw)dt] <E, [ / ' f<yt>dt]

em seguida, adiciona-se (3.34) para completar o resultado. [ |

Prova do Teorema 3.2] Deseja-se mostrar que para cada 2,y € R ¢ 6,0 > 0,0 +0 =1,
V (s, 0z +0y) <0V (s,z) +0V(s,y)

é vélido para a fungao valor V' e cada s € [0,T]. Para este propdsito, considera-se uma
tunica realiza¢ao sobre R"™ do processo em (2.11), com trajetorias diferentes associados a

condicoes inicias diferentes, tais que,

(xp)dt + o(xp)dWy, x5 =z,
(Ye)dt + o (y)dWy,  ys =y.

df['t =

b
(3.35)
b

dys

Baseado em (3.35), considera-se uma combinagdo convexa de trajetérias t — x; e t — 1,

para formar o processo t — w;, como,
¢ _ t N
Wy = wg + / (Hb(xr) + Qb(yr)) dr + / (00(@) + Qa(yr)) dW,., (3.36)

com condicdo inicial wy = 0z + y. Entdo w, = 0z, + Oy,, e desde que f e h sdo funcoes

convexas,

flw) <Of(w) +0f(y), s<t<T, (3.37)

Integrando (3.37) sobre o intervalo [s, T, e adicionando (3.38), tem-se

[ sttt ntur) <o ([ staans ian) 8 ([ snars o).

S S S

Toma-se o valor esperado da expressao anterior para obter

E l / " Fw)dt + h(wy)

]-"S] <OV (s,x) + 0V (s,y). (3.39)

A prova do Teorema 3.2 é completada com a desigualdade (3.40) no préximo lema. W
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Lema 3.11 Seja t — 2z uma trajetoria de processos que satisfaz a Hipdtese 3, com

condi¢ao inicial zs = w, et — wy a combina¢io convexa definido em (3.36). Entao,

V(s,w)=E UT F(z)dt + h(zr)|F,| <E /ST Flws)dt + h(wr)

£l e

Prova. Considera-se o processo original (2.11) sob a Hip6tese 3,
dzy = b(z)dt + o (20)dWy, 25 = w, (3.41)

e compara-se com t — w; definido em (3.36). Adicionalmente, considera-se um terceiro

Processo,

dw, = b(z)dt + (Qa(xt) + éa(yt)) AWy, W5 = w,

Entao, E[w;] = E[z] e Var[w,;] = Var[w] para cada t € [s, T|. Aplica-se a hip6tese imposta,

sobre o em (3.32) para obter-se

Var[w;] = Var|wy| = E[(Oc(x;) + 00 (y;))(e)T] = Elo(w;)o(w;)T] = Var|o(w;)]

e portanto,

d R d
ym (Var[w;] — Var[z]) = 7 (Var[w,] — Var[z])

d
t ﬁE[a(wt)a(wt)T — O'(Zt)0'<2t)T], S S t S T. (342)
Desde que ws = zg = w, Var[ws] — Var[z] = 0, da tltima expressdo tem-se

Var[w,,] — Var[zs,] = 0, com e > 0 suficientemente pequeno. (3.43)

Da Hipotese 3 e sendo b uma funcao linear, e com w; = 25 = w, tem-se

Elw,] — B[] = E [ / " (00, + Bo(y,) — b(=) dr} _

B[ (Wow+0u) — () dr] = Blusd ~ Blzaed =0 (3.44)

do fato que E [H:Er + éyr} = E [z].

Tendo (3.43) e (3.44) em consideragao, por aplicagao direta do Lema 3.9 prevé-
se que E[o(z51)] < E[p(wsye)] para qualquer fungao real e convexa ¢.

Os argumentos anteriores mostram que um ordenamento para a variancia e a
coincidéncia das médias sdo obtidas para qualquer ¢ arbitrario em [s, T], repetindo-se um
niumero suficiente de vezes o argumento para algum e¢ > 0. Como consequéncia o Lema

3.10 aplica-se para verificar a desigualdade (3.40) e assim a prova é finalizada. [ |
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4 Critérios de Estabilidade

Nesta secao, apresenta-se uma analise de longo tempo do comportamento dos
processos de difusdao, a partir das condi¢oes que envolvem o gerador associado ao processo.
Das propriedades ergddicas, tem-se interesse pela estabilidade q.c. dos processos de difusao
homogéneos no tempo, vide Bellet (2006). Também sera abordada a estabilidade dos
processos controlados associados ao problema de controle estocéstico.

O interesse aqui é caracterizar a estabilidade dos processos de difusao sendo
permanentemente excitados pelo ruido ou nao. As nogdes mais usuais encontradas na lite-
ratura sao a estabilidade (assintética) em probabilidade, a estabilidade (assintdtica) q.c.
e a estabilidade (assintdtica) de momentos, estudadas em Kushner (1967), Kozin (1969),
Khasminskii (2012), Thygesen (1997), Mao (1999), Taniguchi (2003), Mao (2007). No
entanto, essas nogoes nao se aplicam quando o processo de difusao é permanentemente
afetado pelo ruido aditivo, porque exigem que o efeito do ruido no interior do conjunto
de equilibrio desapareca ou decaia com o tempo, vide Krstic e Hua (1998). A literatura
mencionada e os trabalhos de Florchinger (1995), Florchinger (1997), Deng, Krstic e Wil-
liams (2001), Bardi e Cesaroni (2005), Cesaroni (2006), todos eles empregam suposi¢oes

semelhantes sobre a existéncia de uma acao de controle u, tal que
b(0,u) =0e o(0,u) =0 (4.1)

nesse caso ao “capturar o processo”, o equilibrio na origem sera preservado na presenca
de ruido pois serd um estado absorvente do processo. Mateos e Cortés (2014) estudaram a
estabilidade sob ruido persistente usando propriedades relacionadas a NSS desenvolvidas
em Deng, Krstic e Williams (2001). Porém uma condigdo de captura semelhante a que
aparece acima é empregada. Em Nishimura e Horoshi (2018) um estudo para processos
escalares permanentemente excitados por ruido, que usam as especifidades desse caso.
Existem multiplas nocoes de estabilidade estocastica, que por sua vez, estao
associadas a diferentes formas de convergéncia estocastica, vide Kozin (1969) para um
classico sobre esse assunto. Em particular, o critério de Foster-Lyapunov estende a analise
de Lyapunov para o campo dos processos estocasticos e permite uma caracterizacao das
propriedades ergddicas dos processos de Markov, vide Meyn e Tweedie (1993). Os elemen-
tos basicos dessa abordagem é uma adequada nocao de gerador infinitesimal associada ao
processo, junto com uma fungao tipo-norma (ou coercival) que faz o papel de funcao de
Lyapunov. Nesse sentido, introduz-se a defini¢ao.
(f(z),z)

Izl

1

Uma fungdo f: R™ — R™ é dita coerciva se — oo quando ||z|| = o ese f: R" — R, é dita

tipo-norma se f(x) — oo quando ||z|| — oo.
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Defini¢ao 4.1 (Funcgao de Lyapunov) A funcio V : D — Ry é uma func¢ao de Lya-
punov estocastica se V. é uma fungao tipo-norma em que V € Z(A) e AV(xz) < 0 em
D\ O, tal que, 0 € O C D C R™ e A é o gerador estendido do Teorema 3.1. Se D é
um conjunto compacto, V. é uma func¢ao de Lyapunov (se D = R™, V é uma funcgdo de

Lyapunov global).

Observacao 4.1 Na literatura especializada, existe uma variedade de defini¢oes equiva-
lentes para a fungdo tipo-norma. A mais ébvia é exigir que py||z||P < V(z) < pal|z||? para
algum p1,p2 >0, 0 < p < q e ||z||P suficientemente grande. Por exemplo, o conjunto de
fungoes crescentes continuas g : Ry — Ry com g(0) = 0 denotado por K em composi¢do
com alguma norma ||x||? também é usado o conjunto de fun¢oes em K tal que g(r) — oo
quando r — oo denotado por K.; o conjunto de funcoes | de K x [0,00) em R tal que
l(r,-) e e tli)rg@l(,t) =0, denotado por KL, vide Mao (2007).

Para um conjunto mensuravel O C D, considera-se o seguinte F;-tempo de
parada,
To = inf{t > 0: 2, € O}, (4.2)

com Tp = 400 para as trajetérias que nunca atingem o conjunto O.
As nogoes principais de estabilidade consideradas neste trabalho sdo apresen-

tadas a seguir.

Defini¢ao 4.2 (Recorréncia (positiva) com respeito a O) Um conjunto O é dito
recorrente se P,(10 < 00) = 1 para qualquer x € D, ou equivalentemente, P,(no =
o) = 1, no qual, no representa o nimero de wvisitas ao conjunto O. Diz-se que O é

recorrente positivo se sup,cp Ex[T0] < 400.

Definicao 4.3 (Estabilidade exponencial a O) Diz-se que a trajetoria t — x; con-

verge exponencialmente rapida q.c. a O se existe p,q,a, 5 > 0 tal que

E, [in(f9 |y — IEth] < Bllz||%e~*", para cada x € D. (4.3)
ye

Definicao 4.4 (Estabilidade no p-ésimo momento a O) Diz-se que a trajetdria t —

xy converge no p-ésimo momento q.c. a O, se

E. [in(f9 |y — IEth] — 0, quando t — oo, para cada x € D. (4.4)
ye

Condicao sobre o drift e gerador estendido. A condi¢ao de Foster-Lyapunov sobre
o drift aplica-se aos processos através de um gerador bem definido. O contexto aqui é o
dos processos de difusao associados ao gerador estendido de acordo com a nog¢ao fornecida
no Teorema 3.1. Procuram-se condigoes suficientes para a estabilidade estocastica.

A ideia de conjuntos pequenos (petite) é usada em conexao com processos

recorrentes no espacos de estado. A probabilidade de retorno ao estado inicial para um
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processo ¢ quase nula, mas pode ser certo que retornara a um conjunto compacto que
contenha o estado inicial. Tais conjuntos sdo denominados conjuntos petite.
O seguinte Lema é adaptado de Meyn e Tweedie (1993, Th.4.2).

Lema 4.1 (Condigao para recorréncia positiva) Suponha que O C D é um con-
junto petite e para algum f(-) >0, ¢,d >0,V € Z(A),

AV (z) < —cf(x) +dlp, x € D, (4.5)

¢ valida com V' uma fungao tipo-norma em D\ O. Entao o processo t — x; € positivo

recorrente.

Nos seguintes exemplos pode-se notar a necessidade de fungoes de Lyapunov

nao regulares.

Exemplo 4.1 (NISHIMURA;ITO, 2016) Considera-se a EDE escalar dr; = —az,dt +
ox dWy com a,o > 0, um modelo linear simples com ruido multiplicativo. A origem é um
ponto de equilibrio, e se xg = 0 entao x; = 0,t > 0 por tanto a origem é absorvente.
A solugdo dessa EDE é xy = xgexp(—at + oW;), vide Khasminskii (2012, Rem.5.5).
Considera-se agora vo(x) = x* como uma possivel funcio de Lyapunov, e assim Avq(x) =
2(—a + o*)x? > 0. Para a < 02, vy falha em descrever a estabilidade, entretanto, para

vp(z) = |x|P, obtém-se
1
Avy (@) = pl-a+ go%p)laf <0, = € B\ {0},

quando p < 2a/0?. Esse exemplo indica o uso de fungdes nao diferencidveis como candi-

datas a funcgoes de Lyapunov.

Exemplo 4.2 (NISHIMURA;ITO, 2016) Considera-se agora dx; = —axdt + odW;, uma
situagao simples em que o coeficiente de difusao ndo é zero quando xg = 0. A escolha de
vi(x) = |z| leva a

Avi(z) = —alz| < 0, =z e€R\{0},

e pode-se esperar que a origem seja um ponto atrator, no sentido que ela pode assumir o

papel do compacto O como no Lema 4.1. De fato, a solu¢ao da EDE em questao €
t
x=e x +/ e =) gq,
0

e o cdlculo de Ito fornece,

0.2 2

¢
E[|z,/*] = 02/0 e 20=9) s — %(1 —e 2ty %, quando t — 0.

Assim, o efeito atrator da origem nao é verificado, sendo que apenas o sequndo momento

¢ limitado.
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4.1 Estabilidade e problemas relacionados.

Nesta secao, apresentam-se alguns problemas de estabilidade estocastica que
foram tratados usando o gerador estendido e a conexao com as solugoes de viscosidade
da equacdo de HJB. Estudos anteriores sobre esse assunto podem ser encontrados em
Cesaroni (2006). Destaca-se desse trabalho o uso de supersolugoes viscosas da equagao de
HJB para estabelecer resultados de estabilidade. Além das dificuldades ja apontadas na
Secao 3.1 ao se tratar somente supersolugoes de viscosidade, a no¢ao usa uma condi¢cao

de sinal na desigualdade da equacao de HJB dificil de ser verificada.

4.1.1 O problema de duas fronteiras (P)

Consideram-se os conjuntos compactos D e O, com O C D C R" e 9D denota

a fronteira de D. O problema surge quando o valor esperado de um funcional do processo,
I, (z) = By [/OD Fx,)dr + h(xTD)] =2 €D\O, (4.6)
é de interesse até um JFi;-tempo de parada 7p dado por
Tp = min{ inf{t >0:2, € O},inf{t >0:2, € 817}}.

Aqui f é uma func¢do nao negativa sobre D\ O, e h é continua sobre 0D e sobre 0O
com mingp h(x) > maxgo h(z) e 0 € O. Assume-se que existe v € C(R") solu¢ao de

viscosidade da seguinte equacao de HJB

Ho(x, Dv(x), D*v(z)) =0, z€D\O, (4.7)
com v(z) = h(z), x € 00 UID.

Uma questao neste ponto seria sobre a atratividade do ponto de equilibrio local
representado pela origem. No sentido do problema (4.6), o processo atingiria primeiro o

conjunto “seguro” O antes de deixar o dominio de atragdo representado por D?

Figura 4: O problema de duas fronteiras.
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O seguinte resultado permite responder essa pergunta e expande o resultado

para diversas situacgoes.

Teorema 4.1 Seja J,,(z) uma solug¢io de (4.7) com f(-) > 0.
(1) Se prl|z|lP < Jop () < pol|z||P para algum p >0 e 0 < py < ps, entdo

P2
Ey ([, 7] < =={l][".
P1

(it) Se f=0em D\ O, h=0em 0O e h =1 em 0D, entio P(x,, € 00) =1— J.,(z).
(iii) Se D =R"™, f >0 e J., € tipo-norma sobre D\ O para algum conjunto compacto O,

entdo o processo t — x; € recorrente positivo.
Prova. (i) Nota-se que E,[J,,(z.,)] = E,[h(z.,)] e

B [h(ery)) = Jon @) . | [ flan)dr| < (o),

a partir do qual segue a primeira afirmacao do teorema de uma maneira simples. (ii) Se

f =0, h=0sobre 90 e h = 1 sobre 0D, entao

J

™D

(z) = Ex[l(s, eomy] = 1 — Po(2,, € 00).

(iii) Quando D = R™, tendo-se em conta o Teorema 3.1, o Hamiltoniano em (4.7) fornece

a seguinte relacao,
Ho(x, Dv(z), D*v(7)) =0 & Av(z) = —f(x), x€R"\O.

Se f > 0e J,, é uma funcdo tipo-norma sobre R™\ O, a desigualdade em (4.5) é verificada

fora do conjunto O, e do Lema 4.1 segue que o processo ¢ recorrente positivo. |

4.1.2 O problema com desconto positivo ou negativo (P»)

Considera-se um conjunto compacto @ C D = R", e 7o um JF;-tempo de
parada como em (4.2). Seja O° = R™\ O. O problema aqui apresentado tem o seguinte

funcional de custo,

Tro(z) =E, { /0 (@)t + Oh(as)] @ € O (4.8)

com f,h:R"™ — R funcoes nao negativas e f > 0 para todo z € O°. Se ( < 0e O = (),
entdo (4.8) trata-se de um custo descontado em horizonte infinito, vide Arapostathis,
Borkar e Ghosh (2012, Eq. 2.7.1). Considere-se .J,, uma solugao de viscosidade de

Ho(x, Dv(z), D*v(x)) + (v(z) =0, z€R"\ O, (4.9)

com v(z) = h(z) em 00, Hy como em (1.7).
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Teorema 4.2 Suponha que J,, em (4.8) e é uma fungdo tipo-norma.

(i) Quando ¢ < 0 e O = 0, o processo t — x; é estdvel g.c. no sentido que etz — 0
P-q.c

(77) Quando ¢ > 0, suponha que existem 0 < p < q e 0 < p; < py tais que

pillzl[P < Jr () < polf|?,  x € O

para algum conjunto compacto O que contém a origem, entao o processo t — x; converge

exponencialmente rapido q.c. a O, no sentido da Defini¢do 4.3.

Prova. Considera-se o funcional (-“descontado” em (4.8), e defina-se um processo de

difusdo auxiliar, z; := €'z, para alguma constante ¢; > 0, tal que
dzy = creadt + eVdxy = E(t, z)dt + 6 (t, z)dW,

no qual, b(t, z;) = et (e 26 + b (=) e 5(t, 2) = o (ze~ ). Define-se Z(s, z) =
elé=eVs I (x) para cada (s,z) € [0, +00) x R". Uma representagio equivalente para o fun-
cional (4.8) é

Z(S, :L‘) =E, {/ © e(C—m)t]F(t’ Zt)dt + 6(C—c1)?oz(7~_0’ Zfoe—cﬁ@)

s

no qual, f(t,2) = etf(ze=), Z(70, 22,6 70) = €70 ] (25,) = € Oh(15,) € To =
inf{t > s: ze " € O} = 710.

Nota-se que DZ(t,x) = e=V!DJ_ (x) e D*Z(t,x) = =Vt D2 ], (z) repre-
sentam o gradiente e a hessiana de Z com respeito a x, respectivamente. Logo, o funcional

Z(s,x) associado a J,,(z) satisfaz a equagao de HJB,

0Z(s, z)

B +H(s, z,DZ(s,2), D*Z(s,2)) = (C — 1) Z(s,2)+(DZ(s, 2),b(s, 2))

+% tr(D%Z (s, 2)5(s, 2)5(s, 2)T)+eSV3 f(s, 2)
= (g - Cl)Z(Sa Z) + 6(<_61)8<DJTO(57 Z)a B(Sa Z)>+
%e(g_cl)s tr(D*J,, (2)5 (s, 2)5 (s, 2)T)+e V% f(s, 2) = 0.

Agora, defina ( = ¢; para obter

(DJ,,(2),b(s,2)) + %tr{DQJTO(z)[i(s, 2)0(s,2)T}+ f(s,2) =0 (4.10)
e pode-se escrever a partir de uma simples inspecao que
AT (2) = —f(5,2) < = f(ze ) pe(2), V(s 2) €[0,00) x R",
pois gragas ao Teorema 3.1, tem-se

A* T (2) = (DJ,(2),b(s, 2)) + %tr(DQJTO(z)c?(s, 2)a (s, 2)7).
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Como f(s,2) > 0, V(s,2) € [0,00) x O° e J,, uma funcdo tipo-norma sobre O, z, — O
P-q.c. e portanto, et'z; — O P-q.c. Tomando-se ( < 0 e O = (), a afirmacdo (i) no
teorema é provada.

Levando em conta os limitantes para J,,(z) em O° pode-se escrever
prE[[| 2] < Eg[Jr, (20)] < Jrp (2) < po ]|,
depois de tomar-se o valor esperado e aplicar-se a formula de Dynkin. Portanto,

E.[|=]7] < %nan. (4.11)

Por outro lado, como 0 € O entdo para cada z € OF, existe? y € O tal
que d(0,y) + d(y,z) = d(0,z) no qual d representa uma métrica. Adicionalmente, para
tal ponto y, infcod(y',2) = d(y, z). Aqui d(z,O) = inf,co ||y — z||” e o fato de que

lly — z||” < ||z||? é usado a seguir. Avalia-se
E, yllrelg ly' — ;pth} <E, [;/22 ||y/e—ct —x||P| =
e~ PE, [|ly — 2lP] < ey [||2]7] < %ecptHxHq-

Tomando-se « = (p e B = pa/p1, a nogao de estabilidade exponencial para O é obtida, e

a parte (ii) do teorema é provada. [

4.1.3 O problema ergddico (P3)

O problema ergddico é associado ao funcional de custo,

0= lim lEx {/OT f(xr)dr] , v eR" (4.12)

T—00 T

A existéncia de tal solugao limite estda associada a seguinte equacao, vide Arapostathis,
Borkar e Ghosh (2012, Sec. 3.6.2),

Ho(x, Dv(x), D*v(z)) = 0, = € R", (4.13)
para o > 0.

Teorema 4.3 Suponha que f € uma funcdo tipo-norma e a solu¢do de viscosidade de

(4.13) também é uma norma. Entdo o processo t — x; é recorrente positivo.

Prova. Nas condigoes do Teorema 3.1 a equagdo de HJB (4.13) estabelece a seguinte
relacao,

Ho(z, Dv(z), D*v(x)) = p & Av(z) = —f(z) + p, = €R™
Portanto, define-se O = {z € R" : f(z) < p} e pode-se escrever AJ(x) < —f(z)+plo(x).
A desigualdade em (4.5) é verificada e do Lema 4.1 segue-se que o processo é positivo
recorrente. |

2 O é o fecho de O.
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Nocoes de convergéncia mais fortes Os critérios de estabilidade examinados até o
momento levam a convergéncia P-q.c. para um conjunto compacto que contém a origem,
e o Teorema 4.2 refor¢a a nogao de convergéncia exponencial para O, no sentido de (4.3).
A estabilidade no p-ésimo memento pode ser desenvolvida com argumentos proprios a

partir de suposicoes sobre a funcao de custo f.

Teorema 4.4 Suponha que f é uma fungao tipo-norma tal que,
f(@) = pull=]]”, Ve e R\ O,

para algum conjunto compacto O que contem a origem.

i) Considera-se o problema de duas fronteiras com D = R"™ e a solugdo de viscosidade

de (4.7). Entao x; — O no p-ésimo momento no sentido da Defini¢ao 4.4.

it) Considera-se o problema ergddico com fungao de custo (4.12) e a solugdo de visco-

sidade em (4.13), entao lim;_,o, E.[||x:||"] existe e é limitado.

Prova. (i) Considera-se D = R™ no problema de duas fronteiras em (4.6) e a equagao de

HJB (4.7) correspondente . Nesta situagao, 7p = inf{t > 0: z; € O} e para xy = z € OF,

Vi @) =B | [ far)dr + bay)| 2 Eo | [ fw)ar]

D S8
> B | [ o Pdr| = e | [T E eyl dr

a partir do qual tem-se E,[1 <.y |2¢/|P] = 0, quando ¢ — oo, necessariamente. Usando
argumentos similares aos da prova do Teorema 4.2,

i Iy = @l = i 1y’ = Loyl < Loy el

e o resultado segue da relagao acima.
(ii) No problema ergddico, nota-se que

lim E {/ ]l{xreo}H:cerdr] < sup Y117 < o < 00

T—00 T

0> lim E [/ 1z, coey f xr)dr} > lim E [/ 1z, coeypil|z,||Pdr

T—00 T T—00 T
0 que mostra que
lim E [/ ||| |pdr] <co+ °
P1

T—00 T

e o resultado decorre do fato de que o processo é ergddico. [ |
Nota-se que o Teorema 4.4 impoe condigoes sobre a funcao f, mas nao impoe
restricao a solucao de viscosidade da equacao HJB relacionada ao problema. Portanto, o

Teorema 4.4 nao esta ligado diretamente a abordagem Foster-Lyapunov.
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Observagao 4.2 Quando b(0) = 0,0(0) = 0, e min f = 0 ou similarmente, a condigdo
(4.1), pode-se identificar O = {0}, e recuperam-se os resultados cldssicos de estabilidade
assintdotica q.c. para origem, vide Khasminskii (2012), Kushner (1967), Mao (2007). Nessa
situagao a origem serve como uma bacia atratora para o processo, isto €, xy = 0 para todo
t apos a ocorréncia de Tp, um Fi-tempo de parada.

No entanto, se o conjunto de destino O nao atua como um estado absorvente
para o processo, o cendrio ¢ de uma nog¢ao de estabilidade mais fraca, aquela do Lema 4.1,
levando em conta as condicoes ld impostas. A nocdo remanescente é a de um processo
recorrente positivo relativo a algum compacto ndao determinado no dominio. Este é o caso
do problema ergodico quando o ruido é persistente. Essas dificuldades sao expostas no

proximo exemplo simples.

Exemplo 4.3 Considera-se o Teorema 4.4, que pode ser aplicado com f(x) = p(a —
o’p/2)|x|P para p < 2a/c?. Isto garante a existéncia de um conjunto O que contem a
origem e B, [inf, co |y — 2:P] = 0, quando t — oo, € vdlido para cada xy = r € R\ O.
Assim, poder-se-ia imaginar a partir da fun¢ao f que definir O = {0}, é uma possibilidade
que entretanto ndo € vilida. Se a > o2, pode-se tomar p = 2 e do Exemplo 4.2 tem-se
que O = [~a/\/2a,+0//2a] pode ser definido para estabelecer a estabilidade em média-
quadrada a O.

O problema de controle Para tratar processos de difusdao controlados no ambito
do Teorema 3.1, é necessario considerar o resultado em Haussmann e Lepeltier (1990,
Th.4.7, Cor. 4.8). Esse resultado garante que existe um controle 6timo por realimentagao
de estados no sentido fraco de (1.4). Considere os problemas com desconto positivo ou
negativo, o problema das duas fronteiras, o problema ergodico, com os funcionais de custo
(4.8), (4.6) e (4.12), respectivamente. De Haussmann e Lepeltier (1990), a estabilidade

para o problema de controle estao cobertos pelos Teoremas 4.1, 4.2 e 4.3.

4.1.4 Encontrando uma fung¢do Lyapunov apropriada.

A interacao entre o gerador estendido e uma fun¢ao Lyapunov que é solucao
de viscosidade de alguma equagao HJB, estabelece condi¢des interessantes para o estudo
da estabilidade estocéstica. O primeiro cenario a considerar é o caso convexo semilinear
apresentado na Secao 3.2. Ele foi desenvolvido em Do Val e Souto (2017, Th.1) para
uma classe de processos similares com custo descontado e estabilidade q.c. no sentido do
Teorema 4.2 com ¢ < 0. A partir da convexidade da solucao de viscosidade, os resultados
de estabilidade nas secoes anteriores podem ser imediatamente aplicados.

Outra forma de explorar a estabilidade em combinagao com o gerador estendido
¢ fazer uma tentativa de ajuste de uma fungao Lyapunov predefinida vy, e verificar se o

gerador aplicado a vy, satisfaz a desigualdade associada a algum critério de estabilidade.
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Na sequéncia, exploram-se duas construgoes,
vi(x) =) Bilal” (4.14)
i=1

para um vetor 3 = [fy,..., 3] tal que cada 5; > 0,i=12,...,n,e

va(r) =3 > Bylail || = (") Bl|", (4.15)
i=1 j=1
com matriz B8 = [f;;] € R e 2TBy > 0 para cada z,y # 0 tal que z;,y;, > 0,1 =
1,2,...,n.

As fungoes em (4.14) e (4.15) sdo nao diferencidveis nas fronteiras dos ortantes

de R", e o gerador estendido do Teorema 3.1 pode ser aplicado aqui.

Exemplo 4.4 Considera-se a fungdo de Lyapunov teste (4.14). Entao, para cada v €
Rn’ Xy # 0;

Dui(z) = p [Bilar [P sign(z1) . .. Bula P sign(x,)] = pB « sign(x) o [

D*vi(x) = Diag (p(p — 1) |Bl2a]"2 .. Bulwa[P~?]) = p(p — 1) Diag(B . |« ).

Os elementos (8 e sign(x) denotam vetores e Diag(x) denota uma matriz diagonal n X n
com diagonal formados pelos componentes de x € R™. Portanto, a equag¢do de HJB em

(4.7) com D =R" e algum [ pode-se escrever como
HO('Tv DU1<SL’), D2U1('r)) = AU('T) + f(.ﬁl]) =0

em que, Dvy(x) e D*vi(x) sio como descritos acima, para x com cada componente x; # 0.
No problema (Py) o conjunto O é recorrente positivo (atrator) se f(x) > 0,V € O° ou
equivalentemente se Avy(z) < 0, Yz € O°, no qual,

1 n n

Av(z) = piﬂi sign(z)|z: [P bi(@) + =plp — 1) YD BilwiP0ji(x)? =

2 i=1j=1
éﬁﬁxi‘p—? (xzbl(x) + %(p —1) z: in(x)z) _
p(Diag(8 « |e[*~ )z, b(z)) + %(p — 1) tr{Diag(8 . |2]" ) (z)o(x)T} < 0.

Interessante aqui é escolher 0 < p < 1, jd que o termo dentro do operador traco é ndo
negativo e essa escolha garante o sinal negativo de tal térmo.

No entanto, se g(||X||?) < go — Av(z) € vdlida para uma funcao g em Ko €
escalares ¢ > 0, go > 0, existe entdo um conjunto compacto absorvente O para t — x; no

problema (P).
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Em particular, para p =1, a expressao acima é equivalente a exigir

Avy () ZBZ i(z) sign(z;) <0, Voe O x; #0,
para p = 2,

Avy(z;) = (Diag(8)z, b(x)) + %tr{Diag(ﬁ)a(x)a(:c)T} <0, VzeO°

para p = 3,

Avy () Zﬁlm (;1:2 i )+i:laji(3;)2) —
(Diag(p .+ |z|)x, b(x)) + tr{Diag(5 .« |z|)o(z)o ()T} < 0.

Exemplo 4.5 Como Ezemplo 4.4, escolha-se agora vy em (4.15), definido para uma ma-

triz adequada B = [B;;] como sugerido. Pode-se avaliar,

sign (1) 272, (qBuyl | s [P + pBjalaa [P~ ]7)
Duy(z) = : =

sign(wn) 721 (Bnjln] ;[P + pBinlen P~ 2|7 25|
q Diag(sign(z) « |«]7~") B|x[” + p Diag(sign(z) « [z[*~ 1) BT|x|?

para cada x com x; # 0,Vi. Escreve-se D*vy(z) = P = [P, tal que

= > (alg = D)Bijlai| | " + p(p — 1) Bjil il "~ 25|") + Brgpla |7~
7=1
Pyj = qpsign(x;) sign(z;)(8i; + Bji)|xil"™ 1|1‘ - L
ou, na forma matricial,
D?vy(x) = q(q — 1) Diag(Diag(|2|"*)B8|x[")
+ pq Diag(sign(z) « |=["~") 87 Diag(sign(z) « |2"~")
+p(p — 1) Diag(Diag(|z["~*) 87|x|*)
+ pg Diag(sign(z) « |z[*~") 8 Diag(sign(x) « |z["™")

e procura-se uma matriz B e escalares p,q > 0 para se ter
1
5 tr{ D*vy(x)o(x)o(z)T} + (Dvy(z), b(z,u)) < 0,

para cada x fora de um compacto O.
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Observacao 4.3 Um controle subotimo que é estocasticamente estdavel e permite cap-
turar em algum sentido razodvel a sintese de controle, é obtido através do problema de
otimizagao,

inf{ummx%mxﬂo>+%tr{p%mxyﬂxﬂoa@;uy}4f@;uﬂ><o,vxe<o (4.16)

uelU
condicdo de sinal que deve ser satisfeita fora de um conjunto compacto O. Aqui v seria
uma func¢ao Lipchitz imposta.
Quando se desenvolve o problema de custo descontado positivo ou negativo, a
condicdo de estabilidade se transforma em

inf {(Dv(w), b(x,u)) + % tr {Dzv(:p)a(x,u)cr(:p,u)T} + f(:p,u)} + Cu(z) <0, Vo € O

uelU

fora do conjunto compacto O. Logo, para o caso ¢ > 0, associado a estabilidade expo-
nencial a O, impoe-se uma exigéncia mais forte, quando comparado com o caso ( =0 e
¢ < 0. Analogamente, uma condicao imposta ao problema de controle estdvel no p-ésimo
momento a O, serd tomar (4.16) com f(x,u) > pi||z||’ para cada v € U, para algum
p >0 e p >0, vdlido fora de um conjunto compacto O. Nesse caso, v > 0 mas nao

necessita de antemao uma funcdo Lyapunov, ver o Teorema 4.4.

4.2 Experimentos Numéricos

Exemplo 4.6 O modelo dindmico em Ladino e Valverde (2012) que descreve o compor-

tamento da pesca equilibrada de peixes é dado pela parte nao estocdastica da sequinte EDE,

ut=

{d@] WO 5w Oy ool von sl ]

E@ﬁl_wﬂ+pw@ “3)E(0)F 10[5(8)]E +0,1

no qual o estado (x,y) representa respectivamente a populacao de peizes juvenis (considera-
se também ovas de peize) e populagao explordvel (peizes adultos). Os dados numéricos sao
0 =14,6; a« = 20; 5 = 60; u = 0,63; e a taxa de mortalidade de captura é proporcional
ao esforco de captura e € dada nominalmente por F' = 0,75. Os pontos de equilibrio da
EDE ndo linear sao (0;0) e (244,11;11,63) as varidveis (Z;7) = (z — 244,11;y — 11,63)

sao portanto varidveis de desvio relativa ao equilibrio fora de extincdo.
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Figura 5: Funcao (z,y) — AV (z,y) com p = 0,2.

Nota-se que existem regioes ilimitadas cujo sinal é positivo, e em concordancia

com (4.14) nao € possivel fazer uma afirmagdao sobre a estabilidade.

A
..-\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\

\\\\\\\

Figura 6: Funcao (z,y) — AV (z,y) com p = 0,2.

Ja que a Figura 6 apresenta a mesma funcao (z,y) — AV (z,y) com p = 0,2 porém com
controle em malha fechada para todo (z,y). A figura é limitada superiormente por um
sinal negativo —0,054 para uma taxa de pesca F' = u; em que u; = ((t) —vy.)?|7(t)| P2/,

e em concordancia com (4.14) com p = 0,2 pode-se afirmar que o sistema é estével.

Exemplo 4.7 (Fungao valor convexa) Considere uma EDE em R controlada definida

como

dr, = —ut|xt|1/p sign(z;)dt + odWy,

associada a funcdo de custo dada por

= i 1E ! 2 a
o= i 7B | oo v |
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calculando o controle oétimo a partir do custo quadrdtico,

1 2
min {—Ulel/p sign(x)%f) + 502% +afz| + TUQ} =0, (4.17)
este € tal que
1d
* = 5 ‘c/l:(vx) 2| Y7 sign(z), (4.18)

d*V (z) _ 2 (i <dV(x)> |2|2/P — q|x|) ' (4.19)

da? o2 \ 4r dx

30

251

20

10+

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 7: Solugdes numéricas da funcao valor para o Exemplo 4.7.

A Figura 7 mostra a solugdo numérica da equagao diferencial (4.19), em que, toma-se

p=2;r=4; ¢=2; 0 =+/2 e a inicializacdo V(0) = 0,01; % = 0,1; e depois rebatem-
se a curva obtida para os valores positivos de x (ou em seguida % = —0,1). Verifica-se

que a funcdo valor tem um comportamento convexo.
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5 Conclusoes

Essa tese apresenta o desenvolvimento de um gerador infinitesimal para proces-
sos de difusao na forma de um gerador estendido. A construgao analitica desse operador
infinitesimal foi apresentada no Teorema 3.1 no Capitulo 3. No caso classico usa-se a
associagao que existe entre os processos Markovianos e os semigrupos de Feller para de-
finir o gerador infinitesimal. No caso abordado neste trabalho emprega-se a féormula de
Dynkin e a teoria de martingal para definir esses operadores infinitesimais estendidos.
Utiliza-se o fato que uma solugao de viscosidade é também uma sub e uma supersolugao
de viscosidade.

Tratar os processos de difusao degenerados tem suas dificuldades pelas razoes
expostas neste trabalho e bem estudadas na literatura. Uma dificuldade ao resolver uma
EDP eliptica ndo uniforme (equagao HJB) é que as solugbes sao nao regulares, portanto
a abordagem via solugoes de viscosidade (aqui tomadas como fungdes continuas e men-
surdveis). Mediante o desenvolvimento de um gerador estendido bem definido é possivel
utilizar a féormula de Dynkin com um tempo de parada finito q.c. para definir o dominio
do gerador. Dessa forma o gerador estendido toma forma explicita e contém as solucoes de
viscosidade das equagoes de HJB no dominio do gerador. No caso classico verificou-se que
o dominio do gerador coincide com a familia de fungdes de classe C?(R"™), vide Equagdo
3.3. Portanto, para o caso abordado neste trabalho, o dominio do gerador é formado por
solugoes de viscosidade da equagao de HJB.

Sendo a convexidade da func¢do uma carateristica importante no estudo de
estabilidade, desenvolve-se de forma analitica a convexidade da funcao valor a partir de
condicoes de convexidade impostas sobre os custos para um problema cuja dindmica é
descrita por uma EDE semilinear. Tendo caracterizado uma fun¢ao valor convexa e um
gerador estendido é possivel estudar a estabilidade dos processos 6timos para um controle
Markoviano.

Nesta tese, trataram-se nocoes de estabilidade estocastica para diferentes pro-
blemas com critérios de estabilidade adaptados. Esses critérios na sua formulagdo estao
ligados ao gerador estendido aqui desenvolvido. A estabilidade de um processo de difusao
entre duas fronteiras foi analisada no Teorema 4.1 para um horizonte definido por um
tempo de parada. Ressalta-se que a estabilidade global esta associada ao gerador esten-
dido e estd ligada a escolha do sinal da funcdo de custo corrente. A estabilidade para
um problema com desconto positivo ou negativo é apresentada no Teorema 4.2. Neste
caso, obtém-se a estabilidade q.c. para a origem e estabilidade exponencial g.c. para um

conjunto compacto que supomos € caracterizavel a partir dos dados do problema. A esta-



Capitulo 5. Conclusoes 72

bilidade estocastica do problema ergddico associado a um funcional de custo também foi
abordada no Teorema 4.3. Nesse caso, a estabilidade global também ¢é garantida através
do gerador estendido via uma escolha adequada da fungao de custo atual.

Em resumo, em todos esses casos que envolvem a associagao com o gerador
é suficiente impor uma condi¢ao de sinal sobre a equacao de HJB via a funcao de custo
corrente f > 0 e funcao valor tipo-norma para estabelecer a estabilidade.

Outra nocao de estabilidade que ndo necessariamente envolve a associacao
com o gerador estendido também foi proposta, vide Teorema 4.4. Nesse critério, o custo
corrente é limitado inferiormente por uma p norma. Essa limitacao sobre o custo corrente
é de facil verificacao.

Finalmente, aproveitando o gerador estendido é possivel estudar a estabilidade
de processos via a imposi¢ao de certas fungdes de Lyapunov pré-definidas. Da equacao de
HJB esse ajuste ¢ realizado mediante uma condi¢ao de sinal como desenvolvido na Se¢ao
4.1.4. Assim, sob certas garantias de sinal pode-se estabelecer a estabilidade estocéstica
dos processos de difusao envolvidos. Alguns exemplos numeéricos sao desenvolvidos, ilus-

trando com aplicagoes simples os resultados.

5.1 Trabalhos futuros

Durante a elaboracdo e apds a conclusao deste estudo, foram identificados
diversos pontos que podem ser melhorados ou podem complementar este trabalho. Sao

apresentados a seguir alguns direcionamentos para trabalhos futuros:

e Na Secao 3.1, foi feita uma andlise para processos Markovianos completamente ob-
servaveis, mas existe a possibilidade de estender essa andlise a outros processos,
como por exemplo, aos processos de Markov parcialmente observaveis. Como ponto
de partida Arapostathis, Borkar e Ghosh (2012, Cap. 8) e Kushner (2014) introdu-
zem uma discussao sobre processos Markovianos parcialmente observaveis no con-

texto estudado.

e Na Secdo 3.1, foi construido um gerador estendido associado a uma solugao de vis-
cosidade continua. Na literatura, existem solugoes de viscosidade descontinuas, vide
Fleming e Soner (2006, Sec. VII4). Dessa forma, um desafio é propor um gerador es-
tendido associado a esse tipo de solugoes de viscosidade e neste contexto, desenvolver

critérios de estabilidade para os processos de difusao.

e Na Secao 3.2, nao foi abordado o problema da convexidade da funcao valor em seu
contexto mais geral, isto é, supondo que o coeficiente drift de (3.31) fosse uma funcao
convexa. Nas primeiras tentativas foram consideradas funcoes convexas crescentes

(decrescentes) em seu dominio de forma proposital para estabelecer uma ordem



Capitulo 5. Conclusoes 73

estocastica, vide Shaked e Shanthikumar (2007, Def. 7.A.1). No entanto, esse esfor¢o
foi infrutifero no estabelecimento da funcao valor como uma funcao estritamente

convexa.

e A existéncia de processos de difusdo com coeficientes (drift e difusao) descontinuos
da origem a novas perspectivas de solugoes de uma EDE, vide Stramer e Twee-
die (1997). Nessas condigoes é desafiador estudar estabilidade desses processos e

portanto, surgem algumas perguntas

1) é possivel estudar estabilidade através de um gerador estendido associado a
uma solugao de viscosidade relativa aos processos de difusdo com coeficientes

descontinuos?

2) é possivel obter uma fungao de Lyapunov a partir das condigoes de estabilidade

estabelecidas em Stramer e Tweedie (1997), como feito em Cesaroni (2006a)?

e A juncao de processos com saltos e de difusao é conhecida como processo de “salto-
difusdo misto”, vide Merton (1976), Bakshi, Cao e Chen (1997). Pretende-se no
futuro estudar a estabilidade estocastica desses processos através de um gerador

estendido apropriado.

5.2 Publicacoes

A seguir é listado o trabalho proveniente do resultado da pesquisa reportado

nesta tese.

e DO VAL, J. B. R. and LEVANO, E.: An FExtended Generator for Degenerate Time-
Homogeneous Diffusion Processes and Almost Sure Stability. Submetido em SIAM

Journal on Control and Optimization (SICON) com processo nimero de processo

MS#M123230.
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