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RESUMO 

Neste trabalho discutimos o espalhamento Raman pelo sistema eletron-fónon LO na 

.presença de um campo magnético constante no qual são os fonons os responsáveis diretos pelo 

. processo. 'Estudamos um material semicondutor tipo n com pequena massa efetiva para campos tais 

que a frequência de ciclotron (wc) é aproximadamente igual a frequência da radiação incidente (w~) 

e 'daquela espalhada (ws). Para isso desenvolvemos ~m tratamento teórico onde, através de um 

formalismo de matriz S e técnicas de-propagadores no espaço dos momentos determinamos a 

Intensidade Integrada de espalhamento e a vida média dos estados eletrônicos. 

·Completamos o trabalho com uma aplicação ao caso Específico do I nSb, onde 

discutimos uma série de pontos interessantes. Não são incluídos efeitos de temperatura. 



CAPITULO I 

INTRODUÇAO 

Este trabalho tem como objetivo principal, estudar o espa

.lhamento Ramal~. de luz pelo sistema eletron-fônon-LO .na presença 

de um campo magnético constante. Realmente estamos interessados/ 

" -no espalhamento Rama• pelos fonons, devendo notar no entanto 

que, apesar dos eletrons nio participarem dfretamente no proces

so, eles influenciam fortemente o esp&ctro da luz espalhada, in

fluencia esta conectada i interaçio entre estas excitaçõe~. Esp~ 

c[ficamente tentaremos entender como esta interaçio tipo Fréih-

1ich1 a~eteri a intensidade integrada da secçio de espalhamento 

e a vida media dos estados eletrõnicos. Uma explicaçio simples I 

deste fato e encontrada na mistura rtslonante dos estados quant! 

cos de fÕnons e eletrons ~os nlveis de Landau, devido o acopla

mento de polaron de Fiéihlich. Para resglver tal problema conside 

de· um amortecimento dependente da frequência. Grande interesse I 

tem despertado a introduçio de amortecimento dependente da fre

quin~ia e suas consequincias nas caracterlsticas do espectro es

tudado. Para fÕnons LO, de frequência no infravermelho e momento 

aproximadamente nulo, os efeitos da interaçio eletron-fõnon sao 

mais relevantes se a frequência do fônon (w
0

) for aproximada~en

te igual a um nG~ero int~iro da frequência de ciclotron (wc)' is 

" nw 2 
c 

A simplicidade introduzida em podermos considerar os esta

dos quinticos independentes, nos fornece funções amortecimentos . 
extremamente complicadas em seus cilculos expllcitos. Nesse es-

tudo ctesprezamos efeitos de tem per\' tura em fa.v~r da obtençio de 

formas espllcitas que nos levam a um melhor entendimento. Nota

se a~ui .que em li~has gerais bs resultados devam ser apliciveis 

a baixas temperaturas. 
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Desde que estamos interessados em estudar o 
' 

espalhamento 

Rama~ pelo sistem~ el~tron~f5non num campo magnitico, torna-se 

necessário falar 

po. Com o estudo 

alguma coisa sobre o que se tem fei~o neste cam 
n do espalhamento magneto-Rama• em Semiconduto 

res, tornou-se possivel observar transições entre 

Landau lln = 1, como tambim lln = 2,3, etc. 

. . n1ve1s de 

Estas possibilidades foram pri~eiramente ~ugeridas por 
3 . . . -

Wolff , quem calculou a secçao eficaz de espalhamento para ambos 

~spalhamentos elistico e inelistico ou RamaQ. Ele chamou atenção 

para o fato importante que, estados de Landau não perturbados de 

el~trons. livres comportam-se como estados de osciladores harmõni 

ços puros e nao podem espalhar na aproximação de dipolo. Supondo 

a adição de um termo cin~tico anarmõnico, ele mostrou que t'ln = 2 

era esperado e calculou sua secção efi~az de espalhamento, levan 

qu•brar tal harmonicidade, introduziu efeitos de interação spin

Õrbita e, como Wolff, considerou apenas transições interbanda. O 

primeiro cheque destas ·suposições foram feitas por Slusher, .Pa

tel c Fleury 5 e Patel e Slusher 6 que confirmaram as linhas Sto

ke~ t'ln = 1,2 embora com inten~idades nao explicadas. 

No caso de semicondutores polares, tais como o InSb, o 

lnAs, os efeitos da interação entre os elitrons de condução e os 

modos õticos longitudinais da rede nos niveis de Landau são anar 

m5nic~s e suas caracteristicas são observiveis no espalhamento 
7 Harper , por exemplo, discutiu a possibilidade de espalhamento I 

duplo ciclotrõnico n~ InSb, induzido pela interação d~ polaron 

ist"o &, a anarmoni.cidade dos niveis de Landau em semicondutores 
' . 

com bandas de condução pa.rabÕlica i fornecida pela interação eli 

tron-fõnon. Ele mostrou que a ·secção eficaz de espalhamento -e 
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bem pequena, dependendo do quadrado da constante de acoplamento 

a no hamiltoniano de Frõhlich. O deslocamento na frequência, co

mo calculado por Harper, mostra uma descontinuidade aw nas vi-. . . o 

zinhanças de w
0

, e um enorme alargamento descont1uo no espec-

tro espalhado. 

O sistema elétron-fônon acoplado participa de duas manei• 

ras diferentes em processos de espalhamento Rama'~· de 1 uz. 

Os elétrons espalham luz, com ou sem campo magnético pre-

sente, acontecendo o mesmo co~ os f5nons õticos longitudinais. 

loudon, em seu clãssico artigo 8 
, descreve o processo normal de 

espalhamento pelos fônons Õticos longitudinais na ausência de 

campo magnético. Esse processo, com as modificações. adequadas, 

continua a e~istir na presença de um campo magnEtico e e mediado 

pela formação de pares virtuais eletron-buraco (processo inter-

banda). l.nuc1nn ch~m~ ~ nlll:ll ., .o.m c:omirnnl"l!lf-n -
res polares, os eletrons interagem fortemente com os fônons o-

ticos longitudinais através 

qu.e juntamente com o A ··P da 

de uma hamiltoniana tipo Frõhlich e 

hamiltoniana eletron-radiaçio .tem 

papel importante no espalhamento da luz por este tipo de fônon. 

Firialmente, Genking e Zilberb~rg 9 notam que na presença de um 

campo magnético, um outro tipo de processo pode existir para o 

espalhamento da luz por fônons ôticos longitudinais em semicond~ 

toies tipo n. Esse processo ê semelhante ao anterior, porem e 

mediado por transições intrabanda, ou seja, pela transição vir-

tual entre dois niveis de landau na mesma banda. Essas Transi-

ções podem ser ditada~ por qualquer um dos termos da "hamiltoni-
+ + 

ana de radiação, s~ja o tipo A.P ou o tipo A2 , serido que a 
' . 

maior importância de um ~u de outro termo e estabelecida pela 

orde.m de grandéza da frequênci-a ciclotrõnica wc. O processo que 

envolve o termo A2 s~ e predominante se w
0

, a frequência do 
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finon, for um numero inteiro de wc' ~sto ~. w
0 

• nwc e nao ser~ 

tratado por nõs. O que envolve o termo A·~~ importante quando a 

frequência do laser ê da ordem de wc, ou ~eja, wt • wc; este é o 

que nos interessa mais de perto. 

Estudaremos aqui dois aspectos do espalhamento, a intensi

'dade integrada da secção de espalhamento e a vida m~dia dos esta 

dos eletrõnicos. Esta ~ltima sendo bastante afetada pela intera

çao de Frõhlich. 

Para calcular a intensidade, devemos considerar quais os 

processos que contribuem para o espalhamento. E ela, a intensida 

de, que determina quais entre eles os dominantes. 

Estudaremos em detalhe, o processo que envolve o termo A·P 
que apresenta uma dupla ressonância para wt • wc e ws • wc' e 

cuja intensidade ê função do campo magn~tico nessa região. Desde 

que o nosso estudo baseiar-se-ã no espalhamento da luz por um ti 

po de excitaçã6 bem particular, a qual denominamos excitação ht

brida elêtron-fõnon ou pÕlaron, torna-se necessirio falar algo I 

sõbre tais excitações. Por nio ser o nosso objetivo nio entrare

·mos em detalhes; faremos apenas um resumo. 

1- EXCITAÇOES H1BRIDAS 

O espalhamento inelãstico de luz tem provado ser uma fer

ramenta usual e poderosa no estudo da hibridização das excita

çoes elementares em semicondutores, como por exemplo, os hibri

dos, fõton-fõnon, pl~smon-fÕnon, plãsmon-poliriton e outras ex

c~tações acopladas. Tais excitações têm em comum uma curva de 

dispersão tipica, veja fig. la• Nela traçamos o gr~fico da fre

quêricia contra um certo parâmetro B, onde B pode ser um v~tor de 

onda, um campo magn~tico, uma concentração de portadores ou qual 

quer outra quantidade da qual a frequência, de pelo menos um 

.-
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dos modos purbs, venha a depender. Note que w1 e w2 sao as fre

quências dos dois modos puros no cristal que dependem d~ S como 

jã foi dito acima. As frequências w+ e w_ são os resultados do 

desacoplamento desses modos puros, os quais interagem fracamente 

com um.potencial de interação V. Vejamos rãpidamente como se de

sacoplam tais modos puros. Usando teoria de perturbação, pode-

mos escrever 

v I • 1 • 1 

onde, H
0 

neste caso, possui d_ois autovalores muito prõximos E~ e 

E2 correspondentes aos respectivos au-to-estados . .p 1 e .p 2• Para 

desacoplã-los torna-se conveniente escrever 

I. 1. 2 

... -- .... ~-~----·'· 
.... VIU '1' ~a .. •~•'"'-~lt\oolv 

Hl/! = El/! ou melhor 

{H E}l/J= O I. 1,3 

esta eq. nos leva ao seguinte sistema de equações envolvendo a e 

b. 

(Hll - E)a + Hl2b = o 
I. 1, 4 

H2la + (H22 + E)b = o 
e com isto vamos obter os resultados. 

El , 2 = Hll + H22 {Hl2 + (Hll - H22)2} 
± 

8 Hl2 
I. 1. 5 

onde o IH121 << IH H I 11 - 22 

Assim temos a degenerecência levantada, ficando a hibridização 

determinada. 

Os novos auto-estados do sistema hibridizado podem ser escritos 
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onde 

,. 

e =!.-e 
+ 2 

11 

I. 1 • 6 

A contribuição percentual de um dos estados puros aos est~ 

dos hlbridos pode ser vista na fig. lb' onde podemos perfeitame!!. 

te apreciar o adjetivo h1brido para a mistura dos modos puros 1 

e ~ •. dada a mudança progressiva entre eles i medida que 

w 

! - -- - - - - .- - - - - - - - -~ 
(.li_ 

Fig. 1: 

dtt e:r:ci.ta~Õfl; múJta• nu111 ezoi•tal. A ordenada B a frequência; a 

ab~i .. Q ; uma variát.~el da qual. a [rflquénttia depcnd• •. Para fÔ

non•~ 8 i um'Vtltor d• onda,_ para ntveie de Landau, 8 i um ca~

po magruiti~o • para 1.u11 pZásma, 8 i a rai• qu.adrada i11 .wma con

o•ntra~iio ds portador••· A Clurva 'irar•rior mostra a contribui

~io pero•ntual d• um do• ~odo• puro• ao• modoe htb,.idoa w+ • 

.... 

fig. 1 a 

cresce. 

O caso mais simples de tais excitações vem a ser o polari-

ton ou o h1brfdo fÕton-fônon, para o qual e a curva de dispe~ 
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são da luz, com w2 e w
0 

representando as frequências dos fônons 

~O e TO, respectivam•nte •. 

As linhas achuriadas representam as.curvas de dispersão 1 

~estes três modos, onde ê visfvel a não interação entre eles; P! 

rêm como sabemos, a luz interage com os fônons transversais e 

desse modo suas curvas de dispersão não podem cruzar-se, fazendo 

com que tais curvas se separem, resultando as ltnhas cheias para 

as curvas de dispersão dep~is da interação. 

Tais linhas cheias foram observadas experimentalmente com 

o uso de espalhamento Rama~, isto ê, da simples conservaçao do 

momento, o vetor de onda da excitação observada foi variado e a 

frequência observada seguiu a linha cheia da fig. l, Tais experi 

ências têm sido feitas para uma série de cristais, como o GaP 10
, 

. ~ . 
O Z ó11 e O Quartz , ·O mais interessante que se tem notado e.que n 

sempre se pode predizer de uma maneira quantitativa as reais cur 

vas de dispersão das excitações interagentes, se o numero de mo

dos de fônons i grande; no entanto, sômente observando a fig. lb 

ê que podemos dizer quàlitativamente o que corresponde a linha I 

cheia. 

Note que para 8 = O, w+. corresponde ao modo puro de· fônon · 

e w aos fÕtons, entretanto, para um certo 8
0

, a mistura entre 

estes ê mixima com uma cóntribuição de 501 de cada·. lado nos 

fornecendo assim, a excitação hfbrida, o poliriton. 

·O acoplamento plismon-fônon segue o mesmo aspecto qualita

tivo do caso anterior, diferençando apenas na abcissa da fig. 1, 

em virtude da frequência do plãsma depender da raiz quadrada da 

densid-ade de porta.dores 1 ivres. 
. ' 

Um outro exemplo de tais excitações mistas é o sistema a

coplado modos.~iclótrônicos-f;non LO. Este ê de grande importin-
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cia para n~s. Aqui a frequ~ncia do n1vel de Landau ou a frequ~n

cia clássica ciclotrônica de uma particula num campo magnético e 

linearmente proporcional ao campo magnético I. Desse modo a 

abcissa na fig.la serã este campo e podemo~ analisar o 

como foram anteriormente o polãriton e o plismon-fônon. 

2 _ FORMULACJ!:O DO PROBLEMA 

sistema 

Como jã foi mencionado anteriormente, o nosso interesse I 

principal e estudar o espalhamento Rama~ pelo sistema hibrido ni 

vel de Landau-fônon LO, onde realmente ·nos interessa o espalha-

mente provocado pelos fÔnons.na região ressonante duplo ciclo-

trônica w1 • wc e ws • wc. O outro Processo tambem duplo ciclo-

- trônico, .no qual os elétrons participam diretamente do espalha

~ento, foi estudado por Harper, este tomou o ponto de vista an

teriormente usado por Bl oembergen 13
, quem introduz uma sus.ceptj_ 

bilidade Stokes complexa x para descrever a resposta não linear 

aos dois tampos de radiação, o incidente e o espalhado. Bloembe~ 

·gen foi então capaz para relacionar o espalhamento Stokes ou Ra 

mama parte imaginária x'' da susceptibilidade Stokes. 

No nosso caso resta saber em que c?ndições o espectro es 

tudado te!" como contribuição dominante na região de frequ~ncia 

acima descrito. 

Para se estudar a inte~ação elétron-fônon LO tipo Frõhlich 

torna-se necessário a escolha de um semicondutor polar do pado, 

o~de em muitos casos esta interação é dominante. A essa ·altura 

ressaltamos a importância da ação de blindagem do gas de elé-

tro~s no RPA. Isto acarreta uma modificação na hamiltoniana de 
• 

, /- interação elétron-fônon, dada a introdução da função Erpa' a qual 

para q o momento do fônon pequeno,·é simplesmente dada por 

--
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onde qtf, calculado na aproximação de Thomas-Fermi, e da ordem/ 

de Kf. 

r visivel em semicondutores polares a importância do es

palhamento direto por niveis de Landau, como também pelo proces

so. descrito por Lou.don envolvendo o termo A·~ (interbanda} na re 

giio de interesse. Nota-~e ,qui que o primeiro por ser de ordem 

~nferior poderia se tornar dominante e todos eles passariam a 

existir paralelamente. Entretanto estes podem ser evitados; nes

se sentido impomos condiç5es apropriadas a tornar o termo de in

teresse dominante. 

Vamos usar em nosso estudo um cri5tal de Antimonieto de ln 

dio (.InSb) d~sde que ta~ material nos fornece perfeitas con

diç5es a tornar o termo A·~ intrabanda dominante nessa região 1 

de interesse. Dessa maneira podemos fazer nossos c~1culos se a-· 

plicarem a anâlise do espectro obtido. 

' ' 



CAPITULO II 

CALCULO DA INTENSIDADE INTEGRADA E DAS 

FUNÇOES AMORTECIMENTO~ 

1 - A HAMILTONIANA 

O sistema no qual estamos interessados, consiste de um 

c.ampo de radiação (um feixe de fÕtons de uma fonte de laser), des 

crito por uma hamiltoniana de radiação Hr, que incide num semi

condutor tipo n imerso num campo magnitico constante 1 sendo es 

te tomado na direção z e tendo um potencial vetor associado A0 

no calibre de Landau (-By,O,O). 

Para tratar a interação da luz com o cristal considerado , 

tomamos uma hamiltoniana da forma 

H=·H +H.t .o 1 n 
.--.J-11 ~ •• 
Vll'-ll;. "'o ;·c_~l t..:.erl'-0 a,:, 110111 I I 1..\JIIIO.IIO.~ Ut: ~Õ.III~U 

. . -
1 1 v r· e u e. r· d u 1 d t.,: _do 

fônons e elitrons, estes por vez se distribuindo em niveis de 

Landau, dada a presença do campo magnitico. Hint e composto por 

uma sirie de termos. Destes, apenas nos interessam as hamiltoni

anas de interação elitron-radiação e elitron-fÕnon LO, por serem 

essenciais ã prõpria existincia do espalhamento. Daremos ao ~1-

"timo-uma atenção especial, vist~ a fmportincia que teri para a 

vida midia·dos estados ~letrônicos. Os efeitos de outr~s intera 

çoes, devido a presença de inpurezas, fõnons acústicos etc, so

bre o·sistema considerado, seri levado em conta atribuindo-se fe 

nomenologicamente ãs quasi-particulas uma vida midia finita e in 

dependente da frequincia. 

Desse modo podemos reescrev~r a hamiltoniana do sistema ~o 

mo 

II.l.l 
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Devido a presença do campo magnético as hamiltonianas de intera 

çao, definidas por ,. 
.· Hint = fJ'hR_n;6rn, t) tcio, 

ficam bastante modificadas em virtude da funçio de onda eletr~-

.nica, neste cas~ vir a ser dada pela função de onda magnética 1 

de Landau. Aqui 9 é a constante de acoplamento e 'f!Citt) e f;{it) são 

respectivamente os operadores de cam·po de fermions e de bõsons. 

As hamiltonianas de campos livres esCritas no mesmo formalismo 

acima (29 quantizaçio), sio dadas por 

Kz= 

Hf = t fJw1 b;b~ 11.1.2 

1-l =· ~ i'•' ,,,~+~~ -''e 4-- ; UJ11 ,.,,~~ u.n,1<: d.n.,.l( 
,:1'!'1v- v v 

Mi Aqui Wn(l<?>) = (h+ f )Wc + 2m" 

-> 
1( -7 ( of<A, "t;l) 

e a energia de excitaçio 

do estado eletr~nico, Wc e a frequencia de ciclotron dada oor 

·wc = ~, e e m* representam a carga e a massa efetiva do ele 
+ tron e e e a. velocidade da luz. an,~ e an,~ sao operadores de 
a- rr 

criaçio· e destruição de eletrons de Landau e obedecem as regras 
• o + 

de comutaçio para os operadores de fermions, enquanto ·que c;~.:\, 

c«.~·~. ~e hy. sio operadores de criaçio e destruição de fÕtons/ 

e f~nons LO respectivamente e satisfazem as regras de comutação 

dos operadores de. bõsons. 

A hamiltoniana dos eletrons juntamente c~m a hamiltoniana 

de tnteraçio eletron-radiaçio e a de interaçio eletron-f~non ·LO 

tipo Frohlich podem ser encontradas no apêndice A~, lã discuti

mos o problema de um gas de eletron, num campo magnético e usa -

.-
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mos os operadores de campo modificados para reescrever as hamil

tonianas de interação. 

2 - A MATRIZ S 

Partindo do fato que os auto-estados da hamiltoniana H
0 

descreve~ perfeitamente o nosso sistema não perturbado, podemos 

usando o formalismo de matriz Sem mais baixa ordem de perturba

ção obter a probabilidade de transição entre os estados iniciais 

e finais do sistema e como consequência achar a intensidade inte 

grada para o espalhamento. Para encontrar a vida media dos esta-

• dos eletr6nicos, consideramo-os interagentes entre si e com o 

resto do sistema desse modo tomando-os como estados quasi esta 

cionarios, com uma.vida media longa porem finita. 

Como a participação dos eletrons e virtual, não nos inte-

r·e~~d.lll os proct-ssos que causam uma .muaança real nos n1ve1s ele-

tr6nicos, desse modo, o sistema eletrõnico, que é suposto estar 

inicialmente em seu ·estado fundamental, permaneceri nele no fi

nal do espalhamento. Da suposição que inicialmente a baiXas tem

peraturas (T=OQk) não temos f6nons na rede, podemos escrever o 

estado inicial do sistema como 

I i> 11.2:1 

onde ·n;~ ê o numero de fÕtons incidente no cristal. O processo 

de espalhamento Stokes ou Rama~ de luz por f6nons deixa a rede 
~ 

excitada por um f5non no modo~ e um fÕton de frequência mais 

baixa ê espalhado. Sendo assim, podemos em primeira aproximação 

escrever o estado final do sistema da seguinte maneira 

I f> = I ~o) I n.;r~ -:1, 11<s~ I i~ >f 11.2.2 
~ 

com~ e its representando o vetor de onda da luz incidente e es-
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palhada, respectivamente; ~ , o vetor de onda do fÕnon excitado 

, o estado fundamental do sistema eletrõnico. 

A matriz S, como sabemos, é dada por 

-· onde P é um operador de ord·enação tempera 1 e os operadores Hr(O 

são dados na representação de interação. A probabilidade de 

·transição entre os estados inicial e final e dada por Vlji e po

de ser ligada ã intensidade integrada de uma forma simples, co

mo veremos na secçao 3 deste capitulo. Tal probabilidade de tr~n 

sição e dada por 

II.2.3 

Com istü -ve-se a necessidade que temüs de calcular os elementos 

de matriz acima especificados, isto seri feito em .mais baixa or

dem de perturbação. 

Os elementos de matriz <fiSo/i), <fiS1!i> e < tls'1 i> na o 

tontribuem para o processo de espalhamento estudado por nos: O 

primei~o rela~iona-se a espalhamento elistico, sendo aqui nulo, 

~segundo sê existiria se a ham~ltoniana do sistema contivesse I 

um termo dp interação d.ireto fEnon-radiação, o Gltimo, .relacion~ 

do ao termo A~ da hamiltoniana de interação elétron-radiação, ao 

·qual podemos associar um diagrama com apenas dois vértices-e que 

corresponde ao espalhamento de um fÕton incidente com a criação 

de um fônon, não contribui na região de interesse estudada por I 

nÔs, que e, uJL~OJe• 

~ e;ta altura, percebe-se então que o elemento de matriz ae in

teresse para nõs serã o < fl$ 3/ i>, por ser domin~nte na região 

considerada.A este associamos diagramas que contém 3 vértices. A 
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dois destes vértices associamos o termo Ã·P da interação elê

tron-radiação ao outro a hamiltoniana de interação elitron-f6no~ 

Para calcularmos o elemento de matriz acima considerado tor 

·na-se bastante conveniente recorrermos as têcnic~s de propagado

res·no espaço dos momentos. Aqui os resultados são imediatos e 

de jã, estão prontos ã passiveis comparações com os resultados~ 

perimentais. Entretanto para tal intento, precisamos conhecer os 

diagramas de Feynmam que descrevem tal processo de espalhamento. 

Este~ são perfeitamente vislveis no artigo de LoudbJ4 
, com a d! 

ferença que neste artigo ele trata o processo normal interbanda 

enquanfo o nosso caso ocorre. numa mesma.banda. 

Desta observação concluimos que os diagramas ressonantes , 

que contribuem na região estudada por nõs serão os seguintes: 

c\,wo) · 
;-0~- i< 

I I ,1) 

:..----"-~ ~ ;f: \. 

~~..) (Ks,ú.ls) 

+ 

--------~ 

Fõton Elétron fênon 

d d - . 15' - 1 . d Fazen o-uso as teçn1cas padroes, ap 1ca as aos diagra-

mas· de Feynmam acima na representàção dos momentos, iremos obter 

sg = H>1;f L. fwduqdw.2{isJkb,UJlfiW!<,\~1iGnll:13illlt)riVhW1 >< 
2!1-,~~~ . 

. 'K!•":t•K . . . • 

i gn1~·~'G iW1<:1\ ~~l] ~ ( w+Wri))J6 (wrÕJo-wQ}ó(!Lh-UJs-t.ll) +- <G,l-!i>u1tt~~Y~ 

i.Cni 1<~·wt~f:iW~~· t.i1:sji &n~:ljltjh)ff ~~~_>] ó (w +uJ_q~Wi) &I UJrWs-u.JJ S(uJ.f!ÍJo-UJ} 
. . 11.2.4 



,. 

20 

.Aqui nota-se a ausincia das funç5es deltas de conservação do 

momento, no entanto estas são carregadas nas transformadas de 

Fourier das hamiltonianas d~ interação, as quais são representa-

das por Y{,~·('Kf), W1<,1<,'(1<s) e VK.l<'(\J. Estes elementos de matriz 

são dados por 

·~ .... 
W'I\A(. ( Ktl = A1<

1 
~ • < n,:X I e(i<e•Jt P I n', 1<'> c~ 

11.2.5 

Esta modificação foi introduzida desde que os operadores de cam 

fiV ~t:: t~, iu1u11:=. na ~r·e::.c:nya Uu \..diii!JU. utayn'él..it,.;O se e~çrevem COJuO 

onde e e dada por 

II.2.6b 

Estes resultados serao apresentados no apêndice A1 com mais pe

talhes. 

Com os resultados das eq. 11.2.5, podemos reesçrever a 

eq. 11.2.4 como segue: 

S 
11 = (-{) 911 A~f'" V'io L ~wdw1 dw:J. f 4hli·wJêf·<n"KI é~·tp 1~,-i<t> Gn/t'r~·wi)"' 'rl,~,n~ } ~ T 

~ -ii· .ii ,., 't,l<(, it,_ - -its·ii ~ 
• ('t1j,1<J.I e I n2,10 Gnll:'~Wz) ês·<nJ,1<21 e p ln,10Mw+W,-WJ)Ó(~-[4.-W<)S(u;[(I.\;-UJ) + 

...., .a,. • .,.. ... 

( ,, " ... tK(•II ~I ~ " -. -txs·l!~ ..,.. 
+ Gn 'li·w; et<1l,t.le Y 1lj,1<t>Ein[l:'~w~.l e~·<77t,Ktl e Plnl,t..><;i~~~,uJ.2.~ • x 

~. . 
.,.. . -t'i,•)J ~ . } + +-

1< ('ll~K:~.I e /7J;1<)6<'tU+Wt-u!j)S(w.-w.-w2)Õ(ull-W.,-W) CJ<;Ct.t P't 
. 11.2.7 
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deles, tentaremos uma simplificação, consideraremos apenas os se 

guintes elementos: 

onde o< no elemento de matriz superior pode ser Q ou S 

No .apêndice A11 :mos~!'!mos que o elemento de matriz 

I :: <11,t:1e±t1·fl,n};.•> 
ii dado por 

onde 

• o 

aqui ~; = 91 -t 9-/ e os 

li.2.10 
. n'::n 

. 11.2.11 

11.2.12' 

m' Lm são as funçÕes de. Laguerre. 
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Desse modo temos In.n(q0 l calculado, bastando portanto fazer ci=i. 
i,1<! 

e tomar o sinal negativo no elemento de matriz da eq. 11.2.10. 
..... --+ . .... eA Nas eqs. 1I.2.6a temos P=p-~ 

0
, este na representação 

das coordenadas e dado por 

11.2.13 

onde êK, i?y e ê~ são vetores unitãrios nas direções (x,Y~). 

Substituindo este resultado na eq. 11.2.9 , vamos ficar com . a 
. ·~ ~ 

-+ . 7 J" ~ :!: { t.,.J{ ~ J .e....B_ - ± t -j(..,•}J , I J '\ 
I ,.,.(1< .. ) : -{f1L(<?J,KI e ôxln~J<'>- l 1;-c <n,Kl e Yln,I<.Je.< 

i.~· . ,.... ...... . -=. ... 
... ± ( 1<..:-J!. ~ . A .... ± 0 "'' •1\ô I J -'>-> . +.<n,tde oyln',~'>ey+ <n,xle J n;1<.' II .2 .14 

Usando as funções de onda da eq. 11.2.6b1 vamos obter os seguin

tes resultados 
. +. 

eh I n', it•> = { 1<~ I n',t<' > 
~ 

~-I.,., •. 1( ''> 
(). ~ .. 

-+ 
dr ln~ 1<' > = 

Entretanto sabemos que 

~)y[Hn(~)] = ~ Hr,~(~) , II.2.15 

H~\ (2:::&l - ri i onde .. À J e definida apenas para ~ e satisfaz a seguinte 

relação de recorr~ncia 

II.2.16 

Com a substituição das eqs. I1.2.15 e 16 nas eqs~ imediatamente 

acima, vamos obter 

à" ln',;.> = i ~ ln', li> 
..... . ..... 

tl.t l11'1 K'> - t. "K~ ln', K'> 
II.2.17 

onde 

+ I-+ y·_,. 2.1:L ·-+ 
r)yln\K'> = 1<)(ln',K'> --y:ln\K'>+ ;:( ln'-f,l<'>, 

I '-L '"i>= ~ei(k~X-t-~z.)e-f('S,Yof.H (~) - -
TI ,k. JLxL

3 
. r>'-1.. ). e e vali da .• a-

·penas para h'~ i. 
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Usando o conjunto de eqs. Il.2.17 e à eq. II.2.14, obtemos 

~~(K._) = [~KU.i- iri2]êx -i~[t~I1-~I2 + 2f'I5]êy+ 1i k~ I1 ê11 , 
X.K · I I • 2 • 1 8 

onde 
·~ ~ 

~ ±t""" •Jl ..... L= <-n, x 1 e h1~ 1<'> 
•·'? ~ . 

-+ ±t t..·Jt -+ 
12 = < n,1< I e .)'I n~ 1<.' > . _,.. ...,.. . 

:!:(/<qo)! 

I!5 ::. < n/k I e I n'-1, x > 
II.2.19 

Estes elementos de matriz sio calcu~ados com todos os detalhes 

necessirios no apindice A2 , aqui 

nais, notando no entanto que Ii 
tomamos apenas os resultados f~ 

é dado pelo resultado da eq. 

n'>n II.2.20b 

O mesmo argumento acima anula o Gltimo termo desta eq. para n:o. 

n'>n 

Este último elemento Cl.) e completamente nulo se Yl'::o .. 

. -
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Com os resultados obtidos para ·Ii , I 2 e 1,,5 podemos reescre -

que serã nulo para n= o. 

Por simpltficação omitimos 

gue.rre. que sabemo·s ser igual a 

o argumento 

X. 2 
2 ~~-

I 1.2 .24 
n,n' n,n' 

de Õl, e ()7 

das funções de La-

Com o resultado obtido na eq. 11.2.22 e com o resultado 

·da integração em W..t e W2 , a equação 11.2.8 fica dada por 
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A seguir estudaremos as possíveis transições que poderio oco r-

rer, para isto supomos uma baixa concentração eletrõnica tal 

que a bem baixas temperaturas os elitroni se encontrem ocupando 

o estado· (n:oJ1.:5:o) , cuja desgenerecência, ~ada por 

de acomodar todos eles. Uma densidade eletrõnica em 

eBL,Lv _ 
..2i'YhC.. ' po 

14 torno deto 

·~e~ po~ exemplo, requere rã uma energia de Fermi da ordem de 1% 
de 'fiWc,'• isto medi do a parti r da base da primeira sub-banda de 1 

Landau, tornando assim a suyosiçio acima adequadamente satisfei 

ta para tais semicondutores. 

Com a suposição de que inicialmente a baixas temperaturas 

não hi fõnons excitados na rede, inexistindo desse modo qual-

quer acoplamento a tais modos; a radiação õtica incidente, com 

uma componente elêtrica perpendicu~ar a excita o estado (n=i, 

1<';) onde t<j= l<yt-1<1;, e que serã praticamente nulo desde. que 

A esta altura torna-se tntere!sante a~rescentar qu~ o tipo de 

espa-lhamento estudado por nos preenche a desigualdade Lc',~LLc77~'o· 

Esta condição nio permite transições entre sub-bandas de Landau 

por acoplamento aos modos da rede, sendo possível associar a es

-te tipo de acoplamento apenas transições intra sub-banda. Com 

estes resultados podemos ditar as tránsições possíveis de aconte 

cer observando os diagramas da·fig. 11.2. Sio elas 

Para o primeiro diagrama temos, n:o, Yl!=i e r~:;.=i 11.2.26 
Para o segundo ficamos com 

Essa condição faz com que a eq. 11.2.25 seja dada por 

Das eqs. 1I.2.9b, 11.2.10, e 11.2.11 tiramos que 

.-
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Desde que trabalhamos em torno de 1<z,=O , os elementos 
-a~_o -

o serão nulos. Com isto e com a suposição que k~~l<,-~0 

~odemos definir o~ seguintes dois- vetores. 

~=- ~[êx +iêy] 

P-=-,jJ{ê~-iê7] . 
Desse modo po~emos escrever 

....,. - ...,.. 
Iif,)= f1- k,~;.·> U1<1,,1<.-1<f,)5(fr~,i<J,-1<RJ) 
::""! . . . 

1~,12.(1<,) = p_ i(~) M1<x,kzx+~,)S(Kj,1V3 t'K:, 3 ) 
i!;, I( l<rv l6x ..,. 

I~~(i.Z) = Ê f (k,) $(1<2,,kl~i-'K>,_)S(10~l1<1..,+1i~) 
-J{hl<t 1(2.>1<iA 

I I. 2. 29 

!!.2.30 

• 

e 
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Substituindo as equações II.2.28 e II.2.30 na eq.II.2.27 e so-
~ ..... -;:r 

mando em 1<1 e I<~, onde relembramos que 1\=0:.<,Kj), vamos obter. 

<fiS~Ii> = (- {) 2tr07iR'~MeAI<s V9o ~flw{G0CJ<o,wi[êrêJJIÇ(~~t q1(t3-fío)>Wti.Lt) 

x(i-~9-,~)+ _ (-q,) ~.J(kr~/Vt~[~ê-}f fi<,.) +(1
0
(kh,wJ[e(P,j+ _{ke) 

;,.., ~ •• 1;,.-k·~ 1~<,1<.-""'- )~<,.; ~r,,,J<. 

l(flt("i~yW-tú.l\[ê;R] j _ ( -1<.~) fiJ k~-~b'U) ríb.)f (--9.) I S{l:.e,,"t,+'lc,) S(t.Jj)J;,;+Vc) bM-a.:,-lÚo). 
. "" 'k~, kl<~~ K<Jk'k) 

N~ primeiro termo da eq. acima temos que o produto 

f f f 
· - f(t~ + K-i"" 't~ c'A2kx(1<!,;-1csy-~c1) -("4( Kt,.~!?c~)( ke,- 1:&7 -9,1) 

· (',(~) c-'t,) e-x,) = e e e. 
-i.r( -!:e>< /<sy- 1<>< k~y) )(e 

e que no segundo termo o mesmo produto é dado por 

f
. · · . -~(1<i_ .f. ks: +'fci) (A 21<,( f<R,- k~y-~c;y) -i.f(k.;/t.ir .)( k;,- k>r-Ycy) 
(1<~l((-10f(-'/<) = e . e e . 

• 2 -( J=.c I<J/I"Y- 9,, 1<~, l xe . 
Subs.tituindo estes dois ;esultados na eq. para (f IS3 i i> acima 

e somando para todos os r~x aparecerã o seguinte resu1 ta do 

..- U.2 f<..(K.,-t<.y-q,y) L L 1. 1 
L· e e que mostramos no apêndice Ar valer /rpi o0:,1 ,1<;/~'l)· . t:Jt A 

Desse modo vamos ficar com 

. ~f 153/ {) =(-{) l,Li-i54k•4~ 1/qc[~· PJ[&·Sj ~ fdw{[:t-~~9,:j(iot1<),W) 

~~(1<~,uJtUJel~i1<31 t.0+W.:,) + ~0(~,w) Gi K~,w+W1) ~o (i:~, WHVo)} 

~.....,._.,., ....... 
>~ bCKck,/iuJo(W.e-Ws-Wo). Il.2.31 

-
Desde que os propagadores para os elétrons sio por demais conhe~ 

cidos . (16 11) na 11 teratura ' , ou seja 

II .2.32. 

onde MIWJ='f?.iw)-/5;Ytw) com ?>~· podendo ser (+1) ou (-1·), vem do I 
11,l( ,,k vu,;,k_' J 

fato ~e termos considerado tais propagadores renormalizados. A 
. . . 

parte 

sa) e 

real 1?. <<V) serã in~orporado 
rn,~ . 

com isto fit~mos com 

a wcv~)(e.g redefinindo a mas
ffl 
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• II.2.33 

·Substituindo este resultado na eq. II.2.31 e integrando no semi

plano complexo inferior em w, vamos obter o seg.uinte resultado. 
).2. 2 

3 ' - , "' f:" • ~ 'J{ j - --:2 Cfc_L 
<fiS ll>- D(kx,ks,'fc)fi L e~ e. [WoU'-)l-i..U/kl)->4 -~-mwx~[wo(~x.-)--U.---c).-ll<---,-}l-+~Llh-_,_-(""o(~(l.\)=u -

i ) r.A A J N ·~ __,_. -;';? ) 

+ [wcl1<~-W1i-t<;,)+wt+io(I.V<fl[wo + lr!Lt'c)]JLe_.e.~ Siw,-ws-•Cb)S(ki-k~/fo , 

-onde as funções 6ttJ.V, 01w,), õCWc) e 1)(1::~,k,_<~,) sao dadas por 

o lU) ) = Y (WoCI<})+Wd + 0, ( Ll!0 L ~U 
~ 0&.11'-) O)j('~ 

. o(UJs) -:--- 01-tt_[l.Uc(i<~) +W>] T D ÇWoO:.y] I I. 2. 34 
''ô 0 JKs 

11.2.35 

"" ,.._ • -'\ A A ., A 

c.om e+= ext-te7 e e_= Cx-te.y. Ir'.2.36 
. 2 

Sabemos ~ue W~"K,)=('n-t-Í)Wc:t-J~. Com este resultado e com 
2 2 . . 

o. fato que 4}' 6 <<1, podemos reescrever a eq. II .2.33 como segue 

Para obter tal resultado tivemos que somar sôbre todos os 
..,. 

. passiveis estados finais de fônons ('to) e usamos a função 

b(1kt;i) .. Assim temos o elemento de matriz S entre um estado ini

cial de Ylkt fõtons e um estado final onde um desses fõtons é es
~ 

palha'do com momento -R::, , e um fÕ~on é excit.ad.o na rede. 

Por simplificação continuaremos a usar { tendo em mente 

no entanto que ~~·=1<;,-K,. 
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3 - ~ECÇAO EFICAZ E INTENSIDADE I. DE ESPALHAMENTO 

Nesta secção tentaremos determinar a intensidade integrada 

que tod~via ~ definida em termos da secção eficaz de espalhamen-
(1~,19) 

to, esta por sua vez bastante conhecida na literatura , ~de 

finida atrav~~ da probabilidade de transição por unidade de tem

~o. N~ equação II.2.3 temos definido a probabilidade de transi

ção entre os estados inicipl e final do sistema em termos da ma

triz S. Entretanto foi estabelecido no princfpio que nem todos 

os elementos da matriz S contribuem para o processo estudado, a

penas predominando o termo <fJS3 ii> cujo resultado é determinado 
na eq. II.2.37. Desse modo substituindo esta eq. na eq. II.2.3, 

obtemos 

Desde que a probabilidade de transição por unidade de tem

po ~ definida por 

lf,f(k>) = \~"('<>) 

preiis~mo~ reescrever o quadrado da função delta na seguinte for 
19" ma 

e desse modo vamos obter 

.-

-+ 
para um momento ~' 

II.3.1. 

bem definido 
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Em .geral não sõmente um f5ton chega ao detetor, ~as um gr~ 

po deles que se propagam numa certa direçio (e, 'f) dentro de 

um ângulo s5lido dSl , assim para encontrar a probabilidade que 

um f~to~ chegue ao detetor precisamos somar pari todo 

ângulo s5lido. Isto e 

.,. 
"k::, nesse 

.f,i(diL) = :Ld ft,(l -k,), 1<,.., Jl. . 

Esta soma pode ser transformada numa integral, desde que os 

nfveis formam um quase contfnuo de estados. Assim ficamos com 

onde 

to que 

onde 

aqui 

11.3.3 

11.3.4 

" Usando a função ~(Lt\-ll'dt~1 a relaÇão entre l\.c e i<~ e o fa 
"-, t.U;.>>Wv obtemos 

. . 
- . - I I -~ J.. . 

vn;,'f.) I ) eh.~ irwc. -w, - { Stw;:,\][ t.0c- W; ~ { l ( W;)J 
2 

·-[w._-w,-{ 0((),<)][U:'o.,._ 1·rdOo)J} d.D- 11.3.5 

11.3.6 

Com_este resultado, torna-se d~ imediato.o ·cilculo da secção efi 

caz de espalhamento, definida como a probabilidade que um f5ton 

chegue ao detetor num ângulo sõlido dll. por fluxo incidente tP~ 

que i o numero de partfculas incidentes por unidade de irea por 

unidade de tempo, ou seja 

onde 

' 
, fazendo com que 

ll,i(dn) v E.t:i 
·1ll<i c 11.3.7 
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Chamamos a atençio para o fato da secçio eficaz de espalh! 

mento depender do volume, parecendo desse modo algo estranho, no 

entanto lembramos que aqui.tal função representa a secção de es

palhamento total vista pelo fÕton e não a secção de espalhamento 

por centro espalhador. 

A esta altura e mais conveniente introduzirmos a secçio e

ficaz de espalhamento por unidade de ingulo sólido e por unidade 

de frequincia espalhada, a qual seri dada por 

onde 

J)(qol r s i 
;{'8 ) dKt! L [u.!c-W-t> -i~!w~l.J[wc-Ws-C:ouNJ 

[Wc-LU~ -i 5lWell [w., -r- -(;ulJJ]} 1

2 

li ( We -u)s- Wo) 

t, t.Jc e6 v' [etx e;J2 q; ~.;[2- - _j_ l . 
D('lo) = •!)r2c4 rrl'4 ( f.-o'o/- r '1-iF y Eoo "'-o :J 

11.3.8 

I I. 3. 9 

Com este resultado podemos encontrar a inte~sidade integra

da; precisamos apenas somar o valor acima sobre todas as frequin~ 

cias espalhadas dentro do ingulo sólido dn, ou seja 

I (lLlc) 

Note que a i ntegr_a 1 em 1<1 foi 

ou 

Lúo + 
1
l o( woJ 

11.3.10 

realizada e seu resultado é 2.1<>°F. 

• ... 
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4 - AMORTECIMENTO E VIDA MrDIA ELETRONICA 

Na secção anterior ao calcularmos a secção eficaz de espa

lhamento, levamos em conta que os estados quânticos de elétrons 

e ~~nons são interagentes entre si o que tornou possível uma 

vida média para os estados eletrônicos as quais são definidas co 

·mo o inverso das funções amortecimentos )'ti.l.'t} ,· )CW>) e )(lU.,). Es 

tas po~ vez poderiam ser ~alculadas pelo método de funções de 1 

Greem a temperaturas finitas de Zubarev20 ou por teoria de pr! 

pagadores. Aqui optamos pelo segundo caso, dada a grande simpli

cidade e as facilidades apresentadas. 

Na eq. II.2.32, temos que 

-1 
II.4.1 

Tal fu;;ção é solução da eq. de Oyson a qual oode ser re

~resentada graficamente por 

iG ('Ko,wl · i_ Ej0 (1<:~ 1W) + 
.n "· M,LW) ,x 

e ·é. dada por 

o o 
GU~,w> :::: G . .,./1<~,w> + q ( 1iJ il!) 1\.f (W) ~ ('réy,W) n J '}1,K n II.4.2 

Onde e a·soma sobre todos os sub-diagramas de auto-ener
o 

G..,.,C1<~,w) e o propagador para o sistema nao intera gia própria e 

gente, o qual é simplesmente dado por 

w 

Nosso objetivo ma i o r aqui é determinar o termo de auto- e-

nergi a . prõpri a M (CU) 
~n,k . Para esse intento p rec is. amos conhecer o 

propagador de fônon o qual e definido por ])c ( ~) e e dado por 
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11.4.4 

. 
onde ú)0 e a frequência do fônon não renormal i zada. 

Em primeira aproximação na constante de aéopl amento o< da 

hamiltoniana de Frõlich, para o qual apenas contribue o diagrama 

/-- -""' 
I' \ 

o·nde repr_esenta o propagador de fonon 

podemos determinar M {w). Entreta~to, por simplificação fixa-
11, .. .... .,.. 

mos 1< o momento do elêtron e tomamos arbitrãrio o momento ~ do 

fônon, com isto o diagrama anterior fica dado por 
('f,W') 

fig. 4.2 
li,!,~! ( 11 ', f- 9) 

u.J-w' 

Usando as regras padrões para propagadores no espaço dos 

momentos, obtemos. 

1!.4.5 

Substituindo as eqs. 11.4.3 e 11.4.4 nesta equação ficamos com 

· M ( ) - (")K'!_ -s-Jd ' · Wr>llt.u•rqJ\ 2 

,,~ - "( 2fT~ w (w- w11(~)-w') [ w'2-(wo+t.oE 2 

11.4.6 

onde o elemento 1fn.~~) ê a componente de Fourier da hamiltoniana I 

de i.nteração elêtron-f6non ~ ê dado por 

\?.;,,,Pr> = Y'+ I 77,"/ q.) 11.4.7 

onde I ((j) ê dado nas eqs. II.2.ll el2. 
?J,l)' 

Integrando a eq. 11.4.6 no plano complexo em w', vamos~ 
bter dois resultados, devendo-se isto. ao fato da· exiStência dos 

dois polos OJ' = Wo ui-= -Wo 

.-
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São eles os seguintes 

M(W) 
'11,\(. 

M cw) 
11\, 1< 

Aqui a primeira equação estã relacionada ao diagrama, 

onde o sistema eletrõnico faz uma transição de um estado de ener 

gia mais alta para outro de energia mais baixa, emitindo um f5-

non, posteriormente reabsorvendo-o e voltando ao estado inicial. 

A segunda eq. corresponde ao diagrama 
• _-q 

.;-?--- -
1<. 

Nesse caso o processo se dã ao contrãrio do caso anterior. 

Desde q~e ·e vãljda a igualdade 
.1. -

X ± t"€ - P ( ; ) + ·iJr s c x) 

podemos dizer que 

e.com isto obter o função amortecimento 

Com este resulta do o conjunto de equações II .2 .34 po.de ser de te!:_ 

minad~ bastando portanto calcularmos os seguintes elementos . 
• • 

• 
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Na Ül ti ma equação Wx pode rã ser lll.r ou -w~ . 
Em termos da constante de ·acoplamento podemos dizer que 

2 O( r nw.J'- ( t ·r-~ 41í'f 11.4.11 I Vq.l = V 2m' Wo r q_2 + .s.k. )2 
. \ 6...o 

e2 [-.J. -
1 t onde o(=- 1 ]~ Lo= - com 2t, Wo Lo too t;_o 2 m'cVo 

"Resta para nõs, saber se todos os ~ermos do somat6rio em n 

são importante~ ou se existe algum deles que seja predominante 1 

sobre os outros. 

Usando as eqs. 11.2.11 e 12 e a definição das funç~es as

sosci adas de Laguerre, obtemos 

II <'~->12 = ó,r. 

lli,o<'+J.i2::: 

_ I L,nr'+J 12 = 

!1.4.12 

1!.4.13 

11.4.14 

Com estes resultados_e usanuo o fato que À~<<i, fãcil

mente se mostra que os elementos predominantes são [_J e \J1Jf 
Estes são dados ~or 

?t2 2 
l I I a = e.- --:r-- <t.._ 

o,c.. 

.:i.2 
I Ii.i 12 

- e.- 2 Cf.._ 

11.4.15 

Substituindo estes valores no conjunto de eqs. 11.4.10 obtemos 
').,'2 2 

'õ';,,,,JWoi-Kjl] = 111i2 f" I v/e- 2 '}-'- S[w.i1<~) -W.Ik~-93 ) +wo] 

;,?- 2 

o.,,.)[ú.lo(1<~-+ Wo] = 11 ~- 2 L IY'l-1 2 e-T 1J.SfWoi1<~)-ú).,(f<b-~J)+mo-%} 
~ . 

... 



36 

').2 !2 
2 --'-1-J. 

(),1<[Lt.lo(1<b)+uJ_.] =-1fK2 2:1Vol2 2 b[u.>oo:~)-LVlkd~l+t.V ... + ,vo] 
~~ l ~ . 

_II.4.16 
Aqui levamos em consideração que o estado (n:0,!<3=o) é per--

feitamente excitavel com a absorção de um fõno~ Õtico, enquanto 

que os estados ( n=o, 1<,,.1j., ) e ( n =i, 1-:~+1:,2!) são estados excita 

dos e a tendência natural dos mesmos ê decair para um estado de 

menor energia com a emissão de um fÕnon .. 

fartindo do fato qu~ trabalhamos numa regiio para a q~al 

1<~ ~o e usando o resultado. para cl)'l1(1<)) dado por 

vamos obter 

qnde 

te, desde q~e trabalhamos no centro da zona de Brilouin, 011 seja 

g~~O. Os limites para q.l> e gJ. são determinados pela célula u 

· nitãria da rede reciproca. A integral em q
11 

ê suposta de -<>O a 

+co e ê feita usando-se as propriedades das funções deltas de Di 

rac. Desse modo ficamos com 
'12 2 

i
oO 'lJJi 2) - A- q. J. 

.· ~ r>mr ~Jq ... ~.l~w,.-rqJ. e :2 

õJWo ( 1<:.}] - Cl Wo )y f;Wõ 
0 

( 1ff + 2.lf-•wc + qN t-e/ 
. . . . x 2. . . - Q·<O [2r'l' v - z] - 2 qL 

Y(WoC1<)+U\] = C(i.Vo) I tm' _· çjq,q, h (w, \AJ,)~91 f!._õ=-.r-~=-
u. l . _ V MilJc.-tVo) 

0 
[ fj.1 + 2.jf(wu-LUo) -r· 4-r'F;[ . .,f 
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1!.4.18 

onde E/•J e denominada por integral· exponencial e e definida por 

""' 
E ) 1 -t -ld 

.1.<x = e t t . 
X 

A esta altura torna-se necessirio mostrar qudr1to vale a 

"' diferença LJ,,-w0 • Usando o diagrama 
... 

(n,I<,W) 

-~'}~~o)--o- ~c:·~~-
(-n), 'k\ W 1) 

·onde fixamos o momento do f5non e tomamos o momento do elitron ar 

bitririo, podemos mostra~ usando as regras padrões para propaga

do.res. no espaço dos momentos, que 

!!.4.19 

onde -p significa o valor principal da integral. Para que iste e

lemento não seja nulo, precisamos ter um estado ocupado para I 

(1<11 1 < 1<bF e um estado vazio para lk;l> k:,F, no entanto dada a pe

quena concentração de portadores e a baixa temperatura (T=O) so-
• 

mente o estado n:o>JS:O esti ocupado, com isto e com a suposição 
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que LUe>:>Wo, sõmente ocorre transições entre )7::0 e 

que nos 1 eva a 

entretanto como t_,~o < Cf25-::c obtemos 

onde 

11(tUc) = 
. 2 2 
l<H v I Vq I IU~~"·'-'-''
rrl;t2 n2 ·wo 

. 2 2.. 
l V~ J 1 LJ4.) I = 

I n:o, o 

11.4.20 

11.4.21 

II .4.22 

Substituindo este resultado no conjunto de eqs. 11.4.18 e por vez 

substituindo estas equações no conjuntu de eqs. 11.2.34, vamos o 

bter os resul t.ados para õ'l~<), 'JII.t',) e J((Vc) • Não vamos escrever I 

seus resultados, dada~ grande extensão. 

• • 



CAPITULO III 

III - APLICAÇAO AO InSb E COMENTARIOS FINAIS 

Esta secção serã devotada ao estudo qualitativo da intens~ 

dade integrada da secção de ~spalha~ento e da vida m~dia dos esta 

dos eletrõnicos. Nesse sentido, usaremos os resultados quantitat~ 

vos do capitulo anterior e levamos em consideração parâmetros a -

propriados para o Antimonieto de Indio (InSb) •. Justifica-se o uso 

d~ InSb, um semicondutor tipo n facilmente obtido, por ser este 

bastante estudado e apesar disso ainda permanece sem explicação I 

uma s~rie de problemas relacionados as suas propriedades fisicas. 

Um outro fator importante v.em do fato que, a ressonância 1 

Wc ~ w~ ~ facilmente obti.da para. sem i condutores com pequena ma~ 

sa efetiva 
9 

, isto justifica aindá mais o uso do mesmo, desde 1 

que tendo este pequena massa. efetiva, satisfaz o requisito acima 

considerado, que~ o passo importante para que o prócesso estuda-

ao por nos S~Ja aominante. 

Ressaltamos novamente o fato de termos apenas o estado n:o, 

~=o ocupado, onde uma baixa concentração de portadores .em torno 
1+ -5 

de 2•.1.0 cm e baixa temperatura foram consideradas. Concen-

trações de portadores 
i4 

entre 10 e -3 cm em semicondutores 

- b - 21 ·sao ons plasmas o que justifica perfeitamente o uso de um p~ 

tencial·de Frcihlich blindado. Nota-se entretanto que não consi-

deramos as particufas com uma excitação coletiva (o plasmon~ mas 

sim a excitação de particul a i ndi vi dual (o el~tron). is to ê per

fel tamente jus ti fi cavel, desde que estando o material imerso num 

campo magnêti co, o comprimento magn~ti co que 

tãncia media interparticulas ê bem me no r 

~ proporcional a di~ 

que J,= q,~1 o compri-

mento de blindagem. Este resultado ê facilmente explicado por um 

raciocinio clássico: El~trons livres em campos magnéticos descre

vem uma hêl ice em torno do campo, cuja projeção no plano perp."end~ 
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cular a este.campo são círculos de raio !II...iL R=eE> (onde vê a velo-

cidade do elêtron). Se o campo magnético for tal que o raio ciclo 

trônico, P., seja bem menor que a distãncia inter-eletrônica me

di a ( ).<< ds ) , é de se esperar que os elétrons se movimentem em 

torno do campo sem sentir muito a influência dos outros. 

A seguir fornecemos os parâmetros relacionados ao 

acima comentados, citando as referências usadas. 

m' = o,JLJf m~22 
23 

huJo = 2 21 8 me 17 

{o = 11, 8\? 
24 

C,= 15,61!~)4 

O( = 0,02 23 

I nSb, 

Especificado o cristal, nos preocuparemos com a escolha do 

laser e da geometria mais favoravel. 
f:l . 

Fixando uma frequência para o laser em torno. de !,'5>/C seg- 1, 

que corresponde a um comprimento de onda À('::J.-;o.cco,4°, o que nos 

. dã uma radiação no infravermelho. Aqui ressaltamos as difilculda

des que poderão ocorrer ao se tentar determinar experimentalmente 

esse processo, dada a baixa frequência da radiação incidente. Com 

a frequência incidente dessa ord~m vamos obter um pico ressonante 
5" . 

para campos magnéticos em torno de 10 gauss . 
• 

-'>' ~ --'? o valor de q= 1<r1<., e perfeitamente fixado pela geometria 

experimental e seu valor e facilmente determinado, desde que 

1-K'ti ~1f,1 , escolhemos arbitrariamente um ãngulo de 60° entre eles 

e com isto obtemos 

I ;ri ~ 11<7'>' I u.'rrE·-o' .. -- .1,"''- fO 4 r.:-' 1 - ! = c '/'J 
0 

VU( 
III.l.l 

A dependência angular de maior importãncia para o problema 

foi aquela da orientação do momento do fônon com relação ao campo 

.-
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magnético. Denominando esse ângulo de 'P, podemos com ele deter

minar ~7 e ~J. e assim determinar as funções amortecimeotos. 

III.l.2 

No cãlculo das funções amortecimentos surge uma pequena 1 

·dependincia nesse ingulo, carregada no termo de renormalizaçio da 

energia do fônon , entretanto Ç>bservou-se que tal dependência não 

modificava tanto a função, o que tornou possivel tdmar como des -

prezivel sua participação . 

. -
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COMENTARIOS FINAIS 

Nesse trabalho foi considerada a p~rticipaçio do sistema 

eletron-fônon LO no processo de espalhamento Rama~· num semicondu

tor fracamente dopado, imerso num campo magnético. Aqui demos en

fase a situação de ressonincia, onde a frequincia da luz inciden-. 

te (uJ~) era idintica a frequincia de ciclotron (.tJ~), entretanto 

este requisito sô i possivel· para semicondutores com pequena mas

sa efetiva o que justifica perfeitamente o uso do InSb. 

O acoplamento dos fônons aos modos ciclotrônicos de Landau 

foi de s~ma importincia nesse _estudo, dada a carga de anarmonici

dade fornecida ao processo o que torna possivel a observação das 

características do espalhamento. Este mesmo acoplamento nos leva 

a determinação das funçijes"amortecimentos dependentes da frequ~n-

ci.a, nesse sentido usamos, do mesmo modo que fizemos para dete.·mi 

nar.a intensidade, técnicas de propagadores no espaço dos momen -

tos; e boin frisar que isto foi possivel, desde que trabalhamos em 

baixas temperaturas ( T=.O). O cãlculo destas funções foi feito na 

secçao 4 do capítulo II; a p"arte real do elemento de auto-enet· -

gia prôpria serviu para renormalizar a massa do elitron e a parte 

imaginãria, que na realidade, dada a presença das funções deltas 

de conservação :de energia • se compõem para dar a vi d.a mi di a dos I 

estados el etrôni cos, são encontradas nos grãfi c os da fig. I I I. 2 on 

de o campo magnético i tomado como a abcissa. 
No sentido de determinar a intensidade integrada foi util! 

zado o formalismo de matriz S <om opção i técnicas de ~ropagado -

res no espaço dos momentos; calculamos a secção de espalhamento e 

em segu'ida somamos sobre todas as f~equincias .es-palhadas num a.n

gulo sôlido 

Os ·nossos cilculos tiveram seu teste neste capítulo, onde 
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fazemos uma aplicação ao caso especifico do InSb. A principal pr~ 

va desse fato se encontra no !!rãfico da fig. III.l , onde temos I 

plotado a intensidade integr,da ver~us campo magnitico. Note, I 

eram esperados picos ressonantes infinitos em torno de 1~Lf mev e 

5"~85' mev o que corresponderia a campos em torno de too kgauss e 

744~ kgauss respectivamente, o primeiro satisfazendo a condição I 

We:::OlV.e e o segundo correspondendo a condição u.Je~Ws, caso consi-

derassemos os estados puramente estacionãrios. Entretanto dada 

a umàs" certas considerações feitas por nõs ,·onde levamos em conta 

os propagadores de elitrons e a massa do fônon renormalizados res 

~ectivamente, obtivemos um pico ressonante finito deslocado para 

56,15 mev ou 61!9?3 kgauss, sem qualquer modificação aparente para 

o primeiro pico wc=::-<.J.í:; de qualquer forma esse Ültimo requisi-

.to eia esperado, desde que o princ1pio ~e conservaçio da energia 

-::. ..... ,,~ .,. ... ~ .. .,.,...;:; .................................. ~ ..................... ... v, ... ' 
____ .., ._,._.:;::: ..... _ 

-··-·- _ _, ,o.. •• T___ ..... - .... - ..... ..., ... Jl. VV..>J ,.. ""'' ..... I ... ::;! O.., .... ... 

campo acima de 9~92 kgauss; observa-se que tais·funções foram 

de suma importância na modificaçio anterior. 

Outro fato interessante que observamos foram as desconti -

nuidades anômalas que surgiram para campos em torno de 'f],tr; kgauss 

e 93,92 kgauss respectivamente. Falo anômalo, porque as funções )!U.\.) 

e DCW0tê~ um crescimento extremamente assintõtico para regiões 

d~ campo praticamente despreziveis próximo desses valores e isto 

se deve is singularidades do tipo ~ e elfpticas. Entretanto es 

te fato nio carrega qualquer significado ffsico importante, e 

mais, poderiamos inclusive dizer que dada a pequena região de cam 

po onde isso ocorre em nada afetarã o processo. Uma situação se

melhante ocorre quando a teoria de espalhamento Ramam de Loudon 
25 i reconsiderada e são incluidos efeitos de polaron nos estados I 

intermediãrios excitados virtuais. Nesse caso a anomalia dev·eu-

se a singularidades do tipo logarftimica. 
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APENOICE A.I 

GAS OE ELETRONS NUM CAMPO MAGNETICO 

As bases dos efeitos magnitico-5tic~s em s5lidos e natural 

mente, tr•nsiçffes entre estados eletr~nico~ m~gnªticamente quant! 

zados. Para elêtrons livres, a natureza destes estados é bem co-
2(. 

nhecida da solução devido a Landau da •quaçãti de Schrodinger 1 

num campo magnético. 

A hamiltoniana do nosso problema e -
H _L"' 

. ~ 2 . A. I . 1 = 2tn' L ( f\ -t- t Ac K) -t-
4

{B lJ c; 
. " 

onde ().) é a matriz spin de l?auli, <t- ~_n_ 
<3- 2?>fC. e o magneton de 
- + Bohr e nõs temos tomado um campo magneti co fj na di reção ~ com ,. 

~ 

um potencial vetor associado ·,4o, no calibre de Landau (-R·r.cc).. 

Uma vez que Gí, a tua sõmente nas v a ri ave is de spin, a ha.mi 1 toni a na 

da eq. acima pode ser separada em part's de spin e ~oordenadas o 
~. 

'ur a a.:> uv:>::.a::. I..Uil::. 1-

derações apenas nos interessa a parte das coordenadas. 

Tomando o campo magnético representado pelo potencial ve-

· tor 
~ . 
Ao=-(-B·Y,OJO) e substituindo p~=-tlil'na eq.A.I.l, obtemos 

j~~ [(<\- t~By/ t- ô} + ó$) 'f;~Ji) E tJ<(}i) A. I. 2 

em coordenadas cartesianas. 

onde 

Est~ equação i separavel se nos fazemos 

A. I. 3 

n='h1<~ e !'1:f,!<;; são bons números quânticos. isto é ( rfi 
comutam com a hami 1 toni a na). A equação para fi!) torna-se 

( ~- Ú:,~)rh E- 2m' 21n" Í(Y)' 

mudando as v a ri a veis y:: y·' + :;\ 2 1<~ e 

A, I. 4 

.-

e 
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nõs transformamos a equaçao acima em 

[ 
~ "'2 m*u)P y•2J rfl 

- 2 m" Oy' -t- 2 'f 
A. I • 5 

. que vem a ser id~ntica com o proble~a do oscilador harmónico uni

dimensional. 

Os autovalores são encontrados de imediato, ou seja 

'lk2 ( I , E- -4:::;:· - n + 2 ) nwc. -2m 

. E= I ""jj'lt<? 
ou ( Yl + 2) h t.Uc. + 2m• 

A, I • 6 

e as auto funções são dadas por 

~lYI = ~( 
2'- ~<· ) ,). 

A. I. 7 

onde 

is to e 

são as funções de osciladores harmónicos 

2. 
(Y-~) 

2F Hn ( Y;Yo) A. I. 8 

!tO.U V;) }JUIIIIUIIIIU:) 
.. . - . . . . . 

Ut:: ne rlll I Lt! 
. 

e os L11 sao os tatores 

normalização os quais são dados por 
. . 'Yl rJ:i 

Cn = [ 2 n! fii' À J A. I. 9 

de 

;\ ~ chamado de raio magnético e seu comprimento e característ"ico 

para o tratamento quântico do nosso problema. 

Com e~ta normalização nossas funções de onda satisfazem as 

relações de ortonormal idades. 

. 1+.; .. ( ll) "J;.., ( if) d~ = 
· IYJ'' ho,w -~ )f'\. 

A,I.lO 

Nota-se aqui a existência de tres constantes independentes de mo 

vimento. 
l 

f...l. = ('11+2) ~%' 
n J'2 2 ...... ~ 

J: - _n_.&.. - .!::)__ 
'-?-- 2m' - 'lm' e 

..,2..- - c p,O 
Yo=A I'X- e. B 

A,I.ll 
Vamos tentar, a segui r, entender dentro de um senti do quâ.!!_ 

tico o movimento dos el~trons neste campo magnético e como conse 

qu~ncia a alta degenerecéncia dos estados eletrónicos. 
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O movimento oscilat5rio dos elitrons se dã no plano (••Y) 

tendo como centro o ponto ( 1'-o, Yo ),onde x.=x-).21:1 e x;=).2I<x, nota

se aqui que Xo tambim i uma constante do movimento e que ·xc e Yc 

não comutam, ou seja 

A.I.l2 

~om istb temos uma incerteza na medida d~ centro de oscilação 

sendo À2 a ãrea m1nima na qual este pode ser localizado. 

A degenerecência dos n1veis e -a densidade de estados para 
. 

um elêtron num campo magnitico são facilmente verificadas. 

Consideremos por exemplo um elêtron confinado numa cai

xa retangular de dimensões L~·, Ly e L:; . Aplicando condições I 

de contorno peri5dicas para as funções da eq, A.I.3 nas direções 

y. e ~ • então os valores permitidos de kx e 1<!; são. 

'l<x = '271 
llx 1<2> = 2f!: A.I.l3 

Lx e j ·TI? 

. onde nx e n? são inteiros • 

ilgora vamos supor que o centro a a o r o 1 ta v e·confinadc I 
;c I 

entre y:o e y=-Ly (isto leva a modificações das funções com ce~ 

tros localizados dentro da distância~ dos contornos, mas o nüme 

ro relativo de tais funções i bem pequeno tanto quanto ;\<'< Ly). 

De acordo com a equação A.I.ll isto siguinifica que 0-< ·1< < Lv X - .:=..L..-, • 
}.'- . 

~ma vez que dentro de um comprimento unitãrio de 1<1< existe }/r v~ 
1 ores permiti dos de l<x, o número total de 1<x permiti do se rã 

N -· ...hLY_ A I 14 - 2 ii-v- .. 
e esta i a degenerecência de cada nivel de Landau para um dado va 

lor de K::,-. Quando o campo magnêtico ê forte, de tal modo que o 

intervalo hWc entre os n1veis para um dado valor de I'J i grande, 

existe um enorme agrupamento de valores permitidos ao redor dos 1 

niveis dados por é= (11 r l ) h LU(:. 

No sentido de determinar a densidade de esta'dos por uni da

de de energia associada com cada nrvel quaritizado, vamos escrever 

.-
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A.I.l5 

O número de valores de k.,y tais que J~l<k; e o 

número permitido de 
b,. Vf 

tais que é entretanto também i-

gual a IT • Expressando 

bc(:2 m~ej/12 
Tft) 

isto por é3 nõs obtemos 

Com isto o número de níveis permitidos no intervalo dê), 

é entretanto dado por 
J.J!.. . 

. . b (2m')'L , 
fcc3) d é"' = 2 'ií 'h re;-- d l25 A.I.l6 

De maneira a obter a densidade total de estados, nõs te-

.mos que somar sobre todos os nivefs para os quais cs'?O, relcmbran 

do que cada tem uma degenerecênci a N = ~t{)2 
Vsando a definição A.I.l5, obtemos 

P(ç\ I _, 
. ~ 1 j 

vf .2m ) 'r --v \ h 4 rr2 ;2 

onde V é o volume da caixa. 

_.i 
1 -2 

('n-+ -}JtiLL-'c 11 
.~ 

A. I . 1 7 

Como segue da derivação, o somatório se extende sobre to -

dos os valores de n para os quais a raiz quadradi é todavia posi

.tiva. Isto significa que o n-ésimo nível de Landau contribui pa

ra a densidade de estados somente para energias E?. (11+ j) hWe... 

AS HAMILTONIANAS DE INTERAÇ~O 

Com as funções de onda para uma partícula num campo magné

tico, passamos ao formalismo de segunda quantização e escrevemos 

os operadores de campo \iJúí-t> e '. lfl Oid J como 

· > 'fn,KOV a., x(t) 
;).v,ã- ~ 

== z. tf.;l<tRJ ·a~,~ (t> 
'1lJ )(.,.t J () 

~ 

\f'(n, t> 
t•cJi,t> 

A.I.l8 

Ao escrever esta express~o usamos a notação simplifica~ora 
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que passaremos a adotar 1<=(K,,JS). No mais a notação e usual sen-
+ 

di) Ôn.~ e 
IJ 

ção para um 

a~. respectivamente operadores de criação e aniquila
S' 

eletron no estado. (11 , 1<:-. , 1<s , õ ) , onde a- e o índi 

cede spin. Portanto em segunda quantização obtemos para a hamil

toniana de elêtrons a expressão dada na eq. 11.1.2, onde tomamos 

V -7 ao 

A.I.l9 

aqui 

Adcionando ao problema do gis de eletrons num campo magn! 

ti.co um campo de radiação representado pelo potencial vetor ;[·To; 
O novo sistema ficarã descrito pela hamiltoniana 

H 1-l-t -r 2~ r p + ~ ( r1~ -r Ac/~t} )r A.! .20 

onde H11 e a hamiltoniana de campo livre de radiaçio e o segun-

do termo nos dã a hamiltoniana para o eletron na presença do cam

po de r. adi ação adci on'a 1. 

Desenvolvendo a expressão acima ficamos com 

H "' H11 -r 2~ CP"- c ii:, l-r Jc. ( f- t- ?l:) · lc;, o i-
2 2 

-ffic A c.~ t) 

H = He + Hn -r He-/1 A.I.21 

onde He e dado por· A. I .19 e He-Jt'·representa o termo de intera

ção en-tre os eletrons e a radiação. Escrevendo He-)1= H1+Hz , onde 

tomamos 

A. I. 22 

e passando para o formalismo de segunda quantização, vamos obter 

... 
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2 .>\, "" • .._. -J ....., . 

H ( • ~ 11ht- ,ee~·e44 <1l',J<.'/",,-c!1>Àtli• ·n/n,'"'"ic!aJtr:-tolJe~tf)+ 
2 'l,t) = ~ ventE.?; i' k;. 1<'{ 0: T-/ "' -t~ 'fi 4-

1(,, 1<1 " 

+C-~~W}a_;, 1JtJt) à_,,K(t), A.. I .24 

onde 

·w é 

{ 
c~w :: c 1.?..- e- c 1<'f 

Q,,~t) :: àn,jt e -t'tv,(K.y t. A. I • 2 5 

Esses resultados sao dados na representação de interaçio , 

apropriados ao formalismo usado na secçio do capitulo II. 

HAMILTONIANA DE INTERAÇAO ELETRDN-FDNON 

A hamiltoniana de interaçio elêtron-fõnon ê •efinida por 

A.I .26 

onde A.I.27 

Quando tratamos os elêtrons com9 partfcul as l.ivres, tal ha 

...... .; 1 +,.. ... ; "' ... ... ... ,.. ..l,... ,. ..... - ... - --.: • - - - .... - -~ -- - - J -. - -. - ' • • -
••• o o .. .., •. I -o • - t" .., '-·"" v ... o ... "' ,... o 1 -.... - III .,. '""' I III V ~ ""'"- .:J '- '::1 \,.III U U y U 0 11 \,. I 4 U ~ Q 1,) 1-' V I 

·~ ~ 

11< > -- i H•J) 
onde )Fy'"'e e A.I.28 

No caso de termos os elétrons num campo magnético temos 1 

úma modificação a fazer desde que a funçio de onda ê substituida 

pela função de onda de Landau, a qual é dada por A.I.l7; Desse mo 

do ficamos com 

He-f= ;t.,r. YIJ-<n~~<'l e-if·~l 11,1<>{ b~!tJ+ b_<t{i)}a.n~J<W à.n,}<U) 

if A.I.29 
.~ ~ 

onde o elemento de matriz <n',I<'J.e-tq•.'//YJ,J() sera calculado no a-

pêndice que se segu~ no sentido de facilitar seu us? no texto des 

te trabalho . 

. -
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. APENDICE A. I I 

Nesse apindice calculamos os elementos de matriz da eq. 

II.2.19, onde levamos em con~ideraçio quase todas as passagens i~ 

termediirias; isto i feito no sentido de facilitar i aqueles que 

necessitarem consultar este trabalho. 

Seja 11 o elemento de matriz dado por 
.~-

. · I 1 = <11,1<.1 e±f?·nln\J<'> = jd~("Ui> e±t1'
11

fn:ic'ri7J 
onde tD(ií), Yo e Cn são dados no conjunto de eqs. II .2 .6b. Substi 

~K -

tuind~ e~tes resultados na eq. acima, obtembs 
• 1 . • [<Y-Yc)2 (Y\Ii] ·I_Cne,,,fd t(1<,·1<x"!:q,)x(

1 
t(1tj'-K;,t'1Jj(d e-~-r 2, 

i-L,Ly- xe jO?Je· )'7 
. ) 

X e±!~rYH-n(Y·/") H~>( Y?o) ou 
2 

[ 
(Y-Yc) 

- 2 ;).2 + 
e 

A.II.l 

Definindo A como sendo o expoente da exponencial na eq. acima ou 

seja 
. A = -[(Y-YcP~ (Y-)'.';21 + iq y 
~ 2 x'- J - ty A..II.2 

'\1 I "\1 1 · e usando o fato que y,: 11K, e Yo::,_l(~ e a conservação do momento I 

carregada nas funç5es deltas de Kronecker, obtemos para A o segu~ 

te resultado . 
. 2 2 2 A=-J' ~}-r_ i~ (1<~+1<..)1; ~[Y;._ó K, 

- y 

entretanto, para isto foi necessãrio somar e subtrair alguns ter 

mos. 

onde 

bter 
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,(+-<> 2 -
r~= Âf:,~,x·,~:;<>o dx e-x 1-1'Yl[x + ~ (t;t-~~-i~y2H~,Lx+i(q,-r·yv)FÃ~J 

+~ ' 2 ' 

11 :: )..C (K,k',1t· d·xexH11[x.:;:~Cix-i~y~H 11Lx-:':.dL~xti9y~ ln,n• . --
A integral na equação imediatamente acima e tabel1da

27 e desse modo 

vamos obter 

se n' ,:n 

se n ~n' 
I - Lm onde sao as funç6es asspciadas de Laguerre. 

'1\'\ 

O cãlculo de J:~ vem de imediato desde que a função 

j
-k . 0-Y.)Q 

ln'-J ')() == [ 2n'rl!Yif), '"' € t(k,X·t-1%) o-'-if!:"/-1 ( y-Y,_) 
' Lx L3- '-· "1-1 íl. J 

·onde o índice n' aqui é vãlido sõmente ·para inteiros' maiores do/ 

que 1. Isto nos leva ao caso anterior com algumas modificaçccs 

superficiais, desse modo fazendo com que obtenhamos o resultado I 

da eq. 11.2.21. 

Para calcular 12 tentaremos uma simplificação. As integrais 

em x e z são idênticas ãquelas dos casos anteriores, por isso es-

cre~emos de imediato 

1 12 ·= >?f"~.~~,11\'t) { [A.k,:;>t(ki91il {J: e-x
2

/f,(x:;:"<) I-I,/X!:f3) -1; 

+ r;x X ixk(x =tO:) fim.(><- !:.f3)} 

). . 1 
onde o<= 2(ktq1) e f3:: 2(q~-r(qy) e onde jã temos realizado uma I 

série de mudanças de variaveis. A primeira integral na eq. acima 

é tabelada e seu resultado jã foi usado no cãl cu lo de I1 e 15 

A segunda integral pode ser feita por partes, entretanto devemos/ 

notar até onde valem as relaç6es de recorrências para as funções .• 
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de Hermite .-E este fato que seleciona alg~ns termos do resultado 

·final para índices determinados. O resultado obtido é aque)e das I 
eqs, 11.2.20. 

. . 

• 
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