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Resumo

Dentro da area de processamento de sinais, o problema de equalizacao de canais tornou-se
um tépico de pesquisa muito relevante devido a seu vasto horizonte de aplicagbes em, por
exemplo, telecomunicagoes, processamento sismico e medicina. De uma forma geral, as
técnicas e métodos desenvolvidos para este problema baseiam-se no pressuposto de que
a fonte do sinal é estatisticamente independente no tempo. No entanto, a ocorréncia de
fontes dotadas de dependéncia temporal (como sinais de dudio e video) é significativa, e
ainda ha a necessidade de uma andlise mais profunda dos métodos de equalizacdo para
este contexto. De fato, fontes com dependéncia temporal exigem um processamento mais
profundo dos dados, de forma que a informacao contida na estrutura temporal dos dados

seja aproveitada para desempenhar a equalizacao.

Neste contexto, emerge uma abordagem promissora que envolve o uso de uma medida
chamada correntropia. Esta medida, pertencente ao campo de aprendizado baseado na
Teoria da Informacdo, é capaz de explorar tanto a informacdo estatistica quanto a es-
trutura temporal dos sinais envolvidos e, por isso, vem sendo amplamente utilizada em

equalizagao de canais com fonte dotada de estrutura temporal.

Baseando-se nisso, neste trabalho, realiza-se uma analise detalhada do critério baseado em
correntropia para equalizacao cega, dedicando especial atencao ao efeito dos parametros
ajustaveis para estimacao. Mais detalhadamente, investiga-se a relagao entre as versoes
estimada e analitica da correntropia, em que, neste tultimo caso, alcanca-se a derivacao
analitica para alguns cenarios de interesse, o que é outra contribuicao deste trabalho.
Os resultados experimentais indicam algumas relagoes entre os principais pardmetros e o

desempenho alcangavel.

Palavras-chaves: Filtragem adaptativa; Equalizacao Cega; Aprendizado baseado na Te-

oria da Informagao; Correntropia.



Abstract

Within the area of signal processing, the channel equalization problem has become a very
relevant research topic due to its wide range of applications, for example, in telecommu-
nications, in seismic imaging and in medicine. In general, the techniques and methods
developed for this problem are based on the assumption that the signal provided by the
source is statistically independent in time. However, the occurrence of sources with tem-
poral dependence (such as audio and video signals) is significant and still requires a more
in-depth analysis of the equalization methods for this context. In fact, temporally struc-
tured sources require deeper processing of the data, so that the information contained in

the temporal structure of the data is explored to perform the channel equalization.

In this context, a promising approach emerges, which involves the use of a measure called
correntropy. This measure comes from the field of the Information Theoretic Learning
(ITL), and is capable of exploring both the statistical information and the temporal struc-
ture of the signals involved and, therefore, it has been widely used in channel equalization

with sources with temporal structure.

Based on this, in this work, a detailed analysis of the criterion based on correntropy for
blind equalization is performed, giving particular attention to the effect of the adjustable
parameters for estimation. In more detail, the relationship between the estimated and
analytical versions of the correntropy is investigated, in which, in the latter case, the
analytical derivation is reached for some scenarios of interest, which is another contribu-
tion of this work. The experimental results indicate some relationships between the main

parameters and the attainable performance.

Keywords: Adaptive filtering; Blind channel equalization; Information-theoretic learn-

ing; Correntropy.
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1 Introducao

A area de processamento digital de sinais lida com o desafio de extrair me-
didas de interesse a partir de uma colecao de informacoes que frequentemente apresenta
distor¢oes, tais como aquelas resultantes de interferéncias entre sinais e/ou da presenca de
ruido, considerando o minimo de informacao disponivel acerca dos sinais originais e das
caracteristicas especificas do processo responsavel pelas distor¢goes. Um exemplo de tal de-
safio esta relacionado ao contexto do problema de equalizacao de canais de comunicagao,
no qual o objetivo é projetar um filtro no receptor, denominado equalizador, que can-
cele ou amenize os efeitos do canal empregado na transmissao, especialmente o fenémeno
conhecido como interferéncia intersimbdlica (ISI, do inglés Intersymbol Interference), per-
mitindo, assim, a recuperacgao da informagao transmitida. O problema de equalizacao de
canais estd relacionado a um vasto conjunto de aplicagoes da ideia de desconvolugao, tais
como: astronomia, biomedicina, voz, radar, sonar e aplicagoes sismicas (ROMANO et al.,
2011). Porém, o contexto natural deste problema, que serd abordado neste trabalho, nos

remete a sistemas de comunicagao.

O filtro equalizador, portanto, deve atuar de maneira inversa ao canal no to-
cante as distorc¢oes inseridas no sinal transmitido, de maneira que sua saida deve, ideal-
mente, corresponder a uma versao perfeita deste sinal, a menos de um ganho e um atraso.
O projeto de um equalizador abrange um conjunto de escolhas que sao responsaveis pelo
processo de filtragem: 1) uma estrutura de filtragem; 2) um critério de equalizagao ade-
quado; e 3) um método de otimizagao para ajustar os pardmetros do filtro. No presente
trabalho, daremos uma maior énfase para a segunda escolha, isto é, para o estudo e analise
de critérios de filtragem, considerando o cenario em que nao se dispoe de uma sequén-
cia de treinamento, o que configura a versao nao-supervisionada ou cega do problema de
equalizacao (ROMANO et al., 2011; HAYKIN, 2013).

1.1 Motivacao

Varios critérios e algoritmos tém sido propostos com base nos teoremas de
Benveniste-Goursat-Ruget (BGR) e de Shalvi-Weinstein (SW) para o problema de equa-
lizagdo nao-supervisionada (ROMANO et al., 2011; HAYKIN, 2013). Contudo, quando o
sinal de interesse é dotado de uma estrutura temporal, muitas das técnicas nao-supervisi-
onadas ja propostas podem experimentar uma degradacao em seu desempenho ou mesmo
nao podem ser diretamente aplicaveis (FANTINATO et al., 2017). Esse tipo de cenério
pode emergir devido as caracteristicas naturais dos sinais envolvidos, por exemplo, no

contexto de voz, audio e sinais de video, ou mesmo com o emprego de esquemas de codi-
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ficagdo no transmissor, os quais propositalmente inserem redundancias no sinal antes da

sua transmissao.

Interessantemente, a area de Aprendizado Baseado na Teoria da Informacao
(ITL, do inglés Information Theoretic Learning) fornece um conjunto de medidas e concei-
tos que se mostram capazes de realizar uma extracao mais rica e efetiva das propriedades
estatisticas disponiveis nos sinais de interesse. Dentre este conjunto de medidas, destaca-
se uma medida de correlacao generalizada, conhecida como correntropia, a qual serve de
base para a definicao de um critério de equalizacao nao-supervisionada com fontes que nao
sao independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), que representa o estado da arte
na literatura (PRINCIPE, 2010; SANTAMARIA et al., 2006). Em virtude destes fatos,
este trabalho apresenta uma analise do critério baseado em correntropia para equalizacao
cega considerando a presenca de fontes dotadas de dependéncia temporal, as quais sao

geradas por meio de um estagio linear de pré-codificacao.

1.2 Objetivos

Como ja destacado, o critério baseado na medida de correntropia desponta
como uma opcao particularmente atraente para o projeto de equalizadores quando as
fontes envolvidas passam por um estagio de pré-codificagao. No entanto, algumas questoes
com relagao as reais vantagens e desvantagens deste critério, bem como a sua eficiéncia em
termos tedricos e praticos, ainda carecem de estudos mais aprofundados. Neste contexto,
este trabalho de mestrado visa realizar uma andlise extensiva do critério baseado em
correntropia para o problema de equalizagao nao-supervisionada. Para isto, foi realizada
a derivacao formal da expressao analitica da correntropia associada ao sinal gerado na
saida de um equalizador com resposta finita ao impulso (FIR, do inglés finite impulse
response) para fonte discreta e para fonte continua (com ruido), ambas pré-codificadas,

possibilitando assim a investigagdao do critério correspondente na sua forma ideal.

Adicionalmente, foi obtida a expressao exata da solugdo de Wiener para o
sistema com pré-codificador (em inglés, precoder), a qual servird de referéncia para as
solugoes de equalizagao encontradas com o critério baseado em correntropia. Outro aspecto
importante deste trabalho refere-se a analise da influéncia da largura do kernel (o) sobre
o critério baseado em correntropia, considerando tanto a sua versao analitica como a
sua versao estimada. Com isto, pretende-se realizar um amplo estudo comparativo entre
os comportamentos das versoes estimada e analitica do critério, bem como avaliar os

desempenhos associados a cada equalizador.
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1.3 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

e Capitulo 2: é feita uma apresentacao dos conceitos fundamentais e dos desafios refe-
rentes ao problema de equalizacao de canais de comunicacgao, quando o sinal trans-
mitido é composto por amostras independentes, tanto no contexto supervisionado
quanto no caso cego. Por fim, é apresentado o problema de equalizacao de canais

para fontes pré-codificadas, onde o sinal da fonte apresenta dependéncia temporal.

e Capitulo 3: foram apresentados alguns conceitos e fundamentos referentes ao apren-
dizado baseado na Teoria da Informacao, bem como os seus principais critérios
que sao empregados tanto na vertente supervisionada quanto na vertente nao-
supervisionada do problema de equalizacio de canais. E neste capitulo que é introdu-
zida a medida da correntropia, cujas propriedades sao de fundamental importancia

para este trabalho.

e Capitulo 4: sdo apresentadas as derivagoes tedricas da correntropia analitica para

fontes BPSK, fontes Gaussianas e para fontes Continuas (com ruido).

e Capitulo 5: O critério baseado em correntropia para equalizagdo ndo-supervisionada
¢ comparado nas suas versoes analitica e estimada em termos do ajuste de seus

parametros, superficie de erro e desempenho de equalizagao.

e Por fim, sdo apresentadas as conclusoes gerais sobre o trabalho e as perspectivas

para trabalhos futuros.

e Anexo A: é apresentada a derivacao formal da solucao de Wiener para o sistema

com pré-codificador.

1.4 Producoes Académicas

Durante o periodo do mestrado, dois trabalhos diretamente ligados a tematica

desta dissertacao foram publicados:

e V. A. Oliveira, D. G. Fantinato, R. Ferrari, R. Attux, L. Boccato, “Analysis of the
Correntropy-Based Criterion for Blind Equalization with Precoded Sources,” XXXV

Simposio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de Sinais - SBrT2017,
Sao Pedro, SP.

e V. A. Oliveira, D. G. Fantinato, L. Boccato, “Analise do Critério Baseado em Cor-

rentropia para Equalizacio Nao-Supervisionada com Fontes Gaussianas Precodi-
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ficadas,” X FEncontro dos Alunos e Docentes do Departamento de Engenharia de
Computagio e Automagao Industrial (2017) - X EADCA, Campinas, SP.

Além disso, outros dois trabalhos foram publicados em parceria com pesquisadores ligados

ao Laboratoério de Processamento de Sinais para Comunicagoes (DSPCom):

e L. S. Uribe, C. S. Filho, V. B. Olivatto, V. A. Oliveira, D. Soriano, L. Boccato, G.
Castellano, R. Attux, “A Comparative Analysis of Correlation and Correntropy in
Graph-Based Brain Computer Interfaces,” XXXV Simposio Brasileiro de Telecomu-
nicagoes e Processamento de Sinais - SBrT2017, Sao Pedro, SP.

e M. E. da Silva, V. A. Oliveira, K. Nose-Filho, L. Boccato, J. M. T. Romano, “Es-
tratégias Evolutivas para o Problema de Desconvolugao Sismica,” XXXV Simposio

Brasileiro de Telecomunicagoes e Processamento de Sinais - SBrT2017, Sao Pedro,

SP.

Em especial, destacamos o primeiro destes trabalhos, que trouxe uma aplicacao da nogao
de correntropia para a analise de sinais cerebrais em interfaces cérebro-computador. Tal
perspectiva se mostrou promissora e deu origem a um artigo submetido a IEEE Transac-
tions on Neural Systems and Rehabilitation Engineering, e que se encontra em fase de

revisao.
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2 Equalizacao de Canais de Comunicacao

Sistemas de comunica¢ao sao projetados com a finalidade de assegurar que
uma informagao de interesse seja transmitida de um ponto a outro (e.g., da estacao radio-
base para um aparelho celular) de forma confidvel e garantindo um nivel de fidelidade
que seja compativel com as exigéncias da aplicagdo. Em um contexto pratico, o fluxo de
comunicagao se origina a partir de um né, denominado transmissor, que é responsavel por
enviar informacoes de interesse para um outro nd, denominado receptor. Usualmente, o
canal é responsavel por introduzir algum tipo de distor¢ao sobre o sinal que ele transmite
s(n), a qual é modelada em termos de um sistema cuja entrada é s(n) e cuja saida é o

sinal 7(n) que chega ao receptor ja contendo distor¢oes, como mostra a Figura 1.

s(n) r(n)

Sistema de
Comunicacao

Figura 1 — Diagrama de blocos apresentando o modelo de um sistema de comunicagao.

2.1 Fundamentos do Problema

Na pratica, o fluxo de informacao em um sistema de comunicacao se da através
de um canal, o qual representa o meio fisico que estabelece a conexao entre o transmissor
e o receptor, e que, dependendo de suas caracteristicas, pode introduzir distor¢oes na
informagao enviada e, consequentemente, prejudicar a interpretacao correta da mensagem

que chega ao receptor.

A partir deste contexto, surge a necessidade de se projetar e empregar um
filtro no receptor, denominado equalizador, cuja fungdo é reverter as eventuais distor-
¢oes sofridas pelo sinal transmitido, a fim de possibilitar a recuperacdo da informacao
transmitida. Esta secao apresenta os fundamentos do problema de equalizacao de canais
de comunicacao, descrevendo os principais conceitos e elementos tedricos relacionados ao

problema.

2.1.1 Fonte de Informacao

A fonte de informacao é responsavel por gerar o sinal que contém as informa-
¢oes a serem transmitidas, podendo ser discreta ou continua. Uma hipotese amplamente
aceita é a de que a sequéncia de simbolos gerada, definida por s(n), consiste de varia-

veis aleatérias (VAs) independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) que respeitam
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uma determinada funcao densidade de probabilidade (PDF, do inglés Probability Density
Function), para o caso continuo, ou uma determinada fungdo massa de probabilidade
(PMF, do inglés Probability Mass Function) para o caso discreto, que, frequentemente,
esté associada a um alfabeto finito A = {s;,i =1, ... , S}, onde S é o nimero de simbolos
do alfabeto. Tal modelo de fonte surge, por exemplo, no contexto de modulagoes digitais,
como nos esquemas PSK (do inglés Phase Shift-Keying) e QAM (do inglés Quadrature
Amplitude Modulation) (BARRY et al., 2003). Entretanto, pode ser também considerada
uma fonte de informacao dotada de uma estrutura temporal, i.e., composta por amostras
estatisticamente dependentes (SANTAMAPJA et al., 2006). Esse tipo de cenério pode
emergir devido as caracteristicas naturais dos sinais envolvidos, por exemplo, no contexto
de voz, audio e sinais de video, ou mesmo por meio do emprego de esquemas de codificacao
no transmissor, os quais introduzem redundancias no sinal antes da sua transmissao. O
uso do pré-codificador representa um exemplo possivel de modelo responsavel por produzir

dados com dependéncia temporal.

2.1.2 Modelagem Matematica

As modificagoes sofridas pelas amostras transmitidas estdo diretamente rela-
cionadas a um modelo definido para o canal de comunicacao, o qual pode ser de natureza
tanto linear quanto nao-linear, podendo ser também responsavel por inserir diferentes
niveis de incerteza/aleatoriedade nas amostras recebidas. Para este trabalho, serdo consi-

derados os seguintes efeitos nocivos do canal de comunicagao:

(a) Interferéncia inter-simbolica (ISI, em inglés intersymbol interference): fendmeno pro-
duzido pelo espalhamento temporal dos pulsos transmitidos devido a limitacao da
largura de banda do canal e que também surge devido ao efeito multipercurso em
sistemas de comunicacao sem fio (BARRY et al., 2003).

(b) Ruido: decorrente de perturbacoes aleatérias no sinal recebido devido a fatores como

agitagao térmica e interferéncias eletromagnéticas.

De uma maneira usual, um modelo linear é empregado para descrever um
canal de comunicagdo (HAYKIN, 2013). Neste caso, a ISI é representada por meio de

uma combinacao linear das amostras do sinal transmitido, de acordo com a seguinte
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equacao’:
x(n) = his(n) + his(n —1)+...+hp_ys(n—D +1)
s(n)
s(n—1)
=[hg Rl ... hp_4]- : (2.1)
s(n—D+1)

= h's(n),
onde os pardmetros 1} representam os coeficientes do canal, D é o comprimento do canal,
(%) denota a operagao de convolugao discreta no tempo e (-)# denota o operador complexo

conjugado transposto. A Equagao (2.1) mostra que a ISI pode ser modelada por um filtro

FIR, cuja funcao de transferéncia pode ser dada como:

H(z)

D-1 )
> hizT. (2.2)
j=0

O ruido por sua vez ¢é geralmente modelado matematicamente como um processo estaci-
onério aditivo, branco e com distribuigdo Gaussiana (AWGN, do inglés Additive White
Gaussian Noise) de média nula e variancia 0,27”. Como o proprio nome indica, tal modelo
considera a existéncia de um sinal aleatério que se soma ao resultante da interferéncia

inter-simbdlica. Sendo assim, o sinal que esté sendo efetivamente recebido é definido por
r(n) = z(n) +n(n), (2.3)

onde n(n) representa o ruido no instante n. Observe que o ruido em questao, que pode
ser resultante de interferéncias e de ruido térmico, é modelado por um processo estaciona-
rio AWGN. Entretanto, em alguns cenarios menos convencionais, outros modelos podem
ser adotados para o ruido, como um ruido do tipo impulsivo (ROMANO et al., 2011;
PRINCIPE, 2010).

2.1.3 Estados do Canal

Os estados do canal correspondem as possiveis combinac¢des que o sinal re-
cebido pode assumir na auséncia de ruido. Considerando um canal linear, definido pelo
conjunto de coeficientes hj,h},...,h}_;, os estados do canal com dimensao K, deno-
tados por & € CX, sdo obtidos exclusivamente a partir do efeito da ISI. Dessa ma-
neira, eles sado relacionados diretamente com os préprios vetores do sinal recebido x(n) =

[z(n) ... x(n—K+1)]" e, portanto, sem a adi¢ao de ruido. Com base na Equacao (2.1),

L Note que estd sendo empregado um canal invariante no tempo e com meméria finita, ou seja, que é

do tipo FIR.
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temos que:

his(n) + his(n—1)+ ...+ h}_1s(n— D+ 1)
his(n —1)+his(n —2)+ ...+ h}_ys(n—D
i =) =2 =D)L
his(n — D+ 1)+ his(n — D)+ ...+ hp_1s(n — D — K+ 2)

Definindo a matriz de convolucao do canal

he hi . hpe O ... 0 ... 0
|0 he o b Ao 0 Heok®inn (g5
0 0 ... ... ... 0 hy ... hp
e o vetor s;(n) = [s(n) ... s(n — D — K + 2)]7 contendo uma possivel sequéncia de

(D + K — 1) simbolos da fonte, cada estado do canal pode ser determinado a partir da

seguinte expressao:

& = Hsi(n). (2.6)

E importante ressaltar que a nocio de estados do canal é valida quando se considera
que o sinal transmitido pertence a um alfabeto finito como, por exemplo, no ambito da
modulagao digital 2-PAM (ou BPSK), a qual esta associada ao alfabeto binario {+1, —1}.

O ntimero total de estados possiveis é dado pela relacdo Nesiados = SPTEL.

2.1.4 O Problema da Equalizacao

No contexto do problema de equalizagao de canais de comunicagao, o objetivo
¢é projetar um filtro no receptor, denominado equalizador, que seja capaz de mitigar os
efeitos nocivos do canal empregado na transmissao, de maneira especial o fenémeno co-
nhecido como ISI, permitindo, assim, a recuperagao da informacgao transmitida para que
a qualidade da informacao reconstruida atinja um patamar minimo requerido pela apli-
cacdo. Em outras palavras, a saida do filtro equalizador y(n) deve ser tao parecida com
o sinal original produzido pela fonte (s(n)) quanto possivel. Matematicamente, deseja-se
que:

y(n) = ks(n — a), (2.7)

onde y(n) denota a saida do equalizador, k é um fator de escala e « é um atraso de
equalizacao arbitrario. Quando a relagdo estabelecida na Equacao (2.7) é satisfeita, é
possivel afirmar que o equalizador compensou totalmente o efeito do canal, eliminando a
ISI. A Figura 2 mostra os principais elementos que compoem o problema de equalizacao

de canais de comunicacao.
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n(n)

s(n) Canal x(n) i r(n) Equalizador y(n)
H(2) w

Figura 2 — Diagrama de blocos apresentando os elementos envolvidos no problema de
equalizacao de canais de comunicacao.

E fundamental que o filtro equalizador escolhido seja dotado de uma estrutura
que seja capaz de cumprir essa tarefa de maneira satisfatoria, uma vez que é importante
estabelecer um compromisso entre potencial de aproximacao e simplicidade pratica. Um
bom candidato, que representa uma boa opc¢ao para lidar com a maioria das aplica¢oes

praticas, é um filtro do tipo FIR.

Neste sentido, o filtro equalizador deve atuar de maneira inversa ao papel
desempenhado pelo canal. Em outras palavras, deseja-se que o equalizador seja capaz
de neutralizar a interferéncia intersimbolica, bem como de lidar com o ruido presente
no sinal recebido, de modo que sua saida deve corresponder, idealmente, a uma versao
sem distor¢oes do sinal transmitido. Considerando um equalizador do tipo FIR, cujos
T

coeficientes sdo dados por w = [w§ wi ... wi_4]", o sinal de saida y(n) é produzido de

acordo com a seguinte expressao:
y(n) = whr(n), (25)
onde r(n) = [r(n) ... r(n—K+1)]T é o vetor do sinal recebido.

Esse conceito pode ser melhor entendido quando olhamos a resposta combinada
canal-equalizador ¢(n) = >3°___ w;*h*(n — i), que representa a convolugao entre o canal
h(n) e o vetor de coeficientes w do filtro. Supondo agora que ndo ha a presenca do ruido
aditivo n(n) e considerando, hipoteticamente, um comprimento infinito tanto para a parte

causal como nao-causal, podemos escrever y(n) como

[e.9]

y(n) = whx(n) = Z wi*x(n — 1)
N T (2.9)
; w;” (_Z h*(j)s(n —i— j)),

tornando j = [ — 7, temos que

y(n) = i wi*( i h*(l —1)s(n — l))

i=—00 l=—00
= > | > wn(- z)) s(n —1) (2.10)
[=—00 \i=—00

= _Z: c()s(n — 1) = cHs(n).
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Desse modo, tal formulacao é bastante atraente por fornecer uma relagao direta entre a
saida do equalizador y(n) e o sinal de entrada s(n). Essa formulacdao nos d4 uma nogao
de que o equalizador s6 conseguird atingir uma condigao de equalizacao perfeita se c(n)
for proporcional a §(n — ), sendo J(-) a fungdo impulso discreta. Com o objetivo de se
obter a relacao dada pela Equagao (2.7), o sistema combinado canal-equalizador deve ser
representado por um vetor de coeficientes em que apenas o elemento na posicao «a seja

nao-nulo e igual a k, isto é:
c=[0 - 0 Kk 0 - 0 (2.11)

Esta situacao — de perfeito cancelamento do canal — é conhecida como Zero-Forcing
(ZF) (HAYKIN, 2013). E importante mencionar que essa condicdo nem sempre poderd,
ser satisfeita, uma vez que os equalizadores empregados podem apresentar limitagoes es-

truturais que inviabilizem a inversao do canal.

A estrutura escolhida para o equalizador deve ser suficientemente flexivel para
lidar com as distor¢oes produzidas pelo canal de comunicagao, ou seja, com a influén-
cia das amostras passadas do sinal transmitido sobre a saida observada do canal e com
perturbacgoes aleatérias associadas ao ruido aditivo. Além disso, para que o processo de
equalizacao seja bem-sucedido, uma vez definida a estrutura do equalizador, deve-se rea-
lizar o ajuste de seus pardmetros. Esta tarefa envolve: (1) a formulagdo de um critério a
ser otimizado, que, por sua vez, requer a definicio de uma funcao custo, isto é, de uma
métrica capaz de avaliar o desempenho de possiveis solugoes candidatas para os para-
metros do equalizador; e (2) a adogao de uma estratégia eficiente para realizar, de fato,
a otimizacao da func¢do custo definida. O projeto do equalizador pode, entdo, ser visto
como um problema de otimizacao, que requer a ado¢ao de uma abordagem eficiente para

desempenhar tal tarefa.

Em suma, é possivel constatar que o problema de equalizacao engloba trés
escolhas fundamentais: (i) a estrutura de filtragem; (i7) o critério de equalizagdo a ser
otimizado; (7i) um método ou algoritmo para a otimizagao dos pardmetros do equalizador.
Do ponto de vista da quantidade de informacao a priori disponivel a respeito do sinal
de interesse, emergem duas abordagens possiveis: quando uma sequéncia de amostras
do sinal transmitido (s(n)) se encontra a disposigdo durante o processo de otimizagao,
podendo servir de referéncia para a saida do equalizador, temos o cenario supervisionado
do problema de equalizacao. Caso contrario, consideramos o cenario nao-supervisionado
(ou cego) de equalizagdo (ROMANO et al., 2011; HAYKIN, 2013), que sera abordado na

sessao seguinte.
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2.1.5 Equalizacao Supervisionada

n(n) P
x(n) i r(n)

Equalizador y(n)

s(n) Canal

H(z) w y - s(n—a)

’

M

N\

Figura 3 — Diagrama de blocos apresentando os elementos envolvidos no problema de
equalizagao supervisionada.

No cenario supervisionado, o processo de adaptacao do equalizador ocorre du-
rante uma determinada etapa, designada como periodo de treinamento, na qual a sequén-
cia conhecida de simbolos da fonte é transmitida e, ao mesmo tempo, é utilizada no recep-
tor como referéncia para a saida y(n) do equalizador, como mostra a Figura 3. Seguindo
essa abordagem, emerge uma possibilidade natural de buscar uma medida de proximi-
dade entre a saida do equalizador (y(n)) e o sinal de referéncia (s(n — «)), com atraso «
constante. Uma opc¢ao comum seria a adocao da média das distancias Euclidianas entre
as amostras de ambos os sinais. Podemos considerar ainda que a diferenca entre s(n — a)
e y(n) pode ser vista como um sinal de erro e(n), convergindo assim para uma fungio

custo denominada erro quadratico médio (MSE, do inglés Mean Squared Error)
Tiener(W) = E [|s(n — ) —y(n)*| = E[le(n)?], (2.12)

onde E[-] representa o operador de esperanga estatistica. O critério associado a fungéo
custo em (2.12) representa um dos alicerces da teoria de filtragem 6tima, sendo designado
como critério de Wiener (HAYKIN, 2013). Partindo do ponto de vista analitico, a sim-
plicidade na sua formulacao, combinada com o fato de se ter uma fungao quadratica, faz
com que Jyjener(W) possua um ponto de minimo global com solugao fechada, a qual serve

de referéncia para as solugoes obtidas por outras abordagens de equalizacao.

Considerando os sinais envolvidos no sistema como sendo processos estocas-
ticos estacionarios, é possivel definir medidas de segunda ordem que se relacionam dire-
tamente com a fung¢ao custo em (2.12). Considerando o vetor de entrada do filtro FIR
de ordem K dado por r(n) = [r(n) r(n —1) ... r(n—K+1)]T, temos que a matriz de

autocorrelacao R, pode ser escrita como

R, = Efr(nr(n)] = | ‘_:: ] (2.13)
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onde p(i) = E[r(n)r*(n —i)] é a fungao de autocorrelacao. Podemos definir também o

vetor de correlagao cruzada entre r(n) e s(n — «) da seguinte forma:

Pxa = E{r(n)s(n —a)}. (2.14)

A partir destas defini¢des, considerando |e(n)|? = e(n)e*(n) é possivel expandir a expres-

sao da funcdo custo MSE em (2.12) da seguinte forma:
IWiener(W) = E Ue(n)ﬂ = Ele(n)e’(n)]
=F Ks(n —a)— WHr(n)) (5*(n —a)— I‘(?”L)HW)}
= E[s(n — a)s*(n —a)] — wHE[r(n)s*(n — a)] — E [s(n — a)rH(n)} w

+wHE [r(n)s(n —a)]w

H H H
=0, —PxsW — W Dxs T W R, W,

(2.15)
sendo o,% denota a variancia de s(n—a). A Equacao (2.15) nos mostra que a funcao custo
Jwiener € uma funcao de segunda ordem em relacao ao vetor de pesos w. Considerando
R, como sendo uma matriz definida positiva, é garantida a existéncia de um tinico ponto

de minimo para o paraboldide formado por Jyjener(W).

A solugado que minimiza a Equacdo (2.12) corresponde a famosa solucao de
Wiener, dada pela expressao:
Wo = Ry ' Pxs, (2.16)

onde w,, representa o vetor 6timo de pesos no sentido de minimo erro quadratico médio.
Essa solucao atua, indiretamente, no sentido de mitigar os efeitos nocivos do canal de

comunicagdo, em especial a ISI.

2.1.6 Algoritmos Adaptativos

Embora a solucao de Wiener seja conhecida, também podemos langar mao de
métodos iterativos para o ajuste dos coeficientes do equalizador. Isto pode ser particu-
larmente interessante quando nao se tem, a priori, todos os dados a disposicao, em um
contexto real onde o canal de comunicagoes é desconhecido (o que inviabiliza o calculo
exato da esperanga estatistica) e, principalmente, quando os sinais envolvidos nao sao
estacionarios. O intuito agora é acompanhar as variagoes do canal e, portanto, ndo mais

chegar em uma solugao 6tima estatica.

Os algoritmos adaptativos sao conhecidos por realizarem o processo de otimi-
zagao de maneira iterativa e apresentando um custo computacional reduzido. Esses algo-
ritmos também sdo famosos por serem robustos e permitirem a operagao em ambientes
dindmicos e diversos. Dentro deste contexto, podemos destacar os algoritmos Least-Mean-
Square (LMS) e Recursive Least-Squares (RLS) (ROMANO et al., 2011), que sdo capazes

de produzir uma estimativa de wg em tempo real.
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2.1.7 Equalizacao N3o-Supervisionada

O problema de equalizagao se torna mais desafiador quando nao é possivel
dispor de uma sequéncia de referéncia para o ajuste dos coeficientes do filtro, o que confi-
gura a sua versao nao-supervisionada ou cega. Por este motivo, surge entao a necessidade
de se empregar outro tipo de informacao, e uma das opg¢odes encontradas foi a de recor-
rer, implicitamente ou explicitamente, a estatisticas de ordem superior acerca do sinal de
informacao que se deseja recuperar (HAYKIN, 2013; ROMANO et al., 2011). Sob uma
perspectiva pratica, assume-se empregar algum conhecimento estatistico prévio sobre o
sinal da fonte s(n). Dois resultados fundamentais que sustentam essa abordagem e que
estabelecem as condigOes estatisticas necessarias para uma perfeita equalizacao surgem
dos trabalhos de Benveniste-Goursat-Ruget (BGR) e de Shalvi-Weinstein (SW) que serao

apresentados a seguir.

O Teorema de Benveniste-Goursat-Ruget (BGR)

Em termos simples, o teorema BGR (ROMANO et al., 2011) pode ser enun-

ciado como:

Teorema 1 (Teorema BGR). Considere que um sinal transmitido seja composto por
amostras i.i.d. de uma fonte nao-Gaussiana, e que tanto o canal H(z) quanto o equa-
lizador W (z) sejam filtros lineares invariantes no tempo, em um cendrio sem a presenga
de ruido. Sob estas condigoes, se a PDF da fonte fs(v) e a PDF da saida do equalizador

fy (v) forem iguais, pode-se afirmar entio que o canal foi perfeitamente equalizado.

Este teorema assegura que a equalizacao pode ser obtida utilizando apenas
as propriedades estatisticas sobre os sinais. Entretanto, é necessario ter o conhecimento
sobre a distribuicao do sinal da fonte. O teorema BGR prova que se a PDF do sinal na
salda do equalizador for igual a PDF do sinal da fonte, entao pode-se afirmar que o canal
foi devidamente equalizado. A limitacao sobre distribui¢des Gaussianas recai sobre o fato
de que sinais gaussianos, quando submetido a um processo de filtragem linear, continuam

gaussianos apos a filtragem e, portanto, nenhuma informacao além da variancia pode ser

extraida (ROMANO et al., 2011).

O Teorema de Shalvi-Weinstein (SW)

Em 1990, Shalvi e Weinstein propuseram condigdes menos restritivas para que
uma equalizagao perfeita pudesse ser satisfeita, o que pode ser visto como um refinamento

do que foi estabelecido pelo teorema BGR.

Teorema 2 (Teorema SW). Considere que um sinal transmitido seja composto por amos-

tras i.i.d. de uma fonte nao-Gaussiana, e que tanto o canal H(z) quanto o equalizador
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W (z) sejam filtros lineares invariantes no tempo, em um cendrio sem a presenga de ruido.
Sob estas condigoes, se E[|s(n)|*] = E[ly(n)?] e alguma outra estatistica nao-nula de or-
dem superior (EOS) forem iguais, pode-se afirmar entao que o canal foi perfeitamente

equalizado.

Este teorema assegura que a equalizagao perfeita pode ser alcancada igualando-

se apenas as estatisticas de segunda ordem e de alguma outra EOS do sinal transmitido
e do sinal recebido (ROMANO et al., 2011).

Varios critérios e algoritmos tém sido propostos ou, de certa forma, ganharam
um maior entendimento a partir de ambos os teoremas para o problema da equalizagao
nao-supervisionada, e.g., o algoritmo de decisao direta (DD), o algoritmo de Sato, os algo-
ritmos de Godard e, um caso especifico da familia de algoritmos de Godard: o algoritmo
de médulo constante (em inglés, constant modulus algorithm, CMA) (ROMANO et al.,
2011; HAYKIN, 2013).

2.1.7.1 Algoritmos de Godard

As técnicas de equalizagao cega propostas por Godard (GODARD, 1980) sao
baseadas em um critério que quantifica a dispersdo do sinal equalizado relativamente
a um valor pré-determinado sem que seja considerada a fase, de modo a assegurar a
independéncia do processo de desconvolugao em relagao a estimacao de parametros de
uma portadora. Esta abordagem permite que modulagoes complexas do tipo QAM sejam
contempladas. A func¢do custo, também conhecida como "dispersao de ordem p", assume

a forma:
Jaodara(W,p) = E |(ly(m)l” = Ry)?] , (2.17)

em que p ¢ um inteiro positivo e R, é uma constante que controla o ganho das solugoes

obtidas, definida por:
E {|s(n)[*
R, = {p}_ (2.18)
Efls(n)["]
Calculando o gradiente da fungao custo dada pela Equagao (2.17) e langando
mao da aproximacao estocéstica classica (HAYKIN, 2013) — que substitui a a esperanga
matematica por uma estimativa instantanea — , Godard obteve a expressao de atualizacao

dos coeficientes do equalizador que, posteriormente, recebeu o seu nome:

w(n+1) = w(n) — py*(n) [y(n)["~ (jy()|" — R,) x(n), (2.19)

onde p representa o passo de adaptacao. Em particular, o caso em que p = 2 é de
grande interesse, uma vez que a sua formulagdo matematica tornou-se mais conveniente
e os resultados apresentados foram mais satisfatorios e atraentes no tocante a robustez e
convergéncia nos casos simulados. Foi constatado, ainda para este caso, que a fungao custo

resultante apresentava um menor nimero de minimos locais indesejaveis, o que contribuiu
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para sua maior aceitagdo e emprego em aplicagoes praticas. Entretanto, por possuir uma
funcao custo nao convexa, a inicializacao adequada dos coeficientes do filtro w se torna um

elemento crucial para assegurar a convergéncia do algoritmo para uma solu¢ao adequada.

E possivel observar, para certas modulacdes, que o algoritmo de Godard pe-
naliza desvios da saida do equalizador y(n) com relacio a um mddulo constante. Esse
fato contribuiu para que a func¢do custo fosse chamada de critério do médulo constante
(CM) (TREICHLER; AGEE, 1983) e o algoritmo dele derivado, chamado de algoritmo
do médulo constante (CMA, do inglés Constant Modulus Algorithm,).

2.1.7.2 O Critério do Médulo Constante

Como foi visto anteriormente, o caso especifico para p = 2 na familia de

critérios de Godard, definidos em (2.17), resulta na fungao custo do critério CM:

Jouw) = E |(lyw)? - Ra)’| (2.20)

enquanto a constante Ry, que controla o ganho das solugoes obtidas, passa a ser definida

Ry = E“S(n)lj (2.21)
E||s(n)]’]

O algoritmo correspondente a essa nova formulagao, definido anteriormente como CMA,

pode ser expresso da seguinte forma:

w(n +1) = w(n) — py"(n) (ly(n)* = Rz) x(n). (2.22)

O CMA é capaz de caracterizar o nivel de interferéncia intersimbélica na saida do equali-
zador sem recuperar a informagao de fase da portadora. Tal comportamento é justificado
pelo fato de a formulacao da sua fungao custo ser baseada exclusivamente na amplitude do
sinal recebido. Apesar disso, a convergéncia para os minimos da funcao custo CM pode ter

uma associagao com as solugoes fornecidas pelo critério de Wiener (SUYAMA et al., 2003).

E pertinente mencionar que existem também outras abordagens para o pro-
blema de equalizacao cega que nao se baseiam diretamente nos teoremas BGR e SW, e
que nao necessariamente exploram as estatisticas de ordem superior dos sinais para reali-
zar a tarefa. Em particular, destacamos a possibilidade de se empregar filtros de erro de
predi¢ao (FEPs) ou o uso de restrigoes, como, por exemplo, no filtro de minima varidncia
com restrigoes (ROMANO et al., 2011).

O emprego de filtros de erro de predicao é aplicavel ao problema de equalizagao
cega toda vez que o sinal desejado for composto de amostras i.i.d. e o canal for linear. O
filtro preditor é entdo projetado, de modo que o erro de predicao denotado por e(n) =

r(n) — 7(n), onde 7(n) representa uma estimativa do sinal recebido, atinja uma condigao
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de minimo erro quadratico médio. Considerando a informagcao disponivel nas amostras do
sinal recebido r(n — 1),...,7(n — N,), a melhor estimativa que pode ser feita pelo filtro
preditor é e,(n) = his(n) + n(n), dado que s(n) ndo pode fazer parte de 7#(n), uma
vez que as amostras do sinal da fonte sao, por hipétese, i.i.d. Por fim, o erro de predicao
6timo fornece uma estimativa de s(n), a menos de um ruido aditivo e um fator de escala
/ desvio de fase devido a contribuigdo de hg. Portanto, o filtro de erro de predi¢ao atua

como um equalizador nao-supervisionado (FERRARI et al., 2008).

2.2 Problema de Equalizacdo de Canais para Fontes Pré-Codificadas

O problema de equalizacao de canais de comunicagao para fontes pré-codificadas

pode ser representado pelo diagrama da Figura 4.

Pré-codificador

P(z)

Equalizador

W(z)

Figura 4 — Diagrama de blocos apresentando os elementos envolvidos no problema de
equalizagao de canais de comunicacao com fontes pré-codificadas.

Diferentemente da abordagem classica (ROMANO et al., 2011), considera-
se a existéncia de um pré-codificador P(z), representado pelo seu vetor de coeficientes
p = [po ... pr_1]’, o qual recebe na entrada um sinal i.i.d. u(n), e produz o sinal da
fonte s(n), composto por amostras estatisticamente dependentes e, portanto, dotado de
uma estrutura temporal. Para este cendrio, as condi¢oes apresentadas anteriormente nao
sao diretamente aplicaveis, e muitas das técnicas nao-supervisionadas ja propostas podem
experimentar uma degradagao em seu desempenho (FANTINATO et al., 2017). O efeito
do pré-codificador pode estar relacionado com esquemas de codificacdo de canal com o

objetivo de diminuir a taxa de erro de simbolo e/ou de bit durante a transmissao (LIN;
COSTELLO, 2001).

A estrutura temporal dos sinais pode ser empregada de uma maneira benéfica,
uma vez que ela carrega informacao valiosa sobre a fonte. Neste sentido, a sua manipulacao
efetiva possibilita que novas abordagens capazes de extrair a informacao da dependéncia
temporal possam ser empregadas. Estas perspectivas abrem novos horizontes para que a
propria dependéncia temporal presente nas amostras de interesse possa ser empregada no
processo de equalizacio do canal. E importante mencionar que o ajuste do pré-codificador
deve permitir com que as novas abordagens capazes de extrair a informagdao da depen-
déncia temporal sejam efetivas, ou seja, o pré-codificador deve ser escolhido de modo a

favorecer o processo de equalizagao do canal.
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2.3  Conclusao

Neste capitulo, apresentamos, inicialmente, os conceitos fundamentais e os
desafios referentes ao problema de equalizagao de canais de comunicagao, quando o sinal
transmitido é composto por amostras i.i.d., tanto no contexto supervisionado quanto
no caso cego. Por fim, apresentamos o problema de equalizacao de canais para fontes
pré-codificadas, onde o sinal da fonte apresenta dependéncia temporal, ou seja, ele nao

corresponde a um processo aleatério com amostras i.i.d..

Nesse contexto, surge a necessidade de se recorrer a critérios de otimizagao que
nao somente sejam capazes de estender a analise das EOS através de um emprego mais
extensivo das densidades de probabilidade dos sinais envolvidos, mas também consigam
explorar a informacao da estrutura temporal agora presente nas amostras de interesse.
A area de Aprendizado Baseado na Teoria da Informacao surge como uma alternativa
promissora, pois prové um conjunto de técnicas que trazem a tona nogodes derivadas da
teoria da informacao e que buscam realizar a extracao e o uso mais efetivo das informa-
¢Oes estatisticas disponiveis acerca dos sinais de interesse, conforme veremos no proximo

capitulo.



35

3 Aprendizado Baseado na Teoria da Infor-

macao

O estudo de critérios e técnicas capazes de extrair as informacoes estatisticas
presentes nos sinais subjacentes do modo mais completo possivel, explorando conceitos e
medidas oriundos da teoria da informagao (COVER; THOMAS, 2006), como a entropia
e a informacdo mutua, constitui a principal motivacao da area de pesquisa conhecida
como aprendizado baseado na teoria da informacao (ITL, em inglés information-theoretic
learning). A importancia destas entidades se deve a sua estrutura probabilistica, que per-
mite uma caracterizagao estatistica mais extensiva do que aquela oferecida por momentos
especificos de segunda ordem ou de ordem mais elevada. Neste sentido, a sua utilizagao
em aplicacoes de processamento de sinais e, particularmente, no problema de equalizacao
nao-supervisionada de canais é bastante promissora (ROMANO et al., 2011; HAYKIN,
2013). De uma maneira particular, este tépico consiste no tema principal do presente tra-
balho, cujas propriedades serao cruciais quando empregadas na extracao das informagoes

estatistica e temporal a partir de sinais de interesse.

O desenvolvimento da teoria da informagao se estabeleceu como consequéncia
direta de uma medida definida por Shannon: a entropia, a qual expressa uma nocao de
incerteza e, sobretudo, da informacao que esta contida nos sinais aleatorios. No contexto
de equalizacao de canais, a nocao de entropia e de comparacao entre variaveis aleatérias é
explorada com o intuito de cancelar as distor¢oes produzidas pelo canal. Apesar da solida
fundamentagao do conceito de entropia produzido pelo trabalho de Shannon (SHANNON,
1948), ele nao é facilmente aplicado em um cendrio no qual o aprendizado acontece com
base em um conjunto limitado de amostras. Esta dificuldade reside na impossibilidade de

se calcular a entropia de uma variavel sem o conhecimento prévio de sua PDF ou PMF.

Neste cenario, o uso de estimadores nao-paramétricos de densidades, como os
métodos de kernel associados ao janelamento de Parzen (PARZEN, 1962), combinados
com a definicdo dada por Alfred Rényi (RENYI, 1961) ao conceito de entropia abrem
um caminho alternativo e possivel para o usufruto das vantagens inerentes as medidas de

teoria da informagcao. Esta perspectiva sera detalhada na sequéncia do texto.

3.1 Estimadores de Densidade Nao-Paramétricos

A obtencao de uma PDF exata associada a uma fonte de sinal aleatério, ide-
almente, requer o acesso a uma sequéncia infinita ou muito grande de amostras, com o

intuito de se obter a sua descri¢do tedrica mais fiel e completa possivel. Entretanto, em
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um contexto real, onde se tem acesso a um ntmero limitado de amostras, torna-se neces-
sario recorrer a métodos efetivos que sejam capazes de estimar a PDF, ou seja, que sejam
capazes de extrair o maximo de informacao possivel das amostras a fim de caracterizar o
processo em questao. Um exemplo deste tipo de abordagem ¢é a estimacao nao-paramétrica
de Parzen, que usa como base os métodos de kernel (PRINCIPE, 2010).

Os métodos de kernel apresentam uma grande vantagem em sua utilidade de-
vido a possibilidade de se resolver problemas nao-lineares no proprio espago dos dados
de entrada, denominado R"™. Tem-se aqui o entdo chamado “truque do kernel” (do inglés
kernel trick), permitindo que se substitua um produto interno (-, -) num espaco de dimen-
sdo potencialmente elevada ¢, denominado espago de caracteristicas R? (do inglés feature
space), pela aplicagao da fungao kernel no espago original dos dados de dimensao m. Para
ilustrar melhor este conceito, pode-se supor um mapeamento nao-linear ¢(-) : ®"™ — R9.
A partir deste mapeamento ¢(-), é possivel provar que existe uma funcao kernel bivariada
k(x;,%;), definida positiva e simétrica, ou seja, que satisfaz as condi¢oes de Mercer (COR-

TES; VAPNIK, 1995) e que estabelece a seguinte relagdo de maneira implicita:

k(xi, %) = (0(x:), 9(x;)) = d(x:) d(x;). (3.1)

Interessantemente, essa abordagem elegante nos permite, por meio das fungoes kernel,
realizar operagdes de produto interno (-,-) num espago de caracteristicas, sem sequer ter
o conhecimento explicito da fungao ¢(-). Entretanto, esse mapeamento esté diretamente
ligado ao tipo de funcao kernel escolhida e do seu ajuste. Esta importante propriedade
das fungoes kernel é fortemente explorada pelas méaquinas de vetores-suporte (SVMs,

em inglés Support Vector Machines) e pelas metodologias derivadas dela, como Support
Vector Regression (STEINWART; CHRISTMANN, 2008).

Matematicamente, a estimativa da janela de Parzen da PDF de uma variavel

aleatéria (VA) X, que emprega como base uma funcao kernel arbitraria, é dada por:

px(z) = 11;; Ko (x — ), (3.2)

onde temos L amostras i.i.d. da variavel aleatéria X, k. (.) é uma funcao kernel arbitraria
e 0 ¢ a largura do kernel. Lembrando que a funcao kernel, além de satisfazer as condig¢oes
de Mercer (SANTAMARIA et al., 2006), deve também se adequar as distribui¢oes dos

dados e, portanto, precisa respeitar as trés seguintes restrigoes:
1. k(z) > 0;
2. [pr(x)de =1;

3. lim, o |zK(2)| = 0.
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Um exemplo emblematico de funcao kernel que sera utilizada neste trabalho,

particularmente por possuir propriedades matematicas bem conhecidas e que serao vitais

em nossas derivagoes, é a funcdo Gaussiana, denotada por G, (x; — X;):

Go- (X,L —

exp <_ H Xi — X H2> : (33)

202

onde o define a largura do kernel. Além das propriedades béasicas de uma funcao kernel,

a Gaussiana também ¢ simétrica e invariante a translagoes.
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Figura 5 — PDF estimadas por meio do método da Janela de Parzen.

A fim de proporcionar um melhor entendimento do problema do ajuste da
largura do kernel para a estimacao de PDF por meio do método da janela de Parzen,
considere um exemplo simples no qual a PDF verdadeira a ser aproximada corresponde
a uma distribuicao Gaussiana de média nula e variancia unitaria. Sdo empregadas L =
40 amostras i.i.d. da variavel aleatéria X. Com o intuito de estimar a PDF original,

foram computadas duas PDFs aproximadas por meio do método da janela de Parzen
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considerando L = 40 amostras da variavel aleatéria X e kernel Gaussiano com diferentes
larguras do kernel: o = /0,1 e 0 = /0,01. As aproximagoes geradas pelo método nos
dois casos sao exibidas nas Figuras 5b e 5d, respectivamente. Note que nas Figuras ba
e bc, respectivamente, sdo apresentadas as Gaussianas posicionadas sobre as amostras da
variavel aleatéria X e ponderadas por L, que sao combinadas para formarem as PDFs
estimadas para ambos os casos. E possivel observar, na Figura 5b, que a PDF estimada
para o2 = 0,1 é muito préxima da PDF original. Por sua vez, a PDF estimada para
0% = 0,01 é muito diferente da PDF original. Este exemplo indica que a escolha da
largura do kernel, para o problema de estimacao de PDF, deve se adequar a PDF que se

deseja aproximar e ao nimero de amostras L que sao empregadas na sua estimativa.

3.2 Entropia de Rényi

A partir desse contexto, surge o conceito da entropia de Rényi, o qual torna
mais direta a obtencao de estimadores nao-paramétricos que sao particularmente uteis
para a adaptacao de sistemas, uma vez que, em um contexto real, o emprego direto
da entropia de Shannon se esbarra em uma maior complexidade computacional e em
dificuldades relativas a diferenciagdo no caso de fontes continuas. A entropia de Rényi de

uma variavel aleatéria X com PDF px(x) é definida por:

1

Ho(X) = 11—«

log /p} (x)dz. (3.4)

onde o > 0. No caso limite em que @ — 1, temos que a entropia de Rényi se torna
equivalente a entropia de Shannon (PRINCIPE, 2010). O argumento do logaritmo na
Equacao (3.4), denominado potencial de informagao (em inglés, information potential,

IP) de ordem «, pode ser definido como

IP,(X) = [ py(@)de = [ 15 @)px(@)de = Bx [p (X)) . (35)

Considerando a = 2, temos a entropia quadratica de Rényi:

Hy(X) = ~log [ pi(w)da, (3.6)

de modo que, neste caso, o potencial de informagao é correspondente ao valor esperado
da PDF de X. A formulacdo da entropia quadratica de Rényi é bastante conveniente
devido a: (1) maior simplicidade de estimacao; e (2) possibilidade de derivar algoritmos
baseados em gradiente para critérios baseados nesta medida (PRINCIPE, 2010). Dessa
maneira, empregando fungoes do tipo kernel gaussiano e substituindo a estimativa de

PDF, definida na Equagao (3.2), na definicdo da entropia quadratica de Rényi expressa
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em (3.6), obtemos:

o | (zzeg (2= 2)- Gy >) dr (3.7

A Equagao (3.7) pode ser simplificada gragas a uma propriedade interessante da fungao
Gaussiana: o resultado da integral do produto de duas Gaussianas é igual ao valor da
Gaussiana calculada na diferenca entre os argumentos e cuja varidancia é a soma das

variancias originais. A partir deste resultado, obtem-se o estimador da entropia quadratica
de Rényi (PRINCIPE, 2010):

R 1 L L
HQ(X) = —10g (injlzleaﬁ (l’j —l’z)> . (38)
=1 7=

E possivel observar na Equacio (3.8) que o potencial de informagao, que corresponde a
um valor escalar dado pelo argumento do logaritmo, pode ser estimado diretamente a
partir dos dados amostrados de acordo com a seguinte equacao:

R 1 L L
IPQ(X) = —5 Z Gox/i (l’j - (L’z) (39)

2
1j=1

1

Assim, é possivel estabelecer conexoes com os estimadores tradicionais de média e vari-
ancia, uma vez que o IP é agora expresso por uma fun¢ao de pares de amostras sobre
o conjunto de dados disponiveis, em vez de depender do formato da PDF (PRINCIPE,
2010).

A partir da Equagao (3.8), temos que o desvio padrao da Gaussiana é um
parametro livre que depende de ajuste. Dessa forma, os valores estimados de entropia sao
influenciados diretamente pela escolha deste parametro, comumente referenciado como
largura de kernel. O ajuste da largura do kernel representa um problema crucial em
estimacao de densidades de probabilidade (SILVERMAN, 1986). O estimador da janela
de Parzen é considerado como sendo assintoticamente nao-polarizado? para a largura do
kernel quando L — oo. Entretanto, em um contexto pratico, quando se dispoe de um
numero limitado de amostras, a largura do kernel deve ser ajustada como um trade-off
entre o viés do estimador e a varidncia (EMMERT-STREIB; DEHMER, 2009). Uma
largura de kernel menor, geralmente, favorece um pequeno viés de estimacao ao custo

de apresentar uma maior variancia. Existem varios critérios propostos para o ajuste da

2 Um estimador ndo polarizado é dado por uma estatistica amostral na qual o valor esperado é igual

ao parametro a ser estimado.
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largura do kernel na literatura (SILVERMAN, 1986), especialmente adequados para dados

de pequena dimensao.

E possivel estabelecer conexdes interessantes entre o aprendizado baseado na
teoria da informacao e os métodos de kernel (EMMERT-STREIB; DEHMER, 2009). Pri-
meiro, a estimativa da janela de Parzen da PDF de uma variavel aleatéria satisfaz as
condicoes de Mercer, e entao pode ser vista como o produto interno em algum espaco de
caracteristicas 3¢ induzido. Também é possivel interpretar a quantificacao baseada na en-
tropia de Rényi em termos de medidas contidas no espaco de caracteristicas. Substituindo
os kernels gaussianos na Equagao (3.8) pelo produto interno no espago de caracteristicas

expresso em (3.1), chegamos na seguinte expressao alternativa

Ay(X) = ~ log (Ll > (6, ¢<xj)>)

_ —10g<2;¢(xi),z;¢(xj)> (3.10)

= —log (me) = —log || m H2

onde m representa o valor médio dos dados transformados no espago de caracteristicas
R? induzido. Este resultado mostra que a nocao de quantificacdo presente na entropia
quadratica de Rényi pode estar relacionada com a norma Euclidiana quadratica do valor

médio dos dados transformados, calculado no espago de caracteristicas.

3.3 Definicao de Correntropia

Uma entidade significativa em ITL é a medida conhecida como correntropia,
que pode ser vista como uma funcao de correlagao generalizada, capaz de quantificar a
similaridade entre duas varidveis aleatérias e que apresenta relagoes interessantes com
entropia quadratica de Rényi e com a estimativa de PDF por meio da janela de Par-
zen (PRINCIPE, 2010). Além de levar em consideragao a distribuicdo estatistica dos
sinais envolvidos, a correntropia é capaz de englobar a sua estrutura temporal, que é par-
ticularmente 1til quando se lida com sinais estatisticamente dependentes. A correntropia

cruzada entre duas VAs X e Y pode ser definida como:
V(X,Y) = Exy [rs (X, Y)]

://’% (z,y) fxy(z,y) dedy, (3.11)

onde £, (+) denota uma fungao kernel, fx y(-) representa a fun¢ao densidade de probabili-
dade conjunta (PDF) de X e Y, E'[-] é o operador de esperanca estatistica e o é a largura
do kernel. Usualmente, assume-se uma funcgao kernel Gaussiana. Outra definicdo possivel

para a correntropia surge quando as variaveis aleatérias envolvidas estao associadas a um
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mesmo processo aleatorio, porém em instantes de tempo diferentes. Neste contexto, esta

medida de similaridade é denominada autocorrentropia e é definida pela expressao:
V(m) - EYnYnfm I:I{O' (YTL’ Yn—m)]

(3.12)
= //KU (yn7 ynfm) fYn,Yn_m (ynu ynfm) dyndynfmu

onde fy,y, . (-) representa a PDF conjunta de Y, e Y,_,,, que, dentro do contexto de
equalizagdo nao-supervisionada, sao versoes atrasadas do mesmo sinal e m é o atraso de

tempo entre as amostras.

Em cenarios praticos, em que a PDF conjunta é desconhecida e apenas um
ntimero limitado de amostras {(y,,(7), Yn_m (7)) } 2, estd disponivel, uma média amostral é
empregada para aproximar o calculo da esperanga estatistica em (3.12), resultando em:
. 1 L

V(m) = —— 3 Goly(n) = y(n—m)). (313)

n=m

onde L é o tamanho da janela ou o nimero de amostras e G,(z) é o kernel Gaussiano com
largura de kernel o. E importante ressaltar que o estimador de correntropia estabelece
relevantes conexées com outros critérios em ITL (FANTINATO et al., 2017). Usando a
expansao em série de Taylor, em torno de 0, para o kernel Gaussiano, a correntropia pode
ser reescrita como (PRINCIPE, 2010):

V,(m) = \/21_7ra g Q(j;i]?j! E[(Y, = Yo_m)?]. (3.14)

Essa expressao motiva o uso da correntropia, uma vez que ela implicitamente engloba
varios momentos estatisticos de ordem superior, além do momento de segunda ordem,
podendo ser tteis no problema de equalizagao nao-supervisionada, a luz dos teoremas
BGR e SW. Observe que a largura do kernel (o) surge como um fator que pondera de
maneira diferente cada momento estatistico. Devido ao operador de esperanca estatistica
E[-], o ajuste da largura do kernel em correntropia é diferente do ajuste da largura do
kernel para o problema de estimacao de PDFs (LIU et al., 2007). Em outras palavras, o
problema de ajustar a largura do kernel em correntropia nao representa um fator capaz
de comprometer os resultados obtidos como ocorre no problema de estimacao de PDFs.
Independentemente da largura do kernel, a correntropia ainda sera capaz de exibir as suas

propriedades como medida de similaridade.
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(a) Correntropia. (b) Correlacao cruzada.

Figura 6 — Processos aleatoérios brancos com diferentes distribuigdes de entrada.

A fim de proporcionar um melhor entendimento do comportamento e das ca-
racteristicas da correntropia como uma funcao de autocorrelacao generalizada, sao consi-
derados trés processos aleatérios brancos de varidncia unitaria, de média nula (X,Y e Z)
com diferentes distribui¢des: Uniforme, T-Student e Gaussiana. Para todos os processos,
foram computadas a fun¢ao de correntropia V'[m|, onde m denota o intervalo de tempo
entre duas observagoes, e a fun¢ao de autocorrelagdo R[m], que sdo exibidas nas Figu-
ras 6a e 6b, respectivamente. A funcao de autocorrentropia foi estimada usando L = 30000
amostras e foi adotado o = 1 como largura do kernel gaussiano. E possivel observar, na
Figura 6a, que o valor médio da correntropia nao é o mesmo para diferentes distribui-
¢oes de fonte, mas a funcao de autocorrelacao é basicamente a mesma para todos, como
mostrado na Figura 6b. De fato, as diferencas entre distribuicdes de fontes distintas sao
mais evidentes quando a forma geral de V[m] é considerada. Este exemplo indica que a
correntropia é capaz de extrair informacgoes mais efetivas para a distin¢gdo de diferentes

processos do que a medida de autocorrelagao convencional.

3.3.1 Propriedades

Algumas propriedades importantes da Correntropia foram definidas em (SAN-
TAMARIA et al., 2006) e sdo apresentadas a seguir:

e Propriedade 1: Para qualquer kernel simétrico definido positivo x(x;,x;) definido
em R x R, a correntropia esta associada a um Espaco de Hilbert Reproduzido por

kernel (RKHS, em inglés Reproducing Kernel Hilbert Space).
Demonstragao: Uma vez que k(x;,x;) é simétrico, é correto afirmar que V(X,Y) é
também simétrico. Agora, uma vez que k(x;,x;) é definido positivo, para qualquer

conjunto de n pontos {x; ... z,} e para qualquer conjunto ndo completamente
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nulo de nimeros reais {a; ... a,}

ZZ K(x;,%;) > 0. (3.15)

Pode-se também afirmar que para qualquer funcao estritamente positiva g(-,-) de

duas varidveis aleatérias X e Y, F [g(X,Y)] > 0. Temos entao que

E

Z: z": a;a;k(X;, Xj)] >0

1nﬂ i . (3.16)
SN aair(xi,x;) = >0 aa;V(i,5) >0
=1 =1 =1 =1

Assim, V(X,Y) é um operador tanto simétrico quanto definido positivo. Sendo

assim, é possivel concluir que a correntropia esta associada a um RKHS.
Propriedade 2: A correntropia é uma funcao simétrica, ou seja V(X,Y) = V(Y, X).

Propriedade 3: A correntropia é uma funcao positiva e limitada, e temos que para
um kernel gaussiano 0 < V(X,Y) < 1/0+/2m. Logo, temos que a correntropia atinge

o seu valor maximo se, e somente se, X =Y.

Propriedade 4: Para um kernel gaussiano, a correntropia pode ser vista como uma
soma ponderada de todos os momentos de ordem par da variavel aleatoria X — Y.
Olhando para a equagao (3.14), é possivel observar que a largura do kernel atua
como um termo de ponderagdo para os momentos de segunda ordem (j = 1) e de
ordem superior. Com o > 1, os momentos de ordem mais elevada tendem a ser
menos predominantes e decair de um modo mais rapido devido ao denominador da
Equagao (3.14).

Propriedade 5: Quando a largura do kernel tende a 0, o valor da correntropia se

aproxima do valor da probabilidade p(X =Y), que é dado por:

lir%V(X,Y = hm //G x —y)pxy(z,y)dxdy

o—
- // 5 — y)pxy (z, y)dady (3.17)
= /pr(x,x)dx.

Propriedade 6: Seja uma PDF conjunta pxy (z,v), e pxy(z,y) é a sua estimativa

de Parzen com largura de kernel o. A correntropia estimada com largura de kernel

o+/2 é a integral de pxy (z,y) ao longo da reta z = y, dada por

A,

Va\/i(Xa Y) = /ﬁX,Y,O’(I7 y)|x:y:udu (318)
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e Propriedade 7: Se X e Y sao variaveis aleatérias independentes com distribuigoes de

probabilidade px(z) e py(y) de modo que a distribuigao de probabilidade conjunta
seja pxy (2, y) = px(z)py (y), temos que:

V(X,Y) = (E[p(X)], E[¢(Y)]) .. (3.19)

onde (-, -) g, representa operagoes de produto interno no RKHS definido pelo kernel.
Essa propriedade é importante por fornecer uma interpretacao da correntropia em
termos de ITL quando as VAs envolvidas sao independentes, como foi observado na
Equacao (3.10).

e Propriedade 8: A correntropia pode ser vista como uma simplificacao da estatistica
de segunda ordem dos dados projetados no RKHS definido por uma funcao kernel
K(X,y).

Assumindo-se a dimensao do espaco de caracteristicas ¢ e que o mapeamento no
espaco do kernel seja expresso pela funcdo ¢(x) = [P1(x)Pa(x) ... Py (x)]. O
momento estatistico de segunda ordem entre ¢(x) e ¢(y) é expresso pela seguinte

matriz de correlagao:

B[P (x)01(x)] ... E[P1(x)Py(x)]
Rxy = F [¢(x)o(y)"] = : : . (3:20)
E[D,(x)P1(x)] ... E[P(x)P,(x)]
Por fim, a partir da Equacao (3.19), temos que

V(X,Y) = Blé(x)é(y)"] = tr(Rxy), (3.21)

onde tr(-) denota o trago de uma matriz.

3.4 Qs Critérios Baseados na Teoria da Informacao

Varios critérios e algoritmos de otimizacao tém sido propostos com base no
arcaboucgo de medidas e conceitos provenientes de I'TL, uma vez que o emprego de esti-
madores nao-paramétricos ampliou novos horizontes no contexto de sistemas adaptativos
com a promessa de prover uma caracterizagdo estatistica mais extensiva e completa dos

sinais de interesse. Alguns destes critérios e algoritmos serao detalhados a seguir.

3.4.1 Critério de Minima Entropia do Erro

Considere que se deseja ajustar os pardmetros w = [wy, ...wy,] de um sistema
adaptativo linear dentro do paradigma de equalizagdo supervisionada. Partindo dos con-

ceitos de entropia de Rényi e de estimacao de PDF baseada em fungoes do tipo kernel, o
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critério de minima entropia do erro (MEEC, do inglés minimum error entropy criterion)
é proposto como (ERDOGMUS; PRINCIPE, 2002; PRINCIPE, 2010):

MEEC : min H(e(n)) = max IP(e(n))
s.a. e(n)=d(n)—y(n) (3.22)
E{e(n)} = 0.

Este critério busca remover o maximo de incerteza possivel associada ao sinal do erro.
Portanto, a PDF do erro seria expressa, idealmente, por uma fungao delta de Dirac ((-)),
o que significaria que a incerteza sobre e(n) foi totalmente removida ou que toda a infor-

magcao presente no sinal do erro foi incorporada pelo sistema adaptativo.

Algoritmo Stochastic Gradient for Minimum Error Entropy (MEE-SIG)

Em um cenario adaptativo, onde se tem acesso apenas a um numero limitado de
amostras que sao atualizadas instantaneamente, torna-se necessaria a adocao de alguma
estratégia que seja capaz de atualizar os parametros do sistema adaptativo em tempo
real. Surge entao a ideia de substituir a esperanca estatistica por seu valor instantaneo,
conhecida como aproximacao estocastica (ROBBINS; MONRO, 1951), que também é
explorada no algoritmo LMS (WIDROW; HOFF, 1988). Partindo da ideia da aproximagao
estocéstica, a expressao do IP pode ser aproximada pelo argumento do operador esperanca
estatistica da expressao do IP — IP,(X) = Ex {pg‘{l(X )} — e substituindo p% ' (X) pela
estimativa da janela de Parzen computada sobre as L; amostras mais recentes no instante

n, o potencial de informacao estimado se torna

1P, (e(n)) ~ (Llj nj o, (eln) —e(i))) | (3.23)

Derivando o potencial de informagao com respeito a um coeficiente w;. do filtro, no caso
particular do IP quadrético (o = 2) e considerando kernels gaussianos, obtém-se o gradi-
ente estocastico (PRINCIPE, 2010), dado por:

=n—1

.

OPy(e(n)) 1
owy, N %L,

i=n—L;

Goyale(n) —e(i)) - (e(n) — e(i)) - (z(n) — xk(i))] - (3.24)

Com este resultado, os coeficientes do filtro sao atualizados na direcao definida pelo gra-
diente a cada nova amostra (PRINCIPE, 2010):

APy (e(n))

2

wi(n+1) = wi(n) + p

onde k =1,..., K e p define o tamanho do passo de adaptacao.
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3.4.2 Critério de Maxima Correntropia do Erro

Outro critério que possui qualidades semelhantes ao MEEC, mas que envolve

operacoes mais simples, explora o conceito de correntropia cruzada entre duas variaveis
aleatérias X e Y, cuja a expressao é dada em (3.11) (LIU et al., 2007; PRINCIPE, 2010).

Logo, surge o critério de méaxima correntropia do erro (MCC, do inglés ma-
zimum correntropy criterion), expresso na Equacao (3.26), cujo objetivo é maximizar a
medida de similaridade entre a saida do equalizador y(n) e o sinal desejado d(n) (PRIN-
CIPE, 2010). Em outras palavras, o objetivo é maximizar o nimero de amostras com
pequenos desvios entre y(n) e d(n). Interessantemente, é possivel verificar que a corren-
tropia entre duas variaveis aleatérias X e Y equivale a estimativa da janela de Parzen da
PDF da varidvel E = X —Y na origem, i.c., IP(d(n),y(n)) = p£(0) (PRINCIPE, 2010).
Do ponto de vista da PDF estimada da variavel E, o critério visa maximizar a proba-

bilidade do sinal de erro ser nulo. Formalmente, o MCC ¢é definido da seguinte forma:

MCC : max V(d(n), y(n)) = max pp(0). (3.26)

Uma grande motivacao para o emprego de um critério adaptativo baseado em
correntropia reside na forma com que ela atenua exponencialmente a contribuicao dos
pontos distantes da reta X = Y. Isso se da devido a forma da fungdo kernel, o que lhe

confere maior imunidade a presenca de outliers (PRINCIPE, 2010).

Algoritmo Stochastic Information Gradient for Maximum Correntropy Criterion (MCC-SIG)

O objetivo aqui é maximizar a correntropia entre a saida do filtro y(n) =
wlx(n) e o sinal desejado d(n). Substituindo a PDF do sinal erro pela estimativa de Par-
zen tomada sobre L amostras e derivando a Equagdo (3.2) com respeito a um coeficiente
wy, do filtro, obtem-se a diregao do ajuste a ser realizado (PRINCIPE, 2010):

oV (d(n ,y(n 1 & . . .
(d(n), y(n)) =7 > Gole(i))e(i)an(i). (3.27)
k

=1

ka

Os coeficientes do filtro sao atualizados na direcao definida pelo gradiente a cada nova
amostra conforme (PRINCIPE, 2010):

OV (d(n), y(n))
Owk ’
onde k =1,..., K e u define o tamanho do passo de adaptacao.

wi(n +1) = we(n) + p (3.28)

3.4.3 Critério Baseado em Correntropia para Equalizacao Cega

Na Secao 3.3, foi apresentada a definicaio da medida de correntropia, bem

como da funcdo de auto-correntropia, a qual nos da uma caracterizagdo de um processo
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aleatorio comparando a relacdo entre suas amostras em instantes de tempo distintos,
tal qual a funcdo de autocorrelagdo, mas com a diferenca de implicitamente incorporar

informagoes dos momentos de ordem superior a dois.

Com base nestas caracteristicas, (SANTAMARIA et al., 2006) propuseram um
critério alternativo para equalizacdo nao-supervisionada baseado em correntropia para
fontes pré-codificadas. Em suma, a ideia proposta é realizar o casamento entre as fungoes
de autocorrentropia da fonte e do sinal equalizado. Tendo como hipdtese que o perfil de
correntropia da fonte é conhecido, busca-se o equalizador que consiga gerar em sua saida

um sinal cuja funcao de auto-correntropia seja a mais parecida possivel com a da fonte.

Em termos mateméticos, (SANTAMARIA et al., 2006) propuseram a mini-

mizagao da seguinte fungao custo:

Jeore(W) = 3 (Ve(m) — Vi (m))?, (3.29)

m=1

onde Vg é a correntropia da fonte, Vy é a correntropia da saida do equalizador e B é
o nimero de atrasos que estao sendo considerados. O critério propoe, portanto, a mini-
mizagao do erro quadratico total entre os valores de correntropia (Vg) referentes a fonte
e os valores da correntropia observada na saida do equalizador (Vy), considerando um
nimero maximo de atrasos B. Neste caso, a estrutura temporal da fonte pré-codificada é
capturada pelos valores da fungao de correntropia Vg(m) para diferentes atrasos m, a qual
também contém informagoes estatisticas de ordem elevada, e pode ser comparada com
aquela associada ao sinal equalizado, através da funcao de correntropia V- (m). Dessa ma-
neira, a estrutura temporal da fonte é efetivamente incorporada e considerada no projeto
do equalizador, e certas informagoes estatisticas dos sinais envolvidos sao implicitamente
forgadas a serem iguais devido as propriedades da correntropia, remetendo-nos as ideias
dos teoremas BGR e SW.

Apesar dos atrativos apresentados por este critério, o uso efetivo da corren-
tropia para a equalizacao cega requer a escolha de alguns pardmetros que sdo: a largura
do kernel o, o nimero de atrasos considerados B e o nimero de amostras L empregadas
na estimacao da correntropia da saida do equalizador. Uma vez que o pré-codificador
¢ assumido como sendo conhecido, é usual considerar que os valores de Vg(m) podem
ser analiticamente computados, enquanto que os valores de Vi (m) sdo substituidos pelos
seus valores estimados Vy(m), expressos pela Equagao (3.13). Sob uma perspectiva teo-
rica, é possivel também considerar o caso em que Vy-(m) é obtida analiticamente, o que
permite um entendimento mais profundo do comportamento do critério e da influéncia
dos seus parametros ajustaveis no desempenho dos filtros equalizadores projetados. Esta
possibilidade sera explorada neste trabalho por meio da derivacao da expressao exata da

correntropia Vy-(m) em alguns cenarios.
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Algoritmo de Gradiente Descendente para o Critério Baseado em Correntropia para Equalizacao
Cega

O objetivo aqui é minimizar o erro quadratico entre os valores de correntropia
Vs e os valores da correntropia Vy, considerando um numero de atrasos B. Derivando a
Equacao (3.29) com respeito a um coeficiente wy do filtro, obtém-se a dire¢ao do ajuste a
ser realizado (SANTAMARIA et al., 2006):

aVAy(m) . 1 " . .
o ey i:anj:mH Go(y(i) — y(i—m)) (3.30)

X(y(@) = y(i=m))(wr(i) — wx(i = m)).

Os coeficientes do filtro sao atualizados na diregao definida pelo gradiente a cada nova
amostra conforme a seguir (SANTAMARIA et al., 2006):
OVy [m]

wp(n+1) = wr(n) +p Z_l (Vs(m) — Vy-(m)) “w (3.31)

onde k =1,..., K e u define o tamanho do passo de adaptacao.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, foram apresentados alguns conceitos e fundamentos referen-
tes ao aprendizado baseado na teoria da informacao, bem como os principais critérios
de ITL que sao empregados tanto na vertente supervisionada quanto na vertente nao-
supervisionada do problema de equalizacao de canais. Mais detalhadamente, apresentamos
a medida denominada correntropia para a caracterizagao de um processo aleatério, a qual
possui propriedades importantes que tornam possivel explorar de forma simultanea infor-
magoes estatisticas de ordem superior dos sinais de interesse e sua estrutura temporal. Em
seguida, descrevemos o critério de casamento de correntropia, proposto por Santamaria et
al. (2006), que visa trazer a fruicdo as caracteristicas vantajosas da correntropia durante
o projeto do filtro equalizador. Este critério, no ambito de fontes pré-codificadas, repre-
senta o principal foco deste trabalho. Para isto, faremos o desenvolvimento das expressoes
analiticas exatas do critério em (3.29) considerando alguns tipos de fontes (e.g., BPSK e
Gaussiana) com um estagio de pré-codificacao. As derivagoes tedricas para o critério de

casamento de correntropia serao apresentadas em detalhes no préximo capitulo.
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4 Correntropia Analitica

Neste capitulo, vamos derivar as expressoes exatas da correntropia (insto é,
sem utilizar o estimador) relacionada ao sinal observado na saida do equalizador (Vy(m)),
assim como as expressoes da correntropia da fonte considerando alguns tipos especificos

de sinal.

O cenario a ser abordado é exatamente equivalente ao descrito na Secao 2.2.
Para facilitar o acompanhamento das deducgoes, repetimos, na Figura 7, o diagrama de
blocos do problema de equalizagao cega com fonte pré-codificada, mostrado anteriormente

na Figura 4.

n(n)

r(n)

x(n)

Pré-codificador

P(z)

Equalizador

W(z)

Figura 7 — Diagrama de blocos apresentando os elementos envolvidos no problema de
equalizagdo de canais de comunicacao com fontes pré-codificadas.

A fonte u(n) corresponde a um processo aleatério i.i.d. e passa por um estégio
de pré-codificagao, caracterizado pela funcao de transferéncia P(z), a qual introduz depen-
déncias temporais entre as amostras s(n). O canal é modelado pela fun¢io de transferéncia
H(z), enquanto o equalizador é um sistema do tipo FIR, com coeficientes dados pelo vetor
w = [wo wy ... wg_1]T e fungdo de transferéncia W (z) = wo + ... + wg_12~ 51 O sinal
transmitido também é distorcido pela presenca de um ruido aditivo branco e gaussiano

(AWGN), de média nula e varidncia 7.

Serao considerados trés casos: o primeiro caso a ser tratado envolve uma fonte
com distribuicio Gaussiana, i.e., quando u(n) ~ N(0,02). Aqui, vamos reproduzir a
dedugao analitica originalmente desenvolvida em (FANTINATO, 2017).

No segundo caso abordado, a fonte esta associada a modulacao digital BPSK
e, momentaneamente, nao consideramos a presenca de ruido no canal. A derivagao tedrica

da correntropia para este cendrio é uma das contribuigoes deste trabalho (OLIVEIRA et

al., 2017).

Finalmente, o terceiro caso abordado traz um modelo de fonte novamente
continuo, inspirado no trabalho (BOCCATO et al., 2016), o qual pode ser visto como
uma extensao do caso BPSK. A derivac¢ao tedrica para este tipo de fonte também é feita

pela primeira vez neste trabalho de mestrado.
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4.1 Fonte Gaussiana

Considerando a fonte como um sinal gaussiano branco u(n), sabe-se que uma

combinagao linear de u(n) também produz um sinal gaussiano s'(n), com variancia:
0s® = E[s'(n)"] = P Elu(n)u(n)']p’ = popp’, (4.1)

onde p’ ¢ o vetor do pré-codificador modificado, que tem comprimento M, + 1, com
fungao de transferéncia P’(z) = P(2)(1 — 127™) e u(n) é o vetor do sinal na entrada do
pré-codificador. O sistema P’(z), além de aplicar a codificagdo da fonte, também con-
sidera a diferenca entre amostras do sinal defasadas por m unidades de tempo, como

pode ser visto na Equagao (3.13). Dessa forma, a expressao da correntropia analitica se
torna (FANTINATO, 2017):

Vg(m) = /fsl(V)Gﬂ(V)dV

(4.2)
= /G‘qu/ (v)Gy2(v)dv = GUZ/J“UQ (0).

Assumindo um cendrio sem ruido, a computacao analitica da correntropia associada com
a saida de um equalizador pode ser facilmente obtida pela definicdo do sistema combinado
Q'(2) = P(2)H(2)W(2)(1 — 127™). Dessa maneira, dispondo de ()'(2) em maos, a corren-
tropia Vi (m) pode ser determinada de maneira exata com o auxilio das Equagoes (4.1)
e (4.2) (FANTINATO, 2017).

4.2 Fonte BPSK (sem ruido)

Quando a fonte é discreta, a correntropia pode ser analiticamente computada

a partir de uma PMF associada a um sinal filtrado de acordo com a mesma estratégia

utilizada no contexto da fonte Gaussiana. Considere que, na saida do pré-codificador P(z),

exista um sistema com fungao de transferéncia X (z) =1 — 127, o que nos leva a ter um

sistema combinado P'(z) = P(2)X(z) = P(2)(1 — 1z7™). O processo de filtragem antes
do canal se torna:

s(n) =p u(n), (4.3)

onde p’ ¢ o vetor do pré-codificador modificado, que tem comprimento M, + 1, com
fungdo de transferéncia P'(z) = P(z)(1 — 127™) e u(n) é o vetor do sinal na entrada do

pré-codificador. Se a PMF associada a s'(n) é

psr(v) = > P(v=as(i))d(v—ag(i)), (4.4)

iEAS/

onde Ag é o alfabeto de todas as possiveis ocorréncias de s'(n) que sao associadas aos

estados S’, ag (i) é 0 i-ésimo simbolo € Ag e P(v = ag/(i)) é a probabilidade de v = ag (i),
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entao a correntropia da fonte para o atraso m pode ser simplesmente calculada como

Vs(m) = > ps(as(i))Go (as (7)), (4.5)
i€Ag

que é resultado da aplicagao da Equacao (4.4) em (3.12). Considera-se, como exemplo, o
caso em que u(n) é um sinal com modulagdo BPSK. Se o vetor p’ tem comprimento M,y +1,
existem entdo 2M»'*! possiveis ocorréncias para u(n) na Equacdo (4.3), dadas todas as
possiveis permutagoes dos simbolos {+1,—1} em um vetor de comprimento M, + 1. Neste
caso, o i-ésimo estado de S’ ag/(7), é simplesmente a saida dada pela Equagao (4.3) para
a i-ésima possivel ocorréncia de u(n), com probabilidade P(v = ag (7)) = 1/2M»*1 salvo
quando existem estados coincidentes para S’, cuja probabilidade serd dada pela soma de

ocorréncias de u(n) associadas ao mesmo estado.

De uma maneira interessante, assumindo um cenario sem ruido, o calculo ana-
litico da correntropia associada com a saida do equalizador pode ser facilmente obtida pela
defini¢do do sistema combinado G'(z) = P(z)H (z)W(z)(1 — 1z=™), cujo sinal resultante
é dado por y'(n) = g’Tu(n). A PMF resultante, denotada por py:(v), pode ser escrita
de uma maneira muito similar a Equagao (4.4), com Ay sendo o alfabeto de todas as
possiveis ocorréncias de Y. Dessa maneira, dispondo de py/(v) em maos, a correntropia

Vy-(m) pode ser determinada de maneira exata similarmente a Equacao (4.5).

e Exemplo:
Seja P(z) = 1+ 0.5z~ o pré-codificador. A PMF da fonte u(n) é ilustrada na Fi-
gura 8a, comprovando ser esta uma fonte do tipo BPSK. Na saida do pré-codificador,
o sinal s(n) tem a PMF mostrada na Figura 8b. Por fim, a PMF de s'(n) =
s(n) — s(n — 1) pode ser observada na Figura 9. Com base em pg/(v), podemos

obter a correntropia Vg(m) de forma exata por meio da Equacao (4.5).
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(a) PMF de u(n). (b) PMF de s(n) - sinal pré-codificado.

Figura 8 — Distribuigdes - u(n) e s(n).
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Figura 9 — PMF de s'(n) = s(n) — s(n—1).

4.3 Fonte Continua (com ruido)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
T

Figura 10 — Formato da PDF da fonte continua para 03 =0,1.

O terceiro caso abordado traz um modelo de fonte novamente continuo, inspi-
rado no trabalho (BOCCATO et al., 2016). O sinal da fonte corresponde a um processo
aleatorio i.i.d., cujas amostras resultam da adi¢do de um ruido Gaussiano g(n) com média
nula e varidncia 03, representado por g(n), aos simbolos u'(n) provenientes de um alfabeto

binario com simbolos {—1,+41} (modulagdo BPSK). Dessa maneira, temos que:
1 oy 1 2
u(n) ~ §N(+]—a Ug) + §N(_1a Jg)a (46)

onde N (u, 0?) representa uma distribuicio Gaussiana com média u e varidncia o2. Este
modelo relativamente incomum para a fonte é particularmente interessante por dois mo-
tivos: (7) a modulagdo BPSK pode ser vista como um caso particular que é atingido
quando 02 = 0, e (ii) ele se mostrou util para a andlise das propriedades dos critérios
para equalizacao supervisionada baseados em entropia e correntropia, como mostrado
em (BOCCATO et al., 2016). Esse modelo de PDF mais complexo, pode potencialmente
conduzir a ganhos por meio do uso do critério baseado em correntropia, dada a sua capa-

cidade de explorar informacao estatistica de ordem elevada. A seguir, serdo apresentadas
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as formulagoes tedricas da correntropia da saida do equalizador (Vi) e da correntropia da

fonte (Vg) para a fonte Continua.

4.3.1 Correntropia da Saida do Equalizador

Dada uma diferenga de tempo m entre duas observagoes, devemos montar um
sinal e,,(n) = y(n) —y(n—m) e entdo olhar a sua PDF para obter o valor da correntropia,
definido como:

Vien) = E(Golen)] = | Golem)fo(em = e)de. (4.7)

O pré-codificador P(z), que tem comprimento R, e o canal H(z), de compri-
mento D, tem resposta combinada Q(z) = P(z)H (z), cujo comprimento é ) = R+D —1.
Por sua vez, o ruido é matematicamente modelado como um processo estocastico estaci-
onario i.i.d. com distribuicdo Gaussiana de média nula e varidncia 0727. Assume-se que o
equalizador é um filtro do tipo FIR de comprimento K, sendo seu sinal de entrada r(n),

que é dado por
r(n) = Qu'(n) + Qg(n) + n(n) = Qu(n) + n(n), (4.8)

onde Q representa a matriz de convolugao do sistema combinado pré-codificador/canal
(Q(2)), definida por:

9 41 --- 4qQ-1 0 A O 0
Q= 0 @ - 42 -1 U Qe REX(K+Q-1) (4.9)

Temos entao que u'(n) é um vetor intermediéario do sinal nao-codificado, que contém uma

possivel sequéncia de simbolos {-1,+1}, dado por:
u(n)='(n) ... u(n—K—-Q+2)], (4.10)

g(n) é outro vetor intermedidrio do sinal ndo-codificado, que contém uma sequéncia pro-

duzida por um sinal Gaussiano i.i.d. com G ~ N/(0, 03), dado por:
g(n) =1lg(n) ... gln — K —Q+2)J", (4.11)
u(n) é o vetor efetivo da entrada do pré-codificador dado por:
u(n) =u'(n) +gn) =[u(n) ... un — K — Q +2)|%, (4.12)
e 1(n) denota o vetor ruido no instante n, dado por:

n(n) =Mnn) ... n(n — K +1)]. (4.13)
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O sinal produzido na saida do equalizador é definido, entao, pela expressao:
y(n) = wir(n) = w' Qu'(n) + w' Qg(n) + w' n(n). (4.14)
O sinal montado e,,(n), que serd empregado no calculo da correntropia, é dado por:

em(n) = y(n) — y(n — m)
— WIQu(n) — W(n—m)} + w'Qlgn) —gln—m)}  (4.15)
+ W {n(n) —n(n —m)}.

Sendo assim, dado um valor de m, devemos analisar e,,(n) e calcular sua PDF associada
para obter o respectivo valor da correntropia. Podemos definir o vetor u/,(n) como sendo
um vetor resultante da concatenagao dos vetores u’(n) e u'(n — m). Deste modo, o vetor

u/ (n) é dado por:
u,(n)=[(n) ... Y (n—K—-Q+2) ... v'(n—m—K—-Q+2)]". (4.16)

Note que ocorre certo grau de intersecao, isto é, ha elementos em comum, entre u’(n)
e u/(n — m), ou, analogamente, entre g(n) e g(n — m), e entre n(n) e n(n — m) para
m< K+Q —2.
Com o intuito de facilitar a montagem do sinal e,,(n), é proposta a matriz
¥~ de modo que a operacao Q{u’(n) —u’'(n —m)} se reduza a QY u/(n). A matriz QY,
¢é dada por:
Q,-[Q o-[ Q. (4.17)

onde 0 é uma matriz de zeros com dimensoes (K x m). A expressao de e,,(n) pode ser

entao simplificada em:

em(n) = w' Qpu,(n) + w' Q{g(n) —g(n —m)} + w'{n(n) —n(n —m)}.  (4.18)

O segundo termo da Equagao (4.18), referente ao sinal gaussiano, também pode ser rees-
crito usando a mesma abordagem: explorando a matriz QY, e definindo o vetor g,(n) =
[g(n) ... g(n—m—K—-Q+2)]T, temos que:

em(n) = W' Qg (n) + w'Qlga(n) + w{n(n) —n(n —m)}. (4.19)

Vamos definir, entdo, o sinal g,,(n) = w' QY g,(n). No fundo, g,,(n) é dado por uma
combinagao linear de VAs Gaussianas e independentes. Logo, gm(n) ~ N(0,07, =
o2 QL QY W),

Seguindo um raciocinio parecido com aquele que nos levou a construir a matriz

QY,, o termo w’{n(n) —n(n—m)} pode também ser reescrito na forma w’1¥ n,(n), onde

definimos a matriz IY, como:

L=[I 0-[0 I (4.20)
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em que o vetor n,(n) = [n(n) ... n(n—m—K+1)]" e T é uma matriz identidade com

dimensodes (K x K). O terceiro termo da Equagao (4.19), referente ao ruido, serd deno-

tado por n,(n) = w'I¥ n,(n). Como n,,(n) resulta de uma combinacio linear de VAs
2

Gaussianas e independentes, 7,,(n) ~ N'(0,07,, = o W TV 1Y Tw)).

Com os trés termos de (4.15) colocados na forma simplificada, o sinal e,,(n)

pode ser escrito como:

em(n) = w' QLU (1) + g (1) + i (n) (4.21)

onde ¢,,(n) e Ny (n) sdo varidveis aleatérias Gaussianas e independentes. Logo, dada uma
realizacao do vetor u/(n), contendo uma possivel sequéncia de (K+@Q+m—1) simbolos
BPSK, a PDF condicional de e,,(n) é dada por:

em(n)|ug(n) ~ N(w' Qi (n), 05, + 7). (4.22)
Sabendo que todas as possiveis sequéncias u),(n) sdo equiprovaveis e explorando

a lei da probabilidade total, a PDF de e,,(n) é dada por:

9K+Q+m—1_1

1 T /
Femm(€) = Srrormt g G Jarate = W Quug)(n)). (4.23)
Sendo assim, a correntropia na saida do equalizador se torna:
o 1 oK+Q+m—1_1
_ — wl OV 1/
Vy(em(n)) = /_OO G\/g—z(e) [2K+Q+m_1 g G\/m(e wQug ;) (n))| de
1 2K+Q+m—1_1
_ T /
= 9K+Qtm—1 Z G\/m(w anua(i)(n))‘

=0

(4.24)

4.3.2 Correntropia da Fonte

A correntropia da fonte (Vs(m)) pode ser analiticamente computada a partir
da PDF associada com um sinal eg,,(n) montado de acordo com a metodologia proposta
a seguir. O pré-codificador P(z), que é representado por um filtro FIR e tem comprimento
R, é responsavel por embutir a dependéncia temporal e produzir o sinal s(n). Deste modo,

o sinal s(n) na saida do pré-codificador P(z) é dado por:

s(n) = pTu,(n), (4.25)

em que p é dado por p = [py ... pr_1]’ e us(n) representa o valor do vetor efe-
tivo da entrada do pré-codificador no instante n que é equivalente ao vetor ug(n) =
[u(n) ... u(n — R+ 1)]T. O sinal montado eg,,(n), que serd empregado no calculo da

correntropia da fonte, é dado por:
esm(n) = s(n) — s(n —m)

(4.26)
=(p 0" = [0 p]")uy(n),
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em que 0 é um vetor de zeros com dimensdo m e u,(n) = [u(n) ... u(n —m — R+ 1)]7.
Sendo assim, dado um valor de m, devemos montar o sinal eg,,(n) e olhar sua PDF
para obter o valor da correntropia na saida do pré-codificador. Definindo o vetor p, =

[p 0] —[0 p], aexpressao de eg,,(n) pode ser simplificada em:

esm(n) = Py uy(n) = py [w,(n) + g, (n)], (4.27)
em que u)(n) ¢ um vetor contendo uma possivel sequéncia de simbolos {-1,+1}, dado
por w,(n) = [u'(n) ... W(n—m—R+1)]" e gy(n) é o vetor equivalente a g,(n) =

lg(n) ... g(n—m—R+1)]". Considerando g, (n) = p§g,(n), temos que gym,(n) ~ N (1 =
0,02, = P§0.Po). Logo, dada uma realizagao de u)(n), contendo uma possivel sequéncia

de (m—R+1) simbolos BPSK, a PDF condicional de egy,(») é dada por:
Esm(m W, (n) ~ N (piu),(n),02,,). (4.28)

Sabendo que todas as possiveis sequéncias w,(n) sdo equiprovaveis e explorando a lei da
probabilidade total, a PDF de egm(n) é dada por:

1 T
fron©) = gz 5 Cge = pFum). (129)
Desta forma, a expressao da correntropia da fonte se torna:
Vean(®) = [~ 6 (0) [ 3 G ymmle — g de
_T 2R+:1_1 2 - B (4.30)
=g L Oy b))

As Equagoes (4.24) e (4.30) nos serao particularmente titeis para avaliar o comportamento

tedrico da correntropia.

4.4 Conclusao

Tendo como motivacao principal a busca de um melhor entendimento do cri-
tério baseado em correntropia para equalizagao nao-supervisionada, foi apresentado o de-
senvolvimento teérico da correntropia para diferentes tipos de fontes, que diferem quanto
a estrutura estatistica: Fonte Gaussiana, Fonte BPSK e Fonte Continua. Primeiramente,
é reproduzida a dedugdo analitica originalmente desenvolvida em (FANTINATO, 2017)
para fontes Gaussianas, que serd objeto de avaliacao por este trabalho. No segundo caso
abordado, é apresentada a derivagao tedrica da correntropia para o cenario em que a fonte
estd associada a modulagao digital BPSK, que, inicialmente, ndo considera a presenca de
ruido no canal. A derivagao tedrica da correntropia para este cenario é uma das contri-
buigoes que foram desenvolvidas neste trabalho (OLIVEIRA et al., 2017). Finalmente, o
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terceiro caso abordado traz um modelo de fonte novamente continuo, inspirado no tra-
balho (BOCCATO et al., 2016), que também pode ser visto como uma generalizagdo do

caso BPSK. A derivacao teodrica para este tipo de fonte também foi apresentada.

Partindo do estudo das formulagoes tedricas desenvolvidas para a correntropia
analitica - Equacoes (4.2), (4.5) e (4.24), é possivel observar que as fungoes custo anali-
ticas possuem uma quantidade bem maior de parametros ajustaveis em comparagao com
a versao estimada, dada na Equagao (3.13). O tnico pardmetro que ambas as versoes
compartilham é a largura do kernel (o), que estd ligada diretamente & propriedade da
correntropia de ponderar os momentos estatisticos da PDF dos sinais envolvidos de ma-
neira diferente. Recai sobre trés inicos parametros ajustaveis — a largura do kernel (o), o
nimero de atrasos (B) e o nimero de amostras empregadas (L) — a responsabilidade de
ajustar a versao estimada do critério as condigoes do cenario avaliado: PDF da fonte, canal
empregado e variancia do ruido. Neste sentido, a largura do kernel, na versao estimada do
critério, é responsavel por desempenhar outros ajustes, além do ajuste das propriedades
intrinsecas da correntropia. O niimero de atrasos (B) é responsével por definir os niimero
de atrasos para os valores de correntropia que o critério busca igualar efetivamente, ou
seja, ele esta diretamente relacionado a estrutura temporal da fonte. O niimero de amos-
tras (L) empregado pela versdo estimada do critério esta diretamente ligado a qualidade
da estimacao da correntropia e constitui um fator critico quando se pensa em aplicacoes

reais que, frequentemente, dispoem de um nimero limitado de amostras.
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5 Experimentos Computacionais e Resulta-

dos

Neste capitulo, vamos investigar, por meio de simula¢bes computacionais, o
comportamento do critério de casamento de correntropia, tanto em sua versao estimada,
cuja expressao é dada em (3.13), quanto em sua versao tedrica, derivada no Capitulo 4

para diferentes tipos de sinal.

Inicialmente, vamos comparar as duas versoes do critério tendo em vista as
caracteristicas das superficies de cada fun¢ao custo. Para que esta visualizacao seja pos-
sivel, restringiremos o nimero de coeficientes do equalizador em K = 2. Nesta analise
comparativa, também vamos avaliar o efeito que a largura do kernel (o) exerce sobre as

superficies da fungao custo, bem como sobre a prépria solugao (minimo global).

Outra questdao importante com a qual vamos lidar refere-se ao desempenho
das solugoes fornecidas pelo critério de correntropia na equalizagdo do canal. As solugoes
obtidas para as versoes teodrica e estimada do critério de correntropia serao avaliadas em

termos da medida de interferéncia inter-simbdlica residual (ISI), cuja defini¢do é dada a

seguir:
S Melei]?) — max; |¢j|?
ISI = 1010g10( K lel) — (5.1)
max; [¢;|
onde ¢ = [cg ¢1 ... cp]t representa a resposta ao impulso combinada canal-equalizador

(que possui fungao de transferéncia (C(z) = H(z)W(z)). Quanto melhor for a solugdo
para o equalizador (w), mais parecida com um impulso serd a resposta combinada canal-
equalizador. Assim, menor serd a diferenca entre a soma dos médulos dos coeficientes ao
quadrado (3,

for o valor da ISI, mais préximo o equalizador chegou da condi¢ao de cancelamento do

¢;]?) e 0 maximo coeficiente ao quadrado (max; |¢;]?). Logo, quanto menor

canal. E interessante ressaltar que a ISI nao é influenciada por fatores de escala associados

ao vetor w.

Em todos os experimentos envolvendo a versao estimada do critério de cor-
rentropia (jwrr), a analise de desempenho baseada na ISI sera feita a partir da média
dos resultados obtidos em Ng simulagoes independentes. O pré-codificador foi escolhido
de maneira arbitraria e fixado para os primeiros resultados. Por fim, sera realizada uma
analise detalhada sobre o seu efeito. Além disso, a fim de estabelecer uma referéncia de
desempenho, vamos mostrar também os valores de ISI obtidos pela solu¢ao de Wiener no
contexto de uma fonte pré-codificada. O Apéndice A traz a dedugao completa da solucao
otima de minimo erro quadratico médio para os coeficientes do equalizador quando a fonte

possui uma estrutura de dependéncia gerada por um pré-codificador P(z).
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Conforme destacado no Capitulo 4, o critério baseado em correntropia para
equalizagao cega, em sua forma estimada, possui trés pardmetros importantes: (1) a lar-
gura do kernel (0); (2) o nimero de atrasos (B), e (3) o ntimero de amostras do sinal de
interesse (no caso, da saida do equalizador) para a estimacao da PDF. O impacto destes
parametros também serd discutido durante os experimentos apresentados neste capitulo.
No caso dos parametros o e B, esta discussao englobara também a versao tedrica do
critério.

O projeto efetivo do equalizador explorando o critério de casamento de corren-
tropia passa pela otimizagdo da func¢do custo em (3.29), seja na forma estimada, seja na
forma analitica. Contudo, a funcao custo em questao possui uma dependéncia nao-linear
e nao-quadratica com respeito aos parametros do equalizador, de modo que a superficie
de otimizacao pode apresentar miltiplos 6timos locais e outros tipos de comportamentos

(e.g., pontos de sela) que dificultam a busca pelo 6timo global.

Diante destas caracteristicas e, tendo em vista que desejamos avaliar o critério
com base na solucao ideal que ele consegue fornecer, o uso de um método de busca mais
robusto se mostra pertinente. Neste contexto, metaheuristicas populacionais emergem
como opgoes particularmente interessantes, pois se mostram capazes de balancear uma
exploracao adequada do espaco de solugoes candidatas com um refinamento local em torno
de solugoes mais promissoras. Embora nao se possa garantir que este tipo de estratégia
encontra, de fato, o 6timo global, tais métodos tém um potencial notavel de realizar a
busca pelo 6timo, de escapar de solugoes localmente 6timas e de, até mesmo, encontrar

multiplas solugoes 6timas em uma tnica execugao.

Por estas razoes, a busca pelos 6timos globais de Jeom.(W) e jcow(w) serd
realizada neste trabalho com o auxilio da meta-heuristica denominada evolugao diferen-
cial (PRICE et al., 2005).

5.1 Evolucao Diferencial

A busca pelos 6timos globais das fungoes custo é realizada com o auxilio da
metaheuristica denominada Evolucao Diferencial (ED), que consiste em uma técnica efi-
ciente para explorar o espaco de busca e evitar a convergéncia para 6timos locais (PRICE
et al., 2005). A sua principal caracteristica é o fato de as solugoes candidatas serem adap-
tadas por meio de mecanismos que exploram a informagao sobre o espaco de busca que
esta presente na populagao atual, ao invés de empregar operadores convencionais basea-
dos em perturbagoes aleatdrias (para mais detalhes, sugere-se a referéncia (PRICE et al.,
2005)). Os pardmetros do algoritmo ED sao o tamanho da populagdo Np, o tamanho do
passo F', a taxa de crossover C'R e o nimero maximo de iteracoes I, que serao ajustados

de acordo com cada cenério avaliado. Adicionalmente, com o intuito de assegurar a con-
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vergéncia adequada do algoritmo ED, foram realizados alguns testes por busca em grade
que confirmaram a eficacia do algoritmo ED para lidar com o problema de equalizacao

considerado.

No método de Evolucao Diferencial, novos vetores de parametros sao gerados
via mutacao através da adicdo do vetor diferenca entre dois individuos a um terceiro
individuo. Em termos matemaéticos, para cada individuo (target vector), denotado por
X,q,t=1,...,N,, onde N, é o tamanho da populacao e G o indice da geracao atual, um

novo vetor sera gerado segundo a expressao:
ViG+1 = Xpy + F(XT3 - XTz)v (52)

onde i, r1, 2, 73 € {1,2,..., N, }, sdo indices mutuamente distintos e F' é uma constante

real que denota o passo a ser dado na direcdo do vetor diferenca.

Apés esta operacao, é feita a recombinacao entre x;q, i.e., os individuos
originalmente presentes na populagdo no inicio da geracdo G, e os respectivos veto-
res mutados v; 41, produzindo, assim, os chamados trial vectors, representados por
WG = (U161 U2iG41 - - - uDi7G+1]T. A estratégia de recombinagao utilizada é muito se-
melhante ao famoso esquema de crossover uniforme (BACK et al., 2000): cada elemento
de u;+1 ¢ uma copia do elemento correspondente de um dos pais, i.e., de x; ¢ ou de
v, a; a escolha de qual pai transfere o atributo para u; 11 ¢ probabilistica, sendo esta

probabilidade um parametro do algoritmo, denotado por C'R.

Por fim, a selecao é feita com base na comparacao de fitness entre o target
vector X; ¢ € o trial vector associado, u; ¢41: aquele que possuir o melhor valor de fitness

serd mantido na populagao.

A fim de proporcionar um melhor entendimento do funcionamento do método

de evolugao diferencial, o seu pseudocddigo é apresentado a seguir.
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Pseudocddigo 5.1 Evolucao Diferencial
1: fungdo x = ED(N,,,CR,F range,f)

2: x < random(range, N,)

3: fit, < f(x)

4: enquanto critério de parada nao for satisfeito faga
5: para i < 1 até N, faca

6: ViG+1 < mutagdo(X; g, F)

7: U; g1 < crossover(X;a, Vig+1, CR)
8: fim para

9: fit, < f(u)
10: para i < 1 até N, faca
11: se fit, (1) > fit,(i) entao
12: devolve x; ¢11 < U g41
13: senao
14: devolve x; 41 ¢+ Xic
15: fim se
16: fim para
17: fim enquanto

18: fim funcao

Definido o método de busca, investigaremos a seguir, através de simulagoes

computacionais, os trés casos de fontes previamente considerados.

5.2 Fonte BPSK (sem ruido)

Nesta secao, vamos investigar, por meio de simulagoes computacionais, o com-
portamento do critério de casamento de correntropia para a fonte BPSK, tanto em sua
versao estimada quanto em sua versao tedrica, no cenario em que a fonte ¢ BPSK.
O pré-codificador utilizado no cendrio analisado é fixo e tem funcao de transferéncia
P(z)=1-0,52"1 40,3272

A expressao do critério de casamento de correntropia em sua versio estimada

B
. N 2
Jeore(W) = 3 (Vs(m) = Vir(m)), (5.3)
m=1
onde B representa o nimero de atrasos considerados pelo critério e o calculo da corren-
tropia na saida do equalizador (Vy) ¢ realizado de maneira estimada, cuja expressao é
dada em (3.13). A expressao da correntropia estimada é reproduzida abaixo:
. 1 L
Vs =— G, — —m)), 5.4
V) = T 3" Golyln) — y(n—m)) (54)

n=m

onde L é o tamanho da janela ou o nimero de amostras ¢ G,(z) é o kernel Gaussiano

com largura de kernel o.
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A expressao do critério de casamento de correntropia na sua versao tedrica é

Jeorr(W) = D (Vs(m) — VY(m>>27 (5.5)

m=1
onde o célculo da correntropia na saida do equalizador (Vy) é realizado de maneira ana-
litica, conforme a Expressdo em (4.5), reproduzida abaixo:
Vy(m) = > pyi(ay(i))Go2 (ay(i)). (5.6)
i€ Ay
onde Ay é o alfabeto de todas as possiveis ocorréncias de Y’, ay(i) é o i-ésimo simbolo
€ Ay e P(v = ay(i)) é a probabilidade de v = ay(i).

Tanto para a versao estimada quanto para a versao analitica do critério de
casamento de correntropia, o célculo da correntropia da fonte (Vg) é realizado de maneira
analitica, sendo calculada da seguinte forma:

Vs(m) = Z py((lsl(i))Goz (asl(i)) . (57)

i€Agr

onde Ag € o alfabeto de todas as possiveis ocorréncias de S’ ag/(7) é o i-ésimo simbolo
€ Ag e P(v = ag(i)) é a probabilidade de v = ag/(i), isso para um sinal filtrado e

proveniente de uma modulagdo BPSK {—1,+1}.

5.2.1 Canal de fase minima

No cenario considerado, o canal é um sistema de fase minima com funcao de
transferéncia dada por H(z) = 1 + 0,527'. Um equalizador com dois coeficientes w =
[wo wy]T ¢ adotado, cujos pesos irdo variar no intervalo de —2 a 2 para se obter os
contornos das fungbes custo Jeo-(W) e jcorr(w). Os parametros utilizados no algoritmo

ED foram Np =100, F' = 0,5, CR = 0,9 e I = 100 iteragoes.

Primeiramente, analisou-se o efeito do tamanho do kernel o nas superficies.
Fixou-se o nimero de atrasos considerados no critério em B = 2 para ambas as fungoes
custo - analitica e estimada - e utilizou-se L = 5000 para a versao estimada. Assim, va-
riando os coeficientes do equalizador, foram obtidas as superficies de J.,..(W) e jcorr(w)
para os tamanhos de kernel de ¢ = 0,175 e 0 = 0,9, como mostrado nas Figuras 11 e 12,
respectivamente. Estes valores de o foram escolhidos por representarem a maior diver-
géncia e a maior proximidade entre os desempenhos em termos de ISI para as versoes
estimada e analitica do critério. Foram obtidos também as curvas de nivel das super-
ficies Joorr(W) € jcmnr(w) para estes valores de o, como mostrado nas Figuras 13 e 14,
respectivamente. Adicionalmente, também mostramos nas Figuras 15a e 15b as solugoes
encontradas pelo algoritmo ED, que s@o representadas por asteriscos (*) para o custo
analitico e por pontos (-) para a fungdo custo estimada, considerando Ng = 100 experi-

mentos independentes. Por fim, sdo apresentados nas Figuras 16 e 17 os histogramas dos
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coeficientes do equalizador para a versao estimada do critério quando o = 0,175 e 0 = 0,9,
respectivamente.

(a) Superficie de Jeorr (W) (b) Superficie de Joop (W)

Figura 11 — Superficies das fungoes custo analitica e estimada para o = 0,175

b 0.15
0.1 )
b 0.05
I ‘%\ ORI
i p ]
N 1
2

1A
e

(a) Superficie de Jeorr (W) (b) Superficie de Jeop (W)

Figura 12 — Superficies das func¢oes custo analitica e estimada para o = 0,9.
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(@) (Jeorr(W)) (b) (Jeorr(W))

Figura 13 — Curvas de nivel da superficie das funcoes custo analitica e estimada para
o =0,175.

———=

(&) (Jeorr(W))

Figura 14 — Curvas de nivel da superficie das funcoes custo analitica e estimada para
oc=20,9.
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Figura 15 — Solucdes obtidas pelo algoritmo ED durante a minimizacao de J,o(w). Ao
fundo, aparecem as curvas de nivel de Jop.. (W) € de Jepp(W).

Frequéncia
Frequéncia

14 12 -1 08 06 -04 02 0 02 04

(a) (wo) (b) (w1)

Figura 16 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
0,175.
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Figura 17 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
0,9.

Tabela 1 — ISI (em dB) associada com as solugoes 6timas de Jeo € jcow.

‘ Fungao Custo H o=0,175 ‘ c=20,9 ‘
Estimada —8.9518 | —3,6213
Analitica —12,9129 | —3,6109

E possivel observar que, em ambos os casos, as curvas de nivel das superficies
das fungoes custo analitica e estimada sao, de certo modo, similares. Porém as mudancas
no tamanho do kernel produzem uma diferenga significativa no formato das superficies. Os
pontos em vermelho exibidos na Figura 15 correspondem a solugao étima para a fungao
custo estimada quando ¢ = 0,175 para cada uma das simulagoes independentes e seu
conjunto de amostras. E possivel perceber que eles acabam se afastando consideravelmente
do ponto 6timo da fungao custo analitica e isso sugere que, para o presente cenario, valores

pequenos para o tamanho do kernel podem resultar em erros de estimacao elevados.

Em contrapartida, quando o tamanho do kernel é elevado para ¢ = 0,9, as
solugoes 6timas obtidas para jco,«,n ficam mais concentradas na vizinhanca dos minimos
globais analiticos, como podemos perceber na Figura 15b. Os histogramas mostrados
na Figura 17 também confirmam esta constatacdo. E possivel observar a mudanca do

intervalo de incursao dos coeficientes do equalizador nos histogramas das Figuras 16 e 17.

Entretanto, o aumento da largura do kernel causa uma degradacao no desem-
penho do equalizador, como podemos ver na Tabela 1, que apresenta os valores de ISI
alcangados pelas solugoes associadas com as fungoes custo analitica e estimada. Dessa
maneira, mesmo que Toors forneca solugbes que sejam mais parecidas com a analitica para

o = 0,9, o equalizador nao ¢ o melhor que poderia ser obtido com o emprego deste tipo
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de critério, visto que um desempenho superior pode ser alcangado utilizando um kernel

menor com Jey,.

Prosseguindo com o mesmo cenario, agora é analisada a influéncia do tama-
nho do kernel no desempenho em ISI associado a cada versao do critério baseado em
correntropia. Variamos o de 0,025 até 1 em passos de 0,025, considerando B = 2 e um
total de L = 5000 amostras para o custo estimado. Para cada valor de o percorrido,
¢ mostrado na Figura 18 o valor da ISI associado com a melhor solucao fornecida pela
funcao custo analitica, que foi obtida por meio do algoritmo ED, assim como a ISI média
para as solugdes da funcao custo estimada. A area sombreada representa o intervalo de
ISI considerando os valores maximo e minimo associados ao conjunto de todas as solugoes
encontradas para Joorr. Para efeitos de comparag¢ao, também mostramos o desempenho
em ISI para a solucao de Wiener para um sistema sem pré-codificador, considerando o
melhor atraso de equalizagao, neste caso a« = 0 (HAYKIN, 2013). O emprego da solugao
de Wiener para um sistema sem pré-codificador ocorre porque ela representa o limitante
de desempenho alcangavel para cada uma das versoes do critério baseado em correntropia.

O seu emprego ficara melhor justificado na Secao 5.5.

¥
v
I
"
-
.
<

s
.
.
-
x
H
H

ISI [dB]

I I
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Largura do kernel o

14
Figura 18 — ISI como uma func¢ao da largura do kernel o.

E possivel verificar na Figura 18 que os valores de desempenho em ISI asso-
ciados com Je(W) podem diferir significativamente daqueles de jcorr(w) para o < 0,6.
Para o > 0,6, os desempenhos em ISI sao similares, o que sugere que as solugoes sao
proximas para os casos estimado e analitico, como ja fora verificado na Figura 15b. Entre-
tanto, os valores de ISI associados a estas solugoes sao elevados se comparados a minima
IST atingida pelo critério em sua versao analitica, o que ocorreu na vizinhanca de o = 0,2.
O melhor caso para a versao estimada do critério de correntropia também se deu na vi-

zinhanga de o = 0,2. Entretanto, como mostrado na Figura 15a, as solucoes associadas a
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Jeorr(W) podem variar de maneira significativa, assim como pode também ser observado

na Figura 18 pela drea sombreada.

De uma maneira particular, o fato da ISI associada com jcorr (W) possuir maior
variabilidade para valores pequenos de o sugere que a estimacgao pode nao ser precisa o
suficiente para o nimero de amostras L escolhido. Sendo assim, avaliou-se o efeito de
L no critério estimado variando ele de 1000 para 40000 em passos de 1000. Durante
essa andlise, foram mantidos fixos os valores B = 2 e 0 = 0,175 para J...(W) e para
JACOW(W). Os valores de desempenho em ISI sao mostrados na Figura 19 na qual a area
sombreada representa o desvio padrao das solugoes para jcow(w) e a ISI obtida para a
solucdo de Wiener é também indicada. E possivel observar que, & medida que L aumenta,
o desempenho médio em termos de ISI obtida com JACOTT(W) se aproxima do desempenho
correspondente & J,,..(w). Entretanto, a grande quantidade de amostras necessarias para
se obter um desempenho em ISI para jcorr(w) mais proximo do desempenho em ISI
para Jeo(W) pode se tornar um fator de preocupacgao, dependendo do tipo de aplicagao.
Por outro lado, o emprego de tamanhos de kernel o maiores pode requerer um numero

menor de amostras para uma estimacao adequada. Contudo, ele pode também conduzir

a desempenhos inferiores, como mostrado na Figura 18.
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14 | | | I | I

Figura 19 — ISI como uma fun¢ao do nimero de amostras L.

Finalmente, foi verificado o efeito do ntimero de atrasos B para Jeo..(W) e
jcorr(w), quando o = 0,175 e L = 20000 amostras. A Figura 20 mostra o perfil de cor-
rentropia da fonte - composta pelos valores de correntropia que o critério explorado busca
casar - para os atrasos de tempo m de 1 até 10, juntamente com o perfil de correntropia na
saida do equalizador para ambas as versoes analitica e estimada (para uma média de 100
simulagoes de Monte Carlo), considerando B = 2 e B = 10. Os valores de ISI alcangados

pelas solugoes associadas com as fungoes custo analitica e estimada para ambos os atrasos
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considerados pelo critério sao apresentados na Tabela 2.
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Figura 20 — Perfil de correntropia como uma func¢ao do atraso m.

Tabela 2 — IST (em dB) associada com as solugdes 6timas de Jepp € Toorr-

] Atrasos H Estimada \ Analitica \
B=2 —9,6852 | —10,5571
B =10 | -2,4519 | —13,0102

Como pode ser observado na Figura 20a, tanto os valores da correntropia anali-
tica (Vy) quanto os valores da correntropia estimada (V- ), ambos na saida do equalizador,
casam com os valores da correntropia na fonte (Vg) para m = 1 e m = 2, os quais sao os
atrasos que o critério explorado busca efetivamente igualar. Entretanto, para os atrasos
m subsequentes, os valores de Vy e Vy nio casam perfeitamente com Vg e as solugoes da
funcao custo estimada (jCOTT(W» apresentam um desempenho inferior por causa de erros
de estimacao, como mostrado na Tabela 2. Quando B aumenta para 10, vide Figura 20b,
os perfis de correntropia nao se casam perfeitamente para o caso analitico e nem para o
caso estimado, mas, mesmo assim, a solugao associada a funcao custo analitica (Jeorr(W))
aponta para um patamar menor em termos de ISI, enquanto a versao estimada da corren-
tropia perde bastante em desempenho, muito provavelmente devido ao acimulo de erros
de estimacdo ao longo dos vérios atrasos considerados (B). Esse resultado mostra que
empregar um nimero maior de atrasos no critério de casamento para jcow(w) pode levar

a desempenhos inferiores em termos de ISI.

5.2.2 Canal de fase maxima

No segundo cendrio abordado, o canal é um sistema de fase maxima com
funcio de transferéncia dada por H(z2) = 1+1, 52!, Um equalizador com dois coeficientes
w = [wy wi|T é adotado e os pardmetros do algoritmo ED foram Np = 100, F = 0,5,

CR = 0,9 e I+ = 100 iteracoes. Primeiramente, analisamos o efeito do tamanho do kernel
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o nas superficies. Fixamos o ntiimero de atrasos considerados no critério em B = 2 para
ambas as fungoes custo - analitica e estimada - e empregamos L = 5000 para a versao
estimada. Assim, variando os coeficientes do equalizador, foram obtidas as superficies
de Jeorr(W) € jcorr(w) para os tamanhos de kernel de ¢ = 0,225 ¢ ¢ = 0,95, como
mostrado nas Figuras 21 e 22, respectivamente. Estes valores de ¢ foram escolhidos por
representarem a maior divergéncia e a maior proximidade entre os desempenhos em termos
de ISI para as versoes estimada e analitica do critério. Foram obtidas também as curvas
de nivel de Joprr (W) € JACOT,,(W) para os tamanhos de kernel de o = 0,225 e o = 0,95, como
mostrado nas Figuras 23 e 24, respectivamente. Adicionalmente, também mostramos nas
Figuras 2ba e 25b, as solugoes encontradas pelo algoritmo ED, que sao representadas
por asteriscos (*) para o custo analitico e por pontos () para a fungao custo estimada,
considerando Np = 100 experimentos independentes. Finalmente, sao apresentados os
histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada do critério quando

= 0,225 e 0 = 0,95, nas Figuras 26 e 27, respectivamente.

Jeorr
N

(a) Superficie de Jeopr (W) (b) Superficie de Juopr (W)

Figura 21 — Superficies das fungoes custo analitica e estimada para o = 0, 225.
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Figura 22 — Superficies das fungoes custo analitica e estimada para o = 0, 95.
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Figura 23 — Curvas de nivel da superficie das fungbes custo analitica e estimada para

o = 0,225.
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(b) (o = 0,95)

(a) (o0 = 0,225)

Figura 25 — Solugoes obtidas pelo algoritmo ED duran

1 de J.o

de nive

fundo, aparecem as curvas
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Figura 26 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
0,225.
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Figura 27 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =

0,95.

Tabela 3 — ISI (em dB) associada com as solugbes 6timas de Jop € jcorr-

| Fungao Custo || o=0,225 | oc=0,95 |
Estimada —4,6901 | —8,6105
Analitica —3,4197 | —8,6286

Analisando as Figuras 21 a 27, percebemos um comportamento semelhante
aquele observado no cenario anterior: quando o é pequeno, as solugées que minimizam

Jeorr podem se afastar de forma consideravel da solugao 6tima analitica; quando, porém,

aumentamos o valor de o, a distribuicdo das solugoes de J..., fica mais concentrada em
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uma vizinhanca pequena em torno dos minimos globais analiticos, de modo que as respec-
tivas solugoes sao bastante parecidas. Interessantemente, ao contrario do que ocorreu no
cenario anterior, podemos ver na Tabela 3 que o desempenho dos equalizadores melhora
conforme a largura do kernel aumenta. Chamamos a atencao do leitor para a mudanca
do intervalo de incursao dos coeficientes do equalizador nos histogramas das Figuras 26

e 27.

Prosseguindo com este cenario, agora é analisada a influéncia do tamanho do
kernel no desempenho em ISI associado a cada versao do critério baseado em correntropia.
Variou-se o de 0,025 para 1 em passos de 0,025, considerando B = 2 e um total de
L = 5000 amostras para o custo estimado. Para cada valor de ¢, é mostrado na Figura 28
o valor da ISI associado com a melhor solugao fornecida pela funcao custo analitica, que foi
obtida por meio do algoritmo ED, similar ao que foi mostrado na Figura 18. Para efeitos
de comparacgao, também é mostrado o desempenho em ISI para a solucao de Wiener para
um sistema sem pré-codificador, considerando o melhor atraso de equalizagao (neste caso,

a = 2) (HAYKIN, 2013).

2 T T T T T

0 Wiener | _|

ISI [dB]
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Largura do kernel o

Figura 28 — ISI como uma fungao da largura do kernel o.

E possivel verificar na Figura 28 que os valores de desempenho em ISI associ-
ados com J,,.-(W) se aproximam significativamente daqueles de JACOW(W) para o intervalo
de valores de o percorridos. Esse resultado sugere, para este cenario, que as solugoes ob-
tidas sao muito proximas para os casos estimado e analitico. Vale mencionar também que
o melhor desempenho em ISI é obtido para valores acima de ¢ = 0,875, para ambos os
casos, que também alcancam o patamar de desempenho em ISI associado a solugao de

Wiener.
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5.3 Fonte Gaussiana

Nesta secao, vamos investigar, por meio de simulagoes computacionais, o com-
portamento do critério de casamento de correntropia no contexto de uma fonte Gaussiana,
tanto em sua versao estimada, quanto em sua versao teodrica. O pré-codificador utilizado
no cenario analisado é o mesmo que fora empregado na Secao 5.2, cuja funcao de trans-
feréncia é P(2) =1— 0,521+ 0,322

Neste cenario, a expressao da correntropia analitica da saida do equalizador,

denotada por Vy(m), é dada pela expressao em (4.2), que é reproduzida abaixo:

Vy (m) = / Fyr(V)Goz (v)dv

(5.8)
= /Gﬂfﬂ (V)Go2(v)dv = Ggf,,ﬂr? (0).

onde gy+? é a variancia do sinal gaussiano y'(n) produzido pelo efeito do pré-codificador
modificado com fungao de transferéncia Q'(2) = P(2)H(2)W(z)(1 — 1z7™), isso para um

sinal gaussiano branco filtrado.

Tanto para a versao estimada quanto para a versao analitica do critério de
casamento de correntropia, o calculo da correntropia na saida da fonte (Vg) é realizado

de maneira analitica, cuja expressao também ¢é reproduzida abaixo:

Vs(m) = / For(V)Goa (v)dv

(5.9)
= /Gdél (V)Gy2(V)dv = Gg§,+a2 (0).

onde og? é a variancia do sinal gaussiano s'(n) produzido pelo efeito do pré-codificador

modificado com fungdo de transferéncia @Q'(z) = P(2)(1 — 1z27™).

5.3.1 Canal de fase minima

No cenario considerado, o canal é um sistema de fase minima com funcao de
transferéncia dada por H(z) = 1 + 0,5z7'. Um equalizador com dois coeficientes w =
[wo wy]T é adotado, cujos pesos irdo variar no intervalo de —2 a 2 para se obter os
contornos das fungoes custo Jeom (W) € jcow(w). Os pardmetros utilizados no algoritmo
ED foram Np =100, F' = 0,5, CR = 0,9 e I7 = 100 iteragoes.

Primeiramente, analisamos o efeito do tamanho do kernel o nas superficies.
Considerando B = 2 e L = 5000, foram obtidas as superficies das fung¢oes custo Jeo.-(W)
e jcow(w) para os tamanhos de kernel de o = 0,05 e 0 = 2,2, as quais sao exibidas nas
Figuras 29 e 30, respectivamente. Estes valores de o foram escolhidos por representarem a
maior divergéncia e a maior proximidade entre os desempenhos em termos de ISI para as
versoes estimada e analitica do critério. Por sua vez, as Figuras 31 e 32 trazem as corres-

pondentes curvas de nivel de Jep (W) € Jeopr(W). Adicionalmente, também mostramos nas
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Figuras 33a e 33b, as solucoes encontradas pelo algoritmo ED, que sdo representadas por
asteriscos (*) para o custo analitico e por pontos (.) para a fungdo custo estimada, con-
siderando Ng = 100 experimentos independentes. Por fim, apresentamos nas Figuras 34
e 35 os histogramas dos coeficientes wy e w; do equalizador obtidos nos Ng experimen-

tos independentes envolvendo a funcao custo estimada, tanto para ¢ = 0,05 quanto para
o =272

200 200

(a) Superficie de Jeorr (W) (b) Superficie de jcow(w)

Figura 29 — Superficies das fung¢oes custo analitica e estimada para o = 0, 05.
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Figura 30 — Superficies das func¢oes custo analitica e estimada para o = 2, 2.
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Figura 31 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para

o = 0,05.
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Figura 32 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para
o =22.



79

2
15} ]
L ]
ost ]

;H or 4
05 ]
al ]
ast ]

2 45 4 05 Vso o5 1 15 2 2 45 4 05 VSO 05 1 15
(a) (o =0,05) (b) (¢ =2,2)

Figura 33 — Solucdes obtidas pelo algoritmo ED durante a minimizacao de J,om(w). Ao

fundo, aparecem as curvas de nivel de Jop. (W) € de Jepp(W).
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Figura 34 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =

0,05.
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Figura 35 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
2,2.

Tabela 4 — IST (em dB) associada com as solugdes 6timas de Jeop € jc(mn.

| Funcao Custo || o =20,05 | oc=2,2 |
Estimada —6,0121 | —3,0379
Analitica —8,3983 | —3.0103

Como verificado anteriormente para a fonte BPSK, é possivel observar que, em
ambos os casos, as curvas de nivel das superficies das fun¢des custo analitica e estimada
sao, de certo modo, similares, porém as mudangas no tamanho do kernel produzem uma
diferenca significativa em seus formatos. Além disso, o afastamento entre os coeficientes
otimos do equalizador para a versao estimada e para a versao analitica é reduzido conforme
a largura do kernel aumenta. Porém, aumentar o faz com que o desempenho alcancado

pelo equalizador, em termos de ISI, sofra uma degradacao, conforme mostra a Tabela 4.
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Figura 36 — ISI como uma fungao da largura do kernel o.

A semelhanca do que foi feito na Secdo 5.2, analisamos também a influéncia
do tamanho do kernel sobre o desempenho, medido pela ISI, associado a cada versao
do critério baseado em correntropia. Variou-se o de 0,025 até 3 em passos de 0,025,
considerando B = 3 e um total de L = 10000 amostras para o custo estimado. De modo
semelhante ao que foi verificado para a fonte BPSK, ¢é possivel observar, na Figura 36,
que os valores de desempenho em ISI associados com Jg.(W) podem diferir de forma
expressiva daqueles de jcow(w) para ¢ < 1,5. Vale mencionar ainda que o desempenho
em termos de ISI para J.,..(W) apresenta uma oscilacao significativa para ¢ < 1, podendo
ir do melhor para o pior desempenho em um pequeno intervalo de o. Para efeitos de
comparac¢ao, também mostramos o desempenho em ISI para a solucao de Wiener para
um sistema sem pré-codificador, considerando o melhor atraso de equalizagdo (neste caso,

a =0) (HAYKIN, 2013).

5.3.2 Canal de fase maxima

O segundo caso estudado envolve o caso de fase maxima considerado na Se-
¢ao 5.2.2, cuja fungdo de transferéncia é H(z) = 1+ 1,5z"!. Um equalizador com dois
coeficientes w = [wg w;]T é adotado e os pardmetros do algoritmo ED foram Np = 100,
F =05 CR=0,9e Iy =100 iteragoes.

As Figuras 37 e 38 mostram as superficies das fungoes custo analitica e esti-
mada do critério de correntropia considerando B = 3, L = 5000, e os valores de o = 0,25
e 0 = 1,525. Estes valores de ¢ foram escolhidos por representarem a maior divergéncia e
a maior proximidade entre os desempenhos em termos de ISI para as versoes estimada e
analitica do critério. As curvas de nivel de J,,,, € jcorr para estes dois casos sao apresenta-

das nas Figuras 39 e 40, respectivamente. Além disso, também mostramos nas Figuras 41a
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e 41b, as solugdes encontradas pelo algoritmo ED, que sao representadas por asteriscos
(*) para o custo analitico e por pontos (-) para a funcdo custo estimada, considerando
Ng = 100 experimentos independentes. Por fim, sdo apresentados os histogramas dos

coeficientes do equalizador para a versao estimada do critério para o = 0,25 e 0 = 1,525,
nas Figuras 42 e 43, respectivamente.
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(a) Superficie de Jeorr (W)

(b) Superficie de Jeorr (W)

Figura 37 — Superficies das fungdes custo analitica e estimada para o = 0, 25.
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Figura 38 — Superficies das fungoes custo analitica e estimada para o = 1,525.
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Figura 39 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para

o = 0,25.
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Figura 40 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para
o =1,525.



84

2
15F
1b
0.5
o0
-0.5
1F
/ 7
15+ 4 15F Minimos Globais Analiticos
2 . . . . . . . 2 . . . . . . .
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Wo Wo
(a) (o = 0,25) (b) (o = 1,525)

Figura 41 — Solucdes obtidas pelo algoritmo ED durante a minimizacao de J,o(w). Ao
fundo, aparecem as curvas de nivel de Jop. (W) € de Jepp(W).
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Figura 42 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para ¢ =
0, 25.
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Figura 43 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
1,525.

Tabela 5 — ISI (em dB) associada com as solugdes 6timas de Jeop € jcmnr.

‘ Funcao Custo H oc=20,25 ‘ o=1,525 ‘
Estimada —2,7560 | —3,5807
Analitica —0,2948 | —8,6344

De modo geral, percebemos um comportamento das superficies e das solugoes
otimas muito semelhante aquele observado na Se¢ao 5.2.2, com fonte BPSK e o mesmo
canal. Em suma, é possivel notar que as superficies e as curvas de nivel de J,,., e de Jeors
sao relativamente parecidas para ambos os valores de o. Porém, para ¢ = 0,25, as solucoes
6timas de J,o, acabam se espalhando para regides um pouco mais afastadas em relacao
a solugdo 6tima analitica (i.e., da funcdo custo J.y.). Isto também é percebido quando

verificamos o histograma da Figura 42.

Quando a largura do kernel é alterada para o = 1,525, as solugdes 6timas
de jcomn ficam um pouco mais concentradas em torno da solucao analitica. Todavia, em
varias realizagoes, também foram obtidas solugdes 6timas em torno de outro ponto. Este
segundo agrupamento também é percebido nos histogramas da Figura 43, algo que nao
havia ocorrido no caso da fonte BPSK, para este mesmo canal, quando um valor maior

de o foi utilizado.

Com relacao ao desempenho dos equalizadores, a ISI associada as solugoes
estimadas e analiticas é reduzida (e, portanto, o equalizador se tornou mais bem-sucedido
na tarefa de cancelar o canal) quando o cresce, o que também foi observado para uma
fonte BPSK na Segao 5.2.2. Seguindo o mesmo procedimento descrito na Se¢ao 5.3.1, foram

obtidas as curvas da ISI média associada as solugoes 6timas da funcao custo estimada,
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considerando L = 10000, e da ISI analitica, em funcao da largura do kernel. Estas curvas
sao apresentadas na Figura 44, juntamente com o desempenho em termos de ISI para a
solugdo de Wiener do sistema sem pré-codificador, considerando o melhor atraso (neste

caso, o = 2).
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Figura 44 — ISI como uma fung¢ao da largura do kernel o.

B possivel constatar na Figura 44 que os valores de IST associados a Jeom(w)
diferem significativamente daqueles de jcorr(w) para todo o intervalo de valores de o
considerado. Vale mencionar ainda que o desempenho em termos de ISI para J.o..(W)
apresenta uma oscilacao significativa, podendo ir do melhor para o pior desempenho em
um pequeno intervalo de o. O melhor desempenho em ISI é obtido para valores na vi-
zinhanga de 0 = 1,5 para ambos os casos, sendo que J.,..(w) foi capaz de alcangar o

patamar de desempenho em ISI associado a solugao de Wiener.

5.4 Fonte Continua (com ruido)

Nesta secao, faremos a analise do critério baseado em correntropia conside-
rando o modelo de fonte continua apresentado na Secao 4.3, o qual representa uma gene-
ralizacdo do caso BPSK. Seguiremos, aqui, os mesmos passos empregados nas Secoes 5.2
e 5.3 para avaliar o critério, tanto na forma estimada quanto na forma analitica. Os dois
casos tratados serao, novamente, aqueles ja considerados nas anélises anteriores: (1) canal
de fase minima e (2) canal de fase maxima. Mais uma vez, o pré-codificador utilizado

possui funcio de transferéncia P(z) =1 — 0,527 +0,3272

As expressoes da correntropia analitica da saida do equalizador e da propria

fonte sao dadas pelas Equacgoes (4.24) e (4.30), respectivamente. Para facilitar, reprodu-
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zimos aqui ambas as expressoes:

9K+Q+m—1_1

1
Wiem(n) = sommmr 2 Gm(WTQ%@u;@(n)), (5.10)
=0
1 2l
VS(GSm(n)) = oR+m Z G\/m(pgu;(n)). (5.11)

=0
Um fator importante que surge, porém, neste cenario é o ruido de canal. Agora, o sinal

que chega ao equalizador também contém ruido aditivo branco e Gaussiano.

5.4.1 Canal de fase minima

Primeiramente, foi analisado o efeito do tamanho do kernel o nas superficies.
Fixou-se o niimero de atrasos considerados no critério em B = 3, a variancia da fonte con-
tinua 03 = 0,1 para ambas as fungoes custo - analitica e estimada - e adotou-se L = 10000
para a versao estimada. Assim, variando os coeficientes do equalizador, foram obtidas as
superficies de J.or (W) € JACOW(W) para os tamanhos de kernel de 0 = 0,01 e 0 = 1,75, como
mostrado nas Figuras 45 e 46, respectivamente, e para uma rela¢do sinal-ruido (SNR, do
inglés signal-to-noise ratio) de 30 dB. Estes valores de o foram escolhidos por represen-
tarem a maior divergéncia e a maior proximidade entre os desempenhos em termos de
ISI para as versoes estimada e analitica do critério. Foram obtidas também as curvas de
nivel da superficie de J.om (W) € jcmnr(w) para os dois valores de o considerados, como
mostrado nas Figuras 47 e 48, respectivamente. Adicionalmente, também mostramos nas
Figuras 49a e 49b, as solugoes encontradas pelo algoritmo ED, que sao representadas
por asteriscos (*) para o custo analitico e por pontos (.) para a fungao custo estimada,
considerando Ng = 100 experimentos independentes. Por fim, sdo apresentados os histo-
gramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada do critério para ¢ = 0,01

e o0 = 1,75, nas Figuras 50 e 51, respectivamente.
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Figura 45 — Superficies das fungdes custo analitica e estimada para o = 0,01.
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Figura 47 — Curvas de nivel das superficies das fungdes custo analitica e estimada para
o =0,01.
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Figura 48 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para
o =1,75.

Figura 49 — Solucdes obtidas pelo algoritmo ED durante a minimizacao de J,o(w). Ao
fundo, aparecem as curvas de nivel de Jeor (W) € de Jeooprr (W) (SNR = 30 dB).
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Figura 50 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =

0,01.
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Figura 51 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =

1,75.

Tabela 6 — ISI (em dB) associada

com as solucgoes 6timas de Jeprr € Jeopr

| Funcao Custo ||

0=0,01]|0=175|

Estimada

—4,8611

—8,6482

Analitica

—8, 3882

—8,7789

Analisando as Figuras 45 a 51, percebemos um comportamento semelhante

~

aquele observado no caso BPSK: quando ¢ é pequeno, as solugoes que minimizam J...,

podem se afastar de forma consideravel da solucao 6tima analitica; quando, porém, au-

mentamos o valor de o, a distribuicao das solugoes de J.,,., fica mais concentrada em uma
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vizinhanga pequena em torno dos minimos globais analiticos, de modo que as respectivas
solugoes sao bastante parecidas. Interessantemente, ao contrario do que ocorreu no caso
BPSK, podemos ver na Tabela 6 que o desempenho dos equalizadores melhora conforme

a largura do kernel aumenta.

Prosseguindo com o mesmo cenario, agora é analisada a influéncia do tamanho
do kernel no desempenho, em termos de ISI, para cada versdo do critério baseado em
correntropia. Variou-se o de 0,05 para 2 em passos de 0,05, considerando B = 3, um total
de L = 10000 amostras e Ny = 100 experimentos independentes para o custo estimado
para SNRs de 12 dB e de 30 dB, como mostrado nas Figuras 52 e 53, respectivamente.
Para efeitos de comparacao, também mostramos o desempenho em ISI para a solugao de
Wiener considerando o melhor atraso de equalizagdo (neste caso, a = 0). E importante
observar que, ao contrario do que foi observado para a fonte BPSK, o melhor desempenho

alcancado em termos de ISI nao estd associado a um valor muito pequeno de o.
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Figura 52 — ISI como uma fungao da largura do kernel o (SNR = 12 dB).
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Figura 53 — ISI como uma fungao da largura do kernel o (SNR = 30 dB).

Como uma forma de explorar melhor o efeito do ruido, agora é analisada a
influéncia da SNR no desempenho em ISI associado a cada versao do critério baseado
em correntropia. Variou-se a SNR de 0 dB para 40 dB em passos de 2 dB, considerando
o=1,2, 03 = 0,1, B = 3, um total de L = 10000 amostras e Ng = 100 experimentos
independentes para o custo estimado, como mostrado na Figura 54. E importante observar
que o desempenho em termos de ISI melhora na medida em que a SNR aumenta e que a
versao estimada do critério apresentou um desempenho pior. Note que a ambas as versoes

do critério tendem a um patamar constante de desempenho em termos de ISI para SNR

maior.
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Figura 54 — ISI como uma fungao da largura da SNR (dB) (o = 1,2).

Com o intuito de avaliar o impacto do modelo da fonte, especialmente em
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comparagao ao caso BPSK, agora é analisada a influéncia da variancia da fonte continua
03 no desempenho em ISI associado a cada versdao do critério baseado em correntropia.
Variou-se o de 0,05 para 2 em passos de 0,05, considerando agora a variancia da fonte
continua 03 = 0,5, B = 3, um total de L = 10000 amostras e Ng = 100 experimentos
independentes para o custo estimado para SNR de 30 dB, como mostrado na Figura 55. E
importante observar que, ao contrario do que foi observado para 03 =0, 1, o desempenho
em termos de ISI piora conforme a largura do kernel o aumenta e que a versao estimada do
critério apresentou um desempenho pior. Esse resultado pode ser explicado pela mudanca
no formato da PDF da fonte continua que requer um ajuste diferenciado da correntropia

por parte da largura do kernel o.
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Figura 55 — ISI como uma funcao da largura do kernel o para 03 = 0,5 (SNR = 30 dB).

5.4.2 Canal de fase maxima

Considerando, agora, o canal de fase méxima, com H(z) = 1+ 1,527, vamos
analisar em primeiro lugar o efeito do tamanho do kernel (o) sobre as superficies de Jeop
¢ Joorr. Fixamos o ntimero de atrasos considerados no critério em B = 2 para ambas as
fungoes custo e utilizamos L = 5000 para a versao estimada. Assim, variando os coeficien-
tes do equalizador, foram obtidas as superficies de J.,.-(W) e jcorr(w) para os tamanhos
de kernel de 0 = 0,1 e 0 = 2, como mostrado nas Figuras 56 e 57, respectivamente, e
para uma SNR de 30 dB. Estes valores de ¢ foram escolhidos por representarem a maior
divergéncia e a maior proximidade entre os desempenhos em termos de ISI para as ver-
soes estimada e analitica do critério. As Figuras 58 e 59 mostram as respectivas curvas de
nivel, enquanto as Figuras 60a e 60b apresentam as soluc¢oes encontradas pelo algoritmo
ED para a funcao custo estimada, considerando Ng = 100 experimentos independentes,

juntamente com as solugoes 6timas para a func¢ao custo analitica. Finalmente, os histo-
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gramas de cada coeficiente do equalizador referentes a versao estimada do critério sao

mostrados nas Figuras 61 e 62 para ¢ = 0,1 e 0 = 2, respectivamente.

50 50

Jeorr

(b) Superficie de Jeorr w)

(a) Superficie de Jeopr (W

Figura 56 — Superficies das fungdes custo analitica e estimada para o = 0,1.
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Figura 57 — Superficies das fung¢oes custo analitica e estimada para o = 2.
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(@) (Jeorr(W)) (b) (Jeorr(W))

Figura 58 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para
o=0,1.

A

(&) (Jeorr(W)) (b) (Jeorr(W))

Figura 59 — Curvas de nivel das superficies das funcoes custo analitica e estimada para
o=2.
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Figura 60 — Solucdes obtidas pelo algoritmo ED durante a minimizacao de J,o(w). Ao
fundo, aparecem as curvas de nivel de Jo,.-(W) € de Jeor (W) (SNR = 30 dB).
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Figura 61 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para ¢ =

0,1.



97

w
o

60

® w

w
o
T

50

N
12
T
o
o

N
o
T

v
.
Frequéncia
w
o

Frequéncia

201

| R | | WWHW_H_\
0 | ! ! . oE== . . . | L .

o
T

0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 -0.755 -0.75 -0.745 -0.74 -0.735 -0.73 -0.725 -0.72
wy w)
(a) (wo) (b) (wr)
Figura 62 — Histogramas dos coeficientes do equalizador para a versao estimada para o =
2.

Tabela 7 — ISI (em dB) associada com as solugdes 6timas de Jeop € jcmnr.

’Fungéo Custo H c=0,1 ‘ o=2 ‘
Estimada —6,4163 | —8,5243
Analitica —6,6406 | —8, 5404

Observando as Figuras 56 a 62, podemos perceber que: (i) as superficies das
funcdes custo estimada e analitica sao, até certo ponto, parecidas, e sofrem modifica¢oes
expressivas quando a largura do kernel é alterada; (77) assim como ocorreu no caso das
fontes BPSK e Gaussiana, as soluc¢oes 6timas de JACOTT ficam bem proximas a solugao
analitica quando ¢ assume um valor mais elevado; e (7i) se a largura do kernel é pequena,

o 6timo global de jco,,r pode se afastar bastante do 6timo da func¢do custo analitica.

A influéncia do tamanho do kernel no desempenho em ISI associado a cada
versao do critério baseado em correntropia pode ser melhor apreciada com base nas Figu-
ras 63 e 64, que foram geradas variando-se o de 0,05 para 2 em passos de 0,05, considerando
B =3, L = 10000 amostras, Ny = 100 experimentos independentes envolvendo a fun-
¢ao custo estimada, e os valores de SNR de 12 dB e de 30 dB, respectivamente. A area
sombreada representa o intervalo de ISI considerando os valores de méaximo e de minimo
associados ao conjunto de todas as solugoes encontradas para jCOTT. Para efeitos de compa-
ragao, também mostramos o desempenho em ISI para a solu¢ao de Wiener considerando
o melhor atraso de equalizagao (neste caso, a = 2) (HAYKIN, 2013).
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Figura 63 — ISI como uma fungao da largura do kernel o (SNR = 12 dB).
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Figura 64 — ISI como uma fungao da largura do kernel o (SNR = 30 dB).

E possivel verificar, nas Figuras 63 e 64, que os valores de desempenho em
ISI associados com J .., (W) se aproximam significativamente daqueles de J,o. (W) para
o intervalo de valores de o considerados. Esse resultado sugere que as solugoes obtidas
sao proximas para os casos estimado e analitico. Vale mencionar também que, para as
SNR consideradas de 12 dB e 30 dB, o melhor desempenho em ISI é obtido para valores
acima de 0 = 1,8, que, inclusive, alcancam o patamar de desempenho em ISI associado
& solucdo de Wiener. E importante ressaltar também que, neste caso, o critério baseado
em correntropia se mostrou robusto para lidar com uma SNR mais baixa, uma vez que
as curvas de desempenho em termos de ISI sdo muito parecidas para ambos os valores de

SNR considerados.
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Curiosamente, comparando as Figuras 63 e 64, é possivel notar que para valo-
res pequenos de o, o desempenho em ISI é um pouco melhor quando a SNR é de 12 dB.
Para tentar compreender um pouco melhor a razao disto, analisamos os perfis de corren-
tropia gerados na saida dos respectivos equalizadores (construidos de modo a maximizar
o casamento de correntropia téorica para dois atrasos, com ¢ = 0,05) e percebemos que:
(1) para a SNR de 30 dB, o casamento acaba sendo um pouco melhor, levando a um valor
um pouco inferior de Je.(W); (2) para a SNR de 12 dB, o perfil de correntropia é um
pouco mais distante daquele associado a fonte; porém, a ISI correspondente é, de fato,
um pouco menor.

Com o intuito de avaliar o impacto do ajuste da fonte, agora é analisada a

2
g

versao do critério baseado em correntropia. Variou-se o de 0,05 para 2 em passos de 0,05,

influéncia da variancia da fonte continua o2 no desempenho em ISI associado a cada
considerando agora a variancia da fonte continua 02 = 0,5, B =3, um total de L = 10000
amostras e Ny = 100 experimentos independentes para o custo estimado para SNR de 30
dB, como mostrado na Figura 65. E possivel verificar que os valores de desempenho em
ISI associados com J..-(W) se aproximam significativamente daqueles de jcorr(w) para
o intervalo de valores de ¢ considerados, de maneira muito similar ao que foi observado

para 03 =0, 1, com exce¢ao do intervalo de valores o < 0, 45.

ISI [dB]

Largura do kernel o

Figura 65 — ISI como uma func¢ao da largura do kernel o para 03 = 0,5 (SNR = 30 dB).

5.5 Analise do Efeito do Pré-Codificador

Com o intuito de investigar o efeito do pré-codificador no desempenho alcan-
cado pelos filtros equalizadores, analisaremos a sua influéncia em termos do desempenho
em ISI e do erro quadréatico médio (Jyiener(W)) associados aos seus correspondentes fil-

tros equalizadores projetados por meio da solucao de Wiener para o sistema com pré-
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codificador (apresentada no Anexo A deste trabalho). No cenério considerado, o canal é
um sistema de fase minima com fungdo de transferéncia dada por H(z) = 1+0,527!. Um
pré-codificador com trés coeficientes p = [1 p; po]T é adotado, cujos pesos p; e p irdo
variar do intervalo de —2 a 2 para se obter as curvas de nivel da superficie do desempenho
em termos de ISI e da fungao custo Jyener(W) associados as solugoes de Wiener obtidas

para o sistema considerado.

Primeiramente, analisamos o efeito do pré-codificador no desempenho alcan-
cado pelos filtros equalizadores em termos da ISI. Assim, variando os coeficientes p; e po
do pré-codificador em passos de 0,011, obtivemos a superficie do desempenho em termos

de ISI (em dB) e o seu contorno, como mostrado nas Figuras 66a e 66b, respectivamente.

IS [dB]

Py

(a) Superficie do desempenho em ter- (b) Curvas de nivel da superficie em
mos de ISI (em dB). termos de ISI (em dB).

Figura 66 — Desempenho em termos de ISI (em dB).

E possivel verificar, nas Figuras 66a e 66b, que os valores de desempenho
em ISI associados aos filtros equalizadores, que foram projetados por meio da Solugao
de Wiener para o sistema com pré-codificador, formam o que podemos chamar de uma
regiao 6tima, considerado um nivel de desempenho, em termos de ISI, inferior a —13 dB.
Esse resultado sugere que a escolha adequada do pré-codificador pode levar a resultados
melhores, em termos de ISI, para os equalizadores projetados. Entretanto, a andlise do
desempenho em termos de ISI apresenta o problema de nao ser invariavel a um fator de
escala das solugoes encontradas. Com o intuito de se obter uma descricdo mais completa
do efeito do pré-codificador, surge uma nova possibilidade de analise direta em termos de

JWiener(W), que serd explorada a seguir.

Prosseguindo com este cenario, agora é analisada a influéncia do pré-codificador
em termos do erro quadratico médio associado aos seus correspondentes filtros equaliza-
dores projetados por meio da Solucdo de Wiener. Assim, variando os coeficientes p; e po

do pré-codificador em passos de 0,011, obtivemos a superficie e o contorno da funcao custo
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JWiener(W), como mostrado nas Figuras 67a e 67b, respectivamente.
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(a) Superficie do desempenho em ter- (b) Contorno da superficie em termos
mos de Jywiener(W). de Jwiener(W).

Figura 67 — Desempenho em termos de Jyiener(W).

E possivel verificar, nas Figuras 67a e 67b, que existe um valor 6timo para os
coeficientes p; e py do pré-codificador em termos de Jyyiener(W). No caso, o pré-codificador
ideal ¢ representado pela fungao de transferéncia dada por P(z) = 1 + 1,052227! +
0,5081272. Vale mencionar também que a solugao 6tima em termos de Jyyiener (W), para
um intervalo de —2 a 2, esta fora da regiao de desempenho 6timo para o pré-codificador

em termos de ISI.

Com o intuito de compreender melhor o efeito do pré-codificador, considera-se
agora o caso limite onde o pré-codificador é considerado fixo e igual ao que foi encon-
trado anteriormente para o melhor desempenho em termos de Jiyyener(W). Para este caso,
avaliam-se agora os desempenhos em termos de ISI e Jiyyjener (W) para as solugoes (encon-
tradas pelo ED) de cada versao do critério baseado em correntropia. Fixou-se o nimero
de atrasos considerados no critério em B = 4 para uma fonte BPSK (sem ruido) para
ambas as fungoes custo - analitica e estimada para ¢ = 1 - e utilizando L = 10000 para
a versao estimada. Adicionalmente, para efeito de comparacao também sao apresenta-
dos os resultados para a solucao de Wiener para um sistema com pré-codificador e sem

pré-codificador, considerando o melhor atraso de equalizacao.

Tabela 8 — Desempenhos em ISI (em dB) e Jyyiener (W) associados com as solugdes 6timas
de Jcorr € Jcor'r para o = L.

| Desempenho || ISI (em dB) | IWiener (W) |
Wiener (sem pré-codificador) —13,0103 0,0476
Wiener (com pré-codificador) || —12,0904 0,0228
Jeorr —12,8959 0,0358
Jeorr —12,8595 0,0404
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Os valores de ISI e de Jyyjener (W) alcancados pelas solugoes associadas com as
fungoes custo analitica e estimada para ambos os atrasos considerados pelo critério, bem
como com os resultados para a solu¢ao de Wiener para um sistema com pré-codificador e
sem pré-codificador, sdo apresentados na Tabela 8. E possivel observar, na Tabela 8, que
os critérios baseados em correntropia, tanto na sua versao analitica quanto na estimada,
sao capazes de fornecer solugoes que conseguem alcangar um desempenho, em termos
de ISI, superior ao alcancado pela solu¢do de Wiener com pré-codificador. Foi possivel
observar também que a solu¢ao de Wiener com pré-codificador é responsavel por alcancar
o menor valor em termos de MSE (Jwicner(W)), entretanto, isso néo leva a um melhor
desempenho em termos de ISI. Esse resultado demonstra a robustez do critério baseado
em correntropia frente a abordagem supervisionada da solu¢gado de Wiener para um sistema
com pré-codificador, dado que a correntropia é uma medida capaz de explorar a informacao

estatistica e a dependéncia temporal, incorporando assim a presenca do pré-codificador.

Ao olhar a solugdo de Wiener para o sistema com pré-codificador de uma
maneira isolada, é possivel entender que o pré-codificador atua como um aumento do
numero de coeficientes do filtro equalizador empregado para cancelar o efeito do canal.
Portanto, o sistema com pré-codificador esta relacionado com um equalizador capaz de
minimizar o valor de MSE. Entretanto, a solugdo de Wiener para um sistema com pré-
codificador nao implica em uma melhora de desempenho em termos de ISI da resposta
combinada canal/equalizador. E importante ressaltar também que Wiener néo explora
estatisticas de ordem superior, ao contrario do critério baseado em correntropia. O efeito
do pré-codificador merece uma investigacao mais extensiva de modo que os seus resultados

possam ser interpretados de uma maneira mais segura.

5.5.1 Pré-codificador escolhido com base no desempenho em IS

Com o intuito de compreender melhor o efeito do pré-codificador, considera-se
agora o caso onde o pré-codificador é considerado fixo e escolhido com base no nivel de
desempenho, em termos de ISI, associado aos filtros equalizadores que foram projetados
por meio da Solucao de Wiener para o sistema com pré-codificador. Foi analisada a in-
fluéncia da largura do kernel no desempenho em ISI de cada uma das versdes do critério

baseado em correntropia para a fonte continua. Fixou-se o nimero de atrasos considerados

2:
g

custo - analitica e estimada - e empregou-se L = 10000 para a versao estimada do critério,

no critério em B = 3, a varidncia da fonte continua em o 0,1 para ambas as fung¢oes
dada uma SNR de 30 dB. Variou-se o de 0,05 para 2 em passos de 0,05 e considerou-se

Ng = 100 experimentos independentes para o custo estimado.

O pré-codificador escolhido tem funcao de transferéncia P(z) = 1+ 0.427! —
0.62"2 com uma ISI igual a —13,0092 dB para a sua solucdo de Wiener, uma vez que a

solugdo de Wiener (sem pré-codificador) apresenta uma IST igual a —13,0103 dB.
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Figura 68 — ISI como uma fungao da largura do kernel o (SNR = 30 dB) para o pré-
codificador com fungdo de transferéncia P(z) =1+ 0.4271 — 0.6272.

E possivel verificar, na Figura 68, que, tanto Jeorr (W) quanto jcm,(w) foram
capazes de alcangar solucoes com niveis de desempenho em ISI melhores em comparagao
com os resultados que foram obtidos para o pré-codificador que foi empregado nos cenérios
anteriores, com fungao de transferéncia P(z) = 1 — 0,521 + 0.3272. E possivel observar
também que os valores de desempenho em ISI associados com J.,..(w) para a fonte
continua foram capazes de alcangar o mesmo patamar de desempenho da solugao de
Wiener para um grande intervalo de valores de o, tanto para valores pequenos (o < 0, 2)
quanto para valores maiores (0,4 < ¢ < 1,35), fato que nao acontecia quando o pré-
codificador possufa a fungio de transferéncia P(z) = 1—0,5271+0,322 . Vale mencionar
ainda que o melhor desempenho, em termos de ISI, para a versdo estimada do critério,
¢é alcancado na vizinhanca de o = 1. Esses resultados mostram que a escolha do pré-
codificador pode impactar de maneira significativa no desempenho alcancavel pelo critério
baseado em correntropia e mostra também o potencial deste critério em extrair informacao
estatistica e temporal do sistema em questao e emprega-la de maneira efetiva no contexto

de equalizacao de canais.

5.6 Emprego de Outras Normas no Casamento da Correntropia

Até este ponto, o trabalho foi dedicado a andlise do critério de casamento
de correntropia, cuja definicdo foi dada em (SANTAMARIA et al., 2006) (vide Equa-
¢ao (3.29)). Este critério traduz a ideia de tornar a correntropia na saida do equalizador
0 mais parecida possivel com a correntropia da fonte em termos da minimizacao do erro

quadratico entre estas duas medidas considerando um nimero maximo (B) de atrasos.
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Esta forma de expressar a noc¢ao de casamento de correntropia constitui, po-
rém, apenas uma possibilidade dentre varias alternativas. Neste contexto, podemos pensar
em empregar outras normas, diferentes da Euclidiana, para calcular o desvio entre os per-
fis de correntropia. Em outras palavras, podemos trabalhar com outras defini¢oes para o

critério de casamento de correntropia que nao explorem a norma Euclidiana.

Esta perspectiva sera explorada, ainda que de maneira preliminar, no restante
deste trabalho. Em particular, propomos estudar dois critérios ligados a noc¢ao de casa-

mento de correntropia, mas baseados em normas L, com p # 2.

De uma maneira direta, o critério baseado em correntropia, na forma pro-
posta por Santamaria et al. (2006), estd intuitivamente relacionado a noc¢ao geométrica
de comprimento, ou seja, ele propoe a minimizacao da distancia quadratica entre o perfil
de correntropia observado na saida do equalizador com o perfil de correntropia produ-
zido pelo efeito do pré-codificador no sinal gerado pela fonte. Neste sentido, os perfis de

correntropia podem ser vistos como vetores de comprimento igual ao nimero de atrasos

B.

Dado um espaco vetorial X? sobre um conjunto de nimeros reais #, uma
fungao || - || : X2 — R é chamada de norma se, para quaisquer vetores x, y € XZ e todo
a € R (GONIN, 2017):

1. ||x|| = 0 = x = 0. Caso essa condi¢do nao seja atendida, a fun¢do poderd no

mAaximo ser uma seminorma.
2. [|ex|| = |af [|x]].

3. ||x +yl|| < |x|| + |ly]| (desigualdade triangular). Se o espago vetorial X? tem uma
norma, ele é chamado de espago normado e passa a ser denotado por (X2, || - []).
Um espac¢o normado completo na métrica induzida pela norma é chamado espaco
de Banach.

Pode-se dizer que a norma induz uma métrica d em X, onde a distancia entre
dois vetores quaisquer x e y é dada por: d(x,y) = ||x — y||. A partir dai, considerando
espacos de dimensao finita, podem ser definidas as chamadas normas canonicas que sao

também conhecidas como normas L,:

B 1/p
Ixll, = (z |xi|p) H<peoo (51
=1

O caso particular em que p = 2 é correspondente a norma Euclidiana. Em alguns casos,
devido a natureza do problema, o emprego de outras normas pode se tornar interessante

em termos de desempenho e reducao do custo computacional.
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Sendo assim, outras possibilidades para o casamento de correntropia surgem
quando consideramos normas L, diferentes da Euclidiana. Aqui, vamos abordar dois casos

especificos, envolvendo as normas Ly e Lo,.

A norma L; é definida como sendo a soma dos médulos das componentes, ou

seja:
B
[l = |2l (5.13)
i=1

Logo, ela d4 origem ao seguinte critério de casamento de correntropia baseado na norma
L.

B
Jcorr(Ll)(W) - Z |VS<m> - VY(m)| : (514)
m=1
A norma L, é definida como sendo o médulo da maior componente:
B
[1x[|oo = max [z;]. (5.15)

Com isto, podemos elaborar o seguinte critério de casamento de correntropia baseado na
norma L.

Jeorr(5.)(W) = max | Vs(m) — Vi (m)] . (5.16)

A norma L, procura atenuar o efeito de erros pequenos, enquanto os erros
maiores apresentam uma penaliza¢ao maior no seu calculo, por conta do seu efeito qua-
dratico. A norma Ly, por outro lado, procura penalizar a contribuicao dos erros menores
com um maior peso, enquanto que os erros maiores sao penalizados com um menor peso,
quando comparada a norma L,. A norma L., por sua vez considera apenas o maior erro
na sua computacao, nao levando em conta se os demais erros sao pequenos ou também
muito elevados. Em (RICE; WHITE, 1964), é observado que a efetividade das normas L,
para estimacao depende essencialmente da distribuicao do erro. No fundo o emprego dos
critérios baseados no casamento de correntropia buscam obter uma melhor estimativa da
correntropia na saida do equalizador e, para isso, buscam minimizar uma medida de erro

no casamento dos atrasos considerados.

Agora analisamos a influéncia das normas Li, Ly e L, no desempenho em ISI
associado a cada versao do critério que é baseada no casamento entre as correntropias
da fonte e do sinal equalizado. Fixou-se o nimero de atrasos considerados no critério em
B = 3, a variancia da fonte continua 03 = 0,1 para ambas as funcoes custo - analitica e
estimada - e empregou-se L = 10000 para as versoes estimadas do critério. Variou-se o
de 0,01 para 3 em passos de 0,01 e considerou-se Ng = 100 experimentos independentes
para o custo estimado para uma SNR de 30 dB. Os parametros utilizados no algoritmo
ED foram Np =250, F'= 0,5, CR = 0,9 e I = 150 iteragoes.

Para cada valor de o, é mostrado nas Figuras 69, 70 e 71, o valor da ISI

associado com a melhor solucao fornecida pela fungao custo analitica, que foi obtida por
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meio do algoritmo ED, assim como a ISI média para as solugdes da funcao custo estimada

para cada uma das variantes do critério baseado em correntropia. A area sombreada

representa o intervalo de ISI considerando os valores de maximo e de minimo associados ao
conjunto de todas as solu¢oes encontradas para J.,,... Para efeitos de comparacao, também

mostramos o desempenho em ISI para a solucao de Wiener considerando o melhor atraso

de equalizagao (HAYKIN, 2013).
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Figura 71 — ISI como uma funcao da largura do kernel o (SNR = 30 dB) para as normas
L1 (§ Loo

E possivel verificar, nas Figuras 69, 70 e 71, que os valores de desempenho em
IST associados com as normas L; e L., nao diferem muito para valores de o inferiores a
0,4 para as versoes estimadas e analiticas do critério baseado em correntropia. Entretanto,
para valores de ¢ maiores do que 1, foi possivel observar que o emprego da norma L,
resultou em um desempenho significamente melhor quando comparado com os desempe-
nhos das normas L, e Lo, para este mesmo cenario. Esse desempenho notavel da norma
L, foi capaz inclusive de alcancar o patamar de desempenho da solu¢ao de Wiener para
um grande intervalo de valores de ¢ na sua versao analitica. A versao estimada do critério
para a norma L, foi também capaz de obter niveis de ISI consideravelmente melhores do

que as versoes do critério que empregam as normas L; e Lo.

Intuitivamente, este resultado mostra o potencial de se explorar outras formas
de casamento entre o perfil de correntropia observado na saida do equalizador com o perfil
de correntropia produzido pelo efeito do pré-codificador no sinal gerado pela fonte. Esse
resultado refor¢a ainda mais a ideia de que o emprego de um nimero maior de atrasos
para o casamento de correntropia no critério nao necessariamente implica em uma melhora
de desempenho em termos de ISI. Isso pode ser explicado pelo fato que as normas L; e
L, ponderam igualmente todos os atrasos considerados para o casamento de correntropia
e que o critério baseado na norma L., tenta minimizar apenas o atraso que apresenta
a maior diferenga, ignorando os demais atrasos. Uma nova perspectiva levantada seria
a aplicacdo de normas ponderadas que fossem capazes de privilegiar o peso de alguns
atrasos especificos considerados pelo critério, ou seja, explorando a possivel relacao entre

normas L, e a norma Ls.
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Conclusao

E importante destacar as principais contribuigoes deste trabalho na analise do
critério baseado em correntropia para fontes pré-codificadas. Para este propésito, foram
derivadas as expressoes da correntropia analitica para fonte BPSK (sem ruido) e para
fonte continua (com ruido). Foi também derivada a solugdo de Wiener para o sistema com
pré-codificador, com o objetivo de realizar o ajuste do pré-codificador P(z). Por fim, foi
realizada uma investigacao dos principais parametros no critério baseado em correntropia,

considerando tanto a sua versdo estimada como a sua versao analitica.

No Capitulo 2, foram introduzidos os principais conceitos e os desafios referen-
tes ao problema de equalizacao de canais de comunicacao, quando o sinal transmitido é
composto por amostras independentes, tanto no contexto supervisionado quanto no caso
cego. Em particular, sdo apresentados também os resultados fundamentais de Benveniste-
Goursat-Ruget (BGR) e de Shalvi-Weinstein (SW) que sustentam as condigoes estatisticas
necessarias para uma equalizagdo cega. Por fim, é apresentado o problema de equalizacao
de canais para fontes pré-codificadas (i.e., em que o sinal da fonte apresenta dependéncia

temporal), que ocupa um papel central neste trabalho.

O Capitulo 3 apresentou os conceitos e fundamentos referentes ao aprendizado
baseado na Teoria da Informagao, bem como os seus principais critérios que sao empre-
gados tanto na vertente supervisionada quanto na nao-supervisionada do problema de
equalizagao de canais. Neste Capitulo também é introduzida a medida de correntropia,
cujas propriedades sdo exploradas pelo critério baseado em sua aplicacdo, que é objeto

direto de estudo e avaliacao por este trabalho.

Tendo como motivagao a busca de um melhor entendimento do critério base-
ado em correntropia para equalizagao nao-supervisionada, foi realizado o desenvolvimento
tedrico da correntropia para diferentes tipos de fontes. Nesse sentido, foram apresentadas
no Capitulo 4 as derivagoes tedricas da correntropia analitica para os trés tipos de fontes
abordados neste trabalho: Fonte Gaussiana, Fonte BPSK e Fonte Continua. Primeira-
mente, é reproduzida a dedugao analitica originalmente desenvolvida em (FANTINATO,
2017) para fontes Gaussianas, que também foi objeto de avaliacao por este trabalho e que
serviu como base para as dedugoes que foram desenvolvidas. No segundo caso abordado,
é apresentada a derivacao tedrica da correntropia para o cenario em que a fonte estd asso-
ciada a modulacao digital BPSK e, que momentaneamente, ndo considera a presenca de
ruido no canal. A derivagao tedrica da correntropia para este cendrio é uma das contri-
buigoes que foram desenvolvidas por este trabalho (OLIVEIRA et al., 2017). Finalmente,

o terceiro caso abordado traz um modelo de fonte novamente continuo, inspirado no tra-
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balho (BOCCATO et al., 2016), que pode ser visto como uma extensao do caso BPSK. A
derivagao teodrica para este tipo de fonte também foi apresentada de forma inédita neste

trabalho de mestrado.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta uma andlise detalhada do critério baseado
em correntropia para equalizacao cega, dedicando especial atencao ao efeito dos seus pa-
rametros ajustaveis, bem como a andlise comparativa entre as suas versoes analitica e
estimada. As analises seguintes — em termos da superficie de erro e desempenho de equa-
lizagao — serviram como suporte para entender melhor o critério baseado em correntropia
e a influéncia de cada um dos seus parametros no desempenho atingivel. Foram também
propostos novos critérios de equalizacao inspirados na nocao de casamento de corren-
tropia, mas fazendo uso de normas L, do vetor de erro entre os perfis de correntropia
distintas da Euclidiana. Os testes preliminares realizados foram promissores, apontando
ganhos de desempenho, especialmente com a versao do critério de correntropia baseada

na norma L.

E possivel concluir, portanto, que o estudo realizado revelou contribui¢oes im-
portantes para o problema de equalizacao nao-supervisionada para fontes pré-codificadas.
Nesse contexto, foram providos elementos que auxiliaram para uma melhor compreensao

e esclarecimento sobre o critério baseado em correntropia.

Perspectivas para Trabalhos Futuros

Das abordagens seguidas neste trabalho surgiram algumas interessantes pos-

sibilidades a serem exploradas em trabalhos futuros:

e Anadlise do critério baseado em correntropia para um conjunto mais diversificado
de cendrios, incluindo aqueles com canais de fase mista e/ou nao-lineares. Insere-se
também nesse estudo o comportamento das fungoes custo, que visara esclarecer, por

exemplo, a formacao de platos nas superficies a partir de variacoes do canal.

e Estudo de alguma técnica para projeto de pré-codificador que seja capaz de embutir
tal dependéncia temporal de modo a maximizar o desempenho alcangado pelo cri-
tério baseado em correntropia. Também seria interessante, olhando a propriedade
da correntropia de explorar estatisticas de ordem elevada, empregar alguma estru-
tura de pré-codificador que seja capaz de produzir um sinal com dependéncia nao
linear, ou seja, embutir alguma estrutura temporal que seja mais eficiente para o uso
da correntropia. O emprego da correntropia se mostrou promissor para lidar com
sinais que apresentam outros tipos de estrutura estatistica e temporal, como, por

exemplo, em aplicagoes que se mostraram promissoras para sinais provenientes de



110

interface cérebro-computador (BCI, do inglés Brain-Computer Interface) (URIBE
et al., 2017).

e Explorar outras formulagoes da nocao de casamento de correntropia entre o sinal
do pré-codificador e o sinal do equalizador, como, por exemplo, pelo emprego de
normas ponderadas ou mesmo aprofundando o estudo inicial que foi feito por este

trabalho para as normas L; e L.

e Avaliar o comportamento dos critérios baseados em casamento de correntropia para

estruturas mais complexas, como filtros IIR e redes neurais.
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ANEXO A - Solucao de Wiener para o

Sistema com Pré-codificador

O problema de equalizacao de canais de comunicagao para fontes pré-codificadas

pode ser representado pelo diagrama da Figura 72.

n(n)

Pré-codificador r(m) Equalizador
P(2) W(2)

Figura 72 — Diagrama de blocos apresentando os elementos envolvidos no problema de
equalizagdao de canais de comunicagao com fontes pré-codificadas.

Dado um pré-codificador P(z), o equalizador deve tentar recuperar na saida
uma estimativa - com algum atraso («) - do sinal s(n). Definindo o vetor do sinal na
saida do pré-codificador s(n) = [s(n) ... s(n — K — D + 2)]T, o vetor de ruido n(n) =

n(n) ... n(n — K — D+ 2)]" e a matriz de convolugdo do canal
h() hl hD_1 0 ... 0 0
_ 0 ho ... hpoo hp_1 O H e REX(K+D-1)
0o 0 ... ... oo 0 ho ... hpa
podemos escrever que:
r(n) = Hs(n) +n(n), (A1)
onde:
r(n) hos(n) + ...+ hp_1s(n — D +1)
r(n—1) hos(n—1)  + ... + hp-1s(n — D)
r(in—K+1) hos(n— K +1) + ... + hp_is(n—K —D+2)
n(n)

N 77(”‘— 1)

n(n—‘K—Fl)
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Seja o vetor do sinal nao-codificado u(n) = [u(n) ... u(n — K — D — R+ 3)]” e a matriz

de convolugao do pré-codificador

Po P1 ... PR-1 0 ... 0 ... 0
pP— 0 Po ... PrR—2 DPR-1 0 0 PeR(K‘FD—l)X(K"‘D‘f‘R—?).
0 0 ... 0 Po ... PRr—1

Agora, pode-se representar o vetor s(n) como uma fungao do sinal nao-codificado u(n):

s(n) =[s(n) s(n—1) ... s(n— K — D +2)]"

pou(n) + ...+ pro1u(n — R+ 1)
B pou(n — 1) + ...+ pr_1u(n — R)
pouin —K —-D+2) + ... + prau(n—K—D— R+ 3)

Dessa forma, temos que s(n) = Pu(n) e podemos escrever:
r(n) = HPu(n) + n(n). (A.2)

A solugao 6tima para os coeficientes do vetor w = [wy ... wx_1]T do filtro equalizador

no sentido de minimizar o erro quadratico serd dada por:
* —1

onde R, = F{r(n)r(n)T} é a matriz de autocorrelacio e p,, = {r(n)s(n—d)} é o vetor de

correlacao cruzada. Desenvolvendo a expressao da matriz de autocorrelacao R, obtemos:

R, = E{[HPu(n) + n(n)|[HPu(n) + n(n)" }
— HPPTH' E{u(n)u(n)"} + E{n(n)n(n)"} (A4)
= HPP"H" + 51,
onde I representa uma matriz identidade com dimensoes (K + D —1 x K + D — 1).

Desenvolvendo a expressao do vetor de correlacao cruzada p,,, obtemos:
Pus = E{r(n)s(n - d>}
— BE{[Hs(n) + n(n))s(n — d)} (A.5)
=HE{s(n)s(n —d)}.

Se considerarmos Ry = E{s(n)s(n)”} = PP e desenvolvermos a sua expressio, temos:

E{s(n)s(n)} . E{s(n)s(n— K — D +2)}

R _ E{s(n—1)s(n)} E{s(n—1)s(n— K — D +2)}

E{s(n—K—‘D—|—2)s(n)} E{S(H—K—D—f—Q')S(TL—K—D—f—Q)}
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Como o atraso de equalizagao pode variar de d,;;, = 0 a dypee = K + D — 2,
o vetor que desejamos - E{s(n)s(n — d)} - corresponde a (d + 1)-ésima coluna da matriz
R, = PP”. Para sclecionar esta coluna em particular, basta multiplicar R, por um vetor
coluna z; formado por zeros e cujo (d + 1)-ésimo elemento ¢é igual a 1. Este vetor ¢ dado
por:z;=1[0 ... 1 ... 0],

Com estas manipulagoes, o vetor de correlagao cruzada se torna:
p,s = HPP z;. (A.6)

Finalmente, substituindo as expressoes de R, e de p,,, dadas pelas Equagoes (A.4) e (A.6),
respectivamente, na definicdo em (A.3), a solucdo de Wiener para o sistema com pré-

codificador se torna:

w" = (HPP"H" + 0.1)"'(HPP' ;). (A7)

-

E importante salientar que caso o pré-codificador seja representado pelo vetor p =
[1 0 ... 0]7, o resultado se torna idéntico ao fornecido pela solugao cléssica de Wie-

ner.
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