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Queira! (Queira!)

Basta ser sincero

E desejar profundo

Você será capaz

De sacudir o mundo

Vai!

Tente outra vez!

Humrum!

Tente! (Tente!)

E não diga

Que a vitória está perdida

Se é de batalhas

Que se vive a vida

Han!

Tente outra vez!

(Raul Seixas)



Resumo

A morfologia matemática (MM) é uma teoria que utiliza conceitos geométricos e topológicos
para processamento e análise de imagens. Aplicações da MM incluem, por exemplo, detecção
de bordas, segmentação e reconstrução automática de imagens, reconhecimento de padrões
e decomposição de sinais e imagens. Nesta tese, estudamos os operadores morfológicos para
imagens em tons de cinza e coloridas segundo a abordagem baseada em distância proposta
por Angulo. Este tipo de abordagem geralmente se depara com a difícil tarefa de escolher uma
referência apropriada. Nesta tese, estabelecemos uma relação direta entre a escolha da referência
e o diagrama de Voronoi. Além disso, utilizamos conceitos de estatística descritiva para superar a
dificuldade de escolher uma referência. Assim, definimos novos operadores pseudo-morfológicos
como, por exemplo, a média de dilatações, a média de erosões, o desvio padrão do gradiente,
entre outros. Experimentos computacionais mostraram que alguns dos novos operadores pseudo-
morfológicos, por exemplo o desvio padrão do gradiente, apresentaram um bom desempenho
quando aplicados em problemas de detecção de bordas em imagens coloridas.

Palavras-chave: Teoria dos Reticulados, Diagrama de Voronoi, Morfologia Matemática, Estatís-
tica Descritiva, Detecção de Bordas.



Abstract

Mathematical morphology (MM) is a theory that uses geometric and topological concepts for
image processing and analysis. Applications MM include boundary detection, automatic image
segmentation and reconstruction, pattern recognition, and signal and image decomposition. In
this thesis, we study morphological operators for grayscale and color images defined according
to the distance-based approach proposed by Angulo. This type of approach usually involves
the difficult task of choosing an appropriate reference. In this thesis, we establish a direct
relationship between the choice of reference and the Voronoi diagram. In addition, we use
descriptive statistic concepts to overcome the hard task of choosing a reference. Thus we define
new pseudo-morphological operators, such as the average of dilations, the average of erosions,
the standard deviation of the gradient, among others. Computational experiments show that some
of the new pseudo-morphological operators, for example the standard deviation of the gradient,
are suitable for edge detection of color images.

Keywords: Lattice Theory, Voronoi Diagram, Mathematical Morphology, Descriptive Statistics,
Edge Detection.
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Introdução

A morfologia matemática (MM) teve origem na década de 60 a partir dos trabalhos
de George Matheron e Jean Serra na École Nationale Superiéure des Mines de Paris, em
Fontainebleau, França (Serra, 1982; Banon and Barrera, 1994). O termo “Morfologia” vem
do fato de que a teoria tem como objetivo a análise de formas de objetos. Enquanto que o
termo “Matemática” vem do fato de que a análise é baseada na teoria de conjuntos, topologia,
geometria, álgebra (teoria dos reticulados), entre outras. A MM é uma teoria que utiliza conceitos
geométricos e topológicos para processamento e análise de imagens (Heijmans, 1995; Soille,
1999). A ideia principal da morfologia matemática consiste em testar uma imagem com um
elemento estruturante, qualificando e quantificando a maneira com que este elemento estruturante
se encaixa ou não na imagem. Aplicações da MM incluem, por exemplo, detecção de borda,
segmentação e reconstrução automática de imagem, reconhecimento de padrões e decomposição
de sinais e imagens (Braga-Neto and Goutsias, 2004; Serra, 2006; Rittner et al., 2013; Gonzalez-
Hidalgo et al., 2015).

Os primeiros operadores morfológicos foram desenvolvidos por Matheron e Serra
para análise de imagens binárias. Precisamente, eles desenvolveram a morfologia matemática
para estudos de geometria de meios porosos e análise de texturas em imagens binárias utilizando
teoria de conjuntos como ferramenta matemática (Matheron, 1967; Serra, 1969). Matheron e
Serra definiram os operadores elementares da MM, erosão e dilatação, em termos da adição e
subtração de Minkowski usando conceitos básicos da teoria de conjuntos tais como inclusão de
conjuntos, união, interseção e translação. Posteriormente, muitas abordagens – incluindo umbra,
conjuntos de níveis (level-sets), e abordagem de cortes (threshold) – foram desenvolvidas com
sucesso para generalizar os operadores binários da MM para lidar com imagens em tons de cinza
(Sternberg, 1986; Sussner and Valle, 2008). Alguns operadores morfológicos em tons de cinza
também foram desenvolvidos usando a lógica fuzzy e conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy,
dando origem à morfologia matemática fuzzy (FMM) (De Baets, 1997; Nachtegael and Kerre,
2001; Deng and Heijmans, 2002; Sussner and Valle, 2008; Bloch, 2011; Sussner et al., 2012).

Do ponto de vista teórico, a teoria dos reticulados completos representam uma
estrutura algébrica apropriada para MM (Serra, 1988; Ronse, 1990; Birkhoff, 1993; Heijmans,
1995). Com efeito, tanto as abordagens binárias como as abordagens em tons de cinza, incluindo
a FMM, podem ser muito bem descritas em reticulados completos(Sussner and Valle, 2008).
Formalmente, um reticulado completo é um conjunto não-vazio parcialmente ordenado em que
qualquer subconjunto admite um supremo e um ínfimo. Resultados recentes, porém, estenderam
este quadro para inf-semirreticulados completos (Heijmans and Keshet, 2002).

A partir da estrutura algébrica dos reticulados completos, Sussner et al. (2012)
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definiram uma morfologia matemática conduzida nos conjuntos L-fuzzy (L-FMM). O conceito
de conjunto L-fuzzy generaliza não só a MM clássica e o conceito de conjunto fuzzy, mas também
os conceitos de conjuntos fuzzy intervalar, intuicionista, entre muitos outros (Sussner et al., 2012).
Além disso, a classe de conjunto L-fuzzy forma um reticulado completo sempre que o conjunto
subjacente L constitui um reticulado completo.

Uma vez que o requisito é uma ordem parcial com operadores de supremo e ínfimo
bem definidos, reticulados completos permitiram o desenvolvimento de operadores morfológicos
para dados multivariados, tais como imagens coloridas (Aptoula and Lefèvre, 2007; Lezoray,
2016). Contudo, a extensão dos operadores morfológicos para dados multivariados não é direta
porque não há uma relação de ordem parcial natural entre vetores. Apesar disso, a MM mul-
tivariada atraiu a atenção de muitos pesquisadores desde 1990 (Goutsias et al., 1995; Talbot
et al., 1998; Comer and Delp, 1999). Grande parte dessas pesquisas estão focadas em determinar
esquemas apropriados de ordenação vetorial. Uma discussão completa sobre várias abordagens
para MM multivariada, incluindo a MM colorida, pode ser encontrada em Aptoula and Lefèvre
(2007).

Uma extensão direta da MM em tons de cinza para a MM colorida é dada pelo
esquema de ordenação marginal. A ordem marginal é uma ordem parcial obtida processando
individualmente cada canal de cor (Comer and Delp, 1999; Aptoula and Lefèvre, 2007). Uma
desvantagem dessa abordagem é que ela não leva em consideração a correlação entre os canais de
cores, fazendo com que apareçam cores falsas após o processamento. A abordagem lexicográfica
impede a aparição de cores falsas, por isso, tem sido amplamente utilizada na MM colorida. Uma
desvantagem dessa abordagem é que ela prioriza excessivamente a primeira condição na cascata
lexicográfica. Em contraste com a ordem marginal e a ordem lexicográfica, uma ordem reduzida
classifica as cores de acordo com uma função de valor real. Por exemplo, nas ordens baseadas
em distância, foco dessa tese, a função é definida em termos de uma métrica.

Formalmente, uma ordem baseada em distância é um esquema de ordenação reduzida
em que as cores são classificadas comparando a distância com uma certa cor de referência. Sartor
and Weeks (2001) propuseram um esquema de ordenação total baseada na distância de uma
cor de referência seguidos por uma cascata lexicográfica utilizada para resolver ambiguidades.
Os esquemas de ordenação baseados em distância foram também propostos por pesquisadores
proeminentes, como Angulo (2007), Aptoula and Lefèvre (2009), De Witte et al. (2005a), Ledoux
et al. (2014, 2015), Deborah et al. (2015), Al-Otum (2015) e Valle and Valente (2017). Apesar das
aplicações bem sucedidas (Angulo, 2007; Ledoux et al., 2014, 2015), as diferentes abordagens
para a morfologia matemática colorida baseadas em distância geralmente se deparam com a
difícil tarefa de escolher uma referência apropriada para cada aplicação. E essa escolha depende
de forma direta, na maioria dos casos, das cores que aparecem na imagem a ser processada.

Nesta tese, apresentamos um estudo detalhado acerca da abordagem baseada em
distância proposta por Angulo (2007), para imagens em tons de cinza e coloridas. Investigamos a
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influência da referência na abordagem baseada em distância. Apresentamos uma caracterização
dos operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente em função da referência. Estabele-
cemos uma relação direta entre a escolha da referência e o diagrama de Voronoi. Além disso,
utilizamos os conceitos de estatística descritiva para definir novos operadores, denominados ope-
radores pseudo-morfológicos, com intuito de contornar o problema da escolha de uma referência
apropriada. Os novos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância não dependem da
referência. Por exemplo, a média da dilatação, a média de erosão, o desvio padrão do gradiente,
entre outros. Experimentos computacionais mostraram que alguns dos novos operadores pseudo-
morfológicos, por exemplo, o desvio padrão do gradiente, apresentaram um bom desempenho
quando aplicados em problemas de detecção de bordas em imagens coloridas.

O conteúdo da tese está organizado da seguinte forma: No primeiro capítulo apre-
sentamos uma introdução dos conceitos matemáticos necessários para o desenvolvimento desta
tese. Em particular, os conceitos de conjunto parcialmente ordenado e reticulado completo.
Apresentamos também no Capítulo 1 os operadores morfológicos em reticulados completos. No
segundo capítulo, utilizamos o conceito de conjunto L-fuzzy e apresentamos os conceitos básicos
da morfologia matemática (MM) para imagens L-valoradas, incluindo imagens em tons de cinza
e coloridas. Além disso, discutimos alguns esquemas de ordenação vetorial para MM colorida.
No terceiro capítulo, discutimos a abordagem baseada em distância proposta por Angulo (2007)
para imagens em tons de cinza e coloridas. Em seguida, apresentamos uma caracterização para
os operadores de erosão, dilatação e gradiente em função da referência para imagens em tons de
cinza e coloridas. Por fim, relacionamos os operadores baseados em distância com os diagramas
de Voronoi. No quarto capítulo, utilizamos os conceitos de estatística descritiva para introduzir
os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância para imagens em tons de cinza e
coloridas. Precisamente, utilizamos as medidas de tendencia central, como esperança, moda,
mediana e as medidas de dispersão, como variância e desvio padrão para definir novos operadores
e contornar o problema da escolha de uma referência apropriada. Por exemplo, definimos a
esperança da erosão, a moda da dilatação, o desvio padrão do gradiente. No quinto capítulo,
apresentamos experimentos computacionais em problemas de detecção de bordas em imagens
coloridas. Apresentamos, ao final, uma conclusão abordando os principais resultados encontrados
durante a pesquisa.
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1 Morfologia Matemática

A morfologia matemática foi desenvolvida inicialmente para o processamento de
imagens binárias e posteriormente estendida para imagens em tons de cinza, mas desde o início
do desenvolvimento da MM, sentia-se a necessidade de uma teoria mais geral. Serra (1988)
foi o primeiro a observar que a teoria da morfologia matemática requisitava essencialmente
que o espaço onde as imagens são definidas tivesse uma estrutura de reticulado completo.
Posteriormente, pesquisadores como Heijamns e Ronse defenderam que reticulados completos
fornecem a estrutura matemática apropriada para a MM (Heijmans and Ronse, 1990). Nesse
capítulo, apresentaremos os conceitos de conjunto parcialmente ordenado e reticulado completo.
Em seguida, apresentaremos os operadores morfológicos em reticulados completos.

1.1 Reticulados Completos

Nesta seção faremos uma breve revisão teórica sobre reticulados completos. Para uma
exposição geral da teoria dos reticulados completos, ver (Birkhoff, 1993; Davey and Priestley).

Definição 1.1. Uma relação binária ď definida em um conjunto não vazio X é uma ordem

parcial no conjunto X se para cada x , y, z P X as seguintes condições forem satisfeitas:

(i) x ď x; (reflexividade)

(ii) x ď y e y ď x ñ x “ y; (antissimetria)

(iii) x ď y e y ď z ñ x ď z . (transitividade)

Se, além disso,

(iv) x ď y ou y ď x ,

então dizemos que ď é uma ordem total em X .

Se ď é uma ordem parcial em um conjunto não vazio X , então dizemos que o par
pX,ďq é um conjunto parcialmente ordenado ou poset (partially ordered set). Se ď é uma ordem
total em X , então dizemos que o par pX,ďq é um conjunto totalmente ordenado ou uma cadeia.
Em uma cadeia, quaisquer dois elementos são comparáveis. Uma relação binária ď em um
conjunto X que satisfaz as propriedades piq e piiiq, mas não necessariamente piiq, é chamada de
pré-ordem e dizemos que o par pX,ďq é um conjunto pré-ordenado ou proset (pre-ordered set).

Em um poset pX,ďq, também escrevemos y ě x em vez de x ď y. Assim, a relação
binária ď

1

dada por x ď
1

y ô x ě y também define uma ordem parcial, chamada ordem parcial
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dual e pX,ď
1

q chama-se poset dual. Essa relação de dualidade é conhecida como o princípio da
dualidade.

Exemplo 1.1. O conjunto dos números reais R com a relação de ordem usual ď é um conjunto

totalmente ordenado. Em particular, o intervalo ra, bs Ă R com a relação de ordem usual ď

também é um conjunto totalmente ordenado.

Exemplo 1.2. Sejam E um conjunto não vazio e PpEq o conjuntos das partes de E. Além disso,

seja Ď a relação de inclusão de conjuntos. A relação de ordem em PpEq é definida da seguinte

forma: Dados A,B P PpEq
A ď B ðñ A Ď B. (1.1)

A relação de inclusão de conjuntos Ď é uma ordem parcial em PpEq e o par pPpEq,Ďq é um

conjunto parcialmente ordenado. Em geral, pPpEq,Ďq não é um conjunto totalmente ordenado.

Sejam pX,ďq um conjunto parcialmente ordenado e Y Ď X . Um elemento ls P X
é um limitante superior de Y se y ď ls para todo y P Y . Similarmente, li P X é um limitante
inferior de Y se li ď y para todo y P Y . O menor limitante superior de Y , quando existir, é
chamado de supremo de Y , ou seja, l P X é o supremo de Y se l é um limitante superior de Y
e, dado qualquer outro limitante superior ls de Y , tem-se l ď ls. Decorre da condição piiq na
Definição 1.1 que o supremo de Y , quando existir, é único. De forma análoga, quando existir, o
maior limitante inferior é chamado ínfimo de Y . Denotamos o supremo de Y por supY ou

ł

Y

e o ínfimo de Y por inf Y ou
ľ

Y . Quando Y “ tyi; i P Iu para algum conjunto de índices I ,

denotamos o supremo e o ínfimo de Y por
ł

iPI
yi e

ľ

iPI
yi, respectivamente. No caso Y “ tx, yu,

o supremo e o ínfimo de Y são denotados por x_ y e x^ y, respectivamente.

Definição 1.2 (Reticulado e Reticulado Completo). Um conjunto parcialmente ordenado X

é um reticulado se todo subconjunto finito de X possui um ínfimo e um supremo em X . Um

reticulado X é completo se todo subconjunto (finito ou infinito) de X admite um ínfimo e um

supremo em X .

Definição 1.3. Um conjunto parcialmente ordenado L é chamado inf-semirreticulado se todo

subconjunto finito não vazio de L possui ínfimo. Um inf-semirreticulado L é completo (cisl,

complete inf-semilattice) se todo subconjunto (finito ou infinito) não vazio de L admite um ínfimo

em L.

Um reticulado L que possui elementos K,J P L tais que K ď x ď J, para cada
x P L é dito limitado, e os elementos K e J são chamados limites universais. Todo reticulado
completo é limitado. Além disso, K “

ľ

L “
ł

H e J “
ł

L “
ľ

H.

Exemplo 1.3. O conjunto dos números reais extendido R “ R Y t´8,8u com a relação de

ordem usual ď é um reticulado completo. Note que R com a relação de ordem usual ď é um
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reticulado, mas não é um reticulado completo. O intervalo unitário r0, 1s com a ordem usual ď

é também um reticulado completo.

Exemplo 1.4. O conjunto PpEq com a relação de inclusão Ď é um reticulado completo. O

ínfimo é dado pela interseção de conjuntos e o supremo pela união de conjuntos.

Exemplo 1.5. Sejam pL1,ď1q , . . . , pLn,ďnq reticulados completos e M “ L1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ln o

produto cartesiano. Dados x, y PM, em que x “ px1, . . . , xnq e y “ py1, . . . , ynq temos que

x ď y ô xk ďk yk, @ k P t1, . . . , nu , (1.2)

define uma ordem parcial em M, chamada de ordem marginal. O conjunto M com a relação

de ordem ď é um reticulado completo. Note que o conjunto M herda a estrutura de reticulado

completo de Lk para cada k. Além disso, se Lk “ L, para todo k, então escreve-se M “ Ln.

Exemplo 1.6. Dados um reticulado completo pL,ďq e um conjunto não vazio D qualquer. O

conjunto de todas as funções f : D Ñ L, denotado por Fun pD,Lq, é um reticulado completo

com a ordem parcial

f ď g ðñ fpxq ďL gpxq, @ x P D. (1.3)

Dados dois reticulados completos L e M, o conjunto de todos os operadores de L
em M é denotado por OpL,Mq. O conjunto OpL,Mq herda a ordem parcial de M. Dados os
operadores φ, ψ P OpL,Mq, temos

φ ď ψ ðñ φpxq ďM ψpxq, @ x P L. (1.4)

O conjunto OpL,Mq com a relação de ordem ď é um reticulado completo. Além disso, o ínfimo
e o supremo são dados por

˜

ľ

iPI
ψi

¸

pxq “
ľ

iPI
ψipxq e

˜

ł

iPI
ψi

¸

pxq “
ł

iPI
ψipxq, @ x P X, (1.5)

respectivamente, para cada família de operadores tψi; i P I u em OpL,Mq.

1.2 Morfologia Matemática em Reticulados Completos

Nesta seção apresentaremos uma breve revisão teórica sobre morfologia matemá-
tica em reticulados completos. Lembre-se que reticulados completos fornecem um contexto
apropriado onde a morfologia matemática pode ser conduzida (Ronse, 1990; Serra, 1988).

Definição 1.4. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos. O operador ε : LÑM é uma

erosão (algébrica) se para todo X Ă L,

ε

˜

ľ

xPX

x

¸

“
ľ

xPX

ε pxq . (1.6)



Capítulo 1. Morfologia Matemática 22

Analogamente, o operador δ : MÑ L é uma dilatação (algébrica) se para todo Y ĂM,

δ

˜

ł

yPY

y

¸

“
ł

yPY

δ pyq . (1.7)

Definição 1.5. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos, ε um operador de L em M e δ

um operador de M em L. O par pε, δq é uma adjunção entre L e M se

δpyq ďL x ðñ y ďM εpxq, (1.8)

para todo x P L e y PM. Se L “M, então pε, δq é uma adjunção em L.

Em outras palavras, temos que a erosão é um operador que comuta com o ínfimo e a
dilatação é um operador que comuta com o supremo.

Proposição 1.1. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos. Considere os operadores

ε : LÑM e δ : MÑ L.

a) Se pε, δq é uma adjunção entre pL,ďLq e pM,ďMq, então ε é uma erosão e δ é uma

dilatação.

b) Para cada erosão ε existe uma única dilatação δ tal que pε, δq é uma adjunção. A dilatação

adjunta é dada por

δ pyq “
ľ

tx P L; y ďM ε pxqu , (1.9)

para todo y PM.

c) Para cada dilatação δ existe uma única erosão ε tal que pε, δq é uma adjunção. A erosão

adjunta é dada por

ε pxq “
ł

ty PM; δ pyq ďL xu , (1.10)

para todo x P L.

Definição 1.6. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos. Um operador ψ : L Ñ M é

chamado crescente se preserva a ordem, isto é, x ďL y ùñ ψpxq ďM ψpyq e decrescente

se inverte a ordem, isto é, x ďL y ùñ ψpyq ďM ψpxq, para todo x, y P L. Um operador

ψ : LÑ L é chamado extensivo se x ďL ψpxq e antiextensivo se ψpxq ďL x, para todo x P L.

Se para todo x P L, ψ2
pxq “ ψpxq, então ψ é chamado idempotente.

Proposição 1.2. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos. Se pε, δq é uma adjunção

entre L e M, então ε e δ são operadores crescentes.

Proposição 1.3. Sejam pL,ďLq e pM,ďMq reticulados completos e id o operador identidade.

Se pε, δq é uma adjunção entre L e M, então

a) δε ďL id.
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b) εδ ěM id.

c) εδε “ ε.

d) δεδ “ δ.

Definição 1.7. Dado um reticulado completo pL,ďLq, um operador γ : LÑ L que é crescente,

idempotente e antiextensivo é chamado abertura. Dualmente, um operador φ que é crescente,

idempotente e extensivo é chamado fechamento.

Proposição 1.4. Se pε, δq forma uma adjunção entre L e M, então γ “ δε é uma abertura em L
e φ “ εδ é um fechamento em M.

Em virtude da Proposição 1.4, temos que a composição de pares adjuntos de erosão
e dilatação, pε, δq, dão origem a aberturas e fechamentos, os quais são importantes filtros da
morfologia matemática (Heijmans, 1995).

Apesar da definição geral dos operadores da MM em reticulados completos in-
troduzidos pela Definição , os principais abordagens de MM são definidas considerando o
reticulado completo das funções de D em um reticulado completo L, isto é, Fun pD,Lq. Em
vista dessa observação, no próximo capítulo focaremos nossa atenção na morfologia matemática
em Fun pD,Lq.
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2 Morfologia Matemática L´Valorada

Neste capítulo, vamos abordar alguns conceitos da morfologia matemática L´valora-
da e apresentar algumas propriedades. Em particular, vamos apresentar os conceitos básicos da
MM para imagens em tons de cinza e coloridas. Além disso, estudaremos alguns esquemas de
ordenação vetorial para MM colorida.

Nesta tese vamos focar nossa atenção em imagens do tipo f : D Ñ L, em que
pL,ďLq é um reticulado completo. Vale a pena ressaltar que f : D Ñ L pode ser vista como um
conjunto L-fuzzy. Introduzida por Goguen (1967) como uma extensão da teoria dos conjuntos
fuzzy, a teoria dos conjuntos L-fuzzy estende o conjunto imagem da função de pertinência de um
conjunto fuzzy, do intervalo unitário r0, 1s, que é em si um reticulado completo com a ordenação
usual, para um reticulado completo qualquer L (Deschrijver and Cornelis, 2007). O fato de que
o intervalo r0, 1s representa um reticulado completo tem desempenhado um papel crucial no
desenvolvimento da morfologia matemática fuzzy (FMM), que pode ser vista como uma extensão
da MM binária para a MM em tons de cinza (De Baets et al., 1995a,b). Neste contexto, note
que um conjunto fuzzy corresponde a um conjunto L-fuzzy em que L “ r0, 1s (Goguen, 1967).
Portanto, a FMM pode ser vista como um caso particular da MM L-fuzzy. Um dos principais
trabalhos sobre esta extensão da morfologia matemática é devido a Sussner et al. (2012). Vamos
apresentar uma breve revisão dos principais conceitos da MM L-fuzzy.

Uma imagem f é representada por uma função f : D Ñ L, em que D é o domínio
da imagem f e L denota o conjunto de valores da imagem f . Vamos considerar D Ă Z2, onde
x P D representa as coordenadas de um elemento da imagem, em outras palavras, um pixel.
Geralmente D “ t1, 2, . . . ,Mu ˆ t1, 2, . . . , Nu, em que M ˆ N corresponde a dimensão da
imagem f . Denotaremos por FunpD,Lq o conjunto de todas as funções f : D Ñ L, onde
pL,ďLq é um reticulado completo. Assim, a relação de ordem ď, dada por

f ď g ðñ fpxq ďL gpxq, @ x P D, (2.1)

define uma ordem parcial em FunpD,Lq. De fato, sejam f, g, h P FunpD,Lq, temos

(i) fpxq ďL fpxq, @ x P D, então f ď f .

(ii) Se f ď g e g ď f , então fpxq ďL gpxq e gpxq ďL fpxq, @ x P D. Daí, fpxq “ gpxq @ x P

D. Portanto, f “ g.

(iii) Se f ď g e g ď h, então fpxq ďL gpxq e gpxq ďL hpxq, @ x P D. Daí, fpxq ďL

hpxq @ x P D. Portanto, f ď h.

A estrutura de reticulado completo em L induz uma estrutura de reticulado completo em
FunpD,Lq. Portanto, o conjunto FunpD,Lq é um reticulado completo com a ordem parcial



Capítulo 2. Morfologia Matemática L´Valorada 25

induzida de L e o ínfimo
ľ

iPI
fi e supremo

ł

iPI
fi de uma coleção arbitrária tfiuiPI em FunpD,Lq

são dados, respectivamente, por
˜

ľ

iPI
fi

¸

pxq “
ľ

iPI
fipxq e

˜

ł

iPI
fi

¸

pxq “
ł

iPI
fipxq, @ x P D. (2.2)

Os operadores morfológicos geralmente estão associados a um subconjunto B Ă

Z2, denominado elemento estruturante (SE). O elemento estruturante é usado para extrair
informações relevantes sobre a forma e o tamanho dos objetos contidos na imagem (Serra, 1982;
Soille, 1999). Em particular, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante flat, ou
seja, um elemento estruturante planar. Apresentaremos os operadores morfológicos elementares
erosão e dilatação da MM L-fuzzy, obtidos considerando somente elementos estruturantes flat.
Além disso, nossa definição será consistente com a abordagem em tons de cinza apresentada
por Soille (1999). O leitor interessado numa abordagem mais geral sobre MM L-fuzzy pode
consultar o trabalho de Sussner et al. (2012).

Definição 2.1. Seja pL,ďLq um reticulado completo. A erosão e a dilatação de uma imagem

f : D Ñ L pelo elemento estruturante B flat são dadas, respectivamente, por

εBpfqpxq “
ľ

bPB
x`bPD

fpx` bq e δBpfqpxq “
ł

bPB
x`bPD

fpx` bq, @ x P D. (2.3)

Vale a pena ressaltar que alguns autores da literatura, por exemplo Heijmans (1994),
definem a dilatação de uma maneira diferente. No entanto, se o elemento estruturante B for
simétrico com relação a origem, então B “ B̌, onde B̌ é o elemento estruturante refletido
com relação a origem, ou seja, B̌ “ t´b; b P Bu. Portanto, δB̌pfqpxq “ δBpfqpxq e ambas as
definições de dilatação coincidem.

Proposição 2.1. O par pεB, δB̌q forma uma adjunção sobre FunpD,Lq, em outras palavras,

δB̌pfq ď g ô f ď εBpgq, para cada f, g P FunpD,Lq.
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Demonstração.

δ
B̌
pfq ď g ô δ

B̌
pfqpyq ďL gpyq, @ y P D

ô
ł

bPB̌
y`bPD

fpy ` bq ďL gpyq, @ y P D

ô
ł

bPB
y´bPD

fpy ´ bq ďL gpyq, @ y P D

ô fp y ´ b
loomoon

x

q ďL gpyq, @ b P B e @ y P D

ô fpxq ďL gpx` bq, @ b P B e @ x P D

ô fpxq ďL
ľ

bPB
x`bPD

gpx` bq, @ x P D

ô fpxq ďL εBpgqpxq, @ x P D

ô f ď εBpgq.

Dessa forma, pela Proposição 1.2 temos que a erosão é um operador que comuta
com o ínfimo e a dilatação é um operador que comuta com o supremo. Apresentaremos algumas
propriedades interessantes que os operadores morfológicos L´valorados erosão e dilatação
satisfazem.

Os operadores morfológicos erosão e dilatação preservam a relação de ordem para
uma imagem f : D Ñ L, ou seja, são operadores crescentes.

Proposição 2.2. εB e δB são operadores crescentes. Dadas f, g P FunpD,Lq, temos

f ď g ñ

#

δBpfq ď δBpgq

εBpfq ď εBpgq
. (2.4)

Demonstração. A demonstração segue da Proposição 1.2.

A erosão com um elemento estruturante B é menor ou igual que a dilatação baseada
em distância com o mesmo elemento estruturante B:

εBpfq ď δBpfq. (2.5)

Proposição 2.3. Se o elemento estruturante B contém a origem, então εB é um operador

antiextensivo e δB é um operador extensivo. Formalmente, dada f P FunpD,Lq, temos

0 P B ñ εBpfq ď f ď δBpfq. (2.6)



Capítulo 2. Morfologia Matemática L´Valorada 27

Demonstração. Note que, para cada pixel x P D, temos

εBpfqpxq “
ľ

bPB
x`bPD

fpx` bq ďL fpx` bq, @ b P B.

Como B contém a origem, então para b “ 0, temos

εBpfqpxq ďL fpxq, (2.7)

para cada pixel x P D. Portanto, o operador erosão é um operador antiextensivo.

De modo análogo, para cada pixel x P D, temos

fpx` bq ďL
ł

bPB
x`bPD

fpx` bq “ δBpfqpxq, @ b P B.

Como B contém a origem, então para b “ 0, temos

fpxq ďL δBpfqpxq, (2.8)

para cada pixel x P D. Portanto, o operador dilatação é um operador extensivo. Combinando as
equações (2.7) e (2.8), obtemos a relação de ordem dada pela equação (2.6).

As duas propriedades seguintes dizem respeito à composição de operadores dilatação
e de operadores erosão.

Proposição 2.4. Sejam f P FunpD,Lq e B1, B2 elementos estruturantes (flat). Então

εB1

`

εB2pfq
˘

“ εB1‘B2pfq e δB1

`

δB2pfq
˘

“ δB1‘B2pfq, (2.9)

onde B1 ‘B2 “ tb1 ` b2; b1 P B1 e b2 P B2u é a soma de Minkowski de B1 e B2.

Demonstração. Note que,

δB1

`

δB2pfq
˘

pxq “
ł

b1PB1
x`b1PD

“

δB2pfqpx` b1q
‰

“
ł

b1PB1
x`b1PD

»

—

–

ł

b2PB2
px`b1q`b2PD

fppx` b1q ` b2q

fi

ffi

fl

“
ł

b1PB1
x`b1PD

»

—

–

ł

b2PB2
x`pb1`b2qPD

f

¨

˝x`

¨

˝b1 ` b2
loomoon

b

˛

‚

˛

‚

fi

ffi

fl

“
ł

bPB1‘B2
x`bPD

f px` bq

“ δB1‘B2pfqpxq.
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De modo análogo, temos

εB1

`

εB2pfq
˘

pxq “
ľ

b1PB1
x`b1PD

“

εB2pfqpx` b1q
‰

“
ľ

b1PB1
x`b1PD

»

—

–

ľ

b2PB2
px`b1q`b2PD

fppx` b1q ` b2q

fi

ffi

fl

“
ľ

b1PB1
x`b1PD

»

—

–

ľ

b2PB2
x`pb1`b2qPD

f

¨

˝x`

¨

˝b1 ` b2
loomoon

b

˛

‚

˛

‚

fi

ffi

fl

“
ľ

bPB1‘B2
x`bPD

f px` bq

“ εB1‘B2pfqpxq.

Essas duas propriedades são muito úteis na prática, uma vez que essas propriedades
permitem decompor operadores morfológicos com um elemento estruturante grande em uma
sequência de operadores morfológicos com elementos estruturantes menores. Apresentaremos, a
seguir, a definição de espaço normado e espaço métrico.

Definição 2.2. Um espaço métrico é um conjuntoX ‰ Hmunido de uma função d : XˆX Ñ R,

chamada de métrica sobre X , com as seguintes propriedades, para cada x, y, z P X:

(i) d px, yq ě 0 e d px, yq “ 0 ô x “ y.

(ii) d px, yq “ d py, xq.

(iii) d px, zq ď d px, yq ` d py, zq.

Definição 2.3. SejaX um espaço vetorial real. Uma norma emX é uma função }¨} : XˆX Ñ R
que satisfaz as seguintes propriedades, para cada x, y P X e λ P R:

(i) }x} ě 0 e }x} “ 0 ô x “ 0.

(ii) }λx} “ |λ| }x}.

(iii) }x` y} ď }x} ` }y}.

Um espaço vetorial real X munido de uma norma }¨} é chamado um espaço vetorial normado.

Observação 2.1. Um espaço vetorial normadoX torna-se naturalmente um espaço métrico, com

a métrica d : X ˆX Ñ R definida por d px, yq “ }x´ y}. Esta métrica diz-se proveniente da
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norma }¨}, para mais detalhes ver (Lima, 2009; Munkres, 1984). Uma norma bastante utilizada

é a norma Euclidiana, definida por }x}2 “

d

n
ÿ

i“1
x2
i , para cada x “ px1, x2, . . . , xnq P Rn.

Novos operadores morfológicos são definidos combinando os operadores morfo-
lógicos elementares erosão e dilatação. Por exemplo, a abertura, o fechamento e o gradiente
(Soille, 1999; Dougherty and Lotufo, 2003). Em particular, focaremos nossa atenção no gradiente
morfológico. Vamos supor que pL,ďLq, além de ser um reticulado completo, é também um
espaço métrico.

Definição 2.4. Sejam pL,ďLq um reticulado completo e pL, dq um espaço métrico. O gradiente

morfológico de uma imagem f : D Ñ L pelo elemento estruturante B, é dado por:

%Bpfqpxq “ d pδBpfqpxq, εBpfqpxqq , @ x P D. (2.10)

Além disso, o gradiente morfológico normalizado, %B, é dado por

%Bpfqpxq “
%Bpfqpxq

Ž

t%Bpfqpyq : y P Du
. (2.11)

Os gradientes morfológicos são operadores que intensificam as variações dos valores
da imagem em uma vizinhança determinada pelo elemento estruturante B (Soille et al., 1993).

2.1 Morfologia Matemática em Tons de Cinza

Nesta seção, apresentaremos uma abordagem da morfologia matemática para ima-
gens em tons de cinza, para mais detalhes ver (Heijmans, 1995; Soille, 1999).

Uma imagem f em tons de cinza é representada por uma função f : D Ñ L, onde
D Ă Z2 é o domínio da imagem f e L “ r0, 1s denota o conjunto dos valores de tons de cinza.
Observe que f mapeia cada pixel x P D em um valor de tons de cinza fpxq P r0, 1s. Lembre-se
que r0, 1s com a ordem usual ď é um reticulado completo. Assim, a ordem natural ď, dada por
(2.1) define uma ordem parcial em FunpD, r0, 1sq. De acordo com a Definição 2.1, apresentamos
os operadores morfológicos erosão e dilatação para imagens em tons de cinza.

Definição 2.5. A erosão e a dilatação de uma imagem em tons de cinza f : D Ñ r0, 1s pelo

elemento estruturante B, respectivamente, são dadas por

εBpfqpxq “
ľ

bPB
x`bPD

fpx` bq e δBpfqpxq “
ł

bPB
x`bPD

fpx` bq, @ x P D. (2.12)

Segue da Proposição ?? que o par pεB, δB̌q forma uma adjunção sobre FunpD, r0, 1sq.
Em outras palavras, δB̌pfq ď g ô f ď εBpgq, para cada f, g P FunpD, r0, 1sq. Dessa forma, a
Definição 2.5 é consistente com a Definição 1.5. Além disso, as Proposições 2.2, 2.3 e 2.4 são
válidas. De acordo com a Definição 2.10, apresentamos o gradiente morfológico para imagens
em tons de cinza.
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Definição 2.6. O gradiente morfológico é definido como sendo o valor absoluto da diferença

aritmética entre a dilatação e a erosão da imagem em tons de cinza f : D Ñ r0, 1s pelo elemento

estruturante B. Formalmente, o gradiente morfológico é dado por:

%Bpfqpxq “ |δBpfqpxq ´ εBpfqpxq| , @ x P D. (2.13)

Além disso, o gradiente morfológico normalizado, %B : D Ñ r0, 1s, é dado por

%Bpfqpxq “
%Bpfqpxq

Ž

t%Bpfqpyq : y P Du
. (2.14)

O gradiente %Bpfq representa a variação máxima das intensidades de tons de cinza
para cada x P D. Como δBpfq ě εBpfq, o gradiente morfológico (2.13) corresponde ao gradiente
de Beucher (1990), que é dado pela diferença aritmética entre a dilatação e a erosão da imagem
em tons de cinza f pelo elemento estruturante B sem o valor absoluto.

A Figura 1 representa uma imagem em tons de cinza f : D Ñ r0, 1s de dimensão
481ˆ 321. A imagem f foi retirada do dataset de Berkeley (Martin et al., 2001) e convertida em
tons de cinza através do comando rgb2gray implementado no GNU Octave. Fonte:(https:
//www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/).

Figura 1 – Imagem em tons de cinza f .

Exemplo 2.1. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante

quadrado 3ˆ 3 e a imagem em tons de cinza f , apresentada na Figura 1. As imagens da Figura

2 ilustram os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente aplicados na imagem f .

https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/
https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/
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(a) εBpfq

(b) δBpfq

(c) 1´ %Bpfq

Figura 2 – Erosão, dilatação e complementar do gradiente normalizado da imagem f pelo
elemento estruturante B.
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2.2 Morfologia Matemática Colorida

Nesta seção, apresentaremos um breve resumo sobre MM colorida e os principais
esquemas de ordenação vetorial utilizados para definir os operadores morfológicos. Uma dis-
cussão mais abrangente sobre diferentes abordagens para MM multivariada, incluindo a MM
colorida, pode ser encontrada em (Goutsias et al., 1995; Talbot et al., 1998; Aptoula and Lefèvre,
2007; Angulo, 2007).

Uma imagem colorida f é representada por uma função f : D Ñ L, onde D Ď Z2

é o domínio da imagem f e L é o espaço de cor. Note que f mapeia cada pixel x P D em um
valor de cor fpxq P L. Nesta tese, vamos considerar o espaço de cor RGB. O espaço de cor
RGB é baseado na teoria tristimulus da visão em que uma cor é decomposta nas cores primitivas:
vermelha (R), verde (G) e azul (B) (Acharya and Ray, 2005). Geometricamente, esse espaço de
cor RGB é representado pelo cubo RGB, ou seja, L “ r0, 1s ˆ r0, 1s ˆ r0, 1s “ r0, 1s3. Vamos
considerar FunpD, r0, 1s3q, o conjunto de todas as funções f : D Ñ r0, 1s3. No cubo RGB, uma
cor u P r0, 1s3 é representada por u “ puR, uG, uBq, onde uR, uG, uB P r0, 1s. Usando esta
representação, o valor de f em um pixel x P D, que se encontra em r0, 1s3, é denotado por
fpxq “ pfRpxq, fGpxq, fBpxqq.

Um requisito essencial para extender os operadores morfológicos para imagens
coloridas é equipar o espaço das cores L com uma ordem parcial ď que resulte em uma estrutura
de reticulado completo. Nesse caso, a tarefa é muito mais desafiadora para imagens coloridas,
uma vez que não existe uma relação de ordem natural no cubo RGB. Vamos considerar ď
uma ordem parcial em r0, 1s3 de modo que

`

r0, 1s3 ,ď
˘

seja um reticulado completo. Assim,
o conjunto FunpD, r0, 1s3q herda a ordem parcial do conjunto r0, 1s3 e com isso, dadas f , g P
FunpD, r0, 1s3q, temos

f ď g ðñ fpxq ď gpxq, @ x P D. (2.15)

Esta relação de ordem fornece ao conjunto FunpD, r0, 1s3q uma estrutura de reticulado completo.

Uma vez que uma estrutura de reticulado completo é definida em FunpD, r0, 1s3q, os
operadores morfológicos fundamentais da MM, erosão ε e dilatação δ são definidos para uma
imagem colorida f P FunpD, r0, 1s3q, de acordo com a Definição 2.1.

Definição 2.7. A erosão e a dilatação de uma imagem colorida f : D Ñ r0, 1s3 pelo elemento

estruturante B, são dadas respectivamente, por

εBpfqpxq “
ľ

bPB
x`bPD

fpx` bq e δBpfqpxq “
ł

bPB
x`bPD

fpx` bq, @ x P D. (2.16)

Note que para qualquer imagem colorida f P FunpD, r0, 1s3q, a erosão εBpfq e a
dilatação δBpfq formam novas imagens coloridas. As imagens obtidas pelos operadores erosão
e dilatação dependem fortemente da ordem estabelecida no espaço de cor. Com isso, a maior
dificuldade para extender os operadores morfológicos para imagens coloridas consiste em definir
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uma relação de ordem parcialď no espaço de cor r0, 1s3 que induzirá uma estrutura de reticulado
completo em FunpD, r0, 1s3q com boas propriedades para processamento ou análise de imagens
coloridas.

É fácil verificar que o par pεB, δB̌q forma uma adjunção sobre FunpD, r0, 1s3q. Logo,
a Definição 2.7 é consistente com a Definição 1.5. Além disso, as Proposições 2.2, 2.3 e
2.4 também são válidas. O gradiente morfológico para imagens coloridas possui diferentes
formulações (Angulo and Serra, 2003). Neste trabalho utilizaremos a seguinte definição de
Angulo (2007), que é consistente com a Definição 2.4.

Definição 2.8. O gradiente morfológico de uma imagem colorida f : D Ñ r0, 1s3 pelo elemento

estruturante B, é dado por

%Bpfqpxq “ }δBpfqpxq ´ εBpfqpxq}2 , @ x P D. (2.17)

Além disso, o gradiente morfológico normalizado, %B : D Ñ r0, 1s, é dado por

%Bpfqpxq “
%Bpfqpxq

Ž

t%Bpfqpyq : y P Du
. (2.18)

2.2.1 Esquemas de Ordenação Vetorial

Nas últimas décadas, as pesquisas sobre MM multivariada concentraram-se na busca
de esquemas de ordenação vetorial e inúmeras soluções foram propostas nesses últimos anos.
Embora muitas técnicas para ordenação multivariada possam ser encontradas na literatura
(Goutsias et al., 1995; Talbot et al., 1998; Angulo, 2007; Aptoula and Lefèvre, 2007). De
acordo com Barnett (1976), as principais ordenações vetoriais podem ser classificadas em
um dos seguintes grupos: marginal (M -ordenação), condicional (C-ordenação) e reduzida (R-
ordenação). Apresentaremos alguns esquemas de ordenação vetorial, onde utilizaremos como
espaço de cor o cubo RGB, em outras palavras, r0, 1s3.

A ordem marginal ou ordem induzida é um esquema de ordenação que consiste em
ordenar os vetores em cada canal ou banda de forma independente (Soille, 1999). Precisamente,
dadas duas cores u,v P r0, 1s3, temos

u ďM v ðñ uR ď vR, uG ď vG e uB ď vB, (2.19)

onde ď representa a ordenação usual no intervalo r0, 1s e uR, uG, uB são os canais de cor de
u. O esquema de ordenação marginal não leva em consideração a correlação entre os canais
de cores. Além disso, a abordagem utilizando a ordem marginal introduz “cores falsas”, isto é,
cores que não pertencem a imagem original (Serra, 2009).

Um outro exemplo de ordenação vetorial é a ordem lexicográfica. Na ordem lexico-
gráfica, as cores no cubo RGB são ordenadas sequencialmente priorizando os canais vermelho
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(Red), verde (Green) e azul (Blue). Formalmente, a ordem lexicográfica é definida como segue:
Dadas duas cores u,v P r0, 1s3, temos

u ďL v ðñ

$

’

&

’

%

uR ă vR, ou
uR “ vR e uG ă vG, ou
uR “ vR, uG “ vG e uB ď vB,

(2.20)

em que ď representa a ordem usual de cada canal de cor e uR, uG, uB são os canais de cor de
u. O esquema de ordenação baseado na ordem lexicográfica é uma ordem total, isto é, duas
cores quaisquer no cubo RGB sempre são comparavéis. Assim, tanto o supremo quanto o ínfimo
de um conjunto finito de cores são elementos do conjunto. A ordenação lexicográfica tem sido
amplamente utilizada na MM colorida, em parte porque é um esquema de ordenação total
(Aptoula and Lefèvre, 2007, 2008). Uma fato interessante sobre a ordem lexicográfica é que
ela não introduz cores falsas. Em todo caso, a ordem lexicográfica prioriza muito o primeiro
canal de cor. Destacamos que podemos estabelecer diferentes prioridades entre os canais de cor,
modificando a ordem de comparação entre os canais de cor em (2.20).

A ordenação reduzida é um esquema de ordenação no qual os vetores são reduzidos
a valores escalares e então ordenados de acordo com sua ordem escalar usual. A redução é
usualmente realizada através de uma transformação h : R3

Ñ R, usada para ordenar os vetores.
Matematicamente, a ordem reduzida ou h-ordem é dada pela seguinte relação em R3, dados
u,v P R3,

u ďh v ðñ hpuq ď hpvq. (2.21)

Note que ďh satisfaz as propriedades piq e piiiq da Definição 1.1. Em geral, a transformação h
não é injetiva e com isso dois vetores distintos u,v P R3 são levados atráves da transformação h
no mesmo valor escalar, ou seja, hpuq “ hpvq, com u ‰ v. Consequentemente, a propriedade
piiq da Definição 1.1 não é obedecida e, com isso, ďh não é uma ordem parcial. Geralmente, a
h-ordem, dada por (2.21), é uma pré-ordem em R3. Ainda assim, é possível definir os operadores
da morfologia matemática erosão e dilatação (Goutsias et al., 1995). Nesse trabalho, porém,
acrescentamos simplesmente uma condição adicional para resolver os casos de ambiguidades.
Especificamente, consideraremos o seguinte esquema de ordenação em que h : R3

Ñ R é uma
função contínua: Dados u,v P R3, tem-se

u ďh v ô

#

hpuq ă hpvq ou
hpuq “ hpvq e u ďL v,

(2.22)

onde ďL representa a ordem lexicográfica (2.20). Um exemplo típico de h-ordem é a ordem
baseada em distância, em que a distância é uma função contínua. Nesta tese, vamos estudar de
forma mais detalhada o esquema de ordenação baseado em distância no espaço de cor RGB.

Exemplo 2.2. Na abordagem proposta por De Witte et al. (2005b) 1 utiliza-se de esquemas
1 Nesta tese adaptamos os esquemas de ordenação baseados em distância proposto por De Witte et al. (2005b)

para obter os valores de máximo e mínimo, facilitando a escrita e tornando a definição dos operadores erosão e
dilatação mais consistente com as demais abordagens.
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de ordenação baseados em distância com respeito a duas cores de referência no cubo RGB,

a cor preta Bl “ p0, 0, 0q e a cor branca Wh “ p1, 1, 1q. Nesta abordagem, um esquema de

ordenação é definido para obter o mínimo entre duas cores u,v P r0, 1s3. A ordem ďWe é dada

por

u ďWe v ðñ

$

’

&

’

%

d pu, Blq ă d pv, Blq ou

d pu, Blq “ d pv, Blq e d pu,Whq ą d pv,Whq ou

d pu, Blq “ d pv, Blq e d pu,Whq “ d pv,Whq e u ďL v,

(2.23)

onde ďL é a ordem lexicográfica (2.20) e d p¨, ¨q é a distância Euclidiana entre duas cores no

cubo RGB. O esquema de ordenação dado em (2.23), é uma ordem total em r0, 1s3. Além disso,

r0, 1s3 com a ordem ďWe é um reticulado completo. Nesse reticulado completo, u ďWe v se u

está mais próximo do preto do que v.

Analogamente, um esquema de ordenação também é definido para obter o máximo

entre duas cores u,v P r0, 1s3. A ordem Wd
ě é dada por

u Wd
ě v ðñ

$

’

&

’

%

d pu,Whq ă d pv,Whq ou

d pu,Whq “ d pv,Whq e d pu, Blq ą d pv, Blq ou

d pu,Whq “ d pv,Whq e d pu, Blq “ d pv, Blq e u L ě v,

(2.24)

onde L ě é o dual da ordem lexicográfica (2.20) e d p¨, ¨q é a distância Euclidiana entre duas

cores no cubo RGB. O esquema de ordenação dado em (2.24), também é uma ordem total

em r0, 1s3. Além disso, r0, 1s3 com a ordem Wd
ě também é um reticulado completo. Nesse

reticulado completo, u Wd
ě v se u está mais próximo do branco do que v.

Baseado nesses esquemas de ordenação para obter o mínimo e o máximo, definem-

se os operadores erosão e dilatação, denotado por εWe
B e δWd

B , respectivamente. Conforme a

Definição 2.7 observe que o operador εWe
B é definido em termos da ordem ďWe e o operador

δWd
B é definido em termos da ordem Wd

ě. Note que, a ordem Wd
ě não é a ordem dual de

ďWe . Os operadores εWe
B e δWd

B não formam uma adjunção, pois são definidos em reticulados

diferentes. Com efeito, os esquemas de ordenação baseados em distância utilizam-se de duas

cores de referência, preta e branca. Nesta abordagem, a relação de ordem ďWe prioriza a cor

preta enquanto que relação de ordem Wd
ě prioriza a cor branca.

Exemplo 2.3. Nesse exemplo, vamos apresentar a abordagem proposta por Angulo (2007), onde

utiliza-se um esquema de ordenação baseado em distância com relação a uma certa cor de

referência. Em outras palavras, essa abordagem baseia-se em um esquema de ordenação onde

primeiro compara-se a distância com relação a uma determinada cor de referência r P r0, 1s3.

No caso de ambiguidades, ou seja, cores que possuem a mesma distância quando comparada

com a cor de referência r, utiliza-se a ordem lexicográfica para resolver as ambiguidades.

Matematicamente, dadas duas cores u,v P r0, 1s3, a ordem ďr, é dada por

u ďr v ô

#

d pu, rq ą d pv, rq ou

d pu, rq “ d pv, rq e u ďL v,
(2.25)
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onde ďL é a ordem lexicográfica (2.20), d p¨, ¨q é a distância Euclidiana entre duas cores no

cubo RGB e r P r0, 1s3 é uma cor de referência. A relação de ordem ďr é uma ordem total, em

que duas cores quaisquer sempre são comparavéis e
`

r0, 1s3 ,ďr

˘

é um reticulado completo. De

acordo com a Definição 2.7, os operadores morfológicos erosão e dilatação, denotados por εrB
e δrB, respectivamente, são ambos definidos em termos da ordem ďr. Nesta abordagem, para

cada r P r0, 1s3 fixo, os operadores morfológicos εrB e δrB formam uma adjunção. Um fato

interessante é que as cores mais próximas da cor de referência r são priorizadas pela dilatação

enquanto que as cores mais distantes de r são priorizadas pela erosão.

A Figura 3 representa uma imagem colorida sintética f : D Ñ r0, 1s3 de dimensão
9ˆ 9. A imagem f é composta por nove quadrados de dimensão 3ˆ 3 com as seguintes cores
no cubo RGB: cinza p0.5, 0.5, 0.5q, preta p0, 0, 0q, azul p0, 0, 1q, magenta p1, 0, 1q, vermelha
p1, 0, 0q, verde p0, 1, 0q, ciano p0, 1, 1q, branca p1, 1, 1q e amarela p1, 1, 0q.

Figura 3 – Imagem sintética colorida f .

Exemplo 2.4. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante

quadrado 3ˆ 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 4 ilustra as imagens

produzidas pela erosão e dilatação para a abordagem marginal, ou seja, εMB pfq e δMB pfq. Note

que os itens (a) e (b) da Figura 4 mostram o aparecimento de cores falsas. Por exemplo, a erosão

εMB pfq produziu uma nova cor, p0.5, 0, 0.5q, localizada entre as cores cinza e magenta no lado

esquerdo do item (a) da Figura 4. Da mesma forma, a dilatação δMB pfq produziu uma nova cor,

p1, 0.5, 1q, localizada entre as cores cinza e magenta no lado esquerdo do item (b) da Figura 4.

Note que as cores p0.5, 0, 0.5q e p1, 0.5, 1q não pertencem a imagem colorida f , mostrada na

Figura 3.
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(a) εMB pfq (b) δMB pfq

Figura 4 – A erosão e a dilatação marginal.

Exemplo 2.5. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante

quadrado 3ˆ 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 5 ilustra as imagens

produzidas pela erosão e dilatação para a abordagem lexicográfica, ou seja, εLBpfq e δLBpfq.

De acordo com (2.20), a ordem lexicográfica prioriza os canais de cor da seguinte forma

RÑ GÑ B. Em contraste com a ordem marginal, a ordem lexicográfica é uma ordem total e,

com isso, as cores da imagem f , estão ordenadas da seguinte forma: preta ďL azul ďL verde

ďL ciano ďL cinza ďL vermelha ďL magenta ďL amarela ďL branca. Por exemplo, a erosão

εLBpfq apresentou uma certa predominância da cor preta, localizada na parte superior do item

(a) da Figura 5. Enquanto que a dilatação δLBpfq apresentou uma certa predominância da cor

branca, localizada na parte inferior do item (b) da Figura 5.

(a) εLBpfq (b) δLBpfq

Figura 5 – A erosão e a dilatação lexicográfica.

Exemplo 2.6. Neste exemplo, vamos considerar B como sendo um elemento estruturante
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quadrado 3ˆ 3 e a imagem colorida f apresentada na Figura 3. A Figura 6 ilustra as imagens

produzidas pela erosão e dilatação para as abordagens De Witte et al. (2005b) e Angulo (2007)

com r “ p1, 1, 1q como referência. Um fato interessante é que os operadores δWd
B pfq e δrBpfq

aplicados na imagem colorida f tiveram como resultado as mesmas imagens coloridas, como

mostra os itens (b) e (d) da figura 6. Isso não é um fato raro de acontecer. Na prática, a

probabilidade do critério de desempate ser utilizado para resolver o problema de ambiguidades

é muito pequeno. Neste caso, as dilatações propostas por Angulo, com cor de referência branca,

e Witte possuem o primeiro critério de ordenação igual, ou seja, as ordens dadas por (2.24) e

(2.25) comparam a distância com relação a cor branca. Por exemplo, segundo o esquema de

ordenação (2.25) com r “ p1, 1, 1q as cores da imagem f , estão ordenadas da seguinte forma:

preta ďr azul ďr verde ďr vermelha ďr ciano ďr magenta ďr amarela ďr cinza ďr branca.

Para o esquema de ordenação (2.24), as cores da imagem f são ordenadas do mesmo jeito que o

esquema de ordenação (2.25). Portanto, a abordagem proposta por Angulo é, num certo sentido,

mais flexível que a abordagem proposta por Witte uma vez que escolhendo r “ p1, 1, 1q como

cor de referência obtivemos δrBpfq muito semelhante a δWd
B pfq.

Na abordagem proposta por De Witte et al. (2005b) a dilatação δWd
B pfq prioriza as

cores mais próximas da cor branca, enquanto a erosão εWe
B pfq prioriza as cores mais próximas da

cor preta. Na abordagem proposta por Angulo (2007) se considerarmos r “ p0, 0, 0q a dilatação
prioriza as cores mais próximas da cor preta, enquanto a erosão prioriza as cores mais distantes
da cor preta. Se considerarmos r “ p1, 1, 1q a dilatação prioriza as cores mais próximas da cor
branca, enquanto a erosão prioriza as cores mais distantes da cor branca. Isso serve de motivação
para estudar melhor o efeito da escolha da cor de referência na abordagem proposta por Angulo
(2007). Além disso, essa abordagem “generaliza”, de forma simples, muitas abordagens baseadas
em distância da literatura com um elemento estruturante flat.
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(a) εWe
B pfq (b) δWd

B pfq

(c) εrBpfq (d) δrBpfq

Figura 6 – Os operadores erosão e dilatação para as abordagens Witte e Angulo com r “
p1, 1, 1q.
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3 Operadores Morfológicos Baseados
em Distância

Neste capítulo, concentraremos nossa atenção na abordagem baseada em distância
apresentada por Angulo (2007). Especificamente, suponha que pL,ďLq é um reticulado completo
com ďL uma ordem total e pL, dq um espaço métrico. Definimos um novo reticulado completo
pL,ďrq em que ďr é uma ordem total em L dada por

u ďr v ô

#

d pu, rq ą d pv, rq ou
d pu, rq “ d pv, rq e u ďL v, @ u,v P L

. (3.1)

A relação de ordem ďr é uma ordem baseada em distância em L. Lembrando que a estrutura
de reticulado completo em L induz uma estrutura de reticulado completo em FunpD,Lq. Em
outras palavras, FunpD,Lq é um reticulado completo com a ordem total ďr dada por (3.1). Dessa
forma, estudaremos de forma detalhada os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente
baseados em distância. Além disso, vamos caracterizar esses operadores em função da referência
através do diagrama de Voronoi, para as abordagens em tons de cinza e colorida.

3.1 Abordagem para Imagens em Tons de Cinza

Nas abordagens usuais para a morfologia matemática em tons de cinza, o intervalo
r0, 1s é equipado com a ordem usual dos números reais. Os operadores da morfologia matemática
baseada em distância utilizam uma ordem total não usual do intervalo r0, 1s, dada por (3.1).
Especificamente, dado um valor de referência r P r0, 1s, a ordem baseada em distância ďr é
dada por

u ďr v ô

#

dpu, rq ą dpv, rq ou
dpu, rq “ dpv, rq e u ď v, @ u, v P r0, 1s ,

(3.2)

em que “ď” é a ordem usual e dpu, rq “ |u´ r| (Angulo, 2007). Note que ďr é uma ordem total
no conjunto r0, 1s. Em particular, se r “ 1 a relação de ordem ď1 equivale a ordem usual ď, ou
seja, u ď1 v ô u ď v. Se r “ 0 a relação de ordem ď0 equivale ao dual da ordem usual ě, ou
seja, u ď0 v ô u ě v.

O conjunto r0, 1s equipado com a ordem ďr, r P r0, 1s, é um reticulado completo.
Note que no reticulado completo pr0, 1s ,ďrq o maior valor em tons de cinza é a própria referência
r P r0, 1s, isto é, u ďr r, @ u P r0, 1s. A relação de ordem ďr em r0, 1s induz uma ordem parcial
em FunpD, r0, 1sq. Assim, para cada f, g P FunpD, r0, 1sq, temos

f ďr g ô

#

dpfpxq, rq ą dpgpxq, rq ou
dpfpxq, rq “ dpgpxq, rq e fpxq ď gpxq,

@ x P D, (3.3)
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em que r P r0, 1s é um valor de referência fixo.

Observação 3.1. Uma abordagem baseada em referência foi proposta por Heijmans and Keshet

(2002). Nesta abordagem, dada uma função de referência r : D Ñ r0, 1s, define-se uma ordem

ďr em FunpD, r0, 1sq como segue

f ďr g se

#

r ^ f ď r ^ g

r _ f ě r _ g
, (3.4)

em queď é a ordem usual das funções, isto é, definida por (2.1) e os símbolos^ e_ representam

o ínfimo e o supremo. Se rpxq “ 0, para todo x P D, então ďr coincide com a ordem parcial

usual de FunpD, r0, 1sq. Por outro lado, se rpxq “ 1, para todo x P D, então ďr é a ordem dual

ě em FunpD, r0, 1sq. Se r : D Ñ r0, 1s é uma função de referência, então a relação binária

ďr é uma ordem parcial e pFunpD, r0, 1sq,ďrq é um cisl cujo ínfimo é a referência r. Uma

desvantagem desta abordagem é que a estrutura algébrica do espaço das imagens cisl é menos

rica. Isso justifica, em parte, nossa escolha da abordagem baseada em distância proposta por

Angulo (2007), uma vez que a estrutura algébrica do conjunto FunpD, r0, 1sq com a ordem total

ďr é um reticulado completo.

De acordo com a Definição 2.1, apresentamos os operadores morfológicos erosão e
dilatação baseados em distância para imagens em tons de cinza.

Definição 3.1. A erosão e a dilatação baseada em distância de uma imagem em tons de cinza

f : D Ñ r0, 1s pelo elemento estruturante B são dadas, respectivamente, por

εrBpfqpxq “
rk

bPB
x`bPD

fpx` bq e δrBpfqpxq “
rj

bPB
x`bPD

fpx` bq, @ x P D. (3.5)

Nesta abordagem, se considerarmos o caso em que r “ 1, os operadores morfológi-
cos erosão e dilatação baseados em distância são equivalentes aos operadores morfológicos erosão
e dilatação usuais da MM em tons de cinza, respectivamente. Em outras palavras, ε1

Bpfq “ εBpfq

e δ1
Bpfq “ δBpfq. No caso em que r “ 0, temos que os operadores erosão e dilatação baseados

em distância são equivalentes aos operadores dilatação e erosão usuais, ou seja, ε0
Bpfq “ δBpfq

e δ0
Bpfq “ εBpfq. Para valores intermediários de r, os operadores erosão e dilatação baseados

em distância diferem dos operadores erosão e dilatação usuais da MM. A dilatação baseada em
distância de uma imagem f P FunpD, r0, 1sq em um pixel x P D pode ser irterpretada como
sendo o valor em tons de cinza fpxq P r0, 1s mais próximo da referência r, enquanto a erosão
baseada em distância pode ser irterpretada como sendo o valor em tons de cinza fpxq P r0, 1s
mais distante da referência r P r0, 1s. Note que para cada r P r0, 1s escolhido obtemos um par
de operadores morfológicos, εrB e δrB, baseados em distância. Além disso, segue da Proposição
2.1 que o par

`

εrB, δ
r
B̌

˘

forma uma adjunção sobre FunpD, r0, 1sq.
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(a) Imagem f (b) B (c) Vizinhança de x “ p3, 3q

Figura 7 – Imagem em tons de cinza f , elemento estruturante flat B e vizinhança do pixel
x “ p3, 3q determinada por B.

Exemplo 3.1. Sejam f P FunpD, r0, 1sq uma imagem em tons de cinza e B um elemento

estruturante flat, como mostra os itens (a) e (b) da Figura 7. Por simplicidade, calcularemos a

erosão e a dilatação baseadas em distância da imagem f no pixel x “ p3, 3q usando o valor de

referência r “ 0.5. O item (c) da Figura 7 mostra a vizinhança do pixel x “ p3, 3q definida pelo

elemento estruturante B. Assim, a erosão baseada em distância usando a equação (3.5) fornece

ε0.5
B pfqp3, 3q “

0.5k
t0.1, 0.1, 0.2, 0.3, 0.7u “ 0.1. (3.6)

De forma análoga, a dilatação baseada em distância usando a equação (3.5) fornece

δ0.5
B pfqp3, 3q “

0.5j
t0.1, 0.1, 0.2, 0.3, 0.7u “ 0.7. (3.7)

Figura 8 – Interpretação geométrica dos operadores ε0.5
B pfqp3, 3q e δ0.5

B pfqp3, 3q.

A Figura 8 representa uma interpretação geométrica dos operadores erosão e

dilatação baseados em distância da imagem f no pixel x “ p3, 3q usando como valor de

referência r “ 0.5. Note que a Figura 8 ilustra o fato do problema de ambiguidades no cálculo

da dilatação δ0.5
B pfqp3, 3q, por exemplo, 0.3 e 0.7 possuem a mesma distância a r “ 0.5. Neste

caso, utilizamos a ordem ě para decidir quem é maior, ou seja, 0.7 ě 0.3. Dessa forma, temos

que δ0.5
B pfqp3, 3q é o valor de fpx ` bq mais próximo da referência r “ 0.5 enquanto que

ε0.5
B pfqp3, 3q é o valor de fpx` bq mais distante da referência r “ 0.5 para b P B e x` b P D.

Os operadores erosão e dilatação baseados em distância aplicados na imagem f são exibidos

na Figura 9.



Capítulo 3. Operadores Morfológicos Baseados em Distância 43

(a) ε0.5
B pfq (b) δ0.5

B pfq

Figura 9 – Erosão e dilatação da imagem f com valor de referência r “ 0.5.

Os operadores morfológicos erosão e dilatação baseados em distância para imagens
em tons de cinza são operadores crescentes com respeito à ordem. Além disso, as Proposições
2.2, 2.3 e 2.4 são válidas. De acordo com a Definição 2.10, o gradiente morfológico baseado em
distância para imagens em tons de cinza é definido como segue.

Definição 3.2. O gradiente morfológico baseado em distância é definido como sendo o valor

absoluto da diferença aritmética entre a dilatação e a erosão baseada em distância da imagem

em tons de cinza f : D Ñ r0, 1s pelo elemento estruturante B. Formalmente, o gradiente

morfológico baseado em distância é dado por:

%rBpfqpxq “ |δ
r
Bpfqpxq ´ ε

r
Bpfqpxq| , @ x P D. (3.8)

Além disso, o gradiente morfológico normalizado, %rB : D Ñ r0, 1s, é dado por

%rBpfqpxq “
%rBpfqpxq

Ž

t%rBpfqpyq : y P Du
. (3.9)

Exemplo 3.2. Considere a imagem da Lena em tons de cinza de dimensão 512 ˆ 512, como

mostra a Figura 10, e um elemento estruturante B quadrado de dimensão 3 ˆ 3. A Figura

11, ilustra os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente baseados em distância

aplicados na imagem em tons de cinza da Lena para alguns valores particulares de r. Um fato

interessante que podemos observar nesta abordagem baseada em distância é que δ0
Bpfq “ ε1

Bpfq

e δ1
Bpfq “ ε0

Bpfq, como ilustra a Figura 11.

3.1.1 Caracterização dos operadores εrB, δrB e %rB.

Nesta seção vamos apresentar uma caracterização dos operadores baseados em
distância erosão, dilatação e gradiente para imagens em tons de cinza em função da referência
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Figura 10 – Imagem da Lena em tons de cinza.

r P r0, 1s. Estamos interessados em determinar como a escolha da referência r influencia no
resultado dos operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente baseados em distância para
imagens em tons de cinza.

Vamos considerar r P r0, 1s uma referência fixa e o reticulado completo r0, 1s com a
ordem total baseada em distância ďr.

Teorema 3.1. Sejam f P FunpD, r0, 1sq uma imagem em tons de cinza e B Ă Z2 um elemento

estruturante flat finito. Os operadores baseados em distância erosão, dilatação e gradiente,

dados por (3.5) e (3.8) satisfazem as seguintes equações para todo x P D

εrBpfqpxq “

#

fk, se r P r0,meq ,
f1, se r P rme, 1s ,

(3.10)

δrBpfqpxq “

#

fi`1, se r P rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fk, se r “ 1,

(3.11)

e

%rBpfqpxq “

$

’

&

’

%

fk ´ fi`1, se r P r0,meq X rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fi`1 ´ f1, se r P rme, 1q X rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fk ´ f1, se r “ 1,

(3.12)

onde f1 ă f2 ă ¨ ¨ ¨ ă fk são valores da imagem selecionados pelo elemento estruturante B

centrado em x P D, me “
f1 ` fk

2 , a0 “ 0, ak “ 1 e aj “
fj ` fj`1

2 , com j P t1, 2, . . . , k ´ 1u.



Capítulo 3. Operadores Morfológicos Baseados em Distância 45

Dilatação Erosão Gradiente

(a) δ0
Bpfq (b) ε0

Bpfq (c) 1´ %0
Bpfq

r
“

0

(d) δ0.2
B pfq (e) ε0.2

B pfq (f) 1´ %0.2
B pfq

r
“

0.
2

(g) δ0.5
B pfq (h) ε0.5

B pfq (i) 1´ %0.5
B pfq

r
“

0.
5

(j) δ1
Bpfq (k) ε1

Bpfq (l) 1´ %1
Bpfq

r
“

1

Figura 11 – Operadores dilatação, erosão e o complementar do gradiente normalizado para
alguns valores de r.
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Demonstração. A demonstração desse resultado será feita de forma construtiva. Vamos consi-
derar r P r0, 1s uma referência fixa. Sejam f P FunpD, r0, 1sq uma imagem em tons de cinza e
B Ă Z2 um elemento estruturante finito. Vamos construir uma lista ordenada sem repetições com
os valores da imagem f nos pixels selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x P D
fixo. Formalmente, defina H “ tf1, f2, . . . , fku, com k ď CardpBq, onde fm “ fpx ` bq para

algum b P B e fm ă fn quando m ă n, m,n P t1, 2, . . . , ku. Vamos definir me “
f1 ` fk

2 , isto
é, o ponto médio entre o menor valor e o maior valor da lista H. Note que f1 ă me ă fk. Dessa
forma, se 0 ď r ă me então a erosão baseada em distância representa o valor mais distante da
referência r, ou seja, fk. Se me ď r ď 1 então a erosão baseada em distância fornece o valor
mais distante da referência r, ou seja, f1. Portanto, para x P D a erosão baseada em distância é
dada por

εrBpfqpxq “

#

fk, se r P r0,meq ,
f1, se r P rme, 1s .

(3.13)

Agora, vamos definir aj “
fj ` fj`1

2 , j P t1, 2, . . . , k ´ 1u, onde aj é o ponto médio entre dois
elementos consecutivos da lista H. Assim, construímos uma nova lista de pontos ordenados
J “ ta0, a1, . . . , ak´1, aku, onde a0 “ 0 e ak “ 1. Note que fj ă aj ă fj`1 e jj ă fj`1 ă aj`1.
Dessa forma, se ai ď r ă ai`1 para i P t0, 1, . . . , k ´ 1u, então a dilatação baseada em distância
representa o valor mais próximo da referência r, ou seja, fi`1. Portanto, para x P D a dilatação
baseada em distância é dada por

δrBpfqpxq “

#

fi`1, se r P rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fk, se r “ 1.

(3.14)

Finalmente, de acordo com (3.8), (3.13) e (3.14), para x P D o gradiente baseado
em distância é dado por

%rBpfqpxq “

$

’

&

’

%

fk ´ fi`1, se e r P r0,meq X rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fi`1 ´ f1, se r P rme, 1q X rai, ai`1q e i P t0, 1, . . . , k ´ 1u ,
fk ´ f1, se r “ 1.

(3.15)

A Figura 12 ilustra o que acontece geometricamente com os operadores morfológicos
erosão e dilatação baseados em distância de uma imagem f num determinado pixel x P D. Em
outras palavras, o item (a) da Figura 12 é uma interpretação geométrica da erosão εrBpfqpxq para
cada x P D e o item (b) da Figura 12 é uma interpretação geométrica da dilatação δrBpfqpxq para
cada x P D.

O Teorema 3.1 mostra que os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente
baseados em distância são determinados de acordo com a região em que a referência r pertence.
Portanto, caracterizamos os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente baseados em
distância em função da referência r P r0, 1s.
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(a)

(b)

Figura 12 – Interpretação geométrica de εrBpfqpxq e δrBpfqpxq.

Exemplo 3.3. Nesse exemplo, mostraremos como fica a caracterização dos operadores mor-

fológicos erosão, dilatação e gradiente baseados em distância. Para isso, vamos considerar

uma imagem em tons de cinza f e o elemento estruturante B, como mostrados na Figura 7.

Dessa forma, os elementos fj da imagem f selecionados pelo elemento estruturante B centrado

em x “ p3, 3q são f1 “ 0.1, f2 “ 0.2, f3 “ 0.3 e f4 “ 0.7. Com isso, temos a lista ordenada

H “ t0.1, 0.2, 0.3, 0.7u e me “
f1 ` f4

2 “ 0.4. Portanto, a erosão baseada em distância em

x “ p3, 3q é dada por

εrBpfqp3, 3q “
#

0.7, se r P r0, 0.4q ,
0.1, se r P r0.4, 1s .

(3.16)

Agora, vamos determinar os pontos ai “
fi ` fi`1

2 , para i P t1, 2, 3u. Daí, temos que a1 “ 0.15,

a2 “ 0.25 e a3 “ 0.5, e com isso construimos a lista ordenada J “ t0, 0.15, 0.25, 0.5, 1u.
Portanto, a dilatação baseada em distância em x “ p3, 3q é dada por

δrBpfqp3, 3q “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0.1, se r P r0, 0.15q ,
0.2, se r P r0.15, 0.25q ,
0.3, se r P r0.25, 0.5q ,
0.7, se r P r0.5, 1s .

(3.17)

Finalmente, o gradiente morfológico baseado em distância em x “ p3, 3q é dado

por

%rBpfqp3, 3q “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

0.6, se r P r0, 0.15q “ r0, 0.4q X r0, 0.15q ,
0.5, se r P r0.15, 0.25q “ r0, 0.4q X r0.15, 0.25q ,
0.4, se r P r0.25, 0.4q “ r0, 0.4q X r0.25, 0.5q ,
0.2, se r P r0.4, 0.5q “ r0.4, 1q X r0.25, 0.5q ,
0.6, se r P r0.5, 1s “ r0.4, 1q X r0.5, 1q Y t1u .

(3.18)
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A Figura 13 mostra os gráficos da erosão, dilatação e gradiente baseados em

distância da imagem f em x “ p3, 3q com r variando de 0 a 1. Observe que o gráfico da

dilatação, gráfico de cor azul, apresenta descontinuidades, nos valores a1 “ 0.15, a2 “ 0.25 e

a3 “ 0.5. Analogamente, o gráfico da erosão, gráfico de cor vermelha, apresenta apenas uma

descontinuidade, no valor me “ 0.4. As descontinuidades da dilatação e da erosão aparecem

juntas no gráfico do gradiente, ou seja, o gráfico de cor preta.

r
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9
Gráfico da erosão, dilatação e gradiente baseado em distância.

ε
B
r (f)(3,3)

 δ
B
r (f)(3,3)

 ρ
B
r (f)(3,3)

Figura 13 – Gráfico dos operadores εrBpfqp3, 3q, δrBpfqp3, 3q e %rBpfqp3, 3q para r P r0, 1s.

Analisando a Figura 12 item (b), percebemos que a interpretação geométrica da
dilatação baseada em distância está diretamente relacionada com uma estrutura muito especial
e clássica da geometria computacional, o diagrama de Voronoi (Rezende and Stolfi, 1994),
para mais detalhes ver o Apendice A. A partir desta observação, temos que os pontos fj da
lista H “ tf1, f2, . . . , fku representam os sítios de Voronoi. Para cada sítio fj P H, considere
o conjunto RVfj

dos pontos p do intervalo r0, 1s tais que o sítio mais próximo de p é fj . Os
pontos da lista J “ ta0, a1, . . . , ak´1, aku representam os vértices de Voronoi. Assim, cada
conjunto RVfj

, chamado de Região de Voronoi, representa uma região ou intervalo limitado
pelos vértices aj e aj`1. Por questão de simplicidade, denotaremos RVfj

por RVj . A coleção de
todas as regiões de Voronoi RVj é, por definição, o diagrama de Voronoi de H. Formalmente,
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DV pHq “ tRV1, . . . , RVku. Analogamente, analisando a Figura 12 item (a), percebemos que a
interpretação geométrica da erosão baseada em distância está ligada de forma direta com uma
variação do diagrama de Voronoi, conhecida como o diagrama de Voronoi do vizinho mais
distante, para mais detalhes ver (Aurenhammer, 1991). Assim, os operadores morfológicos
dilatação e erosão baseados em distância, estão fortemente ligados com o diagrama de Voronoi
e o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante, respectivamente. Em outras palavras, os
diagramas de Voronoi na reta mostram como a escolha do valor de referência r influencia no
resultado dos operadores erosão e dilatação baseados em distância.

3.2 Abordagem para Imagens Coloridas

A abordagem proposta por Angulo (2007) em seu trabalho é uma generalização de
outras abordagens baseadas em distância porpostas na literatura, ver (Comer and Delp, 1999;
Weeks and Sartor, 1999; Ortiz Zamora et al., 2001; Sartor and Weeks, 2001; Al-Otum, 2003). Os
operadores da morfologia matemática baseada em distância utilizam uma ordem total em r0, 1s3,
dada por (3.1). Especificamente, dada uma cor de referência r P r0, 1s3, a ordem baseada em
distância ďr, dada por

u ďr v ô

#

d pu, rq ą d pv, rq ou
d pu, rq “ d pv, rq e u ďL v, @ u,v P r0, 1s3 ,

(3.19)

define uma ordem total no conjunto r0, 1s3, para mais detalhes ver (Angulo, 2007).

O conjunto r0, 1s3 equipado com a ordem ďr, r P r0, 1s3, é um reticulado completo.
Note que dada uma referência r P r0, 1s3 no reticulado completo

`

r0, 1s3 ,ďr

˘

a maior cor é a
própria referência r, isto é, u ďr r, @ u P r0, 1s3. A relação de ordem ďr em r0, 1s3 induz uma
ordem parcial em FunpD, r0, 1s3q. Assim, para cada f , g P FunpD, r0, 1s3q, temos

f ďr g ô

#

dpfpxq, rq ą dpgpxq, rq ou
dpfpxq, rq “ dpgpxq, rq e fpxq ďL fpxq, @ x P D,

(3.20)

em que r P r0, 1s3 é um valor de referência fixo.

De acordo com a Definição 2.1, apresentamos os operadores morfológicos erosão e
dilatação baseados em distância para imagens coloridas em termos da ordem ďr.

Definição 3.3. Seja r P r0, 1s3 uma cor de referência e ďr uma ordem total dada por (3.19). A

erosão e a dilatação baseadas em distância para uma imagem colorida f : D Ñ r0, 1s3 pelo

elemento estruturante B são dadas, respectivamente, por

εrBpfqpxq “
rk

bPB
x`bPD

fpx` bq e δrBpfqpxq “
rj

bPB
x`bPD

fpx` bq, @ x P D. (3.21)



Capítulo 3. Operadores Morfológicos Baseados em Distância 50

Observe que para cada cor de referência r P r0, 1s3 escolhida obtemos um par de
operadores morfológicos, εrB e δrB, baseados em distância. Sobretudo, segue da Proposição 2.1
que o par

`

εrB, δ
r
B̌

˘

forma uma adjunção sobre FunpD, r0, 1s3q.

Logo, a Definição 3.1 é consistente com a Definição 1.5. Além disso, as Proposições
2.2, 2.3 e 2.4 são válidas. De acordo com a Definição 2.10, o gradiente morfológico baseado em
distância para imagens coloridas é dado por:

Definição 3.4. O gradiente morfológico baseado em distância é definido como sendo a norma

da diferença entre a dilatação e a erosão baseadas em distância da imagem colorida f : D Ñ

r0, 1s3 pelo elemento estruturante B. Formalmente, o gradiente morfológico é dado por:

%rBpfqpxq “ }δ
r
Bpfqpxq ´ ε

r
Bpfqpxq}2 , @ x P D. (3.22)

Além disso, o gradiente morfológico normalizado, %B : D Ñ r0, 1s, é dado por

%rBpfqpxq “
%rBpfqpxq

Ž

t%rBpfqpyq : y P Du
. (3.23)

Figura 14 – Imagem natural colorida f 124084.

Exemplo 3.4. Utilizaremos a imagem colorida f 124084, para mostrar os operadores morfológi-

cos erosão, dilatação e gradiente baseados em distância para algumas cores de referência r.

Para isso, utilizamos um elemento estruturante B quadrado de dimensão 3ˆ 3 e a imagem natu-

ral colorida de dimensão 321ˆ 428, mostrada na Figura 14. A imagem natural colorida f 124084
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foi retirada do dataset da University of California, Berkley. Fonte: (https://www2.eecs.

berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/). A Figura 15 mos-

tra o resultado dos operadores erosão, dilatação e gradiente baseados em distância para as

cores de referência vermelha, verde, ciano e preta. Por exemplo, se considerarmos a cor de

referência como sendo vermelha, então a imagem obtida pela dilatação baseada em distância

mostra que as cores próximas da cor vermelha se destacaram, ver Figura 15 item (a). Dualmente,

a imagem obtida pela erosão baseada em distância mostra que as cores mais distantes da cor

vermelha tendem a se destacar, ver Figura 15 item (b).

3.2.1 Caracterização dos operadores εrB, δrB e %rB.

Motivados pela caracterização apresentada para os operadores morfológicos base-
ados em distância em tons de cinza, apresentaremos uma caracterização para os operadores
morfológicos baseados em distância εrB, δrB e %rB em função da referência r P r0, 1s3.

No caso dos operadores morfológicos baseados em distância para imagens em tons
de cinza, a influência do valor de referência r está relacionada com o diagrama de Voronoi e suas
variações. Por exemplo, a dilatação está diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi e a
erosão está diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante. Dessa
forma, utilizaremos o diagrama de Voronoi e suas variações no cubo r0, 1s3 para apresentar uma
caracterização para os operadores morfológicos baseados em distância para imagens coloridas.

Teorema 3.2. Sejam r P r0, 1s3 uma referência fixa e o reticulado completo r0, 1s3 com a ordem

total baseada em distância ďr. Dada uma imagem colorida f P FunpD, r0, 1s3q e um elemento

estruturante flat finito B Ă Z2. Para cada pixel x P D, os operadores baseados em distância

erosão, dilatação e gradiente, dados por (3.21) e (3.22) satisfazem as seguintes equações:

εrBpfqpxq “ f i, se r P RV i (3.24)

δrBpfqpxq “ f j, se r P RVj (3.25)

%rBpfqpxq “
›

›f j ´ f i
›

›

2 , se r P RVj XRV i, (3.26)

onde fm com m P t1, 2, . . . , ku, é uma cor da imagem f em um pixel selecionado pelo elemento

estruturante B centrado em x P D. Além disso, RVm e RV m denotam, respectivamente, a região

de Voronoi e a região de Voronoi do vizinho mais distante, ambas contruídas usando f1, . . . , fk,

que contém a cor fm.

Demonstração. A demonstração é semelhante a demonstração do Teorema 3.1. Vamos conside-
rar r P r0, 1s3 uma referência fixa. Sejam f P FunpD, r0, 1s3q uma imagem colorida e B Ă Z2

um elemento estruturante finito. Vamos construir um conjunto de pontos com os valores da

https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/
https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/


Capítulo 3. Operadores Morfológicos Baseados em Distância 52

Dilatação Erosão Gradiente

(a) δrBpfq (b) εrBpfq (c) 1´ %rBpfq

r
“
p1
,0
,0
q

(d) δrBpfq (e) εrBpfq (f) 1´ %rBpfq

r
“
p0
,1
,0
q

(g) δrBpfq (h) εrBpfq (i) 1´ %rBpfq

r
“
p0
,1
,1
q

(j) δrBpfq (k) εrBpfq (l) 1´ %rBpfq

r
“
p0
,0
,0
q

Figura 15 – Operadores dilatação, erosão e o complementar do gradiente normalizado para
alguns valores de r.

imagem f nos pixels selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x P D. Formal-
mente, defina H “ tf 1,f 2, . . . ,fku, com k ď CardpBq, onde f j “ fpx` bq para algum b P B,
com j P t1, 2, . . . , ku. O elemento f j P H representa um pixel da imagem f selecionado pelo
elemento estruturante B centrado em x. Note que a cardinalidade k de H corresponde ao número
de cores distintas da imagem f selecionadas pelo elemento estruturante B.
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Se considerarmos a dilatação baseada em distância δrB, então os pontos f j do
conjunto H “ tf 1,f 2, . . . ,fku representam os sítios de Voronoi no cubo r0, 1s3. Para cada
sítio f j P H consideremos a região de Voronoi RVfj

, onde denotaremos RVfj
por RVj . A

coleção de todas as regiões de Voronoi RVj é o diagrama de Voronoi de H, ou seja, DV pHq “
tRV1, . . . , RVku. Note que se r P RVj então a dilatação baseada em distância representa o ponto
mais próximo da referência r, o sítio f j P H associado a região de Voronoi RVj . Assim, dado
r P r0, 1s3 a dilatação baseada em distância para cada x P D é dada por

δrBpfqpxq “ f j, se r P RVj. (3.27)

Analogamente, se considerarmos a erosão baseada em distância εrB, então os pontos f i do
conjunto H “ tf 1,f 2, . . . ,fku representam os sítios de Voronoi do vizinho mais distante no
cubo r0, 1s3. Para cada sítio f i P H vamos considerar a região de Voronoi do vizinho mais
distante RV f i

, onde denotaremos RV f i
por RV i. A coleção de todas as regiões de Voronoi RV i

é o diagrama de Voronoi do vizinho mais distante de H, ou seja, DV pHq “
 

RV 1, . . . , RV k

(

.
Note que se r P RV i então a erosão baseada em distância representa o ponto mais distante da
referência r, o sítio f i P H associado a região de Voronoi RV i. Assim, dado r P r0, 1s3 a erosão
baseada em distância para cada x P D é dada por

εrBpfqpxq “ f i, se r P RV i. (3.28)

Finalmente, vamos considerar o diagrama de Voronoi DV e o diagrama de Voronoi do vizinho
mais distante DV do conjunto de pontos H “ tf 1,f 2, . . . ,fku. Dado r P r0, 1s3 o gradiente
morfológico baseado em distância para cada x P D é dado por

%rBpfqpxq “
›

›f j ´ f i
›

›

2 , se r P RVj XRV i, (3.29)

onde δrBpfqpxq “ f j se r P RVj e εrBpfqpxq “ f i se r P RV i.

O Teorema 3.2 mostra que os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente
baseados em distância são determinados de acordo com a região de Voronoi em que a referência
r pertence. Portanto, caracterizamos os operadores morfológicos erosão, dilatação e gradiente
baseados em distância em função da referência r P r0, 1s3.

Exemplo 3.5. Considere o conjunto de pontos H “ tf 1,f 2,f 3u, onde f 1 “ p0.6, 0.9, 0q,
f 2 “ p0.9, 0.9, 0q e f 3 “ p0.9, 0.4, 0q. Vamos admitir que cada ponto f j P H representa um

pixel da imagem colorida f P FunpD, r0, 1s3q selecionado pelo elemento estruturante finito B

centrado em x P D. Note que f 1, f 2 e f 3 estão no plano Vermelho-Verde, pois a componenete

azul é igual a zero. A Figura 16 item (a) representa a projeção do diagrama de Voronoi de

H no plano Vermelho-Verde (RˆG). Em outras palavras, DV pHq “ tRV1, RV2, RV3u, onde

RV1 é a região de cor vermelha, RV2 é a região de cor azul e RV3 é a região de cor verde.

Analogamente, o item (b) da Figura 16 representa a projeção do diagrama do vizinho mais
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distante H no plano Vermelho-Verde (RˆG). Em outras palavras,DV pHq “
 

RV 1, RV 2, RV 3
(

,

onde RV 1 é a região de cor vermelha, RV 2 é a região de cor azul e RV 3 é a região de cor

verde. Especificamente, as regiões RVj e RV j são extensões cilindricas das regiões mostradas

na Figura 16.

(a) DV pHq (b) DV pHq

Figura 16 – Diagrama de Voronoi e o diagrama do vizinho mais distante de H.

De acordo com os diagramas de Voronoi e do vizinho mais distante, mostrado nos

itens (a) e (b) da Figura 16, a dilatação e a erosão baseadas em distância em x P D são dadas

por

δrBpfqpxq “

$

’

&

’

%

p0.6, 0.9, 0q se r P RV1,

p0.9, 0.9, 0q se r P RV2,

p0.9, 0.4, 0q se r P RV3.

(3.30)

εrBpfqpxq “

$

’

&

’

%

p0.6, 0.9, 0q se r P RV 1,

p0.9, 0.9, 0q se r P RV 2,

p0.9, 0.4, 0q se r P RV 3.

(3.31)

Vamos considerar o diagrama de Voronoi DV pHq e o diagrama de Voronoi do

vizinho mais distante DV pHq, como mostra a Figura 16 itens (a) e (b). De acordo com (3.26),

dado r P r0, 1s3 o gradiente morfológico baseado em distância para cada x P D é dado por

%rBpfqpxq “

$

’

&

’

%

0.3 se r P
`

RV1 XRV 2
˘

Y
`

RV2 XRV 1
˘

,

0.5 se r P
`

RV2 XRV 3
˘

Y
`

RV3 XRV 2
˘

,

0.583 se r P
`

RV1 XRV 3
˘

Y
`

RV3 XRV 1
˘

.

(3.32)

Ao caracterizar os operadores morfológicos baseados em distância em função da
referência r P r0, 1s3, percebemos que os operadores apresentam algumas descontinuidades.
Especificamente no interior das regiões de Voronoi, os operadores morfológicos baseados em
distância são insensíveis a pequenas perturbações da referência r. Contudo, há uma mudança
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brusca no resultado dos operadores para pequenas perturbações da referência r na fronteira das
regiões de Voronoi.

Neste capítulo, mostramos que o diagrama de Voronoi possui uma relação muito
importante com os operadores morfológicos baseados em distância. Mais precisamente, a dilata-
ção baseada em distância está diretamente relacionada com o diagrama de Voronoi, enquanto
a erosão baseada em distância está relacionada com o diagrama de Voronoi do vizinho mais
distante. Os diagramas de Voronoi serviram para mostrar como a escolha do valor de referência
r ou da cor de referência r influencia no resultado dos operadores morfológicos baseados em
distância erosão e dilatação. No próximo capítulo, utilizaremos os diagramas de Voronoi para
definir os operadores Pseudo-Morfológicos baseados em distância.



56

4 Estatística Descritiva de Operadores
Morfológicos Baseados em Distância

Nas últimas décadas, diferentes abordagens para a MM colorida baseada em distân-
cia foram propostas por pesquisadores proeminentes, como Angulo (2007); Aptoula and Lefèvre
(2009); De Witte et al. (2005a); Ledoux et al. (2014, 2015); Deborah et al. (2015); Al-Otum
(2015); Valle and Valente (2017). Apesar das aplicações bem sucedidas, essas abordagens geral-
mente se deparam com a difícil tarefa de escolher uma referência adequada para ordenação das
cores, tornando-se um dos grandes desafios para a morfologia matemática colorida baseada em
distância. No capítulo anterior, apresentamos uma caracterização para os operadores morfoló-
gicos erosão, dilatação e gradiente baseados em distância em função do valor de referência r
ou da cor de referência r, através dos diagramas de Voronoi. Neste capítulo, interpretaremos a
referência como uma variável aleatória e, utilizando conceitos de estatística descritiva, podemos
contornar o problema da escolha da referência apropriada. Alternativamente, a interpretação
da referência como uma variável aleatória contempla o caso em que há incerteza na escolha da
referência. Especificamente, utilizaremos algumas medidas de tendência central e dispersão para
definir novos operadores. Por exemplo, a média da dilatação, a média da erosão ou o desvio
padrão do gradiente, entre outros.

4.1 Abordagem para Imagens em Tons de Cinza

Nesta seção, abordaremos alguns conceitos e resultados importantes de estatística
descritiva, como medidas de tendência central e medidas de dispersão, para mais detalhes ver
(Papoulis and Pillai, 2002), (Oja, 1983), (Small, 1990), (Johnson and Wichern, 2007) e (Rohatgi
and Saleh, 2010). Lembre-se que, na abordagem baseada em distância, o valor de referência r
pode assumir qualquer valor entre 0 e 1. Dessa forma, interpretaremos a referência r como uma
amostragem de uma variável aleatória contínua R com uma função densidade de probabilidade
pR. A seguir, definiremos algumas medidas de tendência central e dispersão para uma função de
uma variável aleatória.

Definição 4.1. Seja R uma variável aleatória e h : RÑ th1, h2, . . . , hku uma função.

1) A esperança de hpRq é dada por

E phpRqq “
k
ÿ

j“1
hjP phpRq “ hjq . (4.1)
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2) Adotamos como a moda pMoq de hpRq o menor valor hj tal que

P phpRq “ hjq é máxima. (4.2)

3) Adotamos como a mediana pMdq de hpRq o menor valor hj tal que

P phpRq ďMdq ě 0.5 e P phpRq ěMdq ě 0.5. (4.3)

4) A variância de hpRq é dada por

V ar phpRqq “ E
`

phpRqq2
˘

´ pE phpRqqq2 . (4.4)

5) O desvio padrão de hpRq é dado por

σ phpRqq “
a

V ar phpRqq. (4.5)

Observação 4.1. Se R possui função densidade de probabilidade pR, então

P phpRq “ yq “

ż

tr:hprq“yu

pRprqdr e P phpRq ď yq “

ż

tr:hprqďyu

pRprqdr. (4.6)

Exemplo 4.1. Neste exemplo, vamos considerar a dilatação baseada em distância da imagem

f avaliada no pixel x “ p3, 3q, apresentada no exemplo 3.3. Seja H “ t0.1, 0.2, 0.3, 0.7u a

lista ordenada de pontos da imagem f selecionados pelo elemento estruturante B. Dessa forma,

o diagrama de Voronoi de H, DV pHq, é dado por DV pHq “ tRV1, RV2, RV3, RV4u, em que

RV1 “ r0, 0.15q, RV2 “ r0.15, 0.25q, RV3 “ r0.25, 0.5q e RV4 “ r0.5, 1s. Assim, a dilatação

δrBpfqp3, 3q em função de r é dada por

δrBpfqp3, 3q “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

0.1 se r P RV1,

0.2 se r P RV2,

0.3 se r P RV3,

0.7 se r P RV4.

(4.7)

Vamos admitir que a referência r é uma amostragem de uma variável aleatória

contínua R com uma função densidade de probabilidade pR. Especificamente, vamos considerar

a função densidade de probabilidade uniforme, ou seja, pRprq “ 1 para todo r P r0, 1s. Dessa

forma, podemos calcular a probabilidade de ocorrência dos valores de δrBpfqp3, 3q para cada

região de Voronoi RVj . Em termos matemáticos,

• P pδrBpfqp3, 3q “ 0.1q “
ż

RV1

pRprqdr “

ż 0.15

0
dr “ 0.15

• P pδrBpfqp3, 3q “ 0.2q “
ż

RV2

pRprqdr “

ż 0.25

0.15
dr “ 0.10
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• P pδrBpfqp3, 3q “ 0.3q “
ż

RV3

pRprqdr “

ż 0.5

0.25
dr “ 0.25

• P pδrBpfqp3, 3q “ 0.7q “
ż

RV4

pRprqdr “

ż 1.0

0.5
dr “ 0.5

Note que a probabilidade de δrBpfqp3, 3q pertencer a região de Voronoi RVj é igual ao com-

primento da região de Voronoi RVj . E, com isso, obtemos a seguinte tabela de probabilidade

Tabela 1 – Tabela de Probabilidade de δrBpfqp3, 3q do Exemplo 4.1.

δrBpfqp3, 3q 0.1 0.2 0.3 0.7
P pδrBpfqp3, 3qq 0.15 0.10 0.25 0.5

Dessa forma, vamos calcular as medidas de tendência central e dispersão para

o operador dilatação δrBpfqp3, 3q. Usando a definição de esperança dada em (4.1), em que

h “ δrBpfqp3, 3q, temos que

E pδrBpfqp3, 3qq “ 0.1ˆ P p0.1q ` 0.2ˆ P p0.2q ` 0.3ˆ P p0.3q ` 0.7ˆ P p0.7q

“ 0.1ˆ 0.15` 0.2ˆ 0.10` 0.3ˆ 0.25` 0.7ˆ 0.5

“ 0.46

A moda da dilatação δrBpfqp3, 3q, por (4.2), é Mopδ
r
Bpfqp3, 3qq “ 0.7, pois 0.7 é o

valor cuja probabilidade é máxima. A mediana de δrBpfqp3, 3q, pode ser qualquer número entre

0.3 e 0.7, pois, para λ P r0.3, 0.7s temos que P pδrBpfqp3, 3q ď λq ě 0.5 e P pδrBpfqp3, 3q ě
λq ě 0.5. No entanto, pela definição (4.3), a mediana é o menor valor de λ P r0.3, 0.7s que

satisfaz a equação (4.3). Portanto, Mdpδ
r
Bpfqp3, 3qq “ 0.3.

Antes de calcular a variância de δrBpfqp3, 3q, precisamos calcular a esperança de

pδrBpfqp3, 3qq2. Daí,

E
`

pδrBpfqp3, 3qq2
˘

“ p0.1q2 ˆ P p0.1q ` p0.2q2 ˆ P p0.2q `

p0.3q2 ˆ P p0.3q ` p0.7q2 ˆ P p0.7q

“ 0.01ˆ 0.15` 0.04ˆ 0.10` 0.09ˆ 0.25` 0.49ˆ 0.5

“ 0.273.

Assim, a variância de δrBpfqp3, 3q, dada por (4.4), é

V arpδrBpfqp3, 3qq “ E
`

pδrBpfqp3, 3qq2
˘

´ pE pδrBpfqp3, 3qqq2

“ 0.273´ p0.46q2

“ 0.0614.
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e o desvio padrão de δrBpfqp3, 3q, dado por (4.5), é

σpδrBpfqp3, 3qq “
a

V arpδrBpfqp3, 3qq

“
?

0.0614

“ 0.2478.

4.1.1 Operadores Pseudo-Morfológicos

A estatística descritiva dos operadores morfológicos baseados em distância para
imagens em tons de cinza δrB e εrB não comutam necessariamente com o supremo e o ínfimo, res-
pectivamente, e portanto não representa uma dilatação e uma erosão no sentido da Definição 1.2.
No entanto, podemos considerar a estatística descritiva dos operadores morfológicos baseados
em distância como operadores pseudo-morfológicos (Angulo, 2007). Nesta tese, denotaremos
por ψrB um operador morfológico baseado em distância, tais como δrB , εrB ou %rB , com base em um
elemento estruturante B (flat) e um valor de referência r P r0, 1s. Além disso, denotaremos por S
uma estatística descritiva, por exemplo, esperança, variância e desvio padrão. Dada uma imagem
em tons de cinza f P FunpD, r0, 1sq, o operador morfológico ψrBpfqpxq em um determinado
pixel x P D é determinado de acordo com a escolha do valor de referência r. Ao interpretarmos
ψrBpfqpxq como uma função de r, definimos um operador pseudo-morfológico como se segue:

SRψBpfqpxq “ SR pψrBpfqpxqq , @ x P D. (4.8)

Note que o valor de referência r P r0, 1s é visto como uma amostragem de uma variável aleatória
R, o operador morfológico baseado em distância ψrB corresponde à função h dada na definição
4.1 e SR é uma estatística descritiva tal como a esperança, a variância e o desvio padrão.

Vamos apresentar uma forma mais prática e eficiente para calcular a estatística
descitiva dos operadores dilatação, erosão e gradiente baseados em distância. Algumas estatísticas
descritivas possuem expressões bem simples e fáceis de serem calculadas como veremos a seguir.
Nesta tese vamos considerar a função densidade de probabilidade como sendo uniforme, ou seja,
pRprq “ 1 para todo r P r0, 1s.

Teorema 4.1. Sejam f : D Ñ r0, 1s uma imagem em tons de cinza, B um elemento estruturante

(flat) finito e r uma amostragem de uma variável aleatória uniforme no intervalo r0, 1s. Se

ψrB “ εrB, então a esperança, a variância e o desvio padrão são dados por

E pεrBpfqpxqq “ pfk ´ f1q.me` f1, (4.9)

V ar pεrBpfqpxqq “ pfk ´ f1q
2
pme´me2

q, (4.10)

σ pεrBpfqpxqq “ pfk ´ f1q
?
me´me2, (4.11)
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onde fi é um pixel da imagem f selecionado pelo elemento estruturante B centrado em x P D e

me “
f1 ` fk

2 .

Demonstração. Sejam f : D Ñ r0, 1s uma imagem em tons de cinza, B um elemento estrutu-
rante (flat) finito e r uma amostragem de uma variável aleatória uniforme no intervalo r0, 1s..
Pelo Teorema 3.1, o operador baseado em distância εrB satisfaz

εrBpfqpxq “

#

fk, se r P r0,meq ,
f1, se r P rme, 1s ,

(4.12)

onde fi, com i P t1, 2, . . . , ku, é um pixel da imagem f selecionado pelo elemento estruturante

B centrado em x P D e me “
f1 ` fk

2 .

Pela Definição 4.1, temos que para cada x P D,

E pεrBpfqpxqq “

k
ÿ

j“1
fjωj,

“ f1.ω1 ` fk.ωk,

“ f1p1´meq ` fkme,

“ pfk ´ f1q.me` f1,

onde ωk “
ż me

0
dr “ me e ω1 “

ż 1

me

dr “ 1 ´ me. Note que ωj “ P pεrBpfqpxq “ fjq e

fj P tf1, f2, . . . , fku. Além disso,
k
ÿ

j“1
ωj “ 1, ou seja, a soma das probabilidades é igual a 1.

Usando a Definição 4.1, temos que para cada x P D,

V ar pεrBpfqpxqq “ E
`

pεrBpfqpxqq
2˘
´ pE pεrBpfqpxqqq

2 ,

“ pf 2
k ´ f

2
1 qme` f

2
1 ´ ppfk ´ f1qme` f1q

2 ,

“ pfk ` f1qpfk ´ f1qme´ pfk ´ f1q
2me2

´ 2f1pfk ´ f1qme,

“ pfk ` f1 ´ 2f1qpfk ´ f1qme´ pfk ´ f1q
2me2,

“ pfk ´ f1q
2me´ pfk ´ f1q

2me2,

“ pfk ´ f1q
2
pme´me2

q.

Usando a definição 4.1, temos que para cada x P D,

σ pεrBpfqpxqq “
a

pfk ´ f1q2pme´me2q,

“ pfk ´ f1q
?
me´me2.

Note que, se considerarmos outros modelos para a função densidade de probabilidade
pRprq, então os operadores pseudo-morfológicos SR pψrBpfqpxqq podem ser caracterizados de
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outra maneira e com isso podemos obter diferentes abordagens para esses operadores. Uma
possibilidade seria considerar pRprq como sendo uma função densidade que contém informações
sobre a imagem como, por exemplo, seu histograma.

Exemplo 4.2. Este exemplo ilustra algumas estatísticas descritivas dos operadores morfológicos

dilatação, erosão e gradiente baseados em distância. Para calcular essas estatísticas, utilizamos

como elemento estruturante B um quadrado de dimensão 3ˆ 3 e a imagem em tons de cinza da

Lena de dimensão 512ˆ 512. Os resultados obtidos são mostrados na Figura 17.

Dilatação Erosão Gradiente

(a) E pδrBpfqq (b) E pεrBpfqq (c) 1´ E p%rBpfqq

E
sp

er
an

ça

(d) Mopδ
r
Bpfqq (e) Mopε

r
Bpfqq (f) 1´Mop%

r
Bpfqq

M
od

a

(g) 1´ σpδrBpfqq (h) 1´ σpεrBpfqq (i) 1´ σp%rBpfqq

D
es

vi
o

Pa
dr

ão

Figura 17 – Estatística descritiva dos operadores morfológicos dilatação, erosão e gradiente.
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4.2 Abordagem para Imagens Coloridas

Na abordagem baseada em distância para imagens coloridas a cor de referência r
pode assumir qualquer valor no cubo unitário r0, 1s3. Nessa seção vamos interpretar a referência
r como uma amostragem de um vetor de variáveis aleatória R com uma função densidade
de probabilidade conjunta pR. Assim, vamos utilizar os conceitos de estatística descritiva,
como medidas de tendência central e dispersão para extender a abordagem dos operadores
pseudo-morfológicos para imagens coloridas.

Seja R “ pR1, . . . ,Rnq um vetor de variáveis aleatórias, com função densidade
de probabilidade conjunta pR. Na prática utilizaremos a função de densidade de probabilidade
conjunta uniforme, ou seja, pRprq “ 1 para cada r P r0, 1s3. Vamos considerar H : Rn

Ñ

th1,h2, . . . ,hku Ă Rn uma função vetorial em um conjunto discreto de vetores do Rn. Note que
HpRq “ hj , para algum j P t1, 2, . . . , ku. No contexto multivariado, vamos definir algumas
medidas de tendência central e dispersão para uma função vetorialHpRq.

A esperança deHpRq é dada por

EpHpRqq “
k
ÿ

j“1
hjP pHpRq “ hjq . (4.13)

A modaMo deHpRq é um vetor hj tal que

P pHpRq “ hjq é máxima, (4.14)

para algum j P t1, 2, . . . , ku.

A matriz de dispersão deHpRq, denotada por Σ, é dada por

Σ “ V arpHpRqq “ E
`

pHpRq ´EpHpRqqq pHpRq ´EpHpRqqt
˘

. (4.15)

A partir da matriz de dispersão Σ, vamos apresentar algumas medidas de dispersão
(Johnson and Wichern, 2002; Bock, 1985). Uma medida númerica de variabilidade é fornecida
pelo determinante da matriz de dispersão Σ. O determinante de Σ é denominado variância
generalizada deHpRq. Denotaremos a variância generalizada deHpRq como sendoVgpHpRqq.
Uma outra medida de variabilidade capaz de sintetizar a informação contida na matriz de
dispersão Σ é a variância total. A variância total de HpRq é definida como sendo o traço de
Σ. Denotaremos a variância total deHpRq como sendo VtpHpRqq. A matriz de dispersão Σ é
uma matriz simétrica e semidefinida positiva. Assim, as medidas de variabilidade VgpHpRqq e

VtpHpRqq são reais e não negativas. Dessa forma, definiremosRVgpHpRqq “
b

VgpHpRqq e

RVtpHpRqq “
a

VtpHpRqq. Esses operadores podem ser interpretados como generalizações
do desvio padrão para vetores.

Uma outra medida de dispersão é a Gini’s Mean Difference, denotada por Gmd.
O Gmd é definido como sendo a média da normas da diferença de todos os pares de HpRq.
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Matematicamente, oGmd deHpRq é dado por

GmdpHpRqq “
k
ÿ

i,j“1
}hi ´ hj}2 P pHpRq “ hiqP pHpRq “ hjq , (4.16)

onde }¨}2 representa a norma Euclidiana, para mais detalhes ver (Oja, 1983; Gerstenkorn and
Gerstenkorn, 2007).

Agora, definiremos os operadores pseudo-morfológicos para imagens coloridas da
mesma forma como definimos os operadores pseudo-morfológicos para uma imagem f : D Ñ

r0, 1s em tons de cinza, ver equação (4.8). Dada uma imagem colorida f : D Ñ r0, 1s3, os
operadores morfológicos baseados em distância ψrBpfqpxq em um determinado pixel x P D
variam de acordo com a escolha do vetor de referência r P r0, 1s3. Dessa forma, ao interpretarmos
ψrBpfqpxq como uma função de uma amostra r de uma variável aleatóriaR, obtemos operadores
pseudo-morfológicos como se segue:

SRψBpfqpxq “ SR pψ
r
Bpfqpxqq , @ x P D, (4.17)

em que SR denota uma estatística, isto é, uma medida de tendência central ou de dispersão.

Exemplo 4.3. Neste exemplo, seja H “ tf 1,f 2,f 3u, onde f 1 “ p0.6, 0.9, 0q, f 2 “ p0.9, 0.9, 0q
e f 3 “ p0.9, 0.4, 0q. Vamos admitir que cada ponto f j P H representa um pixel de uma imagem

colorida f P FunpD, r0, 1s3q selecionado pelo elemento estruturante finito B centrado em

x P D. Vamos considerar a caracterização obtida para a dilatação baseada em distância da

imagem colorida f no pixel x P D, apresentada no Exemplo 3.5. Considere também a função

de densidade de probabilidade conjunta uniforme, ou seja, pRprq “ 1, @ r P r0, 1s3. Assim,

δrBpfqpxq em função da cor de referência r é dada por

δrBpfqpxq “

$

’

&

’

%

p0.6, 0.9, 0q se r P RV1,

p0.9, 0.9, 0q se r P RV2,

p0.9, 0.4, 0q se r P RV3.

(4.18)

Note que RV1, RV2 e RV3 são as regiões de Voronoi, onde RV1 é a extensão cilín-

drica da região de cor vermelha, RV2 é a extensão cilíndrica da região de cor verde e RV3 é a

extensão cilíndrica da região de cor azul, como mostra o item (a) da Figura 16. Agora, vamos

calcular a probabilidade de ocorrência dos valores de δrBpfqpxq para cada região de Voronoi

RVj , em que j P t1, 2, 3u. Assim,

• P pδrBpfqpxq “ p0.6, 0.9, 0qq “
żżż

RV1

fRprqdr “ 0.43125,

• P pδrBpfqpxq “ p0.9, 0.9, 0qq “
żżż

RV2

fRprqdr “ 0.0875,
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• P pδrBpfqpxq “ p0.9, 0.4, 0qq “
żżż

RV3

fRprqdr “ 0.48125.

Note que a probabilidade de δrBpfqpxq pertencer a região de voronoi RVj é igual ao volume da

região de Voronoi RVj . E, com isso, obtemos a seguinte tabela de probabilidade conjunta

Tabela 2 – Tabela de Probabilidade conjunta

δrBpfqpxq (0.6, 0.9,0) (0.9, 0.9,0) (0.9, 0.4,0)
P pδrBpfqpxqq 0.43125 0.0875 0.48125

Com a Tabela 2, podemos calcular as medidas de tendência central e dispersão para

a dilatação δrBpfqpxq. Usando a definição de esperança dada em (4.13), em queH “ δrBpfqpxq,

temos que

EpδrBpfqpxqq “ p0.6, 0.9, 0q ˆ P pp0.6, 0.9, 0qq ` p0.9, 0.9, 0q ˆ P pp0.9, 0.9, 0qq

` p0.9, 0.4q ˆ P pp0.9, 0.4qq

“ 0.43125 p0.6, 0.9, 0q ` 0.0875 p0.9, 0.9, 0q ` 0.48125 p0.9, 0.4, 0q

“ p0.770625, 0.659375, 0q .

A moda da dilatação δrBpfqpxq, por (4.14), resulta queMopδ
r
Bpfqpxqq “ p0.9, 0.4, 0q,

uma vez que p0.9, 0.4, 0q é a cor cuja probabilidade é máxima.

A matriz de dispersão de δrBpfqpxq, por (4.15), é dada por

Σ “

¨

˚

˝

0.022074609375 ´0.031130859375 0
´0.031130859375 0.062412109375 0

0 0 0

˛

‹

‚

.

A partir da matriz de dispersão Σ, temos que o det pΣq “ 0 e o tr pΣq “ 0.08448671875.

Dessa forma, a variância generalizada de δrBpfqpxq é zero e a variância total de δrBpfqpxq é

0.08448671875. Portanto,RVgpδrBpfqpxqq “ 0 eRVtpδrBpfqpxqq “ 0.290665991732779.

A medida de dispersão de Gini de δrBpfqpxq, dada por (4.16), satisfaz

GmdpδrBpfqpxqq “ }p0.6, 0.9, 0q ´ p0.9, 0.9, 0q}2 ˆ 0.43125ˆ 0.0875

`}p0.6, 0.9, 0q ´ p0.9, 0.4, 0q}2 ˆ 0.43125ˆ 0.48125

`}p0.9, 0.9, 0q ´ p0.9, 0.4, 0q}2 ˆ 0.0875ˆ 0.48125

“ 0.153390028973879.

Observação 4.2. Computacionalmenter, vamos utilizar o Método de Monte Carlo para estimar

o cálculo da probabilidade de δrBpfqpxq pertencer a região de Voronoi RVj . Com efeito, o

cálculo da probabilidade de δrBpfqp3, 3q pertencer a região de Voronoi RVj é igual ao cálculo do
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volume da região de Voronoi RVj . Para determinar o volume da região de Voronoi distribuímos

1000 pontos de forma aleatória e uniformemente distribuídos no interior do cubo unitário r0, 1s3

usando o comando rand do GNU Octave, em seguida calculamos quantos pontos caíram

dentro da região de Voronoi RVj e dividimos pelo número total pontos distribuídos, ou seja,

dividimos por 1000.

Exemplo 4.4. Neste exemplo, ilustraremos algumas estatísticas dos operadores morfológicos

dilatação, erosão e gradiente baseados em distância. Vamos considerar um elemento estrutu-

rante B quadrado de dimensão 3ˆ 3 e uma imagem natural colorida f “ f 253036 de dimensão

481ˆ 321. Lembrando que a imagem natural colorida f 253036 foi retirada do dataset da Univer-

sity of California, Berkeley. Fonte: (https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/

Projects/CS/vision/grouping/).

Se considerarmos o operador morfológico baseado em distância ψrB “ ε
r
B , obtemos

dos operadores pseudo-morfológicos, as imagens mostradas na Figura 18 (b)-(f). Agora, se

considerarmos o operador morfológico baseado em distânciaψrB “ δ
r
B , obtemos dos operadores

pseudo-morfológicos, as imagens mostradas na Figura 19 (b)-(f). Por último, se considerarmos

o operador morfológico baseado em distância ψrB “ %rB, obtemos dos operadores pseudo-

morfológicos, as imagens mostradas na Figura 20 (a)-(d).

Observe que os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância RVg,RVt
e Gmd fornecem imagens em tons de cinza, enquanto que os operadores E e Mo fornecem

imagens coloridas.

Uma vez que os operadores pseudo-morfológicosEpεrBpfqq,Epδ
r
Bpfqq,Mopε

r
Bpfqq

e Mopδ
r
Bpfqq foram definidos e calculados, vamos definir outros dois operadores pseudo-

morfológicos. Ambos motivados pela definição do gradiente morfológico colorido, dado em
(3.22). Formalmente, dados os operadores pseudo-morfológicos EpεrBpfqq e EpδrBpfqq, defini-
mos a norma da diferença entre a média da dilatação e a média da erosão, %EB , por

%EBpfpxqq “ }Epδ
r
Bpfpxqqq ´Epε

r
Bpfpxqqq}2 , @ x P D. (4.19)

Além disso, o %EBpfq normalizado, %EBpfq : D Ñ r0, 1s, é dado por

%EBpfpxqq “
%EBpfpxqq

Ž

t%EBpfpyqq : y P Du
. (4.20)

De modo análogo, dados os operadores pseudo-morfológicosMopε
r
Bpfqq eMopδ

r
Bpfqq, defi-

nimos a norma da diferença entre a moda da dilatação e a moda da erosão, %Mo
B , por

%Mo
B pfpxqq “ }Mopδ

r
Bpfpxqqq ´Mopε

r
Bpfpxqqq}2 , @ x P D. (4.21)

Além disso, o %Mo
B pfq normalizado, %Mo

B pfq : D Ñ r0, 1s, é dado por

%Mo
B pfpxqq “

%Mo
B pfpxqq

Ž
 

%Mo
B pfpyqq : y P D

( . (4.22)

https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/
https://www2.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/
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(a) Imagem f253036 (b) EpεrBpfqq

(c)Mopε
r
Bpfqq (d) 1´RVgpεrBpfqq

(e) 1´RVtpεrBpfqq (f) 1´GmdpεrBpfqq

Figura 18 – Imagem original colorida, os operadores pseudo-morfológicos e o complementar
dos operadores pseudo-morfológicos normalizados aplicados em εrBpfq.

Exemplo 4.5. A Figura 21 mostra as imagens fornecidas pelos operadores pseudo-morfológicos

%EBpfq e %Mo
B pfq, em que f “ f 253036 é a imagem mostrada na Figura 18 (a). Note que os
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(a) Imagem f253036 (b) EpδrBpfqq

(c)Mopδ
r
Bpfqq (d) 1´RVgpδrBpfqq

(e) 1´RVtpδrBpfqq (f) 1´GmdpδrBpfqq

Figura 19 – Imagem original colorida, os operadores pseudo-morfológicos e o complementar
dos operadores pseudo-morfológicos normalizados aplicados em δrBpfq.

operadores pseudo-morfológicos EpεrBpfqq e Mopε
r
Bpfqq foram exibidos na Figura 18. Da

mesma forma, observe que os operadores pseudo-morfológicos EpδrBpfqq eMopδ
r
Bpfqq foram
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(a) Imagem f253036 (b) 1´Ep%rBpfqq

(c) 1´Mop%
r
Bpfqq (d) 1´ σp%rBpfqq

Figura 20 – Imagem original colorida e o complementar dos operadores pseudo-morfológicos
normalizados aplicados em %rBpfq.

exibidos na Figura 19.

Observe que os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância %E e %Mo

fornecem imagens em tons de cinza.

Neste capítulo, definimos particularmente alguns operadores pseudo-morfológicos
baseados em distância para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Note que os operadores
pseudo-morfológicos baseados em distância não necessitam da escolha de um valor de referência
r ou de uma cor de referência r e, com isso, contornamos o problema da escolha de uma
referência apropriada. Sobretudo, os operadores pseudo-morfológicos, por meio da função de
distribuição de probabilidade, permitem agregar uma certa incerteza na escolha da referência.
No próximo capítulo, aplicaremos os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância
no problema de detecção de bordas. Especificamente, daremos uma atenção especial para a
aplicação dos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância em imagens coloridas.



Capítulo 4. Estatística Descritiva de Operadores Morfológicos Baseados em Distância 69

(a) 1´ %EBpfq (b) 1´ %Mo
B pfq

Figura 21 – Imagem complementar dos operadores pseudo-morfológicos normalizados.
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5 Aplicação em Detecção de Bordas
em Imagens Coloridas

A detecção de borda é uma tarefa importante em muitas aplicações, como visão com-
putacional, segmentação de imagens e reconhecimento de objetos. Em morfológia matemática
o gradiente morfológico é utilizado em problemas de detecção de bordas de um determinado
objeto numa imagem apresentada. Uma borda é o limite entre duas regiões, cujos tons de cinza
predominates na imagem são relativamente diferentes. Observando os resultados apresentados
pelas estatíticas descritivas de operadores morfológicos baseados em distância, percebemos que
boa parte dos nossos operadores se comportam, na prática, como gradientes morfológicos, ou
seja, os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância realçam variações de intensidade
de um pixel em uma vizinhança determinada pelo elemento estruturante. Com efeito, a borda,
como uma propriedade intrínseca do objeto em uma imagem, não deve depender do esquema de
ordenação utilizado. Baseado nessa observação, vamos considerar a detecção de borda como
uma aplicação para os nossos operadores pseudo-morfológicos baseados numa distribuição de
probabilidade uniforme.

Neste capítulo, avaliaremos quantitativamente o desempenho dos operadores pseudo-
morfológicos baseados em distância no problema de detecção de bordas. Em seguida, vamos
selecionar os operadores pseudo-morfológicos com as melhores acurácias, ou seja, os opera-
dores que apresentaram a melhor capacidade de detecção de bordas para representar nossa
abordagem. Por fim, vamos comparar a capacidade de detecção de bordas dos operadores
pseudo-morfológicos baseados em distância com outras abordagens propostas na literatura.

No intuito de avaliarmos a eficiência dos operadores pseudo-morfológicos baseados
em distância no problema de detecção de bordas, utilizaremos um dataset de segmentação de
imagens da University of California, Berkeley (Martin et al., 2001). Esse dataset possui 300
imagens coloridas naturais e 1633 imagens binárias que foram segmentadas manualmente por
um grupo de pessoas, onda cada pessoa fez a segmentação de uma certa quantidade de imagens.
Para medir a capacidade de detecção dos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância
precisamos de alguma medida de desempenho. Existem muitas medidas de desempenho sendo
utilizada na literatura, ver (Papari and Petkov, 2011; Lopez-Molina et al., 2013). Nesta tese,
utilizaremos a medida de desempenho proposta por Pratt (2007), conhecido como Figura de
Merito (FoM) de Pratt.

A medida de desempenho FoM é utilizada para quantificar a similaridade entre as
imagens β e τ , onde β é a imagem binarizada produzida por um detector de borda ao qual
queremos avaliar e τ é a imagem de borda de referência. Formalmente, τ denota uma imagem
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binária correspondente a segmentação humana de uma imagem colorida f do dataset, isto é,
o Ground Truth (GT). O FoM é uma das medidas mais utilizadas na literatura (Lopez-Molina
et al., 2013) e é definida por

FoMpβ, τq “
1
M

ÿ

xPτ

1
1` αd2px, βq

, (5.1)

em que M “ max tcardpβq, cardpτqu, onde cardpβq determina o número de pixels da borda da
imagem β, α é uma constante escalar e dpx, βq é a distância entre um ponto x da borda ideal
em τ à β. Nesta tese, fixaremos o parâmetros α “ 1{9 e d é a distância Euclidiana (Pratt, 2007).
Observe que 0 ď FoMpβ, τq ď 1 e um valor mais elevado do FoM indica uma capacidade
melhor de detecção de borda. Assim, quanto mais próximo de 1 for o resultado da medida de
desempenho FoM melhor será a detecção de bordas.

Para aplicar a medida de desempenho FoM precisamos fazer um tratamento nas
imagens obtidas pelos operadores pseudo-morfológicos. Vamos considerar o operador pseudo-
morfológico SRpψ

r
Bpfqq, onde f é uma imagem colorida e ψrB representa os operadores

morfológicos erosão εrB , dilatação δrB e gradiente %rB baseados em distância. A metodologia ado-
tada para fazer o tratamento é composta por duas etapas: o método de Supressão de não-Máximos
(NMS, Non-Maximum Suppression) e o método de histerese (hysteresis). Esse tratamento é
feito aplicando o método NMS em ψrBpfq e em seguida o método de histerese para binarizar a
imagem obtida no passo anterior. Essa metodologia é baseada no processo utilizado pelo detector
de bordas do Canny, para mais detalhes ver (Canny, 1986).

Em nossos experimentos usamos o comando NonMaxSupHyst do GNU Octave

que combina o método NMS e a histerese, contido na implementação do detector de bordas
de Canny. Uma implementação alternativa do método NMS pode ser encontrada em Kovesi
(2012). Uma desvantagem dessa implementação alternativa é que ela gasta muito tempo no
processamento das imagens. O NMS calculado usando o comando NonMaxSupHyst é muito
mais rápido no processamento das imagens. O método de histerese precisa de dois valores de
limiar T1 e T2, em que T1 ď T2. Nesta tese, vamos fixar os valores de limiar T1 “ 0.01 e
T2 “ 0.2, para maiores detalhes ver (Gonzalez-Hidalgo et al., 2015). Gostaríamos de salientar
que esses valores de limiar T1 e T2 podem ser otimizados, em outras palavras, os valores de
limiar T1 e T2 podem ser ajustados para obtermos melhores resultados, conforme feito por
Gonzalez-Hidalgo et al. (2015).

Para facilitar a compreensão dos resultados vamos representar os nossos operadores
pseudo-morfológicos baseados em distância pela seguinte nomeclatura:

• MeanG - representa o operador Ep%rBpfqq.

• DMean - representa o operador %EBpfq.

• ModG - representa o operadorMop%
r
Bpfqq.
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• DMod - representa o operador %Mo
B pfq.

• SdG - representa o operador σp%rBpfqq.

• RVgD - representa o operadorRVgpδrBpfqq.

• RVgE - representa o operadorRVgpεrBpfqq.

• RVtD - representa o operadorRVtpδrBpfqq.

• RVtE - representa o operadorRVtpεrBpfqq.

• GmdD - representa o operadorGmdpδrBpfqq.

• GmdE - representa o operadorGmdpεrBpfqq.

Com o intuito de avaliar o desempenho dos nossos operadores pseudo-morfológicos
no problema de detecção de bordas, vamos aplicar eles nas 300 imagens coloridas naturais e,
em seguida, calcularemos a medida de desempenho FoM dos nossos operadores com relação às
1633 imagens binárias segmentadas (GT) do dataset. Os valores da medida de desempenho FoM
dos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância estão resumidos no gráfico boxplot

ilustrado na Figura 22.

Figura 22 – Boxplot dos valores FoM para os operadores pseudo-morfológicos.

O gráfico boxplot é uma ferramenta interessante para apresentar algumas estatísticas
relativas as medidas, por exemplo, dispersão e a mediana. Porém, ainda é difícil determinar
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qual operador pseudo-morfológico apresentou o melhor desempenho. Para isto, vamos uti-
lizar a média das medidas de desempenho FoM para cada operador em formato de tabela,
tornando, assim, uma comparação númerica entre os resultados obtidos pelos diferentes operado-
res pseudo-morfológicos. A Tabela 3 mostra os valores médios da medida de desempenho FoM
dos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância. Além disso, o maior valor para o
FoM médio é destacado em negrito. De acordo com a Tabela 3, o operador pseudo-morfológico
que apresentou o maior FoM médio foi o SdG, cujo valor é 0.33661.

Tabela 3 – Valores do FoM médio para os operadores SR.

Método MeanG DMean ModG DMod SdG RVgD
FoM 0.29671 0.28491 0.30185 0.28916 0.33661 0.09944
Método RVgE RVtD RVtE GmdD GmdE —-
FoM 0.04423 0.31657 0.33329 0.30815 0.32723 —-

Vamos utilizar um teste de hipóteses para poder interpretar melhor o desempenho
dos operadores pseudo-morfológicos. A Figura 23 apresenta o resultado do teste t que compara
o desempenho de dois operadores usando as 1633 valores do FoM com um nível de significância
de 5%. Nesta figura, uma flecha significa que o teste t rejeitou a hipótese nula de que dois
operadores possuem médias iguais contra a hipótese de que o valor do FoM médio na parte
inferior da seta é menor do que o valor do FoM médio na parte superior da seta. Em outras
palavras, o operador no topo da seta superou o operador na parte inferior da seta.

Figura 23 – Diagrama dos operadores pseudo-morfológicos.
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A Figura 23, indica que os operadores pseudo-morfológicos SdG, RVtE e GmdE
superaram os outros operadores. Note que os operadores SdG e RVtE não são comparavéis,
em outras palavras, o teste t não rejeitou a hipótese nula de que o valor do FoM médio dos
operadores SdG e RVtE são iguais. Da mesma forma que o teste t também não rejeitou a
hipótese nula de que o valor do FoM médio dos operadores RVtE e GmdE são iguais, ou seja,
os operadores RVtE e GmdE não são comparavéis. Por outro lado, a Tabela 3 mostra que os
operadores RVgD e RVgE apresentaram os piores valores de FoM médio, 0.09944 e 0.04423,
respectivamente. Além disso, a Figura 23 indica que o teste t rejeitou a hipótese nula de que
o valor do FoM médio produzido pelos operadores RVgD e RVgE são iguais. Assim, RVgE
representa o operador pseudo-morfológico com pior valor de desempenho médio, indicando
uma baixa capacidade de detecção de bordas. Portanto, ao nível de significância de 5%, os
dados trazem evidência a favor da suposição de que o desempenho dos operadores SdG, RVtE
e GmdE na média, é superior ao desempenho dos operadores pseudo-morfológicos MeanG,
DMean, ModG, DMod, RVgD, RVgE, RVtD e GmdD, obtendo um resultado estatisticamente
significativo. Os experimentos mostraram que tanto o operador SdG como os operadores RVtE e
GmdE apresentaram boa performance quando comparados com os demais operadores, indicando
assim uma boa capacidade de detecção de bordas.

A Figura 24 ilustra, por exemplo, o operador pseudo-morfológico SdG aplicado
na imagem natural colorida f 42049, o complementar de τ42049 e o complementar da imagem
binarizada βSdG. Além disso, o valor da medida de desempenho FoM do operador SdG foi de
0.76529.

Para fins comparativos, vamos confrontar os nossos operadores SdG, RVtE e GmdE
com alguns detectores de bordas clássicos da literatura, por exemplo, os detectores de bordas
de Sobel e Canny. Lembrando que o GNU Octave possue os detectores de bordas de Sobel e
Canny implementados para imagens em tons de cinza. Vamos considerar também a abordagem
baseada no gradiente morfológico em tons de cinza. Especificamente, o gradiente morfológico
%B , dado por (2.10). Além destes detectores de bordas, utilizaremos o gradiente morfológico para
algumas abordagens da MM colorida, por exemplo, a abordagem marginal, lexicográfica, Witte et
al e Angulo, como visto em 2.2.1. Em todas as abordagens utilizaremos um elemento estruturante
(flat) B quadrado de dimensão 3ˆ 3. Na abordagem baseada em distância proposta por Angulo,
utilizaremos duas cores de referência, a cor preta rb “ p0, 0, 0q e a cor branca rw “ p1, 1, 1q.
Para facilitar a análise dos resultados vamos representar os detectores de bordas descritos
anteriormente com as seguintes nomeclaturas: Canny (C), Sobel (S), Gradiente Morfológico em
tons de cinza (G), Marginal (M), Lexicográfica (L), Witte (W), Angulo com cor de referência
preta (Ab) e Angulo com cor de referência branca (Aw). Lembrando que os nossos operadores
são representados por SdG, RVtE e GmdE.

A fim de avaliar a capacidade de detecção de bordas dos nossos operadores SdG,
RVtE e GmdE, vamos calcular a medida de desempenho FoM para as imagens obtidas pelos
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(a) Imagem f42049 (b) SdG

(c) Ground Truth τ42049 (d) βSdG

FoM “ 0.76529

Figura 24 – Imagem natural colorida, o complementar do SdG normalizado, o complementar do
Ground Truth e o complementar da imagem binarizada.

operadores e comparar com as 1633 imagens binárias segmentadas (GT) do dataset. Antes de
aplicar a medida de desempenho FoM precisamos fazer um tratamento nas imagens obtidas
pelos detectores de bordas G, M, L, W, Ab e Aw. Assim como foi feito anteriormente com
os operadores pseudo-morfológicos, aplicamos o NMS e histeresis nas imagens do gradiente
obtido pelas diferentes abordagens. Note que os detectores de bordas de Canny (C) e Sobel (S)
produzem em sua saída imagens binarizadas e por isso não precisam fazer um tratamento nas
imagens de saída. Os valores da medida de desempenho FoM dos detectores de bordas estão
resumidos no gráfico boxplot mostrado na Figura 25.

A Tabela 4 mostra os valores médios da medida de desempenho FoM para os onze
operadores de detecção de bordas listados acima.

A Figura 26 apresenta o resultado do teste t que compara o desempenho de dois
detectores de bordas da Tabela 4 com um nível de significância de 5%.

Note que maior FoM médio é dado em negrito e foi obtido pelo operador SdG, como
mostra a Tabela 4, cujo valor é 0.33661. A Figura 26, mostra que o operador SdG superou os
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Figura 25 – Boxplot dos valores de FoM para os detectores de bordas.

Tabela 4 – Valores do FoM médio para os detectores de bordas.

Método S C G L M W
FoM 0.30898 0.31412 0.31660 0.32273 0.32267 0.32301
Método Ab Aw SdG RVtE GmdE —
FoM 0.32287 0.32284 0.33661 0.33329 0.32723 —

outros detectores de bordas, exceto o operador RVtE, ou seja, o teste t rejeitou a hipótese nula de
que o valor do FoM médio apresentado pelo SdG é igual ao valor do FoM médio produzido pelos
detectores S, C, G, M, L, W, Ab, Aw e GmdE. Apesar do operador RVtE superar os detectores
de bordas S, C, G, M, L, W, Ab e Aw, os detectores SdG e RVtE apresentaram desempenho
semelhante, ou seja, são incomparavéis. Observamos também que o teste t não rejeitou a hipótese
nula de que o valor do FoM médio produzido pelos operadores M, L, W, Ab e Aw são iguais, em
outras palavras, eles apresentam desempenho semelhante. Por outro lado, o detector de bordas
de Sobel apresentou o menor FoM médio, enquanto que o detector de bordas de Canny (C) e o
gradiente morfológico em tons de cinza (G) apresentaram um desempenho médio semelhante.
Mais precisamente, o teste t de duas amostras não rejeitou a hipótese nula de que o detector de
bordas de Canny tenha FoM médio igual ao FoM médio do gradiente morfológico em tons de
cinza. Portanto, ao nível de significância de 5%, os dados trazem evidência a favor da suposição
de que o desempenho dos detectores de bordas SdG e RVtE, na média, são maiores do que o
desempenho dos detectores de bordas S, C, G, M, L, W, Ab e Aw. Dessa forma, concluímos
que os operadores SdG e RVtE podem ser utilizados como detectores de bordas, ou seja, os
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Figura 26 – Diagrama dos detectores de bordas.

operadores pseudo-morfológicos baseados em distância podem ser aplicados em problemas de
detecção de bordas.

Vamos finalizar esse capítulo com três exemplos das príncipais abordagens para a
detecção de bordas de algumas imagens naturais selecionadas do dataset. A Figura 27 mostra
a imagem colorida natural f 124084, sua imagem de Ground Truth τ124084 e as imagens binárias
βS , βC , βG, βM , βL, βW , βAb, βAw, βSdG e βRV tE , obtidas respectivamente, pelos detectores
de bordas S, C, G, M, L, W, Ab, Aw, SdG e RVtE. Além disso, apresentamos a medida de
desempenho FoM para os respectivos detectores de bordas. Os detectores de bordas aplicados
nas imagens naturais f 3096 e f 138032 estão ilustrados nas Figuras 28 e 29. A Figura 28 exibe
os melhores resultados do FoM para os operadores SdG e RVtE quando aplicados a detecção
de bordas. Os valores altos da medida de desempenho FoM confirmam a excelente capacidade
dos operadores pseudo-morfológicos baseados em distância para detecção de bordas. Por outro
lado, as imagens mostradas na Figura 29 apresentaram os piores resultados para a medida de
desempenho FoM para os operadores SdG e RVtE quando aplicados a detecção de bordas. Note
que as imagens binárias obtidas pelos detectores de bordas são muito mais ricas em detalhes do
que a imagem de Ground Truth (GT). Os operadores pseudo-morfológicos conseguem detectar
pequenas variações na imagem e com isso apresentam ruídos no resultado final. Isso explica os
baixos valores da medida de desempenho FoM para o detectores de bordas da Figura 29. Além
disso, a imagem de Ground Truth τ138032 da imagem f 138032 apresenta poucas informações sobre
a imagem.
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(a) Imagem f124084 (b) τ124084 (c) βS

FoM “ 0.54433

(d) βC (e) βG (f) βM

FoM “ 0.55873 FoM “ 0.61832 FoM “ 0.64043

(g) βL (h) βW (i) βAb

FoM “ 0.65109 FoM “ 0.65179 FoM “ 0.65248

(j) βAw (k) βSdG (k) βRV tE

FoM “ 0.64204 FoM “ 0.66914 FoM “ 0.51126

Figura 27 – Imagem natural f 124084, o complementar do Ground Truth τ124084 e o complementar
das imagens binarizadas.
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(a) Imagem f3096 (b) τ3096 (c) βS

FoM “ 0.73895

(d) βC (e) βG (f) βM

FoM “ 0.81881 FoM “ 0.79917 FoM “ 0.79970

(g) βL (h) βW (i) βAb

FoM “ 0.79718 FoM “ 0.79908 FoM “ 0.79908

(j) βAw (k) βSdG (k) βRV tE

FoM “ 0.79904 FoM “ 0.83470 FoM “ 0.85390

Figura 28 – Imagem natural f 3096, o complementar do Ground Truth τ3096 e o complementar
das imagens binarizadas.
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(a) Imagem f138032 (b) τ138032 (c) βS

FoM “ 0.020235

(d) βC (e) βG (f) βM

FoM “ 0.024817 FoM “ 0.027175 FoM “ 0.029401

(g) βL (h) βW (i) βAb

FoM “ 0.029437 FoM “ 0.029321 FoM “ 0.029323

(j) βAw (k) βSdG (k) βRV tE

FoM “ 0.029313 FoM “ 0.030425 FoM “ 0.032403

Figura 29 – Imagem natural f 138032, o complementar do Ground Truth τ138032 e o complementar
das imagens binarizadas.
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6 Considerações Finais

Nas últimas décadas grandes pesquisadores vem contribuindo com novas abordagens
para extender a MM para dados multivariados, em particular, para imagens coloridas. Em termos
gerais, nesta tese, apresentamos uma nova abordagem para MM colorida utilizando conceitos
de estatística descritiva. Especificamente, introduzimos os operadores pseudo-morfológicos
baseados em distância para imagens em tons de cinza e imagens coloridas utilizando medidas de
tendencia central e medidas de dispersão. Esses novos operadores pseudo-morfológicos surgem
como uma proposta para solucionar o problema da escolha de uma referência apropriada na
abordagem baseada em distância proposta por Angulo. Eles também permitem, por meio de uma
distribuição de probabilidade, incorporar incertezas na escolha da referência.

O capítulo 1 apresenta os conceitos necessários para o desenvolvimento desta tese.
Apresentamos os conceitos básicos e os principais resultados da teoria dos reticulados. Em
particular, os conceitos de conjunto parcialmente ordenado, supremo e ínfimo, reticulado e
reticulado completo. Apresentamos uma breve revisão teórica sobre morfologia matemática em
reticulados completos, onde os operadores dilatação e erosão são associados em termos de uma
relação de dualidade, ou seja, adjunção.

O capítulo 2 aborda inicialmente os conceitos básicos da morfologia matemática
L´Valorada, caso particular da morfologia matemática L-fuzzy e relaciona os operadores erosão
e dilatação com o conceito de adjunção. Posteriormente, apresentamos as adordagens da MM
para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Em particular, apresentamos os operadores
morfológicos elementares erosão e dilatação para imagens em tons de cinza e imagens coloridas
e suas propriedades. Além disso, discutimos alguns esquemas de ordenação vetorial para MM
colorida.

O capítulo 3 apresenta a abordagem da MM baseada em distância proposta por
Angulo (2007) para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Estudamos os operadores
elementares da morfologia baseados em distância, por exemplo, erosão, dilatação e gradiente.
Apresentamos uma caracterização para os operadores erosão, dilatação e gradiente baseados
em distância em função da referência para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. A
caracterização dos operadores baseados em distância está relacionada de forma direta com
os diagramas de Voronoi. Especificamente, a dilatação baseada em distância está relacionada
com o diagrama de Voronoi, enquanto que a erosão baseada em distância está relacionada
com uma variação do diagrama de Voronoi, o diagrama do vizinho mais distante. Além disso,
destacamos que os operadores baseados em distância como função da referência apresentam
descontinuidades somente nas fronteiras das regiões de Voronoi.

O capítulo 4 introduz os operadores pseudo-morfológicos baseados em distância
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para imagens em tons de cinza e imagens coloridas. Com objetivo de tratar incertezas na escolha
da referência na abordagem baseada em distância, definimos os operadores pseudo-morfológicos
baseados em distância utilizando conceitos de estatística descritiva para imagens em tons de cinza
e imagens coloridas. Precisamente, utilizamos as medidas de tendencia central e dispersão para
definir novos operadores. Por exemplo, definimos a esperança da erosão, a moda da dilatação, o
desvio padrão do gradiente, entre outros.

O capítulo 5 apresenta uma aplicação dos operadores pseudo-morfológicos baseados
em distância em problemas de detecção de bordas. Especificamente, avaliamos o desempenho
dos operadores pseudo-morfológicos usando o dataset de segmentação de imagens da University

of California, Berkeley, e o FoM de Pratt. Observamos, em particular, que os operadores SdG
e RVtE apresentaram uma boa capacidade de detecção de bordas quando comparado com
outras abordagens da literatura tais como os detectores de bordas de Sobel, Canny, gradiente
morfológico e as abordagens marginal, lexicográfica, De Witte et al e Angulo.

No futuro, pretendemos estudar de forma mais detalhada os operadores pseudo-
morfológicos. Investigar algumas propriedades desses operadores e desenvolver novos opera-
dores pseudo-morfológicos baseados em distância para processamento e análise de imagens
coloridas. Apesar dos resultados obtidos pelos operadores pseudo-morfológicos para o pro-
blema de detecção de bordas, ainda existem vários pontos a serem explorados tanto do ponto de
vista teórico quanto do ponto de vista computacional e aplicações em problemas práticos. Em
suma, ainda falta conduzir mais pesquisa sobre os operadores pseudo-morfológicos baseados em
distância.
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APÊNDICE A – Diagrama de Voronoi

Nesta seção faremos uma breve apresentação teórica sobre o diagrama de Voronoi
e suas generalizações, para mais detalhes ver (Rezende and Stolfi, 1994; Berg et al., 2000;
Aurenhammer and Klein, 2000; Aurenhammer, 1991).

O diagrama de Voronoi forma uma das estruturas fundamentais em Geometria
Computacional, pois de alguma forma, ele armazena toda a informação sobre a proximidade
entre os pontos. Na literartura, o diagrama de Voronoi pode ser encontrado também com os nomes
de diagrama de Dirichlet ou Thiessen Tessellations. O diagrama de Voronoi é uma estrutura
geométrica que aparece com muita frequência na natureza. Além disso, pode ser encontrado em
diversos campos da ciência e tecnologia, por exemplo, fisíca, astronomia, robótica, até mesmo
na arte, tendo inúmeras aplicações práticas e teóricas.

Seja P “ tp1, p2, . . . , pmu um conjunto de m pontos distintos no Rn. Os pontos de
P são chamados de geradores (ou sítios). Para dois sítios distintos pi, pj P P, considere

Hppi, pjq “ tx P Rn; dpx, piq ď dpx, pjqu , (A.1)

como sendo o semiespaço que contém pi, onde d p¨, ¨q é a distância Euclidiana. Observamos que
pode-se usar diferentes funções de distância para definir diferentes variações do diagrama de
Voronoi.

A região de Voronoi (ou celula de Voronoi) associada ao sítio pi P P, denotada por
RV ppiq, é o conjunto definido por:

RV ppiq “
č

1ďjďm

j‰i

Hppi, pjq. (A.2)

Em outras palavras, RV ppiq consiste de todos os pontos do semiespaço que estão mais próximos
de pi do que qualquer outro ponto de P, ou mais precisamente,

RV ppiq “ tx P Rn; dpx, piq ď dpx, pjq, @ pj P P com j ‰ iu . (A.3)

O diagrama de Voronoi de P, denotado por DV pPq, é a partição do Rn em m regiões poliédricas
RV ppiq, isto é, DV pPq “ tRV pp1q, . . . , RV ppmqu.

A Figura 30 ilustra, como exemplo, (a) a região de Voronoi de um sítio pi P P e (b)
o diagrama de Voronoi do conjunto de pontos P em R2.

O diagrama de Voronoi DV pPq, pela sua definição, é chamado de diagrama do
vizinho mais próximo. Dessa forma, uma generalização natural para o DV pPq é o diagrama do
vizinho mais distante (Aurenhammer, 1991). Formalmente, o diagrama do vizinho mais distante



APÊNDICE A. Diagrama de Voronoi 91

(a) RV ppiq (b) DV pPq

Figura 30 – Região de Voronoi e o diagrama de Voronoi.

é obtido modificando-se o sentido da desigualdade na expressão (A.3). Matematicamente, temos
que

RV ppiq “ tx P Rn; dpx, piq ě dpx, pjq, @ pj P P com j ‰ iu . (A.4)

O diagrama do vizinho mais distante de P, denotado por DV pPq, é dado por DV pPq “
 

RV pp1q, . . . , RV ppmq
(

. Note que outras generalizações podem ser obtidas trocando a fun-
ção de distância d p¨, ¨q na definição (A.3). Por exemplo, as métrica L1, L8 ou Lp podem ser
utilizadas para definir outras variações do diagrama de Voronoi no Rn.
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