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Resumo

Neste trabalho, investigamos a interagao de um spray de particulas finas com um fluido
Newtoniano, viscoso e incompreensivel. O fluido é governado pelas equagoes de a-Navier-
Stokes, enquanto que as particulas/goticulas do spray sao descritas por uma fungao de
densidade que satisfaz uma equacgao do tipo Vlasov ou, quando for levada em consideragao
a difusao das particulas, uma equacao do tipo Vlasov-Fokker-Planck. As equagoes sao
acopladas através de uma forga de arrasto, que depende da velocidade relativa do fluido
e das particulas do spray, e da funcao densidade. Iremos abordar o caso tridimensional
com condigoes periddicas no dominio espacial. Para o sistema de equacoes de a-Navier-
Stokes-Vlasov provamos existéncia e regularidade de solugoes fracas globais no tempo.
Além disso, investigamos o comportamento das solugoes quando o parametro « tende a
0. Para o sistema de equacoes de a-Navier-Stokes-Vlasov-Fokker-Planck analisamos a

existéncia de solucoes fracas globais no tempo.

Palavras-chave: Equagoes de a-Navier-Stokes, Equacao de Vlasov, Equacao de

Vlasov-Fokker-Planck.



Abstract

In this work, we investigate the interaction of a spray of thin particles with a New-
tonian, viscous and incompressible fluid. The fluid is governed by the a-Navier-Stokes
equations, whereas the particles/droplets of the spray are described by a density func-
tion that satisfies a Vlasov type equation or, when the particles” diffusion is considered,
an equation of Vlasov-Fokker-Planck type. The equations are coupled by a drag force,
which depends on the relative velocity of the fluid and the spray particles, and the den-
sity function. We will address the three-dimensional case with periodic conditions in the
spatial domain. For the system of a-Navier-Stokes-Vlasov equations we prove existence
and regularity of global in-time weak solutions. Furthermore, we investigate the beha-
vior of the solutions when the parameter a tends to 0. For the system of equations of
a -Navier-Stokes-Vlasov-Fokker-Planck we analyze the existence of global in-time weak

solutions.

Keywords: a-Navier-Stokes equations, Vlasov equation, Vlasov-Fokker-Planck equa-

tion.
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Introducao

A investigagao da interagao entre sprays de particulas/goticulas e fluidos tém recebido
grande atencao devido as suas aplicagoes em aerossois, biotecnologia, medicina, teoria da
combustao e sprays, veja [3], [7, 40, [41], por exemplo.

Entre os fenomenos investigados podem-se considerar sprays espessos e finos. No caso
de sprays espessos ¢ levada em consideracao a interagao entre as particulas, enquanto
que para sprays finos esta interacao é desprezada. Para modelarmos o spray podem
ser consideradas as equagoes de Vlasov (modelo sem difusao) ou Vlasov-Fokker-Planck
(modelo com a influéncia da difus@ao). Além disso, a equacao de Boltzmann podera ser
acoplada ao sistema para levar em consideragao a colisao entre as particulas do spray.
Diversas equacoes para descrever o escoamento do fluido tem sido usadas, entre elas
podemos destacar as equagoes de Euler (quando a viscosidade é nula) e de Navier-Stokes
(para fluidos viscosos), nos casos incompressivel e compressivel (densidade constante ou
nao, respectivamente). Em geral, o acoplamento é dado através da forca de arrasto que

leva em consideracao o atrito entre o fluido e o spray.

Entre os primeiros resultados a cerca de modelos que descrevem a interacao entre um
fluido e um spray, podemos citar Anoshchenko e Boutet de Monvel [2], onde provaram
a existéncia de solugao generalizada do sistema tridimensional de equagoes de Vlasov-
Navier-Stokes, com a solucao dependendo do raio das particulas do spray. Por sua vez,
Hamdache [26] estudou as equagoes de Vlasov-Stokes sobre um dominio limitado com
condicoes de fronteira de reflexdo (as particulas sao refletidas pela fronteira seguindo a
lei da reflexao especular), obtendo existéncia de solugao para qualquer dimensao n > 2
e comportamento assintotico para n = 2,3. Entre outras analises, temos Goudon et

al. [24, 25] que investigaram o limite hidrodindmico para o sistema de equagoes de
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Vlasov-Navier-Stokes. Enquanto que Baranger e Desvillettes [4] estudaram as equagoes

de Euler-Vlasov no caso compressivel, obtendo solugoes classicas locais no tempo.

Para uma andlise do sistema de equagoes de Navier-Stokes-Vlasov-Fokker-Planck,
podemos citar Mellet e Vasseur [29] que provaram a existéncia de solugao fraca, para o
caso compressivel com condigoes de fronteira de Dirichlet e de reflexao para dimensao
n = 3. Além disso, os mesmos autores analisaram o comportamento assintotico do
sistema em [30]. A existéncia de solucao forte global perto do equilibrio para o sistema de
equagoes de Navier-Stokes-Vlasov-Fokker-Planck no caso incompressivel foi tratada por
Goudon et al. [23]. Enquanto Carrillo et al. [10] estudaram o caso correspondente para
o sistema de equagoes de Vlasov-Fokker-Planck-Euler. Em [I1], Chae et al. estudaram
a existéncia de solugao fraca global para o sistema de equagoes de Navier-Stokes-Vlasov-
Fokker-Planck, para os casos bidimensional e tridimensional. Além disso, obtiveram
existéncia e unicidade de solucao global para o caso bidimensional. Por outro lado, Chae
et al. [12] provaram a existéncia de solugao forte perto do equilibrio para o mesmo tipo

de sistema.

Novos resultados para o sistema de equacoes de Navier-Stokes-Vlasov foram obtidos
por Boudin et al. [6] ao provarem a existéncia global de solucao fraca para o modelo
tridimensional e periédico em relagao a variavel espacial. Uma extensao dos resultados
de [6], pode ser visto em Yu [42], onde o autor estudou o sistema de equagoes Navier-
Stokes-Vlasov sobre um dominio limitado com condigoes de fronteira de reflexao para
os casos bidimensional e tridimensional. Recentemente, Boudin et al. [8] estenderam o
resultado de [6] para dominios dependentes do tempo. Também podemos citar o trabalho
de Mathiaud [28] que obteve existéncia local de solugoes regulares para o sistema tridi-
mensional de equacoes de Euler-Vlasov-Boltzmann no caso compressivel. Além disso,
para um fluido compressivel podemos citar Wang and Yu [39], que provaram a existéncia

de solugao fraca global para o sistema de equagoes de Navier-Stokes-Vlasov.

Recentemente, foram consideradas outras equacoes para o fluido, como em Chen
et al. [I3] que investigou o acoplamento entre as equagoes de Vlasov e de magneto-

hidrodinamica no caso incompressivel.

Neste trabalho investigamos a interacao de um spray de particulas finas com um fluido
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Newtoniano, viscoso e incompressivel. O fluido é governado pelas equagoes de a-Navier-
Stokes, com velocidades associadas u(t, x) para o fluido e w(t, x) para a velocidade de
transporte, as respectivas pressoes hidrostaticas m (¢, x) e p(t, @) = 7(t, )+ ||u(t) “ig(r]rg) -
a?u(t,z) - Au(t, ), onde T? denota o toro tridimensional. O parametro constante v > 0
denota a viscosidade do fluido (durante este trabalho iremos considerar v = 1); o > 0
¢ uma constante dada, associada a velocidade de transporte regularizada no modelo de
a-Navier-Stokes. As particulas do spray sao descritas por uma fungao de densidade f no
espacgo de fase, que satisfaz uma equacao do tipo Vlasov (para ¢ = 0) ou uma equagao
do tipo Vlasov-Fokker-Planck (para ¢ > 0); o0 > 0 é uma constante dada e representa
o coeficiente de difusao do spray. A quantidade f(¢,z,v) é a densidade das particulas
localizadas em x € T2, no tempo t que tem a velocidade v € R3. As equacoes serao
acopladas através de uma forca de arrasto, que depende da velocidade relativa do fluido
e das particulas, u — v, e da funcao densidade f. Mais precisamente, f, u e p satisfazem

o seguinte sistema:

Of+v-Vef+Vy-[(u—v)f—0V,f]=0 em (0,7) x T x R?,
Ow —vAw —u x (Vxw)+ Vp=— 3f(u—'v)dv em (0,T) x T,
sz:u—azAu em (0,T) x T?,
Ve-u=0 em (0,7) x T

f(07$7v) - fin(wav) el T3 X Rs?

u(0, ) = usn(x) em T,

sendo fin > 0 e u;, os dados iniciais.

Iremos abordar o caso tridimensional (embora todos os célculos utilizados se estendam
automaticamente para o caso bidimensional) e estamos supondo condigdes periédicas no

dominio espacial.

Organizamos este trabalho como segue. No Capitulo 1, introduzimos as notagoes e
espagos de funcoes utilizados durante este trabalho. Enunciamos e provamos caso ne-
cessario, alguns resultados que vamos utilizar no decorrer do texto, incluindo alguns re-
sultados a respeito da existéncia, unicidade e regularidade de solugoes para as equagoes de

Vlasov, Vlasov-Fokker-Planck e a-Navier-Stokes. No Capitulo 2, analisamos as equagoes
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de a-Navier-Stokes-Vlasov (correspondente ao caso o = 0). Mostramos a existéncia de
solucao fraca global no tempo, alguns resultados de regularidade e investigamos o com-
portamento das solugoes encontradas quando o parametro o — 07. No Capitulo 3,
estudamos as equagoes de a-Navier-Stokes acopladas a equagao de Vlasov-Fokker-Planck
(correspondente ao caso o > 0). Mostramos a existéncia de solucao fraca global no tempo

no caso tridimensional de forma semelhante ao que foi feito no Capitulo 2.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que serao ferramentas

importantes no desenvolvimento do trabalho.

1.1 Notacoes e Espacos Funcionais

As seguintes notacoes serao usadas no trabalho:
R™ representara espaco euclidiano n-dimensional.
T™ representara o toro n-dimensional.

() representard o cubo n-dimensional [0, 1]™.

. .. N ou Ou .
As derivadas parciais serao representadas por v’ ou — e —,i=1,...,n.
v=(-2)" dor grad
= representara o operador gradiente.
<%i>z‘:1 P b &
n 2
A= —— representard o operador Laplaciano.
; 52 P p p
Um vetor da forma 5 = (f,..., 3,) composto por inteiros nao negativos é chamado de
multi-indice de ordem
1Bl =51+ + Bn.

Dado um multi-indice § definimos
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n 1/2 n 2 1/2
0
x| = (?ﬂ :I:?) e |Vu| = < g (a;i) ) sao a norma cuclidiana de £ € R™ e do

i=1
vetor gradiente.

B(x, R) representard a bola n-dimensional {v € R"; |x — v| < R}.

Diremos que u : R"™ — R é periddica com periodo @) (ou apenas periédica quando nao
houver confusdo quanto ao periodo), se para todo k € Z", temos u(x + k) = u(x), para

qualquer x € R".

Se u : R" — R é uma funcao peridédica e localmente integravel, entao

/n u(x) de = /[o,m u(x) dz.

C™(T™) é o espago das fungoes periédicas com todas as derivadas de ordem menor ou

igual a m continuas em R™ (m inteiro positivo ou m = 00).

L4(T™) é o espago de Banach das (classes de) fungdes periddicas u : R" — R men-
suraveis (no sentido de Lebesgue) e localmente g-integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada

por

1/q
oy = ( / |u<m>|‘1dw) (1<q< o0,

[ ]| ooy = ess sup  |u()| (¢ = o0).
x€[0,1]™

Wm™P(T™) é o espago de Banach (com m inteiro) das fungoes u € LP(T™) com derivadas
generalizadas (no sentido usual) de ordem menor ou igual a m que pertencem a LP(T")

e cuja norma é dada por
HUHW’”J'(T”) - Z HDBU'”LP(T")'
[B|<m

Observagao 1.1. Para o caso particular de p = 2, a notacao dos espagos de Sobolev

serd W™2(T") = H™(T").

Observagao 1.2. O produto escalar em (L*(T"))" sera denotado por (-,-). Além disso,
para « > 0, definimos

(u, w)o = (u,w) + o*(Vu, Vw),
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2 2
el = /Nl 2y + 02 [l
sobre H'(T™).

Notemos que
min(1, @) [|ull g pey < Jlull, <max(L, ) [ull gy,
para todo u,w € H'(T").

Seja T > 0. Uma funcao vetorial é uma fungao w(t) que para cada t € (0,7T) associa
um elemento w(t) do espago de Banach X. Dizemos que w : (0,7) — X é fortemente
mensurdvel se a fungdo t — |lw(t)||y é mensurdvel. Representamos por L*(0,7;X)
com p > 1, o espaco das fungoes fortemente mensuraveis w : (0,7) — X tais que

1/p

T
[l = ([ 10@R) <o s 15p<o
0

W[ oeo,rix) = sup ess [w(t)]x < oo se p=oo.
0<t<T

Representaremos por C([0,T]; X) o espago das fungdes continuas w : [0,7] — X com

a norma

lwlloorysx) = nax, Jw (@) -

Observacao 1.3. Observe que, para p;,ps € R tais que 1 < p; < py < 00 tem-se
LP2(0,7;X) C L”(0,T; X).

Definigao 1.1. Uma sequéncia regularizante (6 ).cy € qualquer sequéncia de fungoes

sobre R™ tais que
0, € CX(R™), suppb, C B(0,1/k), / Or(x)dx =1, 6 > 0 sobre R".

Observagao 1.4. Durante este trabalho iremos usar 0y (x) = k"0(kx), com 6 € C(R™)

tal que 6 é uma funcio nao nula, suppd C B(0,1), # > 0 sobre R e [, 0 dx = 1.

Definigao 1.2. Uma sequéncia de corte (7Vx)ren (cut-off) é qualquer sequéncia de
fungoes sobre R" da forma v, (x) = v(k~'x), com v € C*(R") tal que 0 <y < 1le
1 se |x|<1,

(@) =
0 se |z|>2.
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1.2 Resultados Auxiliares

Lembremos do Teorema de Banach-Alaoglu que pode ser encontrado em Brezis [9, p.

66].

Teorema 1.1. Seja B uma espago de Banach reflexivo. Se a sequéncia (wg)p2, C B
¢ limitada, entdo existe uma subsequéncia (wy,)32; de (wp)pl, e w € B tais que wy,

converge fracamente para w (escrevemos wy, — w).

Imersoes de Sobolev

Os seguintes Teoremas se encontram em Temam [37, p. 11].

Teorema 1.2. As seguintes imersoes sao continuas:

H™(T") c LYT") para2m <n, ¢=2n/(n—2m),
H™(T") Cc C(T") para 2m > n.

Teorema 1.3. Sejam my,ma,0,g € R tais que 0 < my < my, 6 € (0,1) e

q = (1 — 0)my + Omy, entao valem as seguintes desigualdades de interpolacao
el oy < el ey 126l B gy » Y € HT2(T7).
Além disso, para ¢ > n/2 oug=n/2e 0 <my; <n/2 < my temos
leall o ey < C llallgaomy ellfpms ooy - P € H™™(T7).

Encontramos o seguinte resultado em Evans [20, p. 294] para dominios limitados que

pode ser imediatamente aplicado a T".

Lema 1.4. Seja u : T" — R”, entao w ¢é Lipschitz continua se e somente se, u €

Whoe(T™). Além disso,
[u(v) —u(z)| < |v — x| |V o ;
para todo x,v € T".

Derivada generalizada de fungoes vetoriais

Vamos introduzir a nogao de derivada fraca de uma fungao vetorial.
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Lema 1.5. Seja X um espago de Banach e X’ seu dual. Sejam u e g fungoes de

L'(a,b; X). Entao, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) w é q.t.p. igual a primitiva de g,
t
u(t) =¢ —i—/ g(s)ds, €¢€X, qt.pté€]la,bl (1.1)
(ii) Para cada ¢ € C2°((a,b)),
L ' ,_do
[ utws = [Cgwowa (o =), (12

(iii) Para cadan e X’

(e 0 = (0, 9(6)) (1.3

no sentido das distribuigoes sobre (a, b).

Se (i)-(iii) sao satisfeitas, em particular, u é q.t.p. igual a uma funcdo de C([a, b]; X).

A demonstracao deste Lema pode ser encontrada em Temam [36, p. 250].
O Lema [1.5|sugere a seguinte definicao:

Definicao 1.3. A funcao ¢ dada no Lema [1.5| é chamada derivada fraca de u e serd

representada pelos simbolos usuais, isto €,

g:u/:d—u

dt
Lema 1.6. Sejam X, X, X; espacos de Banach tais que Xy C X C X; com imersoes

continuas e com a imersao de Xg — X compacta. Entao, para 0 < T < oo e

1< g, v < 00 ﬁxados, temos que o0 espaco
W = W(Oéo,Oél,X(),Xl) = {U € La(](O,T; Xo), UI e L™ (0,7—'7 Xl)}

munido da norma
[olly = HU“LQO(O,T;XO) + ||U,||La1(0,T;X1)
é um espago de Banach e a imersao de W em L*(0,7; X) é compacta. Além disso, se

ap =00 e a; > 1, entao a imersao de W em C([0,7]; X) é compacta.
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A demonstracao deste Lema pode ser encontrada em Simon [35, p. 85].

Lema 1.7. Sejam V, H dois espacos de Hilbert separaveis tais que V' C H com imersao
continua e V' denso em H. Definamos D(S) o conjunto de todos os u € V tais que a
aplicacao linear

v— (U, U)V
é continua sobre V' equipado com a topologia induzida por H. Entao, D(.S) é um espago

vetorial normado equipado da norma

2 2 v1/2
lull sy = {Ilelly + 11Sully

Seja S : D(S) C V — H um operador tal que
(Su,v)g = (u,v)y.
Com as notagoes anteriores, as seguintes imersoes sao continuas
W(2,2,V,V') = C([0,T]; H),
W(2,2,D(S),H) — C([0,T]; V).

A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em Dautray e Lions [I8, p. 480] e
Lions e Magenes [27], p. 18].
Algumas Desigualdades
Lembremos algumas desigualdades que iremos utilizar com frequéncia no texto.
Desigualdade de Hélder: Se u € LP(T") e v € L4(T") tal que 1—1-1 = 1, com
1 < p < o0, entao b
uvldz < flull oepny V1] Lagpny -

Tn

Desigualdade de Young: Para todo a,b,e > 0 e para p, q tal que p~* + ¢!

=1, com
1 < p < oo tem-se

ab < ea? + C(e)b?,

onde C(e) = (pe)~Pq".
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Desigualdade de Young para convolugoes: Sejam p, g, r tais que p~t+¢~ ! = 1+r71.

Se u € LP(T") e v € LYT™), entdo u v € L"(T™). Além disso,
[ 0l gy < Mlull oy [0l Lagny -

Os préximos dois Lemas para desigualdades do tipo Gronwall podem ser encontrados

em Mitrinovié¢ et al. [31, p. 356, 360]:

Lema 1.8 (Lema de Gronwall). Sejam z, a, b e k fun¢oes mensuraveis tais que kz, ka e

kb sejam integraveis sobre J = [a, (], com b e k ndo negativas. Suponhamos que
t

() < a(t) + bt) / k(s)z(s) ds, Vt € J.

«

entao
¢

a(s)k(s) exp ( / t b(r)k(r) dr) ds, Yt € J.

Em particular, para a nao decrescente e b = 1,

2(t) < a(t) exp (/{: k() dr) Ve

Lema 1.9 (Lema de Gronwall nao-linear). Seja u(t) uma fungdo ndo-negativa satisfa-

z(t) < a(t) + b(t)/

«

zendo a desigualdade integral

u(t) < c—l—/ (a(s)u(s) + b(s)u(s)?) ds, ¢>0, 3 >0,

to

onde a(t) e b(t) sao fungdes continuas e nao-negativas para t > t.

Para 0 < 8 < 1 temos

1

u(t) < {cl—ﬂ exp {(1 —B) /ta(s) ds] +(1-75) /tb(s) exp {(1 —B) /Sta(r) dr} ds}lﬁ;

to to
para =1

utt) < coxp{ [ fats) 42000 ds

to
e para > 1, com a hipdtese adicional
1 1

c< {exp {(1 _B) /totma(s) ds} }ﬁ {(5 _1) /tot0+hb(s) ds} -6

para algum h > 0, entao

u(t) < C{eXp {U —5) / ) ds} —c'(B-1) / "b(s) exp {(1 - 5) / afr) dr} ds}ﬁ -1

to to

para todo t € [to, o + hl.
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A seguir, apresentaremos duas versoes do Lema de Gronwall na forma discreta:

Lema 1.10. Sejam T > 0 e (a,) uma sequéncia de fungbes continuas nao-negativas sobre
[0,T]. Suponha que (a,) satisfaz, para qualquer n,

t

t
a1 (t) < A+ B/ an(s)ds + C/ an+1(8) ds,
0 0

com A, B, C' constantes nao-negativas.

(i) Se A =0, existe uma constante K > 0 tal que

Kn—l—ltn

an(t) < n!

Y

parat € [0,7] e Vn € N.
(ii) Se A > 0, entao existe uma constante K > 0, dependendo de A, B, C' tal que
an(t) < K exp(Kt),
parat € [0,7] e Vn € N.

A demonstracao deste Lema pode ser vista em Boudin et al. [6, p. 1270].

Lema 1.11. Sejam T > 0 e (a,) uma sequéncia de fungbes continuas nao-negativas sobre

[0,T]. Suponhamos que (a,) satisfaz, para qualquer n,

g (1) §A/Otan+1(s) ds+B/0tan(s) ds+0/0t (/Osa—f)—éan(r)édf)z ds,

com A, B, C' constantes nao-negativas. Entao existe uma constante K > 0 tal que

Kn—i—ltn
n!

a,(t) <

Y

parat € [0,7] e Vn € N.

Demonstracao: Se A = 0, entao basta escolhermos K = max (H%ax} ag, B + 4TC>.
tefo,T

Demonstraremos o resultado por inducao. Para n = 0, o resultado é imediato. Agora,
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suponhamos que o resultado é valido para n = m, entao

t t s 2
I () B/ am(s) ds + c/ (/ (t = 7) Zam(7)? dT) ds
0 o \Jo
K'm—H t Km+1 t s . 2
<B s™ds+C (t—T)_%T? dr | ds
m!Jo m!  Jo \Uo
Km+1 t Km+1 t s L 2
< B— / s ds + C'— / s™ (/ (t—T)sz) ds
m- 0 m. 0 0
Km+1 t Km+1 t t L 2
<B s™ds+C / s™ds /(t—7)2d7
m!  J, m! J, 0

Km+1tm+1 Km+2tm+1
< ﬂ (B + 4TC) <
m :

(m+1)!

Se A > 0, entdo aplicamos a desigualdade de Gronwall para fungao a,1(t) e obtemos

t t s 2
@) £ B [ anfsyas v 0t [ ( / <t—r>%an<f>%dr) ds.
0 0 0

Logo, basta aplicar o caso anterior para obtermos o resultado. [ |

Finalmente, introduzimos os momentos de uma funcao e uma estimativa que os rela-

clona.

Definigao 1.4. Para todo 5 > 0, definimos os momentos de f : [0,7] x T" x R" — R

por

mafta) = [ feeooldo, M= [[ el dza.

Lema 1.12. Sejam 8 > 0 e g € L*((0,T) x T" x R™) uma fun¢ao nao-negativa, tal
que mgag(t, x) < 400, para quase todo (t,x). A seguinte estimativa vale, para qualquer

0<y<p:
y+n

mag(t) < () 190t ey + 1) Mgt ) 55,

com w(n) o volume da bola de raio unitario em R™.

A demonstracao deste Lema pode ser vista em Boudin et al. [6, p. 1261] para n = 3.

1.3 Equacoes de a-Navier-Stokes

Nesta secao iremos resumir as principais propriedades e resultados para as equacoes

de a-Navier-Stokes, necesséarias para o desenvolvimento deste trabalho.
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Lembremos que as equacoes de a-Navier-Stokes consistem no seguinte sistema de

equacoes diferenciais

Ow—vAw —ux (Vxw)+Vp=f  em (0,T) x T3,
w=u—ao?*Au  em (0,T) x T3,
Ve u=0  em (0,T)x T?,
u(0, ) = uo(x) em T3,
com u, w velocidades associadas a um fluido, com respectivas pressoes hidrostaticas m e
p=m+ ||u||ig(1r3) — o?(u - Au). O parametro constante v > 0 denota a viscosidade do

fluido; o > 0 é uma constante dada, associada a velocidade de transporte regularizada.

Primeiramente, precisamos definir dois espacos que sao frequentemente usados na

teoria das equagoes de Navier-Stokes:
H={ue (L*(T*)*; V-u=0}, V={uc (H (T*); V-u=0},

equipados com as normas induzidas por (L?(T?))? e (H'(T?))?, respectivamente.

Denotaremos por P a projecao ortogonal de (L2(T3))3 em H, A = —PA o operador
de Stokes com dominio D(A) = (H2(T?))* N V. Além disso, para S, := I 4+ a?A, temos
que S, é um operador auto-adjunto, positivo e seu inverso é compacto (em Temam [30],
p. 249] vemos este operador quando o dominio é um aberto ilimitado). Portanto, existe
uma base ortonormal {v;};cy de H formada por autofungoes de S, ; denotaremos por \;
o autovalor associado a autofuncao v;.

Notemos que da periodicidade espacial das fungoes em (H 2(T3))3, existe C' > 0 tal
que

Cllullpiay < 1wl gasy < C7H ullpay
onde
luall pay = LIl + lAulf )
Denotaremos o produto de dualidade (-, -) D4y @PEnas por (-, ).

Definamos as formas bilineares

B(u, w) = Pl(u - V)ul,

B(u,w) = —P(u x (V x w)),
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para todo u,w € V.

Podemos verificar que
(B(u, 2),w) = —(B(u,w), 2),
e pela identidade

(b-V)a+> a;Vb;=—bx (Vxa)+V(a-b),

=1
para todo a,b € R?, obtemos

(B(U’?z)’w) = (B(u,z),'w) - (B(waz)>u>7

para todo u,w,z € V.

O seguinte Lema tem sua demonstracao em Foias et al. [2I], p. 6-7] e explicita as

principais propriedades de A e B:
Lema 1.13. Sejam A e B definidos como anteriormente, entao

(i) O operador A pode ser estendido continuamente ao espago V' com valores em V'

tal que
(Au, w),, = (Vu, Vw),

para todo u,w € V.

(i) Analogamente, o operador A? pode ser estendido continuamente ao espaco D(A)

assumindo valores em D(A)’, de forma que
<A2u,w> = (Au, Aw),
para todo u,w € D(A).

(iii) O operador B pode ser estendido continuamente de V x V com valores em V' e em

particular satisfaz

= 1/2 1/2
(Blu,2).w) | < cllully® [ull? V2], w],

—~ 1/2 1/2
(Blu.2).w) | <cluly V2], lwlif? lwl?,
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para todos u, z,w € V. Além disso,

<E(u,z),w>w =— <]§('w, z),'u,>V/ , para todos w,z,w € V

e em particular

<f3(u,z),u>v, =0, para todos u,z € V.
(iv) Parau e H, z € V e w € D(A), temos
(Blu, 2),w)| < cllully V2] lwl/? wlyl,
eparau € D(A), z€V ew € H, temos
(B, 2),w)| < cllul/ [l 1920wl
(v) Parau eV, z€ Hewe D(A), temos
(Blu2),w)| < (Il 1wl 12l 1wl pey + 19wl 21 ol Jeli,)
(vi) Parau € D(A), z € H e w € V, temos
(Bl 2),w) | <€ (Il Il iy 121 19wl + oo 121 ol w]i?)
Agora iremos introduzir em que sentido procuramos uma solucao de :
Definicao 1.5. Dizemos que u ¢ solugao fraca de se:

e u € L*0,T;D(A)) N C([0,T]; V);

Owu € L*0,T; H);
e u(0,x) = up(x) em V;
o w=u-+a’Au;

Para todo ¥ € L*(0,T; D(A)) temos

[ )06 ds+ [ (Bl ds +v [ (rawls) pis) as
S RO
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Observagao 1.5. Como u € L*(0,T; D(A))NC([0,T]; V) com dyu € L*(0,T; H), entao
w € L*(0,T; H) N C([0,T); V') com dyw € L*(0,T; D(A)'). Portanto, faz sentido procu-
rarmos solugoes satisfazendo ((1.5)).

Finalmente, podemos enunciar o principal resultado desta secao

Teorema 1.14. Sejam f € L?(0,T;L*(T?)), uo € V e 0 < T < oo fixados. Entao o

problema ([1.4)) tem uma unica solugao fraca.

Demonstracao: Procederemos como em Foias et al. [21], onde é considerada f inde-

pendente do tempo e com média nula.
Primeiro iremos mostrar a existéncia de solucgao:
e Existéncia

Para mostrarmos a existéncia de solugao fraca do problema ([1.4]) vamos aplicar o
método de Faedo-Galerkin. Para isto, sejam {v;};en a base de H formada pelas auto-
fungdes do operador S, e H,, o espago gerado por {vy,...,v,,}. Definamos o seguinte

problema aproximado: para cada m fixo, encontrar uma solucao
m
um<t) = Z gim(t)via
i=1

satisfazendo, para 1 < j < m,

(W) (£),05) + v(wn (1), Avy) + (Bl (t), w0 (1), 05) = (F(1),07), (16)

u,(0) = PLuy, (1.7)

com w,, = Sau,, ¢ P, a projecao ortogonal de H em H,,.
Lembremos que \; é o autovalor associado a autofuncao v;, entao o problema (|1.6)-

(1.7) é equivalente ao seguinte sistema de equagoes diferenciais ordindrias:

hn(®)+ 2505 = D+ 3 T 1a(0n0) (Blw1.00).3;) = (70,0,
9im(0) = (Pno, v;),

paral <7 < m.
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Agora, pelo Teorema de Carathéodory em Coddington e Levinson [17, p. 43, 45], o sis-
tema ([1.8]) tem uma unica solugao maximal e absolutamente continua g, = (g1m, - - - » Gmm)

no intervalo [0, ¢,,,] para algum ¢, <T.

Se t,, < T, entao necessariamente temos que

lim [, ()] = o0
t—to,

Portanto, se mostrarmos que ||w,,(t)||; ¢ limitada independente de m e ¢, entao
provaremos que t,, = 1" e portanto, u,,(t) serd uma solugao global de (1.6))-(1.7]), para

cada m € N.

Para isto, iremos multiplicar (1.6 por g;m,(t) e somar as equagdes, para j =1,...,m,

para obter

o e ) 0 (1901 -+ 02 A (0)]3)+ (Bat (6, 001 (1)) = (£, 0 (1)

e pelo Lema [1.13] (iii), obtemos

Ld 2 2 9 2y
L ()12 4 0 (1T O + 0 A (0)1E) = (F(0). 20 0).

Aplicando a desigualdade de Young
d 2 2 201A 2y 2 2
Z len @G + 20 (IVun @Ol + o [Aun@O)l5) < 1F Ol + @l (1.9)

Pela desigualdade de Gronwall

fund@)E < ¢ (Fn O + [ 16 )
< ([ 15O g ) = o (110

portanto, (U, )men é uniformemente limitada em L>(0,7;V).

Notemos que ([1.10]) implica que (w,,)men € uniformemente limitada em L>(0,7;V").
De fato, para v € V

(W (8), V)] < [(um(t), 0)| + *[(Vm(t), Vo) < Cllum®)]y [[v]y .

entao da estimativa (1.10) concluimos que |Jw.,(t)]];, < C.
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Agora, integrando ([1.9)) de 0 a t, obtemos

t
||um(7f)lliﬂr2v/0 (IVun(s)llz + o [|Aun(s)7) ds

t
2 2 2
<lrwoll + [ (I + lun()12) ds
2 2
< Nwollg + W F 202,208 + TC, (1.11)
1ogo, (U )men ¢ uniformemente limitada em L?(0,7; D(A)). Esta estimativa também
implica que (w,,)men ¢ uniformemente limitada em L?(0,T; H).

Agora, iremos mostrar que (w/, )men ¢ uniformemente limitada em L?(0,7; D(A)).

Para isto notemos que para todo ¢ € D(A), temos

(W, @) = (W), Pp) = ~v(wpn, APp) = (Bt ), Pup) + (£, Prcp).
Entéo, iremos estimar os termos do lado direito da equagdo: aplicando o Lema [1.13] (v)

e (1.10))

D 1/2 1/2
(Bl wn). Pe )| <C uamlif* e /2 101 1 Poe
1/2 1/2
+ C Vel 1wl | Pre 1 | Pl
<Cllellpeay ltml peay

além disso,

| (Wi, APnp) | = [(wWm, A@)| < |lwml| [[A@lly < Cllumllpay l€llpa)
((F(0), Poip)| < 1F @)l 2y 1 Prmpllir < CUF O Loy 12l peay -
Portanto,
Hw;nHL?(O,T;D(A)’) <C <||um||L2(o,T;D(A)) + ||f||L2(O,T;L2(T3))> ’

de onde concluimos que

Hu;nHLQ(O,T;H) < HS;1|| Hw:nHLQ(O,T;D(A)/) <C.
Pelo LemalL.6] temos que existe u € L=(0,T; V)N L*(0,T; D(A))NC([0,T]; H), tal que,
a menos de subsequéncia,
w, = u em L*0,T;D(A)),
U, —u em L*(0,T;V),

u, —»u em C([0,7); H).
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ou equivalentemente

w, = w em L*0,T;H),
wy, —w em L*(0,T;V"),

w,, —»w em C([0,T];D(A)).

Notemos que ([1.6))-(|1.7)) é equivalente a

(W}, (8), 2) + V(wn(t), A2) + (Blun(t), wa(®), 2) = (F1).2),  (112)
u,(0) = PLuo, (1.13)

para todo z € H,, e ¢.t.p. em [0, 7.
Seja v € C1([0,T]) tal que ¥(T) = 0. Multiplicando (1.12)) por (¢), integrando em
[0,7] e tomando z = P,,v, com v € D(A), tem-se

/OT('w;n(t), v)(t)dt + V/OT(wm(t), Av)(t) dt + /OT <B(um(t), w,, (1)), Pm'v> W(t)dt

ZA(ﬂﬁwawﬁ

Mas, por integracao por partes, temos

4@%wwwwﬁz—mmwmwm—A@w@mWﬁMt

Logo,

. /0 T(wm(t),v)w’(t) dt + v /0 T(wm(t),Av)w(t) dt + /0 ' (B(um(t),wm(t)),va> W(t) dt

= (Pnuo, v)atb(0) —l—/o (f(t), Pv)(t) dt.

Usando que w,, — w em L?(0,T; H) temos

T

i [ (w,(t), o)/ (t) dt :[ﬂw®mwww,

m—0o0 0

. (1.14)

lim [ (wn(t), Av)o(t)dt = /0 (w(t), Av)y(t) dt.

m—0o0 0

Além disso,

/T (E(um(t), wi(1)), va) W(t) dt — /T <]§(u(t), w(t)), v> W(t) dt' < I [@ 4 )
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com
T
Iﬁi’Z/ (Bl (1), win (1)), P — v ) (2) |
0
T ~
19 = | [ (Blunlt) ~ wit)wnl0).0) vio) ]
0
T o~
1 = | [ (Bt ot wit).w) )t
0
Entao,
T
1)< ClIRwo = ol [ lun(®ll ool (0] d
< NP = 0l ppay 1l 2020 10l 2o sty 191l o2y
(6]
T
1< Clollpg [ lun®) = u®lly lwn®)l, (o) d
0
< Cllvlipeay llwm = wllz o0 lwanll 2o rom 191 1=0,1)
e portanto,

lim IV = lim I =o0.

m—r0o0 m—ro0

Além disso, como a aplicacao

h s /OT (Ba(t). h(1)).v) v(0) dr

é um funcional continuo sobre L*(0,T; H) e w,, — w em L?*(0,T; H), entao

lim. I8 =0.
Logo,
Tim. OT (B(ttn(t), win (1)), Prv) w(t)dt:/OT (Blu(t), w(t)), v)v(t)d,

com 1isso concluimos

—/0 (w(t),v)w’(t)dt+u/0 (w(t),Av)¢(t)dt+/0 <B(u(t),'w(t)),v>w(t)dt
= (a0, 0)a0(0)+ [ (@00 e (115)
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Logo, se 1 € D((0,T")) obtemos

©w(t),v) + vlaw(r), Av) + (Blu(t), w(t), v) = (F(1).v)

em D((0,T)), Vv € D(A).

Ou ainda, tomando

temos que

Entao, para todo ¢ € C'([0,T]), com ¢ (T) = 0, temos

[ st [ (o0 + [ 1) = -0 - [ nowioa

ou seja,

- /O (w(t), )/ (£) dt+v /O (w(t), Av)p(t) dt + /0 (Blut) w(t)). o) (1) di
= (@(0).0)u00) + [ (F(0),0)0t0)dt. (1.16)
Comparando e tem-se

(u(0) —up,v)o(0) =0, Vv e D(A).

Logo, para 1(0) # 0 e usando o fato que V' = D(A) , temos u(0) = u.

Com isso concluimos a prova da existéncia de solucao e agora iremos mostrar a uni-

cidade.
e Unicidade

Para mostrarmos a unicidade do problema, suponhamos que wu;, us sao solugoes e

denotemos w = uy — u; e W = u + o?Aw. Por (1.5) temos
[ )6 ds [ (Bats)waten. wis)) as
- / ) (Blui(s), wi(s)), 9(s) ) ds + v / " (Am(s), (s)) ds = 0
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ou ainda, usando o fato de que B ¢ bilinear
/OT (0 (s),9(s)) ds + /OT (B(a(s), ws(s)), 1(s) ) ds
+zf<gmﬂ$ﬁWQ%¢@»d8+VATMﬂM%¢@»ds:Q

Agora, como u € L*(0,T; D(A)), podemos escolher 9 = e aplicando o Lema [1.13] (iii)

temos

1d
2dt

Pelo Lema [L.13] (vi)

[l + v (Il + o A + (Blw, ). ) = 0.

D 1/2 1/2 1/2 |—1/2
(Blun,@),a)| < e (il ol Nl 19 + ol ]l 1))

< cllull piay 1wl 1l
aplicando a desigualdade de Young
|(Blun ). @)| < e luillf 1@ + 5 115
agora notando que
1@l = [ + (V] + o |Agl,).
obtemos

- — = 2 —12 Vo
[(Blur@),)| < elun [ [T+ 5 @l + SOVal} + o [Aw]?).

Portanto,

CAOIE + v (VEOI + o 1AT(0)1) < e ()b +1) w0

e pela desigualdade de Gronwall
2 2 ! 2
()12 < )2 exp | [ (o) + 1) d5] =0
portanto ([1.4]) possui uma tunica solugao. [

Regularidade

Agora, iremos enunciar dois resultados para a regularidade de solugao de (|1.14)).



33

Proposigao 1.15. Suponhamos que ug € D(A) e f € L*(0,T; L*(T?)). Se u ¢ a solucao
de (1.14)), entao u € L*(0,T; (H3*(T*))>NV) N C([0,T); D(A)) com dyu € L*(0,T;V).

Demonstracao: Primeiramente, vamos escolher z = w,,(t) em ([1.12)

(W), (1), (0)) + (w0 (1), A (1)) + (Bt (1), 20,0 (1)), (1)) = (F(0), w0 (1)),

m

logo
w601, + v [ () < | (Bt (0 w0 (1)), 00|+ 1(F (1), 0 (0]

2dt

Pelo Lema [1.13] (iv)
1d
O+ [IVwa (@)l < C ()l pay 1 V0 Ol 100 (Ol 5+ F O 2oy 1w ()]

e pela Desigualdade de Young
1d 2 2 <0 2 2 v 2
1w @) + v VW (@)l < Cllwm (@)l lwn®ll + 5 1Vwn @l

2dt
1 2 1 2
S IF O acre) + 5 Iwm O

ou ainda,

d
w5 + v Ve @)l < llwn (O] (C e () 1y + 1) + 1 F B2 - (1.17)

dt
Aplicando a desigualdade de Gronwall

fum@lFs < (Jm O + [ 15 e 0 | [ (Cllun(6ln +1)

T
2
< (Iwally 4 17 sy 0 | [ (C (o) + 1) ]
0

com wy = S,Uyg.
Como (U, )men ¢ uniformemente limitada em L?(0,T; D(A)), por (1.11)), entao (w,)men

é uniformemente limitada em L>°(0,T; H), o que implica que w € L*°(0,T"; H), ou equi-

valentemente, u € L>*(0,7; D(A)).
Por outro lado, integrando ([1.17)) de 0 a ¢, temos

t t
Oy + [ IV ds < [0 O+ [ TG (€ (9l +1) ds

t
4 / 1£(5) 22 s

2 2 2 2
< [lwollz + <C [l 0,75p(a)) 1) lwimllz207.m) + 1 F 220722003y < C-
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Portanto (w,,)neny ¢ uniformemente limitada em L2*(0,7;V), o que implica que w €
L?(0,T;V), ou equivalentemente, u € L*(0,T; (H?*(T3))>NV).
Por outro lado, para todo ¢ € V'

(W, (1), ) = (W, (1), Prtp) = —v(Awm(t), Pnep) — (B(um(t), wim(t)), #) + (£(1), #),
|(Awn (1), Pup)| = [(Awm (1), @)| = [(Vwn(t), V)| < [[Vwn (@t llelly -

Pelo Lema [L.13] (iv)

| (Bl (8), win()), Prsp )| < €t (8) [y IV 0 (0L | P
< Cllan(®) gy V0 (Ol 0]l

e por fim

[(f, Pup)| < ||f||L2(’]I‘3) [ Pnplly < ||f||L2(’]I‘3) el -
Portanto,
2 g 2 2 2
||w7ln||L2(0,T;v') < C/o [ Vw,, ()| <1 + “um(t)HD(A)) dt + ||f||L2(0,T;L2(T3))
2 2 2
< CIVwll o (1+ e o nay ) + 1132000000y < C:

logo w’ € L*(0,T; V"), ou equivalentemente, u’' € L*(0,T;V).
Finalmente, como w € W(2,2,V,V’), entao pelo Lema , w € C([0,T]; H), ou
equivalentemente u € C([0,T]; D(A)). |

Proposigao 1.16. Suponhamos que uy € (H3(T?))*NV e f € L*(0,T; L*(T?)). Se u
é a solugao de ([1.14), entao w € L*(0,T; (HX(T?))>* nV)n C([0, T}; (H*(T?))* N V) com
Owu € L*(0,T; D(A)).

Demonstragao: Primeiramente, vamos escolher z = Aw,,(t) em (|1.12))

(W) (8), A (1)) + (w0 (0), A2y (1) + (Blut (1), w0 (1), Awn(t)) = (£(0), A (1),

57 IFwn O + v [Awn (1) < | (Blatn(6), (1)), Awn(8) )| + 1(£(2), A (1))
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Pelo Lema [1.13] (iv)

1d

5 71 IVwn (Ol + v 1 Awn (Ol < C ()| pay Vw6 1AW (1)

FF Ol 2y [[Awm ()]

e pela desigualdade de Young

1d v
ST Vw17 + v [Awan (Ol <O llam (0)][Dea) | Vwm (@) + 1 | Aw, (8)]I3;
1 v
O o + 2 Awn @
ou ainda,

DI (1 + 1A (1)1 < Ot )y [V )+ 2 1Oy (118)
Aplicando a desigualdade de Gronwall
2 t t
Vw0 < (190n O + 2 [ £ ) exp [ [ fun9lga ]
) 0 , 0
< (19wl + 2 Uy ) 0 € [ (6 5]

Como (U, )men € uniformemente limitada em L?(0,T; D(A)), entao (wp,)men é uni-
formemente limitada em L*>(0,7; V), o que implica que w € L*(0,7; V'), ou equivalen-
temente, uw € L>=(0,T; (H3(T?))* N V).

Por outro lado, integrando de 0 a t, temos

t t
V7w (8)17 + V/O 1AW, ()l ds < ([ Ve (0)I7 + C/O e ()1 IV ()17 ds

2 [t 2
2 [ IF e .

ou seja,

2

2 2 2 2 2
v ||AmeL2(o,T;H) < [Vwyollzy +C Hum“Loo(o,T;D(A)) ||VmeL2(o,T;H) + > ||f”L2(O,T;L2(’JT3)) .

Portanto (w,,)men ¢ uniformemente limitada em L2(0,7T; D(A)), o que implica que
w € L?(0,T; D(A)), ou equivalentemente, w € L?(0,T; (H*(T?))3 N V).

Por outro lado, escolhendo z = w!, (t) em (|1.12)

(10}, (), W) (8) + v (), A0l (1)) + (Blat (1), w0 (1), 00, (1)) = (F(2), 0, (1),
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logo,

e (s + 5 50 () < | (Bl (1), 200 (), (1)) | 4+ (0, 0, 1)

Integrando de 0 a ¢

/ () ds -+ 5 [V (D] < 5 IV ) + / (E<um<s> w,(5)). w) () )| ds

/| ()] ds,

pelo Lema[1.13] (iv) e a desigualdade de Young

t , v t 1 t ,
[ Tt ds < 519wl +C [ @) IVl ds+ 5 [ g6l

t 1 t
[Ny s+ 1 [ ol as

Portanto,

¢
2 2 2 2 2
/0 [wy, ()|l ds < v || Vwo| +C ||um||L°o(0,T;D(A)) ||Vwm||L2(O,T;H) +2 ||f||L2(o,T;L2(T3)) ,

de onde segue que w’ € L*(0,T; H), ou equivalentemente, u’ € L*(0,T; D(A)).
Finalmente, como w € W (2,2, D(A), H), entao pelo Lema[L.7, w € C([0,T]; V), ou
equivalentemente u € C([0,T]; (H3(T?))*NV). |

1.4 Equacao de Vlasov

Nesta secao iremos estudar as principais propriedades da seguinte equagao:

Ohf+v-Vof +Vy - [(F—v)f]=0  em (0,T) x T3 x R3,

1.19
f(0,z,v) = fin(x,v) em T? x R3, (1.19)

onde F : [0,T] x T® — R3.
Seja G : [0,T] x R™ — R™ tal que
(P1) G € C([0,T] x R™; R™);

(P2) V.G € C([0,T] x R™;R™);
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(P3) |G(t,z)| < k(1 + |x|), para algum x > 0 e para todo (t,x) € [0, 7] x R™.
Lema 1.17. Seja G : [0,T] x R" — R" satisfazendo (P1)-(P3), entao para cada (¢, x) €
[0,7] x R™ fixado, a equagao diferencial

X'(s) = G(s,X(s)),

X(t) = =«

(1.20)

possui uma tnica solugdo X (s;t,x) definida para todo s € [0,7]. Além disso, X €

CH([0,T] x [0,T] x R™).
A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em Golse [22, p. 18] e Mouzoni [33] p.
11].

Observagao 1.6. Se F : [0, 7] x R® — R3 satisfaz (P1)-(P3) com respeito a (¢, ), entao
G(t,z,v) = (v, F(t,x) — v) satisfaz (P1)-(P3) com respeito a (¢, x,v). De fato, (P1) e

(P2) sao satisfeitas imediatamente. Além disso, temos que
Gtz v)" = [v]* + |F(t,z) - v]* <3Jv[* + 2/ F(t,2)]* < 3vf* + 26" (1 + |z])”

< max(\/g, \/55)2(1 + [ (z,v))?,

portanto,

Gz, v)| <&(1+|(z,0)]),

o que mostra que G satisfaz (P3).

A demonstracao dos seguintes Teoremas podem ser encontradas em Golse [22], p. 21]
e Mouzoni [33, p. 27].
Teorema 1.18. Sejam fi, € CY(T?* xR3), G(t,z,v) = (v, F(t,x) —v) e F satisfazendo
(P1)-(P3), entao existe uma tnica solugao classica f € C1([0,T] x T? x R3) de (1.19).
Além disso,

ft, z,v) = e fin(x(t, z,v)), (1.21)

com x(t,x,v) = X (0;t,x,v) e X(s;t,x,v) a unica solugao de ([1.20)).
Definigao 1.6. Dizemos que f ¢ solucio fraca de (1.19)), se para todo ¢ € C'([0,T] x

T3 x R3) com suporte compacto na varidvel v e ¢(T, -, -) = 0, temos

///TR N0 +v-Vod + (u—0)- Vo) dwdvds—//wXRSfmcbOmv)dacd'v
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Teorema 1.19. Sejam f;, € L} (T? xR?), G(t,z,v) = (v, F(t,x) —v) e F satisfazendo
(P1)-(P3), entdo existe uma tnica solucao fraca f € C([0,T]; L'(T?® x R?)) de (1.19).
Além disso,

f(t,x,v) = fi(x(t, z,v)), (1.22)

com x(t,x,v) = X (0;t,x,v) e X(s;t,x,v) a unica solu¢ao de ([1.20)).

1.5 Equacao de Vlasov-Fokker-Planck

Nesta secao iremos resumir resultados a respeito da existéncia, unicidade e regulari-

dade da solucao do seguinte problema:
Of +v -Vuf+Vy-[(E—v)f —Vyuf]=0em (0,T) x T? x R?,
f(0,z,v) = fo(x,v) em T* x R?, (1.23)
onde E: [0,T] x T3 - R3e fy: T? x R® — RT sao dados.
Para analisar a existéncia e unicidade de solugao de ([1.23]), precisamos supor que

sup ||E(t)||L°°(’]1‘3) < 00, sup ||V$E(t)||L°°(’]I‘3) < 0.
te[0,7) t€[0,T

Agora, iremos introduzir o conceito de solucao fundamental.

Definicao 1.7. Uma solugao fundamental de ([1.23)) é uma fungao I'(¢, x, v, 7, &, v) defi-

nida para (z,v), (§,v) € T? x R? e 0 < 7 < t < T, satisfazendo as seguintes condigoes:
e Para cada (7,&,v) € [0,T] x T? x R? fixado, ['(-,, -, 7, €, v) satisfaz

Of +0-Vof +Vy-[(E—v)f —Vuf] =0em (7,7) x T? x R,

e Para cada funcao fy : T? x R* — R continua e limitada

lim //]I‘3><R3 L(t,x,v,7,& V) fo(€v)déEdv = fo(x,v).

t—T1
Para encontrarmos I', primeiro precisamos introduzir o seguinte problema:

OG+v-VuG—v-V,G—A,G=0em (1,T) x R,
G(r,z,v,7,&v) =6(x — & v—v) em RS (1.24)
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De forma analoga a definicao anterior iremos definir o que é uma solucao fundamental
para ((1.24)).

Definicao 1.8. Uma solugao fundamental de (1.24]) é uma fungao G(t,x,v, 7, &,v) de-

finida para (z,v), (§,v) € RS e 0 < 7 <t < T, satisfazendo as seguintes condigoes:
e Para cada (7,&,v) € [0,T] x R® fixado, G(-, -, -, 7, €, v) satisfaz
Of +v-Vof —v-Vof —Apf =0em (7,7) x R

e Para cada funcao f; : R® — R continua e limitada

t—1

lim // G(ta Z,v,T, €7 V)fO(Ea V) d€ dv = fO(wa ’U).
R6
Considerando estes problemas e defini¢oes, temos o seguinte resultado

Lema 1.20. Existe uma tnica solu¢ao fundamental de (|1.24)) dada por
t—1 3 _ _ 2
G(t,337’077',€,1/): |:e—):| exp{_‘w £+Iv V’ }

AnCl2(t — 1 A4t — )
et—r -1 2
; (x—&+v—v)+v—ve”
-7
P T At — 1)t —7) ’
onde
2t
—1
C(t) =< —t— (e 1)

A demonstragao deste Lema pode ser encontrada em O’Dwyer [34, p. 21] e Victory
e O’'Dwyer [38, p. 111].

Definamos

H(t,x,v,7,§,v)= ZG(t,az+k,v,T,£,v) = ZG(t,az,'v,T,ﬁ—k,u).

keZ3 kec73

Os seguintes resultados podem ser encontrados em Clark [16, p. 8-27]:

Lema 1.21. Existe uma unica I' solugao fundamental de ([1.23)). Além disso, I' satisfaz

a seguinte equacao integral
L(t,z,v,7,&v)=H(t,z,v,7,& V)

/ // Vo H(t v, 7, & V)E(T (7, &V, 7,&v)dE dv' dr'.
T3 xR3
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Definigao 1.9. Dizemos que f : [0,7] x T?> x R> — R* é uma solugao clédssica de
(1.23)), se satisfaz (1.23) pontualmente, se f é continua com as derivadas de primeira
ordem em relacao as variaveis «, ¢ continuas e com as derivadas até a segunda ordem em

relagao a variavel v continuas.

Teorema 1.22. Se f, é uma fungao continua e limitada, entao existe uma tnica solucao

classica de (1.23)) dada por
f(t7mvv>:// F(t,$,U,O,E,V)f0(€,V)dEdV,
T3 xR3
com I" a tnica solu¢ao fundamental de ([1.23]).

Observacao 1.7. Notemos que f pode ser reescrita da seguinte maneira
ftww) = [ Htz0.0€0)0(Er) ddv
T3 xR3
t
s [ Vet € B € ) d v dr
0o JJT3xR3
Finalmente, enunciamos propriedades de H e I' que serao utilizadas no texto.

Lema 1.23. Sejam H e I' definidas como anteriormente, entao
Vo H(tz, v, 7, ¢ V)| < CB)(t—7)?H(t, Bz, fv, 7, BE, V), (1.25)
para todo 0 < 8 < 1. Além disso,

// H(t,x,v,7,&,v)dEdv = // T(t,x,v,7,&v)dedv =7 (1.26)
T3 xR3 T3 xR3

sempre que t — 7 > 0, e

// H(t,z,v,0,&,v)dxdv = // ['(t,z,v,0,&v)dedv =1, (1.27)
T3 xR3

T3 xR3

sempre que t — 7 > 0.
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Capitulo 2

Equacoes de a-Navier-Stokes-Vlasov

Neste Capitulo vamos considerar as equacoes de a-Navier-Stokes para o fluido, aco-
pladas com uma equacao do tipo Vlasov para a densidade das particulas, que modelam
a interacao entre um fluido e um spray. As equacoes sao acopladas através de uma forca
de arrasto, que depende da velocidade relativa do fluido e das particulas, ou seja, u — v,
e na fungao densidade f. Mais precisamente, f(t,x,v), u(t,x) e p(t,x) satisfazem o

seguinte sistema:

Of +v -Vaf+Vy-[(u—v)f] =0  em (0,T) x T? x R? (2.1)

Ow — vAw —u x (V x w) + Vp

=— [ flu—v)dv  em (0,T) x T?, (2.2)
53: u—ao’Au  em (0,7) x T? (2.3)
Ve-u=0 em (0,T)x T (2.4)

f(0,z,v) = fin(z,v)  em T x R? (2.5)
u(0,2) = us(z)  em T, (2.6)

sendo 0 < T < o0, fin € us, dados.

Observagao 2.1. Iremos considerar o parametro v = 1.
Iremos analisar as seguintes questoes referentes as solugoes de (22.1))-(2.6)):

— existéncia de solucao fraca;
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— regularidade da solucgao;

— comportamento das solug¢oes quando a — 07.

2.1 Existéncia de Solucao Fraca

Com relagao aos dados, assumimos que

o fin € L>®(T? x R} N LY (T? x R3),

o |v|*fin € LY(T3 x R3),

® fin>0,

o u;, V.

Agora, iremos introduzir o conceito de solucao fraca de —:
Definicdo 2.1. Dizemos que (u, f) ¢ solucao fraca de ([2.1)-(2.6) se:

e uc L?0,T;D(A)NC([0,T); V);

o Oiu e L*0,T; H);

o f(t,x,v) >0, (t,z,v) € (0,T) x T* x R?;

o & L>0,T;L>(T® x R¥) N LYT? x R3));

o flv|* € L>(0,T; L} (T3 x R?));

e Para todo ¢ € C*(]0,T] x T3 x R3) com suporte compacto na variavel v e (T, -, -) =

0, temos

T
_ / / / FOi6+0- Voot (u—)- Vo] da dv ds — / / F(0, 2, v) das .
0 T3 xR3 T3 xR3
e Para todo ¥ € L*(0,T; D(A)) temos

[ o)ty as + [

0
__ OT/A3XR3f(u—v)¢dwdvds,

T

(Bt we) (o)) ds+ [ (o) wis) ds
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com w = u + o*Au.

Observagao 2.2. Pela defini¢io de w e a regularidade de u, temos que w € L*(0,T, H)N
C([0,T],V") e Qyw € L*(0,T; D(A)'), portanto a formulagao fraca estd bem definida.

A seguir enunciamos o principal resultado desta secao:

Teorema 2.1. Para cada T > 0 existe pelo menos uma solugao fraca (u, f) de (2.1))-([2.6))

satisfazendo a seguinte desigualdade de energia:

[0}

t 1 1
+/ // flu —v|*dedvds < =My fin + = |Jusal|
0 JJ13xm3 2 2

para quase todo ¢t € [0,7]. Além disso,

Ff @)+ 5 Ol + [ (IFuCs)l + 0 [Au(s) ) ds

3T
Hf||L°°((O,T)><’]I‘3><]R3) <e ||fin||L°°(’]T3><IR3) :
Para provarmos este Teorema, precisaremos de 4 passos intermediarios:

— Vamos propor uma versao regularizada de ({2.1))-(2.6));

— Vamos considerar um esquema iterativo e provar que as suas solugoes formam uma

sequéncia que converge para uma solugao do problema regularizado;

— Provar que existe uma sequéncia de solucoes do problema regularizado que converge

para uma solugao local de ({2.1))-(2.6));

— Estender a solugao local a todo intervalo [0, 7.

2.1.1 Problema Regularizado

Agora iremos introduzir uma versao regularizada de (2.1)-(2.6)), afim de aplicar os
resultados desenvolvidos nas secoes [1.3] e [[.4]

Sejam (0 )reny uma sequéncia regularizante e (yx)reny uma sequéncia de corte, ambas
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sobre R? e definamos o seguinte problema

Oufue +0 - Vafi + Vo [0 xup —v)fi] =0 em (0,7) x T? x R, (2.8)

Oywy, — Awy, — uy X (V X wy) + Vg

= — /3 fe(up —v)y(v)dv em (0,7) x T?, (2.9)
: wy, = up — o’Au,  em  (0,7) x T?, (2.10)
Ve-up,=0 em (0,7)x T (2.11)

fu(0,z,v) = fF(x,v) em T3 xR3 (2.12)
up(0, ) = usp(xr) em T2, (2.13)

com fE = Oxgy, sendo () uma sequéncia regularizante sobre RS ; g.(x, v) = x&(v) fin(x, v)

e Xk ¢ a fungao caracteristica do conjunto B(0, k).
Observagao 2.3. Da definicao de fF temos que
o fF € C™(T? x R3);
e fF possui suporte compacto em wv;

o fE — finem LP(T? x R3), para todo 1 < p < oc;

k

* ~ .
o fF = fii, amenos de subsequéncia, em L>®(T? x R3).

Além disso, ainda temos as seguintes propriedades.

Lema 2.2. Seja fF definida anteriormente, entao
Mo fiy < 4 fiall o s sy + Mafin), (2.14)
lim MyfE = Msfiy, (2.15)
k—o00

H i].CnHLoo(TSXRS) < HfinHLoo('JI‘SXR?’) : (216>

Lembremos que

Mafhy= [[ Pt dedo
T3 xR3

é o segundo momento de fF .
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Demonstracao: Primeiramente, notemos que trocando a ordem de integracao temos

que

MyfE = // lv? (// 0p(&,0)xk(V — V) fin(x — €, 0 — V)dﬁdl/) dx dv
T3 xR3 RS
~ [[Latew) ([[_tolxeto -t~ g0 - videdo) dea
RS T3 xR3
Por outro lado, fazendo uma mudanca de variaveis

// [v*xk(v — V) fin( — €,v — V)da dv = / / [0+ v|* % (V) fin(2, ©)d do,
T3 xR3 Rr3 J Qg

com Q¢ = [0,1]* — &.

Como fi, é periddica em @, entao
/ / |0+ v 2 X1 (D) fin(Z, ©)dE dv = // 10 + v 2\ (V) fin(Z, ©)dZ do.
R3 J Qe T3 xR3

Além disso,

o+ v <2(jof" + ") < 201+ [o*)(L + [v*),

logo,
Mafiy < 2(|finll s raxesy + Mz fin) // Or(&,v)(1+ |v]*) d€ dv
RS

e por outro lado

//R Gu(&, 1) (1 + [V[?) dé dv — //B(O | )1+ W) d

<aer?) [[ e dedv <z
B(0,1/k)
entao obtemos ((2.14)).
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Agora,

ko o _ | , e
My fi, — Ma fin //TSX]R3 //R‘3 01(&,v) fin(z,v) (Jv + v[*xk(v) — |v]?) d€dv da dv
= // // 9_<€7V>fin(33,’0) (|'v + k_IVPXk('U) . |’U|2) dE dv de dov
T3 xR3 R6
N //T Rg/RG 0(&.v) fin(z, v)|0]* (xi(v) — 1) d€ dv da dv

) . -1 2112
+//T3XR3 //R6 0(&,v) fin(x, v)x1(v) (2~ ov + k2 |v]?) d€ dv dx dv

e como 2vv < |v|? + |[v]?, temos que

Mafly =2l < [[ devydan [ falw ol (- ) doio

w1t [ aevaar [ e opalol dedo

Bk 7 2ded L, da d
w1 ) [[ aeviPaca [ fue o) deds

< [, falwwlof (=) do o

+ k_l(Minn + (k_l + 1)M0fin))

como Y; — 1 pontualmente e |v|>fi, € L'(T? x R3), entao do Teorema da convergéncia
dominada, o lado direito da desigualdade tende a zero quando k& — oo, de onde concluimos
(2.15]).

Por 1ltimo, da definicdo de fE e aplicando a desigualdade de Young para convolugoes

estimamos

k

in

Lo (T3 xR3) = Hé’cHLl(RG) H9k||L°°(1r3xR3) < ||fin||L°°(T3><R3)’
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de onde segue ([2.16]). [

Agora estamos prontos para definir em que sentido (uy, fr) é uma solucao fraca de

E9-E13).

Definigao 2.2. Dizemos que (ug, fi) é solu¢ao fraca de (2.8)-(2.13) se:
o u, € L?(0,T; D(A))NC([0,T]; V);
o Jup € L*(0,T; H);
o u(0,z) = us, em V;
e fr € C'([0,T] x T3 x R3) tal que o suporte de f; em relagdo a v é compacto;
e [ é solucdo cldssica de (2.9) com condigao inicial (2.12));
e Para todo ¥ € L*(0,T; D(A)) temos
(Owr(1), (1)) + <E<uk<t>, wi(t), (1) ) + (Awy(t), (1))
/ /T D)~ 0 ()0 do da (2.17)

para quase todo t em (0, 7).

2.1.2 Esquema Iterativo

Para encontrarmos uma solugao de (2.8)-(2.13]), teremos que analisar um sistema

auxiliar.

Para cada k € N fixado e para qualquer n € N, desejamos encontrar uma sequéncia

n+1 . . . . .
(u,C , f,?) satisfazendo o seguinte esquema iterativo:

Ofi +v-Vaft + Ve [0 xul —v)ff]=0 em (0,7)xT?xR* (2.18)

Dw ! — Aw! — ! x (V x 'w”“) + Vit
/ fi(uy —v)w(v)dv em (0,T) x T, (2.19)

wpt = u;j“ At em  (0,T) x T?, (2.20)

Ve -uft' =0 em (0,7) x T (2.21)

0, x,v) = fF (x,v) em T*xR3 (2.22)

w0, x) = usp(x) em T, (2.23)
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com u) = Uip.
Vamos introduzir o conceito de solucao fraca de —:
Definigao 2.3. Dizemos que (u}™", ') é solucio fraca de - se:
e u;t € C([0,T); V)N L*0,T; D(A));

duy™ € L2(0,T; H);

o w0, z) = usp(x) em V;

fre CY[0,T] x T3 x R} N L2((0,T) x T3 x R3);

Para todo v € L*(0,T; D(A)) temos
<8twn+1 > + < ”+1 (t) wz*l(t)) ¢ > + <Awn+1 )7 ¢(?f)>
//TS us S @) (ug(t) — v)p(v) - (i) dee dv, (2.24)

para quase todo ¢t em [0, T].

A seguinte Proposicao garante a existéncia e unicidade de solucao fraca do esquema

iterativo (22.18))-(2.23):

Proposicao 2.3. Para cada n € N, existe um tnico par (u "H, f) satisfazendo
(12.23).

Demonstracao: Por simplicidade, escreveremos u" e f" ao invés de u} e f;'. Para
mostrarmos que para cada n € N existe um tinico par (™!, "), iremos aplicar o processo

de inducgao finita:

(i) n=0.

¥ = wuy, é dado. Além disso, como 6, * u’ satisfaz as propriedades

Temos que u
(P1)-(P3) vistas na Segao [L.4] e tendo em vista a Observagao [L.6] temos que para
cada (t,x,v) fixado, podemos aplicar o Lema para garantir que existe uma

tinica solucao (X°(s;t,x,v), VO(s;t,z,v)) da equagao diferencial

dx"’

— (s;t,x,v) = VOs;t,x, v),

s

av’® 0 0 0
it v) = (O u)(s, X0 t,2,0) - Vst w,0),
s

X(t;t,x,v) = =z, VOtit,x,v) = v,
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para todo s € [0,7].

Além disso, fE € C(T? x R?), entdo aplicando o Teorema [1.18, temos que para
n = 0, a equagao (2.18) com a condicdo inicial (2.22)) possui uma unica solugao
e CY(]0,T] x T3 x R3) dada por

fo<t?wvv) =™ ikn(xo(tvw7v))v (225>

com x°(t, z,v) = (X°(0;t, z,v), V°(0; 1, @, v)).
Por outro lado, como fE € L>(T? x R3), entao f° € L*°((0,T) x T? x R3). Além

disso, u’ € V e

[FO(t, )| =

/R3 o’ —v)p(v)do| < HfOHLOO((O,T)X’]I‘3><R3)/ [u’| + || dv

B(0,2k)

< C(k) Hf0||L°°((O,T)><’]T3><R3) (Ju’l +1).

Portanto, F° € L?(0,T; L*(T?)) e como u;, € V, temos pelo Teorema que
existe uma tnica w' € C([0,T); V) N L*0,T; D(A)) tal que du' € L*(0,T; H),
u' (0, ) = usy () em V e satisfazendo (2.24) (para n = 0).

Suponhamos agora que a nossa afirmacao é valida para n = m — 1, para algum
m € N, ou seja, existe um par (u™, f™!) solucao fraca de — (para
n = m — 1). Entao iremos provar que existe (4™, f™) solugdo fraca de (2.18)-
(2.23) (para n =m).

Por argumentos andlogos ao caso n = 0, temos que existe uma tnica solucao
(X™(s;t,x,v), V™(s;t,x,v)) da equagao diferencial
axm

— (s;t,x,v) = V™(s;t,x,v),

avm

I (s;t,x,v) = (Opxu™)(s, X" (s;t,x,v)) — V"(s;t,x,v), (2.26)
X"t t,x,v) = x, V™t t,x,v) = v,

para todo s € [0,7.

Além disso, para n = m, a equagao ([2.18]) com a condigao inicial (2.22)) possui uma
tinica solugao f™ € C1([0,T] x T3 x R®*) N L>((0,T) x T*> x R3) dada por

fm<t?w7’v) =™ fn(xm(t7w7v))7 (227>
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Por outro lado, para
F"(t,x)= [ [f™(u™ —v)yw(v)dv,
R3

temos que F™ € L?(0,T;L?(T?)) e assim como antes, existe uma tnica u™" €
C([0,T]; V)N L?(0,T; D(A)) tal que dyu™™ € L*(0,T; H), u™(0,z) = ui,(x)
em V e satisfazendo (2.24) (para n =m). |

O seguinte Lema nos da estimativas independentes de n para a solucao fraca do

esquema iterativo (2.18))-(2.23]).

n+1

Lema 2.4. A sequéncia (u; ", fi) satisfaz as seguintes estimativas

||f1?||Loo( 0T)xT3xR3) = et ||fin||L°°(’]I‘3><R3) ) (2.28)
nt1
[ ||L°° OTVINL20T:D(A)) = C(k), (2.29)
nt1
O HL?(O,T;H) < Clk), (2.30)

com C'(k) independente de n.

A n n 1 A n n
Demonstracao: Novamente escreveremos u” e f™ ao invés de uj e f;'. Temos de (2.27)

que

STH k

”anLOO((O,T)X'JI‘?’XR?’) <e inHLOO(’JI‘3><R3)

e de (216)

k

(T3xR3) — HflnHLOO (T3 xR3) >

portanto, obtemos ([2.28)).

Por outro lado, escolhendo 1 = u™"! em (2.24)) obtemos

(D™ (1), w1 (1)) + <1§(un+1(t), W (1)), w (1)) + (Aw (1), w (1)

//TMR3 u(t) — v)(v) - u"(t) da dv, (2.31)

para quase todo t € [0,7].

Observamos que o primeiro termo pode ser reescrito como

1d

(O™ (1), u" (1)) = 3

)]

o’



51

(veja por exemplo Temam [36], p. 260]).

Agora, aplicando o Lema [1.13
(A1), w1 0)) = [Vt [+ o? A
(B (1), w (1), w" (1)) = 0.

Além disso, usando (2.28)) e a desigualdade de Young, temos

'// fr(u" —v)y(v) - da dv
T3 xR3

< ||fn||Loo((o,T)xT3xR3) (mo% /3 ||| dx + ma /TS |u"+1|dm)
T

|u"|2 |un+1|2 1 |un+1|2
go(k,T)||fin||Loo(Tgxkg)(/TS o o dz+ T3§+ 5 dw

ni|2 n 2
<) (14 o+ )
Observacao 2.4. Lembremos que para 5 > 0,
me = [ w(o)lofdo.
Portanto,

W P (U = v)y(v) - w da do
T3 xR3

Combinando os resultados anteriores a (2.31]), obtemos

<k Toa) (14 2+ un]2)

1d
S U+ (IVaw S+ o Aur )

2dt (2.32)

< ClkToa) (L4 furl + fum1)2)

ou ainda, integrando a desigualdade anterior de 0 a t concluimos
2 ! ¢ 2
Hu"“(t)“a < C(k,T,«) (1 +/ Hu”(s)Hi ds +/ Hu”“(s)Ha ds) ,
0 0
logo pelo Lema de Gronwall discreto (Lema [1.10)),

lu (@)% < Cexp(CT), (2.33)
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com C uma constante dependendo de k, T' e o, mas independente de n.

Além disso, integrando (2.32)) de 0 a t e usando a estimativa (2.33)), obtemos

2

«

O+ [ (Ve @l + o faw @) as < cnTa) 230

Portanto, combinando as estimativas (2.33)) e (2.34) obtemos a estimativa ([2.29)).
Provaremos agora (2.30) e para isso lembremos que do Lema m, item (v), temos

que

(Bl (0, w ), $(0)| < ClwWllpe lu" Ol " (@)

Consequentemente, por ([2.29)

T
/0 ’<B(u”(t),w”(t)),¢(t)>’ dt < Cllbllr2or,p0a)) 18" oo vy W 20 7m)
< Ck) 1]l 20,704 -

Além disso, novamente de (2.29))

T T
/ (A" ) |t < / ™| 1A dt
0 0
< Nw™llz0mm 191 20,7004y
<

CR) 11l 120,750y, »

Ccomo

T
/ at
0
T T
<1 omperseesy (moe [ [ wligiawat e [ [ pide i)
0 T3 0 T3
T
S SY PN P W TP ey
0

< O, ) ol e o 19 oy (18 2oz +1)

[[ vt o) iz

temos finalmente de ([2.29))

r

//]I‘3><R3 f" (" —v)y(v) - P da dv

dt < C(k,T) ||¢HL2(0,T;D(A)) )
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Entao, usando estas estimativas em ([2.24) concluimos

T
LA(@w“%m¢@Dﬁf§ﬂkTW¢hmmmm

e com isso obtemos

||8twn+1HL2(O,T,D(A)’) <Ok, T),

ou equivalentemente ([2.30)). [

Observagao 2.5. Notemos que (2.29) e (2.30]) s@o equivalentes as estimativas

Hw2+1HLOO(O,T;V/)QLQ(O,T;H) < C(k),

“8th+1||L2(0,T;D(A)’) <

respectivamente.

Apesar das estimativas da Proposicao anterior serem essenciais para encontrarmos
uma solucao fraca de ([2.8))-(2.13)), elas nao sao suficientes, pois garantem apenas que
alguma subsequéncia de (uf, fi') converge, quando n — co. Entao, para encontrarmos a

solugao fraca, vamos provar que a prdpria sequéncia converge.

Lema 2.5. A sequéncia (u?, f7')nen é de Cauchy em L>(0,T; V) x L=((0,T) x T? x R3)

e portanto convergente.
Demonstragao: Escrevemos u} = u" e fi' = f" por simplicidade. Denotemos w" ™ =

u"tt — " e W' = w" ! — w", entdo subtraindo a equacao ([2.24) para w" da equacio

[2.24) para w™t! temos
(D", ) + (Aw ) + (Bl w ), ) — (Blu”,w), )
—— [ @ eem) et [[ e - o) g dudo
T3 xR3 T3 xR3
Como B ¢ bilinear, podemos reescrever
B(u™!, w™t!) — B(u", w") = B@"', w™!) + B(u", w"™") em D(A)'.

Logo, escolhendo v = w"™!, temos

1d
2 dt

HﬂllJrl“i_i_(vaﬂnJrlHiI 1 HAHn+1||iI>+<§<Un+1’wn+1>,Hn+1>+<B(un,wn+l)’ﬂn+l
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=[], e o s [t ) s
T3 xR3 T3 xR3

Denotemos

I(t) = <1§(ﬁ”+1, w"+1),ﬂ"+1> + <1§(u",@"+1),ﬁ”+1> ,

— // (" —v)ye(v)u"t de dv+// " —v) e (v)w" ! de dv.
T3 xR3 T3 xR3
Pelo item (vi) do Lema [I.13]

[(Blar (), @™ (1), @ (1))| < Cllw (1)l pey [0, @ 1),

Assim, aplicando a desigualdade de Young podemos estimar

1
Ll < ) @ |5 e + 5 [
i 1 i =N
= (o) [[@ 5 ﬁ““HHQJF‘(”V“+1||Z+QQHA“+1H2)
< G<a>Hﬂ““H (s + 1) + 5 (VT + a2 |Aw 2 ).

Por outro lado, reescrevendo I, temos

— // 7 (u™ — v)y(v) - w" da do — // famrut iy (v) de dv.
T3 xR3 T3 xR3
Pela estimativa (2.29))

‘// Pl — o) (v) - @ dw do
T3 xR3

< C(k) HW“(t)HH (lw" )l +

B [ ol [ 70

D7O]

Lo (T3 xR3)

e pela estimativa ([2.28))

‘//T3 y f " aru My (v) de do
X

IN

C(k> Hu’ ( ”H H—’fH-l )HH ||fn_1HL°°((0,T)><T3><R3)

C(k) [z ()] [ (¢

IN

I
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Destas estimativas e da desigualdade de Young temos

—n+1 —n—l-l 7
Bl < C) ([ @], I @l + [ o, |7 HMTW)) (2.35)

‘LOO(’]T3><R3))

. —-n — T
Agora, vamos estimar f em termos de u". Pelo Teorema do valor médio

< ) (fa@lly, + ol + |7

Tt ,0)| < 9L oz | = X (@) (2.36)

Por outro lado, para cada (¢, z,v) € (0,7) x T? x R? fixado e para todo 0 < s < t temos

(V" = V") (st ,0)| = / " [0k * u") (r, X"(r)) = (O x u"7") (r, X" (r))] dr

S Jl + ']27
com
t
J = / & (0 + ") (r, X7 (1) dr.
t
Jo = / e |(9k u" ) (r, X"(r)) — (0 xu™ ") (r, X"_l(r))‘ dr.
Pela desigualdade de Young para convolugoes

t
Jls/ & (106 T () | o dr<eTu9kHL2R3>/ l@ () dr-

Agora iremos estimar J,. Aplicando o Lema [1.4] temos

B [ Tl ) ey | X = X0
Aplicando novamente a desigualdade de Young para convolugoes

Jo < €' || VO]l 2y /: [ ()|, (X" = X" (r)] dr
e da estimativa
Jo < C(k,T) /t (X" — X" 1) (r)| dr.

Notemos que por

/t|(X”—X”_1)(r)|dr—/ (/ (V" = V" (r )|d7‘) dr

(t—s) / (V™ — V™) (7)|dr (2.37)
<T/| V(o)) d,
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portanto,

Jo < C(k,T) /t (V™ = V™Y (r)|dr.
Usando as estimativas de J; e Jy concluimos
v v st < D) [ @l s [0 - v,
Logo, pela desigualdade de Gronwall
v WHmtwmr<cwﬂ“skT/n i dr.
Além disso, novamente de e
KX“—X“USmwwNSC%JU/wWWden
portanto .
6" = x| < OW.T) [ o)l ds (2.39)
e consequentemente de concluimos que
¢
]?"(ﬂHLw oy < COT) [l s (2.39)
Assim, combinando com - temos que

|12|<CkT(||—"+l W+ IO + [ 1l as).

Das estimativas de I; e Iy, obtemos

d
o [ ()| + (HVzﬁ”H(t)

[+ o am () H2 )

<0 [(lw 0l +1) [ @1 + ol + [ 1wl o]

com C:=C(k,T, ).
Usando a desigualdade de Gronwall e ([2.29)) segue que

[0l < covle [ (It +1) o] [
< ¢ [

Entao, pelo Lema [1.10
cn
—n 2
[@ )i <= <cC

Portanto, (u™) converge em L>°(0,7T;V’) e combinando esta convergéncia com a desi-

gualdade (2.39), temos que (f™) converge em L>((0,T) x T? x R3). |
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2.1.3 Existéncia de Solugao do Problema Regularizado

Agora iremos provar que o limite da sequéncia (u}, f) é solugao fraca de (22.8))-(2.13)).

Proposigao 2.6. Existe pelo menos uma solugao fraca de (2.8))-(2.13]).

Demonstracao: Acabamos de concluir que existe (ug, fr) € L>(0,T;V) x L>®((0,T) x
T3 x R3) tal que
up — up em L>=(0,T;V),

fi— frem L((0,T) x T x R?).

Além disso, de (2.29)), (2.30) e do Lema

ou} — Oy em L*(0,T; H),
up — ug em L2(O,T; D(A)),

uy — ug em C([0,7]; H).
Equivalentemente,

Ow} — Oywy, em L*(0,T; D(A)'),
w)’ — wy, em L*(0,T; H),
w} — wy em L=(0,T;V"),

w} — wy em C([0,7]; D(A)").

Portanto, conseguimos as seguintes convergencias

tim [ (a0, (0)) dt = [ @unte). (o) at
Jim [ (At (), 9p(0) di = lim [ (wi (), A(t)) dt

T
— [ (w0 Aw(e) e
0
Agora, usando que B¢ bilinear, temos que

/ (Bl 0. (0).26(0)) e~ / (Bl w (). (1) dt\ < 1P+ 1,
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onde

Y

/OT <§(U}j+1(t) —u(t), wZ+1(t)),1/J(t)> it

1 = / ) (Blug(t) wit (1) = wi(1), (1)) dt\.

Pelo item (iv) do Lema [I.13]

I

IN

o [ ™ = w0l Ol
< C Hun+1 - u’fHL2(0,TV ||wk+1||L2 0,T;H) Hv’bHL"" (0,75D(A)) >

portanto, pela convergéncia de uZ“ — ug em L>®(0,7;V), quando n — oo, e da esti-

mativa uniforme de (w}*!) com relagdo a n

lim I(Y = 0.

n—oo
Como a aplicacao
T
ho [ (Blunt). b)) (o)) d
0
é um funcional linear continuo sobre L2(0,T; H) e wy ™ — wy, em L*(0,T; H), quando

n — 00, entao

Jag, 17 =
Logo,
i [ (B 0, )0 = [ (Bl w0

Finalmente temos que

(fr(uf — o)) — frlug — v)(v)e) dedo dt‘ < I+ 10+ 10,

T3 xR3

onde

T

¥ = / // — f)ye(v)ulp de do dt,
0 T3 xR3

IV = / // frve(v)(uy — ug) dee do dt,
0 T3 xR3

T
() _ s
- /Agxk3<fk 1 (0)op da dv di.

N
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Aplicando a desigualdade de Holder e usando a estimativa (2.29)
[IP] < C I = fill oo o,y racesy 19k 2o o) 1901 2o,y
< CRE = Tull oo go.myxers sy 190N 20,2y »
como fi — fr em L>((0,T) x T? x R?), entao I = 0, quando n — c.
Novamente pela desigualdade de Holder
’[724)‘ < C(k) kaHLoo((o,T)xT3xR3) [y — ukHLQ(O,T;H) H"pHLQ(O,T;H) )

como u} — u; em L*(0,T;V), entao AN 0, quando n — oo.

De forma analoga,

(LD < CO) I = full e o.myemasrny 1] o iz oy

logo I,(f’) — 0, quando n — oo.

Portanto,

lim /0 ) / /T B = o)) dwdv it - /0 ' / /T = o)) dwdv

Estas convergéncias permitem passar ao limite (2.24]) e concluir que (2.17)) é satisfeita.

Para provarmos que f;, também satisfaz a equagao (2.8) com condigao inicial (2.12)),
consideremos para cada (t, ¢, v) € [0, T]xT3xR3 o par de fungoes (X (s;t, z,v), Vi(s; t, z,v)),

como a unica solucao da equagao diferencial

dX

d—;(s;t,w,v) = Vi(s;t,x,v),

dVj,

%(s;t,w,v) = (O xug)(s, Xi(s;t,x,v)) — Vi(s; t, x,v), (2.40)
Xt t, e, v) = =, Vi(tit,z,v) = v.

Entao, por calculos andlogos aos feitos para provarmos a estimativa (2.38|) obtemos
t
(Ve = Vilsitvo)| < CT) [ = w0 dr

Como u} — uy em L?(0,T;V), concluimos que V;"(s;t, x,v) — Vi(s;t, x,v) uniforme-

mente.
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Além disso, como
X (s;t,x,v) = /Vk (r;t,x,v)dr + x,

entdo, X}'(s;t,x,v) — X(s;t, x,v) uniformemente.
Desta forma obtemos que fi'(t,x,v) = €3 fE (x2(t,z,v)) — €3 fE (x1.(t, x,v)) uni-

formemente, com xy(t, x,v) = (X(0;t, 2, v), (Vi(0;t, 2, v)). Portanto,

fk(t7w”v> = ikn(xk(tvm7'v))7 (2'41)

desta identidade e do Teorema [1.18] temos que f;, € C'([0,T] x T? x R?) e satisfaz a
equagao (2.8) com condigao inicial ([2.12)).
Portanto, (uy, fi) é solucao de (2.8)-(2.13). [

2.1.4 Existéncia de Solucao Local

Agora iremos mostrar que existe um par de fungoes (u, f), solugao fraca local de

2.3)-2.9.

Provaremos o seguinte Lema, que fornece estimativas independentes de k para a

sequéncia (ug, fx):

Lema 2.7. Existe T* € (0,7, tal que a solucao (uy, fi) satisfaz

ka||L°°((O,T)><’]I‘3><IR{3) < et ||fin||L°0(’IF3><R3) ) (242>

||uk||Loo(0,T*;V) + ||uk”L2(0,T*;D(A)) + ||M2fk||L<>o(0,T*) <G (2.43)

com C' independente de k.

Demonstragao: De ([2.16]) e (2.41)) segue imediatamente ([2.42]).

Como o suporte de fr em relacao a v é compacto, entao multiplicando a equacao

(2.8) por |v|? e integrando sobre (0,t) x T3 x R3, conseguimos a seguinte igualdade

// (t)|v|* dx dv — / // 2f1( k*uk—v)vdazdvds—// ¥ lv|? dz dv.
T3 xR3 T3 xR3 T3 xR3
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Portanto,

t t
My fi(t) + 2 / Myfi(s)ds = MyfE + 2/ / Jr (O * up)v dx dv ds
0 0, T3 xR3

(2.44)
S M2 fn+2/ lﬁk*uklmlfkda:ds
o Jts
Por outro lado, pelo Lema e (2.42)) temos
4
0 S mlfk(t7 :B) S <§7T ”kaLoo((O,T)XT?’XRS) + ].) mek(t7 w>4/5
4
S (§7T€3T ||fin||Loo(']1‘3><R3) + ]-) m?fk(ta m)4/57
logo,
I fi(E) osaeay < C (Mo fu(t))° (2.45)

Agora, aplicando a desigualdade de Holder em ([2.44]) temos
t t
Mafu(®) +2 [ Mafis)ds < Maghy+2 [ el I il
0 0
¢
< Mafly 4 C [ Nl (Ve ds.
0

onde usamos a desigualdade de Young para convolugoes e ([2.45]).

Portanto, pela desigualdade de Young

t t t
Mafult) +2 [ Mafu(s)ds < Mafly 4 € [ fun(s) facry ds+2 [ Mai(s)ds,
0 0 0
ou seja,
¢
Mafu(t) < Mafly +C [ sl s
0
Ainda pelo Lema 2.2 e a imersao H*(T?) < L3(T?), concluimos

Mafit) <€ (14 [ o)l as) (2.46)

Por outro lado, tomando ¥ = u; em ([2.17)), temos

1d

o7 ||'u,;€||§y + (||Vmuk||§{ +a? ||Auk||?{) = — // frug(ur — v) W% (v) de dv
T3 xR3

< / [ug|m fi. de,
T3
pois

<1§(uk,wk),uk> =0 e —// frelug|*ve(v) dz dv < 0.
T3 xR3
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Usando a desigualdade de Holder, a imersao H'(T?) < L°(T?), (2.45) e (2.46)

1d 2 2 2
5= el + (IVeuelly + o [Awily) < llwllpses) lmafill o)

2dt
t 4/5
< Cllusly (1+ [l as)
0

Das desigualdades de Young e Holder

1d

t
2 2 2 2 8
3 g sl 4 19l + 0 Aaely) < el + € (14 [l )
0

e consequentemente

d t
Tl + Cllunl, <€ (el + [l ds+1)
0

Denotando
t
o(t) = lun(®)]2 + C / ()13 s,

e integrando de 0 a ¢, vemos que

g(t) §C’(/0tg(s)ds+/0tg(s)4ds+l).

Logo, aplicando o Lema [1.9 para § = 4, existe T* > 0 tal que
2 ! 2
o) = Ol +C [ un(s)h ds < C
0
para quase todo t € [0,T"].
Observacao 2.6. Para usarmos o Lemall.9 para § = 4, precisamos da condicao adicional
C < e " (3hC) 13,
para algum 0 < h < T'. Para isto podemos tomar
e
h=min T, ——
rnm( vl ) ,
por exemplo.

Além disso, pela desigualdade (2.46) temos que Msfi(t) < C para quase todo t €
[0, T%]. [
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Proposicao 2.8. Existe (u, f) solugao fraca local de (2.1))-(_2.6)).

Demonstracao: Agora, iremos provar que uy, converge para uma solugao fraca de ([2.2])-
(2.4) com condicao inicial (2.6 . Para isso precisamos de convergéncia forte para passar

ao limite nos termos nao lineares. Portanto, vamos estimar a norma da sequéncia (Oywy,)

em L?(0,7*; D(A)"). Como
| @ty at = [ (Blun(v). wi0).$(0) + w0 (e at
[, a0 - v o dedv

basta estimar o lado direito desta identidade. De fato, pelo Lema|l.13|e pela estimativa

(2.43) temos

T* T
| (Bt wse)as) < ¢ [ luly lwly 90, o
< C HUkHLoo(o,T*;V) Hwka(o,T*;H) H'lthLQ(O,T*;D(A))
<

CllYl z20.1p0a)) -

Estimamos o segundo termo usando o Lema [2.7]

T T+
/0 (Awg, ) dt‘ = /0 (wp, Av) dt‘ < HwkHL2(0,T*,H) ||¢HL2(0,T*;D(A))

< Cll9ll 20,0400y -

Por outro lado,

/oT* //qrsXRs e — v)y(v)e dv da ds

T* T*
< / / mofi 9] da ds + / / o filob| da ds
0 T3 0 T3

T*

T*
< /0 ”mOkaL3/2(1r3) ||'u’kHL6(1I‘3) ||’7[)HL6(1I3) ds +/0 ||m1fk||L5/4(’]I‘3) H"/)”LS(TS) ds

< HukHLQ(o,T*;LG(W)) H’lpHL2(O,T*;L6(T3)) HmOfk||L°°(O,T*;L3/2('[[‘3))

1%l 20,15 roy) I fill 2o, o7 (s -

Mas, pelo Lema e pelas estimativas (2.43)) e (2.42)

3/5
Hm()fkHLoo(o,T*;LS/S(TS)) < C ||M2fk||L/oo(07T*) < C,
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4/5
1 fil oo o vscrsyy < C M fell 720 0y < C-
Entao, pelas imersoes
L(0, T LY3(T?)) < L(0, T*; L**(T?)),
L(0, T LY4(T?)) < L2(0,T%; LY/*(T*))
e pela estimativa (2.42)) temos que
T*
] b= opuopdode ds| < Cllz e
0 T3 xR3

<C ||¢||L2(0,T*;D(A))‘

Segue destas estimativas que (Q;wy) é uniformemente limitada em L?(0,7*; D(A)").

Finalmente, pelos Lemas e provamos que existe um par (u, f), tal que, a menos

de subsequéncia,
o fr = fem L®((0,T%) x T3 x R%),
e u; — uem L*(0,7% D(A)),
o u, —uem L0, 7 V)NC([0,T*]; H),
o Jyup — Oyu em L0, 7% H).

Portanto conseguimos as seguintes convergencias de forma andloga ao que foi feito na

demonstracao da Proposicao [2.6

lim [ Qa0 9(0) dt - / (B (t), (1)) dr;
Jim [ (a0, 36(0) e = / (Aw(t), (1)) dr:
lim | (Bur(t), wi(t)), $(t) ) dt = / (Bu(t), w(t), p(t)) dt.

Por outro lado, temos que

)

/T* // [fr(up — v)y(v) —f(u—’v)]d)d:cd’vdt‘ < ‘f,il)’ n ‘],f)) n ‘I,S’)
0 T3 xR3
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onde

T*
o / // filu —v) (3 — 1)ap da dw dt,
0 T3 xR3
T*
L = / // fe(wy, — w)ep dee dv dt,
0 T3 xR3

- B [t D= dwava

Denotando hy = fi.(1 — ), temos que

T*
1,1
= [ [ el de o < el 18l Tmohl s
0 T3 xR3
com L?(L%) = L?(0,T; L°(T?)).
O Lema [1.12] implica que
mohu(t, @) < (C 1Pk Lo 0,7y x T x5y + 1) mayshi(t, 2)*?

< (C [ finll Lo ps sy + 1) mayahi(t, ®)*?,

logo,
rr20hs ()| /2 sy < CMapohi(6),

Observemos que
Mz ahy(t) = // 0|32 f,(1 — v) dvda < // |02 f, dvda < kY2 M, fi(t).
T3 xR3 T3 x{|v|>k}

Como (M f) é uniformemente limitada em L*°(0,7™), entao (mghy) converge para
0 em L>(0,T*; L3/%(T?)) quando k — oo. Além disso, por (2.43)) (uy) é uniformemente
limitada em L*(0,7*; V), entao Ilgl’l) converge para 0 quando k — co.

Por outro lado,
(1,2) "
I, = / // hi|vl| dae dv dt < ’|¢HL1(O,T;L6('JI‘3)) HmlthLoo(o,T;LG/S(TS)) )
0 T3 xR3
Novamente, pelo Lema temos que

mihy(t, ) < (C 12kl Lo 0,7y x3 xRE) T 1) moyshi(t, ©)*/°

< (Cllfsall sy + 1) mosshut, @),
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e daf obtemos
21 P ()] sy < C Moy ().

Notemos

Mg/5hk(t) = // |’U|9/5fk(1 — ’}/k) d’UdJJ S // |’U‘9/5fk d’UdiB S ]{371/5M2fk(t).
T3 xR3 T3 x{|v|>k}

Assim, como (Msfy) é uniformemente limitada em L*°(0,7*), entdo (mihs) converge
para 0 em L*°(0,T*; L%5(T®)) quando k — oo. Portanto, I,gl’m converge para 0 quando

k — oco. Como ‘I,gl) < ]]5,1,1) + 1,51’2), entao

lim 1Y = 0.

k—o00

Agora, iremos analisar [ ,?). Notemos que

2
Il& ' < [y — u||L2(0,T*;L5('11'3)) ||¢||L2(0,T*;L5(1r3)) ||m0fk||L°°(0,T*;L5/3(']1‘3))

3/5
< Cllug — u”L2(0,T*;L5(’]I‘3)) |‘¢||L2(O,T*;L5(T3)) ||M2fk||L/°°(O,T*) :

Como (M, f;) é uniformemente limitada em L>(0,7*) e uy — uw em L?(0,T*; V), entdo
1 ,52) converge para 0 quando k — oo.
Finalmente, para passarmos ao limite em I,gg), consideremos 7,, uma sequéncia de

corte. Logo, para cada m fixado

.
/ / / vy (v) dez o dt < moy ]2 11912 + 1700 [0l 1 < 0.
0 T3 xR3
Como fi, — f em L®((0,T) x T? x R?), entdo

T
lim i //TSXRS(fk—f)(u—v)¢7m(v)dmdvdt:0.

k—o00

Por outro lado, definindo gx = |fx — f| e aplicando cdlculos anélogos aos feitos para I ,51),

temos

/OT* //TWS glu = v[|9[(1 — 3 (v)) dee dv dt

~ 2/3
< C lul agoirszsrsy 1l o sy (772 1Magil o)

s 5/6
+ C bl 11070012 (m HM291<:”L00(0,T*)> ;



67

como (Magy) é limitada em L>°(0,7*) independentemente de k, entao

-
lim lim // grlu —v||Y|(1 — v (v)) dedvdt = 0.
T3 xR3

m—00 k—o00 0

Consequentemente,

lim I?’) 0.

k—o00

Portanto,

71113010 OT* //TSXRS fr(ug —v)y(v)Y de dv dt = /OT* //TSX]RS flu —v)Y dedvodt.

Com isso, podemos integrar (2.17) de 0 a 7™ e passar ao limite quando k — oo. Assim,

demonstramos que (u, f) satisfaz

[ oot we) as+ [ (Bt w0 ds+ [ ) w0 b

T*
/ // —v)Y dedvds,
T3xR3

para todo 1 € L*(0,T; D(A)) e w = u + o*Aw.

Finalmente, multiplicando (2.8)) por ¢ € C'([0, T*] x T? x R?) com suporte compacto
em relagdo a v e ¢(T*, -, ) = 0; integrando sobre (0, 7*) x T3 x R? e aplicando integragao

por partes, obtemos

T*
/ // Jk[Orp+v-Vaedp+ (O xur—v) Vo] de dv ds = // (0, x,v) dx dv.
T3 xR3 T3 xR3

Notemos que da definicao de da convergéncia f; — f em L>((0,7*) x T3 x R?) e da

1n7

classe de funcoes teste escolhida, obtemos imediatamente

T T
lim / // frL[¢] dx dv ds :/ // fL[¢] dx dv ds,
k=00 Jo T3 xR3 0 T3 xR3
lim // (0, x,v) da:d'v—// fin®(0, x, v) dzx dv,
k—oo J JT3xR3 T3 xR3

com L[] = 0,0 + v - Vo — vV,¢. Por fim, pela desigualdade de Holder e Young para

convolucoes

T*
/ // |0k, * up, — u||Vyo| de dv ds
0 T3 xR3

< (Jlux — U’HL?(O,T;H) + (|05 * w — u’HL2(O,T;H)> ||m0‘vv¢|HL2((O,T)><T3),
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portanto,
]}ggo (O * ur) - Vo —u - VU¢HL1((O,T)><’J1‘3><R3) — 0,
consequentemente,
T*
lim / // Jr(Or xug) - Vyodrdvds = // fu-Vyodedvods,
k=00 Jo T3 xR3 T3 xR3
de onde obtemos o resultado desejado. [

2.1.5 Existéncia de Solugao Global

Para provarmos que a solucao local pode ser estendida para uma solucao global, vamos
mostrar que (u, f) satisfaz uma desigualdade de energia e que f satisfaz o principio do

mMAaximo.

Lema 2.9. A solugdo (u, f) obtida anteriormente, satisfaz as seguintes desigualdades

para quase todo t < T™

D)+ L)+ [ 1T + o Aol as

1
—|—/ // flu —v|*dxdvds < —Mgfin + = w2 (2.47)
0 JJr3xRs 2 2

||f||L°°((07T*)XT3xR3) <e ||fin||L°°(T3><R3) : (2.48)

Demonstragao: Como f;, — f em L=((0,T*) x T? x R3) e f;, satisfaz (2.42)), entdo

||f||L°°((0,T*)><T3><R3) < h;glogf ||fk||L°°((O,T*)><T3><R3) < 63T ||fin||L°°(T3><R3)

e com isso concluimos ([2.48)).

Por outro lado, multiplicando a equagao (2.8) por |v|? e integrando sobre (0, ) x T3 x

R3, conseguimos

_Mgfk / // fk|v|2 dv dx ds —/ // fr(Or x ug)v dv de ds + = M2 g
T3 xXR3 T3 xR3

que reescrevemos na forma

—Mgfk / // fe|lug, — v|? dv da ds
T3 xR3



t
1
:/ // [filwel® = frowe + fi(Or * wp — up)v] dvdeds + ZMsff,.
0 T3 xR3 2

Agora, escolhemos 1 = uy, em (2.17)),

1 t
SO+ [ IV (o)l + o [Aun(o) s

1 t
=5 sl —/ // (five()|ugl® = five(v)upv) do de ds.
0 JJr3xms

Somando estas duas identidades, temos

1 1 ¢
SMfult) + 5 @+ [ IVl +o? [Aun(s)y ds
0
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t 1 1
" / // felue = v* dedvds = S Mo ff, + < [Jwsa|l2 + Ie(t),  (2.49)
0 T3 xR3 2 2

onde Iy = I} + I} + I} com

I, (1) :/0 //]I‘3><R3 frlug]“ (1 — 5 (v)) dee dv ds,

to=[ [, fanetn - Dazdods
I}(t) = /0 //TJ y Jr(O * up — ug)v de dv ds.

Definindo hy = fi(1 — ), temos

" 2
L) <T Hmohk”LOO(O,T*;L3/2('J1‘3)) HukHLoo(o,T*;LG(T3)) :
O Lema [1.12] implica que
mohu(t, @) < (O ||hk||L°°((0,T)x1r3xR3) + 1) ms sl (L, "”)2/3
S (C Hfin“Loo(TSXRS) + 1) m3/2hk(t7 .’1})2/3,

logo,
0P ()] a2 pay < CMayohu ().

Observemos que

Maaha() = [ [ ol ful1 = ) dude
T3 xR3

< // 0|32 f, dvda
T3x{|v|>k}

< kTP My fi(t).
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Como (Msf) é uniformemente limitada em L>°(0,7™), entdo (mohy) converge para
0 em L>(0,T*; L3/%(T%)) quando k — oo. Além disso, por (2.43) (u;) é uniformemente
limitada em L*°(0,T*; V), entao (I}) converge para 0 quando k — oc.

Por outro lado,

[Ii(t)| < T HmlhkHLOO(O,T*;LG/S('JT3)) HukHLOO(O,T*;LG(’JI‘3)) :
Novamente, pelo Lema temos que
mihy(t, ) < (C 12kl oo 0,7y x3 xRE) T 1) moyshi(t, 2)*/°
< (Cllfsallm ey + 1) mosshut, @),

dai obtemos

()] o/ rsy < CMoysh(£)7°.

Notemos que

My shy(t) = / /T - 1v|*° f(1 — ) dvda
X

< // [v|% f, dvda
TS x{ ||k}

< kYA My fu(t).

Assim, como (Msfy) é uniformemente limitada em L*(0,7*), entdo (mihx) converge
para 0 em L>(0,7*; L5/°(T3)) quando k — oo. Além disso, como (uy) é uniformemente
limitada em L*°(0,7*; V'), entao (I?) converge para 0 quando k — oo.

Finalmente,
T*
|Il§<t)’ < / / |uk—9k*uk|m1fkdmdt
o Jr3
T*
< [ =t 5wl I el
0

< [Jug — O * uk||L1(O,T*;L5(T3)) ||m1fk7||L°°(O,T*;L5/4(T3))
5/4
< Clluk = O * wpll 1o o5 (12 ||M2kaL/°°(O,T*) ;
onde usamos (2.45). Observemos que [|wy — O * k| 11 7. 15(psy) — O POis

wr — O % wpl| x < [lue —ul ¢ + |lu— O xw|  + (|0 * (u—up)|| x

< 2wy — UHX + [ — O * 'U'HX?
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onde X = L'(0,T*; L°(T?)) e usamos a desigualdade de Young para convolugoes. Logo,
tomando k£ — oo, temos que o lado direito da desigualdade anterior converge para 0.

Portanto, I} — 0 e consequentemente I, — 0 em L>(0,7*), quando k — co.

Lembremos que

1 1 t t
—Mgfk<t>+—||uk<t>||i+/ 1V i () 30 A (s) % ds+/ // felwn—v[? dz dv ds
2 2 0 0 T3 xR3

§M2 5 |winll, + ||Ik||LO<>(0,T*) :

Usando que My fE — My fi, e que Iy — 0 em L>(0,T*), segue que
. 2
hlggglf [Ma fill oo o ey < Mafin + [[wiall,

Seja 7, uma sequéncia de corte. Entao, para cada m € N fixado, temos que

HM2(fk’Vm)HLoo(o,T*) < HM2fk||L°°(0,T*)'

Por outro lado, como fi = f em L®((0,T) x T3 x R3), entdo My (frym) — Ma(fym)

em L>(0,7%). Assim, temos que

1M () | oo o0y < T [|Mo(fivm)ll oo o,7)

Finalmente pelo Lema de Fatou

My (t) < liminf My () (1)

e das estimativas anteriores segue que,
My f(t) < h,ﬁglogf M ficll oo 0,74

De forma analoga,

T*
1
hm mf // feluy — v|? dedvds < = (Mgfin + Hum||i)
T3 xR3 — 2

e para cada m € N fixado

T I
/ // Selwe — vy (v) dee dv ds < / // frlup — v|* de dv ds.
0 T3 xR3 0 T3 xR3
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Além disso, como uy, — w em L?(0,T* H) e

T*
/ // g — 02 — [t — 02| A (0) dv da it < C(T, 1) 1t — w2 oz
0 T3 xR3

entao,

T T
lim // felur — v|* v (v) dz dv ds :/ // flu — vy, (v) de dv ds.
k—oo Jq T3 xR3 0 T3 xR3

Pelo Lema de Fatou

t t
/ // flu —v*dzxdvds gliminf/ // flu — v|*y,(v) de dv ds.
0 T3 xR3 m=eo Jo T3 xR3

Destas estimativas deduzimos

t
/ // f]u—v\decd'vds<hm1nf/ // frluy — v|? dee dv ds.
0 T3 xR3 T3 xR3

Além disso, como uy, — u fortemente em L?(0,T; V) e fracamente em L?*(0,7T; D(A)),

temos
2+ [T+ fAu(o)l o
.. 1
<tipint (3 e + [ 1Vl + o (o)l s ).

para quase todo t € [0,7].

Com isso, de (2.49) concluimos (2.47)). [

Agora iremos mostrar que o Lema garante que a solugao (u, f) pode ser estendida:
Extensao

Pelo Lema [2.9] temos que existe x> 0 tal que
u(T*—p) eV, f(T* — p) € L>=(T? x R?), Myf(T* — p) < 0.
Por outro lado, para K > 0 tal que

1 , 1
5 HuinHa + §M2fin S K7 €3T ||fin”L°°(']I‘3><R3) S K7
temos que a constante C' em ([2.43) depende apenas de T' e K. Portanto, existe 7 > 0,

dependendo somente de T' e K, tal que podemos tomar T* € [, T].

Desta forma, podemos resolver novamente o sistema ([2.1))-(2.6]), com condigoes ini-
ciais w(0) = w(T* — p) e f(0) = f(T* — p), estendendo a solucao (u, f) ao intervalo
(T* — pu, T* — p+ 7). Assim, podemos repetir este processo até estendermos a solugao

para todo o intervalo [0,7]. Com isto, estd demonstrado o Teorema [2.1]
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2.2 Regularidade da Solucao

Nesta segao, vamos estudar a regularidade da solugao do problema ([2.1))-([2.6)) encon-
trada no Teorema Primeiramente, iremos mostrar que se o dado inicial f;, possui

momentos de ordem maior finitos, entao a solucao f também os teré.

Teorema 2.10. Suponhamos que M, f;, < oo, para algum p > 2. Entao, M,f €
L>(0,T), para todo ¢ < p.

Demonstracao: Primeiro, iremos mostrar que M,f € L*(0,7). Multiplicando a

equagao (2.8)) por |v|? e integrando sobre (0,t) x T3 x R3, obtemos

// (t)|v|P dedv =p /// fie(0r % uy, — v) - v|v[P? da dv ds
T3 xR3 T3 xR3
+// * lvlP dx dv,
T3 xR3

ou ainda,
t t
M, fx(t) +p/ M, fi(s) ds = p/ // fi(Or * uy) - v|v[P~? dx dv ds + M, fF
0 0o JJT3xR3
t
< p/ / |01, * wg|my_1 fr. de ds + M, fE .
o Jr3
Aplicando a desigualdade de Holder e o Lema [1.12

t t
Mpfk(t>+p/ Mpfk(5> ds Sp/ Hek*ukHLers T3) Hmpflfk:H p+3 dS+Mp k
0 0

LpF2(T3)
< (| fell o + / 160 5 2 ooy (Mo fi)' 755 dis + M, L

e finalmente pelo Lema

C t p+3
M, fi(t) < ((M )pH "’ﬁ(”fk“po +1)/0 ||9k*uk||m+3(1r3) ds)

+3

N T p
0 (ofia + My )7 + (Uil + 1) [ il )
0
Por outro lado, pelo Lema de Fatou
M, (t) < Timing M, (f7,)(2),
m—0o0

onde v,, ¢ uma sequéncia de corte.
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Como f;, = fem L®((0,T) x R® x T?), entao M,(fiYm) — My(fym) em L=(0,T) e

||Mp(f7m>HLoo(o,T) S h;gg)lf ||Mp(fk7m)||Loo(o,T) :

Portanto,
M, f(t) < h,?ii‘.}f HMpkaLOO(O,T) :
Entao, basta observar que (uy)reny ¢ uniformemente limitado em L*(0,7; D(A)) para

concluirmos que M, f € L>(0,T).

Agora, pelo Lema temos que para ¢ < p

q+3
maf (4:@) < (€1l e oirymssis) + 1) mpf (@) 355

logo, integrando e aplicando a desigualdade de Holder

q+3
MQf(t) < <C ||f||L°°((O,T)><'JI‘3><R3) + 1) - mpf(t7 m)p+3 dex

q+3
< (C 1 Il oo (0,7 x T2 xmeey + 1) (M f(t))r+s

3

< (C HfHLOO((O,T)XT?’XR?’) + 1) HMprztj(O,T) )

portanto, M,f € L>(0,T), para todo ¢ < p. [ |

Além disso, também temos o seguintes resultados:

Teorema 2.11. Seja (u, f) a solugdo encontrada no Teorema . Suponhamos que
us, € H3(T3) NV e M fin < 00, entao

o we L0, T; (HY(T*)* n V) N C([0,T); (H*(T%)* NV);
e Oiu € L*0,T; D(A));
o fcC([0,T]; L' (T? x R®)) N L=((0,T) x T? x R%).

Demonstragao: Primeiramente, notemos que pelo Teorema [2.10, a condicao Msfi, <

oo, implica que M, f € L*>*(0,T'), para p < 5. Por outro lado, para
F(t,x) = — f(u —v)dv,
R3
temos que

T T
“dad *(mof)* + (myf)?dx d
/0 T3‘F(t’w>| x tS/O /Ts|u\( of )2 + (myf)? da dt
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T
< [ (Pl o sy + s Flszes)

entao, pelo Lema [1.12

T
/0 - |F(t, )" dedt < C <||uHL1(o,T;Loo(1r3)) ||M3fHL<>o(0,T) + ||M5f||Loo(0,T)) J

com C' = (C HfHLOO((O,T)XT3><R3) + 1) :

Portanto, F' € L?(0,T; L*(T?)). Agora, pelo Teorema [1.14] temos que u ¢ a tnica
solucao de (2.2)-(2.4) com condigao inicial e além disso, como u;, € H*(T?) NV
entdo da Proposicao [1.16, w € L2(0,T; (H*(T?)’ N V) n C([0,T]; (H3*(T*))* N V) com
duu € L2(0,T; D(A)).

Finalmente, como u € C([0,T] x T?) e V,u € C([0,T] x T?), entao pelo Teorema

1.19, f é a tnica solu¢do do problema (2.1) com condigao inicial (2.5) e além disso
f e C(0,T]; LY(T? x R3)). [

Corolario 2.12. Seja (u, f) a solugdo encontrada no Teorema Suponhamos que
us, € H3(T?) NV, fin € CHT? x R3) e M5 fin, < 00, entao

e uc L20,T; (HNT?*)* n V)N cC(0,T); (H}T*) N V);

e Jiu € L?(0,T; D(A));

o [ CY[0,T] x T3 x R3),

Demonstragao: Como fi, € C1(T? x R3), entao podemos revisitar a demonstracao do
Teorema [2.11] e aplicar o Teorema [1.18| ao invés do Teorema [1.19| no ultimo paragrafo,

obtendo assim f € C'([0,7] x T? x R3). |

2.3 Limite quando o — 07

Nesta secao, iremos mostrar que € possivel obtermos solugoes do problema de Navier-
Stokes-Vlasov quando o parametro « tende a 0.
Teorema 2.13. Suponhamos que fi, € L}(T? x R?) N L>®(T? x R3), Myfi, < oo e
Ui, € V. Se (g, fo) é uma solugao de ([2.1)-(2.6) para a € (0,1] e wy = uy + a?Au,,

entdo existe (u, f) tal que, a menos de subsequéncia,
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e u, — u fortemente em L%*(0,T; H) e fracamente em L*(0,T;V);
e w, — u fracamente em L?(0,T; H) e fortemente em L*(0,7T;V");
o f, = fem L®((0,T) x T® x R3);

quando o — 0.

Além disso, (u, f) é uma solucado fraca do sistema de Navier-Stokes-Vlasov.

Demonstragao: Pelo Lema [2.9] temos

FMfolt) 45 o012+ [ (Il + 02 Aeua()13) ds

t 1 1
+ / / / Falte — o2 dz dvds < Mo fun + S llusl?,  (2.50)
0 T3 xR3 2 2

||f0‘||L°°((0,T*)><’]1‘3><R3) S 63T ||fin||Loo(']1*3><R3) 5 (251)

logo
e u, ¢ uniformemente limitada em L?(0,7;V) N L>(0,T; H) com respeito a a;
e M, f, é uniformemente limitada em L*°(0,7") com respeito a «;
e [, ¢ uniformemente limitada em L>((0,7) x T3 x R3) com respeito a a.

Além disso,

2 2 2 2
lwallzy = lluall + o (Ve + o |Aually) -

Portanto,
e w, ¢ uniformemente limitada em L*(0,T; H).

Estas estimativas nos permitem concluir que existem w, w e f tais que, a menos de

subsequeéncia,
o u, —~uem L*0,T;V);
o w, — wem L*0,T; H);

o f, = fem L®((0,T) x T® x R3).
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Relembrando que S, = I + o*A e denotando S; := S, temos
ST (Ul (0) + 57 (Aua(1) + 715, (Blua(t), wa(1))
=951t (— fa(t)(ua(t) — v) d’u) , em D(A),
R3

para quase todo t € [0,7].

Agora, precisamos estimar (u/,) em L?(0,7; D(A)') independentemente de . Para

isto, primeiro notemos que

Hu:m”D(A)’ = Sup ‘(571,“/0”51#)‘ <C HS hu HH’
%l pay<1
portanto, basta estimarmos (S~'u/) em L?(0,T; H) independentemente de . Para isto,

facamos as seguintes estimativas:

157 (Aua) |2 < |57 (Aua)|[? = ual} < C,

[+ 21157 (Vua) [} + 115 o

I
pois
15uallyy = llally +2 1 Vall + [AuallZ -

Por outro lado, pelo Lema [1.13

52 (), = 5Bt

H

1 1
< Clluall [[ualli [wall i + [[Vttall g 1wall )

< Clwally (el + o [ Aually),
logo
2 T
SIS (B(ata,wa) )| dt <C [ (J[ually uallz + (0 ualli) (0 [Aua3)) dt
H 0
T
<c / ([l + 2 [Aua|3) dt < C.
0
Seja
Fa:_ foe(uoz_v)dv;
R3

entao,

1786 Fally < |57 Fally = sup [(S7'Fa, 9)]

)l g <1
// fo(tg —v)S ) dv dx| .
T3 xR3

= sup
Il <1
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Por outro lado, pelo Lema e pela estimativa
mofa(t:@) < (Cfall pm oy croxes) + 1) mafalt, @)
< (O Ml ooy 1) mafult )"
e pela estimativa (2.50))
1m0 fa ()| ssagrs) < CMafa(t)*® < C.

De maneira analoga,

mi fa(t, @) < (C [ fall Lo 0,7y x3 xR3) T 1) my folt, z)*?

< (O fanll o sy + 1) mafult @),

logo,
1ma fa(E) porsgpsy) < CMafa(t)*® < C.

Destas estimativas concluimos que

F,S ' dx

TS

< (||ua||L5(1r3) ||m0fa||L5/3(1r3) + ||m1fa||L5/4(T3)> HS_1¢||L5(T3)

< O ually (Mafa)*® + (Mo fo)**] 9]l
< C(llually + 1) %]l 4

logo,

|51 S FL|,, < Cllually + 1).

Como
S~ up (O], <[|S7" Aua(®)]]
—FHSFngl<§(uaayzua@D)HH;+HS‘nglngHv

entdo (u),) é uniformemente limitada em L?(0,7; D(A)). Portanto, pelo Lema [1.6, a

«

menos de subsequéncia,
e u, »uem L*0,T; H).

Além disso,
T T
/ w0 — %, ds = a4/ |Aug|?, ds < a>C.
0 0

Como w, — u = w, — Uy + U, — U, entao



o w, —uem L*(0,T;H)

ew =u q.t.p.

Seja z € D(A) e ¢ € C1([0,T)), tal que ¥(T) = 0. Notemos que
/0 (Wl (£), 2) () dt = —(w, (0), 2)(0) — / (wa(t), )0 (t) dt

— (s, Suz)ib(0) — / (walt), 20 (1) dt,

logo

i [ (w0 0), 2 000) dt = (s 2)00) ~ [ (wlt). 2000

a—0t 0

Além disso

a—0t 0 a—0t 0

_ /0 (w(t), Az)oo(t) dt

= /0 (Vu(t), Vz)i(t) dt

T T
[ (B, . z) dt) < [l T, = uly 2o a
0 0

<C HuaHL2(0,T;V) |wa — U’HLQ(O,T;H) HzHD(A) )
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como (u,) é uniformemente limitada em L?*(0,7;V) e w, — w em L*(0,T; H), entao

T
lim <B(ua,wa —u), z> dt = 0.
0

a—0t

Por outro lado,

T N T
/0 (Blus —w.w).2) dt’gC / e =l ully 12l dt

< Cua — UHL?(O,T;H) Hu||L2(0,T;V) HZHD(A) )

como u, — w em L?(0,T; H), entao

lim : <]§(ua —u,u), z> dt = 0.

a—0t 0

(2.52)

(2.53)



80

Como

B(ta, ws) — B(u,u) = B(u,, w, —u) + ﬁ(ua —u,u),

entdo combinando (2.52)) e (2.53) obtemos
T

lin <]§(ua,wa),z> dt:/OT <1§(u,u),z> dt:/OT(B(u,u),z> dt.

a—0t

Sejam ¥ = 210 e (Ym)men Uma sequéncia de corte, entao podemos escrever

T
/ // folttg — V)Y dvodedt =J.  +J2,
0 T3 xR3 ’ ’

onde

Jom = /OT //1r3xR3 foym (W) (uy — v)p dv dx di;
J2 = /OT //TR fa(1 = 7 (v))(Ug — v)2 dv dx dt.

. 1 . .
Para analisarmos J, ., primeiro notemos que

T
/ // ‘ (Ua — w)ym (V)9 dv dz dt‘ < HVmHLl(I[@) e — u||L2(o,T;H) ||"/)||L2(0,T;H) )
0 T3 xR3

logo
(Uo — V)Y = (u — V)Y em L'((0,T) x T? x R?),

para cada m € N quando o — 0.

Como f, = f em L®((0,T) x T? x R?), entdo

T
lim lim J! :/ // f(u — v)¥y dv de dt.
m—00 a—0+ ’ 0 T3 xR3

Por outro lado, denotando hy . = fo(1 — 7)), temos que

}Jim| S ||u04||L2(L6) ||¢||L2(L6) ||m0h0¢7m||L°°(0,T;L3/2(’IF3)) )
com L?(L%) = L?(0,T; L5(T3)).
O Lema [1.12] implica que
Mot 2) < (C sl oo 1y rscnsy + 1) bt )2

< (C HfinHLOO('ﬂ‘3><R3) + 1) m3/2h047m<t7 w)Z/B’
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logo,
00 ()| 3725y < €M (£

Observemos que
M3/2ha,m(t) = // |'v|3/2fa(1 — ’ym) dvdx
T3 xR3

< // [v|*/2 f, dvda
T3 x {|v|=m}

< mV2 M, fo(t).

Como (Msf,) ¢ uniformemente limitada em L>°(0,7"), entdo (mohqam) converge para
0 em L>(0,T; L*?(T?%)) quando m — 0o, uniformemente com respeito a . Além disso,

(1) ¢ uniformemente limitada em L2(0,T;V), entao

T
lim lim J2, = lim lim / // fo(1 = Y (v))urh de dv dt = 0.
m—oo a—0t ’ m—o0 a—=0t J T3 xR3

Com estas convergéncias podemos passar ao limite na formulacao fraca de (2.1))-(2.6)

e mostrar que (u, f) satisfaz:

—/OT//Tnggf[ﬁtwv-Vm¢+(u—v)-vvqs] dx dv ds = //M f1a0(0, z, v) da dv,

pata toda ¢ € C1([0,T] x T? x R?) com suporte compacto em v e ¢(T,-,-) = 0; e

T

- [ womrast [ B pds+ [ (vu v i
:_/OT//WXRSf(u—v)d;da:dvds—i—(uinﬂ/’(o»»

para todo ¥ € C1([0,T] x T?) com V -4 =0 e ¥(T) = 0.

Portanto, temos o resultado desejado. [ |



Capitulo 3

Equacoes de a-Navier-Stokes

Vlasov-Fokker-Planck

82

Neste capitulo, vamos considerar novamente equacoes para um fluido e um spray que

sao acopladas através de uma forca de arrasto, que depende da velocidade relativa do

fluido e das particulas e da funcao densidade f, no entanto, desta vez vamos considerar um

efeito de difusao na velocidade (por simplicidade assumimos ¢ = 1). Mais precisamente,

f(t,z,v), u(t,x) e p(t,x) (como definidas para as equagoes de a-Navier-Stokes-Vlasov)

satisfazem o seguinte sistema:

atf+v'vmf+vv' [(u_v)f_v'uf] =0
Ow — Aw —u x (Vxw)+ Vp
=— [ flu—v)dv

R3
w=u—ao’Au
Ve-u=0
f(0> w?”) - fin(wa ’U)

u(0,z) = uiy(x)

sendo fi, e ui, dados.

Vamos provar a existéncia global de uma solucao fraca para o problema acima.

em (0,7) x T? x R?,

em (0,T) x T?,
em (0,T) x T,
em (0,T) x T,
em T3 x R3,

em T3,

(3.1)

@
DO

—~ —~ —~ —~ —~
=~ w
~ ~—~ ~— ~— ~

w W
S Ot

Observamos que, de forma analoga ao problema a-Navier-Stokes-Vlasov, podemos

estudar o comportamento das solugoes de (3.1)-(3.6) quando o — 07, assim obtendo
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uma versao correspondente do Teorema para este caso. Ou seja, quando o — 07,
as solugoes de (3.1))-(3.6) convergem para uma solugao fraca do sistema Navier-Stokes-
Vlasov-Fokker-Planck.

3.1 Existéncia de Solucao Fraca

Suponhamos a seguinte regularidade para os dados iniciais

® fin >0,

o fin € L=(T? x R3) N LYT? x R3),

o [0 fin € L}(T® x RY),

o u;, €V.

Agora iremos introduzir a definicao de solucao fraca de -:
Defini¢ao 3.1. Dizemos que (u, f) é solucao fraca de — se:

e uc L?0,T;D(A)NC(0,T);V),

e Quc L*0,T;H),

o u(0,x) = uj(x) em V,

o f(t,z,v) >0, (t,z,v) € (0,T) x T x R3,

o [ L>0,T;L>(T3 x R¥) N LY(T? x R3)),

o flv|? € L>=(0,T; L}(T? x R3)),

o V,f € L?((0,T) x T3 x R3).

e Para todo ¢ € C?([0,T] x T? x R3) com suporte compacto em v e ¢(T),-,-) = 0,

temos

- /OT / /TSXRBf[at¢+v-vx¢+<u—v>-vv¢+Av¢] da dv ds = / / F0(0, 2, v) d dv.

T3 xR3
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e Para todo ¥ € L?(0,T; D(A)), temos

[ )66 ds [ (Bt ds [ wls)po) o

0
- OT //TSXRsf(u_v)wdwdv ds,

com w = u + o*Au.

A seguir enunciamos o principal resultado deste Capitulo.

Teorema 3.1. Para cada 7' > 0 existe pelo menos uma solucao fraca (u, f) de (3.1))-

(3.6). Além disso,

Hf||L°°((O,T)><'Jl‘3><]R3) < ||fin||L°°(’]1‘3><]R3) :

Para provarmos este Teorema, procederemos de forma analoga a prova do Teorema

21 A saber:

— Vamos propor uma versao regularizada de (3.1))-(3.6));

— Vamos considerar um esquema iterativo e provar que as suas solucoes formam uma

sequéncia que converge para uma solucao do problema regularizado;

— Provar que existe uma sequéncia de solucoes do problema regularizado que converge

para uma solugao local de (3.1))-(3.6));

— Estender a solugao local a todo intervalo [0, 7.

3.1.1 Problema Regularizado

Mais uma vez, iremos introduzir uma versao regularizada do problema proposto, afim

de aplicar os resultados desenvolvidos no Capitulo [1}

Sejam (0 )reny uma sequéncia regularizante e (x)reny uma sequéncia de corte, ambas
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sobre R? e definamos o seguinte problema

atfk+v'vwfk+vv'[<0k*uk_’v)fk_vvfk]:O c1m (07T) XTSXR?’, (37)

Owy — Awy — uy X (V X wy) + Vg

=/ fe(up —v)y(v)dv em (0,T) x T, (3.8)
’ wy = u, — ®Auy,  em  (0,T) x T, (3.9)
Ve-up=0 em (0,7)x T (3.10)

fu(0,z,v) = fF(x,v) em T3 xR3 (3.11)
up(0,2) = usp(x) em T2, (3.12)

com fE = 0xgy, sendo (f)) uma sequéncia regularizante sobre RS ; g.(x, v) = x&(v) fin(x, v)
e Xk ¢ a fungao caracteristica do conjunto B(0, k).

Vamos introduzir a definicao de solucao fraca de —:
Definigao 3.2. Dizemos que (ug, fi) é solugdo fraca de (3.7)-(3.12) se:

o u, € L*(0,7;D(A)NC([0,T);V);

e Jup € L*(0,T; H);

o ui(0,x) = ui, em V;

o fr, € L0, T; LT3 x R®) N L>(T? x R?));

e fi é solucao classica de (3.7)) com condigao inicial ;

e Para todo ¢ € L*(0,T; D(A)) temos

/OT (Oywp, ) ds + /OT <]§(uk,wk),7,b> ds + /OT (Awy, ) ds

__ /OT //M Fe(ws — ) (v) - 3 dv da ds, (3.13)

com wi = uy + a?Auy.
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3.1.2 Esquema Iterativo

Embora o sistema (3.7))-(3.12) tenha mais regularidade que o problema proposto,

ainda precisamos introduzir um problema auxiliar para resolve-lo.

Para cada k € N fixado e para qualquer n € N, desejamos encontrar uma sequéncia
()t f1) satisfazendo o seguinte esquema iterativo:
Ofi 4+ v - Vaft + Vo [(Op xul —v)fi — Voft] =0 em (0,7) x T* x R®,  (3.14)

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Ow, " — Aw —up x (V xw!™) + Vp,

=— | fiu} —v)n(w)dv em (0,T) x T?, (3.15)
R3

wit =t — ?Auptt em (0,7) x T, (3.16)

Ve ui™t =0 em (0,7) x T (3.17)

fl?(ou €T, ’U) = ikn(wav> em T? x Rga (318>

w0, z) = usn(z) em T, (3.19)

com u) = ws,.

Definigao 3.3. Dizemos que (u}™", fI*) é solucio fraca de (3.14))-(3.19) se:

e ult € C([0,T); V)N L*0,T; D(A));

duy™ € L2(0,T; H);

w0, x) = usn(x) em V;

f é solugao classica de (3.14)) com condicao inicial (3.18]);

Para todo ¥ € L*(0,T; D(A)) temos

(D (0), (1)) + (B (), wi (1), () + (Awp (1), (1))

T // B0 — o)) - () dedv, (3.20)

com w; ™ = ul™ + a?Au}t! e para quase todo ¢t em [0, 7T7.

A seguinte Proposicao garante a existéncia e unicidade de solugao fraca para o es-

quema iterativo (3.14))-(3.19)):
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Proposigao 3.2. Para cada n € N, existe uma tinica solucio (u}™, f7) de (3.14)-(3.19).

Demonstracao: Por simplicidade, escreveremos u" e f" ao invés de u} e f;'. Para
mostrarmos que para cadan € N existe um tinico par (u"*!, f), iremos aplicar o processo

de inducao finita:

0

(i) Para n =0, temos que u” = u;i,. Logo,

0 Ot f
i [0 w(B)]] o () < 00

sup ||V (6) * uo)(t)HLOO(TS) < 00.
t€[0,T]

Além disso, f5 € C®(T? x R?) N L®(T? x R?), entdo aplicando o Teorema [1.22]
temos que para n = 0, a equagao (3.14) com a condigao inicial (3.18)), possui uma

tinica solucao cldssica f° dada por

Ot z,v) = // It x,v,0,&,v)fE (& v)dédv, (3.21)
T3 xR3
com 'Y satisfazendo
Fo(t,w,v,r,ﬁ,v) = H(t,z,v,7,&,V)

t
+/ // Vo Ht,x,v,7,& V)0, xu’ (7, &0, ¢,V 7, & v)dE dv' dr'.
T T3 xR3
Além disso, como f£ € L®(T® x R?), entao pelo Lema [1.23]

’fo(t,aj,’l}” < ||fikn||Loo(T3XR3) //JT3 - Fo(t,zc,v,O,ﬁ,y) d£ dv = 6315 HfianLOO(']I‘SXRS)7
X

logo f0 € L*°((0,T) x T? x R3).

Por outro lado, para
Flt,a) =~ | f(u’—v)u(v)dv,
R3
vimos na demonstracao da Proposicao que para u’ € V conseguimos F° €
L2(0,T; L*(T?)). Em adigdo, u;, € V, portanto pelo Teorema existe uma
tnica u' € C([0,T];V) N L*(0,T; D(A)) tal que dyu! € L*(0,T; H), u'(0,z) =
uiy(x) em V e satisfazendo (3.20) (para n = 0).
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(ii) Suponhamos agora que a nossa afirmagao é vélida para n = m — 1, para algum

m € N, ou seja, existe um par (u™, f™!) solugao fraca de (3.14))-(3.19) (para
n = m — 1). Entao iremos provar que existe (u™"!, f™) solucao fraca de (3.14)-

(3.19) (para n =m).

De forma analoga ao caso para n = 0, temos

sup [0 w™ (£)|| foo sy < 00,
te(0,7)

sup ||V (B * w™)(0)|| oo (p3) < 00,
te[0,T

logo pelo Teorema|1.22] a equacao ((3.14]) com a condigao inicial (3.18)) (com n = m)

possui uma tnica solucao classica f™ dada por
fm(t, x,v) = // I"(t,x,v,0,&v)fE (& v)dE dv, (3.22)
T3 xRR3
com I' satisfazendo
Fm(t7 m? v? 7—’ E? V) = H<t7 m’ v? 7-7 €7 V)

t
4 / / / Vo Ht @, 0,7, €0 )0+ w™ (7, €)™ (7 €/ 7, €,v) dE d' .
T T3 xR3

(3.23)
Além disso, como fF € L*°(T? x R?), entao
m k m
|f (t,.’lﬁ,'v)| S | in L°°('JI'3><R3) //’]I‘SXRS F (t7m71’707£ﬂ V) dsdya
mas pelo Lema [1.23
// ™ (t,z,v,0,& v)dé dv = e,

T3 xR3
de onde conseguimos

|fm(t7 Z, U)l < e3t || ikn”Loo(’]TSXRS) ) (324>

logo f™ € L>=((0,T) x T? x R3).

Por outro lado, para

F(tx) = [ f"(u™ —v)y(v)dv,
R3
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novamente, como na demonstracao da Proposicao [2.3]  conseguimos
F™ € L*(0,T; L*(T?)) e pelo Teoremall.14] existe uma tinica u™** € C([0,7]; V)N
L?(0,T; D(A)) tal que du™™ € L2(0,T; H), u™ (0, ) = us,(x) em V e satisfa-
zendo (3.20)) (para n = m). |

Agora, provaremos que a sequéncia (up, fi') satisfaz estimativas independente de n:

Lema 3.3. A sequéncia (uy, f;') satisfaz as seguintes estimativas

||fl?||L°°((07T)><T3><R3) S €3T ||fin||Loo(T3><R3) 5 (325)
[l oo 0, r 022000y < ClR), (3.26)
||atuTkLHL2(O,T;H) < C(k), (3.27)

com C'(k) independente de n.
Demonstragao: Temos de ([3.24) que

(2 0)] < € | Fiul] o s )

e de (2.16))
k

in

Lo (T3 xR3) < ||fin||L°°(T3><R3)7

portanto obtemos ((3.25)).

As estimativas (3.26)) e (3.27) s@o obtidas de forma andloga as estimativas ([2.29)) e
(2.30) do Lema[2.4] |

Lema 3.4. A sequéncia (u}, f') é de Cauchy em L>(0,T;V) x L>=((0,T) x T?> x R?) e

portanto convergente.

+1 n+

- _ —nt1
Demonstracao: Denotemos w"*! = u" —u”, w" ! =w" ' —we f = I —

entao de forma andloga a demonstragao do Lema [2.5

Ay
dt

< 0| (IOl + 1) @@ + a0l +|

@ 2+ ([[Vaa @[, +o? A )f;)

2

?”(t)H } . (3.28)

Loo(T3 xR3)

com C:=C(k,T, ).
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Agora, precisamos estimar f em termos de @". De (3.22) e (3.23)
t
7t z,v) :/ // V. H(t,x,v,7,&v)0, «u™(7,&) f"(1,& v)dr d€ dv
T3 xR3
/ // H(t,z,v,7,&, )0, xu" " (1,€) " H(r,&,v)dr d€ dv,
T3 xR3
ou ainda, reescrevendo [
"(t, @, v) /// H(t,x,v,7,&,v)0 xu"(1,€) f"(7,&,v) dr d€ dv
T3 xR3
/ // H(t,z,v,7,&0)0 xu" (7, &) f (r,€&,v) dr d€ dv.
T3 xR3
Denotemos
/// H(t,x,v,7,&, )0 xu"(1,&) f" (7, &, v) dr d€ dv,
T3 xR3
/ // H(t,z,v,7,&,0)0, xu" (1, &) [ (r,&,v) dr d€ dv.
T3 xR3
Aplicando a estimativa (1.25)) em J;(t) obtemos para 0 < 8 < 1,
t
nec [ [[ @-niape s o o
0 T3 xXR3
X Ok 5w ()| oo oy 1" (T) || oo (75 sy dT € dv
e pela identidade (|1.26))
t
_1 —r —n n
Ji(t) < C/o (t—71) 27077 10 @ (T)||L°°(T3) If (T)||L°°(’]1‘3><]R3) dr.
Assim, de (3.25) concluimos que
t
ny<c [e-n e, .
0

com C = C(B,k,T).

De forma anéloga,

n<o [ [[ w-rr bt s so.n e

X Hek * ’U,n_l

‘T"(T)H dr d¢ dv

T)HL“’(W) Lo°(T3xR3)

dr

f(7)

o )

t
< C’/ (t —7) 237 |0k * w*(7)
0

HLOO(TSXRS)
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t
1 n—1 —n
< [t=H @l 7O g
e da estimativa ((3.20)
t
To(t) < C/o (t—7)2 |7 (T)Hpoamm dr,

com C = C(B,k,T).

Das estimativas de J; e Jy temos

t t
70y <€ [ =Ny a0 [ =t [T
Pela desigualdade de Gronwall
—n 20Vt t 1.
[0y < €2 [ = @l (3.29)
Assim, combinando as estimativas (3.28) e (3.29)
d =N —n 2 —n 2
Sl + (Ve @, +o* AT o))
t 2
<O |[@ )2 (Il @) +1) + @ @2 + ( [ =i, ds) ] ,

consequentemente integrando de 0 a ¢, temos

ol < [l Ol (el +1) ds+ ¢ [ e i

+ O/O (/Os(t — )73 @ (7], dT)Q ds.

Usando a desigualdade de Gronwall temos que

/Ot @™ (s)||”. ds + /Ot (/Os(t — )2 (7)., dr)2 ds] e,

00 = [ (Il +1) ds.

/ )2 ds + / t ( [e=nte, df)2 ds] .

Aplicando o Lema deduzimos a seguinte estimativa

H—nJrl S C

com

Da estimativa ((3.26)

[@+ @) <

On—i—l "

—n 2
[ (o)l < =

«
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Portanto, u} — uy em L>(0,7;V).

Além disso, da desigualdade (|3.29)

- T 2
1| <C .
‘f (®) L(T3xR3) — ( n! )

Portanto, fi* — fi em L>((0,T) x T? x R?). |

3.1.3 Existéncia de Solucao do Problema Regularizado
Agora estamos em posigao para encontrarmos uma solucao fraca de ((3.7)-(3.12):

Proposicao 3.5. Eziste uma solugao fraca do problema regularizado (3.7)-(3.12)).

Demonstracao: Iremos provar que o limite da sequéncia (u, fi*) é solugao fraca de

(3-71)-(3.12). De fato, pelo Lema [3.4] existe (uy, fi.) € L=(0,T;V) x L®((0,T) x T3 x R?)
tal que

up — up em L(0,T;V),
fi— frem L=((0,T) x T* x R?).
Além disso, das estimativas , e Lema
uf — uy em L*(0,T; D(A)),
uy — ug em C([0,7); H).

Como a demonstragao que (ug, fx) satisfaz (3.13]) é idéntica a demonstragao contida
na Proposigao [2.6) iremos omitir os passos envolvidos. Agora, para provarmos que fg

também satisfaz a equacao (3.7) com condigao inicial (3.11]), consideremos g, a unica

solugao classica de

Ok + V- Vage + Ve - [(0k *ur —v)gr — Vgl =0 em  (0,7) x T x R?’,(3.30)

g:(0,,v) = fF (x,v) em T3 xR (3.31)
Logo, pelo Teorema [1.22

altaw)= [[ - Titev0.0) e v, (3.32)
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com I';, satisfazendo
Ci(t,x,v,7,&,v) = H(t,x,v,7,&,V)
/ // Vo H(t,x,v, 7,8 V)0, xup (7, € \00(7, &V, 7, & v) dEdv' dr'.

T3 xR3

Entao, por calculos andlogos aos feitos para provarmos a desigualdade (3.29)) obtemos
t
|(fi = gr)(t, 2, v)] < C’/O (t —7)72 [[(ug — we) (7| dr
<20Vt ||uf — ukHLoo(o,T;H) :

Como u} — u, em L>(0,7T;V), entao fi' — g em C([0, T] x T* x R3)NL>((0,T) x T? x
R3). Portanto, fp = g ¢ solugao cléssica da equagao (3.7) com condicao inicial ((3.11]).H

3.1.4 Existéncia de Solucao Local

Agora, provaremos o seguinte Lema, que fornece estimativas independentes de k para

a solucao do problema regularizado.

Lema 3.6. Existe T* € (0,7, tal que a solucao (uy, fi) satisfaz

1l oo (o) xroxmsy < €7 | finll poo (o xmsy (3.33)

| fell oo rsnzmsmsyy < €0 || £l porans (3.34)

Vo fill 2o,y <o xs) < e | iall 2 7o xms) (3.39)
| oo 0,75y + 18kl 20 74,04y + 1M frll oo 0,70 < € (3.36)

com C' independente de k.

Demonstragao: De (3.25)) temos imediatamente (3.33)). Por outro lado, multiplicando
a equagao (3.7) por fi e integrando sobre (0,¢) x T3 x R3, temos

t
// \fk(t)|2dmdv—|—/ // |V fi(s)|? dz dv ds
T3 xR3 0 T3 xR3
3 t
[ [ P+ [[ kP,
2 Jo JJrsxms T8 X R3

logo, pelo Lema de Gronwall

T3 xR3 T3 % R3



94

consequentemente

¢
/ // Vo fe(s)2dedvds < e? // |fE |2 dz dv,
0 T3 xR3 T3 xR3

com isso provamos (3.34) e (3.35)).

Agora, multiplicando a equacao (3.7) por |v|? e integrando sobre (0,¢) x T x R3,

// |'v|2da:d'v—2/ // (O x u, — v)vdedvds
T3 xR3 T3 xR3
:// fn\v\2dmdv+6/ // frdx dv ds,
T3 xR3 0 T3 xR3

onde usamos que A,|v]? = 6.

temos

Além disso, pela expressao de fi e aplicando (|1.27) do Lema m

ka( HLI(T3><R3 H nHLl(T3xR3)'

Portanto,

t t
Mgfk(t)+2/ Myfi(s)ds = 6tMyfE + M, fn+2/ / fi(0r * up)v dee dv ds.
0 T3 xR3
(3.37)

Assim como na demonstragao da Lema

t t
[ fboeuw) vdwdvds < C [ unl s Otefi) P s
T3 xR3 0
Portanto, pela desigualdade de Young
t t t
szk(t)+2/ Ma fi(s) ds < 6t Moy fE + M, fn+c/ Huk(s)u;(w) ds+2/ Ms fi.(s) ds
0 0 0

ou seja,

My fi,(t) < 6tMofE +M2f1n+0/ [|ux(s) ||L5(T3 ds.

Por outro lado, pelo Lema [1.12

moff(@) < ( ey 1) ma (@)

portanto

Moty < (€18 gy + 1) (V255)""
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Concluimos pelo Lema 2.2 e da imersao H'(T?) — L*(T?),
¢
Myfi(t) < C (1 +/ g (s)]15 ds) . (3.38)
0

Por outro lado, tomando ¥ = u; em (3.13)), temos

1d
ST, ||'u,k||i + (||Vmuk||12q +a? ||Auk||§{) = — // frug(up — v) % (v) de dv
T3 xR3

e mais uma vez, da mesma forma que na demonstracao do Lema
577 lunlle + (1 Vowellyy + o [Aully) < [lwell sops) (Mafi) .

Entao, pela desigualdade (3.38)) e pela imersao H'(T?) < L?(T?)

1d

t 4/5
3 sl 4 (¥l + o Al < Cllaaly (14 [ Tl as)
0

Logo, pelo Lema de Gronwall nao-linear (Lema , existe T > 0 tal que

t
s+ € [ Tl ds <,

para quase todo t € [0,T"].

Além disso, pela desigualdade (3.38]) temos que M fi(t) < C para quase todo t €
[0, T*]. |

Finalmente, das estimativas do Lema (3.6} conseguimos mostrar a existéncia de solucao

fraca local de (3.1))-(3.6)).

Proposicao 3.7. Existe (u, f) solugao fraca local de (3.1))-(3.6)).

Demonstragao: Agora, iremos provar que u;, converge para uma solugao fraca de (3.2)-
(3.4) com condicao inicial (3.6). Segue de forma andloga a Lema que (Qywy) é uni-
formemente limitada em L?(0,T*; D(A)).

Finalmente, provamos que existe um par (u, f), tal que, a menos de subsequéncia,
o fi = fem L®((0,T%) x T3 x R3),
e u;, — uem L*0,7*; D(A)),

o u, — wem L2(0,7% V)N C([0,T%); H).
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Além disso, pela estimativa (3.35), obtemos que V,f existe e pertence a
L*((0,T*) x T® x R®). Estas convergéncias, nos permitem passar ao limite no problema

regularizado de forma andloga a passagem ao limite feita na Proposicao [2.8| [ |

3.1.5 Existéncia de Solugao Global

O seguinte Lema fornece estimativas para a solucao local, que permitira a extensao

da solucao ao intervalo [0, 7.

Lema 3.8. A solucdo (u, f) obtida anteriormente, satisfaz as seguintes desigualdades

para quase todo t < T™

1 1 ¢
SMf(0)+ 5 w2+ [ Dlu(s), ) ds
0
1 1
< 3T | faall s rssis) + 5 Mofom + 5 uanlle,  (3:39)
171 < | faal (3.40)
Loo((0,T*)xT3xR3) — in|| Lo (T3 xR3) » :
3T
||V'Uf||L2((O,T*)><']T3><]R3) S e 4 ||fin||L2(T3XR3) 9 (341)

onde
D((t) £(1) = Va0l + o [Au()l+ [ f)jutt) — o dvda.
X
Demonstragao: Como f;, — f em L=((0,T x T3 x R3)) e f; satisfaz (3.33), entao

. . T
”fHLoo((o,T*)xT3xR3) < ll&g@lf ”kaLoo((o,T*)xT3xR3) <e HfinHLoo(T?’xRS)
e com isso obtemos ({3.40)).

Por outro lado, pela estimativa ([3.35)), temos que V,, fx converge fracamente para V,, f
em L?((0,T) x T3 x R3). E pelo fato de fF convergir para fi, em L?(T? x R3), temos
.. E
||va||L2((o,T*)x1r3xR3) < hggglf vafk||L2((o,T*)><1r3XR3) <ed ||finHL2(’]I‘3><]R3)

e com isso provamos (3.41)).
Por outro lado, multiplicando a equagao (3.7) por |v|?/2 e integrando sobre (0,1) X

T3 x R3, obtemos

1 t t 1
—Mgfk(t)+/ // fe(|v|?—3) dv dz ds :/ // fr(Orxug)v dv dae ds+ = My fF
2 0 T3 xR3 0 T3 xR3 2
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e reescrevemos na forma

—Mka; / // felug, — v|? dvdx ds — 3/ // frdvdxds
T3 xR3 T3 xR3

t
1
= / // [filwel® = frowe + fi(Or * wp — up)v] dvdeds + - Msff,.
0 JJT3xrs 5

E escolhendo ¥ = uy em (3.8]), obtemos

1
5 (1) / IV () + a? |Au(s) | ds

1
=5 ||uin||z —/ // fk%(v)|uk|2 — feve(v)ugv dv dx ds.
0 T3 xR3

Somando estas duas identidades, temos
1 1 ) ¢
M filt) + 5 a2+ [ Dlau(s), fuls)) ds
0
t 1 o1 9
=3 frdvdxds + =My f + = ||win||. + I (t), (3.42)
0 JJT3xRr3 2 2 “

onde [}, = I} + I} + I},

= /Ot //TSX]RB filur*(1 — v (v)) dee dv ds;

t
= / // frugv(yk(v) — 1) dee dv ds;
o JJr3xRs
t
= / // Jr(O * up — ug)v de dv ds.
0 T3 xR3

Pelos mesmos calculos do Lema , temos que I — 0 em L*(0,7*) quando k — oo.

Como fE — fiy em L1(T3 x R3), entdo passando ao limite em ([3.42]) de maneira andloga

ao Lema [2.9] obtemos (3.39). [

Extensao

Pelo Lema [3.8] temos que existe u > 0 tal que
u(T* —p) €V, F(T* = p) € Lo(T? x R?), My f(T* — ) < oo.
Por outro lado, para K > 0 tal que

1 1
3T | Faals o + 5 lsall2 + 5 Mo fan < K

3T
el ||fin||L°°(’]I‘3><R3) ted Hfin||L2(’IF3><R3) < K,
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temos que a constante C' em depende apenas de T' e K. Portanto, existe 7 > 0,
dependendo somente de T e K, tal que podemos tomar T* € [, T].

Desta forma, podemos resolver novamente o sistema —, com condicoes ini-
ciais ©(0) = w(T* — u) e f(0) = f(T* — p), estendendo a solugdo (u, f) ao intervalo
(T* — p, T* — pu+ 7). Assim, podemos repetir este processo até estendermos a solugao

para todo o intervalo [0, 7.

Assim, concluimos a demonstragao do Teorema [3.1}
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