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Resumo

Dois tépicos de pesquisa bem conhecidos no século XX, na area de geometria diferencial, sao
a equacao de Dirac e imersdes minimais de superficies. Em 1998, Thomas Friedrich, elucidou
a relagdo entre imersoes isométricas de superficies com uma dada curvatura média e solucoes
da equacao de Dirac. Na literatura, outros autores abordaram o problema da relacao entre
solugoes da equacao de Dirac e imersoes isométricas para outras variedades Spin em espacos de
dimensoes maiores. O objetivo desta tese é apresentar uma caracterizagao spinorial de imersoes
isométricas de variedades que possuem uma estrutura Spin® de dimenséao arbitraria em R” para
algum n, ja que essas estruturas sao mais naturais no contexto de variedades quase-complexas.
Para alcangarmos nosso objetivo, resolvemos esse problema por meio de duas abordagens.
Na primeira, mostramos a equivaléncia entre imersoes isométricas de variedades Spin® em
R™ e uma solu¢ao de uma equacao tipo-Killing para spinores do tipo Spin—Clifford, que por
serem inversiveis nos permitem uma manipulagao mais simples. Na segunda, utilizando ideais
minimais na algebra de Clifford complexa, traduzimos a solu¢ao encontrada anteriormente para
a linguagem de spinores classicos, isto é, spinores provenientes da restri¢ao de uma representacao
irredutivel complexa da algebra de Clifford complexa. Observe que nossa contribuicdo é mais
geral do que as apresentadas na literatura, pois consideramos variedades e fibrados vetoriais
Spin® que ndo sdo necessariamente Spin.

Palavras-chave: Geometria, Imersoes, Subvariedades, Spinor - andlise, Equacao de Dirac.



Abstract

Two well known research topics in 20th century in differential geometry are the Dirac equa-
tion and minimal immersion of surfaces. In 1998, Thomas Friedrich, elucidated the relationship
between isometric immersions of surfaces and solutions of the Dirac equation. In literature,
some authors have addressed the problem about the relationship between solutions of Dirac
equation and isometric immersions to different Spin manifolds in spaces with higher dimen-
sions. This thesis presents a spinorial characterization of isometric immersions of Riemannian
Spin® manifolds with arbitrary dimension in R™ for some n. Note that these structures are more
natural in the context of almost complex manifolds. To achieve our goal, we solve this problem
through two approaches. Initially, we show the equivalence between isometric immersions of
Riemannian Spin® manifolds in R™ and a solution of a Killing-like equation for Spin-Clifford
spinors, which, because of their invertible property, allows simpler manipulation. In our sec-
ond approach, we translate the solution found previously, employing minimal ideals in complex
Clifford algebra, to classical spinors language, that is, spinors that came from the restriction of
a irreducible complex Clifford algebra representation. The description by ideals elucidates the
advantage of the description by Spin—Clifford spinors due to its simplicity. It is important to
point out that our contribution is more general than those presented in the literature, since we
consider Spin® manifolds and vector bundles that are not necessarily Spin.

Keywords: Geometry, Immersions, Submanifolds, Spinor Analysis, Dirac Equation.
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Introducao

Esta tese trata de imersoes isométricas de variedades utilizando spinores. Para tanto con-
sidere uma variedade Riemanniana (N,g) com uma dada estrutura Spin e M < N uma
subvariedade n-dimensional imersa (também com uma dada estrutura Spin) com a métrica
induzida por N. Sabe-se que as derivadas covariantes dos fibrados spinorias de N (denotado
por YN) e da sua restricio a M (denotado por ¥%¢) se relacionam pela chamada férmula de
Gauss spinorial [2]

N v
VX X Y= Zel X 62 2
onde B ¢é a segunda forma fundamental da imersao e {ej,--- ,e,} é uma base ortonormal local

de T'M.

Essa expressao, nos mostra que, quando a variedade /N possui um campo spinorial ¢ especial,
por exemplo paralelo, sua restricao a variedade M, obedecera uma férmula especifica envolvendo
a segunda forma fundamental B

Ead :—7262 (X,e) - p.

Se tomarmos o trago dessa equagao teremos a seguinte equacao de Dirac

Dy =3H -,
onde H é o vetor curvatura média.

Notando isso, Friedrich [I0] resolveu o problema reciproco para o caso N = R?: a existéncia
de um campo spinorial satisfazendo a equagao de Dirac numa superficie Riemanniana simples-
mente conexa 2-dimensional M implica a existéncia de uma imersdo isométrica de M em R3
com curvatura média H.

Guiados pelo trabalho de Friedrich, alguns autores demonstraram resultados similares. Em
2004 Bertrand Morel [24] estendeu a representacao spinorial de imersoes isométricas em R? de
Friedrich para S* e H?. Em 2008 Marie-Amelie Lawn [I6] mostrou, a partir de uma equagao
de Dirac, como uma dada superficie lorentziana (M?, g) pode ser imersa no espago pseudo-
riemanniano R*»!. Em 2010 Lawn e Julien Roth [I7] apresentaram uma caracterizagao spino-
rial de superficies Riemannianas isometricamente imersas nos espacos 4-dimensionais M? x R
(M? ~ (R3 S* H?). Usando as mesmas técnicas, Lawn e Roth [I8] em 2011, apresentaram
a caracterizagao spinorial de superficies de métrica arbitraria isometricamente imersas numa
forma espacial pseudo-Riemanniana 3-dimensional, generalizando assim o trabalho de Lawn em
R*!. Em 2013 Pierre Bayard, Roth e Lawn [4] provaram que uma imersdo de uma superficie
Riemanniana M? no espaco de Minkowski 4-dimensional R3, com um dado fibrado vetorial
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E e um dado vetor de curvatura média H € ['(E), é equivalente a existéncia de um campo
spinorial normalizado que ¢ solucao da equacao de Dirac Dy = H- ¢ na superficie. Em 2016
Bayard, Lawn e Roth [6] apresentaram a caracterizacao spinorial de subvariedades de qualquer
dimensao e codimensao em R"”, sendo esse o trabalho que inspirou esta tese. E, finalmente em
2017 Bayard, Roth e Jimenez [7] apresentaram essa caracterizagao spinorial de subvariedades,
de qualquer dimensao e codimensao, em grupos de Lie equipados com uma métrica invariante
a esquerda.

Todos esses resultados, se restringem a supor que os objetos em questdao admitem uma
estrutura Spin. O objetivo desta tese é estudar a representacao spinorial de subvariedades
Spin® de qualquer dimensdo e codimensdo em R”, estendendo-a para uma classe maior de
variedades, como por exemplo variedades quase-complexas que admitem uma estrutura Spin®
canonica.

No Capitulo 1,introduzimos brevemente os conceitos e ferramentas de élgebras de Clifford,
onde apresentamos os grupos Pin e Spin com suas algebras de Lie, bem como o grupo Spin®
e um pouco de teoria de representagoes desses grupos.

No Capitulo 2, tratamos da definicdo e condicdes de existéncia de estrutura Spin e SpinC,
para com isso apresentarmos a definicao e os conceitos basicos dos fibrados dos spinores, bem
como seu produto hermitiano candnico e suas conexoOes naturais induzidas, podendo assim
introduzir o operador de Dirac.

No Capitulo 3, fazemos uma breve revisao da literatura cléssica sobre este problema da
caracterizagao spinorial de imersoes isométricas, apresentando os resultados de Friedrich e Morel
que trabalham com spinores classicos.

No Capitulo 4, apresentamos também uma breve revisao da literatura recente com as prin-
cipais contribui¢oes que serviram de embasamento tedrico para esse trabalho.

O Capitulo 5 é dedicado a apresentagao da nossa primeira contribui¢ao, tendo como principal
resultado a representacao spinorial, utilizando-se spinores Spin-Clifford, de uma variedade M,
com uma dada estrutura Spin®, com fibrado normal E, também Spin® em algum R™.

Teorema 1. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, E — M um fibrado vetorial
sobre R de posto m, assuma que TM e E sdo orientados e Spin®. Suponha que B : TM xTM —
E € uma aplicagdo simétrica e bilinear. Assim as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Existe um campo spinorial ¢ Spin-Clifford tal que
Ead 1 1 .
V¥ ¢ = —52@ -B(X, ) - ¢o+ 5@ AX) -, VX €TM,

onde iA € a expressao local da conexdo induzida no fibrado S*-principal associado a es-
trutura SpinC.

n+m)

2. Eziste uma imersao isométrica F : M — R com fibrado normal N e sequnda forma

fundamental B.
Além disso, dF = & onde & é uma 1-forma R _yalorada definida por

EX) = ((X - p.0)), VX € TM,
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Apdbs mostrarmos que uma solucao da equagao de Killing generalizada apresentada no item 1
do Teoremall]é equivalente as equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi das imersoes isométricas, tem-
se uma aplicagdo interessante que é uma demonstragao alternativa (para o caso de variedades
Spin®) do teorema fundamental de subvariedades: as equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi sdo
equivalentes & uma imersdo isométrica de M em R™™ com fibrado normal E e segunda
forma fundamental B. E importante salientar que o nosso teorema ¢ menos restritivo do que
o apresentado em [6], aqui consideramos a variedade M e o fibrado vetorial E sobre M apenas
Spin® e nao necessariamente Spin.

No Capitulo 6, utilizamos spinores classicos que sao provenientes de representagoes comple-
xas irredutiveis das algebras de Clifford complexas para apresentar a caracterizacdo spinorial
de imersdes isométricas de variedades Riemannianas Spin® em algum R". Para isso, admiti-
mos que tais variedades possuem dimensdo arbitraria com fibrado normal E também Spin® de
dimensao arbitraria. Essa caracterizagao é apresentada através do seguinte teorema:

Teorema 2. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, E — M um fibrado vetorial
real de posto m, assuma que TM e E sdo orientados e Spin®. Suponha que B : TM xTM — E
¢ uma aplicacao bilinear e simétrica . Assim as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

1. Para o caso n+m =2k par:

Existem 2F spinores cldssicos @; que satisfazem as equacoes
Ead 1 n 1 . k
V% QZ B(X,e;) g0¢+§zA(X)-g0i,z:1,~~,2,

onde iA € a expressdo local da conexdo induzida no fibrado S*-principal associado a es-
trutura SpinC.

Para o caso n+m =2k+1 impar:

Ezistem 2% spinores cldssicos o provenientes de uma das classes de representagées ir-
redutiveis da dlgebra de Clifford Cl(n + m) e existem outros 2% spinores cldssicos ;.
provenientes da outra classe de representacao irredutivel de Cl(n +m) que satisfazem as
equagoes

a " 1
vE dgpi;)\ Z X ej 902,/\_}_57/ AZ(X>Q0’L,)\7Z:]-7 72k7/\:0717

l\D\H

onde iA € a expressio local da conexdo induzida no fibrado S*-principal associado a es-
trutura SpinC.

2. Eziste uma imersdo isométrica F : M — R"™) com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, dF = € onde € é uma 1-forma R"™ _yalorada definida por
Para o caso n+m =2k par:

§X) = Z&j(X7

&i(X) = (X 9i,0)),i,i=1,---,2" VX € TM.



Para o caso n+m =2k impar:

5(X) = Z Zfij;A(X)

A=0 i,j

élj,A(X) = <<X ' QDi;)\;SOj;)\>> 7i7j = 17 e 72k7)\ = 07 17 vX eTM.

14
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Capitulo 1
Algebras de Clifford

Este capitulo baseia-se nas seguintes referéncias classicas [9, [111, 19, 21], 22] 23, 28], 35].

Seja (V,q) um espago quadratico arbitrario de dimensao n definido sobre um corpo F de
caracteristica diferente de 2. Denotamos por 7'(V') a dlgebra tensorial do espago V' e por I4(V)
o ideal de T'(V') gerado por todos elementos da forma v ® v + q(v)1, com v € V.

Definicao 3. A dlgebra de Clifford C((V,q) associada a (V,q) € a dlgebra associativa e com
unidade determinada pelo quociente T'(V')/14(V') e equipada com a multiplicagao

[A][B] = [A® B]. (1.0.1)
As algebras de Clifford contam com a seguinte propriedade universal:

Proposigao 4. Seja A uma dlgebra associativa e com unidade, definida sobre o corpo F. Toda
transformacgdo linear f : V — A satisfazendo a relag¢ao

f)- f(v)=—q(v)1a,Vv €V, (1.0.2)

admite uma tnica extensio a um homomorfismo de dlgebras f: ClV,q) — A, ou seja, eziste
um unico homomorfismo f : CL(V,q) — A que faz o sequinte diagrama comutar:

ciUV,q) (1.0.3)

1N

V4>A

Demonstragio. A transformacao linear f pode ser unicamente estendida a um homomorfismo
de &lgebras f : T(V) — A. Esta extensio é tal que a restrigio de f a I,(V) é identicamente
nula, pois os elementos v ® v + ¢(v)1 geram o ideal [,(V) e

flo@w+q(v)1) = f(v) - f(v) + q(v)La, (1.0.4)
onde f(v) - f(v) = —q(v)14 por hipétese. Assim, podemos definir f([A]) = f(A). O

Por causa dessa propriedade, existe a menos de isomorfismo uma tnica algebra de Clifford
associada a cada espaco quadratico (V,q):

Proposicao 5. A dlgebra CU(V,q) €, a menos de isomorfismo, a unica dlgebra associativa e
com unidade, que satisfaz a propriedade da proposicdao anterior.
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Temos também a seguinte

Proposicao 6. A dlgebra de Clifford C{(V,q) associada a (V,q) € a dlgebra associativa e
com unidade de todas as palavras geradas por 1 € F e V', com multiplicacao dada por justapo-

sicdo, satisfazendo a relagio v* = —q(v) para todo v € V.
Se{ey, - ,e,} € uma base ortonormal de V', entdo o conjunto
{€i1€i2 €y € Cﬁ(‘/, q)|{i17 iy, 7ik} - {17 2, 7n}}7 (105)

¢ uma base da dlgebra de Clifford CL(V,q).

Um elemento de Aut(Cl(V, q)) de particular importancia no estudo das algebras de Clifford
é o automorfismo « : C£(V,q) — Cl(V,q) que estende o operador linear a(v) = —v definido em
V. Como este automorfismo é uma involugao, existe uma decomposicao

CUV,q) =Cl(V,q) ®ClH(V,q), (1.0.6)

onde
Cl(V,q) = {w € CUV, q)|a(w) = (—1)'w}. (1.0.7)

Para simplificarmos a notagdo, denotamos a(w) := w

Definigéo 7. Dizemos que CL°(V,q) e CL*(V,q) sdo respectivamente, a parte par ¢ a parte
impar da dlgebra de Clifford C{(V,q).

Outra involugao de fundamental importancia no estudo das algebras de Clifford é a trans-
posigao ()" : C(V,q) — Cl(V,q), definida na base ([1.0.5)) por

(€ - eq)' = i ey, (1.0.8)

diferentemente de «, a transposi¢ao é um anti-automorfismo.
A composigao da involu¢do o com a transposicao (-)' é chamada de involugao principal que

vamos denotar por (-) := (a())" = a((-)").

1.1 Classificacido das Algebras de Clifford

Se V' ¢é um espaco vetorial real n-dimensional munido de uma forma bilinear simétrica nao-
degenerada g : VxV — R, entao existe uma base {ey,...,e,} de V tal que g(e;, e;) = q(e;) =
+1 e g(e;,ej) = 0 para i # j.

Definigao 8. Seja RP? (p + q = n) o espago vetorial R™ munido de um tensor métrico g
de assinatura (p,q). Denotaremos por Cl,, = CURP1g) a dlgebra de Clifford de RP?, em
particular se a assinatura for (n,0) denotamos a dlgebra por Cl,.

Nao ¢ dificil de mostrar o seguinte isomorfismo:

0

pi1q €M particular Cl, = ci.,,.

Proposicao 9. Existe um isomorfismo de dlgebras Cl, , = Cl
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Demonstragio. Escolha uma base g-ortogonal ey, -« , €)1 441 de RPT14 tal que gle;, e;) =1, 1 <
i< (p+1)egleye)=—1 (p+2) <i<p+qg+1 SejaRM = spanfe;, i # p+ 1}, o
isomorfismo serda dado pela extensao da seguinte transformacao:

f R — C’lgﬂ?q, f(e:) = eptrei. (1.1.1)
[l

Veremos agora que as algebras de Clifford C1, , sao isomorfas a algebras de matrizes sobre
R, C ou H.

Proposicao 10. Seja K(n) a dlgebra das matrizes n x n sobre K, entao,

1) Cll,O ~ R ) R, 11) ClO,l >~ C, 111) ClQ’O ~ ]R(2),

iv) Cloy ~H, v) Clyy ~R(2). (1.1.2)

Demonstragdo. Nesta demonstracao usaremos a propriedade universal e definiremos uma bije-
¢ao entre bases tal que a Eq. seja valida.

i) Se e; é base de R, {1,e;} com €2 =1 é uma base de Ry . Assim definimos o isomorfismo
Cliy — R®R tal que

1~ (1,1),
er > (1,—1), (1.13)
onde o produto em R & R é dado pelo produto em R coordenada a coordenada.
ii) Se e; é base de R, {1,e;} com e = —1 é uma base de Cly;. Assim definimos o
isomorfismo Cly; — C tal que
1=1, (1.1.4)
€1 — 1.
ii1) Se {e1, ez} é base de R?, {1,¢e1,e9,€162} com €? = 1,0 =1,2 e eje5 = —ege; é uma base

de Clyp. Assim definimos o isomorfismo Cly o — R(2) tal que

10 1 0 . 1 0
01/ © 0 -1 )’ (1.15)
. 01 . 0 1 o
€9 1 O , €1€9 _1 0 .
iv) Se {e1,es} & base de R? {1,e;,¢e9, €165} com e? = —1,i = 1,2 e ejey = —ege; é uma

base de Clys. Assim definimos o isomorfismo Cly g — H tal que

1—1, eq — 1,

es—j, eren =k =1ij. (1.1.6)

v) Se {e1,e3} é base de R?) {1,¢e1,e9, €160} com eF = 1,e3 = —1 e eje5 = —ege; ¢ uma base
de Cl; 1. Assim definimos o isomorfismo Cl; ; — R(2) tal que

L (Lo NEN
01/ © 0 —1 )’

o NS (1.1.7)
€9 1 0 , €1€9 1 0 .
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Teorema 11.

1) Cln,O & 01072 ~ Cl07n+2, (118)
11) Cl(),n (%9 Cl270 ~ Cln_;_g’o,
111) Clp’q X Cll,l ~ Clp+1,q+1-

Demonstragio. i) Seja {e1, ..., e, 2} uma base ortogonal de R"*? com produto interno tal que
q(e;) =—1,i=1,...,n+ 2. Considere €|, ..., el os geradores basicos ortogonais de Cl, o com
produto tais que q(e;) = 1,i = 1,...,n e €], e5 os geradores basicos ortogonais de Cly tais

que q(e/) = —1,i = 1,2. Defina

¢ : ]Rn-i—? — Oln,() & Cl072 por (119)
o(e;) = e; ® efey para 1 <i < n,
YT 1@e), parai=n+1n+2.

Temos (¢(e;))?> = q(e;) -1 ® 1 parai = 1,...,n + 2. Estendendo por linearidade temos
(0(v))? =q(v)-1®1,Vv € R"™2. Logo pela propriedade universal Prop., ¢ se estende ao
homomorfismo gz; : Clypya — Clyp @ Cly . Como quS leva um conjunto de geradores de Cly 12
a um conjunto de geradores de Cl,, o @ Clyo e dim(Cly 42) = dim(Cl, o ® Cly2) temos que b é
um isomorfismo.

ii) Andlogo a 1).

iii) Seja {e1,...,€p11,€1,...,6441} uma base ortogonal de RP*%*2 com produto interno tal
queq(e;) =1,i=1,....,p+1leq(e;)) =—1,j=1,...,¢+1. Sejame,... e ;e\, ... e, eel,ef
os geradores de Cl,, e Cly ; respectivamente. Defina

¢ RVTT2 - O, ® Cly, por (1.1.10)
o(ei) = {
o(&;) = {

e, @ eje] para 1l <i<p,
1® el parai=p+ 1.
e; ®ejef para 1l < j <g,
1®el para j =q+ 1.

Estendendo por linearidade temos (¢(v))? = q(v)-1®1, Vv € RPT7T2, Logo pela propriedade

universal Prop. ¢ se estende ao homomorfismo ¢ : Cly4 441 — Cl, 4 ® Cly ;1 e como no caso
acima o resultado segue. [

Se usarmos os isomorfismos do Teorema ((11)) repetidas vezes teremos o seguinte corolario,
que classifica todas as algebras de Clifford reais.

Corolario 12. (Periodicidade) Para n > 0 existem isomorfismos

i) Clytso ~ Cl, o ® Clgy,
ii) Clonts = Clon @ Clog,
iii) Clyges ~ Clo g @ Clos, (1.1.11)

onde Cl078 ~ Cl&o ~ R(16)
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Podemos reunir esses resultados na tabela a seguir (onde u = [n/2] é a parte inteira de

n/2):

p—q mod 8 0 1 2 3 4 ) 6 7
R(2") H(27)

Clygq R(2*) @ R(2#) | C(2#) | H(2#71) &) H(2#~1) | C(2~)
R(2") H(2 )

Tabela 1.1: Representacao das algebras Clifford Cl,, como algebras de matrizes

Para o caso complexo precisamos definir:

Definicao 13. Seja V' um espaco vetorial sobre R tal que dimg V = 2m = n. Uma aplicagio
linear

J: V=V, (1.1.12)

tal que
J? = —Idy, (1.1.13)

¢ chamada de estrutura complexa.

Definicao 14. Seja V' como na definicio anterior. Denote por Vi o espago vetorial complexo
definido por J. Isto é,
2v = (a + ib)v=av + bJv, (1.1.14)

onde z = (a+1ib) € C ev € V. Teremos dime¢ Ve = m.

Definicao 15. Uma complezificacio de V € a estrutura complexa associada ao espaco vetorial
real V&V, onde J(v,w) = (—w,v). O espago vetorial complexo resultante é denotado por V.
Tome v,w € V, elementos de VC sio normalmente denotados por ¢ = v+iw, e se C 3 z = a+1b
teremos

ze = (av — bw) + i(bv + aw), (1.1.15)

claramente, temos que dimc VC = dimg V. Podemos notar ainda que C®V ~ VC onde o
isomorfismo € dado por z @ v—zv. Dada uma forma bilinear simétrica g em V', definimos a
sua extensdo g€ para VC por C-linearidade, i.e.

g% (v1 + iva, w1 + iwa)= (g(v1, wi) — g2, wa)) + i(g(v1, wa) + g(v2, wr)),
gC(v1 ® 21,12 @ 23)= g(v1, 12) ® 21 2. (1.1.16)

Proposigao 16. Seja o par (V,g) um espago quadratico sobre R e CL(V,g) a sua dlgebra de
Clifford real. Considere a dlgebra de Clifford compleza CL(VC,g%) para o espago quadrdtico
complexificado (V,g®). Entdo

ClVE, g% ~CeeuV,g). (1.1.17)
Demonstragio. Defina ¢ : CQV — C®Cl(V,g) de forma que tenhamos ¢(a ® v) = a ® v,
onde subentendemos que v = ig(v) do lado direito dessa equagdo. Assim (¢(a ® v))* =

(a®V)(a®V) = aa®@vv = g (a®v,a®v)-1®1. Logo, pela propriedade universal, ¢ se estende
ao homomorfismo ¢ : C/(V®, g®) — CxCl(V,g). Como ¢ leva um conjunto de geradores de
C{(VE, g%) a um conjunto de geradores de CRCL(V,g) e dim(CL(VE, gt) = dim(CRCL(V, g)),

temos que ¢ é um isomorfismo. n
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Para o caso complexo temos apenas uma forma C-bilinear nao degenerada, assim definimos
Cl,, := Cl, , ® C para qualquer p, ¢ tal que p+ g =n.
Desta forma, para as algebras de Clifford complexas, a classificagao fica

n par Cor = C(2F)
n fmpar | Copyq = C(2F) @ C(2F)

Tabela 1.2: Representacao das algebras Clifford C,, como algebras de matrizes

1.2 Transformacoes Ortogonais e o Teorema de Cartan-
Dieudonné

1.2.1 Transformacoes Ortogonais

Seja g uma forma bilinear simétrica de assinatura (p,q) no espago vetorial V' = RP*? e q
sua forma quadratica correspondente. Uma aplicagao linear T': V' — V é dita uma isometria
ou uma transformagdao ortogonal se

g(T(u), T(v)) =g(u,v),Yu,v € V. (1.2.1)

Definindo 77 através de T(e;) = Tle; e gij = g(ei,e;) a equagio pode ser reescrita como
Tikgle; = g;j. Matricialmente podemos reescrever T'GT = G. Portanto

(det T)? = 1. (1.2.2)

O conjunto das isometrias do espaco V munido da forma métrica g de assinatura (p,q)
forma um grupo chamado de grupo ortogonal que é denotado por O(p,q). As transformagoes
ortogonais tais que det 7' = 1 sao chamadas de rotagoes e aquelas que det 7' = —1 sao chamadas
de reflexdes. O subgrupo de O(p, q) formado apenas por rotagoes é chamado de grupo ortogonal
especial e denotamos por SO(p, q).

1.2.2 As Componentes do Grupo Ortogonal

Os grupos O(n, 0) e O(0,n) possuem duas componentes conexas, aquelas com det 7' = 1 sdo
respectivamente SO(n,0) e SO(0,n).
Ja os grupos O(p, q) possuem quatro componentes. Considere uma base de R”? tal que

1, 0
G = ( 0 1, ) (1.2.3)

onde 1, e 1, denotam as matrizes de ordem p e g respectivamente. Representando 1" através

da matriz
A, B
T = P pa 1.2.4
( C(Lp Dq ) ( )
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A condicao T'GT = G implica que
ALA, —CtCp = 1
DDy~ B. B,y = 1,
AB,, = C;,D,. (1.2.5)

Dy

Nao ¢ dificil vermos que as matrizes A, e D, satisfazem det A, # 0 e det D, # 0. Vamos ver
isso para a matriz A, - o outro caso ¢ completamente andlogo. A matriz A, deve satisfazer
ALA, =1, +C! C,,p. Disso segue

(det Ap)? = det(1, + CL ,Cyp)- (1.2.6)

Suponha que det(1, + C} ,Cyp,) = 0. Nesse caso a equagao (1, + Cf ,Cq,) X = 0 possui uma
solugdo nao trivial. Portanto X = —Cj C,, X e ai

X'X = —X'C! CppX = —(CypX)'CypX. (1.2.7)

O que é uma contradicdo, pois X*X, (C,,X)'C,,X € R sdo as normas de vetores nao nulos X
e CypX. Portanto det A, # 0 e det D, # 0.
Podemos entao dividir as transformacoes ortogonais 1" € O(p, q) em quatro Classesr'_-]

Ol(p, q) det A, >0e det D, >0
Ol (p,q) det A, >0e det D, <0
0% (p,q) det A, <0e det D, >0
O*(p,q) : detA, <0e detD, <0 (1.2.8)

1.2.3 Simetrias Ortogonais e Reflexoes

Seja um vetor u € V tal que g(u,u) # 0. Podemos escrever um vetor v € V na forma
v =wv| + v onde g(v,,u) =0. E ficil vermos que

v=v) v = (g(v’u)u> + (v - g(v’u)u> : (1.2.9)

g(u, u) g(u, u)

Definimos a reflexao através do hiperplano ortogonal a u como:

g(v,u)

= = — =v—2
Su('U) Su(UH + UJ_) v +vL=v g(u, u)

(1.2.10)

Proposicao 17. Quaisquer dois vetores v e u ndo-isotrépicos e de mesmo comprimento, ou
seja g(v,v) = g(u,u) # 0, podem ser relacionados através de no mdzimo duas reflexées.

Demonstragio. Teremos aqui dois casos: g(u —v,u —v) # 0 ou g(u —v,u —v) = 0.

!Note que nenhuma  dessas classes ¢é  vazia. Por  exemplo as  matrizes:
id,diag(1,1,1,--- 1,1, -1),diag(—-1,1,1,---1,1,1), diag(—1,1,1,--- ; 1,1, —1), pertencem, respectivamente, a
cada uma das classes.
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Primeiramente suponha que g(u — v, u — v) # 0. Entao

g(v,v —u) (
AR
g(v,v) —gv,u
! 2g(v,v) + g(u,u) — 2g(u,v) (v—u)
N g<U= U) — g<va u) (U
g(U, U) - g(“? U)
= v—(v—u)=u. (1.2.11)

Sp—u(v) = v—2

v —u)

— u)

Se g(u—v,u—v) =0 entdo g(v,v) = g(u,u) = g(v,u) # 0 e nesse caso g(u+v,u+v) # 0,
entao
g(v,v+u)

Soralv) = U_Qg(v+u,v+u)(v+u)
L, EwwtEew
a 2g(v, v) + g(u, u) + 2g(u, U)( +u)

g(v,v) +g(v,u)

= U g e Y
= v— (v+u)=—u, (1.2.12)
e dai ( )
= Sy(—u) = —u— 28—y, 2.

1.2.4 Teorema de Cartan-Dieudonné

Teorema 18. Qualquer transformacao ortogonal T em um espaco vetorial V de dimensdo
finita, pode ser expressa como produto de simetrias (reflexées) com relagio a hiperplanos nao
isotropicos.

Demonstragcio. Vamos demonstrar por inducao na dimensao dimV = n. Para n = 1 nao hé
nada a fazer. Vamos entao assumir que a afirmacao é valida para dimV = n e mostrar que
neste caso ela vale para dimV =n + 1.

Seja v € V tal que g(v,v) # 0 e suponha dimV = n + 1, seja U = span{v}. O subespaco
U+ tem dimensdo n. Vamos considerar agora a transformacdo ortogonal 7. Por definicio
g(T(v),T(v)) = g(v,v) e portanto podemos relacionar T'(v) e v por no maximo duas reflexdes
S. Entao S(T'(v)) = v. Como o espago U ¢ invariante pela transformacao S o T, Ut também
é invariante por essa transformacdo que é uma transformacdo ortogonal. Como dim Ut = n
entdo S oT é o produto ¥ de um ntimero finito de reflexdes e portanto 7' = S~ o ¥. O]

Observacao 19 ([1], pp.129). A Versao mais forte do teorema de Cartan-Dieudonné diz que
se dimV =n, entio T (T # 1d) pode ser expresso como o produto de no mdzrimo n simetrias.
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1.3 Os Grupos Pin e Spin

Continuemos a considerar espacos quadraticos nao-degenerados e de dimensao finita sobre
F.
Seja CL*(V,g) o grupo multiplicativo dos elementos inversiveis de C¢(V, g), isto é

Ct*(V,g) ={weClV,g): Jw ' eClV,g) com ww =ww" = 1}. (1.3.1)

Os elementos de C¢*(V,g) agem como automorfismos da dlgebra de Clifford por meio da re-
presentacao adjunta torcida:

Ad : COYV,g) — Aut(Cl(V,g)),
Ad(w)(z) = a(w)zw ' = dzw . (1.3.2)

Denote Ad(w)(z) := Ad,(x). Também definimos Ad,,(z) := wrw™'.

Proposicao 20. Seu €V C Cl(V,g) € tal que q(u) # 0, entao

Ad,(v) = S,(v) =v — 2:8’ Z;u = —uvu~ ! = dwvu "t (1.3.3)

Demonstragio. Na algebra C/(V,g) temos vu + uv = 2g(u,v). Dal v* = g(u,u) = q(u).
Portanto u

assim podemos escrever

VU 4 uv 1 1

Su(v) =v— Uu=v—(vu+uv)u =V —v—uvy -, 1.3.5

) == (vu +uv) (1.3.5)
ou seja,

S, (v) = —uvut = Gvu, (1.3.6)

O

Usando a representacao adjunta torcida, defina o subgrupo
P(V,q) ={w e Cl*(V,g) : Ady,(V) =V} (1.3.7)
de CL*(V,g). Temos a seguinte

Proposicdo 21. O niicleo do homomorfismo Ad : P(V,q) = GI(V) ¢ exatamente o grupo F*
dos elementos inversiveis do corpo IF.

Demonstragio. Sejaw um elemento de C¢* (V, g) e suponha que w € Ker(Ad). Entao Ad,(v) =
v,Yv € V. Portanto
wv = vw,Yv € V. (1.3.8)

Decomponha w em suas partes par e impar,

w = wo +wy, wy € CLV,g),w;, € CO(V,g). (1.3.9)
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Da Eq.(1.3.8]) segue que

VWo = Wl € — VWi = W, (1.3.10)
qualquer que seja v € V. Podemos convenientemente escrever
! 1 ’ 1"
Wy = wy + e1w, € wy = w; + eqw, , (1.3.11)
/ 1 ’ 1 ~ . ~ N ~
onde wy, w, ,w; € w; nao envolvem e;. Por sua vez, aplica¢oes do automorfismo « as expressoes

acima mostram que

wo = wy + eywy = a(w) = a(wy) — eya(wy ), (1.3.12)
—wy = —w, — eqw; = afwy) = a(wy) — eya(w,), (1.3.13)

. / 1 ~ .« 1 / ~ ’ 7
vemos assim que w, e w; sao elementos pares, ja w, e w, sao impares. Temos também:

’ 12 ! 12 ’ 12
e1Wy = €1Wy + €W, = Wpe; = Wye1 + e1Wy €1 = 1w, — €W, (1.3.14)
/ 2 11 / 12 / 2 11
Wy = ejw, + ejw; = —wie; = —wW €] — e1W; €] = €W, — €W, (1.3.15)

Portanto wg — w, = 0. Assim wy e w; nio dependem de e;. Como V é um espaco vetorial
de dimensao finita, podemos repetir este procedimento mais algumas vezes e concluir que wy
e wy nao dependem de nenhum dos vetores e ... e,. Nesse caso, ambos pertencem a F. Como
w € CL*(V,g) temos w # 0. O

Introduzimos em C/(V, g) a seguinte fun¢do norma

N = ClV,g) = CLV,g)
w — N(w)=walw) (1.3.16)

Proposicao 22. A restricio da funcao norma N ao grupo P(V, q) fornece um homomorfismo

N: P(V,q) — F¥.
Demonstragio. Se w € P(V,q) temos por definicio que a(w)vw™' € V,¥Yv € V. Como
V 5 a(wpuw! = (a@)pw ) = (@ a() = @) ta(w!),  (1317)
entao também,
v =wa(w)vw a(w") ™ = ala(whwv]a(w)w] Tt = Z&a(wt)w(v),Vv eV. (1.3.18)

De forma que a(w')w € Ker(Ad). Temos a(w')w € P(V,q) pois Aduguye(V) = V. Assim,
pela proposi¢ao anterior a(w')w € F*. Aplicando a temos

w'a(w) = N(w') € F*. (1.3.19)

Como temos que o antiautomorfismo transposigio preserva P(V,q), concluimos que N (w) €
F*,Vw € P(V,q). )
Por fim para wy,wy € P(V, q), vemos que

N(wyws) = wiwsa(wh)a(w}) = wi N(ws)a(w]) = N(wy)N(ws). (1.3.20)

Logo, N é um homomorfismo. m
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Corolario 23. As transformacoes Ady:V >V para w € ]5(V, q) preservam a forma quadrd-
tica q de V. Portanto, a restricao Ad“"ﬁ(v ) da representacao adjunta torcida toma valores
7q

em O(V,q).

Demonstragio. Como para w € P(V,q) temos

entao, para v € V', temos
N(Ad,(v)) = N(a(w)vw™ ') = N(a(w))N(@)N(w™) = N(w)N(w )N(v) = N(v). (1.3.22)
Como N(v) = va(v') = ¢(v), Vv € V, vemos que Ad,, é g-ortogonal. O
Seja V* ={v eV :q(v) # 0}. Seja
P(V,q) ={vy---v, € CUV,g)|v1,- -+ ,u, € V] (1.3.23)
Note que os elementos de P(V,q) sdo os elementos homogéneos de P(V, q).

Definicao 24. O grupo Pin de um espago quadrdtico (V,q) € o subgrupo Pin(V,q) de P(V,q)
gerado pelos elementos v € V* tais que q(v) = £1. O grupo Spin associado a ele € definido
por

Spin(V,q) = Pin(V,q) NCL(V,g). (1.3.24)
Mais precisamente:

Pin(V,q) = {v1---v. € P(V,q)lq(v;) = £1 para todoi =1,--- ;r},  (1.3.25)

q
Spin(V,q) = {v1---v, € Pin(V,q)|r é um nimero par}. (1.3.26)

Note que P(V,q) € P(V,q). Assim Ad : P(V,q) — O(V,q) é tal que Zglvl._.vr = 0,0 " 0Py,
onde

g(w,v)
q(v)
é a reflexdo em vt. Isto quer dizer que a imagem de P(V, q) pela representagao adjunta torcida
é exatamente o grupo gerado por reflexdes. Ocorre que o grupo ortogonal O(V,q) de um
espago quadratico ndo-degenerado de dimensao finita também é gerado por reflexdes (teorema
de Cartan-Dieudonné). Entao, esta imagem deve coincidir com o préprio O(V, q).
Se definirmos

po(w) =w — 2 (1.3.27)

SP(V,q) = P(V,q)NCP(V,g), (1.3.28)

entdo Ad : SP(V,q) — SO(V,q) também ¢é uma sobrejecio, pois det p, = —1 e SO(V,q) é
gerado por um numero par de tais reflexdes.
Observe que para todo t € F*

Adyyw = a(tv)wt o™ = a(v)wo! = Ad,w. (1.3.29)

Assim a representacao adjunta torcida nao percebe a norma do vetor v, i.e., Ady, = Ad,, entao
teremos também aplicagoes sobrejetivas em Pin e Spin:
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Teorema 25. Seja (V,q) um espago quadrdtico nao-degenerado, de dimensao finita sobre um
corpo F de caracteristica diferente de dois na qual ao menos uma das equacéoes t*> = a e t? = —a
pode ser resolvida para cada elemento ndo nulo a € F*. FEntdo, existem sequéncias exratas
curtas

1 — F— Spin(V,q) 2% SO(V,q) — 1, (1.3.30)
1 = F— Pin(V,q) 2 0(V,q) — 1, (1.3.31)

onde

_ Zo={-1,1} se /=1 & F,
= { Zy = {£1,+v/—1}, caso contrdrio. (1.3.32)

Demonstra¢io. Suponha que w =€ Pin(V,q) também seja um elemento de ker(jél?l). Entao
w € F*. Assim,
w? = N(w) = N(v1)---N(v,) = q(v1) - qv,) = %1, (1.3.33)

portanto, w é uma raiz de um dos polindmios z? + 1 com coeficientes em F.

Note que todo v € V* pode ser normalizado, pois q(tv) = t2q(v) vemos que existe ¢ tal que
q(tv) = £1.

O teorema de Cartan-Dieudonné garante que toda trasformagao ortogonal T € O(V,q) é
tal que

T = Ady, .., , (1.3.34)

para algum vy - - - v, € P(V,q). Assim segue que
T = Ad,0,)-(tyv,) (1.3.35)
com t; apropriadamente escolhido para que ¢(t;v;) = +1,i = 1,---r. Logo, a restrigao da
representagao adjunta torcida a Pin(V, q) é sobrejetora. De maneira andloga mostra-se a so-
brejetividade da restri¢do da representacao adjunta a Spin(V,q). O
Considerando a restricao ao grupo Spin, as representacoes adjunta e adjunta torcida coin-

cidem Ad‘Spin(V,q) = Adlgpinv.q)-

Lembramos que para o caso da forma quadrética q ter assinatura (p, ¢) definimos
O, :=0(\V,q), SO,,:=S50(V,q), Pin,,:=Pin(V,q), Spin,,:= Spin(V,q), (1.3.36)
também definimos:
Op0:=0,, SO,¢:=50,, Pin,,:= Pin,, Spin,:= Spin,. (1.3.37)
Com essa notagao temos o seguinte

Teorema 26. FEzxistem sequéncias exatas

0 — Zy— Spiny, 23 SO(V,q) — 1, (1.3.38)
1 — Zy— Pin,, 24 O(V,q) — 1, (1.3.39)

em particular,
0 — Zy — Spin, 55 S0, — 1. (1.3.40)

Como o grupo fundamental de SO, é Zy, para n > 3 [[29] pp.263], da sequéncia exata
Eq. segue que 71 (Spin,) = 1 e o mapa Ad := X : Spin,, — SO,, representa o homomor-
fismo de recobrimento universal de SO,, para todo n > 3. Para n = 2, SO, = S, Sping = S!
e X : Sping — SOq, \(2) = 22
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1.3.1 O grupo Spin®

Nesta secdo vamos definir e explorar algumas propriedades do grupo Spin®
Definigdo 27. O grupo Spint ¢é o grupo definido por
Spin, x St

{(_17 _1>}7

onde S' = U(1) C C denota o grupo dos complexos unitdrios.

Spin;, = (1.3.41)

Este grupo fica melhor compreendido dentro da algebra de Clifford complexa Cl,, = C ®
Cl, = CI(C"). Spin, e S! sao subgrupos do grupo dos elementos inversiveis dessa algebra,
além disso

Spin, N S* = {1,-1}. (1.3.42)

Portanto Spint é dado pelas classes de equivalénia do produto direto Spin,, x S* pela relacio de
equivaléncia (p, s) = (—p, —s), obtida a partir de —1 € Cl,,. Podemos usar a seguinte notacao
Spint = Spin,, @ S* C Cl, ® C = Cl,.

Para o grupo Spint vamos definir os seguintes homomorfismos

AC o Spint — SO, dado por AX*([p, s]) = A(p). (1.3.43)
i® . Spin, — SpinC a inclusio natural, i®(p) = [p, 1]. (1.3.44)
4 S' = Spint a inclusdo natural, j%(s) = [1, 5]. (1.3.45)
1€ SpinS — S* dado por [“([p, 5]) = s> (1.3.46)
pC = A xI®: Spint — SO, x S* dado por [€([p, s]) = (A(p), s2). (1.3.47)
Assim o grupo SpinC produz a seguinte sequéncia exata:
1 — Zy —s Spin€ 25 50, x §' — 1. (1.3.48)

1.4 Representacoes

Seja V um K-espago vetorial, q uma forma quadratica em V e A um corpo contendo K.
Definigao 28. Uma A-representacao para Cl(V,q) é um K-homomorfismo de dlgebras
p:ClV,q) = Endy(W), (1.4.1)

onde W é um A-espago vetorial de dimensao finita. O espago vetorial W é chamado de C1(V, q)-
modulo sobre A.

Defini¢ao 29. Uma A representacio p : Cl(V,q) — Endy(W) serd dita redutivel se o espago
vetorial W puder ser escrito como uma soma nao trivial sobre A

W= W, & W, (1.4.2)
tal que p(@)(W;) C W; para j = 1,2, p € Cl(V,q). Nesse caso escrevemos

p=p1® pa, (1.4.3)

onde pj = p|Wj ,J =1,2. Uma representacao é chamada trredutivel se ela nao é redutivel.
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Quando V' tem dimensao finita, ja sabemos que as algebras Cl(V,q) tém dimesao finita,
sao simples ou soma de simples. Vide tabela [I.3] Do fato de W ter dimensad finita obtemos
rapidamente a seguinte:

Proposicao 30. Toda A-representagao p de uma dlgebra de Clifford C1(V,q) pode ser decom-
posta numa soma direta p = p1 D - -+ D p, de representacoes irredutiveis.

Definicao 31. Duas representagoes p; : CL(V,q) — Enda(W;),j = 1,2 sao ditas equivalentes
se existe um A-isomorfismo linear F : Wi — Wy tal que Fo pi1(p) o F™' = pa(¢) para todo
p € Cl(V,q).

Da classificacao das algebras de Clifford da Secao sabemos que toda algebra C1,, é da
forma K(2") ou K(2") & K(2") com K = R,C,H. Assim a teoria das representacoes dessas
algebras ¢ relativamente simples.

Proposicao 32. Seja K = R,C,H e considere K(n) o anel das matrizes n x n sobre R. A
representacio natural p de K(n) sobre K™ é a unica, mddulo equivaléncia, representagdo real
irredutivel de K(n). K(n)®K(n) tem exatamente duas classes de represetagoes reais irredutiveis
dadas por

p1(e1,02) = plp1),  pa(e1, w2) = plp2), (1.4.4)

agindo em K™.

Demonstragio. Segue do fato que as dlgebras K(n) sao simples, algebras simples tém apenas
uma representacao irredutivel, médulo equivaléncia [[I5] pp.653]. O

Agora vamos restringir nossa atencao as algebras Cl,, = Cl,, e Cl,, = C® Cl,,. Comecemos
com algumas defini¢oes: para cada n, seja v, o nimero de representacoes reais irredutiveis
nio equivalentes de Cl, e denote por vS o nimero de representacdes complexas irredutiveis
nao equivalentes de Cl,,. Seja d, = dimg W onde W é um R-moédulo irredutivel de CI,.
Analogamente seja d¢ = dimg W' onde W' é um C-médulo irredutivel de Cl, e portanto
também de Cl,,.

Da classificagdo da Secao [L.1], Tabelas [I.1] e segue o seguinte:

Teorema 33. Para 1 < n <8 o0s valores de v, I/S, d,,,d¢ sio dados na sequite tabela:

nl Gl [wa[da] Ch [wy[di]
1 C 1] 2 CaC 2 [ 1
2 H 14 C(2) 1] 2
3| HoH |2 |4 |CacC@]| 2|2
4 C(2) 18 C4) 1] 4
5 C(4) I [8|[ChHaCH | 2] 4
6 R(R) E C(R) 1] 8
7TIRE)SREB) | 2 | 8 [CR®CER) | 2 | 8
8 R(16) 1|16 C(16) 116

Tabela 1.3: Valores de v, V<, d,, d<.
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Para n > 8 esses elementos podem ser calculados usando o sequinte (m,k > 1):

_ C _ . C
Vm+8k = Vm, Vpgor = Vs

dm—l—Sk = 24kdma d%+2k:2kdf—:ﬂ (145)

O elemento de volume exerce um papel importante na caracterizacdo dessas representacoes
irredutiveis. O elemento de volume em CI,, é

w=ey- ey, (1.4.6)

onde e, --- ,e, ¢ uma base ortonormal de R", positivamente orientada, dada uma escolha de
orientacdo em R™. J4 para o caso complexo consideramos o elemento de volume dado por

241

we =4l 2 ]el---en. (1.4.7)

Note que se n é impar temos que w e wc sao centrais (estao contidos no centro), vale também
que

w? = 1lsen=3ou4 (mod4),

we = 1 para todo n. (1.4.8)
Assim existem as seguintes decomposicoes das algebras:

Cl, = ClfeCl,, sen=3ou4 (mod4),

n’

Cl, = CI' ®Cl,, para todo n, (1.4.9)

onde

ClF = (1+w)Cl, e ClF = (14 w)Cl,. (1.4.10)

Proposicao 34. Seja p : Cl,, — Endg(W) uma representacao real irredutivel onde n = 4m+3.
Entao teremos duas possibilidades

p(w) = 1Id ou p(w) = —Id. (1.4.11)

Ambas as possibilidades podem ocorrer, e as representagoes correspondentes nao sao equivalen-
tes.
O mesmo resultado vale para o caso complexo Cl,, quando n € impar.

Demonstragio. Como p(w)? = p(w?) = Id, podemos decompor W = W+ & W~ onde W e
W~ sdo os autoespacos de w com autovalores +1 e —1 respectivamente. Como w ¢ central
W+ e W~ sao Cl, invariantes. Pela irredutibilidade da representacao teremos W = W™ ou
W =W~. Assim p(w) = Id ou p(w) = —Id.

Seja F' : W — W' um isomorfismo qualquer. Sejam as representacoes p, e p_ tais que
p+(w) = £1d. Entdo Fopi(w)o F~' ==+Id: W — W', de forma que as representacoes nao
sdo equivalentes.

Para vermos que ambas as possibilidades de representagoes podem acontecer, consideramos
as representacoes pi : Cl, — Endr(ClF) dada pela multiplicacdo a esquerda e tomamos o
fator irredutivel dessas repreentacoes.

O caso de Cl,, quando n é impar é completamente analogo. n
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Proposicao 35. Seja p : Cl,, — Endg(W) uma representagdio real irredutivel onde n = 4m.

Considere a decomposi¢do
W=wtrew", (1.4.12)

onde W% = (1 + p(w))W. Entdo, cada um dos subespagos W+ e W~ € invariante sob a
agdo da dlgebra C1°. Sob o isomorfismo CI® ~ Cl,_, esses espagos correspondem ads duas
representacgoes irredutiveis de Cl,_1.

O mesmo resultado é valido para o caso de Cl,, com n par.

Demonstragio. Do fato de w comutar com todos elementos de C1° segue que os espagos W+ e
W~ sao Cl8-invariantes. Sob o isomorfismo C1° ~ C1,_1, o elemento de volume Wo=epeny
vai no elemento de volume w € C1° pois

(e1€n) -+ (en_1€n) = (—1)%("_1)(”_2)61 e (1.4.13)

Assim w' age como Id em W+ e age como —Id em W~. Daqui pela proposicio anterior segue
que essas representagoes de Cl,,_1 nao sao equivalentes.
O caso complexo é completamente andlogo usando a forma volume w¢ de Cl,,. O

1.4.1 Representacao de Cly, no espaco de formas

Identifique C" com R?*"* munido de uma estrutura complexa .J. Considere em C" a métrica
hermitiana usual e defina a aplicagao

pu(p) =vAp—vip, YoeClpe /\* cr, (1.4.14)

onde vy é a contragdo por v segundo a métrica hermitiana de C”
k
va(vr A Avg) =) (1) T (v v) or A AD A (1.4.15)
i=1
Com a identificacao de C" com R?", obtemos o seguinte mapa R-linear
p: R = Ende (\"C"). (1.4.16)
Nao é muito dificil verificarmos que este mapa tem a seguinte propriedade

Pv ©C Py = — “U”2 ) (1'4'17)

onde ||-|] ¢ a norma candnica de R*". Assim, devido & universalidade das 4lgebras de Clifford,
a aplicagao p : R?" — Endc (A\* C") se estende para um homomorfismo de 4lgebras sobre R

p: Cly, — Endc (/\* (C”) ) (1.4.18)

isto é, uma representagdo de Cly, em A*C". Estendendo esta representacao por linearidade
sobre C teremos uma representacao de Cls,. Como dimgc A* C" = 2" e nesse caso temos apenas
uma representacao irredutivel, pela Tabela essa deve ser a representacao de Cly,.
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1.4.2 Representacao Spin

Considere uma representacao irredutivel de Cl,, := Cl,, ® C
pe 2 Cl, — Ende(S,). (1.4.19)

Onde S,, é um C-espaco vetorial tal que dimcS, = 22 se n é par e dimeS, = 2" sen é
impar.

Definimos pS a representacdo Spin complexa como sendo a restricio de p¢ dada pelas
inclusoes

Spin,, < CI° c Cl, c Cl,,

pt L = ,BS‘S @ Spin, — Autc(S,), (1.4.20)
pinn

dizemos que S,, é 0 espaco que carrega a representacao de Spin,,.

Proposigdo 36. Quando n é impar, a definicio (1.4.20) de pS é independente de qual repre-
sentagdo irredutivel de Cl,, € usada. Além disso, quando n é impar, essa representacdo pS é
irredutivel. Quando n € par, existe a sequinte decomposi¢cdo

+ —
s =(ps) @ (pr) (1.4.21)
como a soma de duas representacoes complexas irredutiveis ndo equivalentes de Spin,,.

Demonstragdo. Se n é impar teremos duas representagoes complexas irredutiveis nao equiva-
lentes:

ﬁgl : Cln — EndC(Sn,l)a ﬁg,g : Cln — End(c(smg),
:5%71(@?) = Id, ﬁS,Q(WS) = —1Id, (1.4.22)

as duas representacoes diferem pela agao do automorfismo a (a(v) = —v, v € R™), portanto
sao equivalentes quando restritas a CI9 ~ Cl,_;. Olhando na tabela vemos que para n
fmpar teremos d¢ = d° | assim a restrigao

P ClY o Clyy — Ende(Sn,), (1.4.23)

é irredutivel, lembrando que uma representacao complexa de Cl,,_; se estende a uma represen-
tacao complexa de Cl,,_;.

Quando n é par temos apenas uma representacio complexa irredutivel p& : Cl,, — Endc(S,),
pela proposicio [35] sabemos que a restrigio de pE a C1° decompde-se em duas representagoes

+
complexas irredutiveis niao equivalentes p< = (,3;‘5) ® (ﬁg)
Para finalizar a demonstraciao devemos observar que uma representacio irredutivel de C19
restringe para uma representagao irredutivel de Spin,,, pois Spin,, contém uma base de C1°. [

Para simplificar a notagao, quando nao houver risco de confusao, denotaremos simplesmente

ﬁgngzpn'



32

1.5 Representacao spinorial complexa dada por ideais

Caso n par
Para o caso n = 2k par, pela tabela de classificacao [I.2] temos o seguinte isomorfismo

ior © Clyy — C(2F). (1.5.1)
Considere os elementos f; € Cly,7 = 1,-- -, 2F tais que
7
0 - 0 --- 0
0O --- 0 --- 0

Os elementos f; sdo idempotentes primitivos ortogonais entre si: {2 = f;, Vi e f;f; = 0,4 # J.
Considerando o isomorfismo com a algebra de matrizes fica 6bvio que os subconjuntos

I; = Clof; = {af; - a € Cly,},i =1, , 2%, (1.5.3)
sao ideais minimais & esquerda de Cly; com dime I; = 2%, ;N I; = @,i # j
i
0 -+ a - 0

ioe(l;) = | : : |ondea; €C,j=1,---,2" (1.5.4)
0 -+ agp --- 0

e também fica claro que f;[;f; ~ Cf; ~ C. Da identidade 1 = f; 4 - - - 4 f5x segue que a algebra
Clyi se decompoe como a soma dos ideais minimais

Clop =Clopfy & - - B Clgpfor =L B - - - & L. (1.5.5)
Considere a representacao regular a esquerda nos ideais I;

pi : Cloy, — Endc(L) , i=1,---,2% (1.5.6)
a—pi(a):I; — I
pi(a)y = av,
pela tabela segue que as p; sao irredutiveis e equivalentes.

Caso n impar
Para o caso n = 2k + 1 {mpar, pela tabela de classificagao [I.2], temos o seguinte isomorfismo

i2k+1 : Clg]H_l — C(2k) D (C(Qk) (157)
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Considere os elementos f;.1,f;0 € Clog, 2 =1, -+ , 2% tais que
)
0 0 -0 0 0 0
i2k+1<fi;1) - l O 1 O @ 0 O 0 5
0 0 -0 0 0 0
)
0 -+ 0 --- 0 0 -+ 0 --- 0
0 -+ 0 --- 0 0 -+ 0 --- 0
Os elementos f;,;,i = 1,---,2%;1 = 0,1 sao idempotentes primitivos ortogonais entre si:
fgl = £, Vi, 1,
fi;lfj;Q = O,VZ,j
fi;lfj;l - O,Z 7é j,l - 0, 1. (159)

Considerando o isomorfismo com a algebra de matrizes fica 6bvio que os subconjuntos
['L';l = Cl2k+1fi;l = {afi;l tac Cl2k+1}7i = 17 to 72k7l = 07 1 (1510)

sao ideais minimais a esquerda de Clagy1 com dime I;y = 2%, [;1 N 10 = @, V4,4, L1 N0 = 2,
i#4,0=0,1,

7
0 ap 0 0 0 0 c
. a; € U,
iogt1(Lin) = : : e : R ok (o
0 ok 0 0 -0 -+ 0 T
i
0 0 0 0 ay 0 C
: a; € C,
iokt1(lia) = : : e : - 1o or ((15.11)
0 -+ 0 -0 0 age -+ 0 C
Também fica claro que f;;[;f;; ~ Cf;; ~ C. Da identidade
L= (fan - fo) + (o + -+ o) (1.5.12)
segue que a algebra Cly;, 1 se decompde como a soma dos ideais minimais

Clog+1
= (Clzk+1f1;1 DD Clzk+1f2k;1) ) (Cl2k+1f1;2 b---D (Cl2k+1f2k;2)

— ([1;1 DD ]2,9;1) D ([1;2 DD [2k;2) (1.5.13)
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Considere a representacao regular a esquerda nos ideais I;;

P Clgk — End(c(fi;l),i: 1, ,2k,l:O,1;
a = pi;l(a) : ]i;l — ]i;l
pii(a)y = av (1.5.14)

pela tabela sabemos que temos duas classes de representacoes irredutiveis nesse caso. Da
teoria de representacao de matrizes nao é dificil vermos que essas duas classes sao

P11 = X Pokg,

pl;Q e p2k;2. (1515)

1.6 Soma de Mddulos de Spinores

Vamos seguir a construgao apresentada em [2]. Considere S um espago vetorial orientado
de dimensao n com base ortonormal orientada {ej,--- ,e,}. Denotamos a édlgebra de Clifford
complexa de S por CI(S5).

Se n é par, Cl(S) tem apenas uma representagao irredutivel, pg : CI(S) — Endc(S,),
cujo médulo irredutivel, denotado por S, tem dimensdo dime S, = 27. Chamaremos S, de
médulo dos spinores. A acdo de CI(S) em S, dada pela representacao pg daremos o nome
de multiplicacio de Clifford. A forma de volume complexa pg(we) = ps(iZe;---e,) é tal que
w? = 1, de forma que o médulo dos spinores decompoe-se em S, = S;" @ S, onde we age como
+Id em S e —Id em S, . A essa decomposi¢ao damos o nome de spinores pares e impares.

Se n é fmpar, CI(S) tem duas representagoes irredutiveis ps; : CI(S) — Endc(S?) cu-
jos médulos irredutiveis denotados por S? tem dimensio dimgS? = 22, j = 0,1. Esses

dois médulos de spinores podem ser distinguidos pela acao do elemento de volume complexo
.n+1 .n+1

psolwe) = psoli2 er---e,) = Id e psi(we) = psa(i 2 er---e,) = —Id. A relacio de pgp
com pg1 é dada pelo isomorfismo @ : S? — S! tal que @ o pgo(X) = —pg1(X) o ®, para todo
X ekFk.

Agora considere S e R dois espagos vetoriais euclidianos orientados, dim S = n e dim R = m.
Vamos construir os modulos de spinores de S @ R a partir dos médulos de spinores de S e R.

Caso 1: n e m sao pares

Primeiramente considere ¥, ,, := S5, ® R,, e defina

p S®R— Endc(Ener),
p(X)oc@T) = (ps(X)o) @7,
p(Y)oe®71) @ =(=1)*"0® (pr(Y)71), (1.6.1)

onde X € S)Y € R0 € S,,7 € R,,, e dego é tal que pp(we)o = (—1)%8%0. Nio é dificil ver
que
PX+Y)op(X +Y)o@T)=—|X+Y|oT, (1.6.2)

de forma que p se estende para um homomorfismo p : CI(S & R) — Endc(Xnim). Vemos,

pela tabela [I.3] que nesse caso temos apenas uma classe de representacao irredutivel, além
. , , . ~ (ntm) ~
disso X, € um CI(S & R)-médulo de dimensao 2 3 , de forma que a representacao p :
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Cl(S @ R) — Endc(X,4m) deve ser equivalente & psar @ ClU(S @ R) — Endc(S @ R)pim.
Ademais vale a seguinte decomposicao:

(S®R)pm = (Sy®@Ry) & (S, ®@Ry),
(S®R),., = (ST®R,)®(S, ®R). (1.6.3)

Caso 2: n é par m é impar
Primeiramente considere >/ := S, @ R7 | j = 0,1 e defina

pj S® R — Endc(¥),
pi(X)o@T) : =(ps(X)o)®T,
piV)o@T) : =(=1)""0 @ (pr,;(Y)7). (1.6.4)

Como no caso 1 novamente teremos que os X7 sdo CI(S & R)-mddulos tais que dimeX’ =
2% Nao ¢é dificil vermos que o elemento de volume complexo de CI(S & R) age em 7
como (—1)7. Assim, novamente usando a tabela e com 0 mesmo argumento na dimensao
do médulo, segue que as representacoes p; : CI(S @ R) — Endc(X7) séo equivalentes & pggr,; :
Cl(S @ R) = Endc((S @ R){,ypm)-

Caso 3: n é impar m é par

Primeiramente considere ¥/ := S @ R,,, j = 0,1 e defina

p; + S®R— Endc(Y),
piX)o@T) + =(=1)* (ps;(X)o) @,
piY)oe@7) : =0 (pr(Y)7), (1.6.5)

Como no caso 1 novamente teremos que os %7 sdo CI(S & R)-mdédulos tais que dimcX' =
2™ Nio ¢ dificil ver que o elemento de volume complexo de CI(S @ R) age em ¥/ como
(—1)7. Similarmente ao caso anterior as representagdes p; : CI(S & R) — Endc(X’) sao
equivalentes & pgar; : CI(S @ R) — Endc((S @ R){

Caso 4: n é impar m é impar

Primeiramente considere

n+m) ) .

¥t =S'eRY,
¥ =S"®@R!,
Y =Xtex. (1.6.6)

Aqui vamos usar o isomorfismo entre espagos vetoriais ®x : R — R! tal que ®g o pgo(Y) =
—pr1(Y) o @ para todo Y € R. Com respeito a decomposigao ¥ = X7 @ X~ defina

p : S®R— Endc(X),

o 0 o(X) ® oF!
p(X) 2<_pS,O<X)®<I>R " 0 )
o 0 1d @ (P! o pra(Y))
) = ( —Id® (Propro(Y)) RO ' ) (16.7)

e note que
PX+Y)opX+Y)o®7)=—|X+Y]’0®T, (1.6.8)
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de forma que p se estende para um homomorfismo p : CI(S®R) — Endc(X). X éum CI(S® R)-
médulo tal que dimeY = 22", O elemento de volume complexo de Cl(S @ R) age em X+
como +1 e em X~ como —1.

Com o mesmo argumento dos casos anteriores, concluimos que a representagao p : CI(S &
R) — Endc(X) é equivalente & pgsagr : CI(S @ R) = Endc((S® R)pim) e X :=35T @& X" ésua

decomposi¢ao usual em spinores pares e impares.

1.7 Algebra de Lie de Spin

Vamos agora descrever a algebra de Lie do grupo Spin,. Seja A uma algebra sobre R
associativa e seja A* C A o grupo de seus elementos inversiveis. A* é um subconjunto aberto
de A e também um grupo de Lie. Sua algebra de Lie a* é identificada com T} A* ~ A. O
comutador de dois elementos a,a; € A = a* é dado por [a;,as] = ajas — asa;, com mapa
exponencial dado pela série de poténcias da func¢ao exponencial

exp : a'=A— A",
o0 an
exp(a) = prl (1.7.1)
n=0 """

Para descrever a dlgebra de Lie spin(n), vamos determinar o espago tangente 7' (Spin(n)).
Seja y(t) = 71(t) -+ Y2, (t) um caminho em Spin,, v(t) é o produto de Clifford de vetores
7i(t) € R™ C Cl, tais que ||7(t)[| =1e~(0)=1,i=1,---,2k. O vetor tangente a y em ¢t = 0
é

ZZ(O) = C?;(O)%(O) 92 (0) + 1 (t) - - - dg;k(t) (1.7.2)

Seja my C Cl,, o subespago de Cl,, gerado pelo produto de Clifford eze;, 1 < k <[ < n.
Como 7(0) = 71(0) - - - 72#(0) = 1, %i41(0) - - - 721(0) = 7 *(0) - - - 77 '(0), teremos

3(0) -+ 0) - 320(0) = W (0)+ 510 O (0) 5 0) (173
= 0 OO0 ) (T

S SOOI USROS U] R

{10) 71 (01011 (0) -7 (0] (1.7.6)

dyi
dt

(10 2@ 0020 ¢ f10) 3000070} 47

Como ||v;(t)]| = 1, temos que <2(0) e ;(0) sdo ortogonais. Os vetores

sdo perpendiculares, portanto cada termo v;(0) - - - dJ; (0) -+ - y21(0) da Eq.(1.7.2) pertence & my.

Com isso conseguimos a seguinte proposicao:

Proposicao 37. 1. O subespaco vetorial me C Cl,
my = span{ere;, 1 <k <l <n} C Cl,, (1.7.8)

com comutador definido por [z,y] := xy — yx € a dlgebra de Lie do grupo Spin, C Cl,.
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2. A aplicacio exponencial é dada por

OOa’VL

exp(a) = (1.7.9)

—
n=0 n:

3. Se p: Cl, — End(V) é uma representagio (real ou compleza) de Cl,, cuja restricio é
PSpin,, © Spin, — Aut(V), entdo sua diferencial

(Pspinn), : spin(n) = my — End(V) (1.7.10)

¢ dada por (10|Spinn)* = Pl -

Demonstra¢io. Com os comentdrios acima mostramos que spin(n) C my. Do fato que dimg(Spin,,) =
dimg(S0,,) = @ e também de dimg(my) = @ concluimos 1) e 2). E 3) segue dos se-
guintes diagramas comutativos:

my — End(V) (1.7.11) my, — End(V) (1.7.12)
J/emp Jemp J/erp lemp
Spin, —2— Aut(V) Spin, —2— Aut(V)
O

Considere o recobrimento universal A : Spin, — SO,, e seu diferencial A, : spin(n) — so(n).
Sabemos que s0(n) é o conjunto das matrizes anti-simétricas, uma base para esse espaco é
formada pelas matrizes E;; (i < j) dadas por

2 J
0 - 0 -+ 0
0 -1 .
E;=1|0 0 ol". (1.7.13)
. 0o |
0 - 0 -+ 0
Considere o caminho () = cos(t) +sin(t)e;e; = —(cos(%)e; +sin(5)e;)(cos(%)e; —sin(5)e;)

tal que 91(0) = e;e;. Além disso

MO = e 5 AGBNk=0 ki),
A(y(t))e; = cos(2t)e; + sin(2t)ey, ;i ) A(y(t))e; = 2e;y,
Ay(t))e; = cos(2t)e; — sin(2t)e;, cclif ) A(y(t))e; = —2e;, (1.7.14)

portanto \.(e;e;) = %’t:O A(y(t)) = 2E;;.
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Capitulo 2

Estruturas Spin e Operador de Dirac

Esse capitulo baseia-se nas seguintes referéncias classicas [19, [111, 21} 23], 26], 27].

Seja w : & — M um fibrado vetorial de dimensao n, orientado e munido de uma métrica
Riemanniana. Seja Pso(g) 5 M o fibrado principal dos referenciais ortonormais orientados a
ele associado.

Definigao 38. Suponha que n > 3. Se A é o recobrimento duplo de SO, (dado pelo re-
presentacio adjunta), entio uma estrutura spin no fibrado vetorial m : E — M € um fi-
brado Spin,-principal Psyi,, (E), juntamente com um mapa de recobrimento de duas folhas
At Psyin, (E) = Pso, (E), para os quais o diagrama

Spin, —2>—— S0, (2.0.1)

e

Ly

™~

Pspinn <E) A Pson (E)

Py

comuta.

Note também que as restrigoes de A as fibras correspondem a representagao adjunta torcida.
De fato, pois se fixarmos um de seus pontos, digamos py € ©'~1(m), para serir de identidade e
fazer a fibra 7'~1(m) um grupo isomorfo a Spin,, fixamos também uma identidade A(py) nas
fibras A(7'~!(m)). Neste caso,

A(g) = Mpo - 9) = Apo) - A(g) = Ag), (2.0.2)

para todo g € Spin,,

Reciprocamente, suponha que A : P — Pso, (E) é um recobrimento de duas folhas, que é
nao trivial nas fibras de M.

Tomando " = 7o A fazemos de P um fibrado sobre M, pois A é um homeomorfismo local.
Para torna-lo um fibrado principal com grupo de estrutura Spin,, nds precisamos levantar a
acao de SO, sobre Pgp, (E) para uma acao compativel de Spin,, sobre P. Para isso observe
que

Pso, (E) x Spin, “Y Pso (E) x SO, — Pso, (E) (2.0.3)
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fornece uma aplicacao Spin, L3N Pso, (E), dada por g — p-g := p- A(g), para um ponto
pE PSOR(E> fixado.

Como A é um mapa de recobrimento por hipdétese, podemos aplicar o critério de levan-
tamento para espagos de recobrimento e assim obter um levantamento le de & para P, se

1. (m1(Sping)) € Au(1(Pspin, (E))) (2.0.4)
- PSpinn(E> (2_0.5)
5w JA

Spinn“ & Pso, (E)

Este é o caso, porque Spin,, é simplesmente conexo para n > 3 e Spiny = {a + bejes €
Cly} ~ St ~ SO, satisfaz o critério de levantamento mesmo nao sendo um espaco simplesmente
conexo. Concluimos dai o seguinte ([19] pp.81):

Teorema 39. Fxiste uma correspondéncia biunivoca entre as estruturas spin no fibrado vetorial
E e os recobrimentos de duas folhas de Pso, (E) ndo-triviais nas fibras de .

2.1 Existéncia de Estrutura Spin

A pergunta natural agora é quando existe uma estrutura Spin em um fibrado vetorial E de
dimensao n?
Vamos seguir nessa se¢ao a construgao de [26]. Note que a existéncia de uma estrutura spin

A PSpinn(E) — PSOn(E)a (211)

em E pode ser definida por fungdes de transigao ¢;;(x) € Spin,, tais que

A(tij) = tij, gijgjkgki =1d,#; = Id. (2.1.2)

O interessante é notarmos que nem todo fibrado E admite uma estrutura spin. Esse fato é
medido pela segunda classe de Stiefel-Whitney que toma valores no segundo grupo de cohomo-
logia de M com coeficientes em Zy denotado por H?(M,Z,). Como temos apenas uma teoria
de cohomologia, médulo isomorfismo [[34] pp.184], veremos como a classe de Stiefel-Whitney
pode ser adequadamente entendida no segundo grupo de cohomologia de Cech H 2(M, Zs).

2.1.1 Grupos de Cohomologia de Cech

A cohomologia de Cech é usualmente definida como uma cohomologia com coeficientes em
feixes, aqui vamos considerar o caso do feixe constante Zs.

Seja Zs o grupo multiplicativo {—1,+1}. Seja Uy = {U, : @ € A} uma cobertura aberta de
M, uma r-cocadeia de Cech é uma funcio

fiAX-- XA —Zs, (2.1.3)

(r41) times
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f(io,i1,...,i) € Zsy, onde ig, iy, ...,i. € A sdo tais que U;, NU;; N...NU;, # 0 e f é simétrica
sob uma permutacao P,

f(ip(o),ip(l), .. ,ip(r)) = f(ig,il, .. ,Z'r). (2.1.4)

Seja C"(Un, Zs) o grupo multiplicativo das r-cocadeias de Cech, com a multiicacdo dada
pela composigao. Definimos o operador de cobordo § : C™(Uy, Zy) — C™ Y (Uy, Zs) por

r41
6f(ios - vipr1) = [ flios- v stgseenyivgr), (2.1.5)
=0
onde a varidvel com v é omitida. Note que ¢ é nilpotente
r42 . .
8 fligy .o wviva) = [ Flios-ostyynslhynyingn) =1, (2.1.6)
j,k=0
gk

pois —1 aparece um numero par de vezes nessa multiplicagdo (por exemplo, se tivermos que
foy ooy tjyee oyt ey ipge) = —1, teremos f (o, ..., %, .., 0, ...,0r42) = —1). Assim, se f é
uma r-cocadeia de Cech

Pf=1. (2.1.7)

O grupo dos r-cociclos Z"(Uy, Zs) e o grupo dos r-cobordos B"(Uy,Zs) sdo definidos por

ZT(UA,ZQ) = {f S CT(UA,ZQ);(Sf = 1},
B'(Un,Zs) = {f € C"(Upr,Zy);3f € C""NUy, Zy), f = 6} (2.1.8)

Agora, definimos o r-ésimo grupo de cohomologia de Cech subordinado & cobertura Uy =

{U, : a € A} por
HT(UA,ZQ) = ker é}/[mé},l = ZT(UA,ZQ)/BT<UA7ZQ). (219)

A cohomologia de Cech de M é definida considerando refinamentos das coberturas abertas.
Se Vr é um refinamento de U, existe um mapa induzido nas cohomologias H"(Up,Zs) —
H"(Vr,Zs). As coberturas abertas de M formam um conjunto dirijido sob refinamentos e os
mapas induzidos nas cohomologias nos dao sistemas diretos de de grupos abelianos. Os grupos
de cohomologia de Cech de M com coeficientes em Z, sdo definidos como o limite direto desses
sistemas:

Hr(]\/[, Zz) = livgl Hr(UA,Zg). (2.1.10)
Ua

2.1.2 Classes de Stiefel-Whitney

Seja Upr = {U; : i € T'}, onde (U;, ;)ier é uma cobertura por cartas locais de M, tal que a
interseccao de qualquer nimero de cartas ou é vazia ou um aberto contratil. Chamaremos aqui
essa tal cobertura de cobertura aciclica, para variedades Riemannianas essa cobertura sempre
existe, basta considerar uma cobertura por vizinhangas completamente normais, de forma que
qualquer intersecao de elementos da cobertura sera geodesicamente convexa. O teorema de
Leray ([12] pag.40) nos garante que H"(Ur,Zs) = H"(M,Zs), assim nao precisamos calcular
o limite direto sobre todas as coberturas; quando estamos numa cobertura aciclica ja estamos
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nesse limite. A classe de Stiefel-Whitney w, é uma classe caracteristica que toma valores em
H"(M,Zs).

Seja . — M um fibrado vetorial munido de uma métrica Riemanniana sobre M com
grupo de estrutura O,. Considere t;; : U; N U; — O, as fungoes de transicao do fibrado,
seja {€iatn_y C Pom)(£) um referencial ortonormal sobre U;, temos e;o = t;;€;4, definimos a
1-cocadeia de Cech f(4,j) por

F(i,§) == det(ti;) = 1. (2.1.11)

Note que realmente temos um elemento de C*(M, Zy) pois f(i,5) = f(j,4). Da condigao de
cociclo t;;t ity = Id, temos

5f(l,j, k‘) = det(tij) det(tjk) det(tki) = det(tijtjktki> =1. (2112)

Assim f € Z'(M,Z,) e portanto define um elemento [f] € H'(M,Z,). Note que este
elemento é independente do referencial local escolhido. Seja {€;,} outro referencial em U; tal
que éia = hiem, tal que hz € On. De éia = Eijéjaa temos Ez'j = hztwh;l Se definirmos a
O-cocadeia fy por fo(i) := det h;, teremos

f(Z,j) = det(hztwhzl) = det(hz) det(hj)*l det(t”) =
= det(h;) det(h;) det(t;;) = 6 fo(i, §) £ (i, 5). (2.1.13)

Portanto [f] = [f]. Esse elemento wy(F) := [f] € H'(M,Z,) é chamado a primeira classe de
Stiefel-Whitney de E.

Proposicao 40. Seja E — M ¢é um fibrado vetorial munido de uma métrica Riemanniana
sobre M. E € orientdvel se e somente se wi(E) € trivial.

Demonstragio. Se E é orientavel, o grupo de estrutura pode ser reduzido para SO, e f(i,]) :=
det(t;;) = 1, daqui wy(E) = 1 € Zo.
Reciprocamente, suponha que w;(E) é trivial, teremos H'(M,Z,) > [f] = 1 = [ €
BY(M,Z,), assim
f(i,7) = df1(i,7) = f1(D) 1 (9)- (2.1.14)
Como fy(i) € Zsy, podemos sempre escolher h; € O,, tal que det h; = fo(i) para cada i. Defina
novas fungoes de transicao por ti; := t;;h;h;. Assim

det(t};) = det(tizhih;) = det(ti;) det(h;) det(hy) = f(i,j) f1(4) f1(4) = f(i,5)f (i, 7) = +1.
(2.1.15)
Portanto E é orientavel. O

Essa proposi¢ao nos diz que a primeira classe de Stiefel-Whitney é uma obstucao a orien-
tabilidade. Seja agora entdao F — M um fibrado vetorial orientado munido de uma métrica
Riemanniana sobre M. Para as fungoes de transicao ¢;; € SO, sejam t;; € Spin,, tais que

Mtig) = ti, B = &5 (2.1.16)

onde A : Spin, ,(E) — SO, 4(F) ¢ o mapa de recobrimento 2 : 1, note que podemos escolher
Ati;) = ti; ou A(—1;;) = t;;. Esse levantamento sempre existe localmente, pois estamos com
cobertura aciclica. Note que

Mt jrtei) = tijtjntr = 1d, (2.1.17)
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teremos t;;txt1; € ker A = {£Id}. Parat;; definir um fibrado Pspin, ,(M) sobre M, eles precisam
satisfazer a condicao de cociclo

Defina a 2-cocadeia de Cech f: U; N U; N U, — Zy por

titinti = f(i, J, k)Id. (2.1.19)

Perceba que f é simétrica e fechada (6f = 1), assim f define um elemento wo(M) = [f] €
H?(M,Zs) chamado de segunda classe de Stiefel-Whitney. Com algum trabalho vemos que [f]
independe da escolha do referencial local e da escolha de £;; ou —fij. Note também que podemos

e

. ) e A e
.g» considerando o homomorfismo 2 : 1 Spin,, , = SO, .

fazer essa mesma construgao para SO

Teorema 41. Seja T'M o fibrado tangente sobre uma variedade orientdvel M. FExiste uma
estrutura spin sobre M se e somente se wq(M) € trivial.

Demonstragcdo. Suponha que exista uma estrutura spin sobre M, teremos entao que as fungoes
de transicao fij satisfazem fijfjkfki = Id na intersecao das cartas U; N U; N Uy, e segue portanto
que wy(M) é trivial.

Reciprocamente, suponha que wy(M) é trivial, teremos H%*(M,Zy) > [f] = 1 = f €
B?(M,Zs), tal que

Se escolhermos como novas fungoes de transicao i’;j = 1;;f1(4, j), teremos
de onde vemos que {f;j} define uma estrutura spin sobre M. ]

2.2 Operadores de Dirac e Spinores

Nesta secao seja (M, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensao n. Lembramos
que o fibrado de referenciais ortonormais orientados de M é um SO, -fibrado principal que
normalmente denotamos por Psp,. Podemos construir o fibrado de Clifford como um fibrado
associado de Psp,. De fato, considere a representacio usual A : SO, — GI(R"), como essa
representacao preserva a forma quadratica euclidiana de R", ela se estende para uma acao
sobre Cl,, \: SO, — Autg(Cl,). Assim podemos construir o fibrado associado com fibra C1,,.

Definigao 42. O fibrado de Clifford € o fibrado vetorial, com fibra Cl,, associado a Pso através
da agao natural de X : SO,, — GI(R")

CZ(M, g) = Pson X5 Cln (221)

Podemos olhar para esse fibrado da seguinte maneira: o espaco tangente da variedade
Riemanniana 7,,M em um ponto p € M, possui a métrica g,, podemos assim definir a algebra
de Clifford desta fibra CI(T,M, g,); assim o fibrado de Clifford é o fibrado que sobre o ponto
p € M possui a fibra CI(T,M, g,).
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Podemos considerar a seguinte representagao ¢ : Spin, — Autg.(Cl,) tal que ¢ = Ao\
onde A : Spin,, — SO,, é o mapa de recobrimento duplo. Com isso nao ¢é dificil vermos queE]

CZ(M, g) = PSpinn X Oln (222)

Considere a variedade Riemanniana (M, g). A conexao de Levi-Civita de g pode ser vista
como uma conexao no fibrado principal Pso,, ou seja, uma 1-forma (SO,-equivariante [14]
pp.64) com valores na algebra de Lie de SO,

w:T (PSOH) — 50, (223)

onde T' (Psp, ) é 0 espago tangente de Psp, , 50, é a dlgebra de Lie de SO,,. A derivada covariante
induzida naturalmente por w coincide com a da conexao de Levi-Civita de g

V . T(TM)—T(TM*®TM),

Vekei = Z@ji(ek)ej, (224)
j=1
onde s = (e, -+ ,e,) : U C M — Pgpo, é um referencial local, (w;;) := s*w : TU — so,.

Uma vez que Psp, possui uma conexao, podemos induzir conexoes nos seus fibrados as-
sociados; assim Cl(M,g) possui uma conexdo V' proveniente da conexdo de Levi-Civita de
(M,g). Seja a = [p,c] € I'(Cl(M,g)), uma segao de Cl(M,g), onde p € I'(Pso,),c: M — Cl,
entdo [[11] pp.166]

Via == V¢p, == [p, X(c) + M(w(dp(X)))], X € T(M). (2.2.5)

Note que essa forma coincide com a usual expressao local da derivada covariante V = d + A.

2.2.1 O operador de Dirac

Nesta subsecao vamos seguir as seguintes referéncias classicas [I1], 27]. Seja ¥ — M um
fibrado de C1(M, g)-mbédulo complexo, ou seja, um fibrado vetorial complexo cujas fibras ¥, sdo
moédulos sobre as fibras Cl(M,g),, p € M. Suponha que ¥ tenha uma estrutura hermitiana e

também uma conexdo V* compativel com essa estrutura. Com isso podemos definir o operador
de Dirac

Definicao 43. Com relagio a um referencial ortonormal {e;} de Pso, definimos o operador
D : TI'(X)->TI(E)
Dy = > e Vo, (2.2.6)

7=1

onde - representa a ag¢io de Cl(M,g) em X proveniente da estrutura de modulo.
Com essa definicao podemos definir o operador de Dirac para qualquer fibrado de médulos
Y., Mas como Y é munido de uma estrutura hermitiana, gostariamos que a a¢ao por elementos

de CI(M,g) tenha alguma compatibilidade. Também esperamos que a conexdo V* tenha
compatibilidade com as estruturas de M.

'Em variedades que ndo admitem esrtutura Spin, Cl1(M,g) é definido normalmente pela Eq. 1j
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Definicao 44. Um fibrado hermitiano de modulos com conexdao ¥, é dito um fibrado de
Dirac, se sao satisfeitas as sequintes condigoes:

1. A agao de campos de vetores unitdrios v € TM C CI(M,g) deve ser unitdria, ou seja

<U “P,U @Z’) = <907 W ) (227)
onde ( , ) € a estrutura Riemanniana de ¥, v, € 3.

2. A conexdo V* de ¥ deve se comportar como uma derivacao

V(- ) = (VCIC> cpo+c-Vip. (2.2.8)

Uma maneira natural de construirmos fibrados de Dirac ocorre quando a variedade M possui
uma estrutura Spin. Para uma variedade M com estrutura Spin podemos construir o fibrado
dos spinores propriamente dito

Definigao 45. O fibrado dos spinores de uma variedade Riemanniana orientada (M,g) de
dimensao n, com estrutura Spin Psyy, € o fibrado associado

2 = Psyin, X S (2.2.9)

onde p : Cl, — Endc(S,) € uma representacio irredutivel, e sua restricio a Spin, C Cl,
também € denotada por p.

Essa forma de considerarmos fibrado de médulos é interessantes pois podemos considerar a
seguinte acao que em cada fibra é dada por

Cl(M,g) x ¥ — %,
(Ip; cls [p, sl) = [p,c] - [p, sl = [p, c - s]. (2.2.10)

Como Spin, é compacto, existe um produto hermitiano invariante em S,, de forma que
temos a seguinte

Proposicao 46. Seja X como acima; entdo existe um produto hermitiano (-,-) : ¥ x ¥ — C,
tal que 3 munido com a conexdo induzida pela conexdo de Levi-Civita em Pso, € um fibrado
de Dirac.

Demonstrag¢io. Confira [I1] pp.24. O

Dada uma estrutura hermitiana (-,-) em ¥ podemos definir uma estrutura Riemanniana

(«,9) := Re(-,-).

2.2.2 Estrutura Spin®

Seja E — M um fibrado vetorial sobre a variedade riemaniana (M,g) e seja Pso, (E) o
fibrado de referenciais de E. Pelo Teorema |39 vemos que as estruturas Spin sao classificadas
como recobrimentos duplos de Pse, (F) nao triviais na fibra. Para o caso de variedades quase-
complexas, a estrutura natural, como veremos adiante, é a estrutura Spin(c, que também sera
classificada por um recobrimento duplo.

Seguindo como modelo a Defini¢do [38] fagamos primeiramente a seguinte
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Definigdo 47. Uma estrutura Spin® em E — M ¢é um fibrado SpinS-principal Popinc (E),
juntamente com um mapa A° : Pspinc (E) — Pso, (E) tal que o diagrama abairo seja comutativo

Spin€ —2" 450, (2.2.11)

C
Pspinc (E) —A s Pgo, (E)

S

Dizemos que uma variedade Riemanniana possui estrutura Spin® se £ = TM.
Considere uma cobertura {U,, a € A} de M, com as fungoes de transigao do fibrado Pso, (E)
dadas por
9ap Uag — SOn (2.2.12)

Também existem obstrucdes para a existéncia da estrutura Spin®, no entanto elas sdo menos

" . . ; 1
restritivas do que no caso da estrutura Spin. Como SpinS = %, um levantamento

Jop : Uap — Spiny; (2.2.13)
é equivalente a dois levantamentos

h,ag : Uag—>sz'nn,
Zap 1 Usg — S*, (2.2.14)

onde A(hag) = gop. Aqui a condigao de cociclo é expressa como
(haﬁhﬁ7h7a7 Zaﬁzﬁ’yzfya) S {(_1’ _1)’ (1’ 1)} (2'2'15)

Defina A\op = zgﬂ e note é imediato ver que se a condi¢oes de cociclo Eq. sao
satisfeitas, entdo \,p satisfaz as condigdes de cociclo A\agAg A = 1, definindo assim um S*-
fibrado principal Pgi1(E) sobre M, e equivalentemente um fibrado de linha complexo L.

Com isso temos o seguinte recobrimento de duas folhas como queriamos

pC:)\CXlC

S0, x ! (2.2.16)

SpinC
/'
Lo
S

C
Psyinc (E) —— Pso, (E) x5 Pe1(E)

NM/

Usando a inclusdo i : Spin, — Spins vemos que cada estrutura Spin, denotada por Psy,, ,
induz uma estrutura Spin® dada por Pspinc = Pspin, Xic S pinC.
Pode-se mostrar ([I1] pp.49) que a condicdo para a existéncia da estrutura Spin® é
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Proposicao 48. Uma fibrado vetorial E — M possui uma estrutura Spin® se existe uma
fibrado de linha complexo L tal que

(L) = wy(E) mod2, (2.2.17)
onde c'(L) é a primeira classe de Chern do fibrado L.

Note que a hipétese da variedade admitir uma estrutura Spin® é muito menos restritiva do
que admitir uma estrutura Spin. Conforme veremos, toda variedade quase complexa admite
uma estrutura Spin®, mas o mesmo nao é valido para estrutura Spin (por exemplo todo CP"
com n par nao admite estrutura Spin). Outro exemplo disto é que toda 4-variedade orientada
admite uma estrutura Spin® ([25] pp.25), o que claramente nio ¢ verdade para estrutura Spin.

Lembrando da inclusdo Spint C Cl,, ® C = Cl,, suponha que uma variedade Riemanniana
possua uma estrutura Spins denotada por Pspinc. Podemos definir

Defini¢ao 49. O fibrado de spinores complexos de uma variedade Riemanniana (M,g) é
o fibrado associado

Yic = Pspinc X Sn, (2.2.18)
onde p : Cl,, — Endc(S,) é uma representacio irredutivel, e sua restricio a Spins C Cl,
também é denotada por p.

Para definirmos uma conexdao em Pg,;,c, nao basta apenas considerarmos a conexao de
Levi-Civita em M. Além da conexao de Levi-Civita de M precisamos fixar uma conexao

A:TPgi — iR (2.2.19)

no fibrado S'-principal Pg: da estrutura Spin®. Dessa maneira a conexdo induzida no fibrado
dos spinores complexos Y¢ depende de uma conexao arbitraria A.

Fixe em Pgp, a conexdo de Levi-Civita w : T'Psp, — s0(n) e uma conexao A : T'Ps1 — iR.
Devido ao recobrimento .

Psyinc ~— Pso, X Ps1, (2.2.20)
temos um isomorfismo dA® =: T Pspinc — T'Pso,, & TPs1. Dada a aplicagao p® . Spint —
SO, x S* temos o seguinte isomorfismo entre as algebras de Lie p€ : spin®(n) — so(n) @ iR.
Daqui definimos a 1-forma de conexéo w® em Pgpinc como o levantamento de (w @ iA) para
spin©(n), i.e.,

w® 1 TPsyue — spin©(n) = spin(n) & iR,
pFow’ = (w@id) € so(n) ®iR (2.2.21)
Fixe uma segdo local P¢ : U C M — Psinc, Ao P = (p,1), p = (e1, - ,e,). Dado

Q= [PC, [90]} € I'(3¢) teremos que a expressao da derivada covariante V¢ induzida por w®

Ve = VR [POIe] = [PC X (el 4 pu (w5(aPE0)) ) [

_ {PC, X (] + peo (57! (W (dp(X)) @ iA(dl(X))) M}

PE X[g] + 3 Y wy(X)eese] + ;mxwl , (2.2.22)

1<j
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onde (wij(X)) = w(dp(X)) € so(n), iAY(X) == i Al (dl(X)) € iR. Aqui usamos que

pS o spin(n) @ iR —so(n) @ iR,
PE(w,A) = (N(eie),id) = 2B Ej, 2iA). (2.2.23)

Com isso segue

Proposicao 50. Temos que X¢c, com a conexao induzida a partir da conexdo de Levi-Civita de
M e de A em Psi, € um fibrado de Dirac para qualquer escolha de conexdo A.

O calcula da curvatura B¢ de V¢ simplifica-se considerdvelmente com a seguinte expressao

obtida diretamente da Eq.(2.2.22))

R™(X,¥)p = 5 S (R(X, V)ew, o5} ey - o + 5ildA)(X,Y) -, (2.2.24)

i<j

onde (, ) =g(, ) éamétricaem M e R é curvatura da conexao de Levi-Civita de (M, g).

2.2.3 Estrutura Spin® de variedades quase-complexas

A classe das variedades quase-complexas é uma classe bastante importante de variedades
que admitem naturalmente uma estrutura Spin®. Lembramos que uma variedade M é dita
quase-complexa se existe um endomorfismo J : TM — TM, tal que J?> = —Id. Note que toda
variedade quase complexa deve ter dimensao par 2n.

Toda variedade quase-complexa possui uma estrutura Spin® canéninca. Para vermos isso
identifique C™ com R?" e note que existe um morfismo natural das matrizes unitrias U(n) em
SO(2n)

i:U(n) — SO(2n). (2.2.25)

Além disso, existe um morfismo canonico
F:U(n) — SpinS, (2.2.26)

que é o levantamento do homomorfismo U(n) — SO(2n) x S* dado por g — (i(g),det g). Assim
teremos o seguinte diagrama comutativo

Spint (2.2.27)
e
U(n) —2% SO(2n) x S!

No caso de uma variedade quase-complexa M, o fibrado T'M é definido através de fungoes
de transi¢do que tomam valores em U(n)

Gop : Uap — U(n), (2.2.28)
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onde {U,,a € A} é uma cobertura de M. Podemos assim considerar as seguintes fungoes de
transicao

F(gaﬁ) : Uaﬁ — sz'ng,
F(gap) = [Pap: 2ap)s Pap € Sping, zas € S*. (2.2.29)

Como g, satisfaz a condigao de cociclo gaggsrgra =1 € U(n) é imediato que

F(9as) F(93,)F(9ra) = 1 € Spiny. (2.2.30)

Considerando a complexificacdo do fibrado tangente de M, T°M := Te M ® C, podemos
olhar para os auto espacos da estrutura quase complexa J. Denotando T}, o auto-fibrado
associado ao auto-valor i e por T o auto-fibrado associado ao auto-valor —i e T T%! seus
respectivos duais [27].

Pela comutatividade do diagrama [2.2.27| devemos ter (£o(hag), 253) = (gap,det gag), de
forma que o fibrado de linha associado a essa estrutura SpinS é exatamente o fibrado anti-
canénico de M, k! = dete TM™° = Ao M =~ A0 M.

Para variedades quase-complexas, que como vimos acima possuem estrutura Spin® natural,
podemos dar uma descri¢ao explicita do fibrado de spinores complexos.

Seja M uma variedade quase complexa de dimensao 2n.

A acdo de Cl, em A\*C"™ dada pela Eq. ¢ independente de coordenadas, produzindo
assim uma acdo no fibrado vetorial A* T®M com fibra A* C" transformando-o em um fibrado
de Dirac. Da irredutibilidade da representagao p : Cl,, — Endc (A\* C") segue que o fibrado

Sc = Poping X, [\ C", (2.2.31)

é tal que
Se~ N TM ~ N 100 = A" M. (2.2.32)

Essa caracterizagdo é interessante pois temos uma descri¢ao explicita da agao de Cl(T M) ®
C = Cly,. Se {¢, Jej};?zl ¢ uma base para T'M, podemos considerar a base de "M ® C para
os auto-espacos da extansao C-linear de J

é-i

{12 (ej —i—iJej) iy

i 1 J_ i Jed )
¢ = {ﬁ(e —iJel )}y, (2.2.33)

Em termos desta base a a¢ao de Cly, assume uma forma bastante simples. Se ¢ € I'(X¢)
temos

éii Pt = _\/?fiJ%
E.0 1 =2 N (2.2.34)

No caso de uma variedade Riemanniana (M, g) com estrutura Spin possuir também uma
estrutura quase-complexa, podemos considerar também a estrutura Spin® associada. Dessa
forma o fibrado dos spinores Y e o fibrado dos spinores complexos ¢ estdo conectados pela
seguinte
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Proposicao 51. Seja M uma variedade Riemanniana com estrutura Spin e estrutura Spin®
proveniente de uma estrutura quase-complexa e considere o fibrado dos spinores ¥ e o fibrado
dos spinores complexos Yc. Entao vale a sequinte relagdao

Se =Y @k, (2.2.35)
onde ky; denota o fibrado canénico de M.

Demonstragio. Confira [19] pp.396. O
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Capitulo 3

Uma Breve Revisao da Literatura
Classica

No que segue, apresentaremos as principais contribuicoes que serviram de embasamento
tedrico para esse trabalho. As demonstragoes nao serao apresentadas por razoes de espaco.

3.1 O teorema fundamental de subvariedades

Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional isometricamente imersa em R"*™  com
fibrado normal N m-dimensional, seja B : TTM x T M — N a segunda forma fundamental dessa
imersao, denote por A: N x TM — TM a forma bilinear definida por:

(AN, X),Y),, =(B(X,Y),N)y. (3.1.1)

Sejam R e RY, respectivamente, os tensores de curvatura das conexdes métricas V em T'M
e VY em N. Sabemos entao ([8] pp.134) que as seguintes equagoes sdo satisfeitas:

1. Equacao de Gauss:

<R(X7Y)Z7W>M = <B(X7W)7B<KZ>>N_<B<X7Z)7B(Y7W)>N
= (ABY,Z2),X),W),, —(AB(X,2),Y),W),,. (3.1.2)

2. Equagao de Codazzi:
(VxB)(Y.Z) = (VyB)(X, Z). (3.1.3)

3. Equagao de Ricci:

(R¥(X,Y)N,Q) = (B(X,A(N,Y)),Q)y — (B, AN, X)), Q)y.  (3.14)

Um teorema de fundamental importancia nesse trabalho ¢ o reciproco do resultado acima,

que estabelece condigoes suficientes para existéncia de uma imersao isométrica local de M em
R7tm:
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Teorema 52. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional e N um fibrado vetorial m-
dimensional com métricas Riemannianas e com conexoes compativeis. Seja B : TM x TM —
N bilinear, simétrica e A dada pela Eq.. Entao se as equagoes de Gauss, Codazzi e
Ricci (3.1.2)3.1.3)5.1.4)) sdo satisfeitas, existe uma imersdao isométrica local f : U C M —
R™™ de forma que podemos identificar o fibrado normal dessa imersao com o fibrado N e a
métrica induzida no fibrado normal coincide com a métrica original em N. A sequnda forma
fundamental e conexdo induzidas pela imersao coincidem com as conexoes originais em T M
e N. Além disso, essa imersao € unica a menos de movimento rigido. No caso de M ser
simplesmente conexa essa itmersao é global.

Demonstra¢io. Uma demonstragao pode ser encontrada em [33] pp.26. O

3.2 Os trabalhos de Friedrich e Morel

A féormula de Weierstrass descreve uma imersao conforme minimal de uma superficie Rie-
manniana M? no espaco euclidiano 3-dimensional R3. Ela expressa a imersao em termos de
uma 1-forma g holomorfa e de uma fun¢ao meromorfa g (de forma que g*u seja holomorfa)
como a integral:

f=Re (/(1—g2,i(1+92),29)u> : M? — R, (3.2.1)

Por outro lado considere o fibrado dos spinores complexos ¢ sobre M?2. Se M admitir
uma estrutura quase-complexa, esse fibrado vetorial 2-dimensional sobre C, conforme vimos na

Eq.(2.2.32), decompoem-se em
Se=SteSc=A"Mao N M (3.2.2)

de forma que o par (g, ) pode ser considerado com um campo spinorial ¢ na superficie Ri-
emanniana. Em [10], Friedrich relembra que as equagoes de Cauchy-Riemann para g e u sao
equivalentes a equacao de Dirac homogénea

D(p) =0, (3.2.3)

assim imersoes minimas estao intimamente relacionadas com solugoes da equacao de Dirac
Eq..

Uma descricao similar para uma superficie orientével arbitraria M? < R? é possivel. Essa
representacao de uma superficie M? em R? por um campo spinorial ¢ de M? satisfazendo a
seguinte equagao de Dirac nao-homogénea

D(p) = He, (3.2.4)

envolvendo a curvatura média H de M? é encontrada em alguns artigos (e.g. [20, 130, 31 132]),
onde, os autores descrevem a relagao entre superficies em R? e solugdo da Eq.(3.2.4)) em termos
locais.

Em 1998 Thomas Friedrich [10] apresentou a representaciao de superficies em R? menci-
onada acima com solugdes da equagao D(¢) = Hp de uma forma geometricamente invariante.
Sua ideia foi considerar uma imersao M? — R? de uma superficie M? orientada e fixar
um spinor paralelo ® em R®. Por restricdo, uma estrutura Spin em R? induz canonicamente
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uma estrutura Spin em M?. A restricio ¢ = ®|,,» de ® para a superficie é (com respeito a
geometria intrinseca de M?) um campo spinorial nao trivial em M?. Apds considerar a seguinte
formula de Gauss spinorial

VE® = VM o — (VxN)ees - o, (3.2.5)

que relaciona a conexao spinorial V& de R? com a V¥ de M2, onde X € TM? N é o
vetor normal & M? e Vx N o mapa de Weiengarten da imersao, o autor entdo, considerando ®
paralelo, define um campo spinorial especifico ¢* := p* —ip™ € A®? M2 P A M2, que devido
a Eq. tem norma constante e é solucao da equacao de Dirac nao homogénea

D(¢") = Hy". (3.2.6)

Por outro lado, dada uma solucao ¢ da Eq.(3.2.4) com norma constante existe um endo-
morfismo simétrico E : T(M?) — T(M?) tal que o campo spinorial satisfaz uma “equagao do

tipo twistor”
VY ¢ =E(X) -, (3.2.7)

2, ~ . . .
onde VM” ¢ a conexdo induzida no fibrado dos spinores de M?.
Friedrich mostra que uma solugao da Eq.(3.2.7]) é equivalente as equacoes de Gauss e Codazzi
das imersoes isométricas. Como consequéncia, a solugdo ¢ da equagao de Dirac

D(p) = Heyp, |p| = const >0 (3.2.8)

produz, devido ao teorema , uma imersao isométrica de M? em R3.
O resultado principal demonstrado por Friedrich em seu artigo é

Teorema 53. Seja (M?, g) uma variedade Riemanniana 2-dimensional orientada e H : M? —
R uma aplicacao suave. Entao sio equivalentes as sequintes afirmagcoes:

(a) Eziste uma imersio isométrica (M?,g) — R* do recobrimento universal de M? (M?) em
R3 com curvatura média H.

(b) Eziste uma solugio ¢, de norma constante |p| =1, da equagao de Dirac Dy = Hep.

(c) Existe um par (¢, E) consistindo de um endomorfismo simé trico E tal que tr(E) = —H e
um campo spinorial @ tal que Vé‘(ﬂ(p = FE(X) .

Guiados pelo trabalho de Friedrich, alguns autores provaram resultados similares que serao
apresentados a seguir.

Em 2004 B. Morel [24] generalizou a caracterizacao spinorial de imersoes isométricas
dada por Friedrich para superficies em S* e H?. Seu argumento consiste em considerar uma
variedade Riemanniana 3-dimensional N3 orientada e com uma estrutura Spin fixa. O autor
admite ainda uma imersao M? < N? de uma variedade 2-dimensional M? orientada, de forma
que M? tem uma estruturas Riemanniana e Spin induzidas de N3. Assuma que N® tenha um
campo spinoral ¢ nao trivial de Killing, isto ¢é

VV'® =nX - &, (3.2.9)
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onde X € TN3 e n é uma constante real ou complexa. Morel considerou os seguintes espacos

modelo com suas respectivas métricas padrdoes: R? com n = 0, S® com n = %, e H? com n = 3

o caso n = 0 foi o tratado por Friedrich. A restricdo de campos spinoriais de Killing ® em N3
com constante 1 para M? produz um campo ¢ que satisfaz a seguinte equacao de Dirac

Dy = Hp — 2ingp, (3.2.10)

onde p =t + ¢~ e N OM2B N M2 e g =pT — .

Por outro lado, Morel mostrou que dada uma solugao ¢ da Eq. com norma constante
existe um endomorfismo simétrico E : T(M?) — T(M?) tal que o campo spinorial satisfaz uma
equacao que ele chama de “tipo killing restrita”

VMo = B(X)-p—inX -, (3.2.11)

onde VM’ ¢ a conexdo no fibrado spinorial de M?2.
Morel também mostra que uma solucao da Eq.(3.2.11)) é equivalente as equacgoes de Gauss
e Codazzi das imersoes isométricas. Como consequéncia, a solugdo ¢ da equagao de Dirac

D(p) = Dy = Hyp —2ing,, |p| = const >0 (3.2.12)
produz, devido ao teorema , uma imersao isométrica de M? em S* ou H® nos casos de n = %
oun= % respectivamente.

Os resultados principais de seu artigo sao

Teorema 54. Seja (M?,g) uma variedade 2-dimensional orientada, ¢ H : M* — R, uma
fungdo suave. Entdo as sequintes afirmativas sao equivalentes:

1. Existe uma imersao isométrica (M?,g) — S* do recobrimento universal de M? na esfera
3 -dimensional S* com curvatura média H.

2. Existe uma solugdo ¢ da equagao de Dirac
Dy =Hyp—ip, (3.2.13)
com norma constante.

3. Eziste um par (¢, E) consistindo de um endomorfismo simétrico E tal que tr(E) = —H
e um campo spinorial ¢ satisfazendo a sequinte equacao

VMo~ B(X) - %X@:o. (3.2.14)

Teorema 55. Seja (M?, g) uma variedade 2-dimensional orientada, e H : M* — R, uma
funcdo suave. Entdao os sequintes sao equivalentes:

1. Existe uma imersao isométrica (M?,g) — H? do recobrimento universal de M* no espago
hiperb élico 3-dimensional H? com curvatura média H.

2. Existe uma solugdo nunca nula ¢ da equacao de Dirac
Dy = Hp+ p, (3.2.15)

satisfazendo
X gl = —Re(X - 5,0y, X e I(TM). (3.2.16)
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3. Eziste um par (¢, E) consistindo de um endomorfismo simétrico E tal que tr(E) = —H
e um campo spinorial ¢ satisfazendo a sequinte equacao

1
VMG — B(X)- o+ 5 X @ =0. (3.2.17)
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Capitulo 4

Literatura Recente

Em 2008 Marie-Amelie Lawn [16] mostrou como uma dada superficie lorentziana (M?, g)
pode ser imersa em R3 com uma métrica de assinatura (2,1), que denotaremos por R*!.

A ideia apresentada por Lawn é analoga a de Friedrich, ou seja, considera-se uma imersao
M? — R*! ®; um campo spinorial paralelo em R*! e ¢y := @], ,» sua restrigdo a M?. Também
mostra que essa restricao satisfaz a seguinte equacao

VY 61 = E(X) - o1, (4.0.1)
onde F é o mapa de Weiengarten da imersao. Além disso, considera-se o campo spinorial
¢o = N -¢1 (N é o vetor normal & superficie) mostrando que é uma solu¢ao da seguinte equagao

VM 6y = —E(X) - ¢o. (4.0.2)

Solugdes das Equagoes (4.0.1]) e (4.0.2)) sdo também equivalentes as equagoes de Gauss e Co-
dazzi, de forma que o resultado principal demonstrado em seu artigo é

Teorema 56. Seja (M?,g) uma variedade Riemanniana 2-dimensional de assinatura (1,1)
orientada, orientada no tempo e H : M? — R uma aplicacdo suave. Entdo sio equivalentes as
sequintes afirma ¢oes:

1. Eziste uma imersao isométrica tipo espago (Mz,g) — R? do recobrimento universal de
M? (M?) em R*! com curvatura média H e sequnda forma fundamental E.

2. ¢1 e ¢ sao solugoes nao nulas e nao isotropicas das equagoes de Dirac acopladas Doy =

H¢1 e qug = —H¢2, com <¢1,¢2> =1.
3. @1 € ¢o sao solucoes nao nulas e nao isotropicas das equagoes
V¥ = E(X)-¢1, VA ¢y =—E(X)- ¢, (4.0.3)
onde (¢p1,p2) =1 e E: TM? — TM? é um endomorfismo g-simétrico tal que %tT(E) =H.
Em 2010 Lawn e Roth [I7] deram uma caracterizagdo de hipersuperficies imersas em

formas espaciais M4(/§)E] 4-dimensionais e espagos produto M?(k) x R em termos da existén-
cia de um campo spinorial particular. Aqui M"(x) denota a forma espacial n-dimensional

L Aqui utilizaremos “formas espaciais” como a tradugdo de “space forms” em conformidade com o livro [§].
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simplesmente conectada de curvatura seccional x e

M"*(k) = S™(k), quando k>0
M"™(k) = R™, quando k =0 (4.0.4)
M™(x) = H"(k), quando k < 0.

Assim como nos casos anteriores, os autores consideram uma hipersuperficie M3 imersa
em M*(k) (ou M3(k) x R) e tomam um campo spinoral nao trivial de Killing em M*(x) (ou
M3 (k) x R) que quando restrito & M? produz dois campos spinoriais ¢; e o = N - (N vetor
normal & imersdo) que, em cada caso, satisfazem as Equacoes de Dirac e de Killing generalizadas
apropriadas.

Reciprocamente, supondo que existam tais campos spinoriais ¢1 e @o que sao solugoes
dessas solugoes de Equacoes de Dirac e de Killing generalizadas, com condi¢bes apropriadas
(que vamos apresentar nos teoremas abaixo) na norma dos spinores, teremos que as Equagoes
de Gauss, Ricci e Codazzi apropriadas a cada caso serdo validas, de forma que os resultados
principais do artigo sdo os teoremas que seguem:

Teorema 57. Seja (M3, g) uma variedade spin 3-dimensional, H : M3 — R uma fungio suave,
E um endomorfismo simétrico de TM. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes

1. Os campos spinoriais p;,j = 1,2 sao solugoes nao nulas das equagoes de Dirac:

3
DgOl = <2H + 377) @1,

3
Dyy = — <2H + 377) P2, (4.0.5)
onde
|g0j]2 = constante, seneR,
Xlgil* = 2Re(nX -, ¢;), sen€iR. (4.0.6)

2. Os campos spinoriais pj,j = 1,2 sdao solugoes nao nulas das equagoes de Killing genera-

lizadas
1
V)Aglﬁpl = —§E(X) 1 —nX -,
1
Vips = §E(X) “p2 + X - 2, (4.0.7)

1 —
com tr(E) = —H.
Além disso essas duas afirmagcoes implicam na afirmagdo
3. Erxiste uma imersdo isométrica, do recobrimento universal de M3, F : M?® — M*(k) na

forma espacial 4-dimensional de curvatura k = 4n* com curvatura média H e tensor de
Weiengarten E.
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Teorema 58. Seja (M3, g) uma variedade Spin 3-dimensional, f, H : M — R duas fungoes
suaves, suponha que existam T um campo vetorial em M e E um endomorfismo simétrico de
TM, tais que

TP+ =1,
VxT = —[E(X),
df(X) = (B(X),T). (4.0.8)

Entao os sequintes sao equivalentes

1. Os campos spinoriais @;,] = 1,2 sao solugoes nao nulas das equacoes de Dirac generali-

zadas:
3
Dy = <2H— 277T—3nf) "1,
3

Dy, = <—2H — 2T + 3nf) * pa, (4.0.9)

onde
|30j|2 = constante, sen €R,
X|p;? = 2Re(iX -T-g;+ifX -0;,0,), senecik. (4.0.10)

2. Os campos spinoriais pj,j = 1,2 sdao solugoes nao nulas das equagoes de Killing genera-
lizadas

1
V¥ = SEX) o1 40X T o1 +0f X -1+ (X, T) - 1,

1
VX¢r = —5EX) @2 +nX -T-go=nfX o +0(X,T) -2, (40.11)

com 3tr(E) = —H.

FEssas duas afirmagoes implicam em

3. Eziste uma imersdio isométrica do recobrimento universal de M?, F : M?® — M?(k) x R,
com k = 4n?, de curvatura média H e tensor de Weiengarten E relativo a normal v e

0
prie dF(T) + fv, (4.0.12)
% ¢ o vetor tangente relativo componente R de M3(k) x R.

Em 2011, novamente Lawn e Roth [I§] deram uma caracterizagdo de superficies de as-
sinatura arbitraria isometricamente imersas em formas espaciais 3-dimensionais, generalizando
assim o trabalho [I6] sobre superficies lorentzianas tipo-espago imersas em R*! para outras
formas espaciais. Consequentemente, foi obtida uma descrigdo spinorial completa para esta
classe de imersoes Riemannianas e pseudo-Riemannianas. Aqui (M??, g) é uma superficie Ri-
emanniana ou pseudo Riemanniana de assinatura (p,q) e ¢ um campo spinorial em MP4. E
introduzido o parametro ¢ da seguinte forma:

€ =1, sea imersdo é tipo-tempo
{ POTHEIP (4.0.13)

e =1, se a imersao é tipo-espaco.
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v é o vetor unitario normal a superficie, n € R ou iR. Diz-se que ¢ satisfaz as hipéteses de
norma Ny (p, q,n,¢€) se é valido

1. Parap=2,q=0o0up=0,q=2:

See = 1, entdo X |¢> = £2Re (inX - 5, ).

See = 1, entdo X (p,p) = £2Re (inX - p, p) . (4.0.14)
2. Parap=1eq=1: ¢ é nao isotrépico.
Uma vez fixadas essas notagoes, o resultado principal apresentado em [I8] é o seguinte

Teorema 59. Seja (MP1, g), com p+q = 2, uma superficie Riemanniana ou pseudo-Riemanniana
orientada e orientada no tempo. Seja H : MP? — R uma fungdo suave. Assim as sequintes
afirmagoes sao equivalentes

1. Existem dois campos spinoriais nunca nulos @1 e py satisfazendo as hipoteses de norma
Ny (p,q,m,¢) e N_(p,q,m,¢€), respectivamente, e

Dy, = 2eHe + 2inpy,
Dys = —2eHyps — 2inps. (4.0.15)

2. Existem dois campos spinoriais nunca nulos ©1 e py satisfazendo

£

€ .
VXer = +5EX) g2 tinX -, (4.0.16)
onde E é um endomorfismo g-simétrico e 3tr(E) = —H.

3. Eziste uma imersao isométrica local F : MP97 — MPTL9(4n?) se ¢ = 1 (respectivamente
F: MP9 — MPI(4n?) se e = i) com curvatura média H e tensor de Weiengarten E.

Note que nesse resultado, dois campos spinoriais sao necessarios para termos uma imersao
isométrica. Entretanto, para o caso de superficies Riemannianas em formas espaciais Rieman-
nianas ([10],]24]) apenas uma das solugoes das duas equagdes é suficiente. Este também é o
caso de superficies de assinatura (0,2) em formas espaciais de assinatura (0, 3).

Em 2013 Pierre Bayard, Lawn e Roth [4] apresentaram uma representagao spinorial de
superficies em formas espaciais 4-dimensionais. Para o espaco euclidiano eles obtiveram uma
formula que generaliza a formula de representacao de Weierstrass de superficies minimas.

Nesse trabalho os autores consideram (M?, g) uma superficie Riemanniana orientada iso-
metricamente imersa numa forma espacial 4-dimensional M*(k), denotam por E seu fibrado
normal e por B : TM x TM — E sua segunda forma fundamental. E um fato bem conhecido
[2] que existe uma identificagao do fibrado dos spinores de M*(k) restrito & M? e o fibrado dos
spinores de M? torcido pelo fibrado dos spinores de E

SM'(x)| , =EM’®XE. (4.0.17)
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Entretanto, tem-se a seguinte formula de Gauss spinorial

Vo = Vi Z e; - B(X,ej) - o, (4.0.18)

2,50
onde VEM' ¢ a conexdo spinorial em YM* e V= ¢ a conexdo spinorial em ¥ definida como
V> = VM @ Idgp + Idspe @ VP (4.0.19)
Assim se ¢ ¢ um campo spinorial de Killing em M*(x)
VM o =nX - o, (4.0.20)

onde a constante de Killing n é 0 para o espaco euclidiano, % para a esfera, % para o espaco
hiperbélico, teremos que a restricdo de ¢ a M? satisfaz

VM= = Z e;-B(X,e)X -0 +nX -, (4.0.21)
] 1,2

da qual, se tirarmos o trago, conseguimos a seguinte equacao de Dirac
Do =H-o—2ne, (4.0.22)

aqui H = 5 j—12 B(ej, ej) ¢ o vetor curvatura média.

Reciprocamente, os autores consideram (M?, g) uma superficie Riemanniana orientada com
uma dada estrutura Spin, E um fibrado vetorial orientado e Spin de posto 2 em M? e consi-
deram o seguinte fibrado spinorial

Y=YXMRQXE. (4.0.23)

Se H é uma secao de E e n € RU 1R os autores mostram que as equagoes

VEMQ = —7263 (X, e))X -o+nX o,

]12

Dy = H-p—2no, (4.0.24)

implicam nas equacoes de Gauss, Ricci e Codazzi para M? e E. Demonstrando assim o seguinte
teorema:

Teorema 60. Sejam (M?,g) uma superficie Riemanniana orientada com uma dada estrutura
Spin e E um fibrado vetorial orientado e Spin de posto 2 em M?. Sejam o fibrado spinorial
Y =YXM®XFE e D seu operador de Dirac. Sejam n € R oun € iR uma constante e H ¢ uma
secdo de E. Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. Existe um campo spinorial p = o™ + ¢~ € T'(X) = (X" @ X7) solugio da equagio de
Dirac .
Do =H-p—2np, (4.0.25)

tal que pt € T(XT) e ¢~ € T'(X7) nunca se anulam e satisfazem

X ‘g0+‘2 = 2Re <77X S, g0+> e X ‘goff = 2Re <7]X : g0+,<p*>. (4.0.26)
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2. Eziste um campo spinorial ¢ € T'(X) solugao de

VM = = Z e;- B(X,e)X -o+nX -, (4.0.27)

] 1,2
onde B : TM?* x TM? — E € bilinear, tr(B) = H e ot e o nunca se anulam.

3. Erxiste uma imersao local de (M?,g) em M*(k), k = 4n*, com fibrado normal E, sequnda
forma fundamental B e curvatura média H.

Também em 2013, Bayard [5], publicou um resultado provando que uma imersao iso-
métrica de uma superficie Riemanniana M, simplesmente conexa, no espaco de Minkowski
4-dimensional R'3, com um dado fibrado normal E e com vetor curvatura média H € I'(E) é
equivalente A existéncia de um campo spinorial normalizado ¢ € I'(XM ® YE) que é solucio
da equacao de Dirac Dy = H- © na superficie.

Teorema 61. Seja (M?,g) uma superficie Riemanniana orientada, E um fibrado vetorial lo-
rentziano orientado e orientado no tempo de posto 2 em M?, com respectivas estruturas Spin.
Seja o fibrado spinorial ¥ = XM? @ ©F e H uma secdo de E Entao as sequintes afirmagoes
sao equivalentes

1. Eziste um campo spinorial ¢ € T'(X), com ({¢,)) = 1 solugdo da equagio de Dirac
Do =H- . (4.0.28)
2. Eziste um campo spinorial ¢ € T'(X) solugao de

Vi = —= Z e;- B(X,¢;) -, (4.0.29)

j12

—

onde B : TM?* x TM? — E € bilinear, 1tr(B) = H.

3. Eziste uma imersao isométrica local, tipo espago, de (M?,g) em R, com fibrado normal
E, sequnda forma fundamental B e curvatura média H. Se M? é simplesmente coneza,
a imersdo isométrica é definida globalmente em M?2.

Uma ideia interessante apresentada no trabalho de Bayard foi considerar uma forma bilinear
especifica
(L) ExEL > HeC=H, (4.0.30)

com a qual define-se uma 1-forma H%valorada ¢ dada por
E(X) = ((X - p,)) € HT, (4.0.31)

onde ¢ é solucao de (4.0.28). O interessante dessa 1-forma é a propriedade dada conforme a
proposicao a seguir

Proposicao 62. Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:
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1. Al-forma & € QY(M? HE) toma valores em RY? ~ {izgl+x [+xo] +a3K, (20, 71, To, 73) €
R*} C HE.

2. A 1-forma £ € QY(M?* RY3) ¢ fechada, ou seja, d§ = 0.

Assuma que M? é simplesmente conexa, entdo existe uma funcao F : M? — R'3 tal que
dF = £. Bayard demonstra o seguinte teorema

Proposicao 63. Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:
Teorema 64. 1. A aplicagio F = (Fy, Fy, Fy, F3) : M? — RY ¢ uma imersdo isométrica.
2. A aplicagio

Oy : E— M?x R
X € En— (F(m),&(X)) (4.0.32)

¢ uma isometria entre E e o fibrado normal N(F(M?)) de F(M) em RY3, preservando
conexdo e sequnda forma fundamental.

Ou seja, & é uma generalizacao da representacio de Weierstrass para imersoes em RY3.

Recentemente, no ano de 2016, Bayard, Lawn e Roth [0] estudaram a representacao
spinorial de subvariedades de qualquer dimensao e qualquer codimensao em formas espaciais
Riemannianas em termos da existéncia de spinores de Killing generalizados.

A ideia dos autores nesse artigo, que inspirou nosso trabalho, consiste em considerar a
representacao regular a esquerda de Cl,,

p:Cl, — Endg(Cl,)
a — & al (4.0.33)

cuja restrigdo ao grupo Spin,, p| Spiny, © Cln = Autr(Cl,), é a representagao por eles utilizada.

Tal representacao nao é a adjunta do grupo Spin na algebra de Clifford, mas sim a dada pela
multiplicacdo a esquerda. Dess forma, os autores ndo estao tomando, como usual, a restricao de
uma representacao irredutivel da algebra de Clifford para o grupo Spin, mas sim uma restricao
de uma representacao cujo modulo é a algebra inteira.

Se p + ¢ = n, tem-se o seguinte mapa natura]ﬂi : Spin(p) x Spin(q) < Spin(n) associado
a decomposicio R" = R? @ R? e o correspondente isomorfismo de dlgebras Cl,&Cl, = Cl,,
onde @ é o produto tensorial Zy-graduado, permitindo assim restringir p : Spin(p) x Spin(q) —

2Se considerarmos {e1,--- ,e,} uma base ortonormal de R?, {fi,---, f,} uma base ortonormal de RY e
{e1, - ,ep, f1,+++ , fq} base ortonormal de RP*4, podemos entender i : Spin(p) x Spin(q) < Spin(n) como a
concatentacao dada pelo produto de Clifford de elementos de Spin(p) e Spin(q) em Spin(n).

i(eﬁ "'ei2k7fj1 "'fjm) = €4y "'eizkfjl "'szz,'
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Seja M uma variedade Riemanniana p-dimensional, £ — M um fibrado vetorial sobre R de
posto g com métrica e conexao compativel. Supoe-se que T'M e E sdo orientados e Spin, com
estruturas Spin dadas por

Pspmp(TM) — PSOP<TM> e ngmq(E) — Psoq (E), (4034)

onde Pso,(T'M) e Pso,(E) sao os fibrados dos referenciais orientados positivamente de TM e
E. E considerado entdo o seguinte fibrado sobre M

PSpianSpinq = PSpinp (TM) XM PSpinq (E>a (4035)
que é um fibrado Spin, x Sping,-principal, com o qual ¢ definido o seguinte fibrado associado
= PSpianSpinq Xp Oln, (4036)

e sua restricao
UY := Pspin, xSpin, Xp Sping, C 3, (4.0.37)

lembrando que p é a representacao regular a esquerda.

Note novamente que este fibrado dos spinores ¥ é um fibrado vetorial real cuja fibra é toda
a algebra de Clifford C',, e ndo, como habitual, um moédulo complexo irredutivel de C1,,. Logo,
elementos de Y nao sao spinores auténticos.

O fibrado vetorial ¥ é equipado com a derivada covariante V* naturalmente associada as
conexoes spinoriais em Pgpn, (T'M) e Pspin, (E).

Observacao 65. O fibrado X é um fibrado spinorial em T'M torcido por um fibrado spinorial
em E. Para ver isso, considere as representagoes

p1 : Spin, = Autg(Cly,) e py : Sping — Autg(Cl,), (4.0.38)
dadas pela multiplicagcdo a esquerda, e os respectivos fibrados associados
21 = PSpinp X py Olp e 22 = PSpinq X py Clq (4039)

equipados com as conexoes naturais induzidas de ngmp(TM) e ngmq(E), V! e V2. Portanto,
do isomorfismo natural Cl,, ~ ClL,&Cl, seque que

Y1®%, ~ %
Vi®Idy, + Ids, @V? ~ V=, (4.0.40)

Denota-se, em seguida, por 7 : Cl,, — Cl,, o anti-automorfismo de C1,, tal que
T($1 (DI l'k_) =X To - T, (4041)
para xy,xs,- - ,xr € R C Cl,, com o qual é possivel definir a seguinte aplicacao bilinear

() 1 Cly x Cl, — Cly,
&¢) = 7(€)E (4.0.42)

Nao é dificil ver que esta aplicagao é Spin,-invariante

((9€.9¢")) = 7(€)7(9)9¢ = 7(£)s = ({£.€)) (4.0.43)
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e induz assim uma aplicacao Cl,,-valorada

((,N:TxXE — Cl,
(o) = (o], [P (4.0.44)

onde ¢ = [p, [¢]] € I'(X), ¢’ = [p, [¢']] € T'(X) e p € I'(Pspin, xspin,) ¢ um referencial spinorial.
Essa aplicacao satisfaz as propriedades que serdo apresentadas nos lemas a seguir.

Lema 66. Se ¢, € I'(X) e X € I'(T'M), entao

(o)) = 7{&,9)),

(X0, 0)) = (X 4)). (4.0.45)
Lema 67. A conerdo V* definida no Lemma[66 é compativel com o produto ((-,-)) :
X (o, ) = ((Vie,v)) + {{, V3¥)), (4.0.46)

para @, € I'(X) e X € I'(TM).

Entao, assim como feito por Friedrich, admite-se a priori que M é uma subvariedade Spin de
R™ e E — M seu fibrado normal. Sabe-se que existe uma identificacao do fibrado dos spinores
de R™ restrito & M, Pgyip, (TR™)|,, X, Cl,, e o fibrado dos spinores 3

S~ Popin, (TR™)],, %, Cl,. (4.0.47)

~ ~ ~ . ~ c s . . ~ n
Duas conexdes sdo entdo definidas em ¥: a conexdo V¥ ji introduzida e a conexdo V>R
induzida de Psyin, (TR™). Nao é dificil de mostrar que essas conexoes satisfazem a seguinte
formula de Gauss spinorial

n 1 &

j=1

para ¢ € I'(X), X € I'(T'M), onde B : TM x TM — E ¢ a segunda forma fundamental da
imersdo M < R". Logo, um spinor paralelo V%" = 0, implica em uma solucao da seguinte
equacao

1 p
Vi = -5 > ej-B(X,¢)) - . (4.0.49)
i=1
Reciprocamente, seja M é uma variedade Riemanniana p-dimensional, £ — M um fibrado

vetorial sobre R de posto ¢ com métrica e conexao compativel. Suponha que T'M e E sao
orientados e Spin. Considere o fibrado dos spinores Y, entao a seguinte proposicao é valida:

Proposicao 68. Assuma que ¢ € I'(UX) é uma solugio da Eq. , defina a forma Cl,,-
valorada como

§(X) = (X -9, 9)), (4.0.50)
onde X € I'(TM). Entao

1. £ toma valores em R™ C Cl,;

2. & € uma 1-forma fechada: d§ = 0.
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Assim, assumindo que M é simplesmente conexa, desde que £ é fechada, existe F' : M — R”
tal que dF' = £. Com isso os autores expoem o resultado que segue.

Proposicao 69. O sequintes itens sao vdlidos:
1. A aplicagao F : M — R™ é uma imersao isométrica.
2. A aplicacao

by : E— M?*xR"?
X € En— (F(m),&(X)) (4.0.51)

¢ uma isometria entre E e o fibrado normal N(F(M?)) de F(M) em R™, preservando
conexao e sequnda forma fundamental.

Por fim, tem-se o importante teorema:

Teorema 70. Seja M é uma variedade Riemanniana p-dimensional simplesmente coneza,
E — M um fibrado vetorial sobre R de posto ¢ com métrica e conexdo compativel, suponha
que TM e E sdao orientados e Spin. Seja B : TM x TM — E bilinear e simétrica. Entdo as
sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Existe uma segio ¢ € I'(UX) tal que
P
> ej-B(X,¢e5) - o, (4.0.52)

para todo X € I'(T'M).

2. Existe uma imersao isométrica F : M — R™ com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, dF =&, onde & € a 1-forma R™ -valorada definida por

(X)) =({X-9,9)), (4.0.53)

para todo X € I'(T'M).

A férmula de representacao Eq.(4.0.53) generaliza a classica formula de representacao de
Weierstrass.

Observagao 71. Tomando-se o trago da Eq. obtém-se

Dwzgﬁ*% (4.0.54)
onde D = Y% j¢; - Vezjgp e H = %Z?:l B(ej,ej) € o vetor curvatura média de M em R™.
Essa equacao de Dirac é conhecida por ser equivalente a Eq. para 08 casos p = 2,3
[10, 17, 118, [, [].

Considerando a esfera S* C R™*! e o espaco hiperbélico H® C R™!; os autores demostram
ainda, os Teoremas [72] e [73]
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Teorema 72. Seja M uma variedade Riemanniana p-dimensional simplesmente conexa, E —
M um fibrado vetorial sobre R de posto q com métrica e conexao compativel, suponha que T M
e E sdo orientados e Spin. Seja B : TM x TM — E bilinear e simétrica. Entdo as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. Existe uma segio ¢ € I'(UX) tal que

1
- Z e; - B(X,e;) o+ §X V-, (4.0.55)

para todo X € T(TM), v é o vetor unitdrio normal ¢ S™ em R™.

2. Existe uma imersao isométrica F' : M — S™ com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, a formula de representagdo é dada por

F={v ¢)eS" cR", (4.0.56)

Teorema 73. Seja M uma variedade Riemanniana p-dimensional simplesmente conexa, E —
M um fibrado vetorial sobre R de posto q com métrica e conexdo compativel, suponha que T M
e E sao orientados e Spin. Seja B : TM x TM — E bilinear e simétrica. Entdao as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. Existe uma se¢io ¢ € T'(UX) tal que
P 1
Z B(X,e;)-p— §X VP, (4.0.57)

para todo X € T(TM), v é o vetor unitdrio normal ¢ H" em R™!.
2. Existe uma imersdao isométrica F© . M — S™ com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, a formula de representagdo € dada por

F={v -¢)eH" CcR". (4.0.58)

Em 2017, Bayard, Roth e Berenice Jimenez [7] apresentaram essa caracterizacao
para o caso de imersao isométrica de uma variedade Riemanniana M em um grupo de Lie G
equipado com uma métrica invariante a esquerda g.

Seja g a algebra de Lie de GG. Considerando M uma variedade Riemanniana p-dimensional,
E — M um fibrado vetorial sobre R de posto ¢ com métrica e conexao compativeis. Supoe-se
que TM e E sao orientados e Spin, com estruturas Spin dadas por

Pspiny(g) (TM) — Pso,(TM) € Pspin,g)(E) — Pso,(E), (4.0.59)

onde Pso,(T'M) e Pso,(E) sao os fibrados dos referenciais orientados positivamente de TM e
E. E considerado entdo o seguinte fibrado sobre M

Pspiny ()% Sping(s) = Lspin, @) (TM) Xar Pspin, (E), (4.0.60)
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que é um fibrado Spin,(g) x Spin,(g)-principal, com o qual é definido o seguinte fibrado de
spinores associado
% = Popin, () xSping(a) %o C1(0), (4.0.61)

e sua restricao
UY = PSpinp(g)xSpinq(g) Xp Spmn(g) C E, (4062)

lembrando que p é a representacao regular a esquerda.
Denotando-se o antiautomorfismo 7 : Cl(g) — Cl(g) definido como o da Eq.(4.0.41) é
possivel definir a seguinte aplica¢ao bilinear

(()) : Cl(g) x Cl(g) — Cl(g),
&¢) — 7(E)E (4.0.63)

que induz assim uma aplicacao Cl(g)-valorada

()1 2 xX = Cl(g),
(0, @) = (el [#]) - (4.0.64)

Seja B : TM xTM — FE uma forma bilinear e simétrica, considere a conexao de Levi-Civita
V¢ de (G, g) e a seguinte aplicacio
T:g— /\Qg, (4.0.65)

ta que para todo X,Y € g
V$Y = T(X)Y. (4.0.66)

Para enunciar o resultado principal desse trabalho os autores precisam fazer algumas outras
suposicoes:

1. Existe um isomorfismo de fibrados
f:TM®&FE — M x g, (4.0.67)
que preserva métrica; esse isomorfismo permite definir a seguinte
M:TMoE— N\ (TM&E), (4.0.68)
tal que, para todo X,Y e I'(TM & E)
SAX)Y) = T (X)) (f(Y)). (4.0.69)
2. Seja Z=2Z"+7Z"N € T (TM & E) entao
VxZ =1(X)Z — B(X,Z") + A(X, Z™), (4.0.70)
onde A é dado pela Eq..

Fixada essa notagao os autores demonstram o seguinte teorema:
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Teorema 74. Seja M uma variedade Riemanniana p-dimensional simplesmente conexa, E —
M um fibrado vetorial real de posto q com métrica e conexdo compativeis, suponha que TM e E
sdo orientados e Spin. Seja B : TM x TM — E uma forma bilinear e simétrica. Suponha que

as equagoes de compatibilidade (4.0.69, |4.0.70) sao satisfeitas. Entdo as sequintes afirmagcoes
sao equivalentes:

1. Eziste uma secao ¢ € T'(UX) tal que
p
>e; B(X.e)- o+ 51(X) -, (4.0.71)

para todo X € I'(T'M).

2. Existe wuma imersdo isométrica F' : M — G com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, se ¢ € uma solugio de |4.0.71, substituindo ¢ por ¢ - a (a € Spin(g)) se
necessdrio, a sequinte 1-forma:

§(X) = (X -p,9), VX eTM,

¢ fechada e g-valorada. Assim a formula F*wg = £E| define uma imersdo isométrica
F : M — G com fibrado normal E e sequnda forma fundamental B. Reciprocamente,
uma imersao M — G com fibrado normal E e seqgunda forma fundamental B pode também
ser escrita nessa forma.

3Aqui wg € QY(G, g) é a forma de Maurer-Cartan de G.
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Capitulo 5

Representacao de Subvariedades Spin(c

de R" através de spinores Spin-Clifford

Este capitulo é dedicado a apresentacao das nossas contribuicdes. Os resultados aqui ex-
plicitados foram guiados, principalmente, por [6] [7, 4, [T0]. No contexto de variedades quase-
complexas a estrutura candnica, conforme vimos no capitulo , é a estrutura Spin®. Portanto é
natural nos perguntarmos se a formulagao apresentada em [0, [7] se adapta ao caso de variedades
Spin®. Respondendo a esta pergunta, neste capitulo descrevemos a representacio spinorial de
subvariedades Spin® de R™, onde é importante frisar seu cardter menos restritivo (Proposicio
(48))) do que o apresentado em [6 [7], pois a variedade M e o fibrado vetorial E sobre M
considerados em nosso estudo sdo Spin® e ndo necessariamente Spin.

5.1 Férmula de Gauss para a estrutura Spin®

5.1.1 Notacao

Neste trabalho sempre que utilizarmos o substantivo subvariedades estaremos nos referindo
ao conceito de subvariedade imersa. Lembre-se que que uma variedade M ¢ dita subvariedade
imersa de NN se existe uma aplicagao suave F': M — N injetiva com derivada dF' : TM — TN
injetiva (confira [34] pp.22).

Para fixarmos a notacao, lembre-se que C'l,, denota a algebra de Clifford real em R™ com o
produto interno usual, Cl,, = Cl,, ® C é sua complexificacdo e os mapas de recobrimento duplos
dos grupos Spin sao representados por

An : Spin(n) — SO(n),
u = Mp(u) € Endg(R™); A\, (u)(v) := uvu™1, (5.1.1)
AC ¢ Spin(n) = SISt SO(n) x SV,
[u, s] — (An(u), s?). (5.1.2)

Sera relevante para nosso estudo considerar a seguinte inclusao:

SO(n) x SO(m) C SO(n+m)
A(u), Ap(w)) = R"xR™ — R" x R™
(A (), A (W) (v1,v2) = (A (w)vr, A (w)v2). (5.1.3)
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Definicao 75. Definimos o grupo Spin adaptado como
S = {uv;u € Spin(n),v € Spin(m)} C Spin(n + m) (5.1.4)

e note que S = )\(,L1+m) (SO(n) x SO(m)) e S ~ %'

Teremos que, )\(”+m)‘s : S — SO(n) x SO(m) é uma aplicagao de recobrimento duplo, onde

Aoy | () (01, 02) = Apgom) (w0 (01 + v3) =

uw(vy +v)w uTt = uvuTt +weew Tt = (uvuT wew ™), (5.1.5)

aqui identificamos (v1,v7) € R™ x R™ com vy + vy € R,

5.1.2 Estrutura Spin® Adaptada

Nesta subsecdo, adaptamos a ideia apresentada em [2] para o caso de subvariedades Spin®.
Seja Q uma variedade Riemanniana (n + m)-dimensional Spin® e M — @ uma subvariedade
n-dimensional Spin®. Dé a M a métrica induzida pela métrica de Q. Considere Pson+m)
o fibrado dos referenciais positivamente orientados de () e Pson) o fibrado dos referenciais
positivamente orientados de M. Ps1 é o fibrado de linha associado & estrutura Spin® de Q e
P4, é o fibrado S'-principal associado & estrutura Spin® de M.

Denotamos por Pso(n4m) ’M o fibrado dos frames de @) restritos a M com grupo de estrutura

SO(n) x SO(m). O mesmo para Ps1|,, com grupo de estrutura S*.

Seja eq, ..., e, uma base local positivamente orientada do fibrado tangente de M ao redor de
p, e fi,..., f,» uma base local positivamente orientada do fibrado normal E ao redor de p. Fixe
h=hy®hy=(e1,.c,ny f1,eey frn) : M — Pso(n+m)‘M uma sec¢ao local do fibrado dos frames

de @ restritos & M e [ : M — Ps1],, uma segao local do fibrado S*-principal associado. Sejam

ACQ : PSpin‘(C o — Pso(n+m) X Psl, (516)

a estrutura Spin® de Q e
AlC. PSpin%:n) — Psom) X Pslq, (5.1.7)

a estrutura Spin® de M.
Utilizando a inclusao natural Pso(n+m)‘M C Pso(n+m), defina o fibrado § x S L_principal:

co\ 1

PSpinC(n+m)‘M = (A Q) (PSO(n—t—m)‘M X PAgl’M) . (518)
Se denotarmos as fungoes de transigao de Pgpnc, +m)‘M POT Jap = [hap, Zag) € Spin® e as
fungoes de transicao de Pspmc(c) por f]}w = [hiﬁ,zéﬂ} € Spin® nao ¢ dificil definirmos uma

estrutura Spin® em F
A2CQ : ngmt(cm) — Pgo(m) X Pgh (519)

onde o fibrado Poping | é tal que suas fungoes de transicao g5 = [hiﬁ, zgﬂ} satisfazem g} ;925 =
gaﬂ-

As fungoes de transigao que definem Pe1l,, sdo o produto das fungoes de transicao de P, e
P2, existindo assim um morfismo candnico ® : P& Xy P2 — Psi|,, tal que ®(p1 - $1,p2- $2) =
O(p1,p2)s182, ;1 € P, pa € P21, s1,50 € S, que numa trivializagao local faz o seguinte
diagrama comutar:
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Pl xp Pi —2— Py, (5.1.10)

| J

U, x St x S22 17 xSt

onde ¢, (x,r,s) = (x,rs).
Admita a seguinte 1-forma de conexao:

W = w? ®iA: T(Psomimy X Ps1) = so(n +m) & iR, (5.1.11)

onde w® : T(Pso(n+m)) — s0(n+m) é a conexao de Levi-Civita de Pso(4m) € 1A : TPg1 — iR
¢ uma conexao arbitraria em Pg1.
A 1-forma de conexao em Pso(ner)’M X Pg1l,, serd definida por

W T ( Psoim)| % Peily) = (s0(n) & so(m)) & iR,
w4 (dh(X) & dI(X)) = (WM & wt)(dh(X)) B iA(dl(X)), (5.1.12)
onde wM : TPsp() — s0(n) é a conexdo de Levi-Civita de Psogn), w™ : TPsoim)y — s0(m) ¢

a conexao normal. Para p € M e X € T,M a férmula de Gauss nos diz que, com respeito a
decomposicao 1,QQ = T,M © E,,

vy  —B(X, )

(X,)  Vx
Ve -V vy = (B(g( ) _B(g(’ )*>. (5.1.13)

Que em forma matricial pode ser escrita como:

w9 (dh(X) @ dI(X)) — w*(dh(X) @ dI(X))
= w9 dh(X)) ®iAdI(X)) — (W™ @& wh)(dh(X)) @ iA(dl(X))

0 —(B(X,e)), £,
- ( (B(X,ei), i), 0 )EBO' (5.1.14)

Considere wSPn“Q . T Pspinc(ntm) — spin(n + m) @ iR a 1-forma levantada para spin(n +

m) @ iR, pelo isomorfismo spin(n + m) @ iR ~s0(n + m) @ iR; e wSpin‘ad . Pspl'nC(n+m)‘M —

spin(n) @ spin(m) iR C spin(n+m) iR a 1-forma levantada para spin(n) @ spin(m) & iR C
spin(n +m) @ iR:

Ao (W C(dR(X) @ dI(X))) = w?(dh(X) @ dI(X)); (5.1.15)

Ao (WP (dh(X) @ dI(X))) = w"(dh(X) ® dI(X)). (5.1.16)
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Da Eq.(5.1.14])) teremos:

A, (wmQ(dh(X) @ dI(X))) = XS, (wm e (dh(X) @ dI(X)))
_ 0 _<B(X76i)afj>j,i
B ( (B(X, ), £, 0 ) o0

( SR dR(X) @ dI(X))) = wr e (dR(X) @ dI(X)

= 722 (X,e), fiyei- f; ®0. (5.1.17)

lel

5.1.3 Fibrados Spin®-Clifford

Lembre-se que Sping,+m) C Cliym), € usando esse fato ja haviamos notado que ¢é facil
incluir Spm((cn +m) C Clintm)
Tome a representacao regular a esquerda na algebra Cl,4m)

p(n+m):Cl(n+m) — End(@l(n+m)),
a — [ ap, (5.1.18)

sua restricao ao grupo sz'n‘(cn +m) também serd denotada por p. Note que essa representagao
nao ¢ irredutivel, mas se quebra como soma de irredutiveis onde os médulos irredutiveis sao os
ideais minimais de Cl(;, 4.

Como vimos anteriormente, existe uma aplicagao natural i : Spin, X Spin,, — Spin1m)
dada pela concatenacio, correspondente ao isomorfismo de 4lgebras de Clifford i : Cl,QCl,, ~
Cl(n4m). Podemos definir os seguintes fibrados de spinores complexos

C C

E Q@ = Pspincinim) Xppmim) Clintm), E: M := Pgpincn X p, Clin), (5.1.19)
C C

E E . = PSpinCm X pm Cl(m)> } : Q‘M = PSpinC(n+m) M X plntm) (Cl("+m)' (5'1'20)

Chamaremos esses fibrados de fibrados Spin®-Clifford.
Usando o isomorfismo i : Cl,QCl,, ~ Cln+m) € o fato de que as fungoes de transicao de

PSPmC(ner)‘M sao o produto das fungoes de transigao de Pgpc e de Pgppc , nao ¢é dificil

obtermos:
C A C
SMEYE = (Pspinc(n) %o Cla) & (Pspinc(m) X o Cln) (5.1.21)
~ (PSpinC(n) XM PSpinC(m)) Xpn®pm Cln®Clm (5122)
~ (Psyinc(n) XM Pspinc(m)) X pnsmoi Clintm) (5.1.23)
~ Pspmc(n+m)]M X o Clingm).- (5.1.24)

Por simplicidade, vamos suprimir o isomorfismo i. Denotaremos

Zad@ D= ZC M® ZC E ~ (PSpinC(n) X M PSpinC(m)) X onsm Cl(n+m) (5125)
Nzadc - = (PSpiTLC(”) XM PSpinC(m)) X pn+mSpln((cn+m) (5126)
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e fixe VECQ, VEM o VE°E a5 conexdes em 3© Q.>C M e SC E respectivamente. A conexio
em Y.%C serg dada por

VIMERET . MG 4 [d@VE = v (5.1.27)
a partir da qual, usando a Eq.(5.1.17)), segue que:

n

S B Sy e £ = Zel (X,e:) (5.1.28)

i=1j5=1

VY 9= (VEM&Id + 1dOVE ) =

[\')\H

5.2 Um produto hermitiano Cl,,,-valorado
Vamos definir o seguinte anti automorfismo

T Cl(n_,_m) —)Cl(n+m)

T(aesen-e) @ = (=1)fae;, - -eyeq, (5.2.1)

onde {e1,: - €(mim} ¢ uma base ortonormal de R**™ e a € C. Para simplificar, podemos

escrever 7(€) = &, £ € Clyim)-
Com isso podemos apresentar a seguinte:

Definicao 76. Seja o sequinte protudo hermitiano Cl,m)-valorado

((-.4yy = Cl,xCl, —Cl,
(&.&) = ((&.&) =71(&)4- (5.2.2)

Note que ((-,-)) é claramente S pin((cn +my-invariante:

(((9®5)61,(g®8)&)) = s57(&)T(9)961 = 7(&L)é = (&1, &)
gRs € Spm tm) C Clintm), (5.2.3)

pois Spin(+my C {g € Cl);g9 =1} ese ST C C.
Agora a Eq. - ) induz a seguinte aplicacao Cl(,,,)-valorada:

ZC Q X ZC Q — (Cl(n+m)
(o1, 02) = ([p: [eall, [P, [@2l]) = ((lpal; [a])) = (2] [e], (5.2.4)

onde [1], [p2] sd0 os representante de ¢, p» num dado Spin®(n+m)-referencial p € T (PSpinC(n—l-m)) .

Lema 77. A conexio V> @ é compativel com o produto ({-,-))

Demonstragio. Fixe s = (eq, ..., em4m)) : U C M C Q — Pso(ntm) uma secao local do fibrado
dos frames, [ : U C M C @ — P, uma segao local do fibrado S'-principal, w® : T(Pso(mim)) —
so(n +m) a conexao de Levi-Civita de Psomim) € 1A : TPs1 — iR uma conexao arbitraria em
Pg1, denote por w?(ds(X)) = (w;;(X)) € so(n+m), iA(dl(X)) = iAY(X).
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Se ¢ = [p, [¥]] e ' = [p, [¢]] 50 secdes de 3-°Q teremos:

VY = [ )+ mew elej-[w]Jr;z'A’(X)[zp]], (5.2.5)
(V¥ %p,y")) = w]( Z Swigeie; w]+;z’Al(X)[w]>, (5.2.6)

(o 9¥%Y) = (xw) <.wijeiejw1+;AZW])M

= (X -wz‘jez‘ej[l/}’]Jr;Al[w’]) ()]
= (X@D - 33, wilPleie; - 3ATH) W), (5:2.7)

entao

(VX Q0 )) + (0, VX %)) = [1x(€) + X(] 'Dm (5:2.8)
X (0 = X(8¢) = X@)E+TX(©). (5.2.9)

Lema 78. A aplicacio ({,-)) : 25 Q x °Q — Clinym) satisfaz:
1L (X)) ==, X-9), o eXQ, X eTQ.
T, 0)) = (1)), ¥, p €X°Q
Demonstragio. 1. {((X -4, ) = 7[][X - 9] = 7[)[X][¢)] = —7l]r[X][¥] = — (), X - ¢))

T (¢, ) = T(7lel[¥]) = Tllle] = (. ¥)) - -

Note que a mesma ideia, produto e propriedades sdo validas para os fibrados 3¢ Q, 3> M

Z(C E Zad(C )

5.3 Representacao por spinores Spin-Clifford de Subva-
riedades Spin® de R

Seja M uma variedade Riemanniana n—dimensional, E — M um fibrado vetorial real de
posto m e assuma que T'M e E sdo orientados e Spin®. Denote por Pso, o fibrado dos frames de
TM e por Pso,. o fibrado dos frames de E. As respectivas estruturas Spin® sdo representadas
como

AI(C : PSpin((C) — PSO(n) X Pslvl, (531)
AQ(C : PSpin((C ) — PSO(m) X Pgl. (532)
Defina aqui o fibrado S!-principal Psi como o fibrado cujas funcoes de transicao sdo definidas
como o produto das fungdes de transicao de P, e PZ,. Nao é diffcil vermos assim que existe um

morfismo canoninco entre fibrados: @ : Pa; Xy P2 — Pg1 com ®(p'- st p?-s?) = ®(p', p?)s's?
p1 € P, po € P21, 51,89 € St que numa trivializagao local faz o seguinte diagrama comutar:
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Pl xp P —2—— Py (5.3.3)
Us x St x SLle U, x S?
onde ¢, (x,r, s) = (x,rs).
Lembre-se que
adC C C
S =3 MY E~ (Pspintm) XM Pspincm)) Xpuew Clinsmy,  (5.3.4)
adC
NZ = (PspinC(N) XM PSme(m)) X pntm Spln (n+m)" (535)

AquiiA' : TP} — iR, iA? : TP2 — iR sdo conexoes arbitrarias em P&, e PZ. Fixe se¢oes
locais s = (€1, ,e,) : U = Pso,, l1 : U — Pé1, Iy : U — P2, 1 = ®(ly,1ly) : U — Ps1. Agora
iA : TPs1 — iR é a conexao definida por tA(d®(ly,15)) = iA;1(dly) + iAs(dly). Estabelecida
toda essa notagao, teremos o seguinte:

Teorema 79. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, E — M um fibrado vetorial
sobre R de posto m, assuma que TM e E sdo orientadas e Spin®. Suponha que B : TM xTM —
N € uma aplicagcdo simétrica e bilinear. Assim as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Eziste uma segio o € T(N X") tal que

. 1
v Zel (X.e) ot 5i AX) -, VX €TM. (5.3.6)

2. Eziste uma imersdo isométrica F : M — R com fibrado normal E e sequnda forma
fundamental B.

Além disso, a 1-forma definida por
E(X) = (X -p,9), VXeTM. (5.3.7)
¢ ROt _valorada, fechada e dF = €.

Demonstragio. 2) = 1) Desde que R™™™ ¢é contratil, existe uma sec¢ao global s : R"™ —
Pgpintm+m), € as correspondentes bases ortonormai&ﬂ h=(Ew,- -, Epim) : R"™ = Psomim),
el - R™™ — Pa, h = p; o AR (s5), I! = py o A®"""(s). Fixe uma constante [p] €
Spin©(n +m) C Clim) € defina o seguinte campo spinorial ¢ = [s,[p]] € LER™™ =
Pspinc(nsm) X Clingm); novamente denote w?(dh(X)) = (w}s(X)) € so(n +m), iA(dl'(X)) =
iAY (X) € iR,

1
VE% = [s X(e)+ {5 T, wh(0BE + 5i 40} - [e]
1 /
= {s, 5 AY(X) - [90]} : (5.3.8)
1Aqui a secdo h é tal que E;(z) = (x, (0, - ,\1,_/, ---,0)) onde z € R™™. Por isso segue que wlhj(X) =

i-ésima posigao

0,VX € I(TM).
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Numa sec¢ao local adaptada s : U € M C R*""™ — PspinC(n+m)‘M C Pspinc(nim) (5 =5-(9®

1),9 € Spin, m,1 € S'), com as correspondentes bases locais ortonormais h = (e, , €nim) :
UCMCR"™™ — PSO(n+m)]M, el=1|,:UCMCR"™ — Pal|,, , aEq.(53.8) é escrita

para ¢ = [3, [¢]] como

VicQSD = §,X([Ng0]) + {; ZKj wf‘j(X)eiej + ;z AZ(X)} : [E]]

2
+Ho® 1) tdge 1) (X)(g@1) ]

1, _ 1. ~
= 551 400 (9@ )| = [5.57 4100 [
1
= —i AYX)-o.
2
Finalmente aplicando a férmula de Gauss spinorial Eq.(5.1.28))
a 1 &
VY% V¥ = DX e B(X.e)-p
i=1
]- . l EadC 1 n
I AX) 9 =Vi e = ) e BXe)p
i=1
a 1 & 1
ViTe = —gone BX ) g+ i AX) - (5.3.10)

=1

1) = 2) A ideia aqui é provar que a 1-form § Eq.(5.3.7) produz uma imersao preservando
a métrica, a segunda forma fundamental e a conexdo normal. Para isso, vamos apresentar os
seguintes lemas:

Lema 80. Suponha que ¢ € T(N X%%C) satisfaz a Eq.(5.5.6) e defina & pela Eq.(5.3.7), entdo
1. € € uma 1-forma R -yalorada.
2. & é uma 1-forma fechada, d§ = 0.

Demonstragio. 1. Se ¢ = [p,[¢]], X = [p, [X]], onde [¢] e [X] representam ¢ ¢ X num dado
referencial § € I’ (ngmcm) X Psme(m)) ,

£(X) = 7[9][X][¢] € R™ C Cl, C Cl,, pois [¢] € Spin®. (5.3.11)

2. Para simplificar suponha que no ponto zy € M tenhamos VM X = VMY = 0, e escreva
Vo =Vxpe VMX = VX,

XEY)) = (Y- Vxp,0) + (Y -9, Vxp)) = (id —7) (Y - ¢, Vx))
= (d-n{(e, ; S Ve B(Xe)) g - ;AZ(X)z‘Y ) 3:312)

VEX) = (-7 ({03 X0, X ey BV = JAV)IX - 0)) (5319

=[x b+ e (53, (0B +5i A0} 1) (9@ 1)

(5.3.9)
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daqui, segue que

d§(X,Y) = X(£(Y)) —Y(£(X))

= (id—7) < 907; Y€ B(X,e)) = X -¢;- B(Y.ej)] -
i (A)X = AOY) o))
= (Zd—7)<<<p,0-so>>, (5.3.14)

com C = $37 [V -e;- B(X,e;) — X -e;- B(Y,e;)] + 3A(Y)iX — AY(X)iY. Escreva

X =3, 2Fey; Y = >y y¥e, entdo

Z7]::1 X €k - B(Y’ ek) = Z:zl Zzzl ‘Tkek T€jc B(Y7 ej)
n n k
= —B(Y,X) +Zj:1 Z’zﬁi}x er-ej- B(Y,e;) (5.3.15)

Yo Ye-BXer) = ) jjzl > it y¥er - ej - B(X, ¢e;)
n n k:
= —BX,Y)+)> i1 > i;}y e, - € - B(X,e;) (5.3.16)

das quais concluimos

¢ = [Z;;l 2 e e [y B(X e)) =" BY,ep)| +i(A (V)X — A(X)Y)

() = — [Z;Z >t [y B(Xoey) —a"B(Y, e»}] et (A [X] = AUX) V)
1 n n k k
= 3 [Zjl Z;ﬁ;} er e [y B(X,e;) — 2" B(Y, ej)ﬂ
(A [X] - AX) [Y]) = [C) (5.3.17)

O que implica que

d§(X,Y) = (id = 7) ({¢,C - ¢)) = (1d = 7)([¢]7[C][¢]) = 0. (5.3.18)
[l

Do fato que M é simplesmente conexa e £ é fechada, segue do lema de Poincaré que existe
uma func¢ao
F: M — RO (5.3.19)

tal que dF = £. O proximo lema nos permite concluir a demonstragao do teorema:
Lema 81. 1. A aplicacio F : M — R"™™™ ¢ uma imersao isométrica.
2. A aplicagio

dp : N = MxR"™
X € Ny (F(m), (X)) (5.3.20)

¢ uma isometria entre E e o fibrado normal de F(M) em R™™) | presevando conexdo e
sequnda forma fundamental.
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Demonstracao. 1. Seja X, Y € I'(T'M & E), consequentemente

(€(X),&(Y)) = —;(f(X)f(Y)—S(Y)f(X))
= —; (rlel(XTelrlellYle] = Il YTl ][ XTle])
= —;T[@] ((XIYT = VIIX]) [] = 7] ((X, V) [¢]
= (X,Y) 7[¢][¢] = (X,Y). (5.3.21)

Isso implica que F' é uma isometria com sua imagem, e que @ é um mapa de fibrados
entre E e o fibrado normal de F/(M) em R™ que preserva a métrica das fibras.

2. Denote por Br e VI a segunda forma fundamental e a conexdo normal da imersio F
respectivamente. Gostariamos de mostrar que:

DEBX,Y)) = Br(E(X),€(Y)), (5.3.22)
WEVn) = (VEyEm), (5.3.23)

para todo X,Y e I'(T'M) e n € I'(E).

i) Primeiramente note que:

BY(§(X),€(Y)) = {Vex) (V) = {X(€)}, (5.3.24)

onde o simbolo L significa que estamos considerando a componente do vetor que é normal
a imersao. Sabemos que

X)) = Gd-){({s Z;L:lY-ej.B(X,ej)-go_;AI(X)iY.¢>>

= (id_7)<<%;(—B(X,Y)+D)-<,0>>, (5.3.25)
onde
D = Y 3 v e B(Xe) - A(X)iY
7[D] = [D). (5.3.26)
Consequentemente
X(E(Y) = glid—7) (e, (~B(X.Y)+ D))

= —7lelT[B(X,Y)]lg] = (¢, B(X,Y) - ¢))
— ¢(B(X,Y)). (5.3.27)
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Portanto concluimos que
BT (E(X),&(Y)) : =B"(E(X),&(Y)) == {Vix (Y = {X(E1)}
= {&BX, V) =&(B(X,Y)), (5.3.28)

aqui foi usado o fato que F' = [£ é uma isometria: B(X,Y) € E = ¢{(B(X,Y)) €
TF(M)*. Portanto a afirmacio i) segue.

i1) Primeiramente note que

Viém) = {XEmI ={X{n-e,o)}"
= ((Vxn-o, o))" + (- Vxe, o))" +((n- 0, Vxe)". (5.3.29)

Vamos mostrar que:
(0 Vxp. o))"+ {(n- o, Vxe))™ =0. (5.3.30)

De fato

((n-Vxp,0) + {09, Vxe))
= (id—7){(n-Vxp,0))

= (-id+7) << ; Do e B(Xe) o ;AZ(XW? : 90] 790>>
= (~id+7) << —; D D D e Sy fi - ;AZ(X)“?] g, 90>>
R << ; S At
T S Sl e e fem g A0 ) (o330

da qual segue que

= ((n-Vxo, o))"+ ((n- ¢, Vxp))™ = 0. (5.3.32)

Concluindo

Viném) = ((Vxn-,0))" = (Vxn-@.0)" = (V) =&(Vin).  (5.3.33)

Por fim i) segue.

Com esses lemas acima o teorema esta provado.
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Observacio 82. O grupo Spin® age naturalmente em N Y% por multiplicacio d direita (essa
agdo a direita comuta com a agdo a esquerda), e se ¢ = [p,[p]] € T(N XC) é uma solugio
da Eq.(5.5.0) e s = Spin®, entdo ¢ -s = [p,[¢]] - [p,s] = [p,[p]s] € também uma solugio da

Eq.:
Vx(p-s) = (Vxp) s+¢-Vxs=(Vxp)-s
- ;Z_j B(X,e;)- (p-5)— Ai- (- s) (5.3.34)

Assim definindo uma imersao dada por

§7°(X) = ((X-(¢-s),0-5) =7l sl X]lp-s] = 7(s)7[¢][X][¢]s = T(a)(X)a
§7° = Ad(a)o&”. (5.3.35)

Note que Ad(a) € SO(n+m), entao F** e F¥ diferem por um movimento rigido

/f“"'s = /Ad o &% + constante.
F#* = Ad(a) o F¥ + constante. (5.3.36)

5.4 O teorema fundamental de subvariedades

Mantenha a notacao das se¢des anteriores, denote por A : E x TM — TM a forma bilinear

definida por:
(AN, X),Y),, =(B(X,Y),N)g (5.4.1)

Seja R e RE, respectivamente, os tensores de curvatura das conexoes métricas V em T M
e VF em E. Assim, as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci para a forma bilinear simétrica B
sao respectivamente:

1. Equagao de Gauss:
(RIX,Y)Z W), = (B(X,W),B(Y,Z))y —(B(X,2),B(Y,W))p
<R(X7Y)27W>M = <A<B(Y7 Z)vX)7W>M_<A<B(XJZ)7Y)7W>M (542)

2. Equagao de Codazzi:
(VxB)(Y. Z) = (VyB)(X, 2). (5.4.3)

3. Equagao de Ricci:

(RE(X,Y)N,Q) = (B(X,A(N,Y)),Q) — (B(Y, AN, X)), Q) (5.4.4)

Agora, estamos em condi¢des de enunciar e provar:

Proposicao 83. As equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci sao equivalentes d existéncia de uma

solugdo da Eq.(5.5.0)).
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Demonstragdo. Assuma que ¢ € I'(N 2%) é solucao da Eq.(5.3.6), para simplificar, nova-
mente suponha que em xy € M VX = VY =0 ([X,Y] = 0), assim

VXVYSD =

Vixyie =

[ 1 .
Vi (<330 e BYVoeg) o+ A )inp) =

(330 & (VxB)Yoey) o) + (—3 X0 e B(Yie) - Vo)
FoX(A(Y))i- ¢+ §AZ(Y)Z' Vxg
1

<_2 Z: 1 - (VxB)(Y,¢)) > ( Z] 1 Zk: AR B(Y.€j) - B(X, ex) - gp)

T 1;A<X>z'ej B(Y.e;) o+ XGAW )i ¢

L !

ZZk 1514( Yiey - B(X,er) - ¢
+iAl(Y)A’(X) ©, (5.4.5)
(—iz;llej (Vy B)(X, ;) so) (125_122 L e B(X,¢5) - B(Yoep) - 90>
YL GA W) BXoe) -t Y (AN

;Z;‘_l ;AZ(X)iel B(Y,e) ¢
FACOA(Y) g, (5.46)
—;znjel B([X,Y],el)-gH—;Al([X,Y])z'-cp:O. (5.4.7)

Agora, fica facil colocar as pegas no lugar

R(X,Y)p

ZVXVYSO Vy Vg = Vixyp

= fZ“ (VyB)(X,e;) = (VxB)(Yse))) - ¢
+ i Dopngy €6 [BIX ) B(Y.ex) = B(Y,e)) - B(X )] - ¢
—fZ“ (X.¢;) - B(Y.e;) = B(Y,¢)) - B(X,¢5)] - ¢

+z(2 (ALY ))—QY(A’(X))>-¢. (5.4.8)
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Vamos considerar cada termo separadamente

A :*Zj D Lhy @6 [B(Xo¢5) - B(Y,er) = B(Y,¢) - B(X, e)]
= iZ,@é €€ k-B(X,ej)-B(Y,ek)—iZ# ere;- B(Y,er) - B(X,¢))
= 12;; €j " ek - Xej)-B(Y,ek)Jrizk#ej-ek-B(Y,ek).B(X,ej)
= ——Z# B(X,e;), B(Y,er))e; - ex
N _111 D e (B(X,€)), B(Y,ex)) — (B(X, ex), B(Y,€;))) ;- 1, (5.4.9)
B: = izy [B(Y,¢;) - B(X,¢;) — B(X,¢;) - B(Y,¢;)]
1

= 72] 1Zk 1Zp 1 B(Y.¢€j), fo) fo) - ((B(X, €5), fi) fi)

— (B(X;€5), fo) f) - (( (Y, e5), i) fe)]

- 12] S B e) ) (BUX ), ) — (B(Xae) fy) (BUY, e3), f) fu

= fZ] Dy 1Zp1 €5, Alfp, Y)) (€5, Alfi X)) = (e, Alfyp, X)) e Alfis Y fo e
= *Z“Z B(X, A(f,, ), fi) = (BOY, Alfp, X)), fi)] Fo i (5.4.10)

Mas, lembre-se que a conexao spinorial (Eq.(2.2.24))) satisfaz:

R(X,Y)p = ,Z<RTXY><@> e)eici 9+ Z<RNXY)(L) L) fifi o

2%

b (X)) = Y (AU(X) -

- 7Z<RTXY)<€Z) j)eiei o+ 5 Z<RNXY)(fz) fi) fifi -

5( (A'(Y)) = Y (A'(X))) - . (5.4.11)

Agora comparando a Eq.(5.4.8)) com a Eq.(5.4.11)) e observando que [p] € Spin® é inversivel,
teremos

20 (FrB)Xe) ~ (VxB)(¥,e) =0
(VyB)(X 63) — (VXB)(Y, 6]') = 0, (5412)
A = iz:: (X,e),B(Y,ej)) — (B(X,e;), B(Y,er))] ¢ EI:<RT (X,Y)(e), €1> ejel
= (B(X,¢;),B(Y,e))) — (B(Y,¢;), B(X, 1)) = <RT(X7Y)(€J)7€Z>7 (5.4.13)
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iii XAfl’ ))7fk>_<B<Y7A(fl7X))7fk‘>]flfk:if:<RN(X7Y)(fl)vfk>flsz
=1 k=1 Lk
(RN(X, V)i, fi) = (BOX, AU Y)), fr) = (B(Y, A(f, X)), fr) (5.4.14)

Assim, isso implica que se ¢ € T'(N Z“dc) ¢ uma solucao da Eq., teremos que as equacoes
de Gauss, Ricci e Codazzi sao satisfeitas.

Suponha agora que as equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi sao satisfeitas para as conexoes
VT e VE. Para todo ¢ € T'(3,%), defina a seguinte derivada covariante:

Ve = Vxp — Exg, (5.4.15)

onde E é dado por

1 «n 1 .
Exp=—3> ¢ BX.e)) o+ 5 A(X)i- (5.4.16)

Do mesmo modo que fizemos anteriorimente, é simples verificarmos que

RIXY)e = 530 e (WyB)(X.6) ~ (VxB)(Y.e)) - ¢
+Awp+B-w+§(XLﬁOﬁ)—&«A%X»)-w

_,Z”<RT (X,Y)(es), 6]>6€J g0+le <R (X, Y)(f5), f]>f,f]

2 (X)) = V(X)) -9 =0 (5.4.17)

Como estamos supondo que as equacgoes de Gauss, Ricci e Codazzi sao satisfeitas, entao
'« ¢ uma conexao flat. Lembre-se que uma conexao flat num fibrado vetorial sempre admite
uma base de se¢oes locais paralelas ([I3] pp.5) so : U C M — Y% o =1,---  dim Clintm)

Vi sa =0, (5.4.18)

Com isso basta tomar uma combinacao inteira adequada que teremos uma solugao local da
Eq.(5.3.6). Assim, demonstramos que as equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi sdo equivalentes
a existéncia de uma solugao da Eq.([5.3.6)). O

Mantendo as hipoteses sobre M e E conseguimos, como consequéncia, a seguinte

Proposigdo 84. Assuma que (M, g) seja uma variedade n-dimensional, Riemanniana, Spin®,

simplesmente conexa e que a aplcacao B : TM x T'M — E ¢ bilinear e simétrica, satisfazendo
as equacgoes de Gauss, Ricci e Codazzi. Entdo existe uma imersdo isométrica de M em R™™
com fibrado normal E e sequnda forma fundamental B.
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Capitulo 6

Representacao Spinorial de
Subvariedades de R" através de
Spinores de Ideais

Existe uma literatura tanto na area de fisica quanto em matematica na qual se olham
representacoes complexas irredutiveis das algebras de Clifford complexas para a definicao do
conceito de spinores.

Na parte de imersoes, os trabalhos originais de Friedrich [I0] e de Morel [24] consideram
spinores definidos a partir de representacoes irredutiveis. Os trabalho subsequentes, por vezes,
usam representagoes em outros locais, como por exemplo representacoes reais [4] e representa-
¢oes Spin-Clifford como o caso do Bayard [6], [7], ou seja, ndo sdo spinores no sentido classico
da palavra.

No capitulo anterior apresentamos, inspirados pelos trabalhos de Bayard [4], [6], [7], uma
caracterizacdo spinorial de imersoes isométricas de variedades Riemannianas Spin® de dimensao
arbitraria em algum R™ . A contribuicao que apresentamos neste capitulo é respondermos como
relacionamos nosso resultado do capitulo |5l com spinores classicos.

6.1 Representacao por Ideais e seus fibrados de spinores

Seja @ uma variedade Riemanniana (n + m)-dimensional Spin® e M < Q uma varie-
dade imersa n-dimensional Spin® com fibrado normal E. Dé& a M a métrica induzida de Q.
Mantenha, nesta se¢ao, as mesmas notagoes da segao [5.1.2

Consideremos aqui as representagoes regulares a esquerda irredutiveis nos ideais minimais
de Cl(n4m), conforme notagao estabelecida na Segao (|1.5)

pr o Cly = Ende(Clyfy) = Ende(IP),i=1,--- 2%,
a — pa): Bf;— apf;, para o cason = 2k par.
Pl Clopsr = Bnde(Clagsntiy) = Ende(I )i =1, 25 1=0,1,
a = pyla): Bl — apfiy, para o caso n =2k + 1 impar. (6.1.1)

Suas restrigoes ao grupo Spin((cn +m) também serao denotadas por p; ou p;;. Lembre-se que as

representagoes p; >~ - -+ =~ por sa0 equivalentes, assim como piy; >~ -+ =~ pory, | = 0,1 também
sao equivalentes.
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No que segue, sempre considerando as paridades de m e n, suprimiremos os indices i, j, [,
quando nao ouver risco de confusao. Uma descricio mais detalhada dos fibrados abaixo pode
ser encontrada no Apéndice [A]

Dadas essas representacoes irredutiveis, definimos os seguintes fibrados de spinores comple-
XOS:

C C
E M L= PSpin% Xpn In, E E = PSpin% Xpm [m,
C C
. (n+m _
Z Q . Pszn( m) p(n+m) .[ )’ Z Q u —

Utilizando as equagdes ((1.6.1],[1.6.4} [1.6.5] |1.6.7]) apresentadas na Secao (|1.6]) e o fato de que
as funcoes de transicao de Pgpncq, +m))M sao o produto das fungoes de transicao de Pgy,cp, €

(ntm)

A

de Psyincy, , nao ¢é dificil obtermos:
Para o caso que n e m nao sao ambos impares:
adC C C C
S = MY B2 Y
M
Para o caso que n e m sao ambos impares:

3 = (Z MY E> o (Z‘CM@@ZC E) ~ ZCQ’M. (6.1.2)

. C C C ~ . ~
Fixe V> @, V¥ M e V>'F a5 conexdes em Y.C Q, 3¢ M e S-C F respectivamente. A conexao
em Y%C serg dada por

VI = VI @ [d 4+ [d® VE F, (6.1.3)
a partir da qual, usando a Eq.(5.1.17]), segue que:
adC n m
Ve vy :522 (X, &), f;) e f; = Zel (6.1.4)

6.2 Um produto hermitiano C-valorado no fibrado dos
spinores

Vamos definir o seguinte antiautomorfismo
r . Cil, — Cl,
T(aenen-e) @ = (—1)Fae;, - -eyeq, (6.2.1)

onde {e1,---e,} é uma base ortonormal de R" C CI, e a € C. Para simplificar, podemos
escrever 7(§) = ¢, £ € Cl,,.

Lema 85. Quando consideramos o isomorfismo (Seg¢io de Cl,, com C(22) ou (C(QnT_l) @
(C(QnT_l) o antiautomorfismo T se traduz como o conjugado complexo na dlgebra de matrizes.

Demonstracio. Se n = 2k é par, considere o isomorfismo gy, : Cly, — C(2k) e seja a represen-
tagdo regular a esquerda
C(2%) — Ende(C?),
A g (v)A. (6.2.2)
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Sabemos ([I1] pp.24) que existe em C2' um produto hermitiano (-, -) tal que

(ias(V)A, B) = —(A,ixn(v)B),
VA,B € C¥;veR"CCl, (6.2.3)

mas 7(v) = —v, portanto

(i2x(v)A, B) = (A in(r(v))B),
VA,B € C¥:veR"CCl,. (6.2.4)

Assim , i9x(7(v)) é 0 operador adjunto de ig(v) com relagdo ao produto (-,-). Sem perda de
generalidade, pois podemos escolher uma base conveniente, temos que ig(7(v)) é a matrix
transposta conjugada de i9(v). Como isso é vélido para vetores entdao é vélido para todo
p € Cl,, ie.

ian(1(0)) = (ik())",
Vo € Cl,. (6.2.5)

Ou seja, segundo o isomorfismo 4o, 0 antiautomorfismo 7 se traduz como o conjugado complexo
na algebra de matrizes.

Note que o mesmo vale se n = 2k+1 impar, basta considerar as duas representagoes naturais
nao equivalentes C(2%) @ C(2%) — Endc(C2"). O

Com isso podemos apresentar a seguinte definigao:

Definicao 86. Seja o sequinte produto hermitiano Cl,-valorado

(,) : Cl,xCl,—Cl,
(£1,&2) = ((§1,62)) = T(&2)&. (6.2.6)

Observagao 87. Note que sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. {{,+)) € claramente SpinS-invariante:

(((g®s)&1, (9@ 8)&2)) = s57(&)7(9)961 = T(&2)6 = ((§1, &)
g®s € Spint C Cl,, (6.2.7)

pois Spin, C{g€ Cll;gg=1} ese S' Cc C.
2. A Eq. induz a sequinte aplicagio C-valorada:
YroxY Qo
(1, 2) = ([p; [eall, Ip, [2]]) = (leal [02])) = T([w2]) ], (6.2.8)

onde [p1], [p2] € "™ = Cl(myf sdo os representantes de o1, oo num dado Spin®(n +
m)-referencial p € T’ (Pspin((l(n+m)> .

Itm) — Clinem)f € um ideal minimal, com f um idempotente primitivo.
Atente que ({[p1], [ea])) = 7([a]) 1] € T(OClimf = EClipmf = C.
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Esse caso é completamente andlogo ao da se¢ao [5.2l Obtemos assim os seguintes lemas:
Lema 88. A conexio V=@ ¢ compativel com o produto ({-,-))

Lema 89. A aplicagio ((-,-)) : 2°Q x X Q — Clnm) satisfaz:

1. <<X¢’90>>:_<<1/}7X90>>7 1/}7@62@@’ XETQ
2. {(.0) = (e ), YpeXTQ

Note que a mesma ideia, produto e propriedades sdo validas para os fibrados 3¢ Q, 3 M,

Z(C E Zad(c'

6.3 Representaciao de subvariedades Spin® de R"*™ por
spinores de ideias

Considere aqui M — @ = R"™™. Desde que R™™™ ¢é contratil, existe uma secao global
s Rvtm Pspint(n+m), € as correspondentes base ortonormal h = (Ey, -+, Epym) : Rtm

Psomim), € I' : R™™ — Pa, onde (h,l') = ACRn+m(s) € I'(Psom4m) X Ps1). Numa secao
local adaptada §: U ¢ M C R"*™ — PspinC(n+m)’M C Pspint(n+m) denotaremos as correspon-
dentes bases locais ortonormais por h = (1, ,enim) : U C M C R"™™ — Pgo(n+m)‘M, e

l=1],:UCMCR" — Pgl,;.Seja B: TM x TM — E a segunda forma fundamental
dessa imersao.

Caso n + m = 2k par:

Lema 90. Dada uma imersio M — Q = R"™™™ se n+m = 2k € par, teremos 2¥ spinores clds-
sicos (provenientes da restrigio de uma representagdo irredutivel P, — Endc(ll(n+m)))

m)

@; € X9C = PSpWC(ner)’M X netm) I£n+ , ortonormais, sequndo ((-,-)), que satisfazem a se-
1

guinte equagao
1 & 1. l . k
%% %:_55 ej~B()(,ej)-g0i+§'l,A(X)-goi,z——1,---,2. (6.3.1)

Demonstragao. Fixe os elementos constantes

[902] € [1(n+m) = (Cl(n+m)f1 C (Cl(n+m)7 7 = 17 R 72]“7

0 -+ 0 --- 0
tal que o ([pi]) = 1 -+ 0 .-+ 0 |[i-ésima linha, (6.3.2)
0 -+ 0 --- 0

e defina os seguintes campos spinoriais ¢; = [s, [p;]] € SER ™ .= Pspint (ntm) X (k) Il(n+m);
1

novamente denote w?(dh(X)) = (wk (X)) € so(n +m), iA(dl'(X)) = iA"(X) € iR, de onde

ij
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segue que
) _ 1 14 ,
Vi = [sx {QZKJ X)BE; + 51 A'(X0)} - [oil]
= [s —i AN(X %] . (6.3.3)

Numa se¢ao local adaptada 5: U C M C R"™™ — Pgpc(m) ’M C PspinCnim) (5 =5-(9®

1),g € Spin, m,1 € S'), com as correspondentes bases locais ortonormais b = (e1, -+ , €n4m) :
UcCMcCR™ ™ Pso(n+m)]M, el="1|,:UCMCR"™ — Pal|, , aEq.(6.3.3) ¢ escrita

para ¢; = [3, [p;]] como

Vi = [§,X([~g0]) + {;Ziq Wl (X)eie; + ;i AZ<X)} : [;]}
=[5 400 e el = [5.51 400 - [5)
= ;i ANX) i =1,--- 28 (6.3.4)
Finalmente aplicando a férmula de Gauss spinorial Eq m
V-V o = ;Enjej - B(X,¢)) - i
1. dC 1le
P A eV = 5 e BX)
Viadcgpl = —; Xn:ej - B(X, €;) - i + ;1 AYX) - ;.
=1
i = 1,--j- 2%, (6.3.5)
Note que os spinores ¢; = [3, [QOA:]] € ¥dC c YECR™ = 1,... 2% sdo ortonormais

segundo o produto ((,-))

(o)) = 7(le]) el =7 (9@ 1) p]) (g® 1) i)
= 7l (g )™) (g® 1) ¢
]

= 7(lp]) [wi
(o)) = L {pip)) = 0,07,
i,j = 1,---,2F (6.3.6)
O
Observagao 91. Considerando os isomorfismos canonicos (coordenada a coordenada) C? ~
[ 1-2(:,+m)’ fizado 8, podemos supor cada [p;] € [i("er) [goz] = "™ (g2 1) ] €
1™ G =1, 2% ¢ formar o sequinte elemento [o] = [p1] +--- + [gogk] € Spin®(n +m).

Caso n +m = 2k + 1 impar:
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Lema 92. Dada uma imersio M — (Q = R"™™™ sen +m = 2k + 1 é impar, teremos 2k

spinores cldssicos (provenientes da restri¢io de uma representagao irredutivel p( km) : Cl,, —

End(c([1”+m )) @io € E“d(c = PspinC(ner)’M X (netm) [1(;0 ), ortonormais, sequndo ((-,-)), que
1;0

satisfazem a sequinte equagdo

EadC

n 1
Vi g = §: B(X,e;) %+§iA%m-%J:1,~,ﬁ. (6.3.7)

E também teremos 2% spinores cldssicos (provenientes da restricio de uma representagdo irre-
dutivel p( ntm L, — Endc(11n+m )) @ia € BEIE = Pgyinc n+m)‘ X pncm) Ifl ™ ortonormais,
sequndo ({-,-)), que satisfazem a sequinte equacao

ZudC

1
Vi i =—5 Zeg (X, e5) - i+ §i ANX) i, i=1,--- 28, (6.3.8)

Demonstragdo. O caso n+m = 2k+1 impar é completamente analogo ao par. Fixe os elementos
constantes

lpio] € g™ = Clinimyfio C Clinmy, i=1,-++, 2%,

0O -+ 0 --- 0 0O --- 0 --- 0
tal que iyes (Jso)) = | 1+« 0 -~ 0 |@| 0 --- 0 --- 0 |i-ésima linha,
0 0 -0 0 0 0

lpia] € LG = Clinimyfio C Clinmy, i=1,-++, 2%,

0 -+ 0 --- 0 0 -+ 0 --- 0
tal que tog11 ([pin]) = o -0 --0|®»l 1 -+ 0 --- 0 |[i-ésima linha,
0 -«- 0 --- 0 0 -+ 0 --- 0
e defina os seguintes campos spinoriais @0 = [s, [@i0]] € ZC R™™ = Pgpint (ntm) X ()
1;0

L5, 9 =[5 [pin]) € S5 R™™ i= Poyincuimy X orom 113, due numa segao local adap-

tada se escrevem como ;.0 = [3, [pio]], wi1 =[5, [ia]] e satisfazem

sadC 1 & 1, ,
vX Pi:0 = 7Zej'B(X76j)'90i§0+71Al(X>'SD’Z;07'L:]-7"'72k)
2 2
EadC 1 n 1. ! . k
VX 907,1:_526]'B(X7€j)'gpi;l+§1A(X)'<pi;1’Z:17"'a27 (639)
j=1
Note que os spinores ¢;o = [3, m] Z“dc C ZEO Rr+™ = 1,---,2F também sdo

ortonormais entre si segundo o produto ((-, -)) . O mesmo vale para os spinores ;.1 = |3, [pi1]] €
ZadCCZ%1Rn+mai:17"' ,216' n
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Observacao 93. Considerando os isomorfismos canénicos (coordenada a coordenada) C? ~
Lo~ -~ Ipg ~ Ly ~ - =~ Iy, fitado 5, podemos supor cada [p;n] € Iy, @ =
pz,\(g® 1) e, A] €L, i=1,---,2%1=0,1 e formar o sequinte elemento [/g;] = @ +-- 4
[%k,o] + [901,1] +--t [972’“\1] € Spin®(n +m).

Surge entao a pergunta reciproca: dado esse conjunto de spinores ortonormais
é possivel construirmos uma imersao isométrica da variedade M em R"*™ ?

Seja entao M uma variedade Riemanniana n-dimensional, £ — M um fibrado vetorial
sobre R de posto m, assuma que T'M e E sdo orientados e Spin®. Denote novamente por Pso,,
o fibrado dos frames de T'M e por Psp,, o fibrado dos frames de F. Também as respectivas
estruturas Spin® sdo representadas como

1C . 1
A : PSpin?n) — PSO(n) X Psl,

2C . 2
A : PSpin“(:m) — PSO(m) X PSI.

Defina aqui, assim como na se¢ao o fibrado S'-principal Ps1 como o fibrado cujas funcoes
de transi¢gao sao definidas como o produto das fungdes de transicao de P e P2,. Nao ¢ dificil
vermos assim que existe um morfismo canoninco entre fibrados: ® : Pslq X M Pgl — Pg1 com
D(p' - st p?-s?) = 0(p',p?)s's?, p1 € Pli, pa € PAi, 51,50 € S

Aqui iA' : TP — iR, iA? : TP:, — iR s@o conexdes arbitrdrias em Pl e P3,. Fixe as
seguintes segoes locais s = (€1, ,€,) : U = Pso,, l1 : U — P, lo: U — P31, 1 = ®(l1,15) :
U — Psi. Agora iA : TPs1 — iR é a conexao definida por iA(d®(ly,13)) = iA;(dly) + iAs(dly).

Aqui fixaremos os seguintes fibrados de spinores complexos adaptados

adC n+m 4
Zi .= (PSpinC(n) XM PSme(m)) Xp?+m Il + ,sem—+n = 2k é par
i o= 1,---,2%
adC ntm L,
Zi;/\ o= (PSpinC(n) X\ Psme(m)) X prm [ij , sem+n=2k+1¢éimpar

i = 1,---,2%x=0,1.
Para o caso m + n = 2k par: suponha agora que existam 2* spinores ortonormais ¢; €
r (Z‘fd(c) que satisfacam a seguinte equacao

1 & 1
VY= 52 B(X,¢)) i+ 51 AX) - ipi = 1,25, (6.3.10)

onde B: TM x T'M — E ¢é uma aplicacao simétrica e bilinear.

Observagao 94. Dados os isomorfismos naturais £49¢ ~ - . ~ 351 (coordenada a coordenada
em I ), podemos considerar cada @; = [p, [pi]] € T (E?d(c) . Que serao solucdes de

nadC

n 1
VY ¢i= Z B(X,ej) - @i + §iA’(X) cpni=1,--- 28 (6.3.11)

l\D\»—t
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Sem perda de generalidade, pois podemos fazer uma combinacao linear adequada das solugoes
da Eq.(6.5.10}), firado p € T ( Pgpincn) Xm Psme(m)> teremos

(1] + - + [por] € Spins.,, CITT™ @ @ LI = Clyym. (6.3.12)

Perceba que isso nao depende da escolha de referencial p, pois estamos trabalhando com
fibrados SpinC-principais. Assim em outro referencial spinorial a Eq. continua valida.

Podemos assim definir as seguintes 1-formas C-valoradas:
gij : TM — fZCl(n_;,_m)f] ~C

Agora, como estamos supondo que os spinores ¢; sao tais que as equacoes [6.3.10] e [6.3.12
sao vélidas, segue imediatamente que a seguinte 1-forma Cl(;4,,)-valorada

2k
> &i(X
.3
2k
§X) € PLiClusmiby = Cligm. (6.3.14)
1,J
¢ tal que o seguinte lema ¢ valido

Lema 95. Suponha que cada p; € T’ (2‘;‘”) ~T 2?‘“) satisfaz a Fq.(6.3.10) e também que a
Eq. ¢ valida, entao & defina pela Eq.(0.5.14) é tal que

1. £ é uma 1-forma R™ ™ -valorada

2. & é uma 1-forma fechada, d§ = 0.

Demonstragio. A demonstracao é exatamente a mesma do lema Pois o fato da Eq.(6.3.12))
ser valida implica que a forma é R""-valorada e para mostrarmos que £ é fechada utilizamos

que cada ; satisfaz a Eq.(6.3.10]). O]

Para o caso m +n = 2k + 1 impar: suponha agora que existam 2**! spinores Yio €
r (2‘1’;‘6@), wiq €1 (Zﬂc) que satisfagam as seguintes equacgoes

ZadC 1 n 1. .
V'’ %oz—5263"3()@6]‘)'901‘;0+§1AZ(X)'S0¢;07@=1»"',2'“,
j=1
D 1 & L. : k
Vi g = —5263"B(X,ej)'@i;1+§1A(X)'90i;1,Z= L. ,2%, (6.3.15)
j=1

onde B : TM x T'M — E é uma aplicagao simétrica e bilinear.

Observacao 96. Fizadop € T’ (PSpin(C(n) X M Psme(m)>; considerando 0s isomorfismos canoni-

k .
cos (coordenada a coordenada) C*" ~ Ij.q =~ - ~ Lok >~ I, ~ -+ =~ Iy, podemos considerar

cada @ix = [p, [@in]] €T (E“dc> Que serao solugoes de
ad(C 17 1
VX YiA = 5 Zej -B(X,€j) - ix+ 52 AI(X) “Pint =1, 28N =0,1. (6.3.16)
j=1
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Sem perda de generalidade, pois podemos fazer uma combinacao linear adequada das solugoes
da Eq.(6.5.19), firado p € T' ( Pgpincn) Xm Psme(m)> teremos

[1,0] + -+ [wario] + [0ra] + -+ + [par,] € SpinSqu cCi™mae---® I;%fm = Clyym. (6.3.17)

Perceba que isso nao dependa da escolha de referencial p, pois estamos trabalhando com
fibrados SpinC-principais. Assim em outro referencial spinorial a Eq. continua valida.

Podemos assim definir as seguintes 1-formas C-valoradas:

Ez'm : TM — fi;)\Cl(n+m)fj;>\ ~C
Gin(X) = (X i pjn)).i,i=1,--,25 X=0,1. (6.3.18)
Agora, como estamos supondo que os spinores ;.\ sdo tais que as equagoes [6.3.15 e [6.3.17

sao védlidas, segue imediatamente que a seguinte 1-forma Cl(,,)-valorada, que também deno-
taremos por £ assim como no caso n + m par,

EX) = DD &in(X)

A=0 i,j

1 2k
§X) € BB nClnsmiiaClinim (6.3.19)

A=0 i,j
é tal que o seguinte lema ¢é valido

Lema 97. Suponha que cada p; € T’ Zfd(c) satisfaz as Fqs.(6.3.15) e também que a Eq.(6.3.17
¢ vdlida, entdo & defina pela Eq. é tal que

1. £ € uma 1-forma R -valorada
2. & é uma 1-forma fechada, d§ = 0.

Demonstragcio. A demonstracao ¢ exatamente a mesma do lema Pois o fato da Eq.(6.3.17))
ser valida implica que a forma é R""™-valorada e para mostrarmos que £ é fechada utilizamos

que cada ;. satisfaz a Eq.(6.3.15)). m

Assim, independentemente da paridade de n + m, se admitirmos que a variedade M ¢é
simplesmente conexa, pelo lema de Poincaré segue existe uma funcgao

F:M — R"™™,
tal que dF = £. Além disso também é valido o seguinte lema
Lema 98. Com as consideracoes acima os sequintes itens sao validos

1. A aplicagio F : M — R"™™™ ¢é uma isometria.
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2. A aplicacao

dp : E— MxR™™
X € En— (F(m), (X))

n+m)

¢ uma isomelria entre E e o fibrado normal de F(M) em R , presevando conerao e

sequnda forma fundamental.

Demonstragio. Utilizando-se os lemas [05] ¢ 07 a demonstragdo ¢ exatamente a mesma do lema

Bl O
Estabelecido isso, teremos o seguinte:

Teorema 99. Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional, E — M um fibrado vetorial
real de posto m, assuma que TM e E sdo orientados e Spin®. Suponha que B : TM xTM — E
¢ uma aplicacao bilinear e simétrica . Assim as sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

1. Para o caso n+m =2k par:

Existem 2F spinores p; € T (E‘fd(c> ~T (Z?dc) que satisfazem as equagoes
12 1 . oal . k
V¢ o= 52 B(X,e;) g0i+§7,A(X)-g0i,2:1,---,2. (6.3.20)

Para o caso n+m =2k impar:

Existem 28! spinores o €T (Z%C), w1 €1 (Z‘f;dl(c) que satisfazem as equagoes

Zad(c

VX Pix = — iAl(X)SOZV\vZ:]-? a2ka)\:071' (6321)

n 1
> e B(X,ej) - gin + 3
j=1

2. Existe uma imersao isométrica F : M — R"™) com fibrado normal E e sequnda forma

fundamental B.

Além disso, dF = ¢ onde € é uma 1-forma R _yalorada definida por
Para o caso n+m =2k par:

§X) = 2 &(X), (6.3.22)
§i(X) = ((X-wip)),i,5=1,--,2% VX eTM. (6.3.23)

Para o caso n+m =2k impar:

(X)) = iZfij;A(X) (6.3.24)

A=0 4,
Ein(X) = (X -@in o) ,0,5=1,-- 28N =0,1, VX € TM. (6.3.25)

Demonstragio. A demosntragao segue dos lemas [0, [92] [95] [97] de maneira andloga ao
teorema, O
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Apéndice A

Spinores de Ideais de uma variedade
Imersa

Seja Q uma variedade riemanniana (n + m)-dimensional Spin® e M < @Q uma variedade
imersa n-dimensional Spin®. Dé a& M a métrica induzida de Q. Mantenha, nesta secio, as
mesmas notacoes da segao |5.1.2,

Consideremos aqui as representagoes regulares a esquerda irredutiveis nos ideais minimais
de Cl(;4-m), conforme notacao estabelecida na Secao

p' :+ Cloy — Ende(Cloge;) = Ende(I®?),i=1,-- 2%,
a +— p(a): Be; — afe;, para o cason = 2k par.
Pl 0 Clogpr — Ende(Cliginyes) = Ende(I5)i=1,--- 25 1=0,1,
a +— pyla): Bey — afey, para o cason = 2k + 1 fmpar. (A.0.1)
Suas restrigdoes ao grupo sz'n((cn +m) também serao denotadas por p; ou p;;. Lembre-se que as
representagoes p; ~ - -+ > pgr 820 equivalentes, assim como pyyy >~ -+ >~ pory, [ = 0,1 também
sdo equivalentes.
Dadas essas representacoes irredutiveis, definimos os seguintes fibrados de spinores comple-
XOS:
Caso n e m pares

C n c m
ST M = Papien X IF, 30N = Poyinen X I,
C n+m c o n+m
Zq Q = Pspinc(nim) X plntm) ](5 o, Zq @ M Ppin® (ntm) ™ [é o,
i= 1,28 5=1.. 2% ;¢g=1,-.. 2", (A.0.2)

Caso n par, m impar

C n C m
Zi M . = Pspin(cn Xp;_ﬂ IZ 5 Z]l N = PSpiTL(Cm Xp;’;l il

C (n+m) C (n+m)
2@ = Pspinc(urm X ot Ly 2@ L Bspintmmy| X e L7

m—1 n+m—1

i o= 1,---,22;j=1,---,2"7 ;q=1,---,272 :1=0,1. (A.0.3)
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Caso n impar, m par

ZZM © = Ppinen X, 10, Z N = Pyinem X 17
ZZZ Q@ 1 = Pspinc(nim) X plrtm 1 A qu Q ’ = Pspint(n+m) s o™ I +m)7
i = 1,--- 2" j=1,--,2%:g=1,--- 2% :1=0,1. (A.0.4)
Caso n e m impares
Zfl M = Pspinen Xpn I, Zil, N = Psyincun Xgm, T,
ZS Q = Pspincinim) X ntm) Ié’“rm)7 ZSQ‘M = PspinC(n_,_m)‘M X o) ]én+m),
i= 1, 2" =1, 2" g=1,---, 2" I =0, 1. (A.0.5)

Utilizando as equagdes ((1.6.1],[1.6.4} [1.6.5], |1.6.7]) apresentadas na Secao (|1.6]) e o fato de que
as fungoes de transicao de Pgpinc(ntm) u sao o produto das fun¢oes de transicio de Pgy;,c,, e
de Psyincy, , nao ¢é dificil obtermos:

adC n m
ST =Y MY N = (Painen Xer 1) @ (Poinen X 1)
~ Pspinc(uim)|,, %o (I © 1)
C
= pSpin(C(ner)‘M ngn+m) [éner) = Zq Q’M (AOG)
Vi=1,---,23;5=1,---,2%:¢=1,--- ,QHTM; se m e n sao ambos pares,
adC C C " .
S o=, MeY N= (Pspinen %o I1') ® (Pspincm X pm, )
~ PSpinC(n—&-m)‘M X oy (If & ﬁ)
n-m C
~ Py, Xomt 15T = Zq;lQ‘ (A.0.7)
Vi=1,---,22;5=1,--- 727_1;61:1,-~- ,QM [ =0,1; se m é par e n é impar,
adC n m
Z“;j = Z”M ® Z N = (PSmen P i;l) ® (PSpinCm Xp;” [j )
= PSpinC(n+m)‘M Xpl (‘[Zl ® ‘[m)
~ PSpin‘C(n—&-m)‘M X it (n+m Zq , Q‘ (A08)
Vi=1,--- ,QnT_l;jzl,--- 2%7.g=1,--- ,QM [ =0,1; se m é impar e n é par,

i = (Shmexs,v)e (Thae T N)
= (Pspinen Xozy Iio) ® (Pspinema Xz, 1) © (Pspinen Xot, Iho) ® (Pspinemn X, I7)
> Popinciuim|,, % (I%®f§”o)@(f”o®fﬁ>

n+m)

(A.0.9)

= Psz'nC (n+m) ‘M

n—1 1 n+m

\V/'L:]_,,2T,]:]_,,2T,q:1,,2 2

; se m e n sao ambos impares.
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