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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver codigos computacionais voltados para a arqui-
tetura de clusters, a fim de resolver via Método dos Elementos Finitos um sistema acoplado
de equacdes composto pelas Equagdes de Stokes e a Equacdo de Difusdo Advecgdo. Devido
as particularidades de cada uma delas, robustas estratégias computacionais devem ser empre-
gadas de modo a se obter solu¢des numericamente estdveis e fisicamente realistas. O método
de Galerkin € utilizado na obten¢do da forma ponderada residual para as equacdes de Stokes.
Esta abordagem exige que a condi¢do LBB -Ladyzhenbkaya-Babuska-Brezzi deva ser respei-
tada ao se discretizar esta. Portanto, elementos de segunda ordem sao utilizados no campo de
velocidades e de ordem um s@o empregado no campo de pressdo. Determinado os termos de
velocidades, estes sdo entdo acoplados ao modelo difusivio-advectivo a fim de se obter a disper-
sdo de uma pluma de poluentes ao longo dominio. Neste trabalho, os interesses estdo voltados
para situacdes fisicas em que valores altos do nimero de Peclet ocorrem. Esta caracteristica
corrompe as solucdes fornecidas pelo tradicional método de Galerkin, deste modo, empregou-
se Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Este método, se caracteriza por ter a robustez
e qualidade dos métodos cldssicos upwind sem apresentar qualquer criticismo a respeito da di-
fusdo numérica artificial transversal ao escoamento comum deste tltimo. De modo a aproveitar
todas as informacdes sobre o campo de velocidade, o mesmo tipo de elemento utilizado na dis-
cretizacdo deste foi empregado no modelo difusivo advectivo. Esta escolha impde dificuldades
adicionais, uma vez que func¢des upwind distintas devem ser utilizadas sobre nds do vértice e
aqueles localizados sobre as arestas. Realizada a discretizag¢do espacial do modelo, o método de
Crank-Nicolson foi empregado na discretizacdo temporal. Esta escolha se deve as caracteristicas
desse método, de ser incondicionalmente estdvel e possuir ordem de convergéncia quadratica.
Ao final deste trabalho, pretende-se ter além de uma robusta estrutura de algoritmos voltados
para cluster a fim de resolver os modelos descritos, pretende-se também realizar o estudo de

dois cendrios para o modelo difusivo advectivo sobre a regido de estudo.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Equacao de difusdo-advec¢ao-reacdo, Navier-
Stokes , Equagdes de.



Abstract

This work aims to develop computational codes aimed at the cluster architecture in order
to solve via a Finite Element Method a coupled system of equations composed of the Stokes
Equations and the Advection-Diffusion-Equation. Due to the particularities of each of them,
robust computational strategies must be employed in order to obtain numerically stable and
physically realistic solutions. The Galerkin method is used here to obtain the residual weighted
form for the Stokes equations. This approach requires that the LBB condition be respected by
discretizing it. Therefore, second-order elements are used in the velocity field and one order is
employed in the pressure field. Once the velocity terms have been determined, they are then
coupled to the diffusive-advective model in order to obtain the dispersion of a pollutant plume
over the domain. In this paper, interests are focused on physical situations in which high Peclet
numbers occur. This feature corrupts the solutions provided by the traditional Galerkin method,
thus using Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). This method is characterized by ha-
ving the robustness and quality of classical methods upwind without presenting any criticism
regarding artificial numerical diffusion transverse to the common flow of the latter. In order to
take advantage of all the information about the speed field, the same type of element used in the
discretization of this was used in the advective diffusive model. This choice imposes additional
difficulties, since distinct textit upwind functions must be used on nodes of the vertex and those
located on the edges. After the spatial discretization of the model, the Crank-Nicolson method
was used in temporal discretization. This choice is due to the characteristics of this method, to
be unconditionally stable and to have order of quadratic convergence. At the end of this work,
we intend to have a robust structure of cluster-oriented algorithms in order to solve the descri-
bed models, we also intend to study two scenarios for the advective diffusive model over the

study regio

Keywords:Finite element method, Diffusion reaction advection, Navier-Stokes, Equation.
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1 INTRODUCAO

A compreensdo dos fendmenos naturais estd intrinsicamente relacionada ao entendimento
dos modelos matematicos que os descrevem. Nao hé ddvidas que os métodos tradicionais capa-
zes de fornecerem uma solucao analitica consistem em uma peca fundamental no entendimento
dos fendomenos fisicos € no desenvolvimento técnico cientifico experienciado até o presente
momento.

No entanto, o advento dos computadores e a evolugdo destes deram a matematica compu-
tacional condi¢des de alargar ainda mais as fronteiras do conhecimento, uma vez que 0s recursos
que outrora limitavam a aplicag¢do de técnicas computacionais em problemas de grande porte
nos dias atuais estdo superados.

E dentro deste contexto que este trabalho é construido, ou seja, no emprego de técnicas
de matemadtica computacional auxiliadas por computadores de alto desempenho. Os algoritmos
aqui desenvolvidos estdo aplicados a um nimero restrito de problemas. No entanto, os c6digos
aqui desenvolvidos tém robustez para trabalharem com problemas gerais dos modelos que se

propdem a resolver.

1.1 Descricao da proposta de estudo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver c6digos computacionais voltados para ar-
quiteturas de Cluster a fim de resolver, via método dos elementos finitos, problemas difusivos-
advectivos e modelos de mecanica dos fluidos em que sdo validas as equacdes de Stokes. Di-
versas sao as aplicacdes em que estes modelos podem ser empregados, entre essas, o estudo da
dispersao de poluentes em regides ambientalmente favorecidas. Deste modo o cendrio escolhido
como motivacdo do desenvolvimento deste cddigo € o lago da Usina Hidroelétrica de Itaipu.

A escolha desta regido em seu tamanho real tem como objetivo ndo apenas introduzir
dificuldades com o tratamento da geometria, mas essencialmente no volume de dados a serem
trabalhados pelos algoritmos, visto que extensas malhas devem ser utilizadas ao se discretizar o
dominio em questdo, o que torna o problema invidvel ao ser abordado com méaquinas convenci-
onais.

Os métodos aqui utilizados na discretizagcao das equacgdes apresentadas foram o Stremline
Upwind Petrov-Galerkin e o Método de Galerkin O primeiro deles foi aplicado ao modelo
difusivo-advectivo devido sua robustez em determinar a solug@o para este tipo de problema
com valores elevados do nimero de Peclet, restri¢do esta que inviabiliza métodos tradicionais
como o de Galerkin. O segundo deles foi empregado na discretizacdo do problema de Stokes,
escolha esta que leva ao chamado método dos elementos finitos mistos, visto que a condi¢@o
LBB deve ser respeitada.

Ao final deste trabalho pretende-se ter além de uma estrutura computacional robusta para

ser executada em cluster, uma ferramenta para o estudo da dispersdo de poluentes quando os
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modelos aqui estudados estiao envolvidos.

1.2 Organizacao da Tese

Nesta seccao serd descrita de forma sucinta o conteudo abordado em cada um dos capitu-
los deste trabalho.

No capitulo 2 € apresentada a revisdo da literatura utilizada neste estudo, atengdo espe-
cial foi dada aos trabalhos desenvolvidos pelo grupo de biomatemdtica que se utilizaram de
estratégias computacionais semelhantes as empregadas no atual trabalho.

No capitulo 3 os modelos difusivo-advectivo e de Stokes sdo apresentados em suas for-
mas classicas. O capitulo se inicia com a descri¢do das hipéteses e simplificagdes adotadas em
cada um dos modelos, para em seguida estes serem deduzidos a partir das suas equagdes fun-
damentais. O capitulo se encerra com uma pequena discussao sobre as condi¢des de contorno
de cada um dos modelos, permitindo assim a defini¢do dos respectivos problemas de valores de
contorno.

O capitulo 4 se dedica a reescrever os modelos via formulag@o variacional. Deste modo,
a fim de se obter a forma ponderada residual do problema difusivo-advectivo via método de
Galerkin, inicialmente sdo definidas as fung¢des teste e de ponderacdo para este método. Em
seguida, sdo feitas as mesmas defini¢des considerando-se o método SUPG para o modelo em
estudo. O capitulo se encerra apresentado a formulacdo variacional para o problema de Stokes
e as classes de funcOes que este utiliza, as quais dao origem ao método dos elementos finitos
mistos.

No capitulo 5 sdo descritas as estratégias de discretizacdo espacial e temporal, sendo a
primeira empregada em ambos os modelos e a segunda apenas no modelo difusivo-advectivo.
Neste ultimo modelo aten¢do especial é dada ao se utilizar elementos finitos de segunda or-
dem, pois como serd mostrado esta escolha implica no célculo de dois pardmetros upwind os
referentes aos nds sobre vértice do elemento, e aqueles situados sobre as arestas.

Ainda capitulo 5, ao se considerar o modelo de Stokes, serd mostrado que o sucesso
na discretizacdo espacial desta equacao esté ligado a condicdo LLB. Condi¢do esta que impde
restri¢des ao espaco de velocidade e pressdo, que se obedecidas garante a existéncia e unicidade
da solugdo para este problema.

No capitulo 6 sdo apresentados os resultados para os modelos aqui estudados, sendo inici-
almente considerado o Modelo de Stokes uma vez que, este tem forte influéncia sobre o modelo
difusivo-advectivo e, em seguida os resultados do tltimo modelo citado.

O trabalho se encerra no Capitulo 7 com as consideracdes finais e sugestdes para proximos
trabalhos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo seré feita a revisao da literatura de alguns dos trabalhos desenvolvidos den-
tro do grupo de biomatematica da Unicamp, que tiveram como objetivo de estudo os mesmos
modelos e métodos aqui empregados. Além disso, pretende-se fazer uma pequena discussao
sobre as estratégias computacionais desenvolvidas por cada um deles e, mostrar as possiveis li-
mitacOes destas. Ao final deste texto também pretende-se mostrar a contribuic@o deste trabalho.

Um dos primeiro estudos envolvendo a temdtica de dispersdo de poluentes se deve a MIS-
TRO, 1992, que emprega o modelo difusivo-advectivo no estudo da dispersao de mercurio em
rios amazonenses. Em seus estudos, a referida autora considerou modelos em duas dimensodes
com perfis de velocidade constante. Nestes os dominios considerados foram discretizados por
malhas estruturadas construidas manualmente. Tal técnica se deveu as limitagdes computacio-
nais existentes na época.

Uma vez que possiveis oscilagdes poderiam surgir devido aos altos valores do nimeros
de Peclet, a autora emprega em seus algoritmos o tradicional método upwid. Este método este
que ponderd os termos de velocidade de modo especifico, a fim de garantir a estabilidade da
solucdo.

O Estudo de BERNARDES, 1998 tem como cenario de estudo dos Esteros de Ibera,
regido pantanosa situada no nordeste da Argentina, na Provincia de Corrientes. Em seu trabalho,
o autor utiliza a equacao de difusdo-adveccao na anélise de dois modelos, um unidimensional a
fim de avaliar o comportamento de poluentes ao longo de uma coluna d’dgua nas lagoas Luna e
Galarza e o outro bidimensional aplicado a lagoa Ibera.

No estudo em duas dimensdes, BERNARDES, 1998 aproxima o campo de velocidades
de modo intuitivo, ou seja, sem utilizar um modelo de mecanica dos fluidos para descreveé-lo.
Além disso, o autor assume que a equacdo diferencial associada ao modelo difusivo advectivo
¢ predominantemente parabdlica.

Ao se considerar os aspectos computacionais do trabalho de BERNARDES, 1998,vé-se
que este se caracteriza por empregar o tradicional método de Galerkin, na obtencdo da forma
ponderada residual e realizar a discretizacdo espacial com elementos de primeira ordem em uma
malha ndo estuturada.

Ainda no ano de 1998 CANTAO, 1998, utiliza o modelo difusivo advectivo no estudo de
derramamento de 6leo ao longo do canal de Sdo Sebastido. Diferentemente dos estudos anteri-
ores, neste, o campo de velocidade é determinado a partir da interpolagdo de dados disponiveis
na literatura FURTADO, 1978, tornando o modelo mais verossimil.

Dentre os diversos cendrios avaliados pelo autor, a maior parte se destaca por utilizar ni-
meros de Peclet de baixa magnitude, de modo a garantir a estabilidade do método de Galerkin.
No entanto, em um dos estudos, os fendmenos advectivos sdo considerados predominantes, e
para este caso, o autor emprega a estratégia Streamline Upwind Petrov-Galerkin para elementos

de primeira ordem.



22

Considerando o ponto de vista computacional o trabalho se destaca por empregar ma-
lhas ndo estruturadas, campo de velocidades interpolados € 0 método SUPG para elementos de
ordem um.

OLIVEIRA, 2003, em seu trabalho envolvendo a Baia de I1ha Grande no Rio de Janeiro,
traz como principal contribui¢do no estudo da dispersdo de poluentes o acoplamento entre as
equagodes de Stokes de mecanica dos fluidos e modelo difusivo-advectivo. No entanto, poucos
sdo os detalhes deixados respeito da estratégia de implementacao deste, uma vez que a rotina
utilizada foi desenvolvida por Cantdo como citado em seu trabalho.

Além da maior precisdo em descrever as correntes maritimas ao longo da Baia de Ilha
Grande, a autora também introduz em seu modelo a influéncia dos ventos ao longo da regiao
analisada. Deste modo, a composicdo da velocidade no termo advectivo da equacao consiste na
soma da velocidade das correntezas maritimas e da velocidade das correntes de ar.

Uma vez que os termos advectivos tém forte influéncia neste modelo, o método SUPG na
discretizacdo da equacao de difusdo-adveccdo. Nesta abordagem os elementos finitos utilizados
sdo de primeira ordem o que tem como caracteristica o cdlculo de um tnico parametro upwind.
Como nos demais trabalhos, este também utiliza uma malha ndo estruturada na discretizagao
do dominio.

VASQUEZ, 2005 desenvolve um estudo que avalia o impacto do descarte de dgua pro-
veniente de operacdes offshore de exploracdo de petréleo sobre o ecossistema maritimo. Neste
trabalho, o autor aproxima a regiao em estudo por um dominio retangular em trés dimensdes, e
sobre este aplica os modelos difusivos-advectivos e de Stokes.

De modo a se definir o problema de valor de contorno associado ao modelo de mecanica
dos fluidos, impde sobre o bordo do dominio apenas condi¢des do tipo Dirichlet. Como observa
Sert, 2015 este tipo restri¢ao imposta ao contorno leva a uma familia de solu¢des para a pressao,
ou seja , apenas os gradientes desta estdo determinados. Ainda segundo o autor, é possivel se
determinar o pressdo de forma tnica ao se especificar o valor da desta em um tnico né da malha.

Como a equacdo de Stokes exige devida atencdo em sua discretizagdo,visto que a condi¢do
LBB deve ser respeitada, VASQUEZ, 2005 emprega como combinacao estdvel o par P2/P0 de
polindmios interpoladores. Deste modo, os termos de velocidade sdo elementos de segunda
ordem e os de pressao sio elementos discretos constantes.

De posse do campo de velocidades, VASQUEZ, 2005 entdo obtém a forma ponderada
residual para o modelo difusivo advectivo através do método SUPG. Reescrito o modelo na
forma fraca, este € entdo discretizado por elementos de segunda ordem, curiosamente a fungdo
upwind utilizada pelo autor € a que estd relacionada a elementos de primeira ordem, € ndo o
conjuntos de fungdes especificada por CORDINA e outros, 1992 em seu trabalho.

Acoplados os modelos, VASQUEZ, 2005 entao realiza o estudos de trés cenarios possi-
veis a saber:

Cenario 1 — Admite que o poluente fica suspenso ao longo do dominio ndo sofrendo

influéncia da forga gravitacional, se deslocando assim predominantemente ao longo das direcdes
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de x e y da velocidade.

Cenaério 2 - Ap6s ser injetado no dominio poluente volta a superficie devido suas propri-
edades fisicas, sofrendo ao maior influéncia dos efeitos biodegradativos.

Cendrio 3- E avaliado o caso em que o poluente mais denso que a agua, e assim se precipita
no fundo do mar. O trabalho se encerra com a avaliagdo de cada um dos cenério.

O trabalho de INFORZATO, 2008 tem como objetivo de estudo a dispersdo de poluentes
entre um meio aquatico e um aéreo, estando estes acoplados através de uma fronteira comum
a ambos. Neste trabalho, o autor escolheu como cendrio de estudo o lago Igapé em Londrina
para o meio aquatico, e a regido atmosférica imediatamente acima deste como o meio aéreo.
Em ambos os casos estes foram aproximados por dominios retangulares em trés dimensdes.

Os modelos utilizados a fim de descrever a dispersao de poluentes em ambos 0s meios
foi o modelo difusivo-advectivo, sendo que, no modelo aéreo, o autor definiu um perfil para o
deslocamento dos ventos a fim de se determinar o termo de advecg¢do, e para o meio aquatico a
determinacdo deste foi feita utilizando-se a rotina de Stokes desenvolvida por VASQUEZ, 2005.

Assim como VASQUEZ, 2005, INFORZATO, 2008 também emprega o método SUPG
na determinacdo da forma ponderada residual para o modelo difusivo advectivo. Além disso, o
referido autor faz uso dos elementos de segunda ordem a fim de dicretizar este modelo.

Os cendrios estudados por INFORZATO, 2008 em suas simulag¢do sdo diversos e aqui
serdo elencados apenas algumas carateristicas destes. Em um primeiro momento, o autor con-
sidera que o ingresso de poluente ocorre através das correntes de vento, e assim se dispersando
tanto no meio aéreo quanto no aquatico. Em um segundo momento, ¢ admitido que ha uma
fonte de poluente no meio aqudtico e este contamina tanto o ambiente aéreo quanto o aquético.
As outras simulagdes realizadas pelo autor levam em conta pequenas alteracdes nestes cendrios,
sendo as ideias centrais mantidas.

Wolmuth, 2009 desenvolve um primeiro estudo sobre a represa do Rio Manso, neste
trabalho, a partir de imagens de satélite a autora reconstréi o contorno da regido definindo
assim o dominio em duas dimensoes.

Neste estudo inicial algumas simplificagdes sdo impostas ao modelo a fim de tornarem
sua andlise e implementacdo vidveis, uma vez que este foi desenvolvido ao longo de um curso
de mestrado.

As restricdes impostas por Wolmuth, 2009 sao as de que o comportamento da EDP que
descreve o a dispersdo de poluentes ¢ admitido ser predominantemente parabdlico, € o campo
de velocidades associado ao termo de adveccao desta € considerado constante ao longo de todo
o dominio.

De modo a obter a forma ponderada residual para o modelo difusivo a autora emprega
o tradicional método de Galerkin. Sendo a forma discreta deste obtida com elementos triangu-
lares de primeira ordem, tal escolha tem como principal vantagem a necessidade dos produtos
internos associados a estes serem calculados uma Unica vez.

Os cendrios avaliados por Wolmuth, 2009 se diferenciam quanto a direcdo do campo
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de velocidade que é acoplado a equagdo transporte, e a alguns parametros fisicos adotados no
modelo. Em todos eles se observa que o comportamento da solucio satisfaz e é coerente com o
problema de valor de contorno definido.

Krindges, 2011, em seu trabalho de doutorado, realiza um segundo estudo sobre a represa
do rio Manso-MT. Nesta pesquisa, a metodologia utilizada pelo autor amplia enormemente as
fronteiras do trabalho de Wolmuth, 2009, visto que a regido em estudo € modelada por um
dominio em trés dimensdes. Além disso, o autor também propde que o campo de velocidades
do modelo difusivo —advectivo seja determinado através das equacdes de Navier-Stokes.

Definida a geometria e os modelos a serem utilizados em seu trabalho, o autor entdao
emprega o tradicional método de Galerkin a fim de obter a forma ponderada residual para as
equagdes, as quais sao posteriormente discretizadas por elementos finitos de primeira ordem. A
escolha deste tipo de elemento contribui enormemente para o cdlculo dos produtos internos do
o método Galerkin, visto que as integrais destes sdo constantes e, portanto, sdo realizadas uma
unica vez.

Um outro ponto em que o trabalho de Krindges, 2011 se destaca é pelo uso das técnicas
de programac¢do em paralelo; tal estratégia se faz necessdria em seu estudo devido ao volume
de dados em ambos os modelos, mas principalmente devido as equacdes de Navier-Stokes que
exigem a atualizacdo de seus parametros a cada passo no tempo.

Os cendrios estudados pelo autor foram trés, e cada um deles se diferencia dos demais
pelos coeficientes do modelo difusivo-advectivo, além do tempo em que este € analisado. Os
resultados obtidos pelo autor sdo notérios € mostram a robustez do uso da computagdo em
paralelo a fim de se obter a solucdo deste tipo de problema, quando se tem imenso volume de
dados.

Diversas outras estratégias podem ser empregadas no estudo da dispersdao de poluentes,
no entanto, este trabalho se interessa por aquelas que utilizam-se dos modelos anteriormente
citados. Além disso, no grupo de biomatematica, nenhum estudo foi realizado sobre o lago da
hidrelétrica de Itaipu, assim como os modelos de Stokes e difusdo-advec¢do programados para

computacdo em paralelo, vislumbrou-se ali um espaco para este trabalho.
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3 MODELAGEM CLASSICA

Neste capitulo serdo apresentadas as equacoes, modelos e justificativas adotados por este
trabalho afim de se obter o perfil de dispersdo de poluente ao longo da regido em estudo. Tra-
balhos como o de , OLIVEIRA, 2003, VASQUEZ, 2005 , INFORZATO, 2008 entre outros ,
mostram que uma boa estratégia a este tipo de problema consiste no acoplamento da equagao
classica de Difusdao-Advecdo com a equacdo de Stokes. Assim, este também serd o caminho

aqui percorrido

3.1 Equacao Difusao-Adveccao

A equacdo de difusdo-adveccgao tem suas origens nas leis de conservacao da massa, sendo
u a concentracao nas varidveis temporal e espacial, a forma geral desta é
ou

— + div(Jfruzototar) + decaimento = fonte

ot

Diversos foram os pesquisadores que fizeram seu uso e entre esses citamos os cldssicos
Nihoul, 1975 no estudo de sistemas marinhos, Okubo, 1980 em estudo de problemas ecolégicos
e Marchuk, 1986 em problemas gerais de polui¢do. Dentre as intimeras dificuldades relatadas
pelos referidos autores encontram-se as de parametrizagao dos termos do fluxo, decaimento,
fonte, bem como as condi¢des de contorno. Neste trabalho estes termos serdo considerados em
suas defini¢des cldssicas, no sentido de sobreviverem as modas do tempo.

O fluxo total J, serd aqui entendido como a soma de duas parcelas. A primeira € o ten-
sor de tensdes de Fick, que assume uma tendéncia da matéria em preencher de maneira mais
uniforme possivel todo o espaco disponivel, o que se traduz em um fluxo de matéria das re-
gides de maior concentracdo para as de menor concentracdo. Em linguagem matematica este
€ descrito como o produto entre gradiente tomado em sua direcdo oposta e uma constante de

proporcionalidade (difusividade ) que controla a intensidade de troca. Assim tem-se:

Jdifusivo = —a-Vu

A segunda parcela do fluxo considera os fendmenos advectivos, o que exige a presencga
de um agente externo atuando no transporte do poluente. Tal funcdo serd exercida pelo campo
de velocidade do escoamento e, é neste ponto que nasce o acoplamento entre a equagdo de
Difusdo- Advecgdo e Stokes, pois esta dltima € a responsdvel em obter do campo vetorial de
velocidades 7. Como o transporte de poluente ocorre na dire¢ao de 7 o fluxo advecctivo é

entdo descrito por:

Jadvectivo =rv-u

Assim, a parcela do fluxo total € escrita como a contribuicdo do transporte difusivo e
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advectivo.

Jfluxototal = Jdifusivo + Jadvectivo

Jflu:cototal =—a-Vu+v-u

Ao se considerar a parcela do decaimento tem-se como intuito modelar as diversas formas
de degradacdo sofridas pelo poluente, as quais podem ocorrer por biodegradagdo, oxidagao
ou evaporacdo. Aqui os interesses estdo voltados em sua forma quantitativa. Assim, esta serd
considerada diretamente proporcional a quantidade da matéria em estudo. Tal hipdtese se baseia

na solucdo da equagao diferencial abaixo, onde 9 € a taxa de decaimento,

du
— =0-u.
dt
Modelos mais robustos para este termo podem ser encontrados por exemplo em MEYER
e MONTE, 1992 que ao modelar derramamentos de 6leos assume ¢ na forma
du __ u ’

du
0, u = 0.
A ultima parcela do modelo difusivo-advectivo deste estudo corresponde ao termo fonte

da equacao,o qual consiste em uma das formas de modelar o ingresso de poluente no dominio.
Neste trabalho quando este termo for empregado, serd no mesmo contexto do trabalho de CAN-
TAO, 1998 onde o termo fonte assume a forma pontual definida pela funciio Delta de Dirac,
modelo este valido quando as dimensdes da fonte tem ordem de grandeza muito menor do que

do dominio. Assim:
q, (1’071/0) € Q

f=
Oa V(l’,y) 7& ($07y0)
Definido cada um dos termos da equacdo, e considerando a regido em estudo como um

aberto 2 C R*limitado de bordo 912, tal que 92 = U, N, = ¢ , e admitindo que este seja
suficientemente suave para ser possivel, por exemplo, definir o vetor normal unitdrio 7 ao seu

redor, a equacdo de difusdo advec¢do 2 C R? em torna-se:

%—Q-Au+div(7-u)+5'U—f (ry) €eQC R te (0,1 (3.1)

Tendo sido estabelecida a equacdo governante para o problema difusivo-advectivo, deve-
se entdo definir a condicdo inicial e as de contorno. Sendo «(2,¢) a concentragdo de polui¢ao
ao longo dominio, serd admitido como uma hipétese ideal que este encontra-se inicialmente na

auséncia de qualquer substancia, assim:

u(r,y,0) =0, (z,y) € QC R (3.2)
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As condicdes de fronteira t€m como fungdo especificar qual sistema fisico estd sendo
resolvido, uma vez que, este trabalho esta preocupado com o impacto ambiental sobre as regides
em estudo, estas devem retratar de modo mais fidedigno possivel o “contorno” de cada um dos
locais, assim:

Ingresso de Poluentes Para regides a montante da bacia de Itaipu, assume-se que o in-
gresso de poluente possa ser modelado atraves da condi¢do de contorno do tipo Von Neumann

nao Homogéneo, assim:

0
a_u = J(t,%y), (t,f,y) S [OaT]$FNeumann ndo Homogéneo - (33)

on
Fronteira sem perda: Na regido onde ha concreto ou formagdo rochosa, serd admitido

que nao ha perda nem ingresso de poluente, assim .

— Q7 = 07 (t,I,y) S [OaT]ereumann Homogéneo - (34)

Perda de poluente para regido de mata: Considerando que exista perda de poluente para
o solo e, admitindo que estd seja proporcional a concentracao presente ao longo da respectiva

fronteira, assumiu-se aqui, uma condicao do tipo Robin:

—a— =k - u, (t,x,y) € [0,T)2T regido de Mata- (3.5)

Perda de poluente para regiao de saida: Nas regides de saida, tais como o vertedouro
da barragem, considerou-se que a perda de poluente é proporcional a sua concentragdo e a

intensidade da velocidade normal do escoamento neste local, portanto:

9,
—aZ_ . u, (t,x,y) € [0,T)2T regiao de saida- (3.6)

Nas figuras 3.1 e 3.2 sdo ilustradas as condicdes de contorno do modelo difusivo-
advectivo. Na figura 3.1 € mostrado o recorte da regido em estudo, e em seguida apenas o
contorno onde se encontram as condi¢des impostas. Como pode ser observado na figura ( 3.2
)na maior parte dominio tem-se um contorno do tipo Robin,ou seja, as regides de mata absorvem

parte significativa dos poluentes que chegam através do Rio Paran4.



Figura 3.1: Regido em Estudo da Bacia de Itaipu.
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Figura 3.2: Condig¢des de contorno da equagdo difusdo-advecgao.

758
x10°

28



29

3.2 Equacoes de Stokes

Neste trabalho os esfor¢os se concentram na determinacdo da dispersdo de poluente ao
longo de um dominio 2 C R2 A fim de modelar este fendmeno, introduziu-se no capitulo
anterior a equacao cléssica de difusdo-adveccao. Nesta equacgao, o transporte de poluente ocorre
devido aos fendmenos difusivos cujas caracteristicas dependem do meio, e dos advectivos que
sdo proporcionais ao gradiente de concentragdo e ao campo de velocidades do escoamento, que
¢ regido pelas leis da mecanica dos fluidos.

No campo da dinadmica dos fluidos, como apresenta White, 2010, as leis que regem o
movimento destes sdo as equagdes de conservacdo da quantidade de movimento e massa, que
juntas sd@o chamadas de equagdes de Navier-Stokes. Estas equacdes sdo gerais e vélidas para
todos os fluidos. Assim, simplificacdes e consideracdes sobre estas devem ser feitas de modo a
adequé-la ao problema em estudo.

Uma vez que o meio onde ocorre a dispersao do poluente € dgua, a primeira consideracao
a ser feita é a de que o fluido considerado € incompressivel. Esta afirmacao apesar de simples,
¢ a responsdavel por diversas dificuldades numéricas, pois como observa Sert, 2015 a perda
equacdo de estado leva matrizes de discretizagdo mal condicionada, visto que elementos nulos
sdo introduzidos na diagonal principal.

Sendo a regido em estudo uma drea alagada onde o escoamento ocorre em baixas velo-
cidades e, portanto, com valor baixo do nimero de Reynolds, tem-se para este cendrio, como
observa Sert, 2015, a dominancia dos termos viscosos sobre os inerciais, podendo estes se-
rem desprezados. Assim, de posse das simplificacdes e consideragdes anteriores, a substitui¢ao
destas na equagdo de Navier —Stokes, leva a chamada equag@o de Stokes, que para fluido in-

compressivel e Newtoniano assume a forma conjunto de equagdes dadas em (3.7),

—Vo=0, QCR? Equilibrio
V7V =0, QCR2, Incompressibilidade
V= vg, sobrel'p, Contorno Dirichlet (3.7

7]7, sobrel'y, Contorno Neumman

A apresentacdo das equacdes de Stokes em funcdo dos tensores de tensdes de Cauchy se
deve ao fato de que esta forma é mais adequada a obten¢do da matriz do sistema acoplado , o
que computacionalmente € vantajoso. DONEA e HUERTA, 2003 observa que uma equagdo
constitutiva € necessaria de modo a fechar o problema, isto é, o tensor de Cauchy o deve estar

relacionado a velocidade e pressao, a qual é feita pela Lei de Stokes.,
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As condigdes de contorno como apresentadas na equagdo (3.7) sdo gerais, devendo assim
serem particularizadas ao problema em estudo. Em seu trabalho de doutorado, Krindges, 2011
realiza diversas consideracdes sobre estas, € a mesma metodologia utilizada por ele serd empre-
gada aqui, a saber:
Regiao de entrada: A partir do conhecimento da velocidade da dgua dos rios na entrada
do lago, prescreve-se nesta regido uma condicao de contorno de Dirichlet nao homogenéa:
V= 7D(x,y), sendo ¥ p, uma funcdo conhecida em (xy) € Q,t e (0,T).
Regido de Saida: De modo a se deixar livre a velocidade da dgua nesta regido, uma

condi¢ao do tipo Von Neumann homogénea sera especificada,

(), (5),-

Contorno do lago: Ao longo da margem do lago, a fim de se respeitar a condi¢do de
nao deslizamento de mecanica dos fluidos se impde ao longo dessa frontera a condic¢ao do tipo

Dirichlet homoégeneo, assim:

Vp=0.

Especificadas as condi¢des de contorno, estd completa a formula¢do do modelo de Stokes
para o estudo proposto neste trabalho, na Figura 3.3 é mostrada a localizacdo de cada uma das

condicdes de fronteira.

2 T T T T T

—— Condigéo de Parede

Regido de Entrada

Regido de Saida &l

7
738 74 742 744 746 748 75 752 754 756 758
5
X 10°

Figura 3.3: Condig¢des de contorno para equacao de Stokes.
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4 FORMULACAO VARIACIONAL

Neste capitulo serdo apresentadas as justificativas e o desenvolvimento da formulacao
variacional, que consiste na base tedrica do método dos elementos finitos, para os problemas de

Difusdo-Adveccgdo e Stokes.

4.1 Equacao Difusao-Adveccao via Método de Galerkin

Definido o problema de Difusdao-Adveccdo no capitulo anterior, e tendo em mente os ob-
jetivos deste trabalho, fica evidente que a obtencdo de uma solugdo analitica no sentido forte é
impraticavel. Alids, como observa VASQUEZ, 2005, existem situa¢gdes cuja a complexidade
associada tanto a geometria do dominio quanto as condi¢des de fronteira sdo tais que impos-
sibilitam a obtenc¢do de uma solucdo analitica, ainda que se possa garantir a existéncia desta.
Além disso, CANTAO, 1998 observa que a solucdo da equacdo (3.1) no sentido cléssico, de-
pende fortemente do comportamento da fonte bem como da condi¢ao inicial. Tendo em mente
as consideragdes anteriores, que se mostram fortes o suficiente como justificativas para o uso
da formulagdo variacional, a qual apenas exige que o termo fonte e a condi¢do inicial sejam
regulares e ndo necessariamente suaves, esta serd entdo utilizada. Além disso, a existéncia e
unicidade desta solucdo estd assegurada pelo Teorema de Lax-Milgran, que estd demonstrado
em Ciarlet, 1978. No entanto, antes de se dar inicio a constru¢do desta formulagdo, algumas
defini¢des preliminares se fazem necessdrias. Considere 2 C 2, com x = (11,15), seja:

o L*(9) o espago das fungdes quadrado integrével, no sentido de Lebesgue, sobre o domi-

nio {2, com o produto interno e norma definidos respectivamente por:

(u,0) 2y = /uvdA < +o0o, |lullieg = (uw);20, uw € Q.
0

Além disso, sobre a fronteira de €2 o produto interno é denotado por:

(u,v}L% = /u 00, ullF2q = (W) r2@),  Vuw € VOQULT € 99

r

o H'(Q) C L?(9) , espago das fungdes em L? () cujas derivadas de primeira ordem no

sentido fraco, também pertencem a L? (), ou seja:

HY(Q) = {u € LQ(Q)/S—;; cL*(Q), k= 1,2} :

Sendo a norma e produto interno definidos por

() 10y = () gy + (Vi Vo) gy il = ul3aiey + Vel
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Dadas as definicdes acima, pode-se dar inicio a construcdo da formulag¢do variacional
associada ao problema (3.1). Os passos aqui percorridos sdo os mesmo de Carey Graham
e outros, 1981 que inicialmente define o residuo associado a equacdo (3.1),
ou
r(z,y,t) = i V(ia-Vu)+V (714) +ou—f 4.1)
Afim de testar o residuo ao longo do dominio, multiplica-se r por uma fungao teste v €

H' () suficientemente suave e forga o produto 7 - v em uma média ponderada ser zero, assim

/rvdu:/%vdu—/V(a-VU)vdujL/V(?-u)vdu—i—d/uvdu 4.2)
Q Q 0 0 Q

—/fvd,u:(), Vv e HY(R)

Q

Considerando o campo de velocidades 7 livre do divergente; a seguinte igualdade € ob-
tida:

V(7u)=VV -u+7 -Vu="7-Vu

Voltando com a express@o anterior em na equacao (4.2) vem

ou

5 —vdp — /V (a- Vu) vdp + / (7 - V) vdp + §/uvd,u 4.3)
Q Q

Q

—/fvd,u:0, Vv e HY(Q).

De modo a acomodar as condi¢des de contorno na equagao (4.3), aplica-se o Teorema de
Green no segundo termo da igualdade anterior, pois este permite escrever a integral sobre do

dominio em funcdo da integral ao longo da fronteira, como mostra a igualdade a seguir.

—a/Auvdu = &/Vu - Vodp — a/g—zvdaﬁ
Q Q

N
Uma vez que 02 = |J I'; e considerando as condigdes de fronteira definidas na segio

i=1
( 3.1 ) pelas equagdes (3.3) a (3.6) a seguinte expressdo € obtida para a integral ao longo do

contorno:
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~a / “LodoQ = Zk / wwddQ + ) / V uvdd) — ZJ / vdd)
%9

Substituindo as equagdes anteriores em (4.3) é obtida a expressdo (4.4) que corres-
ponde a formulacdo variacional associada ao problema de difusdo adveccdo. Como observa
Carey Graham e outros, 1981, toda solucdo de (3.1) satisfaz (4.4) e, caso u obtido através da
formulagdo variacional seja suave o suficiente, esta também ira satisfazer (3.1). Formalmente,
resolver (4.4) consiste em encontrar uma funcdo v € U, definida em (4.5) tal que a igualdade

(4.4), seja mantida,

/%vdu—i—a/VU~Vvd,u+7/Vu~vdu+5/uvdu
Q

/ fodp + Z Fom / wwddQ+ Yy / 7 uvddS) (4.4)
Q

—ZJ /vdaQ:o Yo e H'(Q)

m

Sendo

ueU = {u e L*[(0,7),H" (Q)] /%

Considerando a notagdo de produto interno definida no inicio deste capitulo, pode-se re-

€ L12(Q), Vte [O,T]} . 4.5)

escrever (4.4) como segue:

<@,v) b (Vi Vo) + 7 - (V) + 6 (u0)g — (fi0)g 4.6)
Q

ot
Zk (ulv)p +Z7 (u|v)

—Z (Julv)p, =0, Yve HY(Q).

n=1

4.2 Equacao Difusao-Adveccao via SUPG

No capitulo anterior, 0 método de Galerkin foi utilizado a fim de obter-se a formulacao
ponderada residual para o problema de difusdo-advec¢do. Neste método, as funcdes de ponde-
racao e interpolacdo pertencem a mesma classe de fun¢des. Como BROOKS e HUGHES, 1982
observam, quando o método Galekin € aplicado a problemas de estruturas ou de conducdo de

calor, obtém-se ao final da discretizagdo uma matriz simétrica e, neste caso, pode-se mostrar
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que a solug@o possui a propriedade de ser a melhor aproximacao, isto €, a diferenca entre a
solugdo via elementos finitos e a solu¢do exata € minimizada com respeito a uma certa norma.

No entanto, essa caracteristica se perde ao empregar o0 método em equagdes como a do
transporte, uma vez que a introdugdo dos termos advecctivos tornam a matriz de discretizado nao
simétrica e, como observa CORDINA e outros, 1992, o método de Galerkin passa a apresentar
oscilagdes numéricas para elevados valores do nimero de Peclet.

BROOKS e HUGHES, 1982, assim como o proprio CORDINA e outros, 1992, afirmam
que estas oscilagcdes podem ser evitadas apés um drastico refinamento de malha. Além disso,
autores como Gresho e outros, 1980 sugerem que tal inconveniente seja um indicativo do
quao grosseira € a malha na resolu¢do do problema. No entanto, frequentemente o interesse,
a exemplo deste trabalho, estd nas caracteristicas globais da solugdo, o que faria com que o
exaustivo refinamento na malha tivesse como func¢@o apenas evitar as oscilacoes .

Ao longo da literatura, diversas estratégias foram desenvolvidas a fim de contornar o pro-
blema acima apresentado. Dentre as mais comuns encontra-se a adi¢do de difusao numérica na
equacao do transporte, bem como os esquemas upwind. DONEA e HUERTA, 2003 apresentam
um extenso estudo sobre ambos os métodos de estabilizagdo. Além disso referidos os autores
mostram que todo esquema upwind introduz uma difusdo numérica artificial e, de modo analogo
a introdu¢do de uma difus@o numérica artificial corresponde a um esquema upwind.

Como afirmam BROOKS e HUGHES, 1982, muitas das formula¢des upwind 6timas ob-
tidas via método dos elementos finitos resultam em um mesmo sistema de equagdes e fornecem
solugcdes exatas para problemas unidimensionais. No entanto, quando estas estratégias sao ge-
neralizadas para situacdes mais complexas, infelizmente fornecem resultados que estdo longe
de serem ideais, sendo a principal critica a este método a excessiva difusdo numérica perpen-
dicular a dire¢do do escoamento nos casos multidimensionais. Contraditoriamente, muitas das
situacdes em que uma abordagem via método de Galerkin € adotada com adequado refinamento
de malha, esta é capaz de fornecer solucdes livres de oscilagdes as quais s3o mais precisas que
obtidas via esquema upwind.

De posse do cendrio acima descrito, este trabalho utilizard o Método Streamline Upwind
Petrov-Galerkin, caracterizado por BROOKS e HUGHES, 1982 como tendo a robustez e qua-
lidades dos métodos classicos upwind sem apresentar qualquer criticismo sobre a difusdo ar-
tificial anteriormente mencionada. Diferentemente do método de Galerkin, em que as funcdes
teste e de ponderagdo pertencem ao mesmo espaco, sendo estas continuas ao cruzar os contor-
nos inter-elemento, no método SUPG as fungdes de ponderacdo sdo tomadas em um espaco
diferente das fungdes testes e estas sao descontinuas sobre o referido contorno. A forma geral
para as funcdes de ponderacdo no esquema SUPG ¢ apresentada em (4.7), sendo a componente

T tempo intrinseco e 7o campo de velocidade é dada por:

T=v+77/Vo=v+w, vweH Q). 4.7)
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A constru¢do da formulagao variacional associada ao problema (3.1) através do método
SUPG ¢ feita de modo andlogo ao método de Galerkin , assim definindo inicialmente a forma

ponderada residual vem:

/rvdu:/(%—V( Vu)+V(7u)+5u—f>vdu

Q
NEI

+ Z/ <— —V(a-Vu)+V (7u) + du — f> wdp, Yow e HY(Q)  (4.8)

elQ

A acomodacao das condi¢gdes de contorno € feita aplicando-se o Teorema de Green no
segundo termo da igualdade anterior, pois este permite escrever a integral sobre o0 dominio em

funcdo da integral ao longo da fronteira.

—a/V(Vu)vd,u:a/Vu'Vvdu—a/g—ude
n
0

N
Sendo 02 = |J I'; e considerando as condi¢des de fronteira definidas previamente de
j=1
(3.4) a (3.6) a seguinte expressao € obtida:

—a / %vdﬁQ = km / uoddQ + ) / VyuvddQ =, / vdo.
50 n m=1 T, n:an n=1 I,

Voltando com as expressoes anteriores em (4.8), resulta em (4.9) que consiste na forma

final da formulacdo ponderada residual via o método SUPG.

/rvdu:/(g{; )d,u—a/(Vu Vv)d,u+7/Vu vdu+5/u vdp
Q Q 0 Q
NEI

/fvdp+Z/<——aAu+7 Vu—i—éu—f)wdu
Q
+Zk‘ /uvd@Q+Z/7 uvdos)

=y
> /vdaQ =0 VYo,w e HY(Q).
n=1 T,

4.9)

Reescrevendo a equacgdo anterior utilizando a notacdo de produto interno definida no ini-
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cio deste capitulo, vem:

(%’199_OZ(VU,VU)Q+7(U’U)Q+5(U'U>Q_<f'v)9

ﬁij{( )Qe—a(Au,w)Qe+7(VU,w)Q +0 (uw)g, — (frw)g }
Zk (ulv)p +Z7 (ulv)y,

—Z (Ja|v) Yo, w e HY(Q)

(4.10)

Na equacdo (4.7) foi definida a forma geral para a funcdo de ponderacdo do método
SUPG, naquele momento poucos foram os detalhes deixados sobre as componentes desta. Con-
siderando a parte descontinua da equagdo (4.7) tem-se o produto entre trés termos, dois deles
conhecidos Vve 7/, e 0 tempo intrinseco 7 que deve der determinado através da relagdo desen-
volvida por CORDINA e outros, 1992 dada a seguir.

_ gche
2[[uell

4.11)

A fungido . é responsavel em controlar a quantidade upwind adicionada, ||u.|| a norma
das velocidades medias calculada sobre o elemento mestre, e h, 0 comprimento caracteristico
associado ao elemento. CORDINA e outros, 1992 em seu trabalho dedica toda uma sec¢do na
determinacdo de cada um deles.

Assim como no trabalho anterior, este estudo também faz uso de elementos de segunda
ordem na discretizagdo espacial do problema difusivo-advectivo, portanto aten¢ao especial deve
ser dedicada a funcdo €. uma vez que, esta assume expressoes distintas para os nds sobre os
vértices e aqueles localizados sobre as arestas. O desenvolvimento algébrico das expressdes de
€. em cada um dos casos estd detalhado no trabalho de Cordina, aqui apenas serd feito o uso

dos resultados obtidos pelo referido autor, a saber:

1 o 2 )
B(Ve) = 5 (coth <%) — %) ,  nos sobre os vértices

{34+ 376(7)} — {37 + 7807}
{2 = 3B8(7e) 1 7* ’

De modo a capturar o comportamento assintético faz-se v, — oo

nds sobre as arestas

a(’ye) i

lim a(y.) =1, lmp(y.) = % (4.12)
Ye

Y—00
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Expandindo a(7.) e 5(7.) em série de Taylor na vizinhanca de 7. = 0, as seguintes

expressoes sao encontradas

a(h) = 15+ 0(y),  Bl) = 15+ 6(r) (4.13)

Considerando (4.12) e (4.13) , uma forma aproximada para «(.) e 3(7.) € obtida.

L 0<y<12 £ 0<y<L6
a/a('Ye) = 2 6@(’7@) = 2
1, > 12 1, ~>6

As figuras ( 4.1) e ( 4.2) mostram respecitivamente o comportamento assintético para as

funcdes a(7.) e S(7.) , assim como para suas aproximagoes.

08 [

40 Upwind

Fung
L

04b

J

i

Li

0.2 1
i

[

Nimero de Peclet(y,)

Figura 4.1: Comportamento Assintético fungao o .
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Figura 4.2: Comportamento Assintético fungéo (5 .

Em (4.11) foi apresentada a equacao para o cédlculo do tempo intrinsico 7.. No entanto,
poucos foram os detalhes deixados de como realizd-lo. O procedimento aqui utilizado foi ini-
cialmente descrito por CORDINA e outros, 1992 e sua escolha se deve a féacil implemen-
tacdo deste, assim como os diversos relatos bem sucedidos de literaturas como a de OLI-
VEIRA, 2003, VASQUEZ, 2005 entre outros.

Essencialmente o algoritimo para o cdlculo de 7, pode ser descrito pelos seguintes passos.

1. Calcule a média aritmética das velocidades no elemento da malha global e chame de V,
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2. Use a transformacao linear e calcule as velocidades equivalentes as reais no elemento de
referéncia

3. Calcule a média das velocidades obtidas no passo anterior , chame de VeN ;

4. Obtenha o comprimento caracteristico h, = hy - ““ﬁ—e” , sendo h,, = 0.7 para elementos
N
triangulares e h,, = 2 para elementos quadréticos.
5. Calcule o parametro upwind 7, = 2T\T}LH

(a) Se o elemento for de ordem um considere €, = conth(~.) — vi

(b) Se o elemento for de segunda ordem considere:

Bre) = 3 (coth (%) - 2)
{33780} - {3v+7%6(7) }
a(Ve) = — {2-3B(7e) 17?2

Ee —

Neste ponto todo 0 método SUPG estd definido, deixando evidente os grandes esfor¢os
matematico e computacional necessdrios a estabilizagdo da equacdo de difusdo—advecdo para
altos valores do niimero de Peclet. Importante observar que a utiliza¢ao de elementos de segunda
ordem,exige esfor¢cos computacionais ainda maiores, pois como se observa na equaciao (4.8) a
parcela ponderada pela parte descontinua da fun¢@o peso ndo pode ser integrada ao longo do
dominio, o que implica no calculo do laplaciano de © em coordenadas locais.

No apéndice deste trabalho serd apresentado um maior detalhamento da transformacao
das equacgdes escritas em coordenadas globais para coordenadas locais , o que deixard visivel
custo do calculo do laplaciano e, a fim de se contornar estas dificuldades também serdo feitos

estudos a influéncia deste termo na solu¢do da equacgdo difusiva-advectiva .

4.3 Equacao de Stokes

No Capitulo 2 problema de Stokes foi descrito em sua forma classica. O passo seguinte a
implementagdo do método dos elementos finitos consiste em reescrever este no sentido das dis-
tribui¢des. No entanto, devido as particularidades do modelo, algumas observacgdes preliminares
sobre as dificuldades em se obter uma solu¢do numérica a este problema se fazem necessarias.

Um dos principais obsticulos a ser transposto na resolu¢ao numérica da equacao de Stokes
se deve a condi¢c@o de incompressibilidade, que impde ao campo de velocidades a restricdo de
ser livre do divergente, consequentemente a pressao torna-se uma variavel que ndo estd relacio-
nada a nenhuma equacao constitutiva, e sua presenca na equacdo da quantidade de movimento
tem como propdsito introduzir um grau adicional de liberdade necessario a satisfazer a condi¢ao
de incompressibilidade.

Assim o papel da pressao € se ajustar instantaneamente de modo a satisfazer a condic¢ao
da velocidade ser livre do divergente. Isto é, a pressdo estd atuando como um multiplicador de

Lagrange da restri¢cdo de incompressibilidade existindo assim um acoplamento entre as veloci-



39

dades e as pressoes desconhecidas.

Diversos sdo os métodos propostos na literatura a fim de contornar o problema da in-
compressibilidade. Neste trabalho a estratégia a ser utilizada € a mesma descrita DONEA e
HUERTA, 2003, que essencialmente descreve o problema em fun¢do de suas varidveis primiti-
vas de velocidade e pressao e aplica sobre este a formulacdo ponderada residual via Método de
Galerkin, resultando assim no método dos elementos finitos mistos.

O sucesso do método anterior estd condicionado a condicao de compatibilidade LBB
devido a LADYZHENSKAYA, 1971 , BABUSKA, 1971 e BREZZI e FORTIN, 1991, que
indica quais sdo as possiveis combinacdes entre elementos de pressdo e velocidade a fim de
tornar a matriz nao singular, uma vez que elementos nulos estdo contidos em sua diagonal
principal .

O primeiro passo na constru¢do variacional do problema de Stokes consiste em definir
os espacos das fungdes testes e de ponderacdo para as varidveis de pressdo e velocidade. Sera
denotado por S o conjunto de fungdes teste para a velocidade. Toda fungdo pertencente a este
conjunto é quadrado integravel e possui derivada primeira também quadrado integravel. Além
disso, como este conjunto de fun¢des tem como propriedade satisfazer as condi¢oes de Dirichlet

sobre o contorno de {2, matematicamente tem-se:

S={ve H(Q)|v=uvp, emTp}.

De modo anédlogo define-se V o conjunto das fun¢des de ponderagdo dos termos de velo-
cidade, que possui as mesmas caracteristicas de S exceto que sobre o contorno do tipo Dirichlet

suas funcdes de sao nulas, assim :

V=H (Q)={weH(Q)w=0,enlp}

Definidos os conjuntos de fungdes teste e de ponderacdo para as varidveis de velocidade,
deve-se entdo fazer o mesmo para a pressdo. Diferente das anteriores, as exigéncias sobre o
conjunto de pressdo sao menores, visto que derivadas espaciais desta varidvel ndo aparecem
na formulagdo fraca. Assim apenas se exige que as fun¢des que compdem este conjunto sejam
quadradas integrdveis no sentido das distribuicdes. Além disso, € suficiente que as fung¢des peso

e ponderacgdo desta pertencam ao mesmo conjunto, portanto:

Q C Lo(2)

De posse dos sub-espacos de velocidade e pressdo, a formulagdo fraca é obtida multi-
plicando a equacdo da quantidade de movimento por w € V e, o produto resultante é entdo

integrado por partes sobre o0 dominio de modo a se acomodar as condi¢des de contorno:

/ —w - Vad) = /Vwo*dQ — / (wnam + wtant) dsd. (4.14)
Q

Q r
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Uma vez que o contorno é composto ! por sua por¢io Dirichlet e Von Neumann, a integral

sobre este € escrita como:

/ (vnor"” + vta”t) dQ) = / (wna”" + wta”t) dQ) + / (wna”" + wta”t) dQ) (4.15)

r I'p Iy

Como sobre o contorno Dirichlet as funcdes de ponderagdo sdo nulas, a integral ao longo
de I'p é zero. Analise semelhante € feita sobre o contorno Von Neumann, neste caso como
optou-se em deixar que as componentes da velocidade livres para assumirem um valor arbitréario
porem fixado, as componentes tangencial v, € normal da velocidade v, sdo nulas o que torna a

integral sobe 'y também nula, assim vem:

/ (vnann + vtant) o2 =0. (4.16)
T

Substituindo com a equagdo ( 4.16) em ( 4.14) e, expandindo esta resulta:

/Vw-adQ—/Vw- {—pmﬁu (87),» + 8””')}@ (4.17)
’ 8xj (%zzz
Q Q
/Vw ( Ov; ,ugvj>d§2—/Vw-de.
Q

Estabelecida a forma variacional para a equacdo da quantidade de movimento, deve-se en-

tao proceder de modo andlogo com a equagdo da continuidade, assim multiplicando a igualdade

(4.15) por -1 e em seguida por q € (), vem:

/ —q - div(P)d = 0 (4.18)
Q
Portanto a formulag@o variacional associada ao problema de Stokes em sua forma com-

pacta é escrita como:
a(w,w) +b(v,g) =0, YweV
' (v,g) =0, qeQ.

Sendo

'Recomendamos aqui a leitura do trabalho de Segal, 1987 p.40
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ov; ov;
a(w,w) = /Vw- (u- 6;’)- + - 8?) dQ, Yww e V(Q)
j i

Q

b—/Vw-qu, we H(Q) | Yge Q)
Q

b = /qudQ, Yo e HY(Q) , VYge Q).
Q

Desenvolvida a formulacdo variacional, o passo seguinte consiste em aproximar estd na
sua forma discreta, o que serd feito no Capitulo 5. Além disso, neste mesmo texto maiores de-
talhes serdo apresentados sobre a condi¢gdo LBB responsdvel em vincular os espagos continuos

e discretos na equacdo de Stokes.
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5 ELEMENTOS FINITOS

Definidas as formulacdes variacionais para os problemas de Difusdo-Adveccdo ( 4.1) e
Stokes ( 4.2), um método numérico adequado deve ser escolhido de modo a se obter uma apro-
ximacdo para a solugdo. Dos diferentes esquemas disponiveis na literatura, este trabalho opta
pelo método dos elementos finitos na discretizagdo espacial e o de Cranck-Nicolson no tempo-
ral.

Dentre as indmeras justificativas que poderiam ser apresentadas para a escolha destes
métodos, prefere-se aqui a deixada por BROOKS e HUGHES, 1982, que em uma traducao livre
é: O método dos elementos finitos € uma valiosa ferramenta na solu¢do de muitos problemas
de engenharia. Em situacdes onde a equacdo do problema € conhecida,mas a geometria ou as
condicdes de contorno sdo complicadas ou irregulares tornando um solucao analitica dificil ou
impossivel, o método dos elementos finitos € emprego.

De posse das consideracOes anteriores, este trabalho opta em apresentar o0 método dos
elementos finitos em um primeiro momento via Método de Galerkin, o qual é amplamente
conhecido na literatura dado sua facil implementacdo e robustez em diversas situacdes. Em
seguida serdo apresentadas as limitacdes deste, assim como as estratégias desenvolvidas na
literatura a fim de superar as limitagcdes apresentadas pelo método de Galerkin, nos problemas

aqui enfrentados.

5.1 Discretizacao via Galerkin Difusao Adveccao

Considere { Qe}i\g uma familia finita de N'T" tridngulos €2, dois a dois disjuntos ou tendo

com intersec¢ao no maximo uma aresta ou um vértice, tais que, {2, formado pela unido de todos

os {2, consiste em poligono que aproxima €2 . Em linguagem matemitica:
NT
O~ = [J
e=1
Associado a esta malha, tem-se o parametro A dado por

h = maz{diam(2,)}!

Este pardmetro permite definir 7}, como sendo a familia dos N'T" tridngulos (.. Dentre os
diferentes subespacos finitos que formam uma base para a solu¢do aproximada U", este trabalho
opta pelo espaco das fungdes polinomiais por partes, assim seja [ um nimero inteiro e positivo

e P;(€2.) o espaco dos polindmios p de grau menor ou igual a [ em (2., ou seja,

!Como observa INFORZATO, 2008 A referéncia ao parimetro h é relevante no seguinte sentido : para melhorar
a aproximagao discreta ndo basta que NT'N ( nimero total de nds), aumente. Isto deve ocorrer com h tendendo a
zero.
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PI(Qe) = {P : Qe — R/p(x,y) = Z a’n&’ﬂxa’ylyawa a’yna’m E éR}
[IvII<l

2+k
k

tinica, quando avaliada em um conjunto » €2, de N pontos, chamados de nés dos elementos

O espago F,(£2.) tem dimensdo finita N = ( ) e toda func¢do p € determinada de forma
finitos, os quais s@o especificados a partir da fixacdo do seu tipo k£ que, como apresentado em
Ciarlet, 1978, trata-se de um 2-simplex ou tridngulo. Os elementos finitos (£2.,P,(£2.), > )
da familia acima definida sdo todos afins- equivalentes a um unico elemento (@,PZ (Qe), > Q)

chamado de elemento de referéncia. Dessa forma U" é definido formalmente por:

U ={¢ e C°/(Q) € P(Q), VO €T}

e como demostrado em Kardestuncer, 1987 tem-se que U" C H'(). Por fim, resta-se
determinar uma base para U”". Considere inicialmente a unido dos nés de todos os elementos

que compdem (2, a saber:

Qe ={y, 1<j<NTN}

e=1

em seguida, considere NT'N funcdes pertencentes a U" que satisfacam
Yi(b;) =65, 1,j=1,.. ,NTN.

Assim, o conjunto 3 = {9y, ...,)x7x } constitui uma base de U" C H* e qualquer u" €

U™ pode ser escrito como uma combinagdo linear das fungdes da base, ou seja:

NTN

ul = Z ci()i(xy). (5.1)

=1

Substituindo (5.1) em (4.6) e Vv € U" tem-se;

ot +a (Vu', Vo) + T (Va0
,UQ a(Vu, Vur)g U,
h

hoh
BT h+5(u,v)

Q o

+ Z ko <uh, Uh>rm + Z v <uh, Uh>1“n
m=1 n=1

- (f,Uh)Qh + Z <Jnavh>1—\n 5 Yo € HI(Q)
n=1

Com algumas manipulagdes algébricas
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NTN ) NTN NTN

il—t (s, 0" Q + o Z ai(t) (V. V') Q +7 Z ci(t) (Vibi, v )

NTN NTN NTN

+6 Z ci(t) (i, 0" ﬂh + Z o, Z ci(t) <uh,vh>Fm + Z Z () oy <uh,vh>rn (5.2)
m=1

i=1 n=1 =1

= (fa")a, + Z (n; Uh>rn ;Wi dy € HY(Q).

n=1

Escrever a equagio (5.2) para todo elemento de U" equivale a avalid-la para os elemento

da base (3, assim

NTN NTN

Z dc( ) (i, )q, +o Z () (Ve Viy)o, + 7 Z (1) (Vi)
=1

NTN NTN NTN

+5Zcz ) (¥, ¥)g +Zk > alt) Wi i), + Y v (i), (53)

i=1 n=1 i=1

= (f7¢h)ﬂh + Z <Jn7wh>Fn 3 av¢i7wj € Hl(Q)
n=1

Como observa CANTAO, 1998, o sistema acima pode reescrito na forma matricial (
5.4), caracterizando-se como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, determinado pelas

matrizes A e b que por sua vez depende exclusivamente da escolha das fungdes de base.

A(hiby)e (t) = b(i,5)c(t) + (fbs) + (Jns ) (5.4)
ij=1.NTN

Tendo-se realizado a discretizagdo espacial da equacao do transporte, 0 passo o seguinte
consiste na discretiza¢io temporal, a qual serd realizada através do Método de Cranck-Nicolson,
2, que gera um esquema incondicionalmente estdvel com aproximacdo de ordem © (At?). As-

sim para os termos temporais vem:

n—l—% n+1 n
dt At
1 1 1
b GGy FUR o KU
C. =, f =, J = ——
J 2 J 2 J 2

2Que consiste em tomar a aproximagio em um ponto intermedidrio no tempo (n + %) como a média entre dois
tempos subsequentes.
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Nas expressdes acima n representa o passo no tempo, voltando com estas na equagdo

(5.4) e com uma série de manipulacdes algébricas, resulta :

A = B +d

Sendo
asg = (1 Mt) (i), + 22 (96,9031, + 27 (i), 5.5)
At At
+Zk (i y)y,, + 7 Z 5 (W),
SAt aAt At7
bz, (1 - _> (wza ¢j) I (Viﬂu V¢j) PN (%7%) (56)
A A
Sy L )y ZI .

5.2 Dicretizacao Difusao Adveccao via SUPG

A discretizacdo da equacgao de Difusdo-Adveccao através do método SUPG segue os mes-
mos passos do método de Galerkin. Assim considerando inicialmente que o dominio possa ser
particionado em uma malha finita de elementos triangulares onde os elementos que a compdem

tenham no maximo uma aresta ou um vértice em comum e a uniao destes aproxima 2 tem-se:

NT
U
e=1
Como no método anterior aqui também se opta pelo subespacos das fun¢des polinomiais
por partes a fim de se definir uma base para a solug¢io aproximada U" . Além disso assume-se

que estas fun¢des obedecem a relacdo de Dirac para cada um dos nds b; da malha de modo a

garantir a independéncia linear entre elas. Assim tem-se:

= {v € C%W) /() € Pi(Q) Y €7} (5.8)

Onde

wl<bj) - 61,]’7 ’L,j - 1,,NTN
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Assim, todo u" € U" pode ser escrito como uma combinagio linear das funcdes da base,
ou seja:

NTN

u = Z ci(t)vi(x,y) (5.9

=1
Considerando © como definido na equacédo ( 4.7) e tomando este em sua forma discreta ,
vem:

=" TV =" ', Te HY(Q) (5.10)

Substituindo as equacdes (5.9) e (5.10) na equacdo (4.10) resulta.

(aa—l;h,vh) +a(Vuthh)Qh+7(uh,vh)Q + 6 (u”, v) (fv)
Qp

Z{(aa: wh)ﬂ +a(Vuthh)Qh+7(uh,wh)Q +5(u w) (fw) }

e=1

Zk ul vh> +Z7 <u o Z<Jn,v = Yo, w € H'

(5.11)

Realizada a discretizacdo espacial da equacao de difusdo-adveccao o passo seguinte con-
siste em discretizar esta na varidvel tempora. Aqui como no Método de Galerkin, serd utilizado
o Método de Cranck-Nicolson, pois este gera uma sequéncia incondicionalmente estavel com

aproximacao de segunda ordem. Considerando as varidveis temporais tem-se:

n+% n+1 n
dcj _ =
dt AN
1 1 1
S s T TE S o | S s
C; = . f = R —
J 2 J 2 J 2

Nas expressoes acima n representa o passo no tempo. Voltando em (5.9) e com algumas
de manipulagdes algébricas vem :

(A, + Ag) "t = (By + Bgy) & + (dy + dyy) (5.12)
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Sendo®
(a5);, = (1 (W) i) + 22 (v + 2T ()
302G ), + 3 A7 i,
(asu); = (1 + %) (60:5) + %2 (801,3) + 227 ()
(by)s; = (1 Mt) (e ) — 220 (V) - 25 LATA.
- Z EACEUNED O A i,

()i = (1 - @) (6.5) - °2 (a0s5) - 227 (v )
= () + ()
= (f”*é,%-)

Neste ponto todos os produtos internos necessarios a implementagao algoritmica estao
definidos. Nas Figuras de ( 5.1) a ( 5.6) tem-se os fluxogramas do cédigo desenvolvido neste
trabalho, cuja principal caracteristica € sua estrutura obtida para ser executada em cluster.

A necessidade da utilizagdo de arquiteturas computacionais robustas se deve principal-
mente a trés fatores que estdo fortemente relacionados, a saber: O tipo de elemento, neste caso
de ordem dois, o nimero destes que compdem a malha, e o custo computacional associado a
integracdo numérica. A relagcdo entre os trés fatores se deve integracdo a numérica. O algo-
ritmo aqui implementado é o de Gauss-Legendre cuja eficiéncia como demonstra Richard e
J. Douglas, 2010 é de ©(n?). Como os elementos sdo de segunda ordem, os produtos internos
definidos acima devem ser calculados para cada dos elementos que compdem a malha e, devido

a densidade dessa, tornam o processo invidvel em méaquinas de pequeno porte.

3Como observado no capitulo 4.2, os produtos internos referentes ao método SUPG sio realizados apenas para
os elementos internos da malha.
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5.3 Estrutura do Programa SUPG

Neste ponto todas as informagdes necessdrias a constru¢ao dos cddigos computacionais
relativos a0 método SUPG estdo disponiveis. Assim, esta sessdo se dedica a apresentar um
esbog¢o das estruturas que compdem os algoritmos aqui desenvolvidos.

Como mostra a Figura (5.1) o programa se divide em trés mddulos independentes a saber:
pré-processamento, processamento e pos-processamento. No primeiro deles, é definido o pro-
blema a ser resolvido. Deste modo, devem ser fornecidas ao programa as propriedades fisicas
do modelo, a malha de célculo utilizada e a localizacdo das condi¢des impostas ao contorno.
Fornecidas estas informagdes a execugdo deste modulo aglutina todos estes dados e os salva em
um arquivo que consistird no parametro de entrada do médulo de processamento.

Os algoritmos mais complexos e robustos estdo encapsulados no médulo processamento,
o qual é composto pelas sub-rotinas mostradas nas Figuras de (5.2) a (5.6), sendo estas respon-
saveis pelos cdlculos dos produtos internos do método SUPG. Diferentemente dos algoritmos
tradicionais em que a cada iteracdo soma-se a contribui¢do do respectivo elemento a matriz
global de discretizagdo, a rotina aqui desenvolvida armazena-os em uma estrutura denominada
torre.

A estrutura anteriormente citada torna possivel a paralelizagdo do cédigo, uma vez que
ela permite a cada um dos processadores realizarem os cdlculos relativos a um determinado
elemento de forma independente dos demais e posteriormente inserir este de forma ordenada
na torre. Esta estrutura consiste em uma matriz de trés dimensdes em que a primeira dimensao
armazena o nimero do elemento e as duas dltimas o produto interno das fungdes (i,j).

Devida a versatilidade da estrutura anterior, esta foi utilizada ndo apenas na paralelizagao
dos célculos do dominio, mas também no cdlculo das condicdes de contorno. Desta forma, to-
dos os produtos internos relativos a discretizac@o espacial estdo paralelizados tornado o c6digo
robusto para lidar com problemas de grande porte.

Ap0s a discretizagdo espacial se iniciam as iteragdes temporais. Assim, considerando pre-
viamente o método de Crank-Nicolson e a decomposicao em fatores LU da matriz no instante
de tempo (n+1) deste método, o avango temporal € obtido com a resolucao dos dois sistemas
triangulares resultantes da decomposi¢ao LU.

Atingido o tempo maximo de simulacdo a rotina de processamento entdo salva a evolu-
cdo da solucdo ao longo dos cortes de tempo previamente definidos. Por fim, o modulo pés-
processamento recebe o arquivo de discretizag@o e o da evolugdo temporal da solucdo a fim de
construir o video do modelo fisico analisado.

A estrutura modular descrita nesta se¢ao tem como objetivo priorizar o desenvolvimento
de algoritmos capazes de serem executados em clusters. Neste tipo de arquitetura deve-se res-
peitar a independéncia das func¢des atribuida a cada um dos processadores disponiveis. Assim, a
divis@o aqui proposta separa inicialmente o que € possivel ser realizado localmente daquilo que

deve ser realizado de modo distribuido. Feita esta divisdo inicial, as estruturas de torre tornam
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Calculo em Paralelo dos Elementos do Dominio.
» Leitura dos dados de discretizacdo

Discretizagdo do Dominio

» A estrutura a seguir permite a paralelizagéo dos calculos necessario a discretizagdo espago temporal

do dominio. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento qualquer da malha, assim

como informac0es e rotinas que sdo aplicadas sobre este.

Matriz de Conectividade

» Contém os n6s de cada
um dos elementos que
compdem o dominio.

Discretizagao temporal
» Contém os coeficientes
de Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

» Contém as coordenadas
(x;, y;) de cada um dos nés
que compde o elemento.

Matriz do Elemento via Galerkin

Mgaierkin = Mtemp + Mdif + Magy + Mgec

Matriz do Elemento via SUPG
Calcula tempo intrinsico 7,

Msype = Mtemp + Mdif + Maay + Mgec

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Megaterkin + Msupc

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin + Msupc

Alocacédo na estrutura torre esquerda
> AlocaaMatriz Mgjemento de dimensdo
NNExNNE no andar da torre igual ao

numero do elemento

Alocacéo na estrutura torre direita
> AlocaaMatriz Mgjemento de dimensdo
NNExNNE no andar da torre igual ao

numero do elemento

Figura 5.2: Mdédulo responsavel pelo célculo dos elementos do dominio.
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Célculo em Paralelo do Contorno Robin

» A estrutura a seguir permite a paralelizagdo dos célculos necessario a discretizagdo espaco
temporal do contorno do tipo Robin. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento

qualquer do contorno, assim como informacoes e rotinas que sdo aplicadas sobre este

Contorno do tipo Robin: Modela a perda de
poluente do dominio para as regides de fronteira

de forma proporcional a concentragdo do meio.

Matriz de Conectividade

» Contém os nos de cada um
dos elementos que
compdem Robin.

Discretizagao temporal
» Contém os coeficientes

de Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

> Contém as coordenadas
(x;, ;) de cada um dos nos
que compde o elemento.

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Mcaterkin

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin

Aloca elemento na torre contorno robin
esquerda
» Aloca a Matriz Mgemento de dimensdo
NNECxNNEC no andar da torre igual ao
namero do elemento

Aloca elemento na torre contorno robin
direita.
» Alocaa Matriz Mgemento de dimenséo
NNECxNNEC no andar da torre igual
ao numero do elemento

Figura 5.3: Mdédulo responsavel pelo cédlculo do contorno Robin.
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Calculo em Paralelo do Contorno Neumann

» A estrutura a seguir permite a paralelizacdo dos célculos necessario a discretizacdo espaco
temporal do contorno do tipo Neumann. Cada processador recebe as informagfes sobre um

elemento qualquer do contorno, assim como informacdes e rotinas que sdo aplicadas sobre este.

Contorno do tipo Neumann: Modela o
ingresso de poluente ao longo da regido de

entrada.

1

Matriz de Conectividade

» Contém os nos de cada um
que

dos elementos
compdem Neumann.

Discretizagdo temporal

Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

» Contém os coeficientes de > Contém as coordenadas

(x;, ;) de cada um dos nés
gque compde o elemento.

Melemento

Calcula a matriz do elemento

Aloca elemento na torre contorno Neumann

» Aloca a Matriz Mgiemento

NNECx1 no andar da torre igual ao namero

do elemento

de dimensao

tempo, entdo a expressao anterior se resume aJmtz = In

J

. ~ , . . gL
1 A aproximagao para o termo de fluxo J,, é feita pela relagéo J;'**/? = L—L

n

, sendo J,, constante no

Figura 5.4: Médulo responsével pelo calculo do contorno Neumann.
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Calculo em Paralelo da regido de saida

» A estrutura a seguir permite a paralelizacdo dos célculos necessario a discretizagdo espaco
temporal das regifes de saida. Cada processador recebe as informacdes sobre um elemento

qualquer do contorno, assim como informac6es e rotinas que sdo aplicadas sobre este

Contorno regido de saida: Modela a perda de
poluente ao longo das regides de saida.

Matriz de Conectividade Discretizagdo temporal Matriz de Coordenadas
> Contém os nés de cada um > Contém os coeficientes > Contém as coordenadas
de Crank-Nicolson, (x1, ) de cada um dos nds

dos elementos que
compdem Robin.

acoplada as velocidades.

que compde o elemento.

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Mcaterkin

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin

Aloca elemento na torre contorno Robin
esquerda
» Aloca a Matriz Mgemento de dimensdo
NNECxNNEC no andar da torre igual ao
namero do elemento

Aloca elemento na torre contorno Robin
direita.
» Alocaa Matriz Mgemento de dimenséo
NNECxNNEC no andar da torre igual
ao numero do elemento

Figura 5.5: Médulo responsdvel pelo célculo da regido de saida.
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Alocacao das matrizes globais e solugdo do sistema linear

> Define e aloca as estruturas necessarias as matrizes esparsas globais, cujo método de solugéo para o

sistema linear resultante é a decomposi¢do LU com povoamento total de modo a garantir maior

estabilidade numérica.

NNE = Numero de n6s do elemento ,
NTE = NUmero total de elementos ,
NNT = Numero de nos total ,

DIM = Dimenséao da matriz alocada,
MSTE =Matriz esquerda C-N,
MSTD = Matriz direita C-N,

VE = entradas a esquerda do C-N,
VD = Entradas a direita do C-N,

VF = Vetor fluxo

Nomenclatura

11D = Armazena namero da linha Dominio Global

JJD =Armazena namero da coluna Dominio Global
IICR = Armazena namero da linha contorno Robin
JJCR = Armazena numero da coluna contorno Robin
IICN = Armazena nimero da coluna contorno Neumann
JJCN = Armazena nimero da coluna contorno Neumann
s™*+1 = Solugéo no passo de tempo posterior

S$™ = Solugdo no passo de tempo anterior

VN =Armazena as estradas Neumann

Dimensdes

11D = DIM(NNE*NNE*NTE,1)

JJID =DIM(NNE*NNE*NTE,1)

VE =DIM(NNE*NNE=*NTE,1)

VD =DIM(NNE+*NNE=*NTE,1)

IICR =DIM(NECR*NECR*NTER,1)
JIRC =DIM(NECR*NECR=*NTER,1)
IICN =DIM(NEC+NTEN,1)

JICN =DIM(NEC*NTEN,1)

Alocacéo
_ 1ID JID VE
MSTE = sparse( [ ,[HCR el NNT, NNT)
_ IID JID VD
MSTD = sparse( [IICR] , []]CR] ) [VDR] ,NNT, NNT)

VF = sparse(IICN,JJCN,VN,NNT,1)
S"™1=DIM(NNT,1)
S"=DIM(NNT,1)

L = Matriz triangular inferior,

P = Permutacao das linhas,

Iteracdes no tempo

Z=U\ly
solugdo =Q*Z

Fim iteracdo tempo

Resolucéo do Sistema Linear

[L,U,P,Q] =InN(MSTE)

solugdo_anterior = solugéo;
independente =(P*MSTD) *solugdo_anterior + P*VF

U = Matriz triangular superior

Q = Permutacdo das colunas

Figura 5.6: Estrutura de alocacao das matrizes esparsas
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5.4 Discretizacao via Galerkin para Stokes

Ao longo do Capitulo 4 o problema de Stokes foi escrito na sua forma ponderada residual
e naquela ocasido trés espagos de funcdes foram definidos a fim de se obter esta, a saber: S
,V e () que consistem respectivamente nos espacos das fungdes teste e de ponderacdo para
a velocidade, e () em iguais espagos para as varidveis de pressdo. A forma discreta para o
problema variacional de Stokes € obtida ao se considerar os subespagos de dimensdo finitas
contidos em S,V e @, que serdo aqui denotados respectivamente por S”, V" e Q".

Sendo S o conjunto das fungdes teste, estas tem como propriedade satisfazerem as condi-
c¢oes de contorno do tipo Dirichlet. Assim dado um subconjunto finito contido em .S, as funcdes
que o compde também satisfazem a condi¢do de fronteira, ou seja, para Vv" € S” sua represen-

h " uma funcdo pertencente ao

tagdo é v" = u” + v’ sendo v¥ a condigdo sobre o contorno e, u
espago das fungdes de ponderagio V.

Assim, a forma discreta associada ao problema variacional de Stokes obtido via método
de Galerkin consiste em: Dadas as condi¢des de contorno de Dirichlet e Von Neumann ao longo
do bordo de €, encontrar o campo de velocidades Vh— (uf',ul) onde u;,u; € V" e a varidvel

pressdo p" € Q" tal que para todo (wh, qh) € V'zQ" as igualdades abaixo sdo mantidas:

a (wh, uh) +b (wh,ph) = —a (wh, u’})) (5.13)

_bT (U%, qh)

T (uh7qh)

sendo

a(w,w) = /Vw- <,u- gg +u- %) dQ, Yw,w e HY(Q)
j i

b= [ Vw-qdQ, YveH(Q) , Vqe Ly

bl = /qudQ, Yo € HY(Q) , Vqe& Ly(Q)
Q

O passo seguinte a formulagdo de Galerkin, consiste em aproximar as componentes de
velocidade v = u" + v? em termos das fungdes de interpolagdo € associar a estas seus valores
nodais. A fim de evitar a proliferagdo desordenada de notacdes, este trabalho utilizard 8 mesma
de DONEA e HUERTA, 2003, a qual se mostra concisa e intuitiva.

Sejan = 1,2,...N o numero de nés na malha global de velocidade, além disso, considere

np, C 1 o subconjunto de nés de velocidade pertencente a por¢ao Dirichlet do contorno onde a
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componente ¢ da velocidade é prescrita. Assim, as componentes da velocidade sdo aproximadas

como:
uf = Y Ya(@)wia, i= fizo (5.14)
Aen\np;
v, = Z Y (x)vpi(x), i= fizvo.
A€npi

Em (5.14) 14 € a fungdo de interpolagdo associada ao né global A, € u;4 o valor de u

em A. Reescrevendo v com o auxilio dos vetores versores tém-se:

Nsd Nsd

W) =D ul @ e= > Y tacwiacen ng=2 (5.15)
i=1

i=1 Aen\nD;

Nsd

w(z) = Zw(x) cej,  MNgg = 2.
i=1

O campo de pressao ¢é interpolado usando um possivel conjunto de nés 77 = {1,2,3...,7,,}
distintos dos de velocidade, neste caso as 1 ; sdo fungdes de interpolagdo e p 7 a pressdo sobre

o n6 global A,isto é,
p(@) ="t (5.16)

Aen

Substituindo com as equagdes (5.16) e (5.15) em (5.13), obt€ém-se a seguinte equagdo

nodal para as componentes de velocidade e pressao.

Nsd

Z Z a(Paei, pej) ujp o + Z b (Wei’ @gpg)

J=1 \ Ben\np, Aeqy

Nsd

==> 3 > alvacnvue;)vp; ¢ - (5.17)

Jj=1 |\ BenD;

Aen\np, 1<i<2

De modo andlogo se obtém o seguinte conjunto discreto de equagdes correspondente a

condi¢do de incompressibilidade

Z Z b <¢B€iﬂzﬁ> WB ¢ = — "Z

Nsd sd
=1 IBEn\nDi =1

{Z b (vseii) vm} (5.18)

BEN
Aeq
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As equagdes ( 5.17 ) e (5.18) descrevem o problema de Stokes na forma discreta, e sua

forma matricial e descrita como:

ORI

Obtido o sistema linear da equacdo (5.19) deve se entdo garantir sobre quais circustancias
este admite a existéncia e unicidade da solucao. Uma completa discussio sobre o tema foge do
escopo deste trabalho, leituras como a de Girault e Raviart, 1986 ou BREZZI e FORTIN, 1991
sdo boas referéncias a esta questdo. Aqui, serdo apenas enunciado as principais propriedades
que os espacos discretos de velocidade e pressdo devem satisfazer a fim de garantir esta. Cabe
observar que os conceitos aqui abordados estdo desenvolvidos em DONEA e HUERTA, 2003.

Ladyzhenskaya, Babuska e Bressi , determinaram a condi¢do de compatibilidade conhe-
cida como condicdo LBB, restri¢do esta que espagos continuos e discretos devem satisfazer a
fim de garantir a a estabilidade do método misto. Esta condicao afirma que os espacgos de velo-
cidades e pressdo nao podem ser escolhidos de forma aleatdria, mas sim deve haver uma relagao
entre eles.

Considere novamente o sistema da equagdo (5.19). Neste K é uma matriz quadrada de
dimensdo NNTVxNNTV, e G uma matriz retangular de dimensées NNTVxNNTP, e
os vetores u,p, f,h possuem suas correspondentes dimensdes. De modo a garantir que (5.19)
tenha solucdo unica, a matriz K deve ter o posto completo. Como K é regular entdo o
posto(K) = NNTV. Considerando agora as linhas dos vetores (G7,0) as quais sdo linear-
mente independentes, assim o0 posto GT = NNTP, logo a matriz G tem N NT'V linhas. Por-
tanto, uma condicao necessaria para que o posto de G seja NNT'V € que NNTP < NNTV.
Isto significa que para se ter u,p unicamente determinados em (5.19) uma condi¢c@o necessa-
ria,mas ndo suficiente, é que :

dim(Q") < dim/(V'"). (5.20)

A condi¢do suficiente que vincula os espacos de pressdo e velocidade é dada por
LADYZHENSKAYA, 1971, BABUSKA, 1971 e BREZZI e FORTIN, 1991, também conhe-
cida como condi¢do de compatibilidade LBB, a qual afirma que: A existéncia de uma solugao
aproximada estdvel via elementos finitos para os pares (u”, p") do problema de Stokes depende

da escolha dos espagos de V" e Q", os quais devem satisfazer a seguinte condigdo inf-sup. *

ho .k
inf sup (V- ur)

L >a>0 (5.21)
Q" whevn |1 ¢ floll w I+~

Se a condi¢do LBB ¢€ respeitada tem-se a garantia da existéncia e unicidade da solugao
para o problema de Stokes. Como anteriormente mencionado o estudo detalhado desta condi¢do

foge do escopo deste trabalho. Aqui os interesses estdo voltados aos pares de elementos de

0 parametro « é independente do tamanho da malha h.
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velocidade e pressdao que satisfazem esta restri¢ao, assim optou-se por elementos de segunda

ordem na velocidade e de primeira ordem na pressao.

5.5 Estrutura do Programa Stokes

Desenvolvido todo o ferramental teérico para resolu¢ao via método dos elementos finitos
das equagdes de Stokes, pode-se entdo iniciar a constru¢do dos algoritmos para a resolugdo
destas.

Devido aos bons resultados obtidos com a estrutura desenvolvida para o algoritmo SUPG,
decidiu-se que esta mesma metodologia seria empregada no c6digo computacional de Stokes.
Assim, inicialmente foram delimitados os médulos de pré-processamento, processamento € pds-
processamento.

No modulo de pré-processamento devem ser especificadas as propriedades fisicas do mo-
delo, a localizagdo das condicdes de contorno e as malhas utilizadas na discretizacio destes. A
execucdo deste modulo gera um arquivo que aglutina todas essas informagdes, as quais serdao
posteriormente usadas como parametro de entrada para o médulo de processamento.

Importante observar que os algoritmos aqui desenvolvidos estdo preparados para traba-
lharem com elementos triangulares de segunda ordem para a velocidade e de ordem um para a
pressdo. Assim, devem ser geradas malhas distintas para cada uma destas varidveis, esta neces-
sidade se deve a numeracao dos nés da malha e consequentemente as dimensdes das matrizes
geradas ao final deste processo.

No médulo de processamento sao efetuados os calculos dos produtos internos referentes
a discretizacdo da equagdo de Stokes. Como no cédigo SUPG, este é executado em uma ar-
quitetura de cluster e se utiliza das estruturas de torres a fim de viabilizar a paralelizacao dos
célculos. Ao final da execucdo deste mddulo € obtido o campo de velocidades o qual € salvo em
um arquivo de saida.

O terceiro mddulo consiste nas rotinas de pds-processamento, cuja a fungdo consiste em
alocar o campo de velocidades sobre o dominio e inserir neste os contornos do tipo Dirichlet,
uma vez que estes nao fazem parte da matriz de discretizacao.

Descritas todas as estruturas que compde o cédigo de Stokes, nas figuras de (5.7) a (5.9)
sdo mostrados os fluxograma da execucdo deste, cabe observar que as rotinas mostradas nas

figuras (5.8) e (5.9) estdo encapsuladas no médulo de processamento
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Célculo em paralelo do Dominio.

» Leitura dos dados de discretizagdo

Discretizagdo do Dominio:

» A estrutura a seguir permite a paralizagdo dos calculos necessario a discretizagdo espacial do
dominio. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento qualquer da malha, assim como
as informac0es e rotinas que a este.

Matriz de Conectividade Matriz de Coordenadas
» Contém 0s nds de cada um » Contém as coordenadas
dos  elementos  que (x;, y;) de cada um dos nés
comp&em Robin. que compde o elemento.
Célculo dos elementos viscosos Calculo dos elementos de pressao
k11, k12, k21, k22 g13, g¢23 931, @32
Aloca o elemento k;; na respectiva k_torre;; Aloca o elemento na torre contorno Robin
> Aloca o elemento k;;de dimensio m sua | | direita.
respectiva kmm,ij, no andar correspondente ao > Aloca os elementos gl13, g23 de
nimero do elemento. dimensdo NNEVxNNEP em suas
respectivas torres no andar equivalente
ao nlmero do elemento.

» Aloca os elementos ¢13, g23 de
dimensdo NNEPxNNEV em suas
respectivas torres no andar equivalente
ao nimero do elemento.

Figura 5.8: Mdédulo responsavel pelo célculo dos elementos do dominio de Stokes



Alocacao das matrizes Globais e Resolucéo do sistema Linear.
> Define e aloca as estruturas necessarias as matrizes esparsas globais

Nomenclatura

NNEV = Numero de nés do elemento velocidade, 11V =Aloca nimero da linha global de velocidade

NNEP =Numero de nds elemento pressao, JJV =Aloca nimero da coluna global de velocidade
NTE = Numero total de elementos , 11P = Aloca ntimero da linha global de pressao
DIM = Dimenséo da matriz alocada, JJP = Aloca nimero da linha global de pressédo
VK11 =Empilha os n6s de K11_torre, MK11= Matriz viscosa K11

VK12 = Empilha os n6s de K12_torre, MK12 = Matriz viscosa K12

VK21= Empilha os nés de K21_torre, MK21= Matriz viscosa K21

VK22 = Empilha os nés de K22_torre, MK22 = Matriz viscosa K22

VG13 = Empilha os nés de G13_torre, MG13 = Matriz viscosa G12

VG23 = Empilha os nés de G23_torre, MG23 = Matriz viscosa G23

VG31 = Empilha os nés de G31_torre, MG31 = Matriz viscosa G31

VG32 = Empilha os n6s de G32_torre, MG32 = Matriz viscosa G32

11CD = Aloca numero da linha global do n6 dirichet

JJCD = De mesma dimens&o de IICD, no entanto inicializado com um.
VF1 = Empilha n6s Dirichlet de K11_torre e K12_torre

VF2 = Empilha nés Dirichlet de K21_torre e K22_torre

VH = Empilha n6s Dirichilet de G31_torre e G32_torre

KGLOBAL =Matriz global do sistema,

VI = Vetor independente do sistema global

Dimensoes Alocacéo
11V =DIM(NNEV*NNEV=*NTE,1) MK11 = sparse(11V.JJV, VK11,NNTV,NNTV)
JJIV =DIM(NNEV=*NNEV=*NTE,1) MK12 = sparse(11V.JJV, VK12,NNTV,NNTV)
11CD= DIM(NNEV*NNEV=NTE,1) MK21 = sparse(11V.JJV, VK21,NNTV,NNTV)
JJCD= DIM(NNEV*NNEV*NTE,1) MK22 = sparse(11V.JJV, VK22,NNTV,NNTV)
11P =DIM(NNEP*NNEV*NTE,1) MG13 = sparse(11V.JJP, VG13,NNTV,NNTP)
JJIP =DIM(NNEP+*NNEV*NTE,1) MG23 = sparse(l1V.JJP, VG23,NNTV,NNTP)

MG31 = sparse(I1V.JJP, VG31,NNTP,NNTV)

Sistema Global
MK11 MK12 MG13

MG32 = sparse(I1V.JIP, VG32,NNTP,NNTV)

KGLOBAL = |MK21 MK22 Mec23 VF1 =sparse (1ICD, JICD, VK11, VK12, NNTV,1)
MG31 MG32 0 VF2 = sparse (1ICD, JICD, VK21, VK22, NNTV,1)
VI = (VF1;VF2;VH,1) VH  =sparse(1ICD, JICD, VK31, VK32, NNTP,1)

Solugéo = KGLOBAL\ VI

Figura 5.9: Mdédulo computacional de alocagdo e resolugdo dos sistemas globais
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6 EXPERIENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos para o problema tema proposto
neste trabalho. Ao longo dos capitulos anteriores, a apresentacdo do modelo difusivo-advectivo
precedeu o modelo de Stokes. No entanto, no presente capitulo esta ordem serd invertida devido
a forte influéncia do campo de velocidades na equagdo de dispersao.

Ao se considerar o porte do problema em estudo é de se imaginar a existéncia de estagios
intermedidrios no desenvolvimento de cada um dos cédigos computacionais. De fato, os algorit-
mos aqui implementados passaram por um longo processo de maturagdo até serem considerados
estaveis para a resolucao do problema tema.

Durante a fase de desenvolvimento os programas foram avaliados exaustivamente, sendo
alguns dos testes realizados documentados no Apéndice C. A metodologia utilizada na avaliagao
dos algoritmos consistiu em inicialmente avalid-los separadamente para, em seguida, testa-los
acoplados. Esta forma de avaliacdo permite que possiveis erros fiquem encapsulados em seu
respectivo codigo facilitando assim a correcao destes.

Ap6s terem passado por todo este processo de validacdo, os algoritmos foram entdo apli-
cados ao problema tema. Neste estdgio os programas foram executados em um cluster de estru-
tura heterogénea em que 83 nucleos estavam disponiveis para a realiza¢do dos célculos.

O uso de toda esta capacidade computacional decorre de trés fatores, a saber: A exten-
sdo da malha utilizada nos modelos (ver Apéndice B), o desempenho da quadratura Gauss
-Legendre frente aos célculos dos produtos internos resultantes dos métodos de ponderacao. E,
por fim, a constru¢do da transformacdo linear (ver Apéndice C) entre o elemento mestre € um
elemento genérico da malha.

Ponderado todos os fatores anteriores, o tempo de computacdo de cada um dos codigos
variaram bastante, sendo de 20 horas o programa de Stokes e aproximadamente 48 horas o algo-
ritmo SUPG em suas varidveis espaciais, uma vez que o tempo consumido no avanco temporal

depende do intervalo a ser analisado.

6.1 Equacao de Stokes

Nesta secdo € apresentada a solucdo das equacdes de Stokes associadas ao problema de
valor de contorno definido no capitulo 3. A obtencdo desta soluc@o se baseou nas hipéteses
de que na regido de entrada a velocidade do escoamento € uniforme de magnitude 0.0003m/s,
e esta é perpendicular ao eixo x. Tais consideracdes sdo arbitrarias, porém siao consideradas
adequadas a este estudo, uma vez que os interesses aqui estdo voltados para o comportamento
macroscopico da solucao.

A metodologia de avaliacdo considerou a capacidade do resultado de descrever de forma
qualitativa o comportamento do campo de velocidades sobre o dominio. Em um primeiro mo-

mento a solucdo € apresentada ao longo de toda a bacia, para em seguida ser avaliada a partir
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de regides especificas desta.

As imagens das Figuras (6.1) e (6.2) mostram o perfil de escoamento sobre o dominio.
Na primeira os vetores de velocidades estdo em escala real ao passo que na segunda (6.2) os
vetores estdo normalizados. O objetivo desta comparacio € mostrar que globalmente a solugdo
¢ fisicamente realista, uma vez que a Figura 6.1 deixa evidentes as maiores magnitudes de
velocidades na direcdo das regides de saida, ao que passo que a segunda mostra com riqueza de
detalhes as regides de recirculagdo.

Igual analise € feita nas imagens das Figuras (6.3) a ( 6.10). No entanto, diferentemente
das anteriores estas mostram recortes de regides especificas do dominio. Como pode ser obser-
vado, as imagens cujo campo de velocidade estd normalizado sdo capazes de fornecerem um
maior detalhamento do comportamento da solugdo nestas regides.Tais caracteristicas deixam
evidentes a formacao dos vértices, as regides de recirculacdo, bem como a correta implementa-
¢do das condi¢cdes de contorno.

As imagens das Figuras (6.11) e (6.12) mostram duas regides em que o campo de velo-
cidades estd normalizado. Como as anteriores estas mostram a capacidade dos algoritmos de
capturarem o comportamento da solucio de forma detalhada ao logo de todo o dominio.

Apesar do resultado obtido neste trabalho ser de dificil validagdo, o autor se sente confor-
tavel em afirmar que o c6digo desenvolvido neste estudo é capaz de descrever qualitativamente
o comportamento fisico do escoamento ao logo da bacia. Além disso, este € adequado aos pro-

positos deste estudo, pois este € capaz de descrever o comportamento global da solugdo.

FAEIS

7.38 74 7.42 744 746 7.48 75 782 7.54 7.56 7.5
x10

Figura 6.1: Campo de velocidades real sobre ao longo do dominio.
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Figura 6.2: Campo de velocidades normalizado sobre o dominio.
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Figura 6.3: Regido

1 - Campo de velocidades real.
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Figura 6.9: Regido 4 - Campo de velocidades real.
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6.2 Equacao Difusao-Adveccao

Nesta secao serdo apresentados os resultados do problema de valor de contorno associado
ao modelo difusivo-advectivo definido no capitulo3. No entanto, antes da apresentacdo deste,
serd feita uma pequena discussdo a respeito das dificuldades encontradas ao utilizar o modelo
citado.

Ainda na fase de maturacdo dos codigos, os primeiros testes envolvendo o algoritmo
SUPG falhavam sistematicamente ao ser aplicado ao problema tema do trabalho. Estes erros
levaram a investigacdes profundas do cddigo, uma vez que os algoritmos aqui aplicados ja
tinham passado pelos testes iniciais do Benchmark. Assim, tinha-se uma situacdo ambigua em
que o cédigo funcionava muito bem para alguns casos e ao ser aplicado no problema tema
falhava repetidamente.

A primeira linha de investigagdo para encontrar os possiveis erros, se deu na direcao de
problemas com o algoritmo escrito. No entanto, apds sucessivas buscas nada foi encontrado.
Como o erro ndo era interno ao algoritmo, entao estes erram importados pelos codigos. Deste
modo, os parametros referentes a malha comecaram a ser inspecionados, foi quando se obser-
vou que a malha gerada sobre geometria tema estava definida no sentido horério, ao passo que
o elemento mestre estava definido em sentido anti-horério. Assim, apds a redefini¢do da geo-
metria e a geracdo da malha sobre esta em concordincia com o elemento mestre, os algoritmos
comecaram a trabalhar como o esperado.

Desde sua concepcao e aplicagdo os algoritmos fizeram uso do sistema métrico interna-

cional, assim a grandeza temporal era medida em segundos. Como neste estudo os interesses
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estdo voltados para intervalos de tempo relativamente longos, entre um e dois anos, a unidade
de tempo inviabilizava a obten¢do da solu¢ao do problema.

A dificuldade advinda da unidade temporal, se dava em relacdo ao nimero de iteragdes
necessarias a0 método de Crank-Nicolson para a simulacdo de um dos possiveis cendrios, uma
vez que este exigia um nimero de operagdes na ordem de 10%. Em uma das tentativas de se
obter uma solucdo com este sistema métrico o algoritmo foi aplicado com um passo de tempo
igual a 0.5 segundos, tal escolha fez com a solucao se degenerasse do ponto de vista numérico.

A fim de contornar esta dificuldade as unidades foram convertidas quilémetros por hora,
assim o tempo passou a ser contado em horas. Permitindo assim, que o passo no tempo fosse de
0.02horas melhorando muito o desempenho no avanco temporal, uma vez que a simulacio de ao
longo do periodo de um ano passou a exigir um nimero de iteragdes do método Crank-Nicolson
na ordem de 103,

Relatadas as principais dificuldades com o algoritmo, a seguir sdo mostrados os resultados
para o problema tema com cendrios aqui escolhidos, a saber: A dispersdo de uma mancha de

poluente ao longo do dominio, e a chegada de poluente através do rio Parand .

6.2.1 Ingresso de poluente através do Rio Parana

Este estudo inicial tem como objetivo avaliar a dispers@ao de um poluente ao longo do
dominio tema deste trabalho. Neste experimento, foi assumindo que o poluente ingressa no
dominio através do Rio Parand, ou seja, provem de regides a montante da represa. As condi¢des
de contorno e a equacdo governante utilizadas, sdo as mesmas definidas no capitulo 3, além
disso admitiu-se que no instante inicial o lago esta ausente de qualquer poluente.

A tabela 6.1 lista cada um dos parametros fisicos utilizado no modelo difusivo-advectivo.
Neste caso, estes parametros ndo se referem a um poluente em especifico,visto que os interesse

estdo voltados nas informagdes qualitativas do modelo.

Tabela 6.1: Parametros fisicos parao modelo de dispersao.

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades
Velocidade Vg, Uy Stokes km/h
Difusibilidade o 0.01 km?/h
Permeabilidade k 0.0001 km/h
Decaimento J 0.0001 1/h
tempo At 0.02 h
fluxo J 0.00001  (ppm)(km/h)

Devido as dimensdes do dominio e a ordem de grandeza das varidveis responsdveis em
transportar o poluente, € de se esperar que a dispersdo deste ocorra de forma lenta. No presente
estudo, as simula¢des avangaram por 6 meses e, como mostram as Figuras de ( 6.14) a ( 6.19),

que avaliam a evolu¢do da solug@o ao longo tempo a partir de regides especificas do dominio
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ver imagem ( 6.13), ndo foi possivel a captura perfil assint6tico da solucao

Figura 6.13: Regides de analise dispersao.

No entanto, a imagem da Figura( 6.19) deixa evidente a diminui¢do das taxas com que a
curva cresce, ou seja, ela estd tendendo ao regime estaciondrio,tal comportamento se deve ao
fato das amostras ali coletadas estarem préximas da fronteira de ingresso de poluente.

Diferentemente, nas imagens Figuras ( 6.14) e ( 6.18) as curvas ainda crescem de forma
acentuada, o que evidencia a necessidade da simulagcdo ocorrer por um tempo bem maior que
este inicialmente analisado. Por fim, as imagens das Figuras ( 6.20) a ( 6.27) mostram a disper-
s@o do poluente ao longo dos 3 meses, como pode ser observado, os algoritmos sdo capazes de
descrevem qualitativamente o comportamento da dispersao.

Evidentemente os resultados aqui apresentados carecem de um maior aprofundamento
dos parametros envolvidos no modelo difusivo-advectivo. No entanto, neste primeiro estagio os
esforcos estavam voltados ao desenvolvimento dos algoritmos e, nas fermentas de paralelizagdo.
Posteriormente outros estudos podem se dedicar a determinac¢ao de forma mais precisa destes

parametro e, desta forma tonar o modelo mais fidedigno ao Lago da Hidrelétrica de Itaipu.
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6.2.2 Dispersao de uma mancha de poluente

Neste segundo estudo, avaliou-se o comportamento evolutivo de uma mancha de poluente
ao longo do dominio. As condic¢des de contorno e equacao governante do modelo sao as mesmas
definida no capitulo 3. No entanto, no presente estudo ndo hé ingresso de poluentes oriundo de
regides amontante do Rio Parand, sendo a mancha de poluente modelada pela condicao inicial
do problema.

A imagem da Figura ( 6.28) mostra o perfil hipotético assumido pela mancha instantes
apoés esta atingir a superficie do lago. Deste modo, esta serd considerada como a condi¢@o
inicial do problema de valor de contorno, o qual serd analisado por cerca de seis meses.

Os parametros fisicos adotados neste ensaio, sdo arbitrarios e estdo listados na Tabela 6.2.
Um estudo mais detalhado do ponto de vista quimico, traria maior precisio a esta simulagdo,
no entanto, os interesses neste trabalho estavam concentrados no desenvolvimento dos cédigos

e, em garantir sua estabilidade.

Condigdo Inicial (ppr)

7200

7198

7196

7194

7192

Km
=
@
=}

Figura 6.28: Condicao inicial mancha

Figura 6.29: Regides de Analise
A fim de avaliar o comportamento da solucao, regides especificas sobre o dominio foram

delimitadas. Além disso, pontos sobre cada uma destas foram escolhidos a fim de monitora-
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Tabela 6.2: Parametros fisicos mancha

Parametros Nomenclatura Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy Stokes km/h
Difusibilidade o 0.001 km?/h
Permeabilidade k 0.00001 km/h
Decaimento J 0.01 1/h
tempo At 0.02 h

rem o comporta evolutivo da solucdo. A localizacdo de cada uma das regides estdo mostradas
na imagem da Figura( 6.29), ja nas imagens da Figuras ( 6.30) a ( 6.35) tem-se os niveis de
concentragdo atingido em cada uma delas

Uma simples analise das imagens anteriormente citadas, mostram que a concentragdo do
poluente aumenta a medida que mancha se aproxima da regido, e decai a medida que esta se
afasta. No entanto, na imagem da Figura( 6.30) a concentracio apenas decai isso se deve ao
fato que de , nesta drea a macha esta em condicao inicial a partir dai ela passa a ser transportada.

Andlise sucinta das imagens das Figuras ( 6.36) a ( 6.46), mostram que os algoritmos
copiam as caracteristicas fendmeno fisico aqui estudado. Além disso destaque pode ser dado a
imagem da Figura( 6.46) onde se observa que a mancha acelera ao chegar préximo do verte-

douro.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho considerou o desenvolvimento de algoritmos voltados para arquitetura de
clusters a fim de resolver, via método dos elementos finitos, as equacdes de Stokes e o modelo
difusivo-advectivo . O cendrio de aplicacdo dos algoritmos foi o lago da Hidrelétrica de Itaipu.
Esta escolha se deu devido a auséncia de trabalhos dentro desta temética para a regido, assim
como as dificuldades impostas ao se trabalhar com grandes volumes de dados resultantes da
discretizagdo desta drea.

No modelo de Stokes foi aplicado o método de Galerkin a fim de obter sua forma ponde-
rada residual. A forma discreta associada a esta foi obtida considerando a condi¢do LBB. Deste
modo, elementos de segunda ordem foram empregados no campo de velocidades e ordem um
para os termos de pressao.

A robustez dos algoritmos desenvolvidos para a resolu¢do do modelo de Stokes fica evi-
dente ao se observar os resultados obtidos por este na resolu¢do do problema tema proposto. Os
resultados citados mostram a capacidade dos cédigos em descrever o comportamento global da
solucdo, bem como algumas de suas caracteristicas, como a formac¢ao dos vortices e as dareas de
recirculacio entre outras.

No modelo difusivo-advectivo o método SUPG foi aplicado na obtengdo da forma pon-
derada residual deste. A forma discreta associada a esta considerou a utilizacdo de todas as
informacdes do campo de velocidades, e assim elementos de segunda ordem foram emprega-
dos.

A escolha deste tipo de elemento tem como caracteristica o cdlculo de dois parametros
upwind, um para os nds sobre os vértices do elemento, e outro para os nds sobre as arestas.
Além disso, esta escolha exige que o célculo dos produtos internos referentes ao método seja
efetuado para cada um dos elementos que compdem a malha de célculo, o que onera a execugdo
do cédigo.

Mesmo diante de uma situagdo hipotética em que o desempenho do algoritmo fosse me-
lhorado em 50%, um tempo minimo de célculo associado ao problema tema do trabalho seria
de 24 horas de processamento, o que ainda € elevado em termos de simulagdo. Exceto pelo alto
custo computacional associado a execuc¢do deste algoritmo, este se mostrou robusto e confidvel
na obtenc¢do dos cendrios dispersdo, tanto para o problema tema quanto para os problemas testes
no qual foi submetido.

Assim, ao final deste trabalho tem-se o completo desenvolvimento de um pacote compu-
tacional voltado para a arquitetura de Cluster, com robustez para simular cendrios de dispersao
de poluentes quando os modelos aqui estudados sdo validos, mesmo quando estes sao aplicados

a geometrias complexas como a do problema aqui estudado.
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7.1 Sugestao para trabalhos futuros

No presente trabalho os esforcos em ambos os modelos estudados se concentram no de-
senvolvimento dos algoritmos e de suas estruturas que permitiam o uso da computacio em
paralelo. Nao ha dividas de que este esforco inicial foi capaz de trazer bons resultados, dada a
riqueza de detalhes obtida por estes algoritmos na resolu¢do do problema tema, assim como na
resolucdo dos problemas testes a que foram submetidos.

No entanto, este carece de um maior aprofundamento na obtencdo dos parametros das
equagdes aqui utilizadas. Assim, uma primeira sugestdo para um novo estudo seria a determi-
nacdo destes parametros na linha de CAMILE e SOUZA, 1992 a fim de retratar da forma mais
fidedigna a regido em estudo.

Um segundo tema a ser proposto consistiria em, a partir da batimetria da usina, reconstruir
aregido alagada em trés dimensdes e sobre esta aplicar os modelos estudados. Além disso, a fim
de avaliar a influéncia dos termos ndo lineares da equagdo de Navier—Stokes na determinacao
do perfil de velocidades, este substituiria atual modelo de Stokes.

E nossa esperanga que este software possa servir como instrumento auxiliar em decisoes
de politicas publicas na simula¢@o e na contingéncia de fendmenos de impacto em meios aqua-
ticos de grande porte. De fato em um outro ou uma outra represa pode ser simplesmente um

novo arquivo de entrada de dados; o programa é robusto o suficiente para tratar de casos assim.
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APENDICE A - TRANSFORMAGCAO LINEAR

O método dos elementos finitos se destaca dentre suas diversas caracteristicas, por sua
robustez em trabalhar com geometrias complexas. Essencialmente, ele aproxima o dominio €2
por um poligono convexo (2, resultante da unido de uma familia finita de elementos, tais que
nao h4 a sobreposicao de elementos e estes sao dois a dois disjuntos ou tem no maximo uma

aresta, um vértice ou uma face em comum. Matematicamente {2 € aproximado por:

NTN
Q~Q, = U Q.

e=1

Cada um dos elementos que compdem o poligono que discretiza €2 € definido por seu
dominio €2, o polindmio interpolador F;(f).), e o conjunto de pontos > €2, que define este.
Além disso, todos os elementos que compdem a malha sdo afins e equivalentes ao elemento
de referéncia definido por , (Q,ﬁ(Q\), T)) . A relacdo entre um elemento qualquer na malha
global e o elemento mestre, é feita pela transformacdo linear que mapeia cada elemento da
malha global em funcdo do elemento pai. Em seu livro (Carey Graham e outros, 1981) elenca
as caracteristicas que a transformacao linear deve satisfazer, a saber:

o Dentro de cada elemento, a funcdo £ = £(z,y), n = n(z,y) deve ser invertivel e conti-
nuamente diferenciavel.

o A sequéncia de mapas {7,, e=1,--- NE} deve gerar uma malha onde nio exista
lacunas ou sobreposicdo entre seus elementos.

o Cadamapa 7, deve ser facilmente construido a partir de um elemento mestre.

o As fungdes £ = £(z,y), n = n(z,y) devem ser de facil manipulagdo algébrica.

Os conceitos acima apresentados serdo mais bem compreendido quando a transformacgao
linear for construida. Por agora, € suficiente ter em mente a ideia da Figura A.1 ,ou seja, a trans-
formacao linear transfere os calculos de um dominio irregular de dificil manipulagdo algébrica
para um dominio em que estas mesmas operacdes sao realizadas com maiores facilidades.

Antes iniciar a constru¢do da transformacao linear, algumas defini¢des sobre a nomencla-

tura utilizada daqui em diante se fazem necessarias.
Elemento de Referéncia Elemento Global

) — Dominio do elemento 2., — Dominio do elemento
¢; — funcdo interpolatéria ; — funcdo interpolatdria
¢&n —  Coordenadas locais z,y — Coordenadas locais
De posse dos conceitos anteriores, o desenvolvimento de 7. se inicia escrevendo as coor-

denadas globais de um particular elemento na malha global em fun¢do da das coordenadas do

elemento de referéncia.
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_'1 =
A Te Qe - () A

(x3,¥3)
(0,1)

(x1,¥1) (x2,¥2)

T,0-0,

(0,0) (1,0) € X
Figura A.1: Transformagdo afim .

Calculando as das derivadas totais de = e y ,vem

d—%%+@d (A.1)

Oy dy
A2
dy = 8£d§+ —dn (A.2)

Reescrevendo as expressoes (A.1) e (A.2) na forma matricial, obtém-se a matriz jaco-
biana da transformac@o linear, cujo determinante deve ser ndo nulo, a fim de se garantir que a

transformacao seja invertivel,
dx 9z 9z | | ¢

o0& On
dy B g—g g—g dn
Ox 0 o0& 0
] = detlJ] = 5g 5 = G 31 0.
Invertendo o sistema anterior, resulta:
€ fw | |%
dn = det]J] _g_g g_gg dn

Definindo agora o mapa de um elemento qualquer €2, da malha global em funcdo do

elemento mestre, tem-se:
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Cuja a forma matricial para as coordenadas infinitesimais €

o¢ a¢
dn —g1 g |dy

Igualando as diferenciais local e global a seguinte relagdo € obtida,

0§ 1 0y 85__18:16‘
or oy ay Moy (A
op 190y 0On 10z

ox ~ 1log oy o€ (A

Estabelecidas as relacdes diferenciais entre o dominio local e global, deve-se entdo esco-
lher um elemento mestre e especificar suas fungdes de interpolagdo. Diversos sdo os tipos de
elementos que poderiam ser escolhidos,no entanto devido as restri¢des impostas pela condi¢ao
LBB, pares especificos de elementos devem ser tomados ao discretizar a equacdo de Stokes,
desta forma optou-se por elementos triangulares de segunda na velocidade e de ordem um para
a pressao.

Definido os elementos que discretizam o problema de Stokes, igual decisdo deve ser feita
para a equagao de difusdo-advecgdo,como esta serd discretizada via método SUPG a escolha por
elementos de primeira ou segunda ordem implicam em maiores ou menores esfor¢cos computa-
cional, tanto na determinacao da funcdo upwind quando na integracdo numérica. No apéndice
B um estudo mais detalhado € feito sobre estas escolha, por agora € importante ter em mente
que os elemento de ordem dois cujas as func¢des de interpogao estdo definidas na Tabela A.1 sdo

utilizados nos dois modelos.

Tabela A.1: Funcdes de interpolagcdo elemento de segunda ordem.

A=1-¢—n

EEEIEEE
—AM1=2X)| 1—4Xx | 4 1—4\ 4
4EN 4A=¢) | =8 -3¢ 0
—E(1—=28) | —144& | 4 0 0
4én 4n, 0 4 0
—n(1 —2n) 0 0 | -1+4n| 4
AnA —4n 0 [4A—n) | -8

Considerando as funcdes definidas na Tabela A.1 assim como a transformacao linear apre-
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sentada no inicio do capitulo vem:

NNE

r=uxz(&n) = Z z;0:(E,m)
Te = ]\;]TTIE

y=yn) = ; Yidi(§:m)

Deste modo as relagdes apresentadas nas equacdes A.3 e A.4 tornam-se:

NNE NNE
1
S oL S o as)
3%’ 1] oy |J]
NNE NNE
a1 Z a¢, an _ 1 Z agzs, A6
5‘33 1] dy 17|

Substituindo as equacgdes (A.5) e (A.6) no cédlculo do jacobiano, vem:

U EDE S B bR bl S

As relacdes anteriores permitem escrever as equacdes de Difusdo-Adveccdo e Stokes em
coordenadas locais. A fim organizar o desenvolvimento dessas expressdes inicialmente sera
considera a equacdo do transporte e posteriormente Stokes.

Ao final da secdo 5.3 foi obtida a forma discreta da equacdo de Difusdo-Adveccao, a
saber:

(Ay + Ag) " = (By + Bgw) ¢ + (dy + dgy) (A.8)

Sendo

7
<%yj=(1 &”)w%%> + 22 (.90 + 22 ()

AT

m=1

At7

(Wi, ),

(asu);s = (1 + @> (6.5) + 22 (86,5) + 27 (i)
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A A AtV
)y = (1= 250 () - 25 (V090) - 27 (T
Atk AtV
- A ), - 0 S ),
m=1 n=1

g = (1= 550) (1 85) = 25 (0.) = 57 (90..5)

= () + ()

doy = (f”*%,@) :

Listando os produtos internos anteriores na tabela A.2 vem. !

Tabela A.2: Produtos Internos Método SUPG.

Detalhes da Discrtizacdo

Parte continua Parte descontinua
(i, 45) = fl/)z ;S (Vs ) = fV% ¥;dQ.
(Wi, Viby) :Q{ ViVdQe | (Vihi, Vi) = f Vb Vip;dSQde
(Vabi, Vb)) :Q{ VV;dQe | (A, )) = f Arp;dQ2,

Sabe-se que,

wz(xay) = ¢(§(x7y)’ 77(9579))

Portanto

oY 0¢; 9 n O¢; On O _ 9¢i 9§ n d¢; On
oxr  0¢ 0x  On Ox’ dy O oy | On Oy

Trabalhando inicialmente com os termos continuos a comegar pelo termo de decaimento

vem:

/qpiwjdﬂe — /qﬁi - ;] JdQ2 (A.9)
Qe ﬁ

I'A parte descontinua do método SUPG deve ser multiplicado por TV
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Considerando agora o termo de advecgao,

oY; O
i - V;dQe = [ 1y - ( ]) dQ.
[rms o (Gt

[ (00,06 06,00\, o [ 6 (00,06 06,00\ -
‘/ul(afawa)'J'dm/u\(a&awa)'J"m
Q Q

seguindo os trabalhos com o termo difusivo resulta:

B oY, O, oy 0P
/VW%dQe B / <3fc ’ (91/) ' (0; ayj) e
Q

e e

com algumas manipulac¢des algébricas mostra-se que

o 00, 90,05 00i0m) (96,0 00,0 | o
Bz Bz /|J|2 (ag oz oy 8x> (ag ox " o 8:1:) 7182

e

o 00, 00,05 00,00 (06,06 90,0 |
/a_y oy /\J!Q(as oy o ay) (a_w_fa_na_y) 7l

e

Desenvolvido os termos continuos da discretizacdo SUPG, o mesmo ser4 feito para a parte

descontinua definida por @Zl na seccdo (4.2).

Considerando inicialmente o termo de decaimento da ponderacdo SUPG , tem-se: A.2

. d¢; O 0¢; 0
[ o= [T (G 5+ 5 ) o
Qe

0¢; O n 0¢; On
o0& 6y on dy

J| ) gzﬁde

+
D)\ o))



Trabalhando agora com o termo advectivo,
B O O\ O,
/(T ) V@Dzv¢]dﬂe—/<7’ Mo T ay> 9%
Qe Qe

+/ (T-V1a¢i +7 1 aw’) a%dQ .
Qe

ox dy ) Oy

Considerando a primeira integral do lado direito vem:

i\ O,
/<T~V1 8x> 3de

Qe
vy (O0¢; O O¢; On a¢j 23 8@ on
/{W(af%+ o)} (ot na) 0
0
o;\ O
/(TVQ ay) o —=dS2,
Qe

ruy (06,05 96,0n\\ (96,06 0000\ o
[ (% 5} (e + 5 Ve

Q

Desenvolvendo a segunda integral do lado direito de (A.10)
/ 8% aw] dQ .
are dy
Qe

T(Ye)v1 ((O¢; O~ Op; On 0¢; 0§ 0¢; On ~
/{ I (aa%wn%)}'(a_éa_y*a_vfa_y) 7140

Q

v\
/ ( ay) By =
Qe

vy (06,06 06,0n\\ (96,06 00,00\ |
NW(@&@E* won) ) (55, 5o ay) 110

Q
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(A.10)

Trabalhando agora termo difusivo da parte descontinua que envolve o Laplaciano, vem:
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~ i i\ 0%
/@ZJiijdQG = / (TVl o + 7TV ax> axzjd92+ (All)
QE €
o, o\ 02
/(T _— 2 (;i + 71 aw ) afdez. (A.12)

e

A fim de escrever o termo de difusdo em coordenadas locais os passos aqui percorridos
sdo os mesmos de (CHUNG, 2002), devido as extensas expressdes algébricas serd deixada
apenas a referencia evitando assim a exaustiva quantidade de manipula¢gdes matematica.

Realizado os cdlculos sobre os elementos do dominio, deve-se entdo proceder de modo
andlogo com os elementos do contorno, deste modo inicialmente serd definida a transformagao

linear e o jacobiano associado a esta,

Te(€) :{ Z zi¢i(§)

i=1

Sendo as funcdes de interpolagdo iguais a:

Tabela A.3: Funcdes de interpolagdo do contorno

0¢;
o |
SR Y
1-&2 | -2
f'(£2+1) €+05
Sendo o jacobinano:
NNEC NNEC
0@ 0
| J] = |det(J)] = 4| Z ||2 I Z vig ||2 (A.13)

Ao longo da fronteira devem ser calculados os produtos internos referente aos termos de

convec¢ao, fluxo e velocidade na saida, assim:
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SZ by S, — Q/ 01 - 6;]J]d0%

/wdee = /J-¢j|J|da§

Qe O

/7n¢jd96 - /7n-¢j|J|da§.
Qe a

Escrita a equagdo de Difusdo-Adveccdo em coordenadas locais o mesmo serd feito para
a equacao de Stokes, como visto esta equacdo exige elementos de primeira e segunda ordem
a fim de respeitar a condi¢do LLB, uma vez que os elementos de ordem dois foram definidos

anteriormente, resta apenas a definicdo do elemento mestre de primeira ordem, a qual € feita na
tabela A 4.

Tabela A.4: Funcdes de interpolagcdo pressao

0¢i | O¢i
¢i ¢ ?;7
1 —5—77 -1 -1
¢ 110
Ui 0 1

Considerando a equacdo de Stokes para um elemento da malha global o seguinte sistema
linear € obtido:

11 12 13

Aij iz Oy u J1
a%’ 22? a?,‘;" ol =1 f (A.14)
ay o oan ] Lol Lo
sendo
O Oy O Oy / O; O
1 _ [ j Q.. al? = i Q).
@i / Wow o Moy oy T %= | Moy ar ¢
Qe Qe
adh 877/) 8¢z aw awl
2 _ 4 ou—2dQ,, a= dde
i / or 0 Moy oy @i 20
Qe Qe

= [ - ‘9‘%6@

e
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O vetor independente do sistema linear dado em ( A.14) acomoda as varidveis que sao
conhecidas no sistema de discretizacdo, neste caso este vetor estd armazenando a contribuicdo
dos nds do tipo Dirichlet, assim:

- 3% a¢] a¢z a¢] 81/)1 8’¢]
fi= {/Q,Maxax—l—,uayadﬁ} { ’“‘ayade}
Qe

e

f2= { 00 0% 4o, } -ui+/{2uawi O 00 0% 4, }
Qe

Hor dy dy Oy Oxr Or

e

h{/a%w]dsz} {/aww]dﬁ} v, VieTp, j#i

Qe Qe

Além disso, as seguintes propriedades de simetria sao verificadas

12 21 13 31 23 21
o = Qi Gig = GGar Gig = Gy
Considerando as igualdades anteriores os produtos internos que devem ser calculados sao

os que estdo sobre a diagonal principal e acima dela, assim :

O; O 9¢; ¢ 345@ on d9; 0§ Dg; On ~
/ax Bz e /]J|2{6§ or  on 895} {a_g]%+a_nj%}“”d9

o oy 00,06 90:0n\ [0, 05 99,0n
dy ay /!JI2{0§ dy  On ay} {55 0y+ on By}um

Qe

e

O 0, _/L 06: 0¢  0¢i0n\ [9;0¢  0¢;0n
e 0y "= [ R\ ar Tanar | \oeay T oy ay ) 1

Qe Q

31/% 09; 05 0¢; On NP ra)
Fa Vil = e ox o aw (P
Qe B
3% . 8¢z 85 a¢z 877 - 10
@/)]dQ /{ o€ 8y + an 8y ¢;dS2 (A.15)
Qe O

Neste ponto todos os produtos internos referentes ao problema de Stokes e de Difusao-
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Adveccao estdo escritos em coordenadas locais, e assim prontos para serem escritos em lin-
guagem algoritmia. Mas antes de encerrar este apéndice é importante destacar as observacdes
realizadas por Serty em suas notas de aula sobre o problema de Stokes, a saber:
o Para um elemento com NN EV nés de velocidade e NN EP nés de pressdo, existem
um total de NED = 2x NNEV + NNEP nés desconhecido por elemento, assim o
tamanho da matriz do elemento [A|® é NEDxNED , além disso as sub-matrizes de [A]°

e os vetores do sistema linear ( A.14) possuem as seguintes dimensoes.

u,v: NNEVxI1
p: NNEPxI
all al? a?t a??> . NNEV x NNEV

[2X R R Y RV
a;%,a?> . NNEV x NNEP
aly,al?:  NNEPx NNEV
al>:  NNEP x NNEP
o A entrada a?f;- ¢ nula. Portanto, a matriz do elemento tem entradas nulas na diagonal prin-
cipal,deste modo a matriz global de discretizagdo também terd entradas nulas na diagonal

principal.

APENDICE B - Discretizacdo do Dominio

Neste trabalho o dominio onde as equacdes de Stokes e de Difusdo-Advecg¢ado estdo sendo
aplicadas € o lago da hidroelétrica de Itaipui,no entanto até aqui poucos foram os detalhes dei-
xados sobre a construcdo deste ou a respeito da confeccdo da malha utilizada nos célculos,
deste modo este apéndice ird apresentar alguns dos passos percorridos a fim de se obter tais
elementos.

Em um primeiro momento o software ARCGIS ! foi utilizado para localizar e delimitar a
regido em estudo, como mostra as Figuras B.1 e B.2 a escolha deste pacote se deve a facilidade
em obter as coordenadas georeferenciadas da regido escolhida a partir do seu banco de dados.

Neste primeiro estdgio foram coletadas 1842 coordenadas como visto em B.3, no entanto
este nimero de pontos onerava de forma desnecessaria a constru¢do da malha através do soft-
ware GMSH 2, pois entre os diversos critérios que este utiliza para gerar uma malha um deles é
a densidade de nos utilizadas na defini¢do da geometria. A fim de evitar o exaustivo refinamento

da malha, foi realizada uma nova coleta priorizando por aqueles capazes de definir a geometria,

TARCGIS, E. S. R. I. Redlands. Environmental Systems Research Institute, California, 2015. O software é
disponibilizado pela ESRI: http://www.esri.com/software/arcgis/arcgis-for-desktop

2Gmsh é um gerador de malha de elementos finitos desenvolvido por Christophe Geuzaine e Jean-Frangois
Remacle, lancado sob a GNU General Public License. http://www.gmsh.info/
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essencialmente foram excluidos pontos colineares o que reduziu estes de 1842 para 252 vide
B.4.

- O

10000 20000 Meters
1 ]

Figura B.1: Regido de estudo

o
L

10000 20000 Meters
1 ]

Figura B.2: Regido delimitada

Construida a geometria de forma adequada B.4 foi entdo gerada as malhas sobre esta com
o software GMSH. Entre as diversas caracteristicas desse gerador, duas delas sdo importantes
para este trabalho a saber: A capacidade de definir regides onde se deseja um maior refinamento
da malha, e a forma com os nds sdo numeradas nessa.

A primeira carateristica permite que mesmo quando uma geometria esteja definida por
poucos nds , como neste trabalho, é possivel obter malhas com adequados graus de refinamen-
tos para regides de interesse. A segunda caracteristica tem sua importancia devido a malha de
velocidade que deve ser de segunda ordem, pois o software inicialmente numera os nds da malha
uni dimensional para em seguida ser numerado dos nés da malha bidimensional.

A Tabela B.1 a seguir mostra as caracteristicas das malhas utilizadas nesse trabalho, ja

na figura B.5 € mostrado alguns detalhes visuais da malha de velocidade.
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File Tools Window Help

Mermory usage: 315.691Mb Update ~

SoxvzGiis Done reading ‘C:\Users\Fabio\OneDrive\Doutorado Fabio\Dr._|

_Malha_ltaipuitaipu_

Figura B.3: Geometria inicial GMSH

A Gmish - CAUsers\FabioADropbeox\ProgramaMalha_ltaipu Gymodelo. oot

File Tools Window Help

=

eeeeeeee ge: 320 539Mb Update ~

1z x

fion (Socket istening imesu on socket 127.66.16) . | |

Soxvzcuis Done - 1 Ermor : Click to show messages [ ... Abnormal server termina

Figura B.4: Geometria final GMSH.

Tabela B.1: Detalhes da Discretizagcao

Detalhes da Discrtizacdo

Malha Velocidade | Malha Pressdo
Elementos triangulares 287901 287901
N6s Internos 579530 145941
Elementos de Fronteira 4231 4231
N6s de Fronteira 8462 4483

APENDICE C - Arquivos do analisador simbélico-numérico

Ao longo deste trabalho uma énfase maior foi dada a temas puramente matematicos e a
técnicas de implementacdo computacional. No entanto, € importante ter em mente que estes
itens consistem nas ferramentas que permitem a abordagem e interpretacdo de um fendmeno
fisico. Deste modo, é essencial garantir que entre o modelo, as ferramentas e o fendmeno fisico

estudado, ndo exista um descolamento evitando assim que a solugdo se inviabilize.
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Os fendomenos fisicos que este trabalho se propde analisar via método dos elementos
finitos, consiste nos problemas difusivos-advectivos onde hd a predominancia dos termos de
advecgdo, e o estudo de escoamentos a baixas velocidades em que € valido o modelo de Stokes.
Assim, os c6digos computacionais devem ser capazes de capturar tais caracteristicas, o que
exige diversos niveis de depuracao.

Seria exaustivo e desnecessdrio relatar todas as situacdes testes e niveis de complexidade
algoritmica percorrida ao longo do periodo de maturagdo do cédigo. Deste modo neste apéndice
serdo documentados apenas os testes realizados quando o software foi considerado estavel.

Como estratégia de validacdo dos programas, inicialmente cada um deles foi avaliado
separadamente, e em um segundo momento, estes foram acoplados e avaliados em conjunto e
dinamicamente .

C.1 Benchmark Streamline Upwind Petrov-Galerkin

Os algoritmos desenvolvido neste estudo tiveram como base dois trabalhos cldssicos na
area de elementos finitos a saber: CORDINA e outros, 1992 e de BROOKS e HUGHES, 1982.
No primeiro, um riquissimo estudo sobre a obten¢do das fungdes upwind é feito, ao passo que
no segundo sio encontrados maiores detalhes a respeito da técnica Petrov-Galerkin.

A estratégia para validacao dos cédigos SUPG aqui desenvolvidos consistiu inicialmente
em definir um problema teste, cujo comportamento da solu¢cdo pode ser facilmente intuido e,
em seguida aplicar cada um dos algoritmos a este sistema fisico e, por fim, comparar a solu¢do
fornecida em cada um deles.

Considerou-se como problema teste um modelo difusivo-advectivo com a predominancia
dos termos de advecg@o. Além disso, admitiu-se que o ingresso de poluente se d4 através de uma
fonte pontual atuando sobre o dominio, onde este tem condi¢des de contorno do tipo Robin e
Von Neumann , matematicamente:

Modelo Difusivo-Advectivo

%—QAU+7VU+6U—f> (l‘,y)E%Q, t€<07T}C§R

Condicoes de Contorno

—a— =10 FleﬁQ, —a— = ku FQUF3UF4EQQ

Condicao inicial

u(Q,0)=0, QcR?

A figura a seguir mostra a localizacdo de cada uma das fronteiras e das direcdes em que
atua o campo de velocidades .
Os parametros fisicos do sistema sdo dados por:

Os algoritmos implementados nesse trabalho consistem em diferentes abordagens do mé-
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Figura C.1: Primeiro dominio teste

Tabela C.1: Parametros fisicos

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy ‘/75 m/s
Difusibilidade a 0.02 m?/s
Permeabilidade k 0.1 m/s
Decaimento ) 0.01 1/s
tempo At 0.01 s
fonte f 0.001
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todo SUPG. Essa metodologia tem como objetivo ora priorizar pelo desempenho computacional

ao se utilizar de elementos finitos de ordem um, ora melhorar a qualidade da aproximacdo com

elementos de segunda ordem. A tabela C.2 lista os métodos aqui testados. Cabe observar que o

termo de difusdo que a tabela se refere estd melhor detalhado em CORDINA e outros, 1992 e

Chung.

Tabela C.2: Métodos Avaliados

Detalhes dos testes

Legenda Tipo de elemento funcdo upwind Termo difusivo de ordem 2

Ml Primeira ordem  coth(v.) — = Nio se aplica
M2 Segunda ordem  a(7.),B3(7.) ! Ausente
M3 Segunda ordem  coth(~.) — %ﬁ Ausente
M4 Segunda ordem  «(7.), B(7e) Acoplado

Definido o problema fisico e os métodos de aproximacgdo, estes foram executados e

seus resultados comparados. Como se observa nas figuras de C.2 a C.5 o parametro upwind

coth(.) — Vi tem forte influéncia na soluc¢do da equagdo diferencial visto que os métodos M1 e
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M3 apresentam resultados muitos proximos, mesmo utilizando elementos de ordens diferentes.
O mesmo fendmeno se observa nos resultados dos métodos M2 e M4 exibidos nas mesmas
imagens.

Nas figuras de C.2 a C.5 € possivel verificar que a introdugdo do termo de difusdo ocasiona
uma ligeira variacao da solucao. No entanto, essa melhora na aproximagao requer um alto custo

computacional o que torna o método M4 desvantajoso.

x10° Amostra A1 x10° Amostra A2

35

Concentrago (ppm)
Concentrago (ppm)

——me
0 05 1 15 2 25 3 1 15 2 25 3
Tempo (segundos) Tempo (segundos)

Figura C.2: Amostra 1 Figura C.3: Amostra 2

x10° Amostra A3 x10" Amostra Ad
25 T T T T T

Concentragéo (ppm)
Concentrag&o (ppm)

—5—M4
.

2
Tempo (segundos) Tempo (segundos)

Figura C.4: Amostra 3 Figura C.5: Amostra 4
As imagens de C.6 a C.9 mostram as diferencas relativas das solu¢des para cada um dos

métodos em instantes consecutivos no tempo. Em C.10 estas estdo sobrepostas o que deixa
evidente que os métodos sdo capazes de atingir o regime assintético de modo muito préximo,
exceto pelo método M2, onde hd um ligeiro atraso neste comportamento. No entanto, € impor-
tante observar que a funcdo upwind que este utiliza é emprestada dos elementos de ordem um,
nao sendo as adequado para este tipo de aproximacao.

Por fim, as imagens de C.11 a C.15 mostram a evolucao do perfil da dispersao ao longo do
dominio obtido com 0 método M1. Tal procedimento se mostra vantajoso devido a sua facilidade
de implementac¢do e seu baixo custo computacional. Tais caracteristicas sdo importantes quando
malhas extensas s@o utilizadas e se desejam informacdes sobre o comportamento qualitativo da

solu¢do do problema.
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Evolugéio perfil Assintdtico
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Figura C.11: Dispersao pontual em 0.4s

Figura C.13: Dispersdo pontual em 1.2s Figura C.14: Dispersao pontual em 1.6s

Figura C.15: Dispersao pontual em 2.4 s
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Neste segundo estudo duas caracteristicas sdo fundamentais, a primeira delas € o nimero
de Peclet ? que foi mantido constante ao longo dos teste, e a segunda se deve 2 utilizacdo de
diferentes tipos de elementos na aproximacdo: elementos triangulares e quadraticos.

Como problema teste considerou-se o modelo Difusivo-Advectivo com a predominancia
dos fendmenos advectivos e, sobre este foram aplicados diversos graus de refinamento de malha
a fim de analisar o comportamento das aproximagdes. A seguir tem-se a descricdo matematica
do modelo.

Modelo Difusivo-Advectivo

ou

a—a-Au+7-Vu+5-u:f, (zy) € R te (0, T]CR

Condicoes de Contorno

u=1 Iy €09Q, —a@:ku Ihyuly, @:0 I's € 00
on on

Condicao inicial

uw(Q,0)=0, QcCH

A imagem abaixo mostra a localiza¢do das condi¢des de contorno e as direcdes do campo
de velocidades.

du
—| =0
s

Dominio

%Jrf’”‘

Figura C.16: Segundo dominio de teste

2Este estudo se utilizou de malhas estruturadas, situacdo na qual é f4cil ter o controle sobre o nimero de Peclet
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Os parametros fisicos da equagao sao dados por:

Tabela C.3: Parametros fisicos segundo teste

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy %i m/s
Difusibilidade o 0.02 m?/s
Permeabilidade k 0.3 m/s
Decaimento o 0.01 1/s
tempo At 0.05 s

A tabela C.4 lista os diversos graus de refinamento de malha aplicados ao problema. J4 a
imagem C.17 mostra a tendéncia de decaimento do erro em funcido do nimero de elementos.
Como pode ser observado hd uma boa coeréncia entre os resultados apresentados e a literatura

de analise de erros.

Tabela C.4: Niveis de refinamento da malha

N° de Tridngulos N°de Quadrados Erro Peclet

50 25 451 250
200 100 1.89  2.50
550 225 1.15  2.50
800 400 091 250
1800 900 0.78 2.50

Diferenga relativa entre as aproximagdes

T T
—5— Ermo=lIS SIS,

Erro relativo em %

100 200 300 400 500 600 700 800 900
Namero de elementos quadraticos

Figura C.17: Erro z Numero de elementos
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As figuras de C.18 a C.21 mostram a evolugao da solugao a partir de pontos especificos
do dominio. Como pode ser visto, ambos os métodos fornecem solugdes proximas, ou seja, as

diferentes formas de discretizacdo sdo capazes de dar uma mesma interpretacdo ao fendmeno

fisico analisado.
Posterior a esta andlise, as imagens de C.22 a C.26 ilustram a evolucao da solugdo obtida

com elementos triangulares. Esta sequéncia deixa evidente a predominancia dos fendmenos

advectivos sobre os difusivo, caracteristica esta que se deve a magnitude do numero de Péclet

que, neste estudo, foi mantido em 2.50.

Com os estudos realizados sobre os problemas testes se encerra esta primeira parte da
validacdo dos algoritmos do método SUPG. Em ambos os casos o campo de velocidades foi
tomado como constate ao longo de todo o dominio. Com este procedimento pretendia-se evitar
que possiveis erros na discretizagdo do campo de velocidades contaminassem os algoritmos
aqui desenvolvidos. No segundo estdgio de validacdo os algoritmos SUPG foram acoplados ao

campo de velocidades fornecidos pela equacdo de Stokes. Assim, espera-se que a dispersao do

poluente sofra uma forte influéncia da circulagdo obtida
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Figura C.24: Dispersdo Dirichlet em 1.5s Figura C.25: Dispersdo Dirichlet em 2.0s

Figura C.26: Dispersao Dirichlet em 2.5s



109

C.2 Benchmark Método de Galerkin para Stokes

A fim de validar o cédigo computacional desenvolvido para a resolucdo das equagdes
de Stokes, dois problemas testes cujo padrao de escoamento ¢ amplamente conhecido foram
selecionados e, foram aplicados sobre estes os algoritmos.

No primeiro estudo um bocal convergente-divergente foi considerado. Assim, assumida
as hipoteses da equacdo Stokes espera-se que o escoamento tenha maiores gradientes de ve-
locidade ao longo das regides de convergéncia do bocal e menores gradientes nas regides de
abertura deste.

No segundo problema, considerou-se um duto cuja caracteristica € sua regido central pos-
suir uma sobrelevacdo que estrangula o escoamento. Deste modo espera-se que os algoritmos
sejam capazes de interpretar que sobre estd drea as velocidades devam adquirir maiores magni-
tudes a fim de satisfazerem a equacgdo de continuidade.

Enunciadas as situacoes teste, deve-se entdo particularizar cada uma delas através de con-
di¢des de contorno e equagao governante. Sendo a ultima comum aos dois, esta serd enunciada

neste preambulo e as demais especificadas em cada um dos problemas. Assim, tem-se:

0? 0? 0
—1 (8_3(:1; + a—;;> - a—i =0, Quantidade de movimento em x

0? 02 0]
— ( _ + U) 9 _ 0, Quantidade de movimento em y

022 oyr) oy
% + g—z =0, Continuidade

Estudo 1 - Bocal convergente divergente
Neste primeiro estudo, o modelo de Stokes foi aplicado a um bocal convergente-
divergente, cujas as dimensdes estdo especificadas na figura C.28. A fim de tornar o sistema
fisico determinado, suas condi¢cdes de contorno devem ser especificadas. No entanto, as esco-
lhas dessas ndo € arbitraria, mas sim devem ser compativeis com o padrao de escoamento que
se deseja obter. Portanto tem-se:
1. Regiao de entrada: composta pela fronteira I';,onde considerou-se um escoamento pa-
ralelo ao eixo x, assim 7 = (0.3,0).
2. Condicao de parede: composta pelas fronteiras ['s e I'4, onde se tem especificado a
condicdo de ndo deslizamento.
3. Regiao de saida Composta pela fronteira I'3, regiao na qual considerou-se uma condi¢do

do tipo Von Neaumann homogéneo,a fim de deixar livres as velocidades nessa regido.
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Figura C.27: Condic¢des de contorno bocal Figura C.28: Dimensdes bocal
Definida a geometria e suas condi¢des de contorno, o teste com o algoritmo se baseou

nos conceitos de refinamento de malha. Deste modo, com o auxilio do software GMSH, foram

geradas duas malhas cujas caracteristicas estao listadas nas tabelas C.5e C.6 .

Tabela C.5: Discretizagao bocal (Malha Grossa)

Detalhes da Discrtizagdo

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 864 864
Numero de nés 1801 469

Tabela C.6: Discretizagdo Bocal (Malha Fina)

Detalhes da Discrtizagao

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Nuimero de elementos 7408 7408
Nimero de nds 15081 3837

Uma vez que a qualidade na captura do perfil do escoamento estd intrinsecamente ligada
as caracteristicas da malha, alguns cuidados foram tomados ao gerar esta sobre o dominio de
célculo, a saber: Ao longo da regido de entrada I'; e sobre os contornos I'; € 'y optou-se por uma
malha mais fina. Tal escolha se justifica devido aos altos gradientes sobre ['; e, a importincia
da camada limite sobre os outros dois.

Ao se considerar o contorno I'3 optou-se por um menor grau de refinamento da malha,
visto que, sobre este, foi imposta a condi¢do do escoamento estar completamente desenvol-
vido, assim este assume seu perfil assintotico. Na figura C.29 tem-se a malha gerada com as
caracteristicas acima citadas.

As figuras abaixo mostram os detalhes do perfil de escoamento para o problema teste
proposto neste estudo. Nas imagens, a apresentacdo dos resultados seguiu a seguinte ordem:

A primeira linha se refere a malha mais grossa cujas caracteristicas estdo dadas na tabela C.5
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Figura C.29: Malha Fina (Bocal)

e, na segunda, sdo apresentados os resultados para malha mais fina, cujas caracteristicas estdo
listadas na tabela C.6

Analisando cada uma delas em separado e iniciando pela C.30 que detalha a parte superior
do bocal préxima a regido de entrada, observa-se que, em ambos 0s casos, o0 algoritmo captura as
carateristicas do escoamento. No entanto, como esperado, a malha mais fina € capaz de mostrar

de forma mais nitida a influéncia da condi¢do de ndo deslizamento sobre o escoamento.

Figura C.30: Regido superior bocal

Anadlise semelhante € feita a partir da figura C.31, que € simétrica em relacio ao eixo x da
regido anterior. Neste caso também se observa a influéncia da malha na obtenc¢do dos resultados.

A imagem C.32 mostra em detalhes a regido de saida do bocal convergente-divergente,
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Figura C.31: Regido inferior bocal

sobre esta fronteira foi especificada uma condi¢do do tipo Von Neaumann homegéna, assim os
algoritmos devem ser capazes de capturarem o perfil assint6tico da solucao.

Na imagem C.32 observa-se que em ambos os casos tem-se o perfil parabdlico capturado.
No entanto, maior nitidez é obtida como segundo caso quando se tem uma malha mais fina,

comportamento este esperado em um teste de refinamento de malha.

Figura C.32: Regiao de saida bocal

As andlises feitas neste primeiro estudo mostram que os algoritmos desenvolvidos sio
capazes de fornecerem solugdes fisicamente realistas para o problema proposto. Os resultados

anteriores encorajaram os envolvidos no projeto a testar este em outras geometrias como sera

mostrado a seguir.
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Estudo 2 - Superficie em degrau

Neste segundo estudo os algoritmos foram testados diante de uma situagdo fisica em que
uma estrangulagdo abrupta ocorre no fluxo do escoamento. Assim os c6digos devem ser capazes
de capturar o aumento de velocidade nesta regido de modo a preservar a equagdo da continui-
dade.

A metodologia de avaliagdo aplicada a este teste é semelhante a anterior. Deste modo,
inicialmente se definiu a geometria cujas as dimensdes e particio do contorno sdo mos-

tradas respectivamente nas imagens C.34 e C.33 e, em seguida, as malhas foram geradas.

T,

2m -
I, Iy A

L 3m

Figura C.33: Condi¢des de contorno duto Figura C.34: Dimensoes duto
Na tabelas C.7 e C.8 estao listadas as principais caracteristicas das malhas utilizadas nos

testes. No entanto devido a importancia do contorno em se definir os critérios de refinamento,

este ultimo serd apresentado apos a defini¢do das condi¢des sobre o bordo.

Tabela C.7: Discretizagdo Degrau (Malha Grossa)

Detalhes da Discrtizag¢ao

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 2560 2560
Numero de nés 5281 1361

Tabela C.8: Discretiza¢do Degrau (Malha Fina)

Detalhes da Discrtizacdo

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 3336 3336
Numero de nés 6512 1769

A fim de tornar o sistema fisico determinado, as seguintes condi¢des de contorno foram
imposta ao problema:
1. Regiao de entrada: composta pela fronteira I';,onde considerou-se um escoamento pa-
ralelo ao eixo x, assim 7 = (0.3,0).
2. Condicao de parede: composta pelas fronteiras ['s e I'y, onde se tem especificado a

condicdo de ndo deslizamento.
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3. Regiao de saida Composta pela fronteira '3, regido na qual considerou-se uma condicéo
do tipo Von Neumann homogénea,a fim de deixar livres as velocidades nesta regido, deste
modo as componentes tangencias e normais da velocidade sobre esse contorno sdo iguais
a zero.

Definida a geometria e suas condi¢des de contorno, o passo seguinte consiste na geragao
das malhas. No entanto, alguns cuidados foram tomados: Sobre I'; e I's optou-se por um maior
refinamento da malha, visto que sdo regides onde ocorrem altos gradientes, principalmente na
regido de estrangulamento.

Sobre o contorno I'; optou-se por uma malha de refinamento intermedidrio. Essa escolha
se deve a importancia da condicao de ndo deslizamento. Ja no bordo I's, um melhor refinamento
foi considerado visto que, a parir deste, o escoamento encontra-se completamente desenvolvido.

As caracteristicas aqui podem ser observadas na imagem C.35

lex

Figura C.35: Malha Fina (Degrau)

As imagens de C.36 a C.38 mostram os resultados obtidos para o problema acima pro-
posto. Como no estudo anterior, os resultados seguirdo a mesma ordem de apresentacdo. Assim,
na primeira linha t€ém-se aqueles obtidos com a malha grossa Tabela C.7 e na segunda linha os
obtidos com a malha mais fina Tabela C.8

A imagem C.36 destaca a regidao préxima a sobrelevacao. Como observado, ambas ima-
gens capturam o perfil do escoamento e, como esperado, a malha mais fina gera imagens mais
ricas em detalhes sobre o comportamento do escoamento.

Na imagem C.37 se destaca a regido de estrangulamento. Como pode ser visto, os algo-
ritmos sdo capazes de capturar o aumento de velocidade a fim de garantir que a equacdo da
continuidade seja respeitada.

Na imagem C.38 o fluido deixa a drea de estagnacdo e espera-se que as velocidades adqui-
ram menor magnitude devido a lei da continuidade. Como observado na imagem, os algoritmos

sdo capazes de reproduzir estas caracteristicas com fidelidade e, como nos casos anteriores, a
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Figura C.36: Regido frontal do degrau

Figura C.37: Regido de estrangulento em degrau

malha mais fina fornece maior riqueza de detalhes sobre este comportamento.

Com os bons resultados apresentados nos dois testes realizados, encerra-se aqui a parte
de validacdo dos codigos. No entanto,é importante observar que nada neste precisa ser alterado
para que este atue com o dominio formado pelo lago da represa de ITAIPU, pois a dicretiza-
¢ao deste ¢ feita pelo software GMSH e, ap6s um prévio tratamento do arquivo de saida deste
software, os dados por ele fornecido sao importados para o c6digo que gera o campo de veloci-
dades.
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Figura C.38: Regido traseira em degrau

C.3 Benchmark Equacoes Acopladas

No inicio do apéndice C foi definida a metodologia de validacao dos cddigos e aqui a
estrutura de testes se baseia em dois estdgios. No primeiro, os programas sao avaliados separa-
damente a fim de garantir que possiveis erros fiquem encapsulados em sua respectiva estrutura
ao passo que no segundo estagio estes sdo acoplados e assim a estrutura € avaliada como um
todo.

Dados os bons resultados obtidos nas sec¢des anteriores, se dard inicio aqui ao dltimo
estagio de desenvolvimento e validagdo dos algoritmos. Os testes propostos seguem a mesma
metodologia desenvolvida para o problema de Stokes, ou seja, a defini¢do do um problema teste
e aplicacdo dos algoritmos a este.

Sendo o elo entre os algoritmos o campo de velocidades, uma forma natural de se definir
os problemas testes consiste no acoplamento da equacdo de difusdo-adveccao aos campos de
velocidades da secd@o anterior. No entanto, a fim de tornar o problema fisicamente determinado
resta especificar suas condi¢des de contorno,o qual serd feito em cada uma das situacOes teste.

Os experimentos numéricos a seguir fizeram uso dos métodos M2 e M3 definidos no
inicio deste apéndice, cuja a caracteristica em comum € realizarem a discretizacdo espacial
com elementos de segunda ordem, e a diferenca entre eles consiste na fung¢do upwind que cada
um utiliza. Como deve existir uma relac@o direta entre a discretizacio espacial e o campo de
velocidades, as malhas utilizadas nos testes a seguir sdo as mesmas que geram o campo de
velocidades, que neste caso sdo dadas nas tabelas C.6 e C.8.

Estudo 1 - Problema difusivo-advectivo aplicado ao bocal convergente divergente

Considere inicialmente o modelo difusivo-advecctivo, definido sobre o dominio ) C &2
dado em C.39 Além disso, admita que o bordo deste pode ser decomposto como apresentado

em C.40. Assim tem-se:
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Modelo Difusivo-Advectivo

ou

a—a-Au—i—?-VU%—é-u:f, (xy) €eR? te (0, T]CR

Condicoes de Contorno

—a@:j FleﬁQ, —a@:ku F2UF4UF5€8§2, @:0 F3€8§2
In on on

Condicao inicial
u(Q,0)=0, QcR

2m

l )

L

3

Figura C.39: Dimensdes do bocal Figura C.40: Contorno - Difusdo Adveccao

Sendo as propriedades fisicas do sistema * dadas por:

Tabela C.9: Parametros fisicos segundo teste

Parametros Nomenclatura Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy Stokes m/s
Difusibilidade a 0.0001 m?/s
Permeabilidade k 0.01 m/s
Decaimento J 0.01 1/s
tempo At 0.1 S
fluxo ¥ 0.001 77

Definido o problema de valor de contorno assim como suas propriedades, os algoritmos
foram entdo aplicados a fim de avaliarem o comportamento da dispersdo ao longo do domi-
nio durante 30 segundos. As imagens de C.41 a C.46 mostra evolugdo da solugdo obtida com
método M2. Como pode ser observado, a dispersao ocorre no sentido do campo de velocida-
des evidenciando a predominancia dos fendmenos advectivos frente ao difusivo. Além disso, as
imagens atestam o acoplamento correto entre os modelos.

Nas imagens de C.47 a C.52 tem-se o comportamento da solucdo avaliada a partir de
pontos discretos sobre o dominio. Como pode ser visto, os métodos fornecem solucdes prati-

camente idénticas ao problema proposto, deixando evidente a forma correta de implementagdo

3Neste estudo, o campo de velocidade é fornecido pela equagdo de Stokes e a visualizacio deste pode ser feita
na seccdo C.2 ao se considerar os resultados para a malha fina.
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dos algoritmos.

Figura C.45: Dispersdo bocal em 10s Figura C.46: Dispersdo bocal em 12s
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Estudo 2 - Problema difusivo-advectivo aplicado a superficie em degrau

Neste segundo estudo, os algoritmos selecionados foram aplicados ao duto com uma
sobre-elevagdo abrupta. Como no caso anterior, inicialmente o sistema fisico foi definido através
de sua equacdo governante e condi¢des de contorno. Em seguida os algoritmos foram aplicados
ao modelo estabelecido, sendo seus resultados avaliados posteriormente .

Considerando inicialmente o modelo-difusivo advectivo definido sobre  C R? como
mostra C.53 admitindo que o bordo deste dominio possa ser particionado como visto em C.54,
e que sobre cada uma dessas particdo as seguintes condi¢des de contorno sao impostas, tem-se:

Modelo Difusivo-Advectivo

%—a~Au+7-Vu+5'u=f7 (zy)eR? te(0,T]CR

Condic¢oes de Contorno

—Oé%:j FleaQ, —&%:ku FQUF4UF5€3§2, @:0 FgE@Q
on on
Condicao inicial
u(Q,0)=0, QcC®

m
2m -

A
\

3m

Figura C.53: Dimensdes do duto

Ts

I, T2

Figura C.54: Cond. de contorno duto

Definidos o parametros fisicos (ver tabela C.9) e de discretizagdo (ver tabela C.8), os

algoritmos foram aplicados ao modelo e os seguintes resultados foram obtidos.
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Figura C.59: Dispersdo duto em 5 Figura C.60: Dispersdo duto em 6
Nas imagens de C.56 a C.61 se observa o comportamento da dispersdo ao longo do domi-

nio obtido pelo método M2 durante os 20 segundos iniciais. Como pode ser visto, os fendOmenos
advectivos predominam sobre os difusivos. Além disso, a imagem também mostra que a disper-
sdo se desloca de acordo com o perfil de velocidades dada pelo modelo de Stokes, o que deixa
evidente a correta implementacao dos codigos.

Nas imagens abaixo tem-se o comportamento da soluc@o avaliada sobre alguns pontos do
dominio. Como pode ser observado, ambos os métodos fornecem solu¢des muito préximas, ou

seja, diferentes métodos capturam o mesmo fendmeno fisico.
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Os resultados obtidos nesta secao, assim como todos os outros apresentados neste apén-

dice mostram que os algoritmos sdo capazes de resolver os modelos propostos neste trabalho.

Desta forma se encerra a validacio dos c6digos aqui desenvolvidos.
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver codigos computacionais voltados para a arqui-
tetura de clusters, a fim de resolver via Método dos Elementos Finitos um sistema acoplado
de equacdes composto pelas Equagdes de Stokes e a Equacdo de Difusdo Advecgdo. Devido
as particularidades de cada uma delas, robustas estratégias computacionais devem ser empre-
gadas de modo a se obter solu¢des numericamente estdveis e fisicamente realistas. O método
de Galerkin € utilizado na obten¢do da forma ponderada residual para as equacdes de Stokes.
Esta abordagem exige que a condi¢do LBB -Ladyzhenbkaya-Babuska-Brezzi deva ser respei-
tada ao se discretizar esta. Portanto, elementos de segunda ordem sao utilizados no campo de
velocidades e de ordem um s@o empregado no campo de pressdo. Determinado os termos de
velocidades, estes sdo entdo acoplados ao modelo difusivio-advectivo a fim de se obter a disper-
sdo de uma pluma de poluentes ao longo dominio. Neste trabalho, os interesses estdo voltados
para situacdes fisicas em que valores altos do nimero de Peclet ocorrem. Esta caracteristica
corrompe as solucdes fornecidas pelo tradicional método de Galerkin, deste modo, empregou-
se Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Este método, se caracteriza por ter a robustez
e qualidade dos métodos cldssicos upwind sem apresentar qualquer criticismo a respeito da di-
fusdo numérica artificial transversal ao escoamento comum deste tltimo. De modo a aproveitar
todas as informacdes sobre o campo de velocidade, o mesmo tipo de elemento utilizado na dis-
cretizacdo deste foi empregado no modelo difusivo advectivo. Esta escolha impde dificuldades
adicionais, uma vez que func¢des upwind distintas devem ser utilizadas sobre nds do vértice e
aqueles localizados sobre as arestas. Realizada a discretizag¢do espacial do modelo, o método de
Crank-Nicolson foi empregado na discretizacdo temporal. Esta escolha se deve as caracteristicas
desse método, de ser incondicionalmente estdvel e possuir ordem de convergéncia quadratica.
Ao final deste trabalho, pretende-se ter além de uma robusta estrutura de algoritmos voltados
para cluster a fim de resolver os modelos descritos, pretende-se também realizar o estudo de

dois cendrios para o modelo difusivo advectivo sobre a regido de estudo.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Equacao de difusdo-advec¢ao-reacdo, Navier-
Stokes , Equagdes de.



Abstract

This work aims to develop computational codes aimed at the cluster architecture in order
to solve via a Finite Element Method a coupled system of equations composed of the Stokes
Equations and the Advection-Diffusion-Equation. Due to the particularities of each of them,
robust computational strategies must be employed in order to obtain numerically stable and
physically realistic solutions. The Galerkin method is used here to obtain the residual weighted
form for the Stokes equations. This approach requires that the LBB condition be respected by
discretizing it. Therefore, second-order elements are used in the velocity field and one order is
employed in the pressure field. Once the velocity terms have been determined, they are then
coupled to the diffusive-advective model in order to obtain the dispersion of a pollutant plume
over the domain. In this paper, interests are focused on physical situations in which high Peclet
numbers occur. This feature corrupts the solutions provided by the traditional Galerkin method,
thus using Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG). This method is characterized by ha-
ving the robustness and quality of classical methods upwind without presenting any criticism
regarding artificial numerical diffusion transverse to the common flow of the latter. In order to
take advantage of all the information about the speed field, the same type of element used in the
discretization of this was used in the advective diffusive model. This choice imposes additional
difficulties, since distinct textit upwind functions must be used on nodes of the vertex and those
located on the edges. After the spatial discretization of the model, the Crank-Nicolson method
was used in temporal discretization. This choice is due to the characteristics of this method, to
be unconditionally stable and to have order of quadratic convergence. At the end of this work,
we intend to have a robust structure of cluster-oriented algorithms in order to solve the descri-
bed models, we also intend to study two scenarios for the advective diffusive model over the

study regio

Keywords:Finite element method, Diffusion reaction advection, Navier-Stokes, Equation.
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1 INTRODUCAO

A compreensdo dos fendmenos naturais estd intrinsicamente relacionada ao entendimento
dos modelos matematicos que os descrevem. Nao hé ddvidas que os métodos tradicionais capa-
zes de fornecerem uma solucao analitica consistem em uma peca fundamental no entendimento
dos fendomenos fisicos € no desenvolvimento técnico cientifico experienciado até o presente
momento.

No entanto, o advento dos computadores e a evolugdo destes deram a matematica compu-
tacional condi¢des de alargar ainda mais as fronteiras do conhecimento, uma vez que 0s recursos
que outrora limitavam a aplicag¢do de técnicas computacionais em problemas de grande porte
nos dias atuais estdo superados.

E dentro deste contexto que este trabalho é construido, ou seja, no emprego de técnicas
de matemadtica computacional auxiliadas por computadores de alto desempenho. Os algoritmos
aqui desenvolvidos estdo aplicados a um nimero restrito de problemas. No entanto, os c6digos
aqui desenvolvidos tém robustez para trabalharem com problemas gerais dos modelos que se

propdem a resolver.

1.1 Descricao da proposta de estudo

Este trabalho tem como objetivo desenvolver c6digos computacionais voltados para ar-
quiteturas de Cluster a fim de resolver, via método dos elementos finitos, problemas difusivos-
advectivos e modelos de mecanica dos fluidos em que sdo validas as equacdes de Stokes. Di-
versas sao as aplicacdes em que estes modelos podem ser empregados, entre essas, o estudo da
dispersao de poluentes em regides ambientalmente favorecidas. Deste modo o cendrio escolhido
como motivacdo do desenvolvimento deste cddigo € o lago da Usina Hidroelétrica de Itaipu.

A escolha desta regido em seu tamanho real tem como objetivo ndo apenas introduzir
dificuldades com o tratamento da geometria, mas essencialmente no volume de dados a serem
trabalhados pelos algoritmos, visto que extensas malhas devem ser utilizadas ao se discretizar o
dominio em questdo, o que torna o problema invidvel ao ser abordado com méaquinas convenci-
onais.

Os métodos aqui utilizados na discretizagcao das equacgdes apresentadas foram o Stremline
Upwind Petrov-Galerkin e o Método de Galerkin O primeiro deles foi aplicado ao modelo
difusivo-advectivo devido sua robustez em determinar a solug@o para este tipo de problema
com valores elevados do nimero de Peclet, restri¢do esta que inviabiliza métodos tradicionais
como o de Galerkin. O segundo deles foi empregado na discretizacdo do problema de Stokes,
escolha esta que leva ao chamado método dos elementos finitos mistos, visto que a condi¢@o
LBB deve ser respeitada.

Ao final deste trabalho pretende-se ter além de uma estrutura computacional robusta para

ser executada em cluster, uma ferramenta para o estudo da dispersdo de poluentes quando os
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modelos aqui estudados estiao envolvidos.

1.2 Organizacao da Tese

Nesta seccao serd descrita de forma sucinta o conteudo abordado em cada um dos capitu-
los deste trabalho.

No capitulo 2 € apresentada a revisdo da literatura utilizada neste estudo, atengdo espe-
cial foi dada aos trabalhos desenvolvidos pelo grupo de biomatemdtica que se utilizaram de
estratégias computacionais semelhantes as empregadas no atual trabalho.

No capitulo 3 os modelos difusivo-advectivo e de Stokes sdo apresentados em suas for-
mas classicas. O capitulo se inicia com a descri¢do das hipéteses e simplificagdes adotadas em
cada um dos modelos, para em seguida estes serem deduzidos a partir das suas equagdes fun-
damentais. O capitulo se encerra com uma pequena discussao sobre as condi¢des de contorno
de cada um dos modelos, permitindo assim a defini¢do dos respectivos problemas de valores de
contorno.

O capitulo 4 se dedica a reescrever os modelos via formulag@o variacional. Deste modo,
a fim de se obter a forma ponderada residual do problema difusivo-advectivo via método de
Galerkin, inicialmente sdo definidas as fung¢des teste e de ponderacdo para este método. Em
seguida, sdo feitas as mesmas defini¢des considerando-se o método SUPG para o modelo em
estudo. O capitulo se encerra apresentado a formulacdo variacional para o problema de Stokes
e as classes de funcOes que este utiliza, as quais dao origem ao método dos elementos finitos
mistos.

No capitulo 5 sdo descritas as estratégias de discretizacdo espacial e temporal, sendo a
primeira empregada em ambos os modelos e a segunda apenas no modelo difusivo-advectivo.
Neste ultimo modelo aten¢do especial é dada ao se utilizar elementos finitos de segunda or-
dem, pois como serd mostrado esta escolha implica no célculo de dois pardmetros upwind os
referentes aos nds sobre vértice do elemento, e aqueles situados sobre as arestas.

Ainda capitulo 5, ao se considerar o modelo de Stokes, serd mostrado que o sucesso
na discretizacdo espacial desta equacao esté ligado a condicdo LLB. Condi¢do esta que impde
restri¢des ao espaco de velocidade e pressdo, que se obedecidas garante a existéncia e unicidade
da solugdo para este problema.

No capitulo 6 sdo apresentados os resultados para os modelos aqui estudados, sendo inici-
almente considerado o Modelo de Stokes uma vez que, este tem forte influéncia sobre o modelo
difusivo-advectivo e, em seguida os resultados do tltimo modelo citado.

O trabalho se encerra no Capitulo 7 com as consideracdes finais e sugestdes para proximos
trabalhos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo seré feita a revisao da literatura de alguns dos trabalhos desenvolvidos den-
tro do grupo de biomatematica da Unicamp, que tiveram como objetivo de estudo os mesmos
modelos e métodos aqui empregados. Além disso, pretende-se fazer uma pequena discussao
sobre as estratégias computacionais desenvolvidas por cada um deles e, mostrar as possiveis li-
mitacOes destas. Ao final deste texto também pretende-se mostrar a contribuic@o deste trabalho.

Um dos primeiro estudos envolvendo a temdtica de dispersdo de poluentes se deve a MIS-
TRO, 1992, que emprega o modelo difusivo-advectivo no estudo da dispersao de mercurio em
rios amazonenses. Em seus estudos, a referida autora considerou modelos em duas dimensodes
com perfis de velocidade constante. Nestes os dominios considerados foram discretizados por
malhas estruturadas construidas manualmente. Tal técnica se deveu as limitagdes computacio-
nais existentes na época.

Uma vez que possiveis oscilagdes poderiam surgir devido aos altos valores do nimeros
de Peclet, a autora emprega em seus algoritmos o tradicional método upwid. Este método este
que ponderd os termos de velocidade de modo especifico, a fim de garantir a estabilidade da
solucdo.

O Estudo de BERNARDES, 1998 tem como cenario de estudo dos Esteros de Ibera,
regido pantanosa situada no nordeste da Argentina, na Provincia de Corrientes. Em seu trabalho,
o autor utiliza a equacao de difusdo-adveccao na anélise de dois modelos, um unidimensional a
fim de avaliar o comportamento de poluentes ao longo de uma coluna d’dgua nas lagoas Luna e
Galarza e o outro bidimensional aplicado a lagoa Ibera.

No estudo em duas dimensdes, BERNARDES, 1998 aproxima o campo de velocidades
de modo intuitivo, ou seja, sem utilizar um modelo de mecanica dos fluidos para descreveé-lo.
Além disso, o autor assume que a equacdo diferencial associada ao modelo difusivo advectivo
¢ predominantemente parabdlica.

Ao se considerar os aspectos computacionais do trabalho de BERNARDES, 1998,vé-se
que este se caracteriza por empregar o tradicional método de Galerkin, na obtencdo da forma
ponderada residual e realizar a discretizacdo espacial com elementos de primeira ordem em uma
malha ndo estuturada.

Ainda no ano de 1998 CANTAO, 1998, utiliza o modelo difusivo advectivo no estudo de
derramamento de 6leo ao longo do canal de Sdo Sebastido. Diferentemente dos estudos anteri-
ores, neste, o campo de velocidade é determinado a partir da interpolagdo de dados disponiveis
na literatura FURTADO, 1978, tornando o modelo mais verossimil.

Dentre os diversos cendrios avaliados pelo autor, a maior parte se destaca por utilizar ni-
meros de Peclet de baixa magnitude, de modo a garantir a estabilidade do método de Galerkin.
No entanto, em um dos estudos, os fendmenos advectivos sdo considerados predominantes, e
para este caso, o autor emprega a estratégia Streamline Upwind Petrov-Galerkin para elementos

de primeira ordem.
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Considerando o ponto de vista computacional o trabalho se destaca por empregar ma-
lhas ndo estruturadas, campo de velocidades interpolados € 0 método SUPG para elementos de
ordem um.

OLIVEIRA, 2003, em seu trabalho envolvendo a Baia de I1ha Grande no Rio de Janeiro,
traz como principal contribui¢do no estudo da dispersdo de poluentes o acoplamento entre as
equagodes de Stokes de mecanica dos fluidos e modelo difusivo-advectivo. No entanto, poucos
sdo os detalhes deixados respeito da estratégia de implementacao deste, uma vez que a rotina
utilizada foi desenvolvida por Cantdo como citado em seu trabalho.

Além da maior precisdo em descrever as correntes maritimas ao longo da Baia de Ilha
Grande, a autora também introduz em seu modelo a influéncia dos ventos ao longo da regiao
analisada. Deste modo, a composicdo da velocidade no termo advectivo da equacao consiste na
soma da velocidade das correntezas maritimas e da velocidade das correntes de ar.

Uma vez que os termos advectivos tém forte influéncia neste modelo, o método SUPG na
discretizacdo da equacao de difusdo-adveccdo. Nesta abordagem os elementos finitos utilizados
sdo de primeira ordem o que tem como caracteristica o cdlculo de um tnico parametro upwind.
Como nos demais trabalhos, este também utiliza uma malha ndo estruturada na discretizagao
do dominio.

VASQUEZ, 2005 desenvolve um estudo que avalia o impacto do descarte de dgua pro-
veniente de operacdes offshore de exploracdo de petréleo sobre o ecossistema maritimo. Neste
trabalho, o autor aproxima a regiao em estudo por um dominio retangular em trés dimensdes, e
sobre este aplica os modelos difusivos-advectivos e de Stokes.

De modo a se definir o problema de valor de contorno associado ao modelo de mecanica
dos fluidos, impde sobre o bordo do dominio apenas condi¢des do tipo Dirichlet. Como observa
Sert, 2015 este tipo restri¢ao imposta ao contorno leva a uma familia de solu¢des para a pressao,
ou seja , apenas os gradientes desta estdo determinados. Ainda segundo o autor, é possivel se
determinar o pressdo de forma tnica ao se especificar o valor da desta em um tnico né da malha.

Como a equacdo de Stokes exige devida atencdo em sua discretizagdo,visto que a condi¢do
LBB deve ser respeitada, VASQUEZ, 2005 emprega como combinacao estdvel o par P2/P0 de
polindmios interpoladores. Deste modo, os termos de velocidade sdo elementos de segunda
ordem e os de pressao sio elementos discretos constantes.

De posse do campo de velocidades, VASQUEZ, 2005 entdo obtém a forma ponderada
residual para o modelo difusivo advectivo através do método SUPG. Reescrito o modelo na
forma fraca, este € entdo discretizado por elementos de segunda ordem, curiosamente a fungdo
upwind utilizada pelo autor € a que estd relacionada a elementos de primeira ordem, € ndo o
conjuntos de fungdes especificada por CORDINA e outros, 1992 em seu trabalho.

Acoplados os modelos, VASQUEZ, 2005 entao realiza o estudos de trés cenarios possi-
veis a saber:

Cenario 1 — Admite que o poluente fica suspenso ao longo do dominio ndo sofrendo

influéncia da forga gravitacional, se deslocando assim predominantemente ao longo das direcdes
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de x e y da velocidade.

Cenaério 2 - Ap6s ser injetado no dominio poluente volta a superficie devido suas propri-
edades fisicas, sofrendo ao maior influéncia dos efeitos biodegradativos.

Cendrio 3- E avaliado o caso em que o poluente mais denso que a agua, e assim se precipita
no fundo do mar. O trabalho se encerra com a avaliagdo de cada um dos cenério.

O trabalho de INFORZATO, 2008 tem como objetivo de estudo a dispersdo de poluentes
entre um meio aquatico e um aéreo, estando estes acoplados através de uma fronteira comum
a ambos. Neste trabalho, o autor escolheu como cendrio de estudo o lago Igapé em Londrina
para o meio aquatico, e a regido atmosférica imediatamente acima deste como o meio aéreo.
Em ambos os casos estes foram aproximados por dominios retangulares em trés dimensdes.

Os modelos utilizados a fim de descrever a dispersao de poluentes em ambos 0s meios
foi o modelo difusivo-advectivo, sendo que, no modelo aéreo, o autor definiu um perfil para o
deslocamento dos ventos a fim de se determinar o termo de advecg¢do, e para o meio aquatico a
determinacdo deste foi feita utilizando-se a rotina de Stokes desenvolvida por VASQUEZ, 2005.

Assim como VASQUEZ, 2005, INFORZATO, 2008 também emprega o método SUPG
na determinacdo da forma ponderada residual para o modelo difusivo advectivo. Além disso, o
referido autor faz uso dos elementos de segunda ordem a fim de dicretizar este modelo.

Os cendrios estudados por INFORZATO, 2008 em suas simulag¢do sdo diversos e aqui
serdo elencados apenas algumas carateristicas destes. Em um primeiro momento, o autor con-
sidera que o ingresso de poluente ocorre através das correntes de vento, e assim se dispersando
tanto no meio aéreo quanto no aquatico. Em um segundo momento, ¢ admitido que ha uma
fonte de poluente no meio aqudtico e este contamina tanto o ambiente aéreo quanto o aquético.
As outras simulagdes realizadas pelo autor levam em conta pequenas alteracdes nestes cendrios,
sendo as ideias centrais mantidas.

Wolmuth, 2009 desenvolve um primeiro estudo sobre a represa do Rio Manso, neste
trabalho, a partir de imagens de satélite a autora reconstréi o contorno da regido definindo
assim o dominio em duas dimensoes.

Neste estudo inicial algumas simplificagdes sdo impostas ao modelo a fim de tornarem
sua andlise e implementacdo vidveis, uma vez que este foi desenvolvido ao longo de um curso
de mestrado.

As restricdes impostas por Wolmuth, 2009 sao as de que o comportamento da EDP que
descreve o a dispersdo de poluentes ¢ admitido ser predominantemente parabdlico, € o campo
de velocidades associado ao termo de adveccao desta € considerado constante ao longo de todo
o dominio.

De modo a obter a forma ponderada residual para o modelo difusivo a autora emprega
o tradicional método de Galerkin. Sendo a forma discreta deste obtida com elementos triangu-
lares de primeira ordem, tal escolha tem como principal vantagem a necessidade dos produtos
internos associados a estes serem calculados uma Unica vez.

Os cendrios avaliados por Wolmuth, 2009 se diferenciam quanto a direcdo do campo
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de velocidade que é acoplado a equagdo transporte, e a alguns parametros fisicos adotados no
modelo. Em todos eles se observa que o comportamento da solucio satisfaz e é coerente com o
problema de valor de contorno definido.

Krindges, 2011, em seu trabalho de doutorado, realiza um segundo estudo sobre a represa
do rio Manso-MT. Nesta pesquisa, a metodologia utilizada pelo autor amplia enormemente as
fronteiras do trabalho de Wolmuth, 2009, visto que a regido em estudo € modelada por um
dominio em trés dimensdes. Além disso, o autor também propde que o campo de velocidades
do modelo difusivo —advectivo seja determinado através das equacdes de Navier-Stokes.

Definida a geometria e os modelos a serem utilizados em seu trabalho, o autor entdao
emprega o tradicional método de Galerkin a fim de obter a forma ponderada residual para as
equagdes, as quais sao posteriormente discretizadas por elementos finitos de primeira ordem. A
escolha deste tipo de elemento contribui enormemente para o cdlculo dos produtos internos do
o método Galerkin, visto que as integrais destes sdo constantes e, portanto, sdo realizadas uma
unica vez.

Um outro ponto em que o trabalho de Krindges, 2011 se destaca é pelo uso das técnicas
de programac¢do em paralelo; tal estratégia se faz necessdria em seu estudo devido ao volume
de dados em ambos os modelos, mas principalmente devido as equacdes de Navier-Stokes que
exigem a atualizacdo de seus parametros a cada passo no tempo.

Os cendrios estudados pelo autor foram trés, e cada um deles se diferencia dos demais
pelos coeficientes do modelo difusivo-advectivo, além do tempo em que este € analisado. Os
resultados obtidos pelo autor sdo notérios € mostram a robustez do uso da computagdo em
paralelo a fim de se obter a solucdo deste tipo de problema, quando se tem imenso volume de
dados.

Diversas outras estratégias podem ser empregadas no estudo da dispersdao de poluentes,
no entanto, este trabalho se interessa por aquelas que utilizam-se dos modelos anteriormente
citados. Além disso, no grupo de biomatematica, nenhum estudo foi realizado sobre o lago da
hidrelétrica de Itaipu, assim como os modelos de Stokes e difusdo-advec¢do programados para

computacdo em paralelo, vislumbrou-se ali um espaco para este trabalho.
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3 MODELAGEM CLASSICA

Neste capitulo serdo apresentadas as equacoes, modelos e justificativas adotados por este
trabalho afim de se obter o perfil de dispersdo de poluente ao longo da regido em estudo. Tra-
balhos como o de , OLIVEIRA, 2003, VASQUEZ, 2005 , INFORZATO, 2008 entre outros ,
mostram que uma boa estratégia a este tipo de problema consiste no acoplamento da equagao
classica de Difusdao-Advecdo com a equacdo de Stokes. Assim, este também serd o caminho

aqui percorrido

3.1 Equacao Difusao-Adveccao

A equacdo de difusdo-adveccgao tem suas origens nas leis de conservacao da massa, sendo
u a concentracao nas varidveis temporal e espacial, a forma geral desta é
ou

— + div(Jfruzototar) + decaimento = fonte

ot

Diversos foram os pesquisadores que fizeram seu uso e entre esses citamos os cldssicos
Nihoul, 1975 no estudo de sistemas marinhos, Okubo, 1980 em estudo de problemas ecolégicos
e Marchuk, 1986 em problemas gerais de polui¢do. Dentre as intimeras dificuldades relatadas
pelos referidos autores encontram-se as de parametrizagao dos termos do fluxo, decaimento,
fonte, bem como as condi¢des de contorno. Neste trabalho estes termos serdo considerados em
suas defini¢des cldssicas, no sentido de sobreviverem as modas do tempo.

O fluxo total J, serd aqui entendido como a soma de duas parcelas. A primeira € o ten-
sor de tensdes de Fick, que assume uma tendéncia da matéria em preencher de maneira mais
uniforme possivel todo o espaco disponivel, o que se traduz em um fluxo de matéria das re-
gides de maior concentracdo para as de menor concentracdo. Em linguagem matematica este
€ descrito como o produto entre gradiente tomado em sua direcdo oposta e uma constante de

proporcionalidade (difusividade ) que controla a intensidade de troca. Assim tem-se:

Jdifusivo = —a-Vu

A segunda parcela do fluxo considera os fendmenos advectivos, o que exige a presencga
de um agente externo atuando no transporte do poluente. Tal funcdo serd exercida pelo campo
de velocidade do escoamento e, é neste ponto que nasce o acoplamento entre a equagdo de
Difusdo- Advecgdo e Stokes, pois esta dltima € a responsdvel em obter do campo vetorial de
velocidades 7. Como o transporte de poluente ocorre na dire¢ao de 7 o fluxo advecctivo é

entdo descrito por:

Jadvectivo =rv-u

Assim, a parcela do fluxo total € escrita como a contribuicdo do transporte difusivo e
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advectivo.

Jfluxototal = Jdifusivo + Jadvectivo

Jflu:cototal =—a-Vu+v-u

Ao se considerar a parcela do decaimento tem-se como intuito modelar as diversas formas
de degradacdo sofridas pelo poluente, as quais podem ocorrer por biodegradagdo, oxidagao
ou evaporacdo. Aqui os interesses estdo voltados em sua forma quantitativa. Assim, esta serd
considerada diretamente proporcional a quantidade da matéria em estudo. Tal hipdtese se baseia

na solucdo da equagao diferencial abaixo, onde 9 € a taxa de decaimento,

du
— =0-u.
dt
Modelos mais robustos para este termo podem ser encontrados por exemplo em MEYER
e MONTE, 1992 que ao modelar derramamentos de 6leos assume ¢ na forma
du __ u ’

du
0, u = 0.
A ultima parcela do modelo difusivo-advectivo deste estudo corresponde ao termo fonte

da equacao,o qual consiste em uma das formas de modelar o ingresso de poluente no dominio.
Neste trabalho quando este termo for empregado, serd no mesmo contexto do trabalho de CAN-
TAO, 1998 onde o termo fonte assume a forma pontual definida pela funciio Delta de Dirac,
modelo este valido quando as dimensdes da fonte tem ordem de grandeza muito menor do que

do dominio. Assim:
q, (1’071/0) € Q

f=
Oa V(l’,y) 7& ($07y0)
Definido cada um dos termos da equacdo, e considerando a regido em estudo como um

aberto 2 C R*limitado de bordo 912, tal que 92 = U, N, = ¢ , e admitindo que este seja
suficientemente suave para ser possivel, por exemplo, definir o vetor normal unitdrio 7 ao seu

redor, a equacdo de difusdo advec¢do 2 C R? em torna-se:

%—Q-Au+div(7-u)+5'U—f (ry) €eQC R te (0,1 (3.1)

Tendo sido estabelecida a equacdo governante para o problema difusivo-advectivo, deve-
se entdo definir a condicdo inicial e as de contorno. Sendo «(2,¢) a concentragdo de polui¢ao
ao longo dominio, serd admitido como uma hipétese ideal que este encontra-se inicialmente na

auséncia de qualquer substancia, assim:

u(r,y,0) =0, (z,y) € QC R (3.2)
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As condicdes de fronteira t€m como fungdo especificar qual sistema fisico estd sendo
resolvido, uma vez que, este trabalho esta preocupado com o impacto ambiental sobre as regides
em estudo, estas devem retratar de modo mais fidedigno possivel o “contorno” de cada um dos
locais, assim:

Ingresso de Poluentes Para regides a montante da bacia de Itaipu, assume-se que o in-
gresso de poluente possa ser modelado atraves da condi¢do de contorno do tipo Von Neumann

nao Homogéneo, assim:

0
a_u = J(t,%y), (t,f,y) S [OaT]$FNeumann ndo Homogéneo - (33)

on
Fronteira sem perda: Na regido onde ha concreto ou formagdo rochosa, serd admitido

que nao ha perda nem ingresso de poluente, assim .

— Q7 = 07 (t,I,y) S [OaT]ereumann Homogéneo - (34)

Perda de poluente para regido de mata: Considerando que exista perda de poluente para
o solo e, admitindo que estd seja proporcional a concentracao presente ao longo da respectiva

fronteira, assumiu-se aqui, uma condicao do tipo Robin:

—a— =k - u, (t,x,y) € [0,T)2T regido de Mata- (3.5)

Perda de poluente para regiao de saida: Nas regides de saida, tais como o vertedouro
da barragem, considerou-se que a perda de poluente é proporcional a sua concentragdo e a

intensidade da velocidade normal do escoamento neste local, portanto:

9,
—aZ_ . u, (t,x,y) € [0,T)2T regiao de saida- (3.6)

Nas figuras 3.1 e 3.2 sdo ilustradas as condicdes de contorno do modelo difusivo-
advectivo. Na figura 3.1 € mostrado o recorte da regido em estudo, e em seguida apenas o
contorno onde se encontram as condi¢des impostas. Como pode ser observado na figura ( 3.2
)na maior parte dominio tem-se um contorno do tipo Robin,ou seja, as regides de mata absorvem

parte significativa dos poluentes que chegam através do Rio Paran4.



Figura 3.1: Regido em Estudo da Bacia de Itaipu.
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Figura 3.2: Condig¢des de contorno da equagdo difusdo-advecgao.
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3.2 Equacoes de Stokes

Neste trabalho os esfor¢os se concentram na determinacdo da dispersdo de poluente ao
longo de um dominio 2 C R2 A fim de modelar este fendmeno, introduziu-se no capitulo
anterior a equacao cléssica de difusdo-adveccao. Nesta equacgao, o transporte de poluente ocorre
devido aos fendmenos difusivos cujas caracteristicas dependem do meio, e dos advectivos que
sdo proporcionais ao gradiente de concentragdo e ao campo de velocidades do escoamento, que
¢ regido pelas leis da mecanica dos fluidos.

No campo da dinadmica dos fluidos, como apresenta White, 2010, as leis que regem o
movimento destes sdo as equagdes de conservacdo da quantidade de movimento e massa, que
juntas sd@o chamadas de equagdes de Navier-Stokes. Estas equacdes sdo gerais e vélidas para
todos os fluidos. Assim, simplificacdes e consideracdes sobre estas devem ser feitas de modo a
adequé-la ao problema em estudo.

Uma vez que o meio onde ocorre a dispersao do poluente € dgua, a primeira consideracao
a ser feita é a de que o fluido considerado € incompressivel. Esta afirmacao apesar de simples,
¢ a responsdavel por diversas dificuldades numéricas, pois como observa Sert, 2015 a perda
equacdo de estado leva matrizes de discretizagdo mal condicionada, visto que elementos nulos
sdo introduzidos na diagonal principal.

Sendo a regido em estudo uma drea alagada onde o escoamento ocorre em baixas velo-
cidades e, portanto, com valor baixo do nimero de Reynolds, tem-se para este cendrio, como
observa Sert, 2015, a dominancia dos termos viscosos sobre os inerciais, podendo estes se-
rem desprezados. Assim, de posse das simplificacdes e consideragdes anteriores, a substitui¢ao
destas na equagdo de Navier —Stokes, leva a chamada equag@o de Stokes, que para fluido in-

compressivel e Newtoniano assume a forma conjunto de equagdes dadas em (3.7),

—Vo=0, QCR? Equilibrio
V7V =0, QCR2, Incompressibilidade
V= vg, sobrel'p, Contorno Dirichlet (3.7

7]7, sobrel'y, Contorno Neumman

A apresentacdo das equacdes de Stokes em funcdo dos tensores de tensdes de Cauchy se
deve ao fato de que esta forma é mais adequada a obten¢do da matriz do sistema acoplado , o
que computacionalmente € vantajoso. DONEA e HUERTA, 2003 observa que uma equagdo
constitutiva € necessaria de modo a fechar o problema, isto é, o tensor de Cauchy o deve estar

relacionado a velocidade e pressao, a qual é feita pela Lei de Stokes.,
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As condigdes de contorno como apresentadas na equagdo (3.7) sdo gerais, devendo assim
serem particularizadas ao problema em estudo. Em seu trabalho de doutorado, Krindges, 2011
realiza diversas consideracdes sobre estas, € a mesma metodologia utilizada por ele serd empre-
gada aqui, a saber:
Regiao de entrada: A partir do conhecimento da velocidade da dgua dos rios na entrada
do lago, prescreve-se nesta regido uma condicao de contorno de Dirichlet nao homogenéa:
V= 7D(x,y), sendo ¥ p, uma funcdo conhecida em (xy) € Q,t e (0,T).
Regido de Saida: De modo a se deixar livre a velocidade da dgua nesta regido, uma

condi¢ao do tipo Von Neumann homogénea sera especificada,

(), (5),-

Contorno do lago: Ao longo da margem do lago, a fim de se respeitar a condi¢do de
nao deslizamento de mecanica dos fluidos se impde ao longo dessa frontera a condic¢ao do tipo

Dirichlet homoégeneo, assim:

Vp=0.

Especificadas as condi¢des de contorno, estd completa a formula¢do do modelo de Stokes
para o estudo proposto neste trabalho, na Figura 3.3 é mostrada a localizacdo de cada uma das

condicdes de fronteira.

2 T T T T T

—— Condigéo de Parede

Regido de Entrada

Regido de Saida &l

7
738 74 742 744 746 748 75 752 754 756 758
5
X 10°

Figura 3.3: Condig¢des de contorno para equacao de Stokes.
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4 FORMULACAO VARIACIONAL

Neste capitulo serdo apresentadas as justificativas e o desenvolvimento da formulacao
variacional, que consiste na base tedrica do método dos elementos finitos, para os problemas de

Difusdo-Adveccgdo e Stokes.

4.1 Equacao Difusao-Adveccao via Método de Galerkin

Definido o problema de Difusdao-Adveccdo no capitulo anterior, e tendo em mente os ob-
jetivos deste trabalho, fica evidente que a obtencdo de uma solugdo analitica no sentido forte é
impraticavel. Alids, como observa VASQUEZ, 2005, existem situa¢gdes cuja a complexidade
associada tanto a geometria do dominio quanto as condi¢des de fronteira sdo tais que impos-
sibilitam a obtenc¢do de uma solucdo analitica, ainda que se possa garantir a existéncia desta.
Além disso, CANTAO, 1998 observa que a solucdo da equacdo (3.1) no sentido cléssico, de-
pende fortemente do comportamento da fonte bem como da condi¢ao inicial. Tendo em mente
as consideragdes anteriores, que se mostram fortes o suficiente como justificativas para o uso
da formulagdo variacional, a qual apenas exige que o termo fonte e a condi¢do inicial sejam
regulares e ndo necessariamente suaves, esta serd entdo utilizada. Além disso, a existéncia e
unicidade desta solucdo estd assegurada pelo Teorema de Lax-Milgran, que estd demonstrado
em Ciarlet, 1978. No entanto, antes de se dar inicio a constru¢do desta formulagdo, algumas
defini¢des preliminares se fazem necessdrias. Considere 2 C 2, com x = (11,15), seja:

o L*(9) o espago das fungdes quadrado integrével, no sentido de Lebesgue, sobre o domi-

nio {2, com o produto interno e norma definidos respectivamente por:

(u,0) 2y = /uvdA < +o0o, |lullieg = (uw);20, uw € Q.
0

Além disso, sobre a fronteira de €2 o produto interno é denotado por:

(u,v}L% = /u 00, ullF2q = (W) r2@),  Vuw € VOQULT € 99

r

o H'(Q) C L?(9) , espago das fungdes em L? () cujas derivadas de primeira ordem no

sentido fraco, também pertencem a L? (), ou seja:

HY(Q) = {u € LQ(Q)/S—;; cL*(Q), k= 1,2} :

Sendo a norma e produto interno definidos por

() 10y = () gy + (Vi Vo) gy il = ul3aiey + Vel
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em que
2

ou 81}
(VU VU L2 Z 8.1'k axk

=lq
Dadas as definicdes acima, pode-se dar inicio a construcdo da formulag¢do variacional
associada ao problema (3.1). Os passos aqui percorridos sdo os mesmo de Carey Graham
e outros, 1981 que inicialmente define o residuo associado a equacdo (3.1),
ou
r(z,y,t) = i V(ia-Vu)+V (714) +ou—f 4.1)
Afim de testar o residuo ao longo do dominio, multiplica-se r por uma fungao teste v €

H' () suficientemente suave e forga o produto 7 - v em uma média ponderada ser zero, assim

/rvdu:/%vdu—/V(a-VU)vdujL/V(?-u)vdu—i—d/uvdu 4.2)
Q Q 0 0 Q

—/fvd,u:(), Vv e HY(R)

Q

Considerando o campo de velocidades 7 livre do divergente; a seguinte igualdade € ob-
tida:

V(7u)=VV -u+7 -Vu="7-Vu

Voltando com a express@o anterior em na equacao (4.2) vem

ou

5 —vdp — /V (a- Vu) vdp + / (7 - V) vdp + §/uvd,u 4.3)
Q Q

Q

—/fvd,u:0, Vv e HY(Q).

De modo a acomodar as condi¢des de contorno na equagao (4.3), aplica-se o Teorema de
Green no segundo termo da igualdade anterior, pois este permite escrever a integral sobre do

dominio em funcdo da integral ao longo da fronteira, como mostra a igualdade a seguir.

—a/Auvdu = &/Vu - Vodp — a/g—zvdaﬁ
Q Q

N
Uma vez que 02 = |J I'; e considerando as condigdes de fronteira definidas na segio

i=1
( 3.1 ) pelas equagdes (3.3) a (3.6) a seguinte expressdo € obtida para a integral ao longo do

contorno:
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~a / “LodoQ = Zk / wwddQ + ) / V uvdd) — ZJ / vdd)
%9

Substituindo as equagdes anteriores em (4.3) é obtida a expressdo (4.4) que corres-
ponde a formulacdo variacional associada ao problema de difusdo adveccdo. Como observa
Carey Graham e outros, 1981, toda solucdo de (3.1) satisfaz (4.4) e, caso u obtido através da
formulagdo variacional seja suave o suficiente, esta também ira satisfazer (3.1). Formalmente,
resolver (4.4) consiste em encontrar uma funcdo v € U, definida em (4.5) tal que a igualdade

(4.4), seja mantida,

/%vdu—i—a/VU~Vvd,u+7/Vu~vdu+5/uvdu
Q

/ fodp + Z Fom / wwddQ+ Yy / 7 uvddS) (4.4)
Q

—ZJ /vdaQ:o Yo e H'(Q)

m

Sendo

ueU = {u e L*[(0,7),H" (Q)] /%

Considerando a notagdo de produto interno definida no inicio deste capitulo, pode-se re-

€ L12(Q), Vte [O,T]} . 4.5)

escrever (4.4) como segue:

<@,v) b (Vi Vo) + 7 - (V) + 6 (u0)g — (fi0)g 4.6)
Q

ot
Zk (ulv)p +Z7 (u|v)

—Z (Julv)p, =0, Yve HY(Q).

n=1

4.2 Equacao Difusao-Adveccao via SUPG

No capitulo anterior, 0 método de Galerkin foi utilizado a fim de obter-se a formulacao
ponderada residual para o problema de difusdo-advec¢do. Neste método, as funcdes de ponde-
racao e interpolacdo pertencem a mesma classe de fun¢des. Como BROOKS e HUGHES, 1982
observam, quando o método Galekin € aplicado a problemas de estruturas ou de conducdo de

calor, obtém-se ao final da discretizagdo uma matriz simétrica e, neste caso, pode-se mostrar
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que a solug@o possui a propriedade de ser a melhor aproximacao, isto €, a diferenca entre a
solugdo via elementos finitos e a solu¢do exata € minimizada com respeito a uma certa norma.

No entanto, essa caracteristica se perde ao empregar o0 método em equagdes como a do
transporte, uma vez que a introdugdo dos termos advecctivos tornam a matriz de discretizado nao
simétrica e, como observa CORDINA e outros, 1992, o método de Galerkin passa a apresentar
oscilagdes numéricas para elevados valores do nimero de Peclet.

BROOKS e HUGHES, 1982, assim como o proprio CORDINA e outros, 1992, afirmam
que estas oscilagcdes podem ser evitadas apés um drastico refinamento de malha. Além disso,
autores como Gresho e outros, 1980 sugerem que tal inconveniente seja um indicativo do
quao grosseira € a malha na resolu¢do do problema. No entanto, frequentemente o interesse,
a exemplo deste trabalho, estd nas caracteristicas globais da solugdo, o que faria com que o
exaustivo refinamento na malha tivesse como func¢@o apenas evitar as oscilacoes .

Ao longo da literatura, diversas estratégias foram desenvolvidas a fim de contornar o pro-
blema acima apresentado. Dentre as mais comuns encontra-se a adi¢do de difusao numérica na
equacao do transporte, bem como os esquemas upwind. DONEA e HUERTA, 2003 apresentam
um extenso estudo sobre ambos os métodos de estabilizagdo. Além disso referidos os autores
mostram que todo esquema upwind introduz uma difusdo numérica artificial e, de modo analogo
a introdu¢do de uma difus@o numérica artificial corresponde a um esquema upwind.

Como afirmam BROOKS e HUGHES, 1982, muitas das formula¢des upwind 6timas ob-
tidas via método dos elementos finitos resultam em um mesmo sistema de equagdes e fornecem
solugcdes exatas para problemas unidimensionais. No entanto, quando estas estratégias sao ge-
neralizadas para situacdes mais complexas, infelizmente fornecem resultados que estdo longe
de serem ideais, sendo a principal critica a este método a excessiva difusdo numérica perpen-
dicular a dire¢do do escoamento nos casos multidimensionais. Contraditoriamente, muitas das
situacdes em que uma abordagem via método de Galerkin € adotada com adequado refinamento
de malha, esta é capaz de fornecer solucdes livres de oscilagdes as quais s3o mais precisas que
obtidas via esquema upwind.

De posse do cendrio acima descrito, este trabalho utilizard o Método Streamline Upwind
Petrov-Galerkin, caracterizado por BROOKS e HUGHES, 1982 como tendo a robustez e qua-
lidades dos métodos classicos upwind sem apresentar qualquer criticismo sobre a difusdo ar-
tificial anteriormente mencionada. Diferentemente do método de Galerkin, em que as funcdes
teste e de ponderagdo pertencem ao mesmo espaco, sendo estas continuas ao cruzar os contor-
nos inter-elemento, no método SUPG as fungdes de ponderacdo sdo tomadas em um espaco
diferente das fungdes testes e estas sao descontinuas sobre o referido contorno. A forma geral
para as funcdes de ponderacdo no esquema SUPG ¢ apresentada em (4.7), sendo a componente

T tempo intrinseco e 7o campo de velocidade é dada por:

T=v+77/Vo=v+w, vweH Q). 4.7)
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A constru¢do da formulagao variacional associada ao problema (3.1) através do método
SUPG ¢ feita de modo andlogo ao método de Galerkin , assim definindo inicialmente a forma

ponderada residual vem:

/rvdu:/(%—V( Vu)+V(7u)+5u—f>vdu

Q
NEI

+ Z/ <— —V(a-Vu)+V (7u) + du — f> wdp, Yow e HY(Q)  (4.8)

elQ

A acomodacao das condi¢gdes de contorno € feita aplicando-se o Teorema de Green no
segundo termo da igualdade anterior, pois este permite escrever a integral sobre o0 dominio em

funcdo da integral ao longo da fronteira.

—a/V(Vu)vd,u:a/Vu'Vvdu—a/g—ude
n
0

N
Sendo 02 = |J I'; e considerando as condi¢des de fronteira definidas previamente de
j=1
(3.4) a (3.6) a seguinte expressao € obtida:

—a / %vdﬁQ = km / uoddQ + ) / VyuvddQ =, / vdo.
50 n m=1 T, n:an n=1 I,

Voltando com as expressoes anteriores em (4.8), resulta em (4.9) que consiste na forma

final da formulacdo ponderada residual via o método SUPG.

/rvdu:/(g{; )d,u—a/(Vu Vv)d,u+7/Vu vdu+5/u vdp
Q Q 0 Q
NEI

/fvdp+Z/<——aAu+7 Vu—i—éu—f)wdu
Q
+Zk‘ /uvd@Q+Z/7 uvdos)

=y
> /vdaQ =0 VYo,w e HY(Q).
n=1 T,

4.9)

Reescrevendo a equacgdo anterior utilizando a notacdo de produto interno definida no ini-
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cio deste capitulo, vem:

(%’199_OZ(VU,VU)Q+7(U’U)Q+5(U'U>Q_<f'v)9

ﬁij{( )Qe—a(Au,w)Qe+7(VU,w)Q +0 (uw)g, — (frw)g }
Zk (ulv)p +Z7 (ulv)y,

—Z (Ja|v) Yo, w e HY(Q)

(4.10)

Na equacdo (4.7) foi definida a forma geral para a funcdo de ponderacdo do método
SUPG, naquele momento poucos foram os detalhes deixados sobre as componentes desta. Con-
siderando a parte descontinua da equagdo (4.7) tem-se o produto entre trés termos, dois deles
conhecidos Vve 7/, e 0 tempo intrinseco 7 que deve der determinado através da relagdo desen-
volvida por CORDINA e outros, 1992 dada a seguir.

_ gche
2[[uell

4.11)

A fungido . é responsavel em controlar a quantidade upwind adicionada, ||u.|| a norma
das velocidades medias calculada sobre o elemento mestre, e h, 0 comprimento caracteristico
associado ao elemento. CORDINA e outros, 1992 em seu trabalho dedica toda uma sec¢do na
determinacdo de cada um deles.

Assim como no trabalho anterior, este estudo também faz uso de elementos de segunda
ordem na discretizagdo espacial do problema difusivo-advectivo, portanto aten¢ao especial deve
ser dedicada a funcdo €. uma vez que, esta assume expressoes distintas para os nds sobre os
vértices e aqueles localizados sobre as arestas. O desenvolvimento algébrico das expressdes de
€. em cada um dos casos estd detalhado no trabalho de Cordina, aqui apenas serd feito o uso

dos resultados obtidos pelo referido autor, a saber:

1 o 2 )
B(Ve) = 5 (coth <%) — %) ,  nos sobre os vértices

{34+ 376(7)} — {37 + 7807}
{2 = 3B8(7e) 1 7* ’

De modo a capturar o comportamento assintético faz-se v, — oo

nds sobre as arestas

a(’ye) i

lim a(y.) =1, lmp(y.) = % (4.12)
Ye

Y—00
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Expandindo a(7.) e 5(7.) em série de Taylor na vizinhanca de 7. = 0, as seguintes

expressoes sao encontradas

a(h) = 15+ 0(y),  Bl) = 15+ 6(r) (4.13)

Considerando (4.12) e (4.13) , uma forma aproximada para «(.) e 3(7.) € obtida.

L 0<y<12 £ 0<y<L6
a/a('Ye) = 2 6@(’7@) = 2
1, > 12 1, ~>6

As figuras ( 4.1) e ( 4.2) mostram respecitivamente o comportamento assintético para as

funcdes a(7.) e S(7.) , assim como para suas aproximagoes.

08 [

40 Upwind

Fung
L

04b

J

i

Li

0.2 1
i

[

Nimero de Peclet(y,)

Figura 4.1: Comportamento Assintético fungao o .

08

0.5

04+ -

o Upwind

03 s

Fung
<

02r f;

01
— Panaitico %)

L
E5 40

I L I I I I
0 5 10 15 20 25 a0
Namero de Peclet (y,)

Figura 4.2: Comportamento Assintético fungéo (5 .

Em (4.11) foi apresentada a equacao para o cédlculo do tempo intrinsico 7.. No entanto,
poucos foram os detalhes deixados de como realizd-lo. O procedimento aqui utilizado foi ini-
cialmente descrito por CORDINA e outros, 1992 e sua escolha se deve a féacil implemen-
tacdo deste, assim como os diversos relatos bem sucedidos de literaturas como a de OLI-
VEIRA, 2003, VASQUEZ, 2005 entre outros.

Essencialmente o algoritimo para o cdlculo de 7, pode ser descrito pelos seguintes passos.

1. Calcule a média aritmética das velocidades no elemento da malha global e chame de V,
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2. Use a transformacao linear e calcule as velocidades equivalentes as reais no elemento de
referéncia

3. Calcule a média das velocidades obtidas no passo anterior , chame de VeN ;

4. Obtenha o comprimento caracteristico h, = hy - ““ﬁ—e” , sendo h,, = 0.7 para elementos
N
triangulares e h,, = 2 para elementos quadréticos.
5. Calcule o parametro upwind 7, = 2T\T}LH

(a) Se o elemento for de ordem um considere €, = conth(~.) — vi

(b) Se o elemento for de segunda ordem considere:

Bre) = 3 (coth (%) - 2)
{33780} - {3v+7%6(7) }
a(Ve) = — {2-3B(7e) 17?2

Ee —

Neste ponto todo 0 método SUPG estd definido, deixando evidente os grandes esfor¢os
matematico e computacional necessdrios a estabilizagdo da equacdo de difusdo—advecdo para
altos valores do niimero de Peclet. Importante observar que a utiliza¢ao de elementos de segunda
ordem,exige esfor¢cos computacionais ainda maiores, pois como se observa na equaciao (4.8) a
parcela ponderada pela parte descontinua da fun¢@o peso ndo pode ser integrada ao longo do
dominio, o que implica no calculo do laplaciano de © em coordenadas locais.

No apéndice deste trabalho serd apresentado um maior detalhamento da transformacao
das equacgdes escritas em coordenadas globais para coordenadas locais , o que deixard visivel
custo do calculo do laplaciano e, a fim de se contornar estas dificuldades também serdo feitos

estudos a influéncia deste termo na solu¢do da equacgdo difusiva-advectiva .

4.3 Equacao de Stokes

No Capitulo 2 problema de Stokes foi descrito em sua forma classica. O passo seguinte a
implementagdo do método dos elementos finitos consiste em reescrever este no sentido das dis-
tribui¢des. No entanto, devido as particularidades do modelo, algumas observacgdes preliminares
sobre as dificuldades em se obter uma solu¢do numérica a este problema se fazem necessarias.

Um dos principais obsticulos a ser transposto na resolu¢ao numérica da equacao de Stokes
se deve a condi¢c@o de incompressibilidade, que impde ao campo de velocidades a restricdo de
ser livre do divergente, consequentemente a pressao torna-se uma variavel que ndo estd relacio-
nada a nenhuma equacao constitutiva, e sua presenca na equacdo da quantidade de movimento
tem como propdsito introduzir um grau adicional de liberdade necessario a satisfazer a condi¢ao
de incompressibilidade.

Assim o papel da pressao € se ajustar instantaneamente de modo a satisfazer a condic¢ao
da velocidade ser livre do divergente. Isto é, a pressdo estd atuando como um multiplicador de

Lagrange da restri¢cdo de incompressibilidade existindo assim um acoplamento entre as veloci-
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dades e as pressoes desconhecidas.

Diversos sdo os métodos propostos na literatura a fim de contornar o problema da in-
compressibilidade. Neste trabalho a estratégia a ser utilizada € a mesma descrita DONEA e
HUERTA, 2003, que essencialmente descreve o problema em fun¢do de suas varidveis primiti-
vas de velocidade e pressao e aplica sobre este a formulacdo ponderada residual via Método de
Galerkin, resultando assim no método dos elementos finitos mistos.

O sucesso do método anterior estd condicionado a condicao de compatibilidade LBB
devido a LADYZHENSKAYA, 1971 , BABUSKA, 1971 e BREZZI e FORTIN, 1991, que
indica quais sdo as possiveis combinacdes entre elementos de pressdo e velocidade a fim de
tornar a matriz nao singular, uma vez que elementos nulos estdo contidos em sua diagonal
principal .

O primeiro passo na constru¢do variacional do problema de Stokes consiste em definir
os espacos das fungdes testes e de ponderacdo para as varidveis de pressdo e velocidade. Sera
denotado por S o conjunto de fungdes teste para a velocidade. Toda fungdo pertencente a este
conjunto é quadrado integravel e possui derivada primeira também quadrado integravel. Além
disso, como este conjunto de fun¢des tem como propriedade satisfazer as condi¢oes de Dirichlet

sobre o contorno de {2, matematicamente tem-se:

S={ve H(Q)|v=uvp, emTp}.

De modo anédlogo define-se V o conjunto das fun¢des de ponderagdo dos termos de velo-
cidade, que possui as mesmas caracteristicas de S exceto que sobre o contorno do tipo Dirichlet

suas funcdes de sao nulas, assim :

V=H (Q)={weH(Q)w=0,enlp}

Definidos os conjuntos de fungdes teste e de ponderacdo para as varidveis de velocidade,
deve-se entdo fazer o mesmo para a pressdo. Diferente das anteriores, as exigéncias sobre o
conjunto de pressdo sao menores, visto que derivadas espaciais desta varidvel ndo aparecem
na formulagdo fraca. Assim apenas se exige que as fun¢des que compdem este conjunto sejam
quadradas integrdveis no sentido das distribuicdes. Além disso, € suficiente que as fung¢des peso

e ponderacgdo desta pertencam ao mesmo conjunto, portanto:

Q C Lo(2)

De posse dos sub-espacos de velocidade e pressdo, a formulagdo fraca é obtida multi-
plicando a equacdo da quantidade de movimento por w € V e, o produto resultante é entdo

integrado por partes sobre o0 dominio de modo a se acomodar as condi¢des de contorno:

/ —w - Vad) = /Vwo*dQ — / (wnam + wtant) dsd. (4.14)
Q

Q r
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Uma vez que o contorno é composto ! por sua por¢io Dirichlet e Von Neumann, a integral

sobre este € escrita como:

/ (vnor"” + vta”t) dQ) = / (wna”" + wta”t) dQ) + / (wna”" + wta”t) dQ) (4.15)

r I'p Iy

Como sobre o contorno Dirichlet as funcdes de ponderagdo sdo nulas, a integral ao longo
de I'p é zero. Analise semelhante € feita sobre o contorno Von Neumann, neste caso como
optou-se em deixar que as componentes da velocidade livres para assumirem um valor arbitréario
porem fixado, as componentes tangencial v, € normal da velocidade v, sdo nulas o que torna a

integral sobe 'y também nula, assim vem:

/ (vnann + vtant) o2 =0. (4.16)
T

Substituindo com a equagdo ( 4.16) em ( 4.14) e, expandindo esta resulta:

/Vw-adQ—/Vw- {—pmﬁu (87),» + 8””')}@ (4.17)
’ 8xj (%zzz
Q Q
/Vw ( Ov; ,ugvj>d§2—/Vw-de.
Q

Estabelecida a forma variacional para a equacdo da quantidade de movimento, deve-se en-

tao proceder de modo andlogo com a equagdo da continuidade, assim multiplicando a igualdade

(4.15) por -1 e em seguida por q € (), vem:

/ —q - div(P)d = 0 (4.18)
Q
Portanto a formulag@o variacional associada ao problema de Stokes em sua forma com-

pacta é escrita como:
a(w,w) +b(v,g) =0, YweV
' (v,g) =0, qeQ.

Sendo

'Recomendamos aqui a leitura do trabalho de Segal, 1987 p.40
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ov; ov;
a(w,w) = /Vw- (u- 6;’)- + - 8?) dQ, Yww e V(Q)
j i

Q

b—/Vw-qu, we H(Q) | Yge Q)
Q

b = /qudQ, Yo e HY(Q) , VYge Q).
Q

Desenvolvida a formulacdo variacional, o passo seguinte consiste em aproximar estd na
sua forma discreta, o que serd feito no Capitulo 5. Além disso, neste mesmo texto maiores de-
talhes serdo apresentados sobre a condi¢gdo LBB responsdvel em vincular os espagos continuos

e discretos na equacdo de Stokes.
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5 ELEMENTOS FINITOS

Definidas as formulacdes variacionais para os problemas de Difusdo-Adveccdo ( 4.1) e
Stokes ( 4.2), um método numérico adequado deve ser escolhido de modo a se obter uma apro-
ximacdo para a solugdo. Dos diferentes esquemas disponiveis na literatura, este trabalho opta
pelo método dos elementos finitos na discretizagdo espacial e o de Cranck-Nicolson no tempo-
ral.

Dentre as indmeras justificativas que poderiam ser apresentadas para a escolha destes
métodos, prefere-se aqui a deixada por BROOKS e HUGHES, 1982, que em uma traducao livre
é: O método dos elementos finitos € uma valiosa ferramenta na solu¢do de muitos problemas
de engenharia. Em situacdes onde a equacdo do problema € conhecida,mas a geometria ou as
condicdes de contorno sdo complicadas ou irregulares tornando um solucao analitica dificil ou
impossivel, o método dos elementos finitos € emprego.

De posse das consideracOes anteriores, este trabalho opta em apresentar o0 método dos
elementos finitos em um primeiro momento via Método de Galerkin, o qual é amplamente
conhecido na literatura dado sua facil implementacdo e robustez em diversas situacdes. Em
seguida serdo apresentadas as limitacdes deste, assim como as estratégias desenvolvidas na
literatura a fim de superar as limitagcdes apresentadas pelo método de Galerkin, nos problemas

aqui enfrentados.

5.1 Discretizacao via Galerkin Difusao Adveccao

Considere { Qe}i\g uma familia finita de N'T" tridngulos €2, dois a dois disjuntos ou tendo

com intersec¢ao no maximo uma aresta ou um vértice, tais que, {2, formado pela unido de todos

os {2, consiste em poligono que aproxima €2 . Em linguagem matemitica:
NT
O~ = [J
e=1
Associado a esta malha, tem-se o parametro A dado por

h = maz{diam(2,)}!

Este pardmetro permite definir 7}, como sendo a familia dos N'T" tridngulos (.. Dentre os
diferentes subespacos finitos que formam uma base para a solu¢do aproximada U", este trabalho
opta pelo espaco das fungdes polinomiais por partes, assim seja [ um nimero inteiro e positivo

e P;(€2.) o espaco dos polindmios p de grau menor ou igual a [ em (2., ou seja,

!Como observa INFORZATO, 2008 A referéncia ao parimetro h é relevante no seguinte sentido : para melhorar
a aproximagao discreta ndo basta que NT'N ( nimero total de nds), aumente. Isto deve ocorrer com h tendendo a
zero.
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PI(Qe) = {P : Qe — R/p(x,y) = Z a’n&’ﬂxa’ylyawa a’yna’m E éR}
[IvII<l

2+k
k

tinica, quando avaliada em um conjunto » €2, de N pontos, chamados de nés dos elementos

O espago F,(£2.) tem dimensdo finita N = ( ) e toda func¢do p € determinada de forma
finitos, os quais s@o especificados a partir da fixacdo do seu tipo k£ que, como apresentado em
Ciarlet, 1978, trata-se de um 2-simplex ou tridngulo. Os elementos finitos (£2.,P,(£2.), > )
da familia acima definida sdo todos afins- equivalentes a um unico elemento (@,PZ (Qe), > Q)

chamado de elemento de referéncia. Dessa forma U" é definido formalmente por:

U ={¢ e C°/(Q) € P(Q), VO €T}

e como demostrado em Kardestuncer, 1987 tem-se que U" C H'(). Por fim, resta-se
determinar uma base para U”". Considere inicialmente a unido dos nés de todos os elementos

que compdem (2, a saber:

Qe ={y, 1<j<NTN}

e=1

em seguida, considere NT'N funcdes pertencentes a U" que satisfacam
Yi(b;) =65, 1,j=1,.. ,NTN.

Assim, o conjunto 3 = {9y, ...,)x7x } constitui uma base de U" C H* e qualquer u" €

U™ pode ser escrito como uma combinagdo linear das fungdes da base, ou seja:

NTN

ul = Z ci()i(xy). (5.1)

=1

Substituindo (5.1) em (4.6) e Vv € U" tem-se;

ot +a (Vu', Vo) + T (Va0
,UQ a(Vu, Vur)g U,
h

hoh
BT h+5(u,v)

Q o

+ Z ko <uh, Uh>rm + Z v <uh, Uh>1“n
m=1 n=1

- (f,Uh)Qh + Z <Jnavh>1—\n 5 Yo € HI(Q)
n=1

Com algumas manipulagdes algébricas
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NTN ) NTN NTN

il—t (s, 0" Q + o Z ai(t) (V. V') Q +7 Z ci(t) (Vibi, v )

NTN NTN NTN

+6 Z ci(t) (i, 0" ﬂh + Z o, Z ci(t) <uh,vh>Fm + Z Z () oy <uh,vh>rn (5.2)
m=1

i=1 n=1 =1

= (fa")a, + Z (n; Uh>rn ;Wi dy € HY(Q).

n=1

Escrever a equagio (5.2) para todo elemento de U" equivale a avalid-la para os elemento

da base (3, assim

NTN NTN

Z dc( ) (i, )q, +o Z () (Ve Viy)o, + 7 Z (1) (Vi)
=1

NTN NTN NTN

+5Zcz ) (¥, ¥)g +Zk > alt) Wi i), + Y v (i), (53)

i=1 n=1 i=1

= (f7¢h)ﬂh + Z <Jn7wh>Fn 3 av¢i7wj € Hl(Q)
n=1

Como observa CANTAO, 1998, o sistema acima pode reescrito na forma matricial (
5.4), caracterizando-se como um sistema de equagdes diferenciais ordindrias, determinado pelas

matrizes A e b que por sua vez depende exclusivamente da escolha das fungdes de base.

A(hiby)e (t) = b(i,5)c(t) + (fbs) + (Jns ) (5.4)
ij=1.NTN

Tendo-se realizado a discretizagdo espacial da equacao do transporte, 0 passo o seguinte
consiste na discretiza¢io temporal, a qual serd realizada através do Método de Cranck-Nicolson,
2, que gera um esquema incondicionalmente estdvel com aproximacdo de ordem © (At?). As-

sim para os termos temporais vem:

n—l—% n+1 n
dt At
1 1 1
b GGy FUR o KU
C. =, f =, J = ——
J 2 J 2 J 2

2Que consiste em tomar a aproximagio em um ponto intermedidrio no tempo (n + %) como a média entre dois
tempos subsequentes.
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Nas expressdes acima n representa o passo no tempo, voltando com estas na equagdo

(5.4) e com uma série de manipulacdes algébricas, resulta :

A = B +d

Sendo
asg = (1 Mt) (i), + 22 (96,9031, + 27 (i), 5.5)
At At
+Zk (i y)y,, + 7 Z 5 (W),
SAt aAt At7
bz, (1 - _> (wza ¢j) I (Viﬂu V¢j) PN (%7%) (56)
A A
Sy L )y ZI .

5.2 Dicretizacao Difusao Adveccao via SUPG

A discretizacdo da equacgao de Difusdo-Adveccao através do método SUPG segue os mes-
mos passos do método de Galerkin. Assim considerando inicialmente que o dominio possa ser
particionado em uma malha finita de elementos triangulares onde os elementos que a compdem

tenham no maximo uma aresta ou um vértice em comum e a uniao destes aproxima 2 tem-se:

NT
U
e=1
Como no método anterior aqui também se opta pelo subespacos das fun¢des polinomiais
por partes a fim de se definir uma base para a solug¢io aproximada U" . Além disso assume-se

que estas fun¢des obedecem a relacdo de Dirac para cada um dos nds b; da malha de modo a

garantir a independéncia linear entre elas. Assim tem-se:

= {v € C%W) /() € Pi(Q) Y €7} (5.8)

Onde

wl<bj) - 61,]’7 ’L,j - 1,,NTN
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Assim, todo u" € U" pode ser escrito como uma combinagio linear das funcdes da base,
ou seja:

NTN

u = Z ci(t)vi(x,y) (5.9

=1
Considerando © como definido na equacédo ( 4.7) e tomando este em sua forma discreta ,
vem:

=" TV =" ', Te HY(Q) (5.10)

Substituindo as equacdes (5.9) e (5.10) na equacdo (4.10) resulta.

(aa—l;h,vh) +a(Vuthh)Qh+7(uh,vh)Q + 6 (u”, v) (fv)
Qp

Z{(aa: wh)ﬂ +a(Vuthh)Qh+7(uh,wh)Q +5(u w) (fw) }

e=1

Zk ul vh> +Z7 <u o Z<Jn,v = Yo, w € H'

(5.11)

Realizada a discretizacdo espacial da equacao de difusdo-adveccao o passo seguinte con-
siste em discretizar esta na varidvel tempora. Aqui como no Método de Galerkin, serd utilizado
o Método de Cranck-Nicolson, pois este gera uma sequéncia incondicionalmente estavel com

aproximacao de segunda ordem. Considerando as varidveis temporais tem-se:

n+% n+1 n
dcj _ =
dt AN
1 1 1
S s T TE S o | S s
C; = . f = R —
J 2 J 2 J 2

Nas expressoes acima n representa o passo no tempo. Voltando em (5.9) e com algumas
de manipulagdes algébricas vem :

(A, + Ag) "t = (By + Bgy) & + (dy + dyy) (5.12)
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Sendo®
(a5);, = (1 (W) i) + 22 (v + 2T ()
302G ), + 3 A7 i,
(asu); = (1 + %) (60:5) + %2 (801,3) + 227 ()
(by)s; = (1 Mt) (e ) — 220 (V) - 25 LATA.
- Z EACEUNED O A i,

()i = (1 - @) (6.5) - °2 (a0s5) - 227 (v )
= () + ()
= (f”*é,%-)

Neste ponto todos os produtos internos necessarios a implementagao algoritmica estao
definidos. Nas Figuras de ( 5.1) a ( 5.6) tem-se os fluxogramas do cédigo desenvolvido neste
trabalho, cuja principal caracteristica € sua estrutura obtida para ser executada em cluster.

A necessidade da utilizagdo de arquiteturas computacionais robustas se deve principal-
mente a trés fatores que estdo fortemente relacionados, a saber: O tipo de elemento, neste caso
de ordem dois, o nimero destes que compdem a malha, e o custo computacional associado a
integracdo numérica. A relagcdo entre os trés fatores se deve integracdo a numérica. O algo-
ritmo aqui implementado é o de Gauss-Legendre cuja eficiéncia como demonstra Richard e
J. Douglas, 2010 é de ©(n?). Como os elementos sdo de segunda ordem, os produtos internos
definidos acima devem ser calculados para cada dos elementos que compdem a malha e, devido

a densidade dessa, tornam o processo invidvel em méaquinas de pequeno porte.

3Como observado no capitulo 4.2, os produtos internos referentes ao método SUPG sio realizados apenas para
os elementos internos da malha.
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5.3 Estrutura do Programa SUPG

Neste ponto todas as informagdes necessdrias a constru¢ao dos cddigos computacionais
relativos a0 método SUPG estdo disponiveis. Assim, esta sessdo se dedica a apresentar um
esbog¢o das estruturas que compdem os algoritmos aqui desenvolvidos.

Como mostra a Figura (5.1) o programa se divide em trés mddulos independentes a saber:
pré-processamento, processamento e pos-processamento. No primeiro deles, é definido o pro-
blema a ser resolvido. Deste modo, devem ser fornecidas ao programa as propriedades fisicas
do modelo, a malha de célculo utilizada e a localizacdo das condi¢des impostas ao contorno.
Fornecidas estas informagdes a execugdo deste modulo aglutina todos estes dados e os salva em
um arquivo que consistird no parametro de entrada do médulo de processamento.

Os algoritmos mais complexos e robustos estdo encapsulados no médulo processamento,
o qual é composto pelas sub-rotinas mostradas nas Figuras de (5.2) a (5.6), sendo estas respon-
saveis pelos cdlculos dos produtos internos do método SUPG. Diferentemente dos algoritmos
tradicionais em que a cada iteracdo soma-se a contribui¢do do respectivo elemento a matriz
global de discretizagdo, a rotina aqui desenvolvida armazena-os em uma estrutura denominada
torre.

A estrutura anteriormente citada torna possivel a paralelizagdo do cédigo, uma vez que
ela permite a cada um dos processadores realizarem os cdlculos relativos a um determinado
elemento de forma independente dos demais e posteriormente inserir este de forma ordenada
na torre. Esta estrutura consiste em uma matriz de trés dimensdes em que a primeira dimensao
armazena o nimero do elemento e as duas dltimas o produto interno das fungdes (i,j).

Devida a versatilidade da estrutura anterior, esta foi utilizada ndo apenas na paralelizagao
dos célculos do dominio, mas também no cdlculo das condicdes de contorno. Desta forma, to-
dos os produtos internos relativos a discretizac@o espacial estdo paralelizados tornado o c6digo
robusto para lidar com problemas de grande porte.

Ap0s a discretizagdo espacial se iniciam as iteragdes temporais. Assim, considerando pre-
viamente o método de Crank-Nicolson e a decomposicao em fatores LU da matriz no instante
de tempo (n+1) deste método, o avango temporal € obtido com a resolucao dos dois sistemas
triangulares resultantes da decomposi¢ao LU.

Atingido o tempo maximo de simulacdo a rotina de processamento entdo salva a evolu-
cdo da solucdo ao longo dos cortes de tempo previamente definidos. Por fim, o modulo pés-
processamento recebe o arquivo de discretizag@o e o da evolugdo temporal da solucdo a fim de
construir o video do modelo fisico analisado.

A estrutura modular descrita nesta se¢ao tem como objetivo priorizar o desenvolvimento
de algoritmos capazes de serem executados em clusters. Neste tipo de arquitetura deve-se res-
peitar a independéncia das func¢des atribuida a cada um dos processadores disponiveis. Assim, a
divis@o aqui proposta separa inicialmente o que € possivel ser realizado localmente daquilo que

deve ser realizado de modo distribuido. Feita esta divisdo inicial, as estruturas de torre tornam
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Calculo em Paralelo dos Elementos do Dominio.
» Leitura dos dados de discretizacdo

Discretizagdo do Dominio

» A estrutura a seguir permite a paralelizagéo dos calculos necessario a discretizagdo espago temporal

do dominio. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento qualquer da malha, assim

como informac0es e rotinas que sdo aplicadas sobre este.

Matriz de Conectividade

» Contém os n6s de cada
um dos elementos que
compdem o dominio.

Discretizagao temporal
» Contém os coeficientes
de Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

» Contém as coordenadas
(x;, y;) de cada um dos nés
que compde o elemento.

Matriz do Elemento via Galerkin

Mgaierkin = Mtemp + Mdif + Magy + Mgec

Matriz do Elemento via SUPG
Calcula tempo intrinsico 7,

Msype = Mtemp + Mdif + Maay + Mgec

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Megaterkin + Msupc

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin + Msupc

Alocacédo na estrutura torre esquerda
> AlocaaMatriz Mgjemento de dimensdo
NNExNNE no andar da torre igual ao

numero do elemento

Alocacéo na estrutura torre direita
> AlocaaMatriz Mgjemento de dimensdo
NNExNNE no andar da torre igual ao

numero do elemento

Figura 5.2: Mdédulo responsavel pelo célculo dos elementos do dominio.
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Célculo em Paralelo do Contorno Robin

» A estrutura a seguir permite a paralelizagdo dos célculos necessario a discretizagdo espaco
temporal do contorno do tipo Robin. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento

qualquer do contorno, assim como informacoes e rotinas que sdo aplicadas sobre este

Contorno do tipo Robin: Modela a perda de
poluente do dominio para as regides de fronteira

de forma proporcional a concentragdo do meio.

Matriz de Conectividade

» Contém os nos de cada um
dos elementos que
compdem Robin.

Discretizagao temporal
» Contém os coeficientes

de Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

> Contém as coordenadas
(x;, ;) de cada um dos nos
que compde o elemento.

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Mcaterkin

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin

Aloca elemento na torre contorno robin
esquerda
» Aloca a Matriz Mgemento de dimensdo
NNECxNNEC no andar da torre igual ao
namero do elemento

Aloca elemento na torre contorno robin
direita.
» Alocaa Matriz Mgemento de dimenséo
NNECxNNEC no andar da torre igual
ao numero do elemento

Figura 5.3: Mdédulo responsavel pelo cédlculo do contorno Robin.
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Calculo em Paralelo do Contorno Neumann

» A estrutura a seguir permite a paralelizacdo dos célculos necessario a discretizacdo espaco
temporal do contorno do tipo Neumann. Cada processador recebe as informagfes sobre um

elemento qualquer do contorno, assim como informacdes e rotinas que sdo aplicadas sobre este.

Contorno do tipo Neumann: Modela o
ingresso de poluente ao longo da regido de

entrada.

1

Matriz de Conectividade

» Contém os nos de cada um
que

dos elementos
compdem Neumann.

Discretizagdo temporal

Crank-Nicolson

Matriz de Coordenadas

» Contém os coeficientes de > Contém as coordenadas

(x;, ;) de cada um dos nés
gque compde o elemento.

Melemento

Calcula a matriz do elemento

Aloca elemento na torre contorno Neumann

» Aloca a Matriz Mgiemento

NNECx1 no andar da torre igual ao namero

do elemento

de dimensao

tempo, entdo a expressao anterior se resume aJmtz = In

J

. ~ , . . gL
1 A aproximagao para o termo de fluxo J,, é feita pela relagéo J;'**/? = L—L

n

, sendo J,, constante no

Figura 5.4: Médulo responsével pelo calculo do contorno Neumann.
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Calculo em Paralelo da regido de saida

» A estrutura a seguir permite a paralelizacdo dos célculos necessario a discretizagdo espaco
temporal das regifes de saida. Cada processador recebe as informacdes sobre um elemento

qualquer do contorno, assim como informac6es e rotinas que sdo aplicadas sobre este

Contorno regido de saida: Modela a perda de
poluente ao longo das regides de saida.

Matriz de Conectividade Discretizagdo temporal Matriz de Coordenadas
> Contém os nés de cada um > Contém os coeficientes > Contém as coordenadas
de Crank-Nicolson, (x1, ) de cada um dos nds

dos elementos que
compdem Robin.

acoplada as velocidades.

que compde o elemento.

Elemento matriz esquerda Crank-Nicolson

Meiemento = Mcaterkin

Elemento matriz direita Crank-Nicolson

Meiemento = Mgaterkin

Aloca elemento na torre contorno Robin
esquerda
» Aloca a Matriz Mgemento de dimensdo
NNECxNNEC no andar da torre igual ao
namero do elemento

Aloca elemento na torre contorno Robin
direita.
» Alocaa Matriz Mgemento de dimenséo
NNECxNNEC no andar da torre igual
ao numero do elemento

Figura 5.5: Médulo responsdvel pelo célculo da regido de saida.
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Alocacao das matrizes globais e solugdo do sistema linear

> Define e aloca as estruturas necessarias as matrizes esparsas globais, cujo método de solugéo para o

sistema linear resultante é a decomposi¢do LU com povoamento total de modo a garantir maior

estabilidade numérica.

NNE = Numero de n6s do elemento ,
NTE = NUmero total de elementos ,
NNT = Numero de nos total ,

DIM = Dimenséao da matriz alocada,
MSTE =Matriz esquerda C-N,
MSTD = Matriz direita C-N,

VE = entradas a esquerda do C-N,
VD = Entradas a direita do C-N,

VF = Vetor fluxo

Nomenclatura

11D = Armazena namero da linha Dominio Global

JJD =Armazena namero da coluna Dominio Global
IICR = Armazena namero da linha contorno Robin
JJCR = Armazena numero da coluna contorno Robin
IICN = Armazena nimero da coluna contorno Neumann
JJCN = Armazena nimero da coluna contorno Neumann
s™*+1 = Solugéo no passo de tempo posterior

S$™ = Solugdo no passo de tempo anterior

VN =Armazena as estradas Neumann

Dimensdes

11D = DIM(NNE*NNE*NTE,1)

JJID =DIM(NNE*NNE*NTE,1)

VE =DIM(NNE*NNE=*NTE,1)

VD =DIM(NNE+*NNE=*NTE,1)

IICR =DIM(NECR*NECR*NTER,1)
JIRC =DIM(NECR*NECR=*NTER,1)
IICN =DIM(NEC+NTEN,1)

JICN =DIM(NEC*NTEN,1)

Alocacéo
_ 1ID JID VE
MSTE = sparse( [ ,[HCR el NNT, NNT)
_ IID JID VD
MSTD = sparse( [IICR] , []]CR] ) [VDR] ,NNT, NNT)

VF = sparse(IICN,JJCN,VN,NNT,1)
S"™1=DIM(NNT,1)
S"=DIM(NNT,1)

L = Matriz triangular inferior,

P = Permutacao das linhas,

Iteracdes no tempo

Z=U\ly
solugdo =Q*Z

Fim iteracdo tempo

Resolucéo do Sistema Linear

[L,U,P,Q] =InN(MSTE)

solugdo_anterior = solugéo;
independente =(P*MSTD) *solugdo_anterior + P*VF

U = Matriz triangular superior

Q = Permutacdo das colunas

Figura 5.6: Estrutura de alocacao das matrizes esparsas
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5.4 Discretizacao via Galerkin para Stokes

Ao longo do Capitulo 4 o problema de Stokes foi escrito na sua forma ponderada residual
e naquela ocasido trés espagos de funcdes foram definidos a fim de se obter esta, a saber: S
,V e () que consistem respectivamente nos espacos das fungdes teste e de ponderacdo para
a velocidade, e () em iguais espagos para as varidveis de pressdo. A forma discreta para o
problema variacional de Stokes € obtida ao se considerar os subespagos de dimensdo finitas
contidos em S,V e @, que serdo aqui denotados respectivamente por S”, V" e Q".

Sendo S o conjunto das fungdes teste, estas tem como propriedade satisfazerem as condi-
c¢oes de contorno do tipo Dirichlet. Assim dado um subconjunto finito contido em .S, as funcdes
que o compde também satisfazem a condi¢do de fronteira, ou seja, para Vv" € S” sua represen-

h " uma funcdo pertencente ao

tagdo é v" = u” + v’ sendo v¥ a condigdo sobre o contorno e, u
espago das fungdes de ponderagio V.

Assim, a forma discreta associada ao problema variacional de Stokes obtido via método
de Galerkin consiste em: Dadas as condi¢des de contorno de Dirichlet e Von Neumann ao longo
do bordo de €, encontrar o campo de velocidades Vh— (uf',ul) onde u;,u; € V" e a varidvel

pressdo p" € Q" tal que para todo (wh, qh) € V'zQ" as igualdades abaixo sdo mantidas:

a (wh, uh) +b (wh,ph) = —a (wh, u’})) (5.13)

_bT (U%, qh)

T (uh7qh)

sendo

a(w,w) = /Vw- <,u- gg +u- %) dQ, Yw,w e HY(Q)
j i

b= [ Vw-qdQ, YveH(Q) , Vqe Ly

bl = /qudQ, Yo € HY(Q) , Vqe& Ly(Q)
Q

O passo seguinte a formulagdo de Galerkin, consiste em aproximar as componentes de
velocidade v = u" + v? em termos das fungdes de interpolagdo € associar a estas seus valores
nodais. A fim de evitar a proliferagdo desordenada de notacdes, este trabalho utilizard 8 mesma
de DONEA e HUERTA, 2003, a qual se mostra concisa e intuitiva.

Sejan = 1,2,...N o numero de nés na malha global de velocidade, além disso, considere

np, C 1 o subconjunto de nés de velocidade pertencente a por¢ao Dirichlet do contorno onde a
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componente ¢ da velocidade é prescrita. Assim, as componentes da velocidade sdo aproximadas

como:
uf = Y Ya(@)wia, i= fizo (5.14)
Aen\np;
v, = Z Y (x)vpi(x), i= fizvo.
A€npi

Em (5.14) 14 € a fungdo de interpolagdo associada ao né global A, € u;4 o valor de u

em A. Reescrevendo v com o auxilio dos vetores versores tém-se:

Nsd Nsd

W) =D ul @ e= > Y tacwiacen ng=2 (5.15)
i=1

i=1 Aen\nD;

Nsd

w(z) = Zw(x) cej,  MNgg = 2.
i=1

O campo de pressao ¢é interpolado usando um possivel conjunto de nés 77 = {1,2,3...,7,,}
distintos dos de velocidade, neste caso as 1 ; sdo fungdes de interpolagdo e p 7 a pressdo sobre

o n6 global A,isto é,
p(@) ="t (5.16)

Aen

Substituindo com as equagdes (5.16) e (5.15) em (5.13), obt€ém-se a seguinte equagdo

nodal para as componentes de velocidade e pressao.

Nsd

Z Z a(Paei, pej) ujp o + Z b (Wei’ @gpg)

J=1 \ Ben\np, Aeqy

Nsd

==> 3 > alvacnvue;)vp; ¢ - (5.17)

Jj=1 |\ BenD;

Aen\np, 1<i<2

De modo andlogo se obtém o seguinte conjunto discreto de equagdes correspondente a

condi¢do de incompressibilidade

Z Z b <¢B€iﬂzﬁ> WB ¢ = — "Z

Nsd sd
=1 IBEn\nDi =1

{Z b (vseii) vm} (5.18)

BEN
Aeq
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As equagdes ( 5.17 ) e (5.18) descrevem o problema de Stokes na forma discreta, e sua

forma matricial e descrita como:

ORI

Obtido o sistema linear da equacdo (5.19) deve se entdo garantir sobre quais circustancias
este admite a existéncia e unicidade da solucao. Uma completa discussio sobre o tema foge do
escopo deste trabalho, leituras como a de Girault e Raviart, 1986 ou BREZZI e FORTIN, 1991
sdo boas referéncias a esta questdo. Aqui, serdo apenas enunciado as principais propriedades
que os espacos discretos de velocidade e pressdo devem satisfazer a fim de garantir esta. Cabe
observar que os conceitos aqui abordados estdo desenvolvidos em DONEA e HUERTA, 2003.

Ladyzhenskaya, Babuska e Bressi , determinaram a condi¢do de compatibilidade conhe-
cida como condicdo LBB, restri¢do esta que espagos continuos e discretos devem satisfazer a
fim de garantir a a estabilidade do método misto. Esta condicao afirma que os espacgos de velo-
cidades e pressdo nao podem ser escolhidos de forma aleatdria, mas sim deve haver uma relagao
entre eles.

Considere novamente o sistema da equagdo (5.19). Neste K é uma matriz quadrada de
dimensdo NNTVxNNTV, e G uma matriz retangular de dimensées NNTVxNNTP, e
os vetores u,p, f,h possuem suas correspondentes dimensdes. De modo a garantir que (5.19)
tenha solucdo unica, a matriz K deve ter o posto completo. Como K é regular entdo o
posto(K) = NNTV. Considerando agora as linhas dos vetores (G7,0) as quais sdo linear-
mente independentes, assim o0 posto GT = NNTP, logo a matriz G tem N NT'V linhas. Por-
tanto, uma condicao necessaria para que o posto de G seja NNT'V € que NNTP < NNTV.
Isto significa que para se ter u,p unicamente determinados em (5.19) uma condi¢c@o necessa-
ria,mas ndo suficiente, é que :

dim(Q") < dim/(V'"). (5.20)

A condi¢do suficiente que vincula os espacos de pressdo e velocidade é dada por
LADYZHENSKAYA, 1971, BABUSKA, 1971 e BREZZI e FORTIN, 1991, também conhe-
cida como condi¢do de compatibilidade LBB, a qual afirma que: A existéncia de uma solugao
aproximada estdvel via elementos finitos para os pares (u”, p") do problema de Stokes depende

da escolha dos espagos de V" e Q", os quais devem satisfazer a seguinte condigdo inf-sup. *

ho .k
inf sup (V- ur)

L >a>0 (5.21)
Q" whevn |1 ¢ floll w I+~

Se a condi¢do LBB ¢€ respeitada tem-se a garantia da existéncia e unicidade da solugao
para o problema de Stokes. Como anteriormente mencionado o estudo detalhado desta condi¢do

foge do escopo deste trabalho. Aqui os interesses estdo voltados aos pares de elementos de

0 parametro « é independente do tamanho da malha h.
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velocidade e pressdao que satisfazem esta restri¢ao, assim optou-se por elementos de segunda

ordem na velocidade e de primeira ordem na pressao.

5.5 Estrutura do Programa Stokes

Desenvolvido todo o ferramental teérico para resolu¢ao via método dos elementos finitos
das equagdes de Stokes, pode-se entdo iniciar a constru¢do dos algoritmos para a resolugdo
destas.

Devido aos bons resultados obtidos com a estrutura desenvolvida para o algoritmo SUPG,
decidiu-se que esta mesma metodologia seria empregada no c6digo computacional de Stokes.
Assim, inicialmente foram delimitados os médulos de pré-processamento, processamento € pds-
processamento.

No modulo de pré-processamento devem ser especificadas as propriedades fisicas do mo-
delo, a localizagdo das condicdes de contorno e as malhas utilizadas na discretizacio destes. A
execucdo deste modulo gera um arquivo que aglutina todas essas informagdes, as quais serdao
posteriormente usadas como parametro de entrada para o médulo de processamento.

Importante observar que os algoritmos aqui desenvolvidos estdo preparados para traba-
lharem com elementos triangulares de segunda ordem para a velocidade e de ordem um para a
pressdo. Assim, devem ser geradas malhas distintas para cada uma destas varidveis, esta neces-
sidade se deve a numeracao dos nés da malha e consequentemente as dimensdes das matrizes
geradas ao final deste processo.

No médulo de processamento sao efetuados os calculos dos produtos internos referentes
a discretizacdo da equagdo de Stokes. Como no cédigo SUPG, este é executado em uma ar-
quitetura de cluster e se utiliza das estruturas de torres a fim de viabilizar a paralelizacao dos
célculos. Ao final da execucdo deste mddulo € obtido o campo de velocidades o qual € salvo em
um arquivo de saida.

O terceiro mddulo consiste nas rotinas de pds-processamento, cuja a fungdo consiste em
alocar o campo de velocidades sobre o dominio e inserir neste os contornos do tipo Dirichlet,
uma vez que estes nao fazem parte da matriz de discretizacao.

Descritas todas as estruturas que compde o cédigo de Stokes, nas figuras de (5.7) a (5.9)
sdo mostrados os fluxograma da execucdo deste, cabe observar que as rotinas mostradas nas

figuras (5.8) e (5.9) estdo encapsuladas no médulo de processamento
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Célculo em paralelo do Dominio.

» Leitura dos dados de discretizagdo

Discretizagdo do Dominio:

» A estrutura a seguir permite a paralizagdo dos calculos necessario a discretizagdo espacial do
dominio. Cada processador recebe as informagdes sobre um elemento qualquer da malha, assim como
as informac0es e rotinas que a este.

Matriz de Conectividade Matriz de Coordenadas
» Contém 0s nds de cada um » Contém as coordenadas
dos  elementos  que (x;, y;) de cada um dos nés
comp&em Robin. que compde o elemento.
Célculo dos elementos viscosos Calculo dos elementos de pressao
k11, k12, k21, k22 g13, g¢23 931, @32
Aloca o elemento k;; na respectiva k_torre;; Aloca o elemento na torre contorno Robin
> Aloca o elemento k;;de dimensio m sua | | direita.
respectiva kmm,ij, no andar correspondente ao > Aloca os elementos gl13, g23 de
nimero do elemento. dimensdo NNEVxNNEP em suas
respectivas torres no andar equivalente
ao nlmero do elemento.

» Aloca os elementos ¢13, g23 de
dimensdo NNEPxNNEV em suas
respectivas torres no andar equivalente
ao nimero do elemento.

Figura 5.8: Mdédulo responsavel pelo célculo dos elementos do dominio de Stokes



Alocacao das matrizes Globais e Resolucéo do sistema Linear.
> Define e aloca as estruturas necessarias as matrizes esparsas globais

Nomenclatura

NNEV = Numero de nés do elemento velocidade, 11V =Aloca nimero da linha global de velocidade

NNEP =Numero de nds elemento pressao, JJV =Aloca nimero da coluna global de velocidade
NTE = Numero total de elementos , 11P = Aloca ntimero da linha global de pressao
DIM = Dimenséo da matriz alocada, JJP = Aloca nimero da linha global de pressédo
VK11 =Empilha os n6s de K11_torre, MK11= Matriz viscosa K11

VK12 = Empilha os n6s de K12_torre, MK12 = Matriz viscosa K12

VK21= Empilha os nés de K21_torre, MK21= Matriz viscosa K21

VK22 = Empilha os nés de K22_torre, MK22 = Matriz viscosa K22

VG13 = Empilha os nés de G13_torre, MG13 = Matriz viscosa G12

VG23 = Empilha os nés de G23_torre, MG23 = Matriz viscosa G23

VG31 = Empilha os nés de G31_torre, MG31 = Matriz viscosa G31

VG32 = Empilha os n6s de G32_torre, MG32 = Matriz viscosa G32

11CD = Aloca numero da linha global do n6 dirichet

JJCD = De mesma dimens&o de IICD, no entanto inicializado com um.
VF1 = Empilha n6s Dirichlet de K11_torre e K12_torre

VF2 = Empilha nés Dirichlet de K21_torre e K22_torre

VH = Empilha n6s Dirichilet de G31_torre e G32_torre

KGLOBAL =Matriz global do sistema,

VI = Vetor independente do sistema global

Dimensoes Alocacéo
11V =DIM(NNEV*NNEV=*NTE,1) MK11 = sparse(11V.JJV, VK11,NNTV,NNTV)
JJIV =DIM(NNEV=*NNEV=*NTE,1) MK12 = sparse(11V.JJV, VK12,NNTV,NNTV)
11CD= DIM(NNEV*NNEV=NTE,1) MK21 = sparse(11V.JJV, VK21,NNTV,NNTV)
JJCD= DIM(NNEV*NNEV*NTE,1) MK22 = sparse(11V.JJV, VK22,NNTV,NNTV)
11P =DIM(NNEP*NNEV*NTE,1) MG13 = sparse(11V.JJP, VG13,NNTV,NNTP)
JJIP =DIM(NNEP+*NNEV*NTE,1) MG23 = sparse(l1V.JJP, VG23,NNTV,NNTP)

MG31 = sparse(I1V.JJP, VG31,NNTP,NNTV)

Sistema Global
MK11 MK12 MG13

MG32 = sparse(I1V.JIP, VG32,NNTP,NNTV)

KGLOBAL = |MK21 MK22 Mec23 VF1 =sparse (1ICD, JICD, VK11, VK12, NNTV,1)
MG31 MG32 0 VF2 = sparse (1ICD, JICD, VK21, VK22, NNTV,1)
VI = (VF1;VF2;VH,1) VH  =sparse(1ICD, JICD, VK31, VK32, NNTP,1)

Solugéo = KGLOBAL\ VI

Figura 5.9: Mdédulo computacional de alocagdo e resolugdo dos sistemas globais
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6 EXPERIENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos para o problema tema proposto
neste trabalho. Ao longo dos capitulos anteriores, a apresentacdo do modelo difusivo-advectivo
precedeu o modelo de Stokes. No entanto, no presente capitulo esta ordem serd invertida devido
a forte influéncia do campo de velocidades na equagdo de dispersao.

Ao se considerar o porte do problema em estudo é de se imaginar a existéncia de estagios
intermedidrios no desenvolvimento de cada um dos cédigos computacionais. De fato, os algorit-
mos aqui implementados passaram por um longo processo de maturagdo até serem considerados
estaveis para a resolucao do problema tema.

Durante a fase de desenvolvimento os programas foram avaliados exaustivamente, sendo
alguns dos testes realizados documentados no Apéndice C. A metodologia utilizada na avaliagao
dos algoritmos consistiu em inicialmente avalid-los separadamente para, em seguida, testa-los
acoplados. Esta forma de avaliacdo permite que possiveis erros fiquem encapsulados em seu
respectivo codigo facilitando assim a correcao destes.

Ap6s terem passado por todo este processo de validacdo, os algoritmos foram entdo apli-
cados ao problema tema. Neste estdgio os programas foram executados em um cluster de estru-
tura heterogénea em que 83 nucleos estavam disponiveis para a realiza¢do dos célculos.

O uso de toda esta capacidade computacional decorre de trés fatores, a saber: A exten-
sdo da malha utilizada nos modelos (ver Apéndice B), o desempenho da quadratura Gauss
-Legendre frente aos célculos dos produtos internos resultantes dos métodos de ponderacao. E,
por fim, a constru¢do da transformacdo linear (ver Apéndice C) entre o elemento mestre € um
elemento genérico da malha.

Ponderado todos os fatores anteriores, o tempo de computacdo de cada um dos codigos
variaram bastante, sendo de 20 horas o programa de Stokes e aproximadamente 48 horas o algo-
ritmo SUPG em suas varidveis espaciais, uma vez que o tempo consumido no avanco temporal

depende do intervalo a ser analisado.

6.1 Equacao de Stokes

Nesta secdo € apresentada a solucdo das equacdes de Stokes associadas ao problema de
valor de contorno definido no capitulo 3. A obtencdo desta soluc@o se baseou nas hipéteses
de que na regido de entrada a velocidade do escoamento € uniforme de magnitude 0.0003m/s,
e esta é perpendicular ao eixo x. Tais consideracdes sdo arbitrarias, porém siao consideradas
adequadas a este estudo, uma vez que os interesses aqui estdo voltados para o comportamento
macroscopico da solucao.

A metodologia de avaliacdo considerou a capacidade do resultado de descrever de forma
qualitativa o comportamento do campo de velocidades sobre o dominio. Em um primeiro mo-

mento a solucdo € apresentada ao longo de toda a bacia, para em seguida ser avaliada a partir
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de regides especificas desta.

As imagens das Figuras (6.1) e (6.2) mostram o perfil de escoamento sobre o dominio.
Na primeira os vetores de velocidades estdo em escala real ao passo que na segunda (6.2) os
vetores estdo normalizados. O objetivo desta comparacio € mostrar que globalmente a solugdo
¢ fisicamente realista, uma vez que a Figura 6.1 deixa evidentes as maiores magnitudes de
velocidades na direcdo das regides de saida, ao que passo que a segunda mostra com riqueza de
detalhes as regides de recirculagdo.

Igual analise € feita nas imagens das Figuras (6.3) a ( 6.10). No entanto, diferentemente
das anteriores estas mostram recortes de regides especificas do dominio. Como pode ser obser-
vado, as imagens cujo campo de velocidade estd normalizado sdo capazes de fornecerem um
maior detalhamento do comportamento da solugdo nestas regides.Tais caracteristicas deixam
evidentes a formacao dos vértices, as regides de recirculacdo, bem como a correta implementa-
¢do das condi¢cdes de contorno.

As imagens das Figuras (6.11) e (6.12) mostram duas regides em que o campo de velo-
cidades estd normalizado. Como as anteriores estas mostram a capacidade dos algoritmos de
capturarem o comportamento da solucio de forma detalhada ao logo de todo o dominio.

Apesar do resultado obtido neste trabalho ser de dificil validagdo, o autor se sente confor-
tavel em afirmar que o c6digo desenvolvido neste estudo é capaz de descrever qualitativamente
o comportamento fisico do escoamento ao logo da bacia. Além disso, este € adequado aos pro-

positos deste estudo, pois este € capaz de descrever o comportamento global da solugdo.

FAEIS

7.38 74 7.42 744 746 7.48 75 782 7.54 7.56 7.5
x10

Figura 6.1: Campo de velocidades real sobre ao longo do dominio.
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Figura 6.2: Campo de velocidades normalizado sobre o dominio.
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6.2 Equacao Difusao-Adveccao

Nesta secao serdo apresentados os resultados do problema de valor de contorno associado
ao modelo difusivo-advectivo definido no capitulo3. No entanto, antes da apresentacdo deste,
serd feita uma pequena discussdo a respeito das dificuldades encontradas ao utilizar o modelo
citado.

Ainda na fase de maturacdo dos codigos, os primeiros testes envolvendo o algoritmo
SUPG falhavam sistematicamente ao ser aplicado ao problema tema do trabalho. Estes erros
levaram a investigacdes profundas do cddigo, uma vez que os algoritmos aqui aplicados ja
tinham passado pelos testes iniciais do Benchmark. Assim, tinha-se uma situacdo ambigua em
que o cédigo funcionava muito bem para alguns casos e ao ser aplicado no problema tema
falhava repetidamente.

A primeira linha de investigagdo para encontrar os possiveis erros, se deu na direcao de
problemas com o algoritmo escrito. No entanto, apds sucessivas buscas nada foi encontrado.
Como o erro ndo era interno ao algoritmo, entao estes erram importados pelos codigos. Deste
modo, os parametros referentes a malha comecaram a ser inspecionados, foi quando se obser-
vou que a malha gerada sobre geometria tema estava definida no sentido horério, ao passo que
o elemento mestre estava definido em sentido anti-horério. Assim, apds a redefini¢do da geo-
metria e a geracdo da malha sobre esta em concordincia com o elemento mestre, os algoritmos
comecaram a trabalhar como o esperado.

Desde sua concepcao e aplicagdo os algoritmos fizeram uso do sistema métrico interna-

cional, assim a grandeza temporal era medida em segundos. Como neste estudo os interesses
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estdo voltados para intervalos de tempo relativamente longos, entre um e dois anos, a unidade
de tempo inviabilizava a obten¢do da solu¢ao do problema.

A dificuldade advinda da unidade temporal, se dava em relacdo ao nimero de iteragdes
necessarias a0 método de Crank-Nicolson para a simulacdo de um dos possiveis cendrios, uma
vez que este exigia um nimero de operagdes na ordem de 10%. Em uma das tentativas de se
obter uma solucdo com este sistema métrico o algoritmo foi aplicado com um passo de tempo
igual a 0.5 segundos, tal escolha fez com a solucao se degenerasse do ponto de vista numérico.

A fim de contornar esta dificuldade as unidades foram convertidas quilémetros por hora,
assim o tempo passou a ser contado em horas. Permitindo assim, que o passo no tempo fosse de
0.02horas melhorando muito o desempenho no avanco temporal, uma vez que a simulacio de ao
longo do periodo de um ano passou a exigir um nimero de iteragdes do método Crank-Nicolson
na ordem de 103,

Relatadas as principais dificuldades com o algoritmo, a seguir sdo mostrados os resultados
para o problema tema com cendrios aqui escolhidos, a saber: A dispersdo de uma mancha de

poluente ao longo do dominio, e a chegada de poluente através do rio Parand .

6.2.1 Ingresso de poluente através do Rio Parana

Este estudo inicial tem como objetivo avaliar a dispers@ao de um poluente ao longo do
dominio tema deste trabalho. Neste experimento, foi assumindo que o poluente ingressa no
dominio através do Rio Parand, ou seja, provem de regides a montante da represa. As condi¢des
de contorno e a equacdo governante utilizadas, sdo as mesmas definidas no capitulo 3, além
disso admitiu-se que no instante inicial o lago esta ausente de qualquer poluente.

A tabela 6.1 lista cada um dos parametros fisicos utilizado no modelo difusivo-advectivo.
Neste caso, estes parametros ndo se referem a um poluente em especifico,visto que os interesse

estdo voltados nas informagdes qualitativas do modelo.

Tabela 6.1: Parametros fisicos parao modelo de dispersao.

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades
Velocidade Vg, Uy Stokes km/h
Difusibilidade o 0.01 km?/h
Permeabilidade k 0.0001 km/h
Decaimento J 0.0001 1/h
tempo At 0.02 h
fluxo J 0.00001  (ppm)(km/h)

Devido as dimensdes do dominio e a ordem de grandeza das varidveis responsdveis em
transportar o poluente, € de se esperar que a dispersdo deste ocorra de forma lenta. No presente
estudo, as simula¢des avangaram por 6 meses e, como mostram as Figuras de ( 6.14) a ( 6.19),

que avaliam a evolu¢do da solug@o ao longo tempo a partir de regides especificas do dominio



72

ver imagem ( 6.13), ndo foi possivel a captura perfil assint6tico da solucao

Figura 6.13: Regides de analise dispersao.

No entanto, a imagem da Figura( 6.19) deixa evidente a diminui¢do das taxas com que a
curva cresce, ou seja, ela estd tendendo ao regime estaciondrio,tal comportamento se deve ao
fato das amostras ali coletadas estarem préximas da fronteira de ingresso de poluente.

Diferentemente, nas imagens Figuras ( 6.14) e ( 6.18) as curvas ainda crescem de forma
acentuada, o que evidencia a necessidade da simulagcdo ocorrer por um tempo bem maior que
este inicialmente analisado. Por fim, as imagens das Figuras ( 6.20) a ( 6.27) mostram a disper-
s@o do poluente ao longo dos 3 meses, como pode ser observado, os algoritmos sdo capazes de
descrevem qualitativamente o comportamento da dispersao.

Evidentemente os resultados aqui apresentados carecem de um maior aprofundamento
dos parametros envolvidos no modelo difusivo-advectivo. No entanto, neste primeiro estagio os
esforcos estavam voltados ao desenvolvimento dos algoritmos e, nas fermentas de paralelizagdo.
Posteriormente outros estudos podem se dedicar a determinac¢ao de forma mais precisa destes

parametro e, desta forma tonar o modelo mais fidedigno ao Lago da Hidrelétrica de Itaipu.



w10’ Regifo 1
& T T T T T T T T
=
-
5r - -
- -
e -
- -
- -
= A - z 5
£ - -
= -
= ol
o -
&
o gk R 4
2 v
5 s
g o
S ool e |
P
P
P
1+ b Amastra 1
// o — —--Amostra 2
Z — —--Amostra 3
oles i I L L

Figura 6.14: Regido 1 - Dispersao

w10 Regido 3

T
B
L

H L L L L
a 20 40 60 80 100 120 140 160 180

73

o
m
T

Concentragdo (ppm)
o
@
T

o
=
T

o
5]
T

Concentragédo (ppm)
o
T

Amostra 1|
———Amostra 2
L

0 L L L

Tempo(dias)
Figura 6.16: Regido 1 - Dispersao

wiot Regigo 5

Arnostra 1
— = -Amostra 2
———Amaostra 3

Tempoidias)

Figura 6.18: Regido 5 - Dispersao

L L L L
o 20 40 B0 80 100 120 140 160 180

1 L 1 1 L
0 20 40 &0 80 100 120 140 160 180

%10 Regido 2
18 T T T T T
o
1B}
141
o 121
=
p=
o 1F
@
i
c
£ o8t
i)
c
=
O 0l
o4
Amaostra 1
02F —-—-Amostra 2 7
———Amostra 3
0 . L L . . L
1} 20 40 60 a0 100 120 140 160 180
Tempoidias)
Figura 6.15: Regido 2 - Dispersao
w10 Regido 4
18 T T T T T T T T
16} #A
P
14} # J
i
i 7 4
g1? 2
& #
S Wi 1
g 7
= 06 y =
2
5
O OBl of
ot 1
02F Amostra 1 7
— —--Amostra 2
0 " [ L L L L L L
a 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Tempo(dias)

Figura 6.17: Regido 4 - Dispersao

0.01

0009

0.008

0.007

0.006

{pp

0005

0004

Concentragio

0003

000z

0.001

Regido B
L e
=
=
L - B
¥s
=
L = =
=
=
=
i P 4
e
L 7 4
L P o
&
&
Armostra 1
r ——:-Amostra 2
———Amnostra 3
L I L L L L L L
0 20 40 &0 60 100 1200 140 160 180

Tempo(dias)

Figura 6.19: Regido 6 - Dispersao



Concentragéo {ppr)

7200

7198

7196

735 740 745 750 755
H(Krm)

Figura 6.20: Dispersao -18 dias

Concentrago (ppr)
7200 ¢ =

7198
7196
7194
7192

7190

y(Km)

7188

7186

7104

7182

7100 ; i
735 740 745 750 755

x(Krm)
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6.2.2 Dispersao de uma mancha de poluente

Neste segundo estudo, avaliou-se o comportamento evolutivo de uma mancha de poluente
ao longo do dominio. As condic¢des de contorno e equacao governante do modelo sao as mesmas
definida no capitulo 3. No entanto, no presente estudo ndo hé ingresso de poluentes oriundo de
regides amontante do Rio Parand, sendo a mancha de poluente modelada pela condicao inicial
do problema.

A imagem da Figura ( 6.28) mostra o perfil hipotético assumido pela mancha instantes
apoés esta atingir a superficie do lago. Deste modo, esta serd considerada como a condi¢@o
inicial do problema de valor de contorno, o qual serd analisado por cerca de seis meses.

Os parametros fisicos adotados neste ensaio, sdo arbitrarios e estdo listados na Tabela 6.2.
Um estudo mais detalhado do ponto de vista quimico, traria maior precisio a esta simulagdo,
no entanto, os interesses neste trabalho estavam concentrados no desenvolvimento dos cédigos

e, em garantir sua estabilidade.

Condigdo Inicial (ppr)
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Figura 6.28: Condicao inicial mancha

Figura 6.29: Regides de Analise
A fim de avaliar o comportamento da solucao, regides especificas sobre o dominio foram

delimitadas. Além disso, pontos sobre cada uma destas foram escolhidos a fim de monitora-
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Tabela 6.2: Parametros fisicos mancha

Parametros Nomenclatura Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy Stokes km/h
Difusibilidade o 0.001 km?/h
Permeabilidade k 0.00001 km/h
Decaimento J 0.01 1/h
tempo At 0.02 h

rem o comporta evolutivo da solucdo. A localizacdo de cada uma das regides estdo mostradas
na imagem da Figura( 6.29), ja nas imagens da Figuras ( 6.30) a ( 6.35) tem-se os niveis de
concentragdo atingido em cada uma delas

Uma simples analise das imagens anteriormente citadas, mostram que a concentragdo do
poluente aumenta a medida que mancha se aproxima da regido, e decai a medida que esta se
afasta. No entanto, na imagem da Figura( 6.30) a concentracio apenas decai isso se deve ao
fato que de , nesta drea a macha esta em condicao inicial a partir dai ela passa a ser transportada.

Andlise sucinta das imagens das Figuras ( 6.36) a ( 6.46), mostram que os algoritmos
copiam as caracteristicas fendmeno fisico aqui estudado. Além disso destaque pode ser dado a
imagem da Figura( 6.46) onde se observa que a mancha acelera ao chegar préximo do verte-

douro.
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7 CONCLUSOES

Este trabalho considerou o desenvolvimento de algoritmos voltados para arquitetura de
clusters a fim de resolver, via método dos elementos finitos, as equacdes de Stokes e o modelo
difusivo-advectivo . O cendrio de aplicacdo dos algoritmos foi o lago da Hidrelétrica de Itaipu.
Esta escolha se deu devido a auséncia de trabalhos dentro desta temética para a regido, assim
como as dificuldades impostas ao se trabalhar com grandes volumes de dados resultantes da
discretizagdo desta drea.

No modelo de Stokes foi aplicado o método de Galerkin a fim de obter sua forma ponde-
rada residual. A forma discreta associada a esta foi obtida considerando a condi¢do LBB. Deste
modo, elementos de segunda ordem foram empregados no campo de velocidades e ordem um
para os termos de pressao.

A robustez dos algoritmos desenvolvidos para a resolu¢do do modelo de Stokes fica evi-
dente ao se observar os resultados obtidos por este na resolu¢do do problema tema proposto. Os
resultados citados mostram a capacidade dos cédigos em descrever o comportamento global da
solucdo, bem como algumas de suas caracteristicas, como a formac¢ao dos vortices e as dareas de
recirculacio entre outras.

No modelo difusivo-advectivo o método SUPG foi aplicado na obtengdo da forma pon-
derada residual deste. A forma discreta associada a esta considerou a utilizacdo de todas as
informacdes do campo de velocidades, e assim elementos de segunda ordem foram emprega-
dos.

A escolha deste tipo de elemento tem como caracteristica o cdlculo de dois parametros
upwind, um para os nds sobre os vértices do elemento, e outro para os nds sobre as arestas.
Além disso, esta escolha exige que o célculo dos produtos internos referentes ao método seja
efetuado para cada um dos elementos que compdem a malha de célculo, o que onera a execugdo
do cédigo.

Mesmo diante de uma situagdo hipotética em que o desempenho do algoritmo fosse me-
lhorado em 50%, um tempo minimo de célculo associado ao problema tema do trabalho seria
de 24 horas de processamento, o que ainda € elevado em termos de simulagdo. Exceto pelo alto
custo computacional associado a execuc¢do deste algoritmo, este se mostrou robusto e confidvel
na obtenc¢do dos cendrios dispersdo, tanto para o problema tema quanto para os problemas testes
no qual foi submetido.

Assim, ao final deste trabalho tem-se o completo desenvolvimento de um pacote compu-
tacional voltado para a arquitetura de Cluster, com robustez para simular cendrios de dispersao
de poluentes quando os modelos aqui estudados sdo validos, mesmo quando estes sao aplicados

a geometrias complexas como a do problema aqui estudado.
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7.1 Sugestao para trabalhos futuros

No presente trabalho os esforcos em ambos os modelos estudados se concentram no de-
senvolvimento dos algoritmos e de suas estruturas que permitiam o uso da computacio em
paralelo. Nao ha dividas de que este esforco inicial foi capaz de trazer bons resultados, dada a
riqueza de detalhes obtida por estes algoritmos na resolu¢do do problema tema, assim como na
resolucdo dos problemas testes a que foram submetidos.

No entanto, este carece de um maior aprofundamento na obtencdo dos parametros das
equagdes aqui utilizadas. Assim, uma primeira sugestdo para um novo estudo seria a determi-
nacdo destes parametros na linha de CAMILE e SOUZA, 1992 a fim de retratar da forma mais
fidedigna a regido em estudo.

Um segundo tema a ser proposto consistiria em, a partir da batimetria da usina, reconstruir
aregido alagada em trés dimensdes e sobre esta aplicar os modelos estudados. Além disso, a fim
de avaliar a influéncia dos termos ndo lineares da equagdo de Navier—Stokes na determinacao
do perfil de velocidades, este substituiria atual modelo de Stokes.

E nossa esperanga que este software possa servir como instrumento auxiliar em decisoes
de politicas publicas na simula¢@o e na contingéncia de fendmenos de impacto em meios aqua-
ticos de grande porte. De fato em um outro ou uma outra represa pode ser simplesmente um

novo arquivo de entrada de dados; o programa é robusto o suficiente para tratar de casos assim.
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APENDICE A - TRANSFORMAGCAO LINEAR

O método dos elementos finitos se destaca dentre suas diversas caracteristicas, por sua
robustez em trabalhar com geometrias complexas. Essencialmente, ele aproxima o dominio €2
por um poligono convexo (2, resultante da unido de uma familia finita de elementos, tais que
nao h4 a sobreposicao de elementos e estes sao dois a dois disjuntos ou tem no maximo uma

aresta, um vértice ou uma face em comum. Matematicamente {2 € aproximado por:

NTN
Q~Q, = U Q.

e=1

Cada um dos elementos que compdem o poligono que discretiza €2 € definido por seu
dominio €2, o polindmio interpolador F;(f).), e o conjunto de pontos > €2, que define este.
Além disso, todos os elementos que compdem a malha sdo afins e equivalentes ao elemento
de referéncia definido por , (Q,ﬁ(Q\), T)) . A relacdo entre um elemento qualquer na malha
global e o elemento mestre, é feita pela transformacdo linear que mapeia cada elemento da
malha global em funcdo do elemento pai. Em seu livro (Carey Graham e outros, 1981) elenca
as caracteristicas que a transformacao linear deve satisfazer, a saber:

o Dentro de cada elemento, a funcdo £ = £(z,y), n = n(z,y) deve ser invertivel e conti-
nuamente diferenciavel.

o A sequéncia de mapas {7,, e=1,--- NE} deve gerar uma malha onde nio exista
lacunas ou sobreposicdo entre seus elementos.

o Cadamapa 7, deve ser facilmente construido a partir de um elemento mestre.

o As fungdes £ = £(z,y), n = n(z,y) devem ser de facil manipulagdo algébrica.

Os conceitos acima apresentados serdo mais bem compreendido quando a transformacgao
linear for construida. Por agora, € suficiente ter em mente a ideia da Figura A.1 ,ou seja, a trans-
formacao linear transfere os calculos de um dominio irregular de dificil manipulagdo algébrica
para um dominio em que estas mesmas operacdes sao realizadas com maiores facilidades.

Antes iniciar a constru¢do da transformacao linear, algumas defini¢des sobre a nomencla-

tura utilizada daqui em diante se fazem necessarias.
Elemento de Referéncia Elemento Global

) — Dominio do elemento 2., — Dominio do elemento
¢; — funcdo interpolatéria ; — funcdo interpolatdria
¢&n —  Coordenadas locais z,y — Coordenadas locais
De posse dos conceitos anteriores, o desenvolvimento de 7. se inicia escrevendo as coor-

denadas globais de um particular elemento na malha global em fun¢do da das coordenadas do

elemento de referéncia.
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_'1 =
A Te Qe - () A

(x3,¥3)
(0,1)

(x1,¥1) (x2,¥2)

T,0-0,

(0,0) (1,0) € X
Figura A.1: Transformagdo afim .

Calculando as das derivadas totais de = e y ,vem

d—%%+@d (A.1)

Oy dy
A2
dy = 8£d§+ —dn (A.2)

Reescrevendo as expressoes (A.1) e (A.2) na forma matricial, obtém-se a matriz jaco-
biana da transformac@o linear, cujo determinante deve ser ndo nulo, a fim de se garantir que a

transformacao seja invertivel,
dx 9z 9z | | ¢

o0& On
dy B g—g g—g dn
Ox 0 o0& 0
] = detlJ] = 5g 5 = G 31 0.
Invertendo o sistema anterior, resulta:
€ fw | |%
dn = det]J] _g_g g_gg dn

Definindo agora o mapa de um elemento qualquer €2, da malha global em funcdo do

elemento mestre, tem-se:
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Cuja a forma matricial para as coordenadas infinitesimais €

o¢ a¢
dn —g1 g |dy

Igualando as diferenciais local e global a seguinte relagdo € obtida,

0§ 1 0y 85__18:16‘
or oy ay Moy (A
op 190y 0On 10z

ox ~ 1log oy o€ (A

Estabelecidas as relacdes diferenciais entre o dominio local e global, deve-se entdo esco-
lher um elemento mestre e especificar suas fungdes de interpolagdo. Diversos sdo os tipos de
elementos que poderiam ser escolhidos,no entanto devido as restri¢des impostas pela condi¢ao
LBB, pares especificos de elementos devem ser tomados ao discretizar a equacdo de Stokes,
desta forma optou-se por elementos triangulares de segunda na velocidade e de ordem um para
a pressao.

Definido os elementos que discretizam o problema de Stokes, igual decisdo deve ser feita
para a equagao de difusdo-advecgdo,como esta serd discretizada via método SUPG a escolha por
elementos de primeira ou segunda ordem implicam em maiores ou menores esfor¢cos computa-
cional, tanto na determinacao da funcdo upwind quando na integracdo numérica. No apéndice
B um estudo mais detalhado € feito sobre estas escolha, por agora € importante ter em mente
que os elemento de ordem dois cujas as func¢des de interpogao estdo definidas na Tabela A.1 sdo

utilizados nos dois modelos.

Tabela A.1: Funcdes de interpolagcdo elemento de segunda ordem.

A=1-¢—n

EEEIEEE
—AM1=2X)| 1—4Xx | 4 1—4\ 4
4EN 4A=¢) | =8 -3¢ 0
—E(1—=28) | —144& | 4 0 0
4én 4n, 0 4 0
—n(1 —2n) 0 0 | -1+4n| 4
AnA —4n 0 [4A—n) | -8

Considerando as funcdes definidas na Tabela A.1 assim como a transformacao linear apre-
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sentada no inicio do capitulo vem:

NNE

r=uxz(&n) = Z z;0:(E,m)
Te = ]\;]TTIE

y=yn) = ; Yidi(§:m)

Deste modo as relagdes apresentadas nas equacdes A.3 e A.4 tornam-se:

NNE NNE
1
S oL S o as)
3%’ 1] oy |J]
NNE NNE
a1 Z a¢, an _ 1 Z agzs, A6
5‘33 1] dy 17|

Substituindo as equacgdes (A.5) e (A.6) no cédlculo do jacobiano, vem:

U EDE S B bR bl S

As relacdes anteriores permitem escrever as equacdes de Difusdo-Adveccdo e Stokes em
coordenadas locais. A fim organizar o desenvolvimento dessas expressdes inicialmente sera
considera a equacdo do transporte e posteriormente Stokes.

Ao final da secdo 5.3 foi obtida a forma discreta da equacdo de Difusdo-Adveccao, a
saber:

(Ay + Ag) " = (By + Bgw) ¢ + (dy + dgy) (A.8)

Sendo

7
<%yj=(1 &”)w%%> + 22 (.90 + 22 ()

AT

m=1

At7

(Wi, ),

(asu);s = (1 + @> (6.5) + 22 (86,5) + 27 (i)



90

A A AtV
)y = (1= 250 () - 25 (V090) - 27 (T
Atk AtV
- A ), - 0 S ),
m=1 n=1

g = (1= 550) (1 85) = 25 (0.) = 57 (90..5)

= () + ()

doy = (f”*%,@) :

Listando os produtos internos anteriores na tabela A.2 vem. !

Tabela A.2: Produtos Internos Método SUPG.

Detalhes da Discrtizacdo

Parte continua Parte descontinua
(i, 45) = fl/)z ;S (Vs ) = fV% ¥;dQ.
(Wi, Viby) :Q{ ViVdQe | (Vihi, Vi) = f Vb Vip;dSQde
(Vabi, Vb)) :Q{ VV;dQe | (A, )) = f Arp;dQ2,

Sabe-se que,

wz(xay) = ¢(§(x7y)’ 77(9579))

Portanto

oY 0¢; 9 n O¢; On O _ 9¢i 9§ n d¢; On
oxr  0¢ 0x  On Ox’ dy O oy | On Oy

Trabalhando inicialmente com os termos continuos a comegar pelo termo de decaimento

vem:

/qpiwjdﬂe — /qﬁi - ;] JdQ2 (A.9)
Qe ﬁ

I'A parte descontinua do método SUPG deve ser multiplicado por TV
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Considerando agora o termo de advecgao,

oY; O
i - V;dQe = [ 1y - ( ]) dQ.
[rms o (Gt

[ (00,06 06,00\, o [ 6 (00,06 06,00\ -
‘/ul(afawa)'J'dm/u\(a&awa)'J"m
Q Q

seguindo os trabalhos com o termo difusivo resulta:

B oY, O, oy 0P
/VW%dQe B / <3fc ’ (91/) ' (0; ayj) e
Q

e e

com algumas manipulac¢des algébricas mostra-se que

o 00, 90,05 00i0m) (96,0 00,0 | o
Bz Bz /|J|2 (ag oz oy 8x> (ag ox " o 8:1:) 7182

e

o 00, 00,05 00,00 (06,06 90,0 |
/a_y oy /\J!Q(as oy o ay) (a_w_fa_na_y) 7l

e

Desenvolvido os termos continuos da discretizacdo SUPG, o mesmo ser4 feito para a parte

descontinua definida por @Zl na seccdo (4.2).

Considerando inicialmente o termo de decaimento da ponderacdo SUPG , tem-se: A.2

. d¢; O 0¢; 0
[ o= [T (G 5+ 5 ) o
Qe

0¢; O n 0¢; On
o0& 6y on dy

J| ) gzﬁde

+
D)\ o))



Trabalhando agora com o termo advectivo,
B O O\ O,
/(T ) V@Dzv¢]dﬂe—/<7’ Mo T ay> 9%
Qe Qe

+/ (T-V1a¢i +7 1 aw’) a%dQ .
Qe

ox dy ) Oy

Considerando a primeira integral do lado direito vem:

i\ O,
/<T~V1 8x> 3de

Qe
vy (O0¢; O O¢; On a¢j 23 8@ on
/{W(af%+ o)} (ot na) 0
0
o;\ O
/(TVQ ay) o —=dS2,
Qe

ruy (06,05 96,0n\\ (96,06 0000\ o
[ (% 5} (e + 5 Ve

Q

Desenvolvendo a segunda integral do lado direito de (A.10)
/ 8% aw] dQ .
are dy
Qe

T(Ye)v1 ((O¢; O~ Op; On 0¢; 0§ 0¢; On ~
/{ I (aa%wn%)}'(a_éa_y*a_vfa_y) 7140

Q

v\
/ ( ay) By =
Qe

vy (06,06 06,0n\\ (96,06 00,00\ |
NW(@&@E* won) ) (55, 5o ay) 110

Q
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(A.10)

Trabalhando agora termo difusivo da parte descontinua que envolve o Laplaciano, vem:
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~ i i\ 0%
/@ZJiijdQG = / (TVl o + 7TV ax> axzjd92+ (All)
QE €
o, o\ 02
/(T _— 2 (;i + 71 aw ) afdez. (A.12)

e

A fim de escrever o termo de difusdo em coordenadas locais os passos aqui percorridos
sdo os mesmos de (CHUNG, 2002), devido as extensas expressdes algébricas serd deixada
apenas a referencia evitando assim a exaustiva quantidade de manipula¢gdes matematica.

Realizado os cdlculos sobre os elementos do dominio, deve-se entdo proceder de modo
andlogo com os elementos do contorno, deste modo inicialmente serd definida a transformagao

linear e o jacobiano associado a esta,

Te(€) :{ Z zi¢i(§)

i=1

Sendo as funcdes de interpolagdo iguais a:

Tabela A.3: Funcdes de interpolagdo do contorno

0¢;
o |
SR Y
1-&2 | -2
f'(£2+1) €+05
Sendo o jacobinano:
NNEC NNEC
0@ 0
| J] = |det(J)] = 4| Z ||2 I Z vig ||2 (A.13)

Ao longo da fronteira devem ser calculados os produtos internos referente aos termos de

convec¢ao, fluxo e velocidade na saida, assim:
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SZ by S, — Q/ 01 - 6;]J]d0%

/wdee = /J-¢j|J|da§

Qe O

/7n¢jd96 - /7n-¢j|J|da§.
Qe a

Escrita a equagdo de Difusdo-Adveccdo em coordenadas locais o mesmo serd feito para
a equacao de Stokes, como visto esta equacdo exige elementos de primeira e segunda ordem
a fim de respeitar a condi¢do LLB, uma vez que os elementos de ordem dois foram definidos

anteriormente, resta apenas a definicdo do elemento mestre de primeira ordem, a qual € feita na
tabela A 4.

Tabela A.4: Funcdes de interpolagcdo pressao

0¢i | O¢i
¢i ¢ ?;7
1 —5—77 -1 -1
¢ 110
Ui 0 1

Considerando a equacdo de Stokes para um elemento da malha global o seguinte sistema
linear € obtido:

11 12 13

Aij iz Oy u J1
a%’ 22? a?,‘;" ol =1 f (A.14)
ay o oan ] Lol Lo
sendo
O Oy O Oy / O; O
1 _ [ j Q.. al? = i Q).
@i / Wow o Moy oy T %= | Moy ar ¢
Qe Qe
adh 877/) 8¢z aw awl
2 _ 4 ou—2dQ,, a= dde
i / or 0 Moy oy @i 20
Qe Qe

= [ - ‘9‘%6@

e
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O vetor independente do sistema linear dado em ( A.14) acomoda as varidveis que sao
conhecidas no sistema de discretizacdo, neste caso este vetor estd armazenando a contribuicdo
dos nds do tipo Dirichlet, assim:

- 3% a¢] a¢z a¢] 81/)1 8’¢]
fi= {/Q,Maxax—l—,uayadﬁ} { ’“‘ayade}
Qe

e

f2= { 00 0% 4o, } -ui+/{2uawi O 00 0% 4, }
Qe

Hor dy dy Oy Oxr Or

e

h{/a%w]dsz} {/aww]dﬁ} v, VieTp, j#i

Qe Qe

Além disso, as seguintes propriedades de simetria sao verificadas

12 21 13 31 23 21
o = Qi Gig = GGar Gig = Gy
Considerando as igualdades anteriores os produtos internos que devem ser calculados sao

os que estdo sobre a diagonal principal e acima dela, assim :

O; O 9¢; ¢ 345@ on d9; 0§ Dg; On ~
/ax Bz e /]J|2{6§ or  on 895} {a_g]%+a_nj%}“”d9

o oy 00,06 90:0n\ [0, 05 99,0n
dy ay /!JI2{0§ dy  On ay} {55 0y+ on By}um

Qe

e

O 0, _/L 06: 0¢  0¢i0n\ [9;0¢  0¢;0n
e 0y "= [ R\ ar Tanar | \oeay T oy ay ) 1

Qe Q

31/% 09; 05 0¢; On NP ra)
Fa Vil = e ox o aw (P
Qe B
3% . 8¢z 85 a¢z 877 - 10
@/)]dQ /{ o€ 8y + an 8y ¢;dS2 (A.15)
Qe O

Neste ponto todos os produtos internos referentes ao problema de Stokes e de Difusao-
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Adveccao estdo escritos em coordenadas locais, e assim prontos para serem escritos em lin-
guagem algoritmia. Mas antes de encerrar este apéndice é importante destacar as observacdes
realizadas por Serty em suas notas de aula sobre o problema de Stokes, a saber:
o Para um elemento com NN EV nés de velocidade e NN EP nés de pressdo, existem
um total de NED = 2x NNEV + NNEP nés desconhecido por elemento, assim o
tamanho da matriz do elemento [A|® é NEDxNED , além disso as sub-matrizes de [A]°

e os vetores do sistema linear ( A.14) possuem as seguintes dimensoes.

u,v: NNEVxI1
p: NNEPxI
all al? a?t a??> . NNEV x NNEV

[2X R R Y RV
a;%,a?> . NNEV x NNEP
aly,al?:  NNEPx NNEV
al>:  NNEP x NNEP
o A entrada a?f;- ¢ nula. Portanto, a matriz do elemento tem entradas nulas na diagonal prin-
cipal,deste modo a matriz global de discretizagdo também terd entradas nulas na diagonal

principal.

APENDICE B - Discretizacdo do Dominio

Neste trabalho o dominio onde as equacdes de Stokes e de Difusdo-Advecg¢ado estdo sendo
aplicadas € o lago da hidroelétrica de Itaipui,no entanto até aqui poucos foram os detalhes dei-
xados sobre a construcdo deste ou a respeito da confeccdo da malha utilizada nos célculos,
deste modo este apéndice ird apresentar alguns dos passos percorridos a fim de se obter tais
elementos.

Em um primeiro momento o software ARCGIS ! foi utilizado para localizar e delimitar a
regido em estudo, como mostra as Figuras B.1 e B.2 a escolha deste pacote se deve a facilidade
em obter as coordenadas georeferenciadas da regido escolhida a partir do seu banco de dados.

Neste primeiro estdgio foram coletadas 1842 coordenadas como visto em B.3, no entanto
este nimero de pontos onerava de forma desnecessaria a constru¢do da malha através do soft-
ware GMSH 2, pois entre os diversos critérios que este utiliza para gerar uma malha um deles é
a densidade de nos utilizadas na defini¢do da geometria. A fim de evitar o exaustivo refinamento

da malha, foi realizada uma nova coleta priorizando por aqueles capazes de definir a geometria,

TARCGIS, E. S. R. I. Redlands. Environmental Systems Research Institute, California, 2015. O software é
disponibilizado pela ESRI: http://www.esri.com/software/arcgis/arcgis-for-desktop

2Gmsh é um gerador de malha de elementos finitos desenvolvido por Christophe Geuzaine e Jean-Frangois
Remacle, lancado sob a GNU General Public License. http://www.gmsh.info/
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essencialmente foram excluidos pontos colineares o que reduziu estes de 1842 para 252 vide
B.4.

- O

10000 20000 Meters
1 ]

Figura B.1: Regido de estudo

o
L

10000 20000 Meters
1 ]

Figura B.2: Regido delimitada

Construida a geometria de forma adequada B.4 foi entdo gerada as malhas sobre esta com
o software GMSH. Entre as diversas caracteristicas desse gerador, duas delas sdo importantes
para este trabalho a saber: A capacidade de definir regides onde se deseja um maior refinamento
da malha, e a forma com os nds sdo numeradas nessa.

A primeira carateristica permite que mesmo quando uma geometria esteja definida por
poucos nds , como neste trabalho, é possivel obter malhas com adequados graus de refinamen-
tos para regides de interesse. A segunda caracteristica tem sua importancia devido a malha de
velocidade que deve ser de segunda ordem, pois o software inicialmente numera os nds da malha
uni dimensional para em seguida ser numerado dos nés da malha bidimensional.

A Tabela B.1 a seguir mostra as caracteristicas das malhas utilizadas nesse trabalho, ja

na figura B.5 € mostrado alguns detalhes visuais da malha de velocidade.
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File Tools Window Help

Mermory usage: 315.691Mb Update ~

SoxvzGiis Done reading ‘C:\Users\Fabio\OneDrive\Doutorado Fabio\Dr._|

_Malha_ltaipuitaipu_

Figura B.3: Geometria inicial GMSH

A Gmish - CAUsers\FabioADropbeox\ProgramaMalha_ltaipu Gymodelo. oot

File Tools Window Help

=

eeeeeeee ge: 320 539Mb Update ~

1z x

fion (Socket istening imesu on socket 127.66.16) . | |

Soxvzcuis Done - 1 Ermor : Click to show messages [ ... Abnormal server termina

Figura B.4: Geometria final GMSH.

Tabela B.1: Detalhes da Discretizagcao

Detalhes da Discrtizacdo

Malha Velocidade | Malha Pressdo
Elementos triangulares 287901 287901
N6s Internos 579530 145941
Elementos de Fronteira 4231 4231
N6s de Fronteira 8462 4483

APENDICE C - Arquivos do analisador simbélico-numérico

Ao longo deste trabalho uma énfase maior foi dada a temas puramente matematicos e a
técnicas de implementacdo computacional. No entanto, € importante ter em mente que estes
itens consistem nas ferramentas que permitem a abordagem e interpretacdo de um fendmeno
fisico. Deste modo, é essencial garantir que entre o modelo, as ferramentas e o fendmeno fisico

estudado, ndo exista um descolamento evitando assim que a solugdo se inviabilize.
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tudo pelo GMSH
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Malha gerada sobre a reg

Figura B.5
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Os fendomenos fisicos que este trabalho se propde analisar via método dos elementos
finitos, consiste nos problemas difusivos-advectivos onde hd a predominancia dos termos de
advecgdo, e o estudo de escoamentos a baixas velocidades em que € valido o modelo de Stokes.
Assim, os c6digos computacionais devem ser capazes de capturar tais caracteristicas, o que
exige diversos niveis de depuracao.

Seria exaustivo e desnecessdrio relatar todas as situacdes testes e niveis de complexidade
algoritmica percorrida ao longo do periodo de maturagdo do cédigo. Deste modo neste apéndice
serdo documentados apenas os testes realizados quando o software foi considerado estavel.

Como estratégia de validacdo dos programas, inicialmente cada um deles foi avaliado
separadamente, e em um segundo momento, estes foram acoplados e avaliados em conjunto e
dinamicamente .

C.1 Benchmark Streamline Upwind Petrov-Galerkin

Os algoritmos desenvolvido neste estudo tiveram como base dois trabalhos cldssicos na
area de elementos finitos a saber: CORDINA e outros, 1992 e de BROOKS e HUGHES, 1982.
No primeiro, um riquissimo estudo sobre a obten¢do das fungdes upwind é feito, ao passo que
no segundo sio encontrados maiores detalhes a respeito da técnica Petrov-Galerkin.

A estratégia para validacao dos cédigos SUPG aqui desenvolvidos consistiu inicialmente
em definir um problema teste, cujo comportamento da solu¢cdo pode ser facilmente intuido e,
em seguida aplicar cada um dos algoritmos a este sistema fisico e, por fim, comparar a solu¢do
fornecida em cada um deles.

Considerou-se como problema teste um modelo difusivo-advectivo com a predominancia
dos termos de advecg@o. Além disso, admitiu-se que o ingresso de poluente se d4 através de uma
fonte pontual atuando sobre o dominio, onde este tem condi¢des de contorno do tipo Robin e
Von Neumann , matematicamente:

Modelo Difusivo-Advectivo

%—QAU+7VU+6U—f> (l‘,y)E%Q, t€<07T}C§R

Condicoes de Contorno

—a— =10 FleﬁQ, —a— = ku FQUF3UF4EQQ

Condicao inicial

u(Q,0)=0, QcR?

A figura a seguir mostra a localizacdo de cada uma das fronteiras e das direcdes em que
atua o campo de velocidades .
Os parametros fisicos do sistema sdo dados por:

Os algoritmos implementados nesse trabalho consistem em diferentes abordagens do mé-
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Figura C.1: Primeiro dominio teste

Tabela C.1: Parametros fisicos

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy ‘/75 m/s
Difusibilidade a 0.02 m?/s
Permeabilidade k 0.1 m/s
Decaimento ) 0.01 1/s
tempo At 0.01 s
fonte f 0.001

101

todo SUPG. Essa metodologia tem como objetivo ora priorizar pelo desempenho computacional

ao se utilizar de elementos finitos de ordem um, ora melhorar a qualidade da aproximacdo com

elementos de segunda ordem. A tabela C.2 lista os métodos aqui testados. Cabe observar que o

termo de difusdo que a tabela se refere estd melhor detalhado em CORDINA e outros, 1992 e

Chung.

Tabela C.2: Métodos Avaliados

Detalhes dos testes

Legenda Tipo de elemento funcdo upwind Termo difusivo de ordem 2

Ml Primeira ordem  coth(v.) — = Nio se aplica
M2 Segunda ordem  a(7.),B3(7.) ! Ausente
M3 Segunda ordem  coth(~.) — %ﬁ Ausente
M4 Segunda ordem  «(7.), B(7e) Acoplado

Definido o problema fisico e os métodos de aproximacgdo, estes foram executados e

seus resultados comparados. Como se observa nas figuras de C.2 a C.5 o parametro upwind

coth(.) — Vi tem forte influéncia na soluc¢do da equagdo diferencial visto que os métodos M1 e
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M3 apresentam resultados muitos proximos, mesmo utilizando elementos de ordens diferentes.
O mesmo fendmeno se observa nos resultados dos métodos M2 e M4 exibidos nas mesmas
imagens.

Nas figuras de C.2 a C.5 € possivel verificar que a introdugdo do termo de difusdo ocasiona
uma ligeira variacao da solucao. No entanto, essa melhora na aproximagao requer um alto custo

computacional o que torna o método M4 desvantajoso.

x10° Amostra A1 x10° Amostra A2

35

Concentrago (ppm)
Concentrago (ppm)

——me
0 05 1 15 2 25 3 1 15 2 25 3
Tempo (segundos) Tempo (segundos)

Figura C.2: Amostra 1 Figura C.3: Amostra 2

x10° Amostra A3 x10" Amostra Ad
25 T T T T T

Concentragéo (ppm)
Concentrag&o (ppm)

—5—M4
.

2
Tempo (segundos) Tempo (segundos)

Figura C.4: Amostra 3 Figura C.5: Amostra 4
As imagens de C.6 a C.9 mostram as diferencas relativas das solu¢des para cada um dos

métodos em instantes consecutivos no tempo. Em C.10 estas estdo sobrepostas o que deixa
evidente que os métodos sdo capazes de atingir o regime assintético de modo muito préximo,
exceto pelo método M2, onde hd um ligeiro atraso neste comportamento. No entanto, € impor-
tante observar que a funcdo upwind que este utiliza é emprestada dos elementos de ordem um,
nao sendo as adequado para este tipo de aproximacao.

Por fim, as imagens de C.11 a C.15 mostram a evolucao do perfil da dispersao ao longo do
dominio obtido com 0 método M1. Tal procedimento se mostra vantajoso devido a sua facilidade
de implementac¢do e seu baixo custo computacional. Tais caracteristicas sdo importantes quando
malhas extensas s@o utilizadas e se desejam informacdes sobre o comportamento qualitativo da

solu¢do do problema.
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Figura C.6: Residuo método M1
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Evolugéio perfil Assintdtico
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Figura C.7: Residuo método M2
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Figura C.11: Dispersao pontual em 0.4s

Figura C.13: Dispersdo pontual em 1.2s Figura C.14: Dispersao pontual em 1.6s

Figura C.15: Dispersao pontual em 2.4 s
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Neste segundo estudo duas caracteristicas sdo fundamentais, a primeira delas € o nimero
de Peclet ? que foi mantido constante ao longo dos teste, e a segunda se deve 2 utilizacdo de
diferentes tipos de elementos na aproximacdo: elementos triangulares e quadraticos.

Como problema teste considerou-se o modelo Difusivo-Advectivo com a predominancia
dos fendmenos advectivos e, sobre este foram aplicados diversos graus de refinamento de malha
a fim de analisar o comportamento das aproximagdes. A seguir tem-se a descricdo matematica
do modelo.

Modelo Difusivo-Advectivo

ou

a—a-Au+7-Vu+5-u:f, (zy) € R te (0, T]CR

Condicoes de Contorno

u=1 Iy €09Q, —a@:ku Ihyuly, @:0 I's € 00
on on

Condicao inicial

uw(Q,0)=0, QcCH

A imagem abaixo mostra a localiza¢do das condi¢des de contorno e as direcdes do campo
de velocidades.

du
—| =0
s

Dominio

%Jrf’”‘

Figura C.16: Segundo dominio de teste

2Este estudo se utilizou de malhas estruturadas, situacdo na qual é f4cil ter o controle sobre o nimero de Peclet
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Os parametros fisicos da equagao sao dados por:

Tabela C.3: Parametros fisicos segundo teste

Parametros Nomenclaruta Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy %i m/s
Difusibilidade o 0.02 m?/s
Permeabilidade k 0.3 m/s
Decaimento o 0.01 1/s
tempo At 0.05 s

A tabela C.4 lista os diversos graus de refinamento de malha aplicados ao problema. J4 a
imagem C.17 mostra a tendéncia de decaimento do erro em funcido do nimero de elementos.
Como pode ser observado hd uma boa coeréncia entre os resultados apresentados e a literatura

de analise de erros.

Tabela C.4: Niveis de refinamento da malha

N° de Tridngulos N°de Quadrados Erro Peclet

50 25 451 250
200 100 1.89  2.50
550 225 1.15  2.50
800 400 091 250
1800 900 0.78 2.50

Diferenga relativa entre as aproximagdes

T T
—5— Ermo=lIS SIS,

Erro relativo em %

100 200 300 400 500 600 700 800 900
Namero de elementos quadraticos

Figura C.17: Erro z Numero de elementos
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As figuras de C.18 a C.21 mostram a evolugao da solugao a partir de pontos especificos
do dominio. Como pode ser visto, ambos os métodos fornecem solugdes proximas, ou seja, as

diferentes formas de discretizacdo sdo capazes de dar uma mesma interpretacdo ao fendmeno

fisico analisado.
Posterior a esta andlise, as imagens de C.22 a C.26 ilustram a evolucao da solugdo obtida

com elementos triangulares. Esta sequéncia deixa evidente a predominancia dos fendmenos

advectivos sobre os difusivo, caracteristica esta que se deve a magnitude do numero de Péclet

que, neste estudo, foi mantido em 2.50.

Com os estudos realizados sobre os problemas testes se encerra esta primeira parte da
validacdo dos algoritmos do método SUPG. Em ambos os casos o campo de velocidades foi
tomado como constate ao longo de todo o dominio. Com este procedimento pretendia-se evitar
que possiveis erros na discretizagdo do campo de velocidades contaminassem os algoritmos
aqui desenvolvidos. No segundo estdgio de validacdo os algoritmos SUPG foram acoplados ao

campo de velocidades fornecidos pela equacdo de Stokes. Assim, espera-se que a dispersao do

poluente sofra uma forte influéncia da circulagdo obtida
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Figura C.24: Dispersdo Dirichlet em 1.5s Figura C.25: Dispersdo Dirichlet em 2.0s

Figura C.26: Dispersao Dirichlet em 2.5s
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C.2 Benchmark Método de Galerkin para Stokes

A fim de validar o cédigo computacional desenvolvido para a resolucdo das equagdes
de Stokes, dois problemas testes cujo padrao de escoamento ¢ amplamente conhecido foram
selecionados e, foram aplicados sobre estes os algoritmos.

No primeiro estudo um bocal convergente-divergente foi considerado. Assim, assumida
as hipoteses da equacdo Stokes espera-se que o escoamento tenha maiores gradientes de ve-
locidade ao longo das regides de convergéncia do bocal e menores gradientes nas regides de
abertura deste.

No segundo problema, considerou-se um duto cuja caracteristica € sua regido central pos-
suir uma sobrelevacdo que estrangula o escoamento. Deste modo espera-se que os algoritmos
sejam capazes de interpretar que sobre estd drea as velocidades devam adquirir maiores magni-
tudes a fim de satisfazerem a equacgdo de continuidade.

Enunciadas as situacoes teste, deve-se entdo particularizar cada uma delas através de con-
di¢des de contorno e equagao governante. Sendo a ultima comum aos dois, esta serd enunciada

neste preambulo e as demais especificadas em cada um dos problemas. Assim, tem-se:

0? 0? 0
—1 (8_3(:1; + a—;;> - a—i =0, Quantidade de movimento em x

0? 02 0]
— ( _ + U) 9 _ 0, Quantidade de movimento em y

022 oyr) oy
% + g—z =0, Continuidade

Estudo 1 - Bocal convergente divergente
Neste primeiro estudo, o modelo de Stokes foi aplicado a um bocal convergente-
divergente, cujas as dimensdes estdo especificadas na figura C.28. A fim de tornar o sistema
fisico determinado, suas condi¢cdes de contorno devem ser especificadas. No entanto, as esco-
lhas dessas ndo € arbitraria, mas sim devem ser compativeis com o padrao de escoamento que
se deseja obter. Portanto tem-se:
1. Regiao de entrada: composta pela fronteira I';,onde considerou-se um escoamento pa-
ralelo ao eixo x, assim 7 = (0.3,0).
2. Condicao de parede: composta pelas fronteiras ['s e I'4, onde se tem especificado a
condicdo de ndo deslizamento.
3. Regiao de saida Composta pela fronteira I'3, regiao na qual considerou-se uma condi¢do

do tipo Von Neaumann homogéneo,a fim de deixar livres as velocidades nessa regido.
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Figura C.27: Condic¢des de contorno bocal Figura C.28: Dimensdes bocal
Definida a geometria e suas condi¢des de contorno, o teste com o algoritmo se baseou

nos conceitos de refinamento de malha. Deste modo, com o auxilio do software GMSH, foram

geradas duas malhas cujas caracteristicas estao listadas nas tabelas C.5e C.6 .

Tabela C.5: Discretizagao bocal (Malha Grossa)

Detalhes da Discrtizagdo

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 864 864
Numero de nés 1801 469

Tabela C.6: Discretizagdo Bocal (Malha Fina)

Detalhes da Discrtizagao

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Nuimero de elementos 7408 7408
Nimero de nds 15081 3837

Uma vez que a qualidade na captura do perfil do escoamento estd intrinsecamente ligada
as caracteristicas da malha, alguns cuidados foram tomados ao gerar esta sobre o dominio de
célculo, a saber: Ao longo da regido de entrada I'; e sobre os contornos I'; € 'y optou-se por uma
malha mais fina. Tal escolha se justifica devido aos altos gradientes sobre ['; e, a importincia
da camada limite sobre os outros dois.

Ao se considerar o contorno I'3 optou-se por um menor grau de refinamento da malha,
visto que, sobre este, foi imposta a condi¢do do escoamento estar completamente desenvol-
vido, assim este assume seu perfil assintotico. Na figura C.29 tem-se a malha gerada com as
caracteristicas acima citadas.

As figuras abaixo mostram os detalhes do perfil de escoamento para o problema teste
proposto neste estudo. Nas imagens, a apresentacdo dos resultados seguiu a seguinte ordem:

A primeira linha se refere a malha mais grossa cujas caracteristicas estdo dadas na tabela C.5
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Figura C.29: Malha Fina (Bocal)

e, na segunda, sdo apresentados os resultados para malha mais fina, cujas caracteristicas estdo
listadas na tabela C.6

Analisando cada uma delas em separado e iniciando pela C.30 que detalha a parte superior
do bocal préxima a regido de entrada, observa-se que, em ambos 0s casos, o0 algoritmo captura as
carateristicas do escoamento. No entanto, como esperado, a malha mais fina € capaz de mostrar

de forma mais nitida a influéncia da condi¢do de ndo deslizamento sobre o escoamento.

Figura C.30: Regido superior bocal

Anadlise semelhante € feita a partir da figura C.31, que € simétrica em relacio ao eixo x da
regido anterior. Neste caso também se observa a influéncia da malha na obtenc¢do dos resultados.

A imagem C.32 mostra em detalhes a regido de saida do bocal convergente-divergente,
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Figura C.31: Regido inferior bocal

sobre esta fronteira foi especificada uma condi¢do do tipo Von Neaumann homegéna, assim os
algoritmos devem ser capazes de capturarem o perfil assint6tico da solucao.

Na imagem C.32 observa-se que em ambos os casos tem-se o perfil parabdlico capturado.
No entanto, maior nitidez é obtida como segundo caso quando se tem uma malha mais fina,

comportamento este esperado em um teste de refinamento de malha.

Figura C.32: Regiao de saida bocal

As andlises feitas neste primeiro estudo mostram que os algoritmos desenvolvidos sio
capazes de fornecerem solugdes fisicamente realistas para o problema proposto. Os resultados

anteriores encorajaram os envolvidos no projeto a testar este em outras geometrias como sera

mostrado a seguir.
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Estudo 2 - Superficie em degrau

Neste segundo estudo os algoritmos foram testados diante de uma situagdo fisica em que
uma estrangulagdo abrupta ocorre no fluxo do escoamento. Assim os c6digos devem ser capazes
de capturar o aumento de velocidade nesta regido de modo a preservar a equagdo da continui-
dade.

A metodologia de avaliagdo aplicada a este teste é semelhante a anterior. Deste modo,
inicialmente se definiu a geometria cujas as dimensdes e particio do contorno sdo mos-

tradas respectivamente nas imagens C.34 e C.33 e, em seguida, as malhas foram geradas.

T,

2m -
I, Iy A

L 3m

Figura C.33: Condi¢des de contorno duto Figura C.34: Dimensoes duto
Na tabelas C.7 e C.8 estao listadas as principais caracteristicas das malhas utilizadas nos

testes. No entanto devido a importancia do contorno em se definir os critérios de refinamento,

este ultimo serd apresentado apos a defini¢do das condi¢des sobre o bordo.

Tabela C.7: Discretizagdo Degrau (Malha Grossa)

Detalhes da Discrtizag¢ao

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 2560 2560
Numero de nés 5281 1361

Tabela C.8: Discretiza¢do Degrau (Malha Fina)

Detalhes da Discrtizacdo

Parametros Malha de velocidade Malha pressao
Ordem 2 1
Numero de elementos 3336 3336
Numero de nés 6512 1769

A fim de tornar o sistema fisico determinado, as seguintes condi¢des de contorno foram
imposta ao problema:
1. Regiao de entrada: composta pela fronteira I';,onde considerou-se um escoamento pa-
ralelo ao eixo x, assim 7 = (0.3,0).
2. Condicao de parede: composta pelas fronteiras ['s e I'y, onde se tem especificado a

condicdo de ndo deslizamento.
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3. Regiao de saida Composta pela fronteira '3, regido na qual considerou-se uma condicéo
do tipo Von Neumann homogénea,a fim de deixar livres as velocidades nesta regido, deste
modo as componentes tangencias e normais da velocidade sobre esse contorno sdo iguais
a zero.

Definida a geometria e suas condi¢des de contorno, o passo seguinte consiste na geragao
das malhas. No entanto, alguns cuidados foram tomados: Sobre I'; e I's optou-se por um maior
refinamento da malha, visto que sdo regides onde ocorrem altos gradientes, principalmente na
regido de estrangulamento.

Sobre o contorno I'; optou-se por uma malha de refinamento intermedidrio. Essa escolha
se deve a importancia da condicao de ndo deslizamento. Ja no bordo I's, um melhor refinamento
foi considerado visto que, a parir deste, o escoamento encontra-se completamente desenvolvido.

As caracteristicas aqui podem ser observadas na imagem C.35

lex

Figura C.35: Malha Fina (Degrau)

As imagens de C.36 a C.38 mostram os resultados obtidos para o problema acima pro-
posto. Como no estudo anterior, os resultados seguirdo a mesma ordem de apresentacdo. Assim,
na primeira linha t€ém-se aqueles obtidos com a malha grossa Tabela C.7 e na segunda linha os
obtidos com a malha mais fina Tabela C.8

A imagem C.36 destaca a regidao préxima a sobrelevacao. Como observado, ambas ima-
gens capturam o perfil do escoamento e, como esperado, a malha mais fina gera imagens mais
ricas em detalhes sobre o comportamento do escoamento.

Na imagem C.37 se destaca a regido de estrangulamento. Como pode ser visto, os algo-
ritmos sdo capazes de capturar o aumento de velocidade a fim de garantir que a equacdo da
continuidade seja respeitada.

Na imagem C.38 o fluido deixa a drea de estagnacdo e espera-se que as velocidades adqui-
ram menor magnitude devido a lei da continuidade. Como observado na imagem, os algoritmos

sdo capazes de reproduzir estas caracteristicas com fidelidade e, como nos casos anteriores, a
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Figura C.36: Regido frontal do degrau

Figura C.37: Regido de estrangulento em degrau

malha mais fina fornece maior riqueza de detalhes sobre este comportamento.

Com os bons resultados apresentados nos dois testes realizados, encerra-se aqui a parte
de validacdo dos codigos. No entanto,é importante observar que nada neste precisa ser alterado
para que este atue com o dominio formado pelo lago da represa de ITAIPU, pois a dicretiza-
¢ao deste ¢ feita pelo software GMSH e, ap6s um prévio tratamento do arquivo de saida deste
software, os dados por ele fornecido sao importados para o c6digo que gera o campo de veloci-
dades.
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Figura C.38: Regido traseira em degrau

C.3 Benchmark Equacoes Acopladas

No inicio do apéndice C foi definida a metodologia de validacao dos cddigos e aqui a
estrutura de testes se baseia em dois estdgios. No primeiro, os programas sao avaliados separa-
damente a fim de garantir que possiveis erros fiquem encapsulados em sua respectiva estrutura
ao passo que no segundo estagio estes sdo acoplados e assim a estrutura € avaliada como um
todo.

Dados os bons resultados obtidos nas sec¢des anteriores, se dard inicio aqui ao dltimo
estagio de desenvolvimento e validagdo dos algoritmos. Os testes propostos seguem a mesma
metodologia desenvolvida para o problema de Stokes, ou seja, a defini¢do do um problema teste
e aplicacdo dos algoritmos a este.

Sendo o elo entre os algoritmos o campo de velocidades, uma forma natural de se definir
os problemas testes consiste no acoplamento da equacdo de difusdo-adveccao aos campos de
velocidades da secd@o anterior. No entanto, a fim de tornar o problema fisicamente determinado
resta especificar suas condi¢des de contorno,o qual serd feito em cada uma das situacOes teste.

Os experimentos numéricos a seguir fizeram uso dos métodos M2 e M3 definidos no
inicio deste apéndice, cuja a caracteristica em comum € realizarem a discretizacdo espacial
com elementos de segunda ordem, e a diferenca entre eles consiste na fung¢do upwind que cada
um utiliza. Como deve existir uma relac@o direta entre a discretizacio espacial e o campo de
velocidades, as malhas utilizadas nos testes a seguir sdo as mesmas que geram o campo de
velocidades, que neste caso sdo dadas nas tabelas C.6 e C.8.

Estudo 1 - Problema difusivo-advectivo aplicado ao bocal convergente divergente

Considere inicialmente o modelo difusivo-advecctivo, definido sobre o dominio ) C &2
dado em C.39 Além disso, admita que o bordo deste pode ser decomposto como apresentado

em C.40. Assim tem-se:
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Modelo Difusivo-Advectivo

ou

a—a-Au—i—?-VU%—é-u:f, (xy) €eR? te (0, T]CR

Condicoes de Contorno

—a@:j FleﬁQ, —a@:ku F2UF4UF5€8§2, @:0 F3€8§2
In on on

Condicao inicial
u(Q,0)=0, QcR

2m

l )

L

3

Figura C.39: Dimensdes do bocal Figura C.40: Contorno - Difusdo Adveccao

Sendo as propriedades fisicas do sistema * dadas por:

Tabela C.9: Parametros fisicos segundo teste

Parametros Nomenclatura Magnitude Unidades

Velocidade Vg, Uy Stokes m/s
Difusibilidade a 0.0001 m?/s
Permeabilidade k 0.01 m/s
Decaimento J 0.01 1/s
tempo At 0.1 S
fluxo ¥ 0.001 77

Definido o problema de valor de contorno assim como suas propriedades, os algoritmos
foram entdo aplicados a fim de avaliarem o comportamento da dispersdo ao longo do domi-
nio durante 30 segundos. As imagens de C.41 a C.46 mostra evolugdo da solugdo obtida com
método M2. Como pode ser observado, a dispersao ocorre no sentido do campo de velocida-
des evidenciando a predominancia dos fendmenos advectivos frente ao difusivo. Além disso, as
imagens atestam o acoplamento correto entre os modelos.

Nas imagens de C.47 a C.52 tem-se o comportamento da solucdo avaliada a partir de
pontos discretos sobre o dominio. Como pode ser visto, os métodos fornecem solucdes prati-

camente idénticas ao problema proposto, deixando evidente a forma correta de implementagdo

3Neste estudo, o campo de velocidade é fornecido pela equagdo de Stokes e a visualizacio deste pode ser feita
na seccdo C.2 ao se considerar os resultados para a malha fina.
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dos algoritmos.

Figura C.45: Dispersdo bocal em 10s Figura C.46: Dispersdo bocal em 12s
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Figura C.48: Amostra bocal A2

x10° Amostra A4
15 —
T
7
/
/)’
P b /
£ /
: /
Y
g /
£ /
5 /
: /
8
05 /
/" M2
—---M3
o . .
o 5 10 20 25 30
Tempo (segundos)
‘ Amostra AS
35%10 !
e -
5 e
/
/
/
25 //
g /
g 2
g /
g5 /
/
8 /
1 /
05 /
/
/ M2
M3
o . . . .
0 5 10 15 0 25 30
Tempo (segundos)

Figura C.52: Amostra bocal A6



120

Estudo 2 - Problema difusivo-advectivo aplicado a superficie em degrau

Neste segundo estudo, os algoritmos selecionados foram aplicados ao duto com uma
sobre-elevagdo abrupta. Como no caso anterior, inicialmente o sistema fisico foi definido através
de sua equacdo governante e condi¢des de contorno. Em seguida os algoritmos foram aplicados
ao modelo estabelecido, sendo seus resultados avaliados posteriormente .

Considerando inicialmente o modelo-difusivo advectivo definido sobre  C R? como
mostra C.53 admitindo que o bordo deste dominio possa ser particionado como visto em C.54,
e que sobre cada uma dessas particdo as seguintes condi¢des de contorno sao impostas, tem-se:

Modelo Difusivo-Advectivo

%—a~Au+7-Vu+5'u=f7 (zy)eR? te(0,T]CR

Condic¢oes de Contorno

—Oé%:j FleaQ, —&%:ku FQUF4UF5€3§2, @:0 FgE@Q
on on
Condicao inicial
u(Q,0)=0, QcC®

m
2m -

A
\

3m

Figura C.53: Dimensdes do duto

Ts

I, T2

Figura C.54: Cond. de contorno duto

Definidos o parametros fisicos (ver tabela C.9) e de discretizagdo (ver tabela C.8), os

algoritmos foram aplicados ao modelo e os seguintes resultados foram obtidos.
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Figura C.56: Dispersdo duto em 2
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Figura C.57: Dispersao duto em 3 Figura C.58: Dispersao duto em 4
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Figura C.59: Dispersdo duto em 5 Figura C.60: Dispersdo duto em 6
Nas imagens de C.56 a C.61 se observa o comportamento da dispersdo ao longo do domi-

nio obtido pelo método M2 durante os 20 segundos iniciais. Como pode ser visto, os fendOmenos
advectivos predominam sobre os difusivos. Além disso, a imagem também mostra que a disper-
sdo se desloca de acordo com o perfil de velocidades dada pelo modelo de Stokes, o que deixa
evidente a correta implementacao dos codigos.

Nas imagens abaixo tem-se o comportamento da soluc@o avaliada sobre alguns pontos do
dominio. Como pode ser observado, ambos os métodos fornecem solu¢des muito préximas, ou

seja, diferentes métodos capturam o mesmo fendmeno fisico.
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Os resultados obtidos nesta secao, assim como todos os outros apresentados neste apén-

dice mostram que os algoritmos sdo capazes de resolver os modelos propostos neste trabalho.

Desta forma se encerra a validacio dos c6digos aqui desenvolvidos.
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