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Resumo

Neste trabalho, estuda-se a boa-colocacao local e global das equagoes de Navier-Stokes
com dados iniciais em espacos de Herz fracos. Na abordagem, consideramos solugdes do tipo
brandas e usamos um argumento de ponto fixo. O resultado local é provado dependendo de uma
condicao de pequenez no tempo de existéncia 7', a partir do qual pode acontecer um fenémeno
de blow-up. Além disso, apresenta-se um critério de extensao global dessas solucoes locais. Por
outro lado, o resultado global é provado com uma condi¢cao de pequenez no dado inicial.

Esses resultados estendem os obtidos por Giga e Miyakawa [11] em espagos de Morrey. Além
disso, prova-se a inclusao e nao-inclusao de alguns espagos de Herz fracos em certos espagos de
Besov BI; @ e a inclusao dos espagos de Herz fracos em BMO™!, identificando a posicio destes
espacos em uma familia de espacos onde tem-se resultados de boa-colocagao global. Estuda-se
ainda a estabilidade assintotica das solugoes e a existéncia de solu¢oes autossimilares. Como
uma consequéncia, obtém-se uma classe de solugoes assintoticamente autossimilares.

Este trabalho é baseado no artigo de Yohei Tsutsui [30] publicado na revista Advances in
Differential Equations em 2011.

Palavras-Chave: Equacgoes de Navier-Stokes, Boa-colocac¢ao local e global, Espacos de
Herz fracos, Solucoes brandas, Solugoes autossimilares.



Abstract

In this work, we study local and global well-posedness for the Navier-Stokes equations with
initial data in weak Herz spaces. In the approach, we consider mild solutions and use a fixed
point argument. The local result is proven depending on a smallness condition for the existence
time T, from which a blow-up phenomena could occur. Inspired by that, a global extension
criterion for these local solutions is showed. On the other hand, the global result is proven with
a smallness condition on the initial data.

This result extends the ones obtained by Giga and Miyakawa [I1] in Morrey spaces. Besides
that, we prove inclusion and non-inclusion of some weak Herz spaces in certain Besov spaces
Bpi @ and the inclusion of weak Herz spaces in BMO™!, identifying the position of these spaces in
a family of spaces in which global well-posedness results are known. Also, we study asymptotic
stability of the solutions and existence of self-similar solutions. As a consequence, we obtain a
class of asymptotically self-similar solutions.

This work is based on Yohei Tsutsui’s paper [30] that was published in Advances in Diffe-
rential Equations, 2011.

Keywords: Navier-Stokes equations, Global and local well-posedness, Weak Herz spaces,
Mild solutions, Self-similar solutions.
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Introducao

As equagoes de Navier-Stokes descrevem o movimento de um fluido, liquido ou gas em uma
certa regidao. Estas equagbes tém intimeras aplicagoes na fisica e engenharia, e sdo centrais no
campo de pesquisa conhecido como mecanica de fluidos.

Considere um fluido viscoso incompressivel e de densidade constante, movendo-se dentro de
uma regiao () de dimensao n. O movimento desse fluido com respeito a um referencial inerte

dado é descrito pelo seguinte sistema de equacoes:

p(us+u-Vu) = pAu—Vp—pf

0.1
V.-u=0, (0-1)

onde t é o tempo, x = (x;)"; é um ponto de €2, p é a densidade constante do fluido, u =
u(z,t) = (ui(x,t)), e p = p(x,t) sdo o campo velocidade e a pressao (um campo escalar),
ambos desconhecidos e a constante positiva p é o coeficiente de viscosidade de cisalhamento.
Finalmente, —f = —f(x,t) é a forca externa agindo sobre o fluido. Como serd justificado no
capitulo 1, podemos considerar p = 1 = 1 sem perda de generalidade.

O sistema foi proposto pela primeira vez pelo engenheiro francés Claude Louis Marie
Henri Navier em 1822. Conforme o comentario feito por Truesdell em seu livro The Non-Linear
Field Theories of Mechanics (1953, p.455),

“Tais modelos nao eram novos, tendo ocorrido em especulagoes filosoficas ou qua-
litativas por milénios anteriormente. O grande feito de Navier foi colocar essas
nocoes em uma forma suficientemente concreta para que pudesse derivar equagoes

de movimento para elas.”

Entretanto, apenas com os trabalhos de Poisson (1831), de Saint Venant (1843) e principalmente
pelo trabalho de George Gabriel Stokes (1845), conseguiu-se uma justificativa completamente
satisfatoria para as equagoes propostas. A teoria desenvolvida por esses cientistas é hoje conhe-
cida como mecénica dos meios continuos. Veja [9] para mais informagoes sobre as consideragoes
feitas acima.

Neste trabalho, consideraremos a situagao em que a somatoria das forcas externas agindo
sobre o fluido é nula, ou seja, f = 0. Além disso, o dominio €2 que trabalharemos sera todo o
espaco R™. O problema que estamos interessados em solucionar é o seguinte: dado um campo
velocidade inicial u(0) = wug, queremos encontrar o campo velocidade u = u(x,t) e a pressao

p = p(z,t) que satisfazem as equagoes ((0.1)).
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Diversos resultados de existéncia ja foram obtidos sobre as equagoes de Navier-Stokes. Den-
tre os trabalhos publicados sobre o assunto, destacam-se os seguintes: Entre 1933 e 1934, Leray
publicou trabalhos que introduziram muitas ideias fundamentais e ferramentas ainda hoje usa-
das na abordagem do problema e provou a existéncia de uma solucao fraca global para o
problema de valor inicial quando = R3, como por exemplo [2I]. Usando algumas dessas
ferramentas, Hopf provou a existéncia de uma solucao fraca global para o problema em um do-
minio aberto qualquer 2, [13]. Essas solugoes passaram a ser chamadas solugoes de Leray-Hopf,
veja [10]. Desde entdao, muitos mateméticos se dedicaram a estudar a unicidade e regularidade
dessas solucoes. Nos anos 60, resultados devidos a Lions, Ladyzhenskaya e Serrin foram mos-
traram que, para o caso em que a dimensdo do espaco é n = 2, a solugao fraca obtida por
Leray e Hopf é unica e regular (veja [9] para mais detalhes). Desta maneira, o caso n = 2 esta
resolvido. Para n > 3, entretanto, o problema ainda estd em aberto e corresponde ao sexto
problema do milénio proposto pelo Clay Mathematics Institute (veja [6]).

No estudo do problema de Cauchy para as equagoes de Navier-Stokes, o interesse é encontrar
solugbes globais que sejam continuas no intervalo (0, 00) e tomem valores em algum espago de
Banach, cuja norma seja invariante sob a transformagao f(-) — Af(A:), para todo A > 0.
Tais espagos sao comumente chamados de FEspacos Limites para o estudo das equagoes de
Navier-Stokes, veja [20]. O motivo por que esses espagos aparecem naturalmente nos estudos
das equagdes de Navier-Stokes é simples. Se u(z,t) e p(z,t) resolvem (0.1)), entdo as fungoes
uy = Au(Ax, A%t) e py = A?p(Az, \*t) também resolvem o mesmo sistema, para todo A > 0. Em
outras palavras, esses espacos tém a mesma invariancia por scaling que as equagoes de Navier-
Stokes, no que diz respeito a variavel espacial x. Essa compatibilidade entre equagoes e espagos
tem se mostrado frutifera em obter estimativas onde constantes nao dependem do intervalo
de tempo, assim gerando resultados de boa-colocagao global, ainda que seja com condigoes de
pequenez no dado inicial.

Na teoria de espagos limites, também conhecidos como criticos, Kato provou em [15] a boa-
colocacao local do problema para dados pequenos e a boa-colocacao global para dados iniciais
ug em L™(R™). Desde entdao, muitos matematicos se dedicaram a provar o mesmo para espagos
maiores e que requerem cada vez menos regularidade do dado inicial uy. Nesse sentido, pode-se
citar o espago LP—fraco como uma extensao natural de L” e que contém fungoes homogéneas,
veja [1] e [31]. Giga e Miyakawa provaram em [II] resultados de boa-colocagdo para espagos
de Morrey, permitindo medidas como vorticidade para os dados iniciais. Ainda no framework
de espagos de Morrey, temos os trabalhos de Kato [I6] e Taylor [29]. Uma outra classe de
espagos que combina Morrey e LP—fraco foi considerada em [23] e [7]. Cannone em [3] e [4]
abordou a boa-colocacao global para dados iniciais pequenos em espacos de Besov, um espago
que permite dados iniciais oscilando rapidamente, e Kozono e Yamazaki em [19], consideraram
em espacos de Besov-Morrey que contém os espacos de Besov considerados por Cannone.
Um exemplo emblemédtico é o espaco BMO™! que foi estudado por Koch e Tataru em [17]. Esse
espaco é maximal no sentido que nao se conhece outro onde o problema seja bem-colocado
e que contenha BMO™!. Os espagos estudados em [19] também parecem ser maximais. Outro
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tipo de espacos sao aqueles cujas normas sao definidas via transformada de Fourier. Exemplos
deles sdo os espagos de pseudo-medidas PM?, considerados em [4] e o de Fourier-Besov, [1§]
e [I4]. Para um bom resumo deste campo de pesquisa, sugerimos o livro [20], onde o leitor
podera encontrar exemplos de outros espagos.

A presente dissertagao de mestrado é baseada no artigo de Yohei Tsutsui [30] intitulado
The Navier-Stokes Equations and Weak Herz Spaces. No artigo, o autor mostra existéncia de
solucoes locais no tempo quando o dado inicial uy esta em WKI?"q, além de existéncia global e
unicidade quando ug estd em WKg’oo com uma condicao de pequenez. Ainda, o autor mostra
estabilidade assintotica das solugoes globais obtidas e as imersoes em espagos de Besov B, 5,
além da inclusao dos espacos de Herz fracos em BMO~!. Essas imersoes sao tteis para localizar
a posicao dos espagos em uma familia de espagos onde se conhece resultados de boa-colocacio.
Nosso objetivo é estudar os resultados obtidos em [30], abordando os célculos em maiores de-
talhes e utilizando o maior espaco disponivel em uma dissertacdo, em comparagdo com um
artigo cientifico, para trazer os resultados de maneira mais clara, tornando este trabalho uma
fonte bibliografica de utilidade para futuras pesquisas neste ramo de pesquisa. Além disso,
estudamos a existéncia de solugoes autossimilares para as equacoes de Navier-Stokes e conside-
ramos o fendomeno da bacia atratora autossimilar, isto é, encontramos condigoes para as quais
as solucgoes encontradas se estabilizam préximas a solugoes autossimilares apds pequenas per-
turbagoes, conforme o tempo ¢ se torna suficientemente grande. A técnica para a estabilidade
assintotica utilizada por [30] é inspirada em alguns trabalhos prévios, tais como [4] e [5].

No que segue, damos uma descricao da organizagao desta dissertacao. No Capitulo 1 sao
estudadas algumas ferramentas basicas que ajudarao na abordagem do problema. Primeira-
mente, utilizamos a Transformada de Fourier e o Projetor de Leray-Hopf, bem como alguns
conhecimentos basicos de resolucao de EDPs para transformar as equacoes de Navier-Stokes em
equagoes integrais, nas quais se pode aplicar um argumento de ponto fixo (Principio de Con-
tragdo de Picard). Também, apresentamos e provamos alguns resultados sobre interpolagao
e espacgos de Lorentz, necessarios para varios argumentos utilizados no decorrer do trabalho.
Finalizamos o capitulo lembrando a definicao da funcao Beta, também utilizada em estimati-
vas, e a decomposicao de Paley-Littlewood, classica em Andalise Harmonica e necessaria para a
caracterizagao de varios espagos funcionais.

No Capitulo 2, apresentamos os espagos de Herz e de Herz fracos, trazendo suas definigoes,
propriedades basicas e imersdes envolvendo outros espacos relevantes no estudo das equacoes
de Navier-Stokes. Provamos também estimativas para o operador convolugao nesses espacos,
necessarias para as demonstragoes dos teoremas de boa-colocacao.

No Capitulo 3, trazemos os teoremas de boa-colocacao local e global. Mais precisamente,
mostramos a existéncia local de solugoes brandas quando o dado inicial esta no espago de Herz
fraco, bem como um critério de extensao, que ao ser obedecido garante que a solucao é global.
Mostramos ainda a boa-colocacao global para o espaco WK,(LOO, bem como a unicidade da
solucdo com certas condicdes de pequenez e suavidade do semigrupo do calor e*u.

No Capitulo 4, estudamos a estabilidade assintotica das solugoes globais obtidas no Capitulo
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3 e a existéncia de solugoes autossimilares quando o dado inicial ug é um vetor homogéneo de
grau —1. Por fim, mostramos a existéncia de uma bacia atratora em torno de cada solucao

autossimilar, obtendo uma classe de solug¢oes assintoticamente autossimilares.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Equacoes Integrais e Solucoes Brandas
Vamos considerar neste capitulo o seguinte sistema de equagoes

p(us+u-Vu) = pAu— Vp
Vou=0 (1.1)
u(z,0) = up(x),

ou seja, o sistema de equagoes de Navier-Stokes com somatoéria de forgas externas f = 0 e com
dado inicial conhecido igual a ug(z), em todo o espago R™.

Nesta secao apresentaremos a formulagao e o sentido de solugao que usaremos para estudar
o problema . A ideia é trabalhar formalmente para transformar as equacoes dadas em
equagoes integrais. Em seguida, desejamos encontrar solugoes para a formulagdo integral (o
que mais adiante chamaremos de solugoes brandas) e provar que esses candidatos sdo, de fato,
solugodes para o problema.

Uma simples mudanca de varidvel nos campos u(z,t) e p(x,t) nos permite assumir sem
perda de generalidade que p = p = 1. De fato, se encontrarmos um par (@, p) que satisfaz as
equagoes de Navier-Stokes para p = p = 1, entdo definindo u e p através das igualdades

t 1 t
p’p P\ p’p

temos claramente as seguintes relagoes:

2
Uy = Hut, u-Viu = H(u -Vu), Au= %Au, Vp = %Vp.
p p p

p
Portanto, de @; + o - Vi = At — Vp, e das relagdes acima, obtemos

2
B+ ﬁ(u -Vu) = %Au - %Vp,
pop p p

13



14
e multiplicando por B, chegamos em
1

1
ut+u~Vu:'ZAu—pr:>p(ut+u-Vu):uAu—Vp.

Como V - u = %(V ) = 0, temos portanto um par (u,p) que satisfaz as equagoes para fi, p
quaisquer. Assim, sem perda de generalidade, o problema de valor inicial para as equagoes de

Navier-Stokes pode ser reescrito como

u = Au— (u-V)u—Vp
V.u=0 (1.2)

u(z,0) = up.

O termo u - Vu da equagao (0.1 foi reescrito na equagao (|1.2) como (u - V)u. A diferenca
entre ambos ¢é apenas de notacao, visto que ambos representam o termo convectivo, isto é,
Uj—-.
o O
Agora, note que o termo acima ainda pode ser escrito de outra maneira, mais adequada para o

que vamos utilizar adiante. Considere o tensor u ® u = (u;u;)1<; j<n, € tome o seu “divergente”

em cada coordenada, isto é,

i=1 i=1
Como, segundo (|1.2)), temos que V - u = 0, segue que o termo acima terd, na sua j—ésima

coordenada,

n n n

=1 =1 i=1 i=1

n n
= ujV - U+ Zuz&u] = Zu,@iuj,
=1

i=1

g
[
=
5
!

a qual é exatamente a j—ésima coordenada de (u - V)u. Logo, temos que
Viu®u)=(u-V)u.
Assim, podemos reescrever as equagoes como

u=Au—V(u®u)—Vp
Vou=0 (1.3)

u(z,0) = up.

Note agora que
Vutzat(Vu) =0
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e que
V- (Au) = A(V-u) =0.

Logo, tomando o divergente na primeira equagao de (|1.3)), obtemos

n n

Ap=—-(VoV)(u@u)=—>> 0;0;(uuy;). (1.4)
i=1j=1
Vamos definir aqui o projetor P que seréd abordado de modo mais detalhado no fim desse
capitulo. O projetor P é definido explicitamente por
1

Bf=/-V}

(V-f)

e portanto temos que

PV(u®u) =V(u®u)— Vi(v (V(weu) =
1

=V(u®u)—VA

(Vo V)(u®u)).

Pela equacao (1.4}, obtemos que

1
PV(u®u) =V(u®u)+ VKAp =V(u®u)+ Vp.

Finalmente, substituindo a igualdade acima em (|1.3]), segue que

u = Au— PV (u ® u)
V.u=0 (1.5)

u(z,0) = up.

Vamos resolver o problema de Cauchy acima considerando —PV(u ® u) como um termo
forcante no lado direito de . Para resolver a equacao do calor nao-homogénea acima,
basta encontrar uma solugao para o problema linear homogéneo associado e aplicar o Principio
de Duhamel para obter a solucdo da equacao nao-homogénea. Desta forma, primeiramente
resolvamos o problema linear associado, isto é, o problema de valor inicial para a equacao do
calor. Para tal, basta aplicar a Transformada de Fourier em ambos os lados da equagao para
obter

Uy = (Au)".
a(&,0) = .

A equacao diferencial vetorial acima indica que na j—ésima coordenada temos
n N
Oritj = (Z 3<k,k)“j> :
k=1

Assim, como para quaisquer multi-indice o e fungdo f temos que (9, f)" = (2mi§)® f (&), segue
que

n
(9tﬂj == —47T2 Zéz@g == —47T2|§|2€Lj.
k=1
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Desta forma, obtemos
Oy = —4m? €] 0.

Usando varidveis separdveis na EDO linear de primeira ordem acima e o fato de que @(&,0) = g
chegamos a

~ ~  —Am2|€|%t

a(&,t) = tge ™ 1€,

1

— p—malx|? S50 £(&) = qn/20—7lE —
Agora, usando o fato de que, se f(z) = e ™*F entdo f(¢) = a™2e /2 tomando a = ol

segue que
1 _ |z
4

(4mt)n/? ‘

Substituindo essa identidade na anterior, obtemos

(61— 1 ee\” 1 e,
= —_— t fry _— t

Por fim, aplicando a transformada inversa em ambos os lados, encontramos a solu¢ao do pro-

(6—47r2|§|2t)v _

blema linear associado,
1 |z|2

(4mt)n/? ‘

Esta solu¢do pode ser escrita de maneira condensada como u = €'

u(x,t) = ug *

A A 4

ug, onde o operador e é o
semigrupo do calor, dado por

2 (@) = [ G (o) (1.6)
sendo G a Gaussiana,
1 a2
G@) = g

e Gy(z) =t7"G(%).
Agora, via variacao de pardmetros com a solugdo do problema homogéneo, obtemos a se-
guinte formulagao integral para a solucao de ([1.2)):

¢ ¢
u = ey — / e VAPV (u @ u)(s)ds = ePug — / Vel =)AP(u @ u)(s)ds.
0 0

tA

Note que, da bilinearidade de u®u e das linearidades dos operadores €=, V e da integral, segue

que o segundo termo do lado direito da equagado acima é bilinear. Em outras palavras, podemos

definir a forma bilinear

¢
B(u,v) = [ Vel=IB(u® v)(s)ds
0
e escrever
¢
u = ePuy — / Ve =92P(u @ u)(s)ds
0
u = e uy — Bu,u). (E.L)

As solugoes para (E.L.) serdo chamadas de solugoes brandas do problema (|1.2). Para poder
ser considerada uma solucao de fato, a solucao branda u deve ter alguma regularidade, para que
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as derivadas das equagoes originais fagam sentido. Mais que isso, o ideal seria que a regularidade
da solugao fosse C*°(R"™ x (0,00)). Caso a solugdo encontrada nao possua tal regularidade,
desejamos encontrar um tempo maximal 7' de existéncia onde a solugao seja suave em (0,7).

As equagoes (E.I.) estdo em maneira apropriada para nossa abordagem. Para resolvé-las,
nos utilizaremos do Principio da Contragao de Picard que garante solucao para equagoes da
forma

e =¢ey— Ble,e),

contanto que tenhamos algumas condi¢oes; primeiramente, devemos provar que a forma bilinear
B ¢é limitada em algum espago X7 relacionado ao espaco a que pertence o dado inicial ug. Além
disso, devemos provar algumas estimativas que garantirao que a iteracao do operador v
e'®ug — B(v,v) encontrara um ponto fixo, que serd a solu¢io branda procurada. Acreditamos
que o resultado, apesar de ser classico e poder ser encontrado facilmente em muitas bibliografias,
merece demonstragao por ser uma das ferramentas centrais na demonstragao da existéncia de

solugoes.

Proposigao 1.1.1 (Principio da Contragao de Picard). Seja E um espago de Banach e seja B

uma forma bilinear limitada de E x E em E satisfazendo

1B(e, Nz < Collelle 1 fl|&-

Entao, se 0 < § < ﬁ ee € E ¢é tal que |leo|lp < 9, a equagio e = ey — B(e,e) tem

uma solugio com ||e||p < 20. Essa solugio é tinica na bola fechada B(0,26). Ainda, a solugio
depende continuamente de eg; se || follg < 0, f = fo— B(f, f) e||flle <26, entao |le — f||p <

1
174035“60 — folle-

Demonstragao: Vamos construir e por iteracdo. Comecamos com eg e definimos induti-
vamente uma sequéncia e, como e, = eg — B(en, e,).

Por indugao, podemos mostrar que ||e, || < 24. De fato, j& temos por hipdtese que ||eg||p <

9 < 20, e supondo ||e,||g < 20, temos que
lent1llz < lleolls + Cllenl[z < 6 +4Cp6% < 26.
Ainda, temos que

llent1 — enlle = || = Blen, en) + Blen—1,en1)||e =
= || - B(@n, en) + B(en—la en) - B<6n—17 en) + B(en—lu en—l)HE =
= HB(en - €n,1,€n) + B(enflu €n — enfl)HE S

< Cgllen — en-1l|e llenllE + Crllen-1l|E |len — en-1lle < 4CES||en — en-1||E;

Logo, ||ent1 —enllr < (4CE)"™||e1 —ep]|g- Como 4Cp < 1, temos que (e,,) é sequéncia de Cauchy
que converge a um limite e que é a solucao procurada, ja que E é um espaco de Banach. Ainda,
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como o espago E ¢ Banach, a unicidade de e em B(0,24) é imediata. Falta apenas mostrar a
dependéncia continua de eq. Basta escrever

e_f:eo_fU_B(eae)_'_B(faf):
:eo—fO—B(e,e)+B(f,e)—B(f,e)+B(f,f):eg—fO—B(e—f,e)—B(f,e—f),

o que nos da

lle = flle < |leo — folle + CBllelle lle — flle + Csllfllelle — flle
< lleo — fol|e +4CBd|le — fl|&-

1.1.1 A Decomposicao de Weyl-Helmholtz

Na secao anterior, deduzimos as equagoes integrais (E.I.) que nos permitirao abordar o pro-
blema em espagos de Herz fracos, objeto de estudo deste trabalho. Para chegar a essas equacoes,
nas secoes anteriores introduzimos diretamente o operador de Leray-Hopf P de maneira formal.
Discorreremos agora sobre esse projetor, apresentando primeiramente sua definicao em LP e
depois comentando como sua definicao pode ser estendida para outros espacos.

Seja D um dominio em R™. Para p > 1, seja LP(D) o espago das fungdes em D integraveis
a p—ésima poténcia. Esse espaco é Banach equipado com a norma usual

fully = ([ Jua)r)”

Denotamos por H"(D) o espaco de Sobolev sobre D que contém as funges que estao em LP(D)
juntamente com todas as suas derivadas de ordem menor ou igual a m. Para 1 < p < oo, sendo

D um dominio limitado com bordo suave S, definimos os espacos

LP(D)

X, ={ue C>®(D);V-u=0}

G, ={Vq;q€ H)(D)},

onde C2° denota o espago das fungdes suaves com suporte compacto em D.
Temos a decomposigao de Weyl-Helmholtz (veja [25])

(D)= X, & G,,.

Essa decomposicao, explicitamente falando, descreve qualquer funcao em LP como soma di-
reta de duas funcoes, a primeira sendo limite de fungoes suaves, de suporte compacto e com
divergente nulo, e a segunda sendo o gradiente de uma funcao em H;(D).

Podemos descrever X, explicitamente. Considere o problema de Neumann

Aq:V-femD,@:f-vemS,
v
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onde v denota o vetor unitario interior normal a S. Dada a funcdo f, resolve-se o problema
acima para encontrar q. Entao, P pode ser definido como

Pf=f—Vq.
Isso nos dé a caracterizacao explicita de X, como
X,={ueIlP(D);V-u=0em D, u-v=0em S}

Note que a definicdo acima nos diz que f = Pf + Vg, que condiz com a soma direta
apresentada, ¢ também condiz com a definicio de P introduzida na deducio de (E.L). E
interessante observar que se uma fun¢ao u dada tem divergente nulo, sua projecao Pu sera ela
propria. Esse fato sera usado diversas vezes ao longo deste trabalho. Ainda, pode-se notar que
a projecao P do gradiente de uma funcao qualquer é a funcao nula. Desta forma, podemos
aplicar o projetor P na equagao e obter diretamente.

Por fim, note que ao modificar as equagbes de Navier-Stokes para trabalhar com (E.IL.),
perdemos o campo pressao p e passamos a procurar apenas o campo u. Para recuperar a
pressao, basta usarmos a equagao que nos da

p=(—-A)" i i 9;0;(ujug).

Desta forma, podemos nos preocupar apenas em encontrar a solu¢ao branda u de (E.I.) e provar
existéncia e regularidade de solugoes, ja que o campo pressao p pode ser recuperado a partir
de u.

Considerando-se o caso D = R™ e p = 2, obtém-se o projetor como P : L*(R") — LZ(R") =
{ue L*(R"); V-u=0em S'(R")}. Além disso, pode-se expressar P = (P} ;) como uma matriz
de operadores onde Py ; = 6;; + RyRj e R; = (—A‘l/z)ﬁj sao as Transformadas de Riesz
(veja [12), p.259],[16]). Desde que as transformadas de Riesz podem ser estendidas para outros

espagos, segue que o mesmo pode ser feito com o projetor de Leray-Hopf (veja [20]), [16].

1.2 Interpolacao e Espacos de Lorentz

Nesta se¢ao, veremos alguns elementos da teoria de interpolagao de espagos e definiremos os
espacos de Lorentz que também sao amplamente utilizados no estudo das equagoes de Navier-
Stokes.

1.2.1 Interpolacao de Espacos

Um funtor de interpolacio F associa um par de espagos de Banach (A4, A1) =: A a um

terceiro espago de Banach F(A) C Ayp + A; =: X(A), definido de tal forma que, se T é um

operador sublinear limitado de Ayg em By e de A; em By, entdao T' também ¢é limitado de F'(A)

em F(B). Existem diversos métodos para se obter esse tipo de espa¢o. Aqui, vamos abordar
apenas o i —método de interpolagao real. O conteudo desta se¢ao é baseado no livro [2].
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Definicao 1.2.1. Sejam Ag, A1 espacos de Banach. Parat > 0, a € Ay + Ay, definimos o
K —funcional por
K(t,a) = K(t,a,A) = inf ([laolla, +tl|as][4,)-

a=ag

Note que K (t,-, A) ¢ uma norma no espaco de Banach 3°(A). Além disso, para todo a € X(A)
e t > 0 fixado, tem-se
K(t,a) <max(1,t/s)K(s,a). (1.7)

Defini¢ao 1.2.2 (K—método de Interpolagio). Para 0 < 0 < 1 e 1 < g < 00, 0 espago de
interpolagio Ag = [Ao, A1lo g € definido como

Agg ={a € X(A) : |lal]4,, < 00},
onde

t)

|al| _ f(?o(t_eK(@@,Z))qﬂ se0<f<1l,1<qg< >
Ao Supt>0 t_eK(tu CI/,Z), se 0 < 9 < 1’ q = OQ.

Vamos mostrar a seguir que o espago Ag, ¢ de fato um espaco de interpolacao. De fato,

vamos mostrar que o funtor [-, -]y, x ¢ de interpolagdo exato de expoente 0, isto é,

1710,y < T 1150080171, 5,

sem que se faca necessaria a presenca de qualquer constante.

Proposicao 1.2.3. O funtor [-,-|gqx € um funtor de interpolagio exato de expoente 6. Além
disso, temos que
K(s,a,A) < 7p45°||a

0,q,K >

onde vy, € uma constante que depende apenas de 0 e q. Desta forma, o espago Ay, € um espago
de interpolacao exato de expoente 6.

Demonstragao: Podemos reescrever a desigualdade (1.7]) como
min(1,t/s)K(s,a) < K(t,a). (1.8)
Defina a quantidade ¢y, da seguinte forma

A0 )1% se0<f<1,1<g<o0

t?

sup,-o(t?f(t), se0<0<1,q=o0.

Po.q(f(1)) = {

Observe que ¢g 4 € tal que se f(t) < g(t), entdo ¢gq(f(t)) < ¢o,4(g(t)). Também, temos que
lallay, = do.q(K(t a, A).
Aplicando ¢y, na Equacao (1.8), obtemos

Po.q(min(L, 1/5)K (s, a)) < dgq(K(1,a)) = [[al4,,- (1.9)



Agora, se s > 0, para ¢ < 0o, segue que

ol U= </ooo<t9f<t/s>>qf)l/q

d(t/s))”g

= ([Tt

= s""004(f(1)).

Logo, ¢g4(min(1,t/s)) = s ¢y ,(min(1,1)).
Podemos calcular o lado direito da equacao acima explicitamente:

$9,q(min(1,1))7 = /Ooo(tg min(l,t))qcit

1 dt o0 dt
_ [ a-0e% / 4—0q 4
/0 t * 1 t
$(1-6) ' +—va |~
= +
(1—=0)a| ~ —fq|,
1 1 1

- =
(1-0)g 0qg q(1-06)0
Desta forma, chegamos a

1 1/q
ontiin0) = ()

e portanto
1 1/(]
. —0 -6 —
dnalin(, /) =57 (L) = sl

Logo
K (s, a, A) < 70,45 llal|,,-

Para g = oo, podemos escrever
D0.00(f(t/5)) = sup(t™* f(t/s)) = s~ sup((t/s) " (t/)) = s~ d0.e(f(1));

o que 1nos da ¢g o (min(1,t/s)) = s %¢p o (min(1,1)).
— tl 0
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Observe que para t < 1, temos que t~(min(1,t)) = t'7% é crescente, e para t > 1,

t=%(min(1,t)) = t~% é decrescente, e portanto possui um maximo global em ¢ = 1. Assim,

$p.00(min(1,¢)) = 1, e portanto, podemos tomar a constante vy, = 1 e obter novamente

K(37 Cl, Z) S ’}/9’0080”&‘ |A0,q‘

Agora, suponha que T : A — B seja limitado nesses espagos, com A = (A4y, A1) e B =

(B(),Bl). Sejam MO = ||T||A0,Bo (§ M1 = ||T||A1,Bl- Entéo,
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K(t,Ta,B) < _inf ([|Taol|s, +tl|Tasl|s,)

a=ao+ai

< inf  (Mollao||a, + tMi|as]|a,)

a=ao+ai

. Ml
=M, in <||a0||A0—|—t%||a1||A1)

a=ap+ai1

= M()K(tMl/Mo, CL,Z).
Basta agora usar ¢y ,(min(1,t/s)) = s ¢y ,(min(1,¢)) com s = % e obter

[Tallz,., = b0q(K (¢, Ta, B))
< MOK(tMl/MOJ G,Z)
M\ ~? _
=My (57)  dnalE (0, A)

= My~"M{lal| 4,

Desta forma, provamos que o K —método caracteriza, de fato, um funtor de interpolagao
entre espacos exato de expoente 6. [ ]

1.2.2 Espacos de Lorentz

Os espacos de Lorentz LP? foram introduzidos em 1950 por G. Lorentz em [22] e sdo ge-
neralizacoes dos espacos LP. Os espacos de Herz fracos tém sua definicao baseada em normas
L7 e além disso algumas identidades e estimativas que utilizaremos tém base na teoria dos
espacos de Lorentz. Isso motiva a caracterizacao desses espagos e a apresentacao de algumas

de suas propriedades. Comecemos relembrando duas func¢oes auxiliares que serdo usadas na
definicao de LP1.

Definigao 1.2.4. Seja f : R® — R mensurdvel. A func¢io distribuicao dy : [0,00) — [0, o0]
associada a f é definida por

ds(s) = {z € R : [f(2)] > s},
sendo | - | a medida de Lebesgue em R™.

A funcao distribuicao dy nos da informagao sobre o “tamanho” de f, mas nao sobre o
comportamento de f propriamente dito em um ponto especifico. Nesse sentido, pode-se notar
pela definicdo que a distribuicao é invariante por transla¢ées. Também da defini¢ao, pode-se

ver que dy é nao-crescente.

Defini¢ao 1.2.5. Seja f : R" — R. A fungao rearranjo f* : [0,00) — [0,00] de f é definida
como

fr(t) = ig(f){s > 0:dg(s) <t}
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A funcao rearranjo de f também é nao-crescente. Uma propriedade importante envolvendo
f e f* é que ambas possuem a mesma funcao distribuicdo. Desta forma, lembrando que a
norma LP de f pode ser caracterizada através da sua distribuicao pela identidade

Il =p [ sy (s)ds,

temos que f e f* possuem a mesma norma LP. Em outras palavras, se f € LP, 1 < p < o0,

1= ([T wra)”

Reescrevendo a identidade acima, podemos obter a seguinte expressao para a norma LP de f

entao

1/p

il = ([ @)
Isso motiva a introdugao de uma generalizacao para LP, os espacgos de Lorentz.
Definicao 1.2.6. O espaco de Lorentz LP9 é definido como o espago de todas as fungoes men-
surdveis f : R™ — R tais que || f|[5 , < oo, onde
1
FI[, = (fooo[tl/pf*(t)]th/t) /q, se 0<p<oo, 0<qg<o
e Supso t'/7 f*(1), se  0<p<oo,g=00

Vamos fazer algumas consideragoes sobre os espagos de Lorentz. Quando p = ¢, temos
LPP = [P pelo que foi discutido acima. Para ¢ = oo, LP*° é chamado espago LP—fraco. Assim
como em LP e [P—fraco, duas fungoes em LP? sdo consideradas iguais se sdo iguais em quase
todo ponto. No que diz respeito a relagoes de scaling, os espacos de Lorentz possuem a mesma

relacdo que LP, como demonstrado a seguir.

Proposicao 1.2.7. Seja € > 0. Entdo,
1FENM5g = 11f 1
Demonstracao: Para ¢ > 0 seja 6°(f)(x) = f(ex) o operador dilatagao. Temos que
dye(p)(s) = € "dg(s)

e que
(0°(f))"(t) = f7(e"1).
Entao, para 0 < ¢ < oo, segue que

1/q

Bl = ([ =y 01raet)
= </Ooo[t1/pf*(5"t)]th/t) v
= ([T apant) = g

*
p,q°
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Para g = o0

160 = spE P01 (6) = sup /2 (")
= e TP sup(e™t) VP fH (") =

t>0

[
Os espagos LP9 formam uma cadeia encaixada quando aumentamos o indice g. Este é o

contetido da proxima proposicao.

Proposicao 1.2.8. Sejam 0 < p < oo e 0 < g <r < oo. Entao, existe uma constante ¢, g,
que depende apenas de p,q,r, tal que

||f||p7 Cpq’r‘“f“pq

Em outras palavras, LP? C LP" e essa inclusao é continua.

Demonstragao: Caso r = co. Como f* é ndo-crescente, temos f*(t) < f*(s) para s € (0,1),

o que nos da

p,q°

Tomando o supremo na desigualdade acima, obtemos

1/q
1711 < (g) 11 (1.10)

Caso r < 0o. Temos

o0 0o 1/r
i1, = ([ werore) < (] tr/p[f*w-q)”(f<>>q/fr‘“)

t
o0 d
<t ([ emmerd)”

) d 1/r
e ([ ors) < i

t

Usando a desigualdade ((1.10) na desigualdade acima, obtemos

(r—q)/rq
% q
1, < (p)

p.q-
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u
Os funcionais || -[|* . geram uma topologia natural em LP9, o que faz dos espagos de Lorentz
espacos vetoriais topoldgicos. Entretanto, a desigualdade triangular nao vale para esses espacos.

Para eles, temos apenas a estimativa
1f + gllyq < 27 max(1, 20D\ (|| f[[5, + ll9ll;,):

A desigualdade triangular nao é satisfeita e de fato os espagos de Lorentz sdo apenas quase-
normados. Contudo, a topologia de LP9 é metrizavel para 1 < p < oo. De fato, podemos definir

uma norma equivalente a quase-norma de Lorentz, usando uma funcao auxiliar f** dada por

() = 1/{; f*(s)ds, para t > 0.

Defina y
1l = (fooo[tl/pf**(t)]th/t) " se 0<p<oo, 0<q< oo,
P Sup,-o /P £ (1), se 0<p<o0,q=00

Vamos mostrar que a norma ||-||, 4 € a quase-norma ||-[|* = sdo de fato equivalentes. Para isso,
precisaremos da desigualdade de Hardy, um resultado classico cuja demonstragao omitiremos.
Para uma demonstragao, veja por exemplo [2§].

Lema 1.2.9 (Desigualdade de Hardy). Sejam 1 < p < o0, 1 < g < o0, p' 0 conjugado de p e z

uma fungdo ndao-negativa. Entdo,

l/ooo [x;/p I8 Z“)dt] q “ <o [ )] "

Estamos em condigoes de provar a equivaléncia entre || - [[5 e || - ||,

1/q

Lema 1.2.10. Seja f € LP9 com1<p< o el <qg<oo. Entao

* p *
||f||p,q < ||f p,q < ]lepr,q

Demonstragao: A primeira desigualdade segue diretamente do fato de que f* é nao cres-
cente. De fato, temos que

1t 1t
£ty =5 [ s = 5 [ s = £,
o que nos da

1l = ([ pa) < ([T @) =11l

Agora vamos mostrar a segunda desigualdade. Para o casoemquel <p<ooel < g < o0,
basta aplicar a desigualdade de Hardy com z = f* para obter
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1/q
[t1/P f(t) ]th/t)

(!
(15 L)
p (/ e @part)

= pj”f”p,q

Para o caso 1 < p < 00 e ¢ = o0, temos
tl/pf** _ p- 1/ F*(s
— tl/pfl/ s’l/psl/pf*(s)ds
0
<Al 57
= e

Tomando o supremo, segue o resultado. [ ]

1 llpa =

IN

Uma vantagem de usar || - [|,, em vez de || - |[5 . é o fato de que a primeira quantidade ¢
uma norma. Para verificar isso, usaremos o seguinte lema.

Lema 1.2.11. Se E € mensurdvel, entdo

(i) Jp |fldz < f7) e (t)dt;

(ii) Set >0, entao existe Ey mensurdvel tal que |Ey| =t e

[ 17kde = [ £ (s)as

Omitiremos a demonstragao desse lema, por se tratar de um lema técnico, cuja demonstragao
se baseia em varios outros lemas que fogem do escopo deste trabalho. Para uma demonstracao,
veja [28].

Uma consequéncia do Lema é a igualdade

sup [ |1z = [ (s)ds

|E|<t/E 0
Se f nao é identicamente nula em quase todo ponto e t > 0, o lado esquerdo da equacao acima
é positivo. Além disso, vale a “desigualdade triangular”:

(F oy =7 [/ +9)(s)ds

=~ swp [ |f + glds

U |B|<t

1 1
< — sup |f|da: + - ; sup |g|dx
|E|<t t|B|<t

=71 +97 ().
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Usando os fatos acima, temos que || - ||, , ¢ uma norma. Vamos utilizar ambas as quantidades,
visto que cada uma tem suas vantagens. Ao passo que ||-]||,, é uma norma, temos que qualquer
funcdo f que satisfaca ||f||l1, < oo para 1 < ¢ < oo, deve ser nula em quase todo ponto,
como ¢ mostrado em [28]. Logo, || - ||1, nao define uma extensao satisfatoria de L'. Para uma

demonstragao de que os espagos LP? sao Banach, veja [2§].

Lema 1.2.12. Os espagos LP9, com 1 <p < o0 e 1 < q < oo, equipados com a norma || - ||p.q,

sao espacos de Banach.

Para conveniéncia do leitor, relembramos também a desigualdade de Young, que serda utili-
zada em alguns dos lemas do Capitulo 2. Para uma demonstracao, ver [§].

Lema 1.2.13. Sejam 1 < p,q,r < oo satisfazendo %D + % = % + 1.
(i) [Desigualdade de Young| Se f € LP e g € L9, entdo fxg € L" e
1Lf gl < 1 fpllg]lq-

(ii) [Desigualdade Forte de Young| Suponha também quep > 1,q>1er <oo. Se f € LP ¢
g € Li—fraco, entio fxge L e

1 = gl < el fllnllg

(iii) Suponha quep=1er=q>1. Se f € L' e g € LI—fraco, entio f x g € Li—fraco e

1S # gllg.0 < el f]1-

Vamos enunciar agora um resultado classico da teoria de interpolacao em espagos de Lorentz

q,00°

que fornecerd uma caracterizagao alternativa para LP4. Para uma demonstracao, veja [2].

Proposicao 1.2.14 (Reiteracdo para espacos de Lorentz). Sejam 1 < ¢q,q2 < o00. Sejam

p%, com 0 < X\ < 1. Se p; # po, entdo

[Lm,(h7 me]/\’q = [P,

' 1 1-A
0 <p1,p2 < 00 tais que 5 = 22 +

A igualdade continua verdadeira no caso p1 = ps = p, contanto que % = 1;—1’\ + q%.

Uma consequéncia imediata da proposicao anterior ¢ a caracterizacao

Lt = (L', L] (1.11)

1-1/p,q
, a qual é muito utilizada na literatura, sendo inclusive dada como defini¢ao para os espacos de
Lorentz em algumas referéncias, como em [20]. Do Teorema de Reiteracdo acima e do que foi
abordado sobre espacos de interpolagao, temos que um operador sublinear 7' limitado em dois
espacos de Lorentz serd também limitado no espago de Lorentz resultante da interpolagao dos
dois primeiros. Mais precisamente, temos a seguinte proposicao.

Proposiciao 1.2.15. Seja T um operador sublinear limitado em LPY™ e em LP*"2, com 1 =

P
=2 p%, 0 < A < 1. Entao, para todo 1 < q < 0o, existe B tal que

4t
T fllpq < Bl flp.as
para toda f € LP9.



28

1.2.3 A Funcao Beta

Para fazer estimativas de normas e integrais nas demonstragdes dos teoremas de boa-

colocagao, frequentemente trataremos com a funcao Beta. A seguir, relembramos sua definicao.

Definigao 1.2.16. Sejam x,y > 0. Definimos a func¢io Beta como a integral

B(z,y) = /01 =11 — )9t

Observacao 1.2.17. A funcao beta € finita para x,y > 0. De fato,

Blx,y) = /1/2 71— ) ldt + 1 "1 — ).
0 1/2
Observe que para t € [0,1/2] e y tal que 2179 < 1, temos que (1 — )" < 1. Por outro
lado, se 1 < 2'7Y entdo y < 1 e portanto (1 —t)V"' < 1 —t < 1 < 2'7% Ou seja, para
t € [0,1/2] temos que (1 —t)¥~! < max(1,2'7%). Analogamente, para t € [1/2,1] temos que
t*~1 < max(1,2'77). Assim, obtemos

1

1/2
B(x,y) < max(1, 21_y)/ t"1dt + max(1,2'77) // (1—t)vtdt
0 1/2

1 1
<2-27"42-27Y < o0.
Z Y

1.3 A Decomposicao de Littlewood-Paley

Em Analise Harmonica a decomposicao de Littlewood-Paley aparece como uma poderosa
ferramenta para a obtencao de teoremas de multipliers. Outra aplicacao da teoria de Paley-
Littlewood ¢é a definicdo e manuseio de varios espacos funcionais. Tal decomposicao é baseada
nos operadores S; e A;, definidos abaixo. De fato, estes operadores e a decomposicdao de

Littlewood-Paley dependem de uma funcgao base ¢.

Definicao 1.3.1. Seja ¢ € S uma funcao real e radial, cuja transformada de Fourier seja tal que
0 <€) <1,0(6) =1selé <3/4e() =0se S| >3/2. Seja também 1) (x) = 2"¢(2x) —¢(x).
Denotamos por S; o operador S;f = f * ¢o—i e por A; o operador A;f = f *1y-;, onde o
indice em ¢ e ¢ significa hy(x) = k~"h(x/k).
Por fim, o conjunto {S;j, A;}jez satisfaz
I=S+) A
Jj=>0

e ¢ chamado de Decomposi¢cio de Paley-Littlewood da unidade.

Com o que foi abordado nesse capitulo, temos um conjunto de ferramentas para estudar os
espacos de Herz que s@o os espacos onde desejamos estudar as equacoes de Navier-Stokes.



Capitulo 2

Os Espacos de Herz e de Herz Fraco

No presente capitulo, apresentaremos os espagos que serao objeto central de estudo do tra-
balho. Apresentaremos também algumas de suas propriedades fundamentais e desenvolveremos
algumas ferramentas necesséarias para a resolucao do problema central, ou seja, encontrar solu-
¢oOes brandas para . O contetdo desta se¢ao ¢ baseado nos artigos de Tsutsui [30] e Miyachi
[24].

Ao longo do trabalho, usaremos a notagdo A < B para representar A < c¢B, onde ¢ é
alguma constante positiva universal. Também, A ~ B significa ¢c; B < A < ¢ B com constantes
positivas ¢; e ¢o. Ao longo das demonstracoes, ¢ denotard uma constante universal, mas que
pode ser diferente de uma linha para outra.

Por motivos de simplicidade, utilizaremos o seguinte conjunto de notagoes para as normas
abaixo. Usaremos ||f||, para denotar a norma de f em L” e || f]|, o denotard a norma de f em

17l = ([ 1r@rar)”

1 f{lp.0 = ililg)\’{m | f(2)] > A}V

Ainda, ||f||,,r denotara a norma de f em LP(E), e || f||.c0,r denotara a norma de f em LP*°(E),
ou mais explicitamente,
1/p
vo= ([ lf@pdr) ",

e = sUp A € B2 [f(a)| > A}

LP—fraco, isto é,

1

2.1 Definicoes e Propriedades Basicas

A seguir definimos os espacos de Herz e de Herz fraco.

Definicao 2.1.1 (Espagos de Herz). Sejam 0 < p,q < 0o e a € R. Definimos o espago de Herz
Ko (R™) como .
K (RY) = {7 € (R 0)) - I|fllics, < oo,
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onde

1/q
HfHK;q = (Z QquHquAk) )

kEZ

no caso q < 0o, e com a modificacdo usual para o caso g = 0o, ou seja,
. - k
fllkg. = sup 2 S b0

sendo Ay == {x € R": 2" < |x] < 2F}.

Defini¢ao 2.1.2 (Espaco de Herz Fraco). Sejam 0 < p,q < 0o e a € R. Definimos o espago
de Herz fraco WKgq(R”) como o espago das fung¢oes mensurdveis tais que

1/q
W lwig, = (Z 2k“q|\f|\quk) < 00,

kEZ

com a modificacao usual no caso ¢ = 00, ou seja,

11w s, = sup 21 £llpoo.a0:

para p < 0o, e com a convengao L (Ag) = L®(Ag).

s

Exemplo 2.1.3. Um exemplo de func¢do que estd em WK;’jq é

onde ), := (%2’“’1,0,0, ..,0) € R™
De fato, temos o sequinte:
Para A > 0,5 € Z, se v € A; N B(xj, 279oP/m \=P/") " entdo

2
f(‘r)_|x_xj‘n/p> '
Logo, A;jN\ B(z;,2779P/m\=P/") C {x € A; : |f(x)| > A}. Por outro lado, sex € Aj e |f(x)] > A,

entao A
—ja

|z — a;["P < = |z — x| < 20P/P AP,

Logo, {x € A; : |f(z)| > A\} C A; N B(x;,277°P/m\7P/") ¢ temos igualdade entre os conjuntos
Desta forma, temos

[1/1lpoc.a, = sup A{z € Ay« | f(w)] > A}YP = sup A|A4; N Blay, 27F/mA7Pm) |12
A>0 A>0

< sup )\(Q_ko‘p)\_p|Bl|)1/p = sup Q_ka|Bl|1/p = Q_ka|Bl|1/p.
A>0 A>0

Logo, sendo By a bola unitaria,

A llwig, = iUEQka\\pr,oo,Ak < sup | B[P = | By|'? < o,
’ € €

efe WKgq.
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Observamos aqui que os espacgos definidos acima sdo comumente chamados de espacos de
Herz homogéneos e espacos de Herz fracos homogéneos. Como utilizaremos apenas estes espagos
e nao abordaremos suas versoes nao-homogéneas, omitiremos a palavra “homogéneos” durante
o trabalho.

Outro tipo de espaco que sera utilizado nos teoremas é o que chamamos de espaco de Herz
fraco “suave”, WI'C;‘,,], que tem como caracteristica adicional a convergéncia do semigrupo do
calor quando t tende a zero pela direita, isto é

WKs, ={f€ WG lime'Sf = f}.

O leitor pode observar que os espagos de Lebesgue sao casos particulares de espacos de Herz.
Para p < oo, temos que K;fp = LP(|z|*Pdx) e fll e . = [l|z]* f||L>. Em particular, os espagos
K[?,p sdo equivalentes aos espacos LP. Ainda, como L = L*°, a norma de WK 00 tAmbém
é equivalente a norma L.

Comecemos a estudar os espagos de Herz verificando como se relacionam entre si quando
variamos seus indices a, p, q.

Lema 2.1.4. Sejam 0 < p;,q;,p,q < 00, i € {0,1} e a € R. Entao, sio vdlidas as sequintes
relacoes de inclusdo:

(i) K;’;q C K;hq, sepr <pyey=a—n(l/py—1/p);

(ii) WK;‘M C WK]'th, sepr <pyey=a—n(l/pr—1/ps);
(iii) ngql C ng%, se q1 < qo;

(iv) WKgql C Wf(gqu se q1 < qo.

Demonstracgao:

(i) Primeiramente, vamos mostrar que

HfHPLAk < 2kn(1/p171/p2)Hprz,Ak' (2'1)

Como p; < po, segue que Z—f > 1, e podemos aplicar a desigualdade de Holder. Assim, temos
que

Fa = [ 1f@)P e = [ 17" ade

1—
= [l

< (Jir@radn)™" ([ xac) "

— Hf”g;,Akan(l*pl/Pz)’

o que nos da (2.1)). Multiplicando por 27 em ambos os lados, obtemos

2k7||f|’p1,Ak < 2ka“f“p2,/\k7
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e somando em k, chegamos a

11l

P1,9

< [1flis

p27q’
o que implica na inclusao desejada.
(ii) Procederemos de forma semelhante ao caso (i). Vejamos que

[1F1lps 0, < 2P| F]ly 0,
De fato, novamente por Holder,
o€ A 7@ > M= [ xqssnda
= /X{|f|>)\}XAkde’

1—
=[x/,

p2/p1 p1/p2 1-p1/p2
(s (o)

= |[{z € Ay, : |f(x)] > A}|Pr/p2okn(=pi/p2)

pl/mdm

e portanto,
Ao € At |f@)] > M < Al € Av: [f()] > A rgim-en
Multiplicando ambos os lados por 2*7, obtemos
I\ € Ay |f(x)] > NP < 2P N{x € Ay - |f(z)] > A}/
Por fim, tomando o supremo em A\ em ambos os lados, segue que

1w, < 1w,

p1.9

iii) Considere a sequéncia (ag) := A, )rez- Observe que, para qualquer ¢, a norma
C‘ id énci 25 | £11p.a, Ob 1
de f em K, nada mais ¢ que a norma em [? da sequéncia ag. Assim, da inclusao [ C [,
segue que

111, < 111l -

(iv) Aqui, o argumento é o mesmo que no caso (iii), mas para a sequéncia

(ax) = (2ka|‘pr,oo,Ak)k€Z'

[ |

Na demonstragao acima, observamos que as normas || - || kg, © - lw kg, S840 normas [ de

sequéncias baseadas em normas nos espacgos L” e LP-fraco, respectivamente. Essa caracteriza-

¢ao dos espagos de Herz nos permite abordar a interpolagdo desses espacos, apenas com uma

modificagdo no Teorema de Interpolacao de Marcinckiewicz. De fato, trocando-se |f(z)| por

|| f]|a, onde A é um espago quase-Banach, obtemos um resultado que generaliza a interpolagao
dos espagos [P. Para enuncia-lo, vamos definir os espagos I (A).
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Definicao 2.1.5. Seja A um espaco quase-Banach. Para @ € R e 0 < g < o0, definimos por
I$(A) o espago

1/q
lg(A) = q (ar)y : ar, € A, (Z 2k“qllakll?4> <00,

kEZ

com a modificacdo usual no caso ¢ = oo, isto €,
IS (A) = {(ak)k tag € A, iUEQkaH@k”A < oo}
S

Podemos agora enunciar o Teorema de Interpolacao Generalizado de Marcinckiewicz, cuja

demonstracgao pode ser encontrada em [12] e [27].

Proposigao 2.1.6. Seja A um espago quase-Banach, ay,as € R e 0 < q1,q2 < 00. Entdo,
(), 12 (M), =15(A),
dado que%zlq—:(’+;%,a=(1—6’)a1+«9a2 e0<d<1.

Em particular, se A = L? e a, = fxa,, temos Kgq ese A = LP™ e a, = fxa,, temos
WKI‘ff . Desta forma, temos a seguinte caracterizagao da interpolagio de espacos de Herz.

Corolario 2.1.7. Sejam 0 < p,q1,q2 < 00 e a1,y € R. Entado,

K5 K, = K

P91’ 7" D,q2 p,q’
€
o o o o
{WKP#II ) WKPvQQ} 67(] - WKp7q7

1_1-0 0 . _
dado que ;. ="=+ " a=(1—-0)ar+0a e 0 <8 <1

A seguir, traremos as defini¢es de alguns espacos auxiliares ja conhecidos, além de enunciar
e demonstrar alguns lemas que serao essenciais nas demonstragoes dos principais teoremas deste
trabalho.

Como ja falamos no primeiro capitulo, durante o processo de encontrar espacos maiores para
os quais ha a boa-colocacao das solugoes para as equagoes de Navier-Stokes, alguns trabalhos
consideraram o caso em que os dados iniciais estao nos espacos de Morrey. Vamos relembrar a
sua definicdo e em seguida mostrar a inclusao continua dos espacos de Morrey nos espacos de
Herz.

Defini¢ao 2.1.8 (Espagos de Morrey). Seja 0 < ¢ < p < 00. Definimos o espago de Morrey

M? como o espago das fungoes mensurdveis tais que
11
ez = Sgp|Q|” | fllg@ < oo,

com o supremo tomado sobre todos os cubos Q).
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Lema 2.1.9. Para 0 < q < p < 00, tem-se a imersao continua

. (l 1)
Mp<—>Kq,o£ L

q

Demonstragao: Pela definicao, temos que

1511 g = 50025 D llircay < s0p A0S o
Agora Sendo Q. o cubo de lado 2F centrado na origem, temos que |Ax| < |Qx| e de g < p segue
que % > — 5 >0, logo \Ak| D < ]Qk\ . Ainda, como Ay C Qk, temos || f|ga, < ||flle.0k-
Logo,
1_1 11
Al wjob S ilelzple!(” V[ fllgar < sgplQl(” N flloe = 11f1]z-

[ |

Vejamos a seguir que os espacos de Herz estdo entre o espago de Schwartz e seu dual, com

inclusdes continuas. Isso nos diz que esses espacos contém fungoes com um “comportamento

bom”, e também nos permite um ambiente geral adequado para certas propriedades, como por

exemplo, a unicidade do limite no espago das distribuigoes temperadas. Para conveniéncia do
leitor, relembramos as defini¢oes de S e §'.

Definigao 2.1.10 (Espago de Schwartz). Definimos o espago de Schwartz S como o espago das
fungoes rapidamente decrescentes, ou mais especificamente,

S:={feC>: |/

ap < 00,Va, 5},

onde o,  sdao multi-indices e
1 flla,s = sup 2D f ().
zeR

O espaco dual de S, ou seja S', é conhecido como o espaco das distribuicoes temperadas.

Uma caracterizagao alternativa de & que é muito 1til é a seguinte: Uma fungdo C estd
em S se, e so se, para todo inteiro positivo NV e todo multi-indice 3, existe uma constante Cz x
tal que

107 ()] < Cpn(L+J2)™™

Tendo definido o espaco S, podemos trazer o seguinte resultado de imersao sobre os espagos
de Herz.

Lema 2.1.11. Seja 1 < p,q < oo, a € R. Entao,
(i) S — K, — WK

i dadoouqueq<ooe;<oz<oo ouqueq—ooe—<oz<oo
(i7) ngq%WKgq%S’, dadoouqueq:le—oo<oz§n(1—5), ou que 1 < ¢ < o0 e

1
—o0 <a<n(l-3).
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Demonstragao: Primeiramente, da inclusdo continua LP — LP°° segue que Kl‘ij —
WKy,

Para (i), seja f € S. Entdo, para qualquer inteiro N positivo, existe Cy n tal que |f(x)| <
Con(1+ |z|)~V.

Comecemos com o caso ¢ < co. Vamos decompor a norma de f em K »q da seguinte forma:

[1£11%g, = 22 25 ll5,0, = 2= 25N 1l + D 21115 A,

k€eZ k<0 k>0

Para k < 0, temos que

[ apae < [ g
I A N T E
<c dr = 2k
Ak

Assim, 29| f||1 , < c2kletn/p)a o como —n/p < a, o expoente no lado direito da desigual-
dade é negativo. Assim,

ZQkaquHq S Cz2k(a+n/p)q < 0.

Ak
k<0 k<0

Para k > 0, vamos tomar N = a+n/p— 1. Observe que, se z € Ay, entdo |z| > 2, e assim,

Con
p < >
/Ak | f(x)[Pdx < /Ak (1+ |x|)dix

< c/ 27kNP gy — 0~ FNPOkn
Ak

Logo, || fllp.a, < c2¥/P=N) "¢ portanto 2F4||f]|7 , < c2k@tn/p=N) = 271 Assim,

ZQ’““"HfHZ}Ak < 022_1 < 00.

k>0 k>0

Juntando as estimativas para k < 0 e k > 0, obtemos que [ € ngq.

Para o caso ¢ = oo, podemos proceder como o caso ¢ < oo, mas com o relaxamento da
hipo6tese sobre os indices. De fato, como a norma ||f|| kg, ¢ dada pelo supremo em vez de uma
soma, basta que o expoente obtido na estimativa para k < 0 seja nao-positivo. Desta forma,
precisamos apenas da condi¢do —n/p < a < oc.

(ii) Da teoria de espagos duais, dada f € WK[‘)’jq, basta mostrar que para qualquer sequéncia
(¢m)m C S tal que |pmla,s — 0 quando m — oo, tem-se que (f, pn,) — 0 se m — oo.

Mostremos o caso ¢ = 1. Primeiramente, considere o espago Z definido pela quase-norma

1/q
-1z = (Z 27| IIZf,l,Ak> :
kEeZ
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Em vista da inclusio LP* C L', segue da parte (i) que S C Kz;f; C Z, dado que —n/p’ <
—a < 00, ou seja, que —oo < a < n(l—1/p). Assim, podemos estimar

(Fom)l = | [ £@)on(a)ds

< 1 f1lp,00l@mllp 1
= 2ka||f||p7002_ka||¢m||p’71
<D 2% fllpsoa 2 27" mllp 1.4,

k€EZ keZ
= |1llwis,|16mllz

< ||f||wk§1|¢m|a,5 — 0, quando m — oo.

< [ 1f(@)m(x)lde

Para o caso ¢ = o0, se —0o < a < n(1 —1/p), temos

(£.0m)| = | [ £@)on(a)do

< 1 f1lp,00l|@rmllp1
= 2ka||f||p ooQ_ka||¢m||p’ 1
< sup 25| fllporte 2 27 |dml lpr 1,4,

keZ
= 1fllwig lomllz

< Hf”wkgmwmhﬁ — 0, quando m — oo.

< [ 1£@)m(a)lde

Portanto, obtemos as inclusoes continuas desejadas. [ ]
Lema 2.1.12. Seja a € R,0 < p,g< oo e fe K, . Entao f € L}, .(R"), para todo r tal que

max(a,0) 1 1
—+ - < =<0
n q T

Demonstracao: Suponha que HfHKgq < 00. Se r < ¢, entao

$lhac = ([ 1) = (1) = ([15mdadnt)

Pela desigualdade de Holder, que pode ser aplicada pois ¢ > 1, obtemos

rooqr Y 1-z s,
J G, < (/ (177, ) ) ([oea) "= ([ 171 )" 209,

e portanto

1
" a|r n(l_1
£l < |20 ([ ) | = 2 DMl

Agora, note que

(2N fllaan)” < 3 (2 fllga)” = i,

keZ
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Logo,
111ty < 2D f] g

Agora, se £ —1 — 2 > (), temos que okn(z=4=%) < okn para todo k < 0. Como B(0;2V) =

|_|,€N:_Oo Ay, segue que

N 0 N
A7 Bo2ny = Z I[fll7a, = Z |f |:,Ak+2||f||:,Ak
k=—0c0 k=—00 k=1
~ rn(lo1o2) -
<o 3 P flls + 3 1l
k=—o0 k=1

|7“»Ak

0 N
<o Y P flliy, + SIS
k=1

k=—o0

N
< ellf g, + 3111, < o,
k=1

para todo N > 0.
Se N <0, a norma é menor ainda, e pelo mesmo argumento acima, limitada.
Logo, f € L] [

loc*

Vamos mostrar agora uma desigualdade que pode ser considerada uma versao da Desi-
gualdade de Holder para os espacos de Herz fracos, por se tratar de um lema que mostra a
bicontinuidade do operador multiplicacao nesses espagos. A diferencga entre esse lema e as ver-
soes classicas da desigualdade de Holder esta na dependéncia do indice o, que nao esta presente
em LP ou em LP1.

Lema 2.1.13 (Desigualdade de Holder para Espagos de Herz Fracos). Sejam 1 < p; < oo,
0<g <occea; €R,i=1,2. Se
1 1 1

1 1
, - = —+— e a=0+ o
p p1 P2 q q1 q2

entao

Wfallwig, < cllfllwier, lollwies, -

Demonstragao: A demonstracao é direta, bastando aplicar duas vezes a desigualdade de
Holder. A primeira, para espacos de Lorentz, e a segunda para espacos [P.

Para g < 0o, como p > 1, a desigualdade de Holder para espacos de Lorentz nos da

19l e = D= 2" f 915 .,
p,q

keZ
< e 2| F11, 0, 19115 00,4,
keZ
<) 21, con, 2" 915, oo,

k€EZ
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Temos que q% + q% = 1. Logo, por Holder para os espagos [P (observe que %1, %2 > 1), temos que

k€EZ kEeZ

q/q a/q2
1l s, sC(22mlm||f||m,mAk) (22’f&2%||g||wk) .

Portanto, obtemos
||ngWKa < fllwger, lgllwres

P1,:91 p2,92 '

Para ¢ = o0

||fg||WKgoo = sup 2ka||fg||p,oo,z4k
’ keZ

IN

SUp 2| f11 00,4, 1191 [ 2,00,
keZ

IN

sup 2k | f1|p1,00,4, 2k [911ps,00,45
kEZ

p1,00 P2,00

(supzka1||f||pl,oo,,4k) (sup 292 g lpsoc. ) T T TP T
keZ k

Observacao 2.1.14. Um coroldrio imediato do lema anterior é a limitacao da norma WK;fq
para o produto tensorial. De fato, usando a norma do madximo obtemos facilmente que

@ vllwicg, < ¢ mass (il

< clr<nax ||Uz||WK§‘11q1 1£naX ||UJ||WK§‘22q2

<C||U||WK“1 || ||WK“2

P1,:91 p2,92 )

No capitulo anterior, falamos sobre invariancia por scaling e a importancia que tém os
espacos limites no estudo das equagoes de Navier-Stokes. O lema a seguir mostra que os
espagos K "/? e WK "/? sdo invariantes por scaling.

Lema 2.1.15. Sejam 0 < p,q < o0o,a € R e 0 < X\ < 00. Entao,

£ g, ~ A1l e,

_ P S C )] _
Hf()‘)HWK;;q ~ A P HfHWKgq-

Demonstragao: Vamos mostrar a afirmacao para K .

Lembrando que os espagos LP possuem a relacao de scaling

1F O = A1 £,
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para ¢ < 0o, temos que

1FO%y, = 22 2550

keZ

= > 2T f][7 54,

kEZ

= AT 2R £ s,

keZ

Observe que acima o conjunto onde a norma LP é tomada muda de A, para AAj. Note que

My, = {2 X2 < o] < \2F)
— {33' . 210g2 Ak—1 < ’x‘ < 210g2 /\+k}

= Alog, k= Au,

sendo w = log, A + k. Desta forma, obtemos

Ol =A™ 37 gueay-enipe

we€logy A+7Z

D ST

weElogy A7
~ )\—(oz-l—n/p)q q .
1%,

Assim, segue que
. . ~ —(a+n/p)q .
1F O Ly, ~ A~ 7|

Para ¢ = oo, temos

1F ) ieg . = sup 2" F(A)][p,a,
’ kEZ

= A" sup 2| || 4,
keZ

Fazendo novamente w = log, A + k, obtemos
1f O kg, = AP sup 227 |f[],.a,
’ we€logy A+7Z

— (/D) gy 2 flp,Aw
welogy A+7Z

~ AT |

Como a relacao de scaling para os espagos LP—fracos é a mesma que para LP, a demonstragao

do resultado para WK g € andloga. [ ]

2.2 Estimativas nos Espacos de Herz

Nos teoremas de unicidade de solugao para as equagoes de Navier-Stokes, vamos estimar

At

por diversas vezes a norma do semigrupo do calor e=* em R", que é caracterizado por uma
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convolugao. Desta maneira, precisaremos de um lema que estime a norma da convolucao em
Ky, e WK} . Para isso, vamos estimar a convolugao em L7 (Ay) que esta presente na definigdo

de WKI‘f‘q. Comecemos com o lema auxiliar abaixo.

Lema 2.2.1. Sejam 0 < ¢ < p < oo, E um conjunto de medida finita e f € LP°°. Entdo,
L If@)de < LB £,
E pP—q ’

Demonstragao: Primeiramente, temos que |[EN{x : |f(z)] > a}| < min{|E|, a7?||f|]} .}
Isso segue da monotonicidade da medida e da definigao de || - || 00. Assim,

£ ()] 00
e [ [ it [ gt
- q/o /aq_lX{\f|>amE}dmda = q/o aq_1|{|f| > a} N Elda.

Seja A = |E|~Y?|| f||p.co- Note que para a < A, temos |E| < a™P||f||po0, € Para a > A, temos
a”?||f|lpe < |E|. Portanto,

tde=q [t N Eld " Jas! N Eld
J\f@dr =q [t {If] > a}n Elda+q [ la*1f] > a} N Elda

A 00
<q [ a"|Bldatq [ ata|f]]}da

qa—p

A
= |E[A" + q[lF1}

p+q—p
p?m

= | BP9 flf e + B P f
’ p—q
p -
= LB |3
p—4q

]
Podemos agora comegar a estimar a convolugdo nos espacos de Herz. Em um primeiro

momento, como comentado acima, vamos estimar a norma L° da convolucao em Ay.

Lema 2.2.2. Sejal <p <o <00, k,jEL 1+ = %—l—% ep € L"'NL>, com |p(x)| < C,|x|™™
para algum m > 0 e para todo x # 0.

(i) No caso p < o < oo, temos que

22 9/1=5) min(2%m 1) = Ry, sej <k —2,
poo X 4 min(27 277073 1) = Ry, sek—1<j<k+]1,
22 9/1=5) min(29m 1) =: Ry, se k +2 < j,

15 * @llo.a, < cllfi

onde f; := fxa, e a constante c depende apenas de n,p,o,¢ e C..

(i) No caso p = 0 < oo, temos a mesma estimativa acima com ||f; * ¢||y.00,.4, 10 lugar de

|15 * Ollo.ay-
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(i) Para p <o < oo, temos a mesma estimativa com || f;||, no lugar de || f;||p.o

Demonstracao: (i) Vamos dividir a prova em trés casos.
a) Caso j < k — 2: Nesse caso, para x € A, e y € A;, tem-se |x — y| = 2*. De fato, temos
que 271 < |z| < 2F e 2771 < |y| < 27, donde vem
, 1
L R T e e e N

Assim, podemos provar que ||f; * &||ro(a,) S |Ak|Y? min(27%™,1)||f;||;. Por um lado, temos
que

fix ol = ‘/L olw — y)dy

< [1:Wllo = y)ldy

< [1HWICI =yl ™"dy < C. [ 1)l "dy = C.27 £

o que nos da
16 #0115 a, = [ 15 6l7dn < Co27 17 [ dpo = Cram 15171 A,
k

e portanto
15 % Dlloa < Cul 7275|111

Por outro lado, podemos estimar

|fi ol < /Ifj(y)|!¢(x—y)|dy < 18]l llf5111,

e assim

s ollene = ([, 1w oan) < Noilallsilh ()

= [[llool A1 f51l1-

Dessas duas estimativas acima, obtemos || f; 1Yo min(27%™ 1)||f;]|:. Agora, como

suppf; C Aj;, podemos aplicar o Lema para f] e A], com g = 1 e obter

p _
1l = [ 13l < [ 1filan < a7 e
Aj p—1
Entao, segue que

15 % Olloa, S TARlYT min27* D) £l < TARM7 min(275 1) |A; 7] fillpoo
= ||fj||p7oo2kn/02jn(1_l/p) min(Q_kma 1).

b) Caso k — 1 < j < k+ 1: Por um lado, procedemos como no caso anterior, obtendo

o o P -
15 % Bllze ) < [lllool Ax VNSl < [l @llool AxlY EIAjII 21 £illp.oo

< 25D || £ oo
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Por outro lado, temos o seguinte. Para ¢ < oo, a desigualdade forte de Young nos diz que

|1 < £ % 0llo < M1l filp.oo

Agora, note que L" = L™ e para ¢ < p tem-se L™ C L™, ou seja, ||f||rp < ||f]lrq- Como
r > 1, segue que

1S5 % Olloar < (1f5 %+ Ollo S Nl fillpco-

Para o = oo, temos que » = p’. No caso p = oo, obtemos que

1S5 % Ollo.ar <15 * Blloo S 11 jlloocol[0l]11-

~ ’ . . !
No caso 0 = 00 e p < 00, como o operador convolucao ¢é limitado de P9 x L4 em L*°, para

l<p<ooel <qg< oo, temos que

1S5 % Dlloo, a5 % dllo S 1@llral|f1lp.0o

Logo, em ambos os casos, p = 00 e p < 00, chegamos a estimativa

[1£; % Dlloo,a,, < cmin(2/7201P 1)) f;

p?oo

c) Caso k +2 < j: Este caso é andlogo ao caso j < k —2. Para x € A, e y € A;, temos
que |z — y| = 27. De fato,

lz—y| >yl —|z| > 2 —2F > — 22 = 72

Assim, podemos estimar

i 0l = l/fa dla—y)dy < [15)é( —y)ldy

< [1iw)ICulx =y may < €. [ 1f)l2 " dy = C2777| f,

o que nos leva a
11 % Dllo,a, < Cul Axl7279™| f] 1
A desigualdade
15 % Ollosar < 11l Axl* 7 A1 P11 £ oo

segue procedendo exatamente como no caso a). Desta forma, obtemos
15 % Dlloae < ellfsllpo2/ 72707 min(277", 1),
(ii) Para o caso p = o, temos que
1f o Ollooo,ar < IIf * llowa, = 1S * 8|,

Com a desigualdade acima, podemos refazer a demonstragdo como para o caso (i) e obter todas
as desigualdades, com excegdo da desigualdade forte de Young (veja o Lema [1.2.13] pg. [27)),
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que vale apenas para p < . Em vez dela, estimamos diretamente, observando que para p = o,
obtemos r = 1, e portanto a desigualdade de Young nos da

1 llp.oo.ar, < f # Ollpoe < Clll1,

o que garante o resultado.
(iii) Para este item, basta observar que

Hfij,oo < Hfij,p = ||fj||p‘

Logo, combinando essa desigualdade com as estimativas do caso (i), obtemos novamente todas
as desigualdades para o caso em que p < 0. Para o caso p = o, cujo tnico problema era nao
podermos usar a desigualdade forte de Young, aplicamos a desigualdade de Young simples para
espacos LP e obtemos diretamente a estimativa

155 * Plloar < [1f5 % Sllo < 101111511

Isto completa a prova do lema. [ ]

Tendo provado esses lemas e fatos fundamentais sobre os espacos K¢ e WK? | estamos

P, P
quase em condic¢oes de provar os teoremas principais deste trabalho. A seguir, usaremos alguns
desses lemas para chegar ao Corolario [2.2.4] que sera usado diversas vezes ao longo das demons-
tragoes dos teoremas. Ainda nesse capitulo, provaremos dois teoremas relativos a imersao dos

espacos de Herz em espacos de Besov.

Proposigao 2.2.3. Sejam 1 < p <o <00, 0< g < oo em > 0. Suponha que ¢ € L™t N L™
com1+1/c =1/p+1/r, satisfaca |p(x)| < Cylz|™™ para todo x # 0. Entdo, temos as sequintes
estimativas:
(i) No caso p < o,

1 llgs, < ellllwics,
(ii) No caso p = o,

1S 0llscs, < ellflhwg,
(iii) Para p < o,

1 0lli. < ellflig

dado que um dos sequintes casos valha:
(1)0<q¢<1,—njo<f<a<n(l—1/p),n(l—1/p)—a+B+n/oc<mef+n/oc<m,
(2)1<qg<oo, njo<f<a<n(l-1/p)en(l—1/p)—a+p+n/oc<m,
(3)qg=o00, —njo < <a<n(l-1/p),n(1-1/p)—a+B+n/oc <men(l—1/p)—a < m.

Demonstracao: Vamos provar o caso (i).
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Caso (1): Pelo Lema podemos fazer a seguinte decomposicao:

1/q 1/q
1 llgs = (Z 2’“ﬂquf*¢r|z,Ak) - (Z 2|y f, *qzsuz,Ak)

keZ keZ JEZ

a\ /4 =kt 1 a\ /4
sc (Z 28 ( > Hfij,ooRl) ) + (Z okBa ( 3 Hfij,ooRg) )

kezZ j<k—2 keZ j=k—1

q\ 1/q
+ (Z Qkﬁq( Z ||fj p,ooR?)) )
keZ j>k+2

q\ 1/q k1 o 1/q
=c (Z 2+ ( > Hfl\p,oo,Ale) ) + (Z 2'“&1( > Hfllp,oo,AjR2> )
keZ j<k—2 keZ j=k—1

a\ /q
P,00,A; RS) ) = C[I +II + III]

+ (Z?’“ﬁ"( SIS

kezZ G>k+2

Primeiramente, vamos estimar o termo II. Temos que

Jj=k+1 a0\ 1/q j=k+1 1/q
I = (Z 2%( > ||f||p,oo,Aij) ) < (Z 2k N ||f||g,oo,AjRg) :
kEZ

j=k—1 keZ j=k—1
Agora, note que para cada k € Z, a soma acima possui trés termos com || f|| 0 4,. O primeiro,
respectivo ao terceiro termo da soma para k — 1; O segundo, respectivo ao segundo termo da
soma para k; e o terceiro respectivo ao primeiro termo da soma para k + 1. Para esclarecer,
explicitaremos a parte da soma acima para j =k —1,7j=kej=k+1:
oo 20O F | e,y RS A+ 20| f [ o, RS A 20702 £ o0, R
k k k
+ 25| | 10,41y RS+ 27| flpoo,a RS + 27| f]p,00,40,, R
+ 205 | 1], 00,0, RS A 255D £ oo RS+ 2005 | £l oy, RE A+

Os termos Ry acima dependem de j, logo sao diferentes, mas diferem apenas por constantes.
Agrupando portanto esses termos com mesmas normas, podemos reescrever a soma acima como

1/q
II< (2(2—1 +1+ 2)2'“5q||f||g’oo’AkC’min(Qk”(l_l/p)q”m‘I/", 1))
keZ

q
p7OO>Ak:

<c| > 2M|f

keZ

1/q
Hlm(gl'm(l—1/p)q+lmq/ff7 1))

1/q
=c( 2/ min(2r((1-1/p)+5+n/0) 2k5q))

p,OO,Ak
keZ

1/q
= szaquH,q) . min(2ka(1=1/p)=atBin/a) 2k(5a)q))
,00,Ak R .

=y
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Agora, como —n/o < fea < n(l—1/p), temos que 0 < n(1—1/p)—a+p+n/c < m. Também
temos que 5 < «, logo f—a < 0, e assim os termos dentro do minimo estao controlados quando
k tende a 400 e quando tende a —oo. Desta forma, obtemos

1/q
I < (Z 2kaq||f||q,oo,Ak) = | fllwiks, -

keZ

Para estimar I, fazemos a seguinte decomposicao:

9 a\ 1/a
I:(Zym<ZHﬂMMﬁJ>

kEZ j=—00

2 k-2 1/q . 0 1/q
< ( > 2y IIfIIQ,OO,AjR‘f) + (ZWQ 3 ||f||q,OO,AjR({)

k=—o00 j=—00 k=3 j=—00

0 k—2 La
+(zw@zwwg@m)::®+@ﬂ+@w>
k=3 Jj=1

Para o primeiro termo, como Ry < 2kn/e2in(1-1/p),

2 k—2 14
()= > 2% Hqu,oo,AjR?)
k=—o00 j=—o00
) 0 1/q 0 9 1/q
< DD 2 Yy HfHZ,OO,AjR?) = ( > oo, BT D Qk”@q)
k=—00 j=—00 j=—0o0 h=—c0
1/q
< 3 N an 20y fﬁﬂﬁg)
j=—00 k=—00
1/q
= [ 3 2ol 20 Z2kwo)'
j=—00 ’ k=—o0

Como —n/o < (3, temos que k(8 + n/o) < 0 na soma em k acima, e esta é, portanto, finita.

Assim,

0 1/q
jo q i(n(1-1/p)—a)
<w9(zwwmmﬁf pq)'

j=—o0

Agora, como a < n(1 —1/p), temos j((1 — 1/p)g — a) > 0 na soma acima, e portanto,

() < ell iy,

Para o segundo termo, como Ry < 287/02in(1=1/p)9=km ' 5demos estimar

1/q 0o 0
(0= (E2% £ W) < (Szmarrn iy

j=—00 k=3 j=—00

1/q
Z’Ooij 2jn(11/p)q)

1/q
0o 0
< (Z ok(B+n/o—m)q Z QJQquququw(n(lUp)a)q) )

k=3 j=—00
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Desde que oo < n(1 —1/p), segue que j(n(l —1/p) — a)g > 0 na soma em j acima, e portanto,

1/q
00 0
() < (Z ph(Ptn/o=mla " 2jo‘qlIfllq,oo,Aj) :

k=3 j=—o00

Ainda, como 8+ n/o < m, temos k(3 + n/o —m)q < 0 na soma em k acima, e portanto,

0 1/q
(+4) Sc( S 20| oo> < ellfllwss,.

j=—o0

Para o terceiro termo, podemos reescrever a soma da seguinte forma:

1/q
(% %) (Z 2’“5‘12 1 f 115004, R )

. . 1/q
= (ZIIJ”H",OO,AJR? > 2“”) :
j=1

k=j+2
Assim, como Ry < 2k/e2in(1=1/p)9=km 'odemos estimar

1/q
(r09) < (L2707 32 2000 mM)

k=j+2

o o 1/q
- ZQjaq||f||gooA_Qj(n(l—l/p)—oc)q Z ok(B+n/o—m)q
=1 Y k=7 +2

o) o) 1/q

= S sy e, 29O-Up—aagi(+n/e—m)a § Qk(ﬁ+n/<f—m)q)

,00,A54 '
j=1 k=2

Observando que 5+ n/o < m, a soma em k acima converge. Ainda, como n(l1 —1/p) — a +
f+n/o < m,segue que B+ n/o—m < a—n(l—1/p), e portanto,

p,00,A j

1/q
(n(l—1/p)—a)q2j(a—N(1—1/p))q)

(x*x %) <c (ZQJO‘qu

0o 1/q
= (Z 2J°Y"||f||q,oo,Aj) < dll fllw,-

Juntando as trés estimativas acima, obtemos

1< cllfllwrg,-
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Para estimar III, decompomos:

~ a\ 1/q
11T = (Z 2’“54( > Hpr,oo,Asz) )

keZ j=k+2

—9 0 1/q _9 1/q
S ( > 27 Y7 Hqu,oo,AjRg) +(Z QkﬂqZHprooA )

(%) + (k) + (x % x).

n (Z ok 3 IIfIIQ,OO,AjRE) :
k=—1 j=k+2

Para o primeiro termo,

_9 0 1/q o 0 1/q
(*) = ( > 2%y ||f||q,oo,AjR§) < ( >, 2%y ||f||q,oo,AjR§)

k=—00 j=k+2 k=—o00 Jj=—00

0 -2 1/q
= ( Yo A o, RS Y 2’“‘3‘1) :
J

j=—00 k=—o00

Usando que Rs < 2F*/72im(1=1/p) " chegamos na estimativa

0 -2 La
q in(1—1/p) k(B+n/o)
(%) < ( > 115000, 27" 7T >0 2 q)

j=—00 k=—00

j:—oo k=—00

0 —9 1/q
_ ( Z 2jaqu g A 9i(n(1-1/p)—a)q Z Qk(BJrn/a)q) )
,00, A5

Como —n/o < 3, temos que k(B+n/o)q < 0 na soma em k acima, e essa soma converge. Logo,

0 1/q
jou q i(n(1-1/p)—a)
(¥) < C( > 2 fp00.n,2 g q) :

Jj=—00
Agora, desde que o < n(1—1/p), temos que j(n(l —1/p) —a)g < 0 na soma acima, e portanto,
0 1/q
( > 2]“Q||f||‘{oo,,4j) < cllflhwss.
Jj=—00
Para o segundo termo, como Rz < 2+/72m(1=1/p) " hodemos estimar

_2 00 1/q o 72 1/q
(o) = | 2 2k5q2||f|lq,oo,AjR§) = (lefllq,oo,AjRg > QkBq)
j=1

k=—00 7=1 k=—o00

IN

1/q
Z||f||q,ooA n(1—1/p)q Z 2k (B+n/o)q )

k=—o00

1/q
= ZQJaquHq A2] n(1-1/p)— Z ok(B+n/o) ) )
J=1 -

k=—oc0
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Como —n/o < f3, temos k(S + n/o)q negativo na soma em k acima, e a soma converge. Além
disso, como o < n(1 — 1/p), o termo j(n(l — 1/p) — a)q também é negativo na soma em j.
Assim, obtemos

o 1/q
(k%) < c (Z QJQquHq,OQAj) < | fllwiks,-

Jj=1

Para o terceiro termo, de R3 < 2k"/”2j”(1_1/p)2_jm, vem

1/q 1/q
*** = (Z okbBq Z ||f||q700A Rq) (Z ok(B+n/o)q Z ||f‘|q7ooA 94 (n(1=1/p)—m ))

k=—1 j=k+2 k=—1 j=k-+2

1/q
(Z ok(B+n/a)q Z 2Jaq|‘f”q7 A, 9i(n(1=1/p)—a— m)) )

k=-1 j=k+2

Como j > k na soma em j acima, temos que 277" < 275™_ Agsim,

k=—1 j=k+2

(* * *) < ( Z ok(B+n/o—m)q Z Qjaq||f||q’oo,Aj2j(n(1—1/p)—a)q) .

Agora, note que podemos reescrever a soma do lado direito da inequacao da seguinte maneira:

(% %) < ( Z ok(B+n/o—m)q Z 27a4||f||q7oo’Aj21(n(1l/p)a)q)

k=—1 j=k+2

p??J

o 1/q
n(1-1/p)—a)q Z 2k (B+n/o— m)q) )

k=j—2

(s

Desta forma, obtemos o seguinte:
1/q
(* * * (Z 2jaq||f||q A n(1=1/p)—a+pf+n/o—m)q Z Qk B+n/o—m)q )
< 0, _
J=1 k=—2

Como f+n/o—m < 0, a soma em k acima converge. Ainda, como n(l1—1/p)—a+p+n/oc < m,
temos que

1/q
Z,OO,AJ-) < CHfHWKgq'

(xx%) <c ZZjaqu
j=1
Juntando as trés estimativas acima, obtemos
I < o\l -
Por fim, juntando as estimativas de I, II e III, temos que

1£ % 0ll gz, < eI+ 11+ 111) < cf| ey,

e concluimos o caso (1).
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Caso (3): Para esse caso, usaremos uma decomposicao semelhante a do caso (1):

k—2 k+1
17 % 0llgs. <elsup 3 2ot Rat50p 2 27,
]—foo j=k—1

Fsup S 29 e, B

€L j=k+2
= [l + IT + I11].
Vamos comegar estimando II:
k+1 k+1
II=sup » QkBHprooA Ry = sup oRs > 1 f1lp.oc,4, min(2F7/72in(1-1/p) 1),
€L j=k—1 KEZ i

Da mesma forma que fizemos ao estimar II no caso (1), podemos agrupar os trés termos que

carregam consigo a norma || f||p.c0.4,, para cada k € Z. Assim, vamos obter
II < csup 2k5||f| |poo.A; min(2k"/02j"(1—1/17)’ 1)
kEZ

= CiuIZ) 2ka| |f| |p7007Aj mjn(Qk("/U""ﬂ_o‘""”(l_l/p))’ 2k(6—a))‘
S

Das hipdteses n(1 —1/p) > a e 8 > —n/o, vem n(l — 1/p) — a + 4+ n/o > 0. Ainda, como
B —a <0, temos que 2M1=1/P)—atfin/o < 1 para k< 0 e 28F~®) < 1 para k > 0, e assim,

I1 < csup 27| f P00, A = CHfHWKgOO
keZ ’

Para estimar I, decompomos novamente

1= sup 3 2l B

k€L ;=00
= sup Z 258 | £l p.o0 ARl+sup Z 211 £ proo ARlJriupZ?’“ﬁHpr, AR
]_700 ]_700

= (*) + (%) 4 (k% ).

Para o primeiro termo, como R, < 2k%/72in(1-1/p)

k—2
( )—Sup Z 2k5||f||p,ooA R, <Sup Z 2k’3||f||p7 A, okn/o9jn(1-1/p)

]_700 ]_700

_Sup2k(ﬁ+n/o) Z QJaHan A 93 (n(1-1/p)— < ||f||WKa sup2’“(5+"/" Z 9i(n(1-1/p)=a)

k<2 oo oo

Como o < n(l —1/p), temos j(n(l — 1/p) — a) negativo na soma acima, que portanto
converge. Ainda, como 3 > —n/o, temos o supremo em k limitado por cima:

() < ellfllwics.., wp 2K < el fllw ke,
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Para o segundo termo, como Ry < 2kn/o2in(1=1/p)g—km_

(#x) = sup Z 2|1 f 1o, B

]7—00

< sup Qkﬁ Z 11 £ 11p.00,4, ok(n/o—m)gjn(1-1/p)

‘]_700

= sup 2K(B+n/o—m) Z 27| £ |p.oo.a, 9i(n(1-1/p)~a)

k>3 oo

S ||f||WKZ‘§‘7 Sup2k(5+”/0 m) Z 2](”(1 1/p)— a)

]——OO

Como n(1—1/p)—a > 0, temos j(n(1—1/p)—a) negativo na soma em j acima, e esta converge.
Ainda, como n(1 —1/p) —a+ +n/o < m, obtemos 5+ n/oc —m < 0, logo o supremo em k
é limitado. Obtemos assim a estimativa

() < ell Il

Para o terceiro termo, como Ry < 2Fn/02in(1=1/p)g—km.

(o 54) =500 52 2l

7j=1

= iupZ2’“ﬁ||f||pooA g /=m) 9in(1-1/p)
j=1

_Sup2k;(5+n/a m) ZQNHprooA 9in(1-1/p—a)
k>3 j=1

< ||f||WKa Suka(ﬁ-i-N/U m) Zanl 1/p—a)
j=1

Para a série geométrica em j acima, temos que

k—2 k—1)(n(1-1/p)—a) __ on(1-1/p)—«
3 ginli-t/pa) _ 201 (Zn(l/p)l/p))a 2 i W72 gkn-1/p)-a),

Assim, podemos estimar o terceiro termo:
(5 %) < el fllpics . sup 24P /7K1 /)
N P >3

= || f] ‘WK;{OO ?ig 9k(n(1-1/p)—a+p+n/oc—m)

< eIl fllwics .

Das trés estimativas acima, obtemos

1< el fllwrs.
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Para estimar III, fazemos a decomposicao

M =sup > 2| fllpoc.a, R

€L j—k+2

= SUP Z 2kB||f||pooA R34+ sup ZQWHJC

k<=2 k42 k<=2 -1
+ sup Z 25| Flp.oo,4; Rs
2=1j—k+2
= (%) 4 (%) + (% % %),

P,00,A; RS

Para o primeiro termo, como Ry < 2k7/72im(1-1/p)
0
(¥) = sup Z QkBHfHP,OO,Asz
k<-2 ;50

< sup ok(B+n/a) Z QJOleprOA 9i(n(1-1/p)=a)
k<- j=k+2

<Hf||WKa Sup ok(B+n/a) Z 9i(n(1-1/p)~a)
Jj=k+2

Como n(1 —1/p) > «, temos j(n(1l — 1/p) — ) negativo na soma em j acima, e esta converge.
Ainda, de 8+ n/o > 0, o supremo em k acima é limitado, o que nos da

() < ell Fllwes .

Para o segundo termo, como Rz < 2kn/o2im(1=1/p)g=jm

(#%) = sup Z2kﬁ!\f!|p,oo,Asz

S sup 2k B+n/o) szaHfH A‘2j(n(1—1/p)—a_m)'
k<—2 = J

< llwis. sup k(B +n/o) ZQJ n(1-1/p)—a—m)
7j=1

Da hipétese n(1 — 1/p) — a < m, a soma em j acima converge. Também, de f +n/o > 0 e
k < —2, o supremo em k é limitado. Desta forma, obtemos

(#5) < ell iy



Para o terceiro termo, como Ry < 2kn/o2in(1-1/p)g—im

o0
(%) = sup 37 2| flpoc.a, R
k2=1 k42

< sup 9k(B+n/a) Z 2m||f||pooA 93 (n(1-1/p)—a—m)
k2-1 j=k+2 ,

< ||f||WKa Sup ok(B+n/o) Z 9i(n(1-1/p)—a—m)
j=k+2

= HfHWKgoo sup Z 2k(6+n/a)2j(n(1_1/p)_a_m)'
Tkl gy

Como +njo >0 ek < j, temos 2k(3+n/9) < 21(8+n/7) "o portanto,

(% %) < ||f||WKa sup Z 93 ((n(1=1/p)—a+B+n/o—m)
kf_l] =k+2

Como n(1 —1/p) —a+ f+n/o < m, a soma em j acima converge, e portanto,

(e %) < el fllwics

As trés estimativas acima nos dao

I < e[ fllwis .

Juntando as estimativas de LII e III, temos

1f# llgs < e+ T+ ) < e[ fllwia

e concluimos o caso (3).
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Caso (2): Como ja temos os resultados para ¢ = 1 e ¢ = 0o, usamos o Corolario e 0s

casos (1) e (3) para obter

||f * ¢||Kfq = ||f * ¢||[K§17Kg°°]1 1/
3 —1/4q,q9
< cllf *llgs [1f *ollgs .
< ellfllwges 1 llwie ..

< eIl ..

o que nos da o resultado.

(ii) O caso (ii) é andlogo ao caso (i), usando o caso (ii) do Lema em vez do caso (i) do

mesmo Lema para decompor ||f * ¢||;, s em vez de |[f * @[5 .
o,q o,q

(iii) Também é andlogo ao caso (i), usando o caso (iii) do Lema [2.2.2 em vez do caso (i) do

mesmo Lema.
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Agora, usando a Proposicao [2.2.3], podemos controlar o comportamento do semigrupo do
calor e'® e de e"»P, bem como de Ve!® e Ve! P. Essas estimativas serdo essenciais para provar

os teoremas centrais deste trabalho, e esse corolario sera utilizado diversas vezes em futuras
demonstragoes.

Corolério 2.2.4. Sejam1 <p <o <00,0<g<o00, —n/o < <a<n(l-1/p)eje{0,1}.
[I] Se os expoentes satisfazem as primeiras duas condigoes de (1),(2) ou (3) na Proposi¢io
[2.2.3, as sequintes desigualdades valem:

(i) No caso p < o,

(V96 fll g, < et embn oD e
o,q9 p,q
(ii) No caso p = o,
ijetAfHWK{iq < Ctij/27(a75)/2|‘f”WKgQ-
(iii) No caso p < o,
Ve SRS g, < et 2P0
(iv) No casop =0, se j =1 ou f < a,
V2Bl . < 2Dy e

[II] Sel<p<ooe—n/p<a<n(l—1/p), entio

HetAPfHWKgq < CHfHWKgq-

Demonstracgao:

[1] (i): No que diz respeito aos indices, as primeiras duas condigoes de cada caso ((1),(2),(3))
juntamente com p < o, garantem as seguintes, tomando-se m = n.

Temos pelo que foi abordado na deducao de (E.I), mais precisamente na definigao feita
na pagina , a seguinte identidade equivalente para o semigrupo do calor: e f = (f; Vi K
G),;- Como G decresce mais rdpido que o inverso de qualquer polinémio, podemos aplicar a

Proposicao com ¢ = G, juntamente com o Lema [2.1.15| para obter as estimativas a seguir.
Para j =0,

HetAfo(gq = (fryve* Guallge,
= [l v 6) ()|

< ct(B+n/o)/2

K,

F(VD) £ 6] "

< et PR F (A g,
< et~ (@ BEn/p=1/oN /2| f||
- P,q
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Para 5 = 1, usamos ainda a regra da cadeia e a identidade VG = %G ;
V6 fllig, = |V (#v8) £G) (VR |
: K2,
(Vv +6) (VD)

<t TVE B2 )7 (F(A/E) % G)’

_ t_1/2

KB

g,q

= otV EIOR| £ (/) VG‘

K7

o/ 2| 1) 4 G‘

kS,

< ot VEHEIOR| F (V) iy,

< ct*1/27(°‘7ﬁ+n(1/p71/a))/2|‘fHWKa )
— p.q

[1] (ii): Para o caso p = o, procedemos da mesma maneira que no caso anterior, mas usando
dessa vez o caso (ii) da Proposigao . No que diz respeito aos indices, podemos tomar
m = n + 1 para forcar as desigualdades estritas.

Para 7 =0,

1% bz, = | (FvB 2 @) (V)|

< ct(Bn/o)/2

USOL GHW’Kfiq

< TR F(V D)l i,
< et~ PPN fl]
— p,q

Para j =1,
19 bz, = |7 (1 <6) (V) |
(VUevD @) (VD)

<t VHIORIT(f(VE) + G>H

— 12

WKy,

WK,
= ot~ V/2HEH/D2)] £ (/) % VGH

B
WEKp,q

= ot TP () GH

B8
WEKp.q

< etV (S |y
< Ct_1/2—(a—6+n(1/P—1/"))/2||f||WK“ :
< pP,q

[T](iii) Para este caso e o seguinte, usaremos a identidade e'*Pf = f K j;, que exprime o
semigrupo da projecao de Leray-Hopf como uma convolugao com o niicleo de Oseen K, sendo
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K uma func¢ao suave que satisfaz
[VIK ()] < e(1+ [a])~0+),

Para uma demonstragao dessa identidade, veja [20]. Novamente, sobre os indices, assim
como foi falado no item (i), podemos tomar m = n, e as duas primeiras desigualdades dos
casos (1),(2) e (3) garantem as restantes. Assim, podemos de fato aplicar a Proposicao [2.2.3]
Reescrevemos a identidade da convolucdo como e“Pf = f x K vi=(fi N K) . Os calculos
se tornam exatamente os mesmos que os do caso (i), apenas trocando G por K, e obtemos

V9Pl s, < ct /2B W2 £

[I](iv) Para o caso j = 1, vamos usar novamente o nicleo de Oseen, tomando m = n + 1.
Desta forma, os célculos se tornam exatamente os mesmos do caso (ii), trocando G por K, e
portanto obtemos

tA . —1/2—(a—p)/2 .
Ve IP)f||WKﬁq <c ||f||WKqu'

Vamos considerar agora o caso < a. Este sera dividido novamente, em mais trés casos.

o Casop < ooe—n/p < f: Neste caso vamos usar a Proposicao [2.2.5 que serd provada
ap6s o presente coroldrio, na pagina [56l Temos que o operador projegao P satisfaz as
condicoes da Proposigao para r = p, ou seja, P é limitada em WK;?: ¢ L0go, temos
que

12l < clle Fllygs

Usando agora o caso (ii), segue que
tA ) —(a—p)/2 .
le PfHWK{iq <ct HfHWKgﬁq'

o Casop < ocoe—n/p=[:Sejame, 0 > 0tais que —n/p+e < n(1—1/p) e —n/p+e+6 = a.

A

t / ~ ~ , ,
Observe que o operador ez~ é uma convolucao com G oz uma fun¢ao que também esta

. . t
em S. Dessa maneira, os casos anteriores valem para ez” da mesma forma que valem para

. .. 1
e!®. Temos, portanto, aplicando o caso (ii) para e2?,

x t
1P Iy s = llez2e22Pf]ly 4o
< et |e2APF|| oot
p,q

Agora, como p < o0 e —n/p < —n/p + €, estamos novamente no mesmo caso que o

anterior, onde P ¢ limitada em WK 5 g Assim,

||6tAIEDf||WK;,Z/P S Ct_(£+9)/2||f||WK;:1l/p+6+0

= et || flly g
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e Casop=o00:Tomer € (1,00) tal que —n/r < g < n(1—1/r). Aplicando o caso (i) para
e%A, temos que
tA ) —n/2r|| LA )
||6 PfHWKfo’q <ct H62 PfHWKﬁq'

Como r < 0o e —n/r < (3, mais uma vez pela Proposigao temos que P é limitada
em WKffq. Assim,

_ t
||6tA]P)f| |kao,q < ct n/2r||ezAf| |WK£,q.
Pelo Lema m, temos que WKfof;/T - WKEq Logo,
A - LA
Het ]P)fHWKgqu S ct n/21”He2 fHWKES,L;/T
Por fim, aplicando o caso (ii) novamente, obtemos o resultado

Hem]P’fHWKEO,q < Ct’(afﬁ)/QHfHWK&,q'

[II] Como 1 < p < ooe—n/p<a<mn(l—1/p), temos que P é limitada em WKgq, e

estimamos diretamente, usando (ii):
tA . tA .
le PfHWKg’q < cfle fHWKg,q
< ellfllwi,

[ |

A proxima proposi¢do nos garante a limitagao de diversos operadores nos espacos de Herz

fracos, como por exemplo o operador maximal de Hardy-Littlewood, o operador de Calderon-
Zygmund e operadores integrais fracionais.

Proposiciao 2.2.5. Sejam 1 < p < n/y, 0 < ¢ < 00,0 <y <ne-n/p+ty <a<
n(1—1/p). Seja r dado por 1/p—1/r =~/n, e T, um operador limitado de LP> em L">, com
|| 15| | Lpoosproe < C4, satisfazendo

m@l < | O,

para f € Llloc com x ¢ supp f. Entdo, T, € um operador limitado de WK[?iq em WKﬁfq, com
[|T,]] < e(Cr + Cy).

Demonstragao: Vamos provar apenas o caso ¢ = co. Queremos mostrar que

||Tw(f)HWKgoo <c(Cr+ CQ)HJCHWKS,OO‘
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Fazemos a decomposicao

1T, (Dllwice., = 5P 25T, (F)lr 00,4, = sup 25 sup M{z € Ay« |T,(f) ()] > A}V
’ keZ keZ A>0

1/r

= sup 2" sup A {x € A :
keZ A>0

ST > A}

JEZL
> /\}

1/r

Ty (1 x51) ()

k—2
< sup 28 sup A {:1: €Ar: Y
keZ A0

j=—00
k+1 r
+sup2*sup Az € A D> T (I fx]) ()] > A
kEZ A>0 j:kfl
o 1/r
+ sup 2" sup {x €A Y | T ()] > /\}
kEZ  A>0 ke
=: 14 11 4 IIL

Para estimar II, usaremos o seguinte: Durante a demonstracao do caso (1) da Proposigao
2.2.3, abrimos a soma das normas e observamos que para cada k € 7Z, havia trés termos com a

norma de f em Aj. Para II, acontece o mesmo, e podemos agrupar esses termos. Desta forma,
obtemos

1/r
k1
IT = sup 28 sup A {xeAk : > T (f X)) >)\}
keZ A>0 j=k—1
k41 1/r

< sup 2~ sup A > )\}
keZ ]§1 A>0

< esup 2|75 (f)l oo < €Crsup 2% fllpoo.a, = cCillfllwicy .
k€L kEZ ’

T, (1 xi D ()

{a:EAk:

Vamos estimar 1. Seja z € A;. Como ja comentamos na demonstracao do Lema [2.2.2] se
y € Aj, temos |z — y| > 2*. Desta forma,

T < & [ g

e ML,
o o=y
<020 [ [f(@)ldy = o2 D

Logo,
k—2 k—2
> T xs]) (@) < cCo28 0 37 [ fl[a,
j=—00 j=—00

k—2
< 00227k(n+’y) Z 2jn(171/p)|’f|’p7w’Aj — A

j=—o0
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A desigualdade acima nos diz que, se A > A, entdo A > 37, o T, (fx4,)(z), e 0 conjunto {x €
Ay 0 Yj<k—o Ty(f;)(x) > A} possui medida nula. Desta forma, a norma p—fraca de T (fx4;)
pode ser tomada com o supremo em A < A. Ainda, o conjunto {z € Ay : X", o T (f;)(z) > A}
esta contido em Ay, e pela monotonicidade da medida, temos

1/r

I =sup2k sup A
kEZ ~ 0<A<A

{x ca: Y [TfD@)| > A}

k—2
< sup 2kaA|Ak| _ SU.p 2kaCO 2 (n— 7)2k”/T Z 2jn(1_1/p)||f||p,oo,A]--

keZ j=—00

Como n/r +v =n/pe j <k, temos 27 Fn—r=n/rigka < 9=kn(1=1/p)9je "o assim,

[ < cCysup2” kn(1-1/p) Z 9in(1=1/p)9 Ja“f“pooA

keZ j=—00

<CC2Hf||WKa Sup2 kn(1-1/p) Z oin(1-1/p)

j=—00
= CC2||f||WKa SUP Z 2U—kn(1-1/7) < CC2||f||WKgOO
]*—oo

Analogamente a I, podemos estimar III e obter
I < ol flly s

Portanto, juntando as trés estimativas, obtemos

T (llw kg, < e(Cr+ Cllfllwig

[ |

Por fim, temos uma proposigdo que serd usada nos Teoremas [3.4.1] e [{. 1.1l Ao conclui-

la, teremos todas as estimativas necessarias para provar os teoremas centrais deste trabalho.

Antes, precisaremos de um lema que garante a inclusdo continua da interpolacao de espacos de
Herz fracos quando variamos o parametro p.

Lema 2.2.6. Sejam 1 < py,ps < 00 e seja p tal que 2/p = 1/p1 + 1/py. Entao,

[WK‘“ WK

p1,007 p200}1/200

197 el
Kp,OO
Demonstracao: Primeiramente, observe que

De fato, da caracterizagao 1’ para espagoes de Lorentz, temos que LP1>® = [L!) L]
e P> = [L' [~

1-1/p1,00

1=1/pasc0 € @ relagdo entre p, p1, po nos da

1 1 1 1 1
1—:(1—) <1—>+<1—>,
P 2 1 2 D2
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e aplicando o Teorema de Reiteracao para interpolacao de espacgos, obtemos a igualdade
desejada.
Para verificar a inclusdo continua que desejamos, é suficiente mostrar que

< —ka . .
||9Xk||p700 <c2 ||g||[WK31,007WK1(7¥2700]1/2,00‘

Multiplicando a desigualdade acima por 2¥* e tomando o supremo, o resultado segue. Vamos,
portanto, estimar ||gxx/|p,co-

gxkllp.oo = |gxk|lizrr0e Lo2oe), ,

—sup A2 inf o+ A ).
sup A7 0f g (191l ce + Allg2lpa.oc)

Observe que, se restringirmos a decomposi¢ao gxr = g1 + g2 apenas a func¢des que se anulam
fora de Ag, o conjunto de tais fung¢ées diminui e portanto, o seu infimo aumenta. Ainda, esse
segundo conjunto é a restricao a Ay de fungdes que decompdem g, ou seja,

Y2 inf A
gxk1=I5111+gz (11g11lps 00 + Allg2][p2,00)

||ng||p,oo S sup AT
A0 g1=g2=0 em Af

Y2 it (]191]lproo + Allg2llps o)

=sup A~
A>0 9=g1+g2

—ka —1/2 1 . .
<2 it (il .+ Mo lbvi, )

_ ok
=2 a||g||[WKg1’oo,WKg2,oo]1/2m'
Portanto, segue o resultado. ]

Proposigao 2.2.7. Sejamn >2 1 <p<n,1<qg<ocoel—n/p<a<n(l—1/p). Para
B > 0 satisfazendo

0< 5 <min (5, 50/p=1/n), 50 = 1/p+1/n), Sl = (1=n/p)

suponha que

Entao, para todo par j, k € {1,...,n},

Em particular, no caso ¢ = co, temos

/ T(CA) 2P, (bt

0 < CHfHLOO(O,oo;WKﬁ‘,q)'

[WEKe WK, , -

JRCTNERES O

o < C||f||L°°(0,oo;WKZ§"700)‘

WK,
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Demonstragao: Seja A > 0. Fazemos a decomposicao
Fi= / (A2, £(t)dt
0
A o0
= [a) et fyat+ [ (—0) 2 AR f (bt
A

= [ A B (- A) 4 a4 [ (AR ()0 (1)t

=: G4 + Hy.

Vamos estimar G 4. Para isso, vamos usar a Proposicao [2.2.5| com v = 1 — 25. Observe que
todas as hipoteses com respeito aos indices sao satisfeitas. Primeiramente, temos

1 1 1-28

p n

Como 3 >0ep<n, obtemos 1 =28 <1 <n/p.De f<1/2, vem 0 <1—-28 <1< n.Por
fim, a condicdo 1 —n/p < anos dd —n/p+ (1 —28) < a — 2 < «. Portanto, podemos aplicar
a Proposicao a qualquer operador que satisfaca as condig¢oes de limitagdo. Observe que

A
1Gallwis, < [ (-2 Biuians |

14 WK;XM

A
< c/ -1
0

onde I, = (—A)™* é o operador Integral Fracional. Pelo Coroldrio [2.2.4[11], o semigrupo do

€2A]P)j,k[126f(t>H . dt,
WEe

calor aplicado na projecao de Leray-Hopf é um operador limitado em WK%,q- Logo,

A
1Gallwre,, < e [ 20 f Ollwgs,

Agora, como o operador I, satisfaz as condi¢oes de limitacao da Proposicao [2.2.5] podemos

aplica-la e obter

A
1Gallwig,, < [ 7 1F@lwicg, dt < ANl oy

Para estimar H 4, vamos aplicar a Proposi¢ao novamente, com v = 1 + 23. As hipdteses
referentes aos indices sdo todas satisfeitas. De fato,

1 1 1+28

b T n

De 8 < 5(1/p—1/n), vem p < 1f2ﬁ.Com00<5<1/26n23,tem050§1+26<2<n.

Por fim, a condicao < %(a — (1 —n/p)) garante que —n/p+ 1+ 25 < . Assim, procedemos
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da mesma maneira que fizemos com H,4 e obtemos
A 1+ A
Hallwkg,, < [ |- e Batians )| e

72,9 WK"‘
< /t/“

79,9
< c/ t_ﬁ_1 |11+2/3f(t)||wkg2_yth

APyl (1) e

WK%,q

< [M PN Olwkg, < AN im0 iy,
Com essas duas estimativas, tomando A = t'/? e denotando WK := {WKf‘l " WK%@L/Q ,
obtemos 7
‘ /0 (—A)V2e AP, f(2)dt =supt K (t, ;WK? ,WKZ )

— t>0
WK

<sup ™2 ([|Gposllwie , + tHososllwice, )
t>0 14 2.4
<llfllwgs,-

Para o caso particular ¢ = 0o, basta combinar o resultado com o Lema anterior, que nos da a
inclusao continua

[WKa WK < WK®

71,007 79 00}1/2 7,007

e assim obtemos o resultado. ]

2.3 Imersoes de Espacos de Herz em Espacos de Besov

Até o momento alguns dos trabalhos mais importantes conseguiram boa-colocagao em alguns
espagos de Besov, [3] e no espaco BMO™!, [I7]. Vamos mostrar nessa segido que os espagos de
Herz fracos estao imersos em espagos de Besov em diversos casos quando o > 0. Antes, vamos
apresentar a definicdo dos espacos de Besov, que é baseada na decomposicao de Littlewood-
Paley apresentada na pagina [28|

Definicao 2.3.1. Sejam 1 < g < o e a € R. Uma distribuicao temperada v € 8" pertence ao

espaco de Besov B2 se, e s6 se, a norma HUHB;;;O ¢ finita, onde

q,00

0]l 5o == sup 2777 | A0 |,
’ JEZ

Para o caso particular & > 0, a norma no espago de Besov é equivalente a outras trés (veja

[3]). De fato, temos , para a > 0,

sup 277 |Ajvl|, ~ sup2 | |S;v]|, ~ supt"‘/2||e vl|, = sup ||e"?v|| g
]GZ tZO q,00
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Desta forma, podemos utilizar qualquer uma das normas acima para os espagos de Besov,
quando a > 0.
Para conveniéncia do leitor, relembramos também as defini¢bes dos espacos de fungoes de

oscilagao média limitada, ou Bounded Mean Oscilation, BM O, bem como suas variagoes.

Definicao 2.3.2. Dizemos que a distribuicio temperada f estda em BMO se a quantidade

1Q)2 1/2
Il s=sup (f, [ 19 pfaras)
Q QJ0

¢ finita, onde o supremo € tomado sobre todos os cubos Q), a integral f, denota a integral média,
ou seja, fo = ﬁ Jo» € 1(Q) representa o comprimento do lado do cubo Q.

Observacao 2.3.3. A expressdo acima ndo define uma norma, jd que resulta em zero quando
aplicada a constantes.

Definigao 2.3.4. Dizemos que a distribuicio temperada f estd em BMO™! se a norma

1(Q)? 1/2
[f|lBrvo-1 := sup (7[ / |€tAf|2dtd:n)
Q QJ0

¢ finita.

E claro que o divergente de um campo vetorial com componentes em BMO estd em BM O™,
A reciproca também ¢ verdadeira, isto ¢, uma distribuicao temperada u estd em BMO~! se, e
somente se, existem f; € BMO tais que u = ), 0, f;. Para uma demonstracao desse fato, veja
[T7]. Por fim, para demonstrarmos a inclusao WK;?,OO — BMO™!, utilizaremos o subespaco de

BMO™! que consiste em tomar o supremo apenas sobre os cubos de medida menor ou igual a
1.

Definicao 2.3.5. Dizemos que a distribuicao temperada f estd em bmo~"' se a norma

1 Q 2 1/2

¢ finita.

Teorema 2.3.6. Sdo vdlidas as sequintes inclusoes:
(I) Caso o < o0 :
(i) Sel<p<o<ooel<a<n(l—1/p), temos

WK s Blatni/p-1/o)
(ii) Sel<p<oo el <a<n(l—1/p), temos

o S—a
Ky = B, -
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(iii) Se 1 < p < 0 < 00, temos
-0 S5—n(l/p—1/c
WK, — B,n/r=1e),

(II) Caso o0 = 0.
(iv) Sel<p<ooel<a<n(l—1/p), temos

WEKS — Blatn/p),

(v) Se 0 < a < n, temos
K% . = B,
(vi) Temos que
(111
(vii) Sen<p<o<ooel<a<l—n/p, temos

WK&OO < bmo .

Demonstracao: Na demonstragao, usaremos a seguinte caracterizagao da norma dos es-
pacos de Besov:

1550, = sup 27| Sk f|lp,
’ kez

a qual é equivalente a definicdo padrao quando o > 0. Lembramos que o operador S) da
decomposi¢ao de Paley-Littlewood é uma convolucao com a funcao ¢,-+, onde ¢ € S, que pode
ser reescrita da mesma forma que ja fizemos para o semigrupo do calor como Sk f = (for ¥ P)o—+.

(i) Nesse caso, temos que —n/o < 0 < a < n(1—1/p), e estamos nas condigoes da Proposicao
2.2.3] Primeiramente, temos que

||f||B;(£+n(1/p—1/a)> = sup Q—k(a+n(1/p—1/0))||(f2k * ¢)2—k|’0

keZ

= sup 2~ Mt WPV 9k (£, 5 ) (27
keZ

= sup 2~ M WP (forx 0) (25| o -
keZ i

Pelo Lema [2.1.15] obtemos
1] o @tntar-1/on < csup 2 Kt Wr=D|| for sk Bl | o -
O',OO E k)

Aplicando a Proposicao [2.2.3] segue que

[ f1| 5=ta+na1/p-1/) < csup 2~ Hetn WP for ||y ke
o,00 keZ Pp,00

= csup 2—k(a+n(1/p—1

keZ

= csup 2 MW F27F )|y o
keZ b

[y [m—
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Por fim, aplicamos o Lema [2.1.15| novamente, para obter

||f||B;gg+n<1/p—1/a)) < cllfllwkg.

(ii) Este caso é semelhante ao caso (i). Porém, como p = o, 86 temos a Proposi¢ao [2.2.3]
valida para o espago de Herz, em vez do espago de Herz fraco. Assim, temos, pelo Lema [2.1.15]

1150, = sup 27| (for * @)o-r|l,
’ keZ

= sup 27| (for + 0)(25) [0
keZ ’

< csup 2—k(a+n(1/P—1))||(f2k * ¢)||1’<gp-
keZ ’

Temos nesse caso que —n/p < 0 < a < n(1 — 1/p). Logo, estamos novamente nas condigoes
da Proposicao m (iii). Aplicando a Proposi¢ao e em seguida o Lema [2.1.15[ mais uma vez,
obtemos

Al gye < esup 2~ M= for | g

= csup 2 O] (270 g
kEZ ’

< Il .-
(iii) Procedemos da mesma maneira. Aplicando o Lema [2.1.15]
[ f[| g=n/p-1/0) = sup 2 F/P=)| |(for % @)k ||o
g,00 kEZ
= sup 2—kn(1/p—1/o)||2k:n(f2k % ¢)(2k)||a

kEZ

= sup 27| (for 5 9)(2°)| o,
p ,

= sup 27" WPV for % | o
keZ 77
Aqui, como —n/o < 0 < n(1 —1/p), podemos usar a Proposicao para obter
1 F1l goncasm-1r < esup 27PN o |y e
o,00 keZ p,o
= coup 2 H O] oy
keZ P
= csup 2P| F27F) |y o -
keZ P,
Por fim, aplicando novamente o Lema
A pznarm=vier < | fllwicg,, -

(IT) Caso 0 = oo. Para o caso o0 = oo, vamos proceder da mesma forma que nos casos
anteriores, aplicando primeiramente o Lema [2.1.15, depois a Proposicao e por fim o Lema
2.1. 1ol novamente.



(iv) Temos que, observando que K;?,p — P Cc [®=KO

00,007

111 potermim = sup 27D (for s )i
00,00 keZ
= sup 2 HOTD |28 for 5 6)(2°) ||
kEZ

= sup 2 D f )2ty .
e ,

< esup 2 HOTUPED || £ )| g
kEZ o0,00

< csup 27 FEF/P=D)| | £ @] oo
kezZ PP

Como nesse caso temos 0 < a < n(l — 1/p), podemos aplicar a Proposicao e obter

(a+n(1/p—1

Hf“gggwm < csup 27k DHf?kHWKgOO

— cup 2| £ |y
keZ ’
< HfHWKgyoo-
(v) Temos que
11 ze, = sup 27 |(for * @)a-#]loo
’ keZ

= sup 25| (for % 9)(2°) [ o,

keZ ’

< csup 2| for * Bl | o, -
keZ :
Como 0 < a < n, podemos aplicar a Proposicao M(iii) e o Lema [2.1.15| para obter
1l pze, < csup 2| forllge
’ keZ ’
< csup[[f(27%)||kq
keZ ’
< el|fllkg

(vi) Temos que, observando que K, = L' C L® = K

00,007

1/ 11z, = sup 27| (for * ¢)2-k]loc
’ keZ
= sup |(for % 0)(27" )l kg, .
ke ’
< csup [(for % 0)l ko,
kEZ ’

< esup|(far 0)ll o
kEZ ’

65
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Aplicando a Proposicao [2.2.3|e o Lema [2.1.15 obtemos
Iz, < csup|forllgo,
’ keZ ’
= csup 27| f(27)||go
keZ ’
< cllfllxs,.

(ITT) Observe que, dentro da integral, o supremo pode ser substituido pelo supremo essencial,
ja que ambos diferem entre si apenas em um conjunto de medida nula.

As restri¢oes impostas sobre os indices nos colocam dentro do caso (iv). Desta forma, a
definicdo de bmo~! nos da

Hf“bmo 1= SU.p

2 1/2
< s ( / /“” ,emmdx)

Q)2 1/2
Hemfuiodtdx)

Q)2 1/2
|emf|2dtd:£>

< sup
Q<1

1/2
<// Hemfugodtdx) .
\Q|<

Agora, observe que, usando a terceira caracterizacdo da norma de Besov e aplicando o caso

(iv), obtemos

2
€ fI[2, = = (tn/) (gletn/m2) et )| )

2
< t*(a+”/1’) sup t(a+n/p)/2 | ’etAf| ’oo
N £>0

= ¢TI £]1%

5— (a+n/p)

<ct” (ectn/p) Hf“WKa

Substituindo na integral acima, temos que

Q)2 1/2
s < s ([ [ 15t

1Q 1/2
< .. ~(actn/p) / dxdt
< s s ([ e [ o

1o 1/2
< .. (/0 a+”/”dt>.

Como a < 1 —n/p, a integral acima converge e tem valor finito. Logo,

1 lomo— < el fllwica .
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e portanto, obtemos o resultado desejado. [ ]

Nos casos (i) e (iv) do Teorema acima, que tratam da imersio de WK, as condigdes

a > 0 no primeiro e a > 0 no segundo sao necessarias e suficientes. De fato, o Teorema a seguir

mostra que, se a < 0, em (i) ou o < 0 em (iv), as imersoes nao valem.
Teorema 2.3.7. (i) Caso 0 <oo: Paral <p<o<ooe—n(l/p—1/0) <a <0, tem-se
Q@ 3—(atn(1/p—1/0))
WK, + B, P .
(ii) Caso 0 = 00: Paral <p< oo e —n/p < a <0, tem-se
o oy B-(atn/)
WK, <7L>Boo7oo P
Demonstracao: (i) Seja

271{?01

f@) =3

kEZ

o = e X

onde z;, := (328710, ...,0).

No Exemplo , mostramos que f € Wngq.

Vamos mostrar agora que f ¢ B; gg+”<1/ P=1/9)) "¢ disso seguird o resultado.

Temos que

HfHB;(ogH»n(l/pfl/o')) ~ stl>1%) t(a+n(1/1’*1/0))/2|’etﬁf’ ’0 > HeAf‘ ‘U

1/o
= (Z HeAng,Ak> .

kEZ

A norma ||e2 f||,.4, ¢ limitada por baixo por 275 se k for grande o suficiente para que 2¥=! > 3.

De fal()’
||6 J ||0A (/ |6 J | d >1/0 / ] / ( ) == 43J\2 o 1/7
o Ak v Ak (4”)’”/ R” y y o

) o 1/c
(o) o]

Se 2F71 > 3 temos B(xy, 1) C Ay, e (B(xy,3)\B(zy,2)) C Ag. Logo,

1 2_ka le—y|? 7 Yo
A o _
e > / / 2y de)
| fHU’A’“ — (4m)n/? ( Bl(xy,1) ( 2<ly—ay|<3 [y — 2|™/P y) )
Se x € B(xy, 1), 2 < |y — x| <3, entdo |y — x| P > 3P e v —y| < |y —xp| + |2 — 21| < 4.
Assim,
1 27ka g 1/0‘
A o —4
> dy| d
e 11z 2 (47)n/2 </B(xk»1) </2§|y—xk§3 gn/e y) x)

Q—ka,—4 o /o
P d d — 2—]€Oé.
(4m)n/23n/p </B(xk,1) </z<|y—xk|<3 y) x) ‘
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Desta forma, obtemos

1/c
Hf||B;g.g+n<1/p—1/a>> >c (Z 2"““’) = 00,

kEZ

e portanto, f & B;gg+n(1/pfl/0)).
(ii) Para a mesma f definida em (i), vejamos que f ¢ B;ﬁ@‘j”/”)- Temos que

1] tatnim =2 sup t @R[ £ o > |2 flloo > sup|le® fl]oo, Bla,1)-
00,00 t>0 kezZ

A tltima desigualdade segue tomando-se o supremo em k na inequacdo ||e?f oo, B(ax,1) <

|le® ||, que é claramente verdadeira ja que B(zy,1) C R". Para k suficientemente grande,
temos B(zg, 1) C Ay, e portanto,

1 9~k la—yl?

A
€2 flloo.Blar.1) = ———=€SS  SUp (T
1™ flloo,B@r.1) (4m)"2 7 peB@p1) I Ra |y — T3] /P

dy

S 1 / Pl _%

> ess  sup e Y.
(4m)"2 7 e Blag1) J2<ly-arl<3 [y — oy [P

Temos aqui que |y — x| ™7 > 377 e |z — y| < 4. Logo,

1 2—ka€—4

A —ka
e o.Blx > ess su / dy = c2 .
% e 2 G gy ess S0 e ®

Assim, obtemos

Hf‘|37<a+n/p> > csup 277 = o0,
00,00 keZ

o que nos da o resultado. [ ]



Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de Solucoes
para as Equacoes de Navier-Stokes

3.1 Existéncia Local

No capitulo a seguir, traremos os principais teoremas relativos a existéncia e unicidade de
solugoes brandas das equacoes de Navier-Stokes, além de critérios para extensao das solucoes
no tempo, quando o dado inicial uy esta em WKI?i "

Os teoremas de boa colocagdo que apresentaremos e demonstraremos a seguir usam as
estimativas para o semigrupo do calor em espacos de Herz obtidas no Corolario para usar
o Principio da Contracdao de Picard, apresentado na pagina [I7] para obter uma solugdo para as
equagoes (E.I):

t
u = ey — / Vel =)AP(u @ u)(s)ds

0
u = e®uy — B(u,u), (E.L)

que como mostramos no Capitulo 1, sdo equivalentes as equagoes de Navier-Stokes que queremos
solucionar,
p(us +u-Vu) = puAu—Vp
V-u=0 (3.1)
u(z,0) = ug(x),

a menos de unicidade global e regularidade da solugao. Essa técnica de argumento de ponto
fixo foi introduzida por Kato em [I5] e consiste em, a partir de um espago dado a que pertence
o dado inicial, chamado espago de valor adaptado, definir um espago auxiliar, chamado espaco
de caminho admissivel, que desempenhard o papel do espaco de Banach E no Principio da
Contracao de Picard.

O primeiro teorema que mostraremos para a boa colocacao é o de existéncia local para
dados iniciais quaisquer. Nele, mostramos que exite solu¢ao branda local para as equagoes de

Navier-Stokes para qualquer ug em WK;fq, independentemente de sua norma.

69
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Usando o espago WKI‘;‘ como espago de caminho admissivel vamos definir, para algum

q
T > 0, o espaco de valor adaptado X7 :

Defini¢ao 3.1.1. Seja T' > 0. Definimos o espa¢o Xp como X := {u € L*(0,T; WK;"OO) :
l|lu||x, < o0,V -u=0}, onde

1
lullxy = sup [Ju(O)llwig  + sup 2|[Vu(@)llyig = [ullxr, + l[ullx;,-
0<t<T ' 0<t<T '

Dado um espaco de valor adaptado, é importante ressaltar que pode-se definir mais de um
espaco de caminho admissivel associado a ele. A razao de definirmos X7 como fizemos acima
¢ a de que queremos controlar certos aspectos de u. A primeira norma, X7, é a norma natural
do espago e controla o tamanho de u em WK]qu. Ja a norma X, controla a variacao de u,
prevenindo o surgimento de comportamentos oscilatorios. O fator t1/2 aparece na norma Xr s
porque, como pode ser observado no Corolario , ao limitar a funcdo Ve!2 f, o fator t~1/2
aparece naturalmente na estimativa devido ao operador V. Desta forma, acrescentamos o termo
t1/2 & definicao de X729 para compensar. Essa compensagao se mostra frutifera para efeitos de

calculo das estimativas da forma bilinear B.

Teorema 3.1.2 (Existéncia Local). Sejan >2n<p<ooel<a<1-— n Entao, para
p

todo uy € WKI‘ZOO com div ug = 0, existem T > 0 e uma solugio uw € Xr N C((0,T); WK;OO)
de (E.1.) tal que

(i) sup 22| [u(t)|] 0 < o0
(i) u(t) € WICQOO, para t > 0;

)
(7ii) u(t) — ug na topologia fraca * quando t \ 0;
(iv) u(t) — e®uy € L>(0,T; ngoo);
)

(v) u(t) — ePugy € continua a direita em K;OO, em (0,7).

Além disso, seugy € WICPOO, entdo u(t) — uy em WK&OO quando t ~ 0. Quanto a unicidade,
u € a unica solucao de (E.1.) na classe L>=(0,T; WK;foo).

Demonstragao: Vamos escolher a constante 7' > 0 no decorrer da demonstracao. Dividi-
remos a demonstragao em 4 passos. Nosso objetivo é mostrar que estamos dentro das condi¢oes
do Principio da Contracao de Picard, que garantira a existéncia da solucao. Na aplicacdo que
faremos do Principio da Contragao de Picard, a equagao que buscamos solugao é (E.I.), ou seja,

u = e®uy — B(u,u).

Assim, fica claro que o papel de e, serd desempenhado por e*®uy. O leitor pode notar também
que o espago de Banach a ser usado na aplicacao de Picard sera Xr. No decorrer da demons-
tracao, vamos escolher § = Cy||ugl|x,., para alguma constante Cy que encontraremos. Por fim,
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em vez de Cg, a constante que limitard a norma de B serd o valor (ainda a ser determinado,
mas fixo) CpT %

Desta forma, comparando o que temos com as hipoteses do Principio da Contragao de Picard
(veja o Lema na pg. , devemos mostrar as trés seguintes estimativas:

|B(u,v)||x, < CpTIP=02||u||xp ||0]] x0;
o 0 < Collugl|x, < (4CETO—/P=e)/2)=1

o |le"®uo||x, < Colluol|x,.-

Passo 1: A forma bilinear B é um mapa de X7 x X7 em X7 e tem a estimativa

n/p a

1B(u,v)|lxy < CuT" [lullxr (0]l x-

De fato, temos que

ds.

1B, vl = .

95P(u @ v)(s)

| /Ot Vel =)AP(u @ v)(s)ds

p;o0

Como 1 — % —a > 0, segue que 2o < n (1 — %) e tomando ¢ = 0o, estamos nas condigoes
do Corolario [2.2.4} caso [I], item (iii). Logo, obtemos

t ~Qn/pta)
1B.v)lli., <e [ (1-9) e @ w(s)llwicye_ds.
5,00
Pelo Lema [2.1.13] temos entao que

t <1+n/p+a)
1B )l < [ (=) [u(3) w00 [ s _dls.

Assim, para 0 <t < T,

(+n/p+a)

t _
1B )l < ellalle, ol [ (=)~ s

t —(4n/pta)
= cllul s lollxe, | s~ % ds
1-n/p—«a
= C||U’||XT1 ||U||XT1t 2
Cp
< 2Tl ol
e como Ka — WK;OO, segue que
Cp Lon/pa
1B (u, v)||x7, < 7T [l xz (o]l x,-

Similarmente, ainda temos que

t
VB, 0)O)llis . < [ 992 T)o(s) |, _ds
boo 0 p,o0
¢ —(tn/pta)
< [(= 9w Vel kg _ds

¢ ~(tn/pta)
IRED iy NI V0l iy
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Assim, para 0 < t < T, obtemos

t _(n/pa) 1
9B 0)Ollis,, < e [ =9)7 %5 Hlullx, [lollrads
t _Qdn/pra) 1
< cfullxy Il (¢ 8)7 55 s s
Cp —(n/pto)
< Tl xy [olLr

Multiplicando por /2 e tomando o supremo em ambos os lados, chegamos em

Cp . 1-(n/p+a)
ETEE ol

Assim, dessas duas estimativas acima, obtemos a estimativa desejada.

[1B(u, v)(t)||xs, <

Passo 2: Verificamos que

lle"uol[x, < Colluollwis -

Por hipétese, como V - uy = 0, temos que a projecao de Weyl-Helmholtz de uy é a prépria
funcdo. Logo, aplicando o Corolario [2.2.4] caso [II], obtemos

Co
e uollwry . < - lwollwg, .-

Ainda, pelo Corolério 2.2.4] caso [I], item (iv), temos que
Co,_1
196 uolhwics.. < 2t Hluol .-

Portanto, dessas duas estimativas acima, obtemos a estimativa desejada.
Agora, defina T como

1 e C
T = =
8CBColluollwks /e

ol

Note que T satisfaz

l1-n/p—a -1
COHUOHWK;;OO<(4CBT 3 ) :

Tomando 6 = COHUOHWK,?,M? o Principio da Contracao de Picard garante a existéncia de
uma solugdo u € Xp para (E.I.) que depende continuamente do dado inicial uy. Note que a
constante C* definida acima depende apenas de n,p e a. Logo, obtemos a condi¢ao (i) do
teorema. De fato,

—(at+n/p)
et uolleo = lle"uol gy, < =5 fuollizy .

que nos da uma estimativa para a norma L* de e'®uy. Para a forma bilinear B(u,u)(t), temos

t
1B (u, u)(#)]]o < c/o (t = )" P u(s) | lwga - 1Vl lwia_ds <
' —(atnfp) o~}
< elfullxry - lfullxr, | (= 5)+Ps s <

< etz )y .
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Logo,

(a+n/p) + /Pp)

1B, u) ()l < et 5 full%,

e assim temos que

(atn/p) 1- <a+ /p)

sup ¢ |1 B(u, u)(®)oo < T lull%, < .

0<t<T

Portanto, dessas duas estimativas, como u € WK;OO,

concluimos que
(atn/r)

sup = {[u(t)]foe < s
0<t<T

(w, w)(t)]]oo < 00

Passo 3: Verificamos as propriedades (ii), (iii), (iv) e (v).
Vamos mostrar a continuidade de v em WK;,OO' Para isso, vamos mostrar separadamente
as continuidades de e'®ug e de B(u, u)(t).

Para e'®ug, como ey — e"®ug = ug * (G sz — G ), pela Proposi¢io m temos que
1420, — Bl < 11G i — Gollsluoll s
com || - ||s denotando alguma seminorma de S. Assim, e'“ugy € C((0, 00); WK;fOO).

Vamos mostrar agora a continuidade a direita de B em K parat € (0,7). Primeiramente,
escreva

Blu,u)(t-+7) — Blu,w)(t) = [ e I3B(u V)u(s) - IR (u - V)u(s)ds

t+7
+ / e(t—i-T—S)AP(u . V)u(s)ds = I+ + II+
t

Quando 0 < t < T, para 7 > 0, aplicando o Corolario [2 - (iii) e em seguida o Lema [2.1.13]
obtemos

|[etHT=AP(y - V)U(S)Hkg,m

IN

et + 7 )" (- V)uls) s,

147 = 195

< et +7 = 5) 7T ul g lullxps.

IN

A funcdo x — 27"/ é decrescente em (0, 00), logo de 7 > 0 temos (t+7—s5) "2 < (t—s)""/?P,

e
1= I2P(u - V)u(s)llieg < et =)™ 2 ullxp, [l -

Afirmamos que a fun¢do do lado direito da desigualdade acima est4 em L'(0,¢). De fato, fazendo

a mudanga de varidvel z = s/t, temos

t 1
/0 C(t - S>_n/2p8_1/2||u||XT,1||u||XT,2d3 = C||u||XT,1||UJ||XT,2tl/2_n/2p/() (1 - Z)_n/sz_l/dea
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que é uma fungdo beta com expoentes 1 —n/2p e 1/2. De n < p, temos que ambos os expoentes
sdo positivos, e portanto a funcdo beta estd bem definida e tem valor finito, o que prova a
afirmacao. Desta forma, o Teorema da Convergéncia Dominada garante que

t
lim ||| ge < lim/ TRy - V)u(s) — eIAP(u - V)u(s) ds
N0 p,00 N0 Jo K&oo
t
= [ lim || AP (u - V)u(s) — eHAP(u - V)u(s) ds = 0.
0 ™0 Kg o

Para a segunda integral temos, aplicando o Corolério [1](iii) e em seguida o Lema [2.1.13]

ds

o
Kp,oo

(u - V)u(s)

T IAP(y - V)u(s)

t+7
Myl < [
’ t

t+7
< c/ (t471—s)/%
t

. ds
WES),
t+71 a2
< [Tt 7= ) g 170
t+7
< cHu||XT’1||uHXT72/t (t 47— ) 25125,
Como t > 0, a integral acima converge, e tende a zero quando 7 \, 0. Logo,

lim |11, | =O.

Assim, provamos que u(t) — e®uy = B(u,u)(t) é continua a direita em ngw em (0,7, ou
seja, (V).
De K&, < WKS

ooy S€gue que B ¢ continua a direita em WK . Vamos mostrar a conti-
bl ?

nuidade a esquerda de B em WKgOO. Para isso, escreva, parat > 0e 7 > 0,

B(u,u)(t — 1) — B(u,u)(t) = /Ot_T TP (u - V)u(s) — eHAP(u - Vu(s)ds

t
+ APy - Vu(s)ds =: 1_ 4+ 11_.

t—1

Para cada s € (0,t), se tomarmos 7 suficientemente pequeno, temos que
(t—7—8)" <kt —s)/%,

onde k > 1 é alguma constante fixada. De fato, basta tomar 7 < (1 — k~%/")(t — s) para obter

o+ g\—N/2p —n/2p
(t T 3) _ (1 T ) <k
t—s t—s

que implica na desigualdade desejada. Com ela, podemos estimar

1492 (u - V)u(s)|lwgg . = VTP (u @ u)(8)| kg -
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Aplicando o Corolario m, [1](iii) na igualdade acima e em seguida o Lema
|[e=T=)AP(q - V)U(S)HWK&OO = [|[Vel" TP (u @ U)(S)HWK;;OO

et — 71— ) V22| |(u @ w(S)lwies,

c(t — )22 (4 @ u)(s)||WKg/2m

c(t — )72 |y s)

c(t —s

)_1/2_n/2p| |u| |§(T,1 °

IN

IN

t

IN

2
||WK;}700

IN

t

Afirmamos que fungio obtida na tltima desigualdade estd em L'(0,t — 7). De fato,

t= t—1
/0 C(t — S)*1/27H/2PHUHA2XT’1d5 = CHUH?XTJ /0 (t _ 8)*1/27n/2pd8

t—T

_ lllBers 1oy
1/2—n/2p

0

Den < p, temos 1/2—n/2p > 0, e a integral acima converge, o que prova a afirmagao. Portanto,
o Teorema da Convergéncia Dominada garante que

t—T
lim ||I_||VW~<30o < lim |eTTHAP(u - V)u(s) — et VAP - V)U(S)HWK;OOCZS

T\0 — m™\0Jo
t—T
= / li{rcl) e D2P (- Vu(s) — e AP(u - V)u(s)] |y e ds = 0.
0 T p,00

Para a segunda integral, temos a seguinte estimativa; Aplicando o Coroldrio [2.2.4][I](iii), e em

seguida o Lema [2.1.13]
! (t—s)A
Mg < [ 1192 V)u(s)llwgds

<cf 0= Vuls)l ok, ds

—T p/2,00

t
<[ (=)l i V() g

—T

t
< ellullxpallullr, [ (= )77 2ds,

Para 7 suficientemente pequeno, temos t — 7 > 0, e a integral acima converge e tende a zero
quando 7 N\, 0. Assim,

P{‘% ||H—||Wkﬁ“,oo = 0.

Desta forma u(t) = e"®uy — B(u,u)(t) é continua em WK®_, e portanto e"*u — u quando

P,00?
t N\ 0, ou seja, u € WIS para t > 0, e provamos (ii).
Falta apenas mostrar (iii), que é a convergéncia na topologia fraca-*. Pelo Teorema 1.2 de

[26], que dé a densidade de C§°, basta mostrarmos que

lim
t\,0

</0t eU)AP (- Vu(s)ds, ¢>‘ =0,
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para toda ¢ € Cg°.
Sendo f(z,t) := [y e)AP(u ® u)(s)ds, queremos calcular o limite limy o [(V £, #)|.
Temos que

(VF.6) = ‘ | Vi o(w)da

lim /B oy V@ D8}z

N—oo

Integrando por partes, sendo w B(o,n) O vetor normal externo a bola B(0, N), obtemos

(VL0 =| im f(2,06() T pox — [ fl@,)Vo(@)d

Como ¢ € C§°, o primeiro termo do lado direito da equagao acima se torna nulo quando N

cresce suficientemente. Assim,

(V£,0)] = ‘ [ 1@ )Ve@)da| < [ 17(,)V6(x)/d
Z fv¢XAk dx

:/ keZ
> Vo

< / ’ sup fXAk|
keZ kEZ

dz.

7'/717Ak

Seja r > n/2. Pela desigualdade de Holder, lembrando que o dual do espago de Lorentz L™ é

/
o espaco L™!, obtemos

(Vo) < sup [1f o0, 2 [V l]v,1,4,

kEZ

=190l [ Pu s u)(s)ds

WER
bl —s)A
<11V6llz [ 112l ® u)(s) gy, ds

onde Z ¢é o espago com a norma

11z =211 4,

kEZ

Agora, pelo Corolario [2.2.4][I](iii), como 7 > n/2, temos

(V1.6 < lIVallz [ (£ = )7 |lu® u()l gy, _ds

t
< cllVollz [ (t= ) (o)l gy _ds
t
< cl|Velllull,, [ (= s)7as
< CHV¢H2HUH_2XTtn/2T — 0, quando t N\, 0.
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Desta forma, temos que u(-) — ug na topologia fraca-x quando ¢ N\, 0, ou seja, (iii).
Passo 4: Mostramos a unicidade de u como solucao de (E.I.) na classe L>(0, T} WK;fOO).
Seja v outra solugdo de (E.I.) com dado inicial uy na classe L>°(0, T WK;OO).
Defina

w=u—v = — Blu,u) — euy + B(v,v) = —B(u,u) + B(v,v)
= —B(u,u) 4+ B(u,v) — B(u,v) 4+ B(v,v)
= —B(u,u —v) — B(u —v,v) = —=B(u,w) — B(w,v)

t
S / Velt=92 (P(u ® w)(s) + P(w @ v)(s)) ds.
0
Agora, note que a condigao —% <0<a<l— % nos garante que
2 2
2a<2_”<n_”:n(1_")
p p p/2

Ainda, tomando ¢ = oo, temos as duas primeiras condig¢oes do item (3) da Proposicao m
satisfeitas, e assim podemos aplicar o Corolario [2.2.4) caso [I], item (iii), que nos d4, para
0<t<Ty<T,

/Ot Velt—9)A (P(u®w)(s) +P(w®v)(s))ds

w(®)ll s =
WKS o,
ds

t —(1+J+a)
< c/ (t—s)" 2
0 WK 2
j,oo
t —(1+3+a)
Sc[}t—s> T {Jw(s) lwis (1wl ics. + 10)Ilwis.. ) ds

<o s, o + 0, 00 .

u®w(s)+w®v(s)

0<s<Tp ’ 0<s<To

o(s) i [ 5= % d
su wiSs : S 2 S
0<S§pT0 ) WK:SL’OO 0

§c< sup HU(S)HWK;; + ,5up |[v(s )HWKgOO>
0<s<T o <s<Tp ’

1-2

su w(s N b
0<8§PTOH ()HWKgOO 0

Agora, basta tomar Tj de modo que

N —

1—%—04
o TP T[] P E

0<s<Top 0<s<Top

Desta forma, obtemos, em (0, Tp] :

1
le®llwig., <5 swp [[ws)llwxkg,.
’ 0<s<Tp ’
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o que implica em

() lwie < = sup [w(s)]]
Ssu wisS : — Su wils 2
0<S§pT() WKZ?’OO B 2 0<8épT() WKg’Oo ’

e portanto, w = 0 em (0,Tp], e u = v em (0, Tp).
Basta mostrar agora que w = 0 em [Tj, T). Para isso, é suficiente mostrar que existe k > 0
tal que, se w(t) =0 em (0, 7p], entdo w(t) =0 em (0,7, + k).
Como u(Ty) = v(Tp), temos que, para Ty <t < T,
t
wt)=— | Ve 92P(w @ u+ v w)(s)ds.
To
Logo, do mesmo modo que calculamos acima, para Ty <t < T,

—(1+ 3 +a)

t
ol <C [ =9 g, (k). + 0 g, ) ds

< C sup Hw(S)HWK&OO< sup ||U(3)Hwkgm+ SUPTHU(S)HWKﬁoo)

To<s<T To<s<T To<s<
1-2 —
D
. (t — To) 2
Agora, se tomarmos x > 0 tal que
- 1
K 2 = ’

2C (supgycser [[u(S)llw kg, +sWPn<ser [[0(5) g
P, p,

temos que

()l < = sup [Juws)]
Ssu wiSs : — Ssu wil(s 2
T0<£t WEpee = 9 To<£t WG oo

para todo Ty <t < Ty + k.
Logo, w(t) = 0 em [Ty, Ty+k), e temos portanto a unicidade de u na classe L>°(0, T} WK;‘OO)
Passo 5: Por fim, consideramos o caso ug € WK .
Como a forma bilinear B(u,u)(t) é continua a direita em K., e consequentemente em
WK

poo) SEGUE diretamente que

. T tA :
%{%HU(IS)HWK}%O —ll\I‘%He Ug B(Uau)(t)”WKgm

. tA . : .
< %1\1“%|]e uollwics —i—%l\I“IOlHB(Ua w)()llw i
- 1{%||6tAUO||WK§w = luollw kg -

E portanto, u(t) — uy em WK;OO quando t N\ 0. u

No Teorema acima, a solugao estéd em Nooq, <7, <7 L (R"™ x (T4, T3). Logo, estd em L>*(R™ x
(0,7)). Pela Proposi¢ao 15.1 de [20], obtém-se a suavidade u € C*°(R™ x (0,7)). No caso
Uy € K;fq, pode-se provar o Teorema anterior da mesma maneira, com ngq em vez de Wngq.
Basta substituir as estimativas obtidas para W K, pelas mesmas estimativas para K , usando
o caso (iii) da Proposi¢ao [2.2.3|
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3.2 Principio de Continuacao para Solucoes Brandas Lo-
cais

No Teorema da se¢ao anterior, mostramos a existéncia de solucao branda para um 7' carac-
terizado pela norma de ug, mais precisamente,

C

2/(1— —a)’
[ 3™~

Porém, nada nos diz que tal T" é o maior valor para o qual podemos encontrar uma solucao u.
Tendo encontrado esse T' > 0 tal que existe uma solucao branda para as equagoes de Navier-
Stokes homogéneas, é portanto natural se perguntar se existe um 7' maximal para o qual essas
solucoes existem e se tal T' é finito.

Se tal T for finito, significa que a partir de t = T a solugdo “explode”. Caso contrério, temos
uma solucao global para as equacoes de Navier-Stokes.

No caso particular em que uy € Kgq, pode-se provar o Teorema com Kl‘jjq em vez de
WKgq. O resultado nado sera enunciado de fato por ser mais fraco que o obtido e, como ja
comentado, ter a demonstracao analoga ao teorema apresentado. Entretanto, o caso particular
de solucao para dados iniciais no espago de Herz tem a caracteristica interessante de poder ser
estendido globalmente caso satisfaca uma condicao adicional. De fato, o préximo teorema nos
da um critério para a extensao em t da solu¢do branda encontrada no teorema anterior. Para

apresentd-lo, precisamos introduzir um outro espago, K%, .. :

Definicao 3.2.1. Definimos o espago K]%MO,OO como o espago das funcoes localmente integrdveis
f em R"\{0} tais que
[Lf 1] ko

BMO,c0 = iléIZ) ||f||BMO(Q;;) < o9,

onde

fllsaowap = sup inf £ |f = cldy,
| fllBaroy) QCQ;CECQ’ |

e Qf = Qr-1UQrU Qpyr, Qp = (=28, 27)"\(=2571 2F1)m,

Ainda para a demonstracao do segundo teorema, precisaremos do seguinte resultado:
Lema 3.2.2. Sejam 1 < p < o0, 1 < g < o0, —n/p < a < oo em € N. Entdo, existe uma
constante c tal que, para toda f € Kz?,q com V" f € K%MO,OO ege Kz‘qu com V™g € K%MO’OO,

1797l < € (11, IV "0l kg + 197 Flliy, Mol )

BMO,00

Podemos agora apresentar o segundo teorema:

Teorema 3.2.3 (Principio de Continuagao para solugoes brandas locais.). Sejam n > 2, n <
p<oo,0<a<l—-n/peld<T*<oc. Sejamuongq com V -ug =0 e u uma solugdo de
(E.I.) na classe L>°(0,T; K;fq) para todo T € (0,T*). Suponha que u satisfaz

[ 1vut)

||K105’A10,oodt < OO’
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entdo existe T > T* tal que u pode ser estendida a wma solucio de (E.1.) na classe
LOO(O,T; Kgq).

Demonstracgao: Suponha que a solugdo u nao possa ser estendida além de T™*. Afirmamos
que, nesse caso,

lim sup [|u(?)||g, . = oo. (3.2)
t T

De fato, se o limite superior acima fosse finito, terfamos |[u(t)|[;, _ < Co, para alguma constante
Cp e para todo t < T*. Pelo Teorema de existéncia local, podemos encontrar uma solucao
a partir de qualquer tempo inicial ¢;, com dado inicial u(t;). Essa solugdo serd regular e bem-
definida para todo t € [t1,t1 + Tp(Ch)], com Ty dependendo apenas de Cy e dos indices n,p e
«, mas sem dependéncia de t;. Desta forma, tomando t; > T — Tj, temos u bem-definida e
regular até um tempo maior que 7%, o que contradiz nossa suposi¢ao.

Portanto, deve ser verdadeira se nao pudermos estender u além de T™.

Por outro lado, aplicando o Lema [3.2.2| para f = u e g = u, com m = 1, obtemos

t
@)l < elluol i+ [ 1= Vyu(s)ll s <

t
< cluollig., +c [ 1u)leg ITu) kg, ds

BMO, 00

Como ||up||ze € ndo decrescente em ¢, pela desigualdade de Gronwall, segue que
p,q

T*
¥l < elluol g exp ( | HW(s)HK%MOmds) < o,
Tomando o supremo, obtemos que

S lu@)|| kg, < o0,

o que contradiz 1} Logo, existe T > T* tal que u pode ser estendida em L>(0, T K;ij).

3.3 Existéncia Global para Dados Pequenos

No que diz respeito a solugoes globais, ja temos a invariancia por scaling dos espagos K;;”/ P
e WK;;”/ P que faz com que a existéncia de solugoes globais seja esperada. De fato, tendo uma
solucao local em um espaco invariante por scaling, pode-se reescala-la com um fator A > 1
qualquer e obter uma solucao até um 7T tao grande quanto se queira. Ainda sobre a boa-
colocagao global, temos o Teorema [3.2.3] que garante extensdo global para a solugao local
encontrada no Teorema no caso particular em que ug € ngq.

Nesse sentido, como mostramos no Lema [2.1.4] as inclusoes dos espagos de Herz quando

diminuimos o indice p e quando aumentamos o indice ¢, temos que o maior espaco de Herz
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adequado para investigarmos é WK;‘L“,OO, ja que precisamos que o indice p seja maior que a
dimensao, n. Ainda, como desejamos obter solugoes globais nos espacos de Herz, é necessario
que este tenha a mesma invariancia por scaling que as equacoes de Navier-Stokes, isto é, com
a =1—n/n = 0. Desta forma, o maior espago apropriado para investigarmos a existéncia de
solugao global é o espago WKQVOO

Tendo definido qual serd o espago de valor adaptado que usaremos para o teorema de
Existéncia Global, W K?

n,00?

vamos definir o espaco de caminho admissivel associado, X:

Definicao 3.3.1. Definimos o espaco de valor adaptado X como
X = {u S LOO(O7OO7 WKg,oo) . HUHX < 00, Vu= 0}7 sendo

[lul|x = sup [[u(t)|ly o+ supt™ P2 [u(t)|| o+ sup /2 [[u(t)||oo + sup t"/?|| V()| o
t>0 oo t>0 pyoo t>0 t>0 .00
=t [ullx, + [lullx; + [|ullx + [Jullx,-

Observe que nas normas que definem a norma de X, novamente usamos poténcias de t que

compensam as poténcias que aparecem naturalmente nas estimativas do semigrupo do calor.

Teorema 3.3.2 (Existéncia Global para dados pequenos). Sejam n > 2 en < p < co. Entao,
existe 0 > 0 tal que, para toda ug € WKQL’OO com ||uollwgo <0 e V-ug =0, existe uma
solugio u € X N C((0,00); WK ) de (E.IL) tal que

(i) u(t) € WK
(i) uf
(i) u(

(iv) u(t) — e®ug é continua a direita em KOOO, para t € (0, 00).

para t > 0;
t) — ug, na topologia fraca * quando t \, 0;

)
u(t) — e®ug € L®(0,00; K9 .);
)

Ainda, se ug € WICHOO, pode-se provar que u(t) — ug em WKS}OO quando t \ 0 e que
lim ¢/ 2] g _ = limt 2 fu(t) oo = 0.

Demonstragao: Assim como no Teorema [3.1.2] vamos dividir a demonstragao em quatro
passos, comecando com uma estimativa para a forma bilinear B. Novamente, desejamos usar o
Principio da Contragao de Picard.

Passo 1: A forma bilinear B é um mapa de X x X em X e tem a estimativa

|1B(u, )||x < Cllullx][v]|x

De fato, seja 1/0 = 1/n + 1/p. Vamos limitar as 4 normas que definem a norma de B em
X.
Pelo Corolario W, [1](iii), notando que n(+ — 1)/2 =2

KO dS

t
1B (u, v) ()l ks S/O e3P (u - V)o ()|l

[t = 57w V)u(s) g ds.

0
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Pelo Lema [2.1.13] usando novamente que 1/0 = 1/n + 1/p, obtemos
t
1B, 0)()][ kg < C/O (t =) u()|lwro | [VO() i ds

t
= [t = sy s 2 (SO s) g ) (521908 )

Tomando os supremos em s nos termos entre parénteses, temos
1B (u, v) ()| ko, < cllullx.||v]lx, /Ot(t — §) /g ln/2 g
Fazendo a mudanca de varidvel z = s/t na integral acima, obtemos uma funcao beta:
[1B(u, v) ()|l < ellullx|[v]]x, /O (1= ) nsg

Para relembrar a definicao da funcao beta, veja a pagina . Como n < p, segue que n/2p <
n/p < 1, e portanto 1 — n/2p > 0. Da positividade de n e p, segue também que n/2p > 0.
Assim, a func¢do beta acima estd bem definida e tem um valor finito. Logo,

1
[1B(u, v))llxg , < CHUH&HUH)@/ (1= z) /=2,
’ 0 (3.3)

Cp
< 4 Mullxlloflx.
Logo, tomando o supremo em ¢ em ambos os lados e lembrando que Kg}oo — WKg,oo temos a

primeira estimativa,
Cp
1B(w, v)llx; = == lullx][v]]x-

O leitor deve observar aqui que, como esssupf < sup f, a estimativa acima também nos
diz que [[B(u, w)] o0 (0,005 ) < 00, portanto B(u,u) € L>(0,00; KS ), e temos provada a

propriedade (iii) assim que provarmos a existéncia da solugao.
Para a norma X, aplicamos o Corolario [I](iii) e em seguida o Lema [2.1.13| para obter

t
1B, v)B)llgy. < [ 11V 2P @ v)(s)ll gy _ds
t
< [t =) EER 0 @ o(s)] o
0 p/2,00
t
< C/ (t — s)~ /272 g 14n/p <S(1—n/p)/2||u||WKO ) (8(1_”/p)/2||vllwko )ds.
0 p,o0 p,00
Tomando o supremo em s nos termos entre parénteses, temos

t
1B, )0y, < cllullxallollx, [ (6= )75 1000,

Novamente fazendo a mudanga de variavel z = s/t, temos uma fungao beta, com os expoentes
1/2 —n/2p e n/p, cuja positividade segue de 0 < n < p. Assim,

t
1B (u, v) ()]l ks < CHUHXHUHX/ (t — 5)~ 12/ g=14n/p g
;00 0
1
= cHuHXHvHX/ t*1/2+n/2p(1 _ Z)*l/an/ZpZ—:LFn/de
0

Cs, (1-n
< 22 o x.
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Logo, tomando o supremo em ¢ em ambos os lados, obtemos a segunda estimativa,

Cp
1B, v)llx, < —~llullx|lvllx.

Para estimar a norma X3 de B, basta lembrar que K .00 = L. Com isso, usamos o Coroldrio
[I](iii), o Lema[2.1.13| e tomamos o supremo em s dentro da integral novamente:

1B, 0) ()l < [ 1eCI2B (- V)efs)ds
< [[(t= 9"l V)els) g, ds
< [t =9 uls) gy V() Ly
< cllulallvllx, [ (¢~ s) "0t

Fazendo a mudanca de variavel z = s/t, e notando que 1/0 = 1/n + 1/p implica em —n /20 +
n/2p = —1/2, obtemos

1
|| B(u, v)(t)||oe < c\\u!]X2]]vyyx4t*1/2/o (1 — z)~"/20~1n/2

Agora, como n < p, temos que % < %, e assim, % < % Logo, 5 <1, edai 1 — 32 > 0. Portanto,

os expoentes da funcao beta acima sao positivos e novamente a fungao beta esta bem definida

e tem um valor finito. Assim,
Cp,.
1B, v)(t)lloe < =t Y2l |x o] -

Mais uma vez, tomando o supremo em ¢t em ambos os lados, obtemos a terceira estimativa,

Cs
1

Finalmente, para a norma X, de B, usamos o Corolério [2.2.4I](iii), o Lema [2.1.13] e tomamos
o supremo em s dentro da integral para obter

[1B(u, v)llxs < —=llullx|[v]]x-

IVB(u, v)()||o _ < /Ot [Velt=I2B(u - V)o(s)| g _ds
< C/Ot(t — 3)—1/2—n(1/a—1/n)/2|’(u . V)U(S)Hwkgmdb’
< c/ot(t — 3)"””/”)/2\\U(‘S)HVVKg,mHU(S)Hngst
< cllul|x,||v]| x, /Ot(t — 5)"(n/p)/2g= 10 /2 g g

Como 0 < n < p, segue que 1/2 —n/2p > 0, e portanto a fun¢do beta obtida na mudanga de
varidveis z = s/t estd bem definida e tem valor finito. Logo,

1
IVB(u,0)(t)]| o < elfullx|follxt™""? /0 (1 — 2)~ (/D)2 =14n/2 g,

Cp,_
< Tt 1/QHUHXHUHX-
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Por fim, tomando o supremo em ¢ em ambos os lados, obtemos a tltima estimativa,

Cs

1Bl < -

[[ullxTlv]lx-

Somando as 4 estimativas obtidas, temos o resultado desejado.
Passo 2: Verificamos que

e uol|x < Colluollwis -

Basta aplicar o Corolério 4 vezes para obter as 4 estimativas das normas que definem

a norma X :

Pelo Corolario [2.2.4]T|(ii),
0
e uollwgo < - Nwollwg -
Pelo Corolario [2.2.4]1|(iii),

Co,_1_
||€tAU0||K2,oo < ZOt 1 n/p)/QHUOHWK%OO'

Pelo Corolario M[I](iii) novamente, lembrando que K Yoo = L, vem

Co,_
[l uol |0 < Zot 2 luollwzg -

Por fim, pelo Corolario 2.2.4]I](iv),

Co —-1/2

Ve ugllyiy . < =282l uollwicg .-

Juntando as quatro estimativas acima, obtemos o resultado desejado. Agora, tome

1

0= 8CRCy’

Temos que, se ||u0||Wf<2,oo < 6, entdo ||emuo||vw-(%oo < ﬁ, e como 0 < ﬁ < ﬁ, 0

Principio da Contragao de Picard garante a existéncia de uma solugdo u € X de (E.I.) que
depende continuamente de ug. Ainda, como as estimativas encontradas nos passos 1 e 2 nao
dependem de ¢, mas valem para todo t > 0, a solu¢ao encontrada é, de fato, global.

Passo 3: Vamos mostrar a continuidade de u em WK&M

Para mostrar a continuidade de v com relacao a ¢t em WKS’OO, mostraremos separadamente
as continuidades de e®ug e B(u,u)(t).

Para e'®ug, como ™%y — et®uy = ug * (G vizr — G 1), pela Proposicao temos

=%y — gy < elGyrzr — Galsluollwgg

com | - |s denotando uma seminorma de S. Assim, temos que e**uy € C((0, 00); WK;’,OO).
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Vamos mostrar agora a continuidade & direita de B em K? . para t € (0,00). Para isso,
escrevemos

B(u,u)(t +7) — B(u,u)(t) = /Ot (e(tJ’T_S)AIP)(u - V)u(s) — etIAP(y - V)u(s)) ds
+ /tHT TR (y - V)u(s)ds =: T 411,

Como, para 7 > 0 suficientemente pequeno, temos, usando o Corolério m [1](iii) e o Lema
2. 1. 10k

eUFTIAP (4 - V)u(s)

<t +7—8) 7w Vyuls)llwio

K9
< e(t+7 - ) u(s)llwo [Vullgs
< et 47— )P, lullx,
< et — )25, fullx, € L'(0,1).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue que
t
: . < T; (t+7—9)A . _ (t=9)A . .
i 11 g < i [ e3P )u(s) — B V)us) g s
t
= / 11{% [T T=DAP(y - Vu(s) — e H2P(u - V)u(s)|| o ds = 0.
0 n,o00
Para o segundo termo, usando novamente o Corolario 2.2.4]I](iii) e o Lema[2.1.13] obtemos
t+7 A
Mgy < [ e 95P (- Vyu(s)l|zq _ds
n,00 t n,oo
t+7
<c [+ — 9w V)uls) kg
t 0,00
t+7 _n/2
e[+ =) us) g IVu(9) kg
t+7
< cllullllullx, [ (47— s) s,
t
Como t > 0, a integral da direita converge e tende a zero quando 7 \, 0. Logo,
tn 11,y = 0

Logo, u(t) —e'*uy = B(u, u)(t) é continua & direita em K, _, e a propriedade (iv) estd provada.
Da imersdao K  — WK _, temos que B é continua a direita em WK? __. Vamos mostrar
sua continuidade a esquerda nesse espago.

Para isso, escreva, parat > 0e 7 > 0,

B(u,u)(t — 1) — B(u,u)(t) = /OtT TRy - V)u(s) — eIAP(u - V)u(s)ds

t
+ IAP(y - V)u(s)ds = T +11_.

t—1



86

Como temos que, pelo Corolério m [I](iv) e pelo Lema [2.1.13

192 B (- Vyu(s) g = IVl 92P(u @ u)(3)] .

<c(t—7—5) "2 |lu@uls)|lwio
<c(t—7—5) "2 |ullwig _llullwis,

=c(t—7 =) (|Jullygg ) (sY°[[ull )
<clt—7—5) 272 ful x, Jullx,

<clt—7— ) 272 |ull} € £1(0,1),

segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

t—
tion 1Ly = [

Ainda, como n > 2, temos n(1 — 1/n) > 0 e portanto, pelo Corolério [2.2.411], obtemos

TP (- V)u(s) — eIP(u - V)us)||ds = 0.

M iy < [ 2B )l iy _ds
<e [ Il V)u)lhwicg ds
<c [ Nulhwig, Vullwig . ds
< cllullx.llullx, [ s7ds.

Como para 7 suficientemente pequeno temos ¢ — 7 > 0, a integral acima converge e tende a
zero quando 7 N\, 0. Segue que

i (|1l g, = 0.
tA

Desta forma, u = e'®ug— B(u,u) é continua em WK e da continuidade do operador e

segue que e®u — u quando ¢ \, 0. Logo, u € VVICmOO para t > 0, e provamos a propriedade (i).
Para a propriedade (ii), procedemos da mesma forma que no Teorema [3.1.2, Basta mos-

trarmos que

lim
t\,0

t

</ eHAP(y - V)u(s)ds,¢>‘ =
0

para toda ¢ € Cg°.

Seja f(z,t) := [3e2P(u ® u)(s)ds. Queremos calcular o limite limp g |[(V f, ¢)|. Proce-
dendo da mesma forma que no Teorema obtemos

(V.00 < ellTolls [ (0= ) fuls) By g ds

t
< ellVollzllull, [ (8= ) ds
< ||Vl z||u|[%t* — 0, quando ¢ \, 0.
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Passo 4: Por fim, consideramos o caso ug € WK? __.
Como a forma bilinear B(u,u)(t) é continua & direita em K? _ . e consequentemente em

WK .,

segue diretamente que

i [|u(t)| | g

— 1 tA o )
t\0 n,00 —11\1%“6 U B(“’“)(t)”WKO

n,oo

. tA X : .
< P\r"% lle UOHWK%OO + ]151{% HB(UaU)(t)HWKgm
= 1{%||emuo||wkgm = ||U0||WK2,DO-

E portanto, u(t) — uo em WKQ}OO quando t N\ 0.

3.4 Unicidade da Solucao Global

Teorema 3.4.1 (Unicidade da Solugao Global). Seja n > 3. Seja ug € WI'C%OO, com V-u=0.

Se u e v sao solugoes brandas de (E.1.) com divergente nulo, dado inicial uy e estao na classe
C([0, 00); WKS ), satisfazendo u(t),v(t) — ug em WK?  quando t \, 0, entdo u = v em
[0, 00).
Demonstracao: A demonstragao consiste em usar a Proposi¢ao [2.2.7 para estimar a norma
em WK » oo da forma bilinear B e com isso controlar a diferenca entre u e v.
Seja w(t) = u(t) — v(t). Entdo, w € L>(0,T; WK%OO) e
w(t) = =B(u,u)(t) + B(v,v)(t) = B(u,v)(t) — B(u,u)(t) + B(v,v)(t) = B(u, v)(t)
= B(e®ug — u,w)(t) + B(w, e ug — v)(t) — B(e ug, w)(t) — B(w, e ug)(t).

Note que
t o0
B(u,v)(t) = / Vell=92P(y @ v)(s)ds = / Ve 2P(u @ v)x (o (t — s)ds.
0 0

Vamos aplicar a Proposicao com 3 = 1/4, 1 = 2n/3 e 1y = 2n (ou seja, nesse caso,
p=n/2er=mn). Temos

1B(e®up — w,w) (8) iy = H [T TR (g — w) © w)xa(t — 5)ds

Pela continuidade do operador V(—A)~/2, obtemos

WKY

/O TV A) V2 A) 2P ((eBup — 1) @ w) o (t — 5)ds

WK

1By =, 0) (Bl lwig . < || [ (=) 2eBP((e 00 — ) @ w)x 00 (¢ — 5)ds

0

WK
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Como 7 < n < 1, temos a inclusio (WKL WKE )10 = WK? , e dela

[1B(e ug—u, w)(t) |l

<

/0 (=A)2e2P((eBug — u) @ w)x (o (t — 5)ds

(WKgn/g’oovw*[{gnyoo)l/Q,oo

Agora, pela Proposicao [2.2.7, obtemos

1B(ePug — u, w)(6)|lygo < c

((e®up —u) @ w)x(p(t —)

L=(0,00WKD ) )
< |(ePug —u) @w .
Lo (0,6WKS ;)
< ¢ sup |[((ePup — u) ® w)(s)
0<s<t Wkg/loo
< ( sup [|(e%u0 - w)is)]| ) (sup Hw(s)Hwkgm) ,
0<s<t WK ) \o<s<t :

e temos portanto

(e'Auo —u)(s)

1B(e s — w,0) (Ol < ( sup
’ 0<s<t

| ) (sup ||w<s>||wkgw). (3.4
WK ) \o<s<t :

Analogamente, temos a estimativa

(e g = v)(s)

1B un — v.0) (0)] o < ¢ ( sup
’ 0<s<t

| ) (sup ||w<s>||wkgw) .
WK ) \o<s<t :

Agora, u e v estdo em C([0,00); WK ). Além disso, ug € WKS ., logo u,v, e ug — ug em
WKT?’OO quando ¢ N\, 0. Assim,

(ePug — v)(s) = 0. (3.5)

=0 e lim sup

A
e“uy —u)(s
( 0 )(5) WK N0 pg<s<t

lim sup

N0 g<s<t WKY

Por outro lado, podemos estimar a forma bilinear B(e®ug, w) da seguinte maneira:

t
1B (e o, w) (1)l =H | Tel I3y @ w)(s)ds
oo 0

WKO
t

< [ IV B (e g @ w) (o)l d
0 n,00

Pelo Corolario [2.2.4]1](ii),

t
1B a0, w)(Ollwiy.. < e [ (¢ =)l 20 @ w)(s)llwig_ ds
t
< e sup 820 @ w)(s)llwig [ (8= 5)" 25 s
0<s<t e Jo

= c sup s"?||(e*uo ® w)(s)|lwgo
0<s<t ’
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ja que a integral acima é uma fun¢do beta com ambos expoentes iguais a % Agora, pelo Lema

E.L13
||B(€.Au07w)(t)||WK9L’OO <c ( sup 81/2||68AU0||WK§Q700> <OS<uEt ||w(s)||WKgoo> .
s<

0<s<t

Como B(u,v) = B(v,u), a mesma estimativa vale para B(w, e®ug)(t). Afirmamos que

sup s
0<s<t

1/2||68Au0||WK8000 — 0 quando ¢\ 0. (3.6)

Para mostrar a afirmacio, tome 7 > 0 pequeno, de forma que [[ug — To||yy 40 _ seja pequeno o

suficiente, sendo 7y = e™®ug. A existéncia de tal 7 vem de uy € WKL

Pelo Corolario [1](ii),
_—_—n __ .
e aollw iy, . < s |[dollw ko,

logo,

1/2H68Au0||WK0 < es!/2HD HU0||WK3+1 oo

tA

Lembramos que o operador e~ ¢ uma convolugao com G, e que a convolugao ¢ distributiva.

Logo, temos

SI/QHesA 1/2

wollwio, . = "2l + ™ (uo — tio) |y o, _

< s ol lwig,  + 5" M1e (uo — o)llwicg,

< cs!/20mH) HuoHWKo s le (wo — @) wie,
Aplicando o Corolario [I](i) no segundo termo do lado direito da inequagao acima,

e ol < e (52 ol + o = Tollwg.)

<c@“mmmwﬂw+mw4mm@m)
Pela escolha adequada de 7, obtemos

ey, < (5 il )

Tomando o supremo em 0 < s <t e fazendo t “\, 0, obtemos o resultado.
Agora, juntando as estimativas que fizemos para a forma bilinear B, temos

lw(®)llwic . < 1B uo —u,w)(O)|lwrg . + 1B uo — v, w) ()l lwi
+ 1B uo, w)Ollwig . + 1B(w, e uo) ()l lwiy

<c ( sup ||(e®ug — u)(s)

0<s<t

+ sup (e — v)(s)

WKO ., 0<s<t

WKS

+ sup sl/2||68Auo||WKgcw> <SUP ||w(3)||wkgm>'
’ 0<s<t ’

0<s<t
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Tomando o supremo em 0 < s < ¢, obtemos

(emuo —u)(s) + sup (emuo —v)(s)

WKY ,  0<s<t

sup [lw() o < c ( sup |
0<s<t ’ 0<s<t WK

1/21( ,8A . .
o el ) (s 0@l ).

0<s<t

Pelas limites calculados em 3.5 e [3.6] existe Ty > 0 tal que

1
sup [|w(s)llwkg,, < 5 sup [[ws)llwi .-
0<s<t ’ 0<s<t ’

Logo, supgs<; [|w(s)|lwio = 0, o que implica em w = 0 em [0, Ty}, ou seja, u = v em
[0, Tp].

Agora, defina

T := sup {t;u=v em [0,t]}.
0<t<T

Se T* = oo, a prova estd completa. Suponha T™ < oo. Pela continuidade de u e v, temos
u=vem [0,T%].

Sejam U(z,t) := u(x, T*+t) e 0(x,t) := v(x, T*+t). Temos que @ e ¥ sdo solugdes brandas de
Navier-Stokes na classe C([0,7 —T™]; WK%OO), com dados iniciais tg = u(-, T*) e 9 = v(-, T%),
ambos em WKS .

Desta forma, definindo w = @ — ¥, podemos repetir a demonstracao desde o inicio para 0,
e encontrar um 7 > 0 tal que @ = 0 em [0, 7], ou seja, u = v em [T*,T* + 7].

Assim, temos que v = v em [0,7* 4+ 7] com 7 > 0, 0 que contradiz a maximalidade de T™*.

[ |



Capitulo 4

Estabilidade Assintética e Solucoes
Autossimilares

4.1 Estabilidade Assintética de Solucoes Globais

Na demonstracao do ultimo teorema da secdo anterior, a estimativa que fizemos para
B(e*®uy — u, w)(t), mais precisamente para obter a desigualdade (3.4)), pode ser refeita para u
e v quaisquer em L>((0, 00); WK27OO), o que nos dé a estimativa

1B, v)(O)|lwiy . <c ( sup ||U(3>||WK9L,OO> <Os<ugt||v(3)||WK2,oo> :

0<s<t

Mais que isso, a constante ¢ acima pode ser melhor controlada. Observe que na demonstra-
¢ao do Teorema [3.3.2] na estimativa (3.3), veja pg. |82 obtivemos uma desigualdade que nos
da

Cs
18w, 0))lwre,, < llullx[v]lx.

n,00

Agora, como a norma em X é maior que ||ul|y;zo  para t > 0, podemos tomar o supremo em

t para obter
Cp
sup [ B(u, v))llwrg . < = |swp [lu®llwrg . | | swp [lo@®)llwze., |-
>0 ’ >0 ’ >0 ’
Ou seja, a forma bilinear B é um operador limitado de € x € em &, sendo
£ = {1 e 0.0 WR L) s sup 1Ol < - (41

O supremo em ¢ no sentido essencial, que coincide com o sentido classico, no caso de
fungoes continuas. As estimativas obtidas até aqui para B, em particular a limitagao obtida
acima, nos permitem provar um resultado de estabilidade assintética de solugoes. A estabilidade
de uma solucdo é claramente uma propriedade importante para as equagoes de Navier-Stokes,
visto que em situagoes praticas, pode haver imprecisao na coleta de dados iniciais. Desta

91
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forma, precisamos garantir que essas pequenas perturbagoes nao vao gerar erros significativos
na solucgao, a medida que o tempo evolui.

Nessa dire¢ao, o préximo teorema da condigoes nos dados iniciais para que as solugoes
obtidas para as equacdes de Navier-Stokes se aproximem assintoticamente em WK 2’00, conforme

t /' oo. A demonstragao a seguir é baseada em um resultado de Cannone e Karch [5], que prova
estabilidade assintética quando o dado inicial estd em L3—fraco.

Teorema 4.1.1 (Estabilidade Assintética das Solugoes Globais para Dados Pequenos). Sejam
n >3 eug, vy € WK%OO. Eziste 6 > 0 tal que, se ||uo|lygo _,|vollwgo <0 e

lim ||e"®(ug — v v =0

Jim [1e"® (g = o) g =0,
entdo para as solugoes u,v construidas no Teorema |3.5.9 com dados iniciais ug, vg, respectiva-
mente, temos

Jim Jlu(t) = o(®)lhw g =0

Demonstragao: Lembre-se que pela construgdo feita no Teorema [3.3.2] as solugbdes u, v
estao em B(0,24), ou seja,

1 1
t 0 <20 < —— t o <20 < ——. 4.2
i‘;ﬁ’”“( NMwks . < ST Stlzlgllv( Mwis . < 50 (4.2)
Seja g(t) = ||et (ug — vo)|lw o - Temos que

t
() = v(®)llwg,. < [[eu0— [ 9PV (e u)(s)ds

t
= ey + [ IPY(0 0 0)(5)ds
0

WK

t
< e (o = w)llwg . + || [ € BVI@@w) - 0@ 0)l(s)ds

WKS
t
= g(t) + ‘ [ 2BV~ ) © ut v (u—v)](s)ds|
0 WK,
te
< gt) + ‘ |- ) @+ v w (u—o)](s)ds||
0 WK,
t
4 ’ [ B[~ ) @ ut v (u—o))(s)ds||
te WK,
=g(t) + 1 +11I,
(4.3)

para algum € > 0, que sera escolhido mais adiante.
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Vamos estimar I. Temos que, usando o Corolério [2.2.4] [I](iii) e em seguida o Lema [2.1.13]

te
I</

(t—s) 1 (u—v)@u(s)+v& (u—wv) ds
e[ J@uls) + 0@ (=)0

‘tSAIP’V[(u—v)®u+v®(u—v)](s)H . ds

WK

| /\

/ (t - s) 1||u—v)(S)Hwkg,wHU(S)HwkgmdS
te
v [ )70 = )y N iy s

Tomando o supremo em s nas normas de u e de v, podemos tira-los da integral, obtendo assim

te
1< e (sup o).+ s0p lohes, ) [0 =970 9 s s
Pela nossa estimativa inicial, (4.2)), temos que

te
I < 450/0 (t— )7 (u = 0)(5) [y g _ds

e (4.4)
< 450/0 (1 —2)" H|u(tz) — U(tZ)HWKgde-

Note que no ultimo passo fizemos a mudanga de varidveis z = s/t.
Agora, para estimar II, vamos utilizar a bicontinuidade de B(u,v) que foi comentada no
inicio dessa secao. Para isso, observe que

. ¢
/ eIAPY (u — v) @ u(s)ds / e IAPVY @ (u — v)(s)ds
te

|

WKS

= HB ((U - U)X[ta,t]auX[tat}) HWKPL,OO + ‘B (UX[ta,t]7 (u— U)X[ta,t]) HWKS,OO

WKY

Portanto, da bicontinuidade de B, obtemos

C
II< TB ( sup ||lu(s) — U(S)Hwkgm> (tSUP HU(S)HWKgm)

te<s<t e<s<t

# 52 (s oM. ) (s, 65) = o9 ..

te<s<t te<s<t

Cp
= 2 (s 1) o)y ) (s )+ s 6 )
’ ’ te<s<t ’

te<s<t te<s<

Usando novamente (4.2)), podemos estimar

11462 ( sup 1) = (0w

te<s<t

=0Cg sup ||u(s) — U(S)HWK,OL,OO’

te<s<t
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Agora, juntando as estimativas (4.4) e (4.5)) a desigualdade (4.3)), chegamos a

lu(®) = vllwgg , < 9(t) +4dc /05(1 —2) lutz) = v(t2)llwiy  d2

+6C5 sup HU(S)_U(S)HWK%K)’

te<s<t

(4.6)

para todo t > 0.
Agora, defina

A= Timsup [[u(t) = v(®)|lwg, = Hm sup [jut) = o)k -
t—o00 ’ —00 t>k )

Temos que A > 0 e, como pela construcao do Teorema temos ambas u e v na classe
L>((0, 00); WK,%OO), segue que A ¢ finito. Vamos mostrar que A = 0.

Primeiramente, observe que

> >
sup [ (1 —2)"Hu(tz) —v(t2)||lyygo  dz < / (1 —2) " sup ||u(tz) — v(t2)|| g dz.
tZk: 0 n,00 0 tzk‘ n,oo

Como a quantidade [|u(tz) — v(tz)|[y ko _ € finita, pode ser limitada por uma constante C' e
portanto a integral da direita é limitada pela integral de C(1 — z)~! € L(0,¢). Desta forma,
ao fazer k — oo na desigualdade acima, podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada

na integral da direita e obter

€ € 1
limsup [ (1 —2)"Y|u(tz) — v(t2)|lypo  dz < A/ (1—2)"'dz = Alog () . (4.7)
00 0

t—00 0 1—¢

Além disso, temos que

sup sup |[u(s) —v(s)llwig < sup |luls) = v(s)llwky
t>k te<s<t ’ ke<s<oo ’

pelo simples fato de que [te,t] C [ke, 00) quando k < t. Fazendo k — oo, obtemos

s  sup u(s) = (6l . ) <4 (1)

t—o00 te<s<t

Agora, tomando o limsup,_,., em (4.6) e usando a hipétese lim; o, g(t) = 0 juntamente com

as estimativas (4.7) e (4.8]), obtemos

A< A <450 log <1i€> + 6OB> | (4.9)

1
Observe que 6Cp < 1 (veja o Principio da Contragao de Picard, pg. . Logo, podemos
tomar ¢ suficientemente pequeno e obter

46clog (11_€> +0Cp < 1.
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Isso nos garante que A = 0. De fato, suponha que A > 0. Entao, a desigualdade (4.9)) nos diz
que

46clog (1;) +6Cp > 1,

o que é um absurdo. Desta forma, temos que A = 0, e portanto o limite existe e é igual ao
lim sup, ou seja,
Tim [lu(t) — o(t) gy =0,
[ |
Além disso, a reciproca é verdadeira, isto é, se as solu¢oes se aproximam assintoticamente,
entao o semigrupo do calor da diferenca entre os dados iniciais tende a zero conforme ¢ aumenta.

E o que diz o préximo corolario.
Corolario 4.1.2. Sejam n > 3 e u,v solugoes de (E.I.) dadas pelo Teorema e associadas

aos dados iniciais ug, vy, respectivamente. Suponha que

Jim [lu(t) = o(®)lh g =0

Entao,

. tA , _
tl}%lo [|e"™ (uo — UO)HWKQW = 0.

Demonstragao: Escreva u — v usando as expressoes de u e v como solugoes de (E.I):
u(t) —o(t) = e®uy — /Ot e IAVP(u @ u)(s)ds — ey + /Ot e VAP (v ® v)(s)ds.
Isso nos da
g — vo) = ult) — o(t) + [ Lt IAYP(4 @ u) — (v ® v)](s)ds.

Tomando a norma W K? __ em ambos os lados, temos uma relagao semelhante & desigualdade
(4.3]); mais precisamente,

e 0 = wllwig . < 1) = o@llwig +| [ > VPIwew) - (0@ v)]()ds

WK

Podemos entao estimar a integral do lado direito como fizemos no teorema anterior, ou seja,

usando (4.4) e (4.5)), obtendo assim

et o = o)l ., < Ilu®) = 0Oy +46¢ [ (1= 2) M fu(t2) = oty 2

+6Cs sup Ilu(s) — v(s)|lwy -

te<s<t

Na desigualdade acima, fazendo ¢ " oo, temos que o primeiro termo do lado direito vai a
zero por hipdtese, enquanto os outros dois tendem a zero pelos mesmos motivos como no
teorema anterior, lembrando que aqui jd temos que A = limsup,_, [[u(t) — v(t)|[ygo =0,
por hipdtese. , [ ]
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4.2 Solucoes Autossimilares

Como ja apontado, uma propriedade notavel das equagoes de Navier-Stokes é a sua invari-

ancia por scaling. Para A > 0, considere o scaling

u — uy(z,t) = Au(Az, \*t), (4.10)

p— palx,t) = /\Qp(/\x, /\2t).

Temos que se o par (u,p) é solugdo para as equagoes de Navier-Stokes; entdo o mesmo vale
para o par (uy,p,), para todo A > 0.

Uma questao interessante surge naturalmente: existem solugoes u(z,t) para as equagoes de
Navier-Stokes que satisfazem a invaridncia por scaling

u(z,t) = uy(z,t),

para todo A > 07

Quando existem, essas solu¢oes sao chamadas solu¢oes autossimilares do tipo forward para
as equagoes de Navier-Stokes.

Vamos estudar um pouco do comportamento de tais solugbes. Suponha que u(z,t) seja
uma solucao autossimilar das equagoes de Navier-Stokes. Entao, temos que a funcao u(z,0) é
homogénea de grau —1 e possui divergente nulo. Desta forma, ja sabemos que uma condicao
necessaria para que a solugdo obtida seja autossimilar é que o dado inicial uy seja um vetor
homogeéneo de grau —1.

Queremos saber se a reciproca ¢é verdadeira, isto é, se dado um vetor uy homogéneo de grau
—1, com divergente nulo, as equagoes de Navier-Stokes admitem uma solugao autossimilar.

O problema proposto acima nao é, em um ambito geral, nem um pouco simples. Foi
proposto pela primeira vez por Leray em sua tese de doutorado, na qual ele estava interessado
em procurar solugoes da forma

vz, t) = j%v (\2) . (4.11)

Uma das motivagdes de Leray em considerar solugoes na forma foi o estudo do feno-
meno de blow-up para solugoes com energia finita. De fato, a existéncia de solugdes autossimi-
lares em R™ com n > 3 possibilitaria a existéncia de uma solucao com singularidade a partir
de um dado inicial suave.

Substituindo-se a expressao nas equacoes de Navier-Stokes, obtém-se equacoes elip-
ticas que se mostram de resolucao dificil. Nossa abordagem deste problema é inspirada no
método usado por Giga e Miyakawa [I1]. Em nosso contexto, ele consistird em usar os espagos
de Herz e o resultado de existéncia de solucoes para obter solugoes autossimilares.

Primeiramente, vamos mostrar que o espago WKQ,OO ¢é adequado para o estudo de solugoes

autossimilares, pois contém fungoes homogéneas de grau —1. Para uma primeira abordagem,
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deixemos a condi¢do de divergente nulo de lado e analisemos o comportamento da funcao
homogénea de grau —1, f(x) = |z|~'. Mais especificamente, vejamos que |z|™! € WKS,OO-

De fato, temos que

1

7 — supsup M| {z € Ay : |z|7F > A}V
x

keZ A>0

WKS

1/n
= sup sup A (/ X{x|—1>/\}dfl7>
A

keZ A>0

1/n
= sup sup ( )\"X{w|1>,\}dx> .
kEZ A>0 \J Ay

Agora, observe que, se ¥ € Ay, entdo || > 2¥71 e portanto |z|7t < 2!, Logo, se x € Ay, e
|z|~! > A, segue que A" < 2"!=F) e portanto,

/ )\nX{|x|—1>)\}d37 < 2n(1_k) dx = 2".
Ay

Ay
1
||

e portanto, |x|™! € WK? __. Para o caso vetorial, considere

Desta forma, obtemos

<2< o0,
WKO

1
= 1

Ug T9,—21,0,0,...,0).
Este vetor possui divergente nulo e norma em W}'(g’oo limitada pela norma de |z|™!, que é
finita pelo que mostramos acima. Desta forma, pode-se ver que o espago WK%OO contém
vetores homogéneos de grau —1 e com divergente nulo. Observe que dizemos que um vetor esta
em WKS’OO se cada coordenada esta neste espago.

Outro motivo que nos leva a usar o espago WKg’OO para tratar de solugoes autossimilares é
que o espago L>((0, 00); WK%OO) é invariante pelo scaling .

Por fim, temos o Teorema que nos garante a existéncia de solugao para as equagoes
de Navier-Stokes quando o dado inicial esta em WK,%OO, e esta solugao pode ser obtida como
limite de uma sequéncia iterativa. Com isso, podemos obter o seguinte resultado sobre solugoes

autossimilares.

Teorema 4.2.1. Sejam n > 3,n < p < co. Entdo, existe 6 > 0 tal que, se uy € W['(goo com
||U0||Wf<g <6 Vwug=0e up(z) = Aug(Ax), para todo X\ > 0, entdo existe uma solu¢io branda

global u € X N C((0,00); WKS}OO) para (E.1.), sendo X como definido no Teorema que

pode ser escrita na forma
1 x
u(x,t) = —U|—|,
0= ()

um campo com divergente nulo.

com U € WK?

n,00
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Demonstragao: Primeiramente, observe que a fungao w escrita como no enunciado é au-

tossimilar. De fato,

up(z,t) = Au(Az, \*t) = \/%U (\j‘%) = \}EU (\2) = u(z,t).

Pelo Teorema , existe uma solucao u(x,t) para (E.I.) na classe X N C((0, co); W['(g’oo).
Da invariancia por scaling das equacoes de Navier-Stokes, temos que uy(z,t) = Au(Az, \%t)
também é solugao de (E.I.), para todo A > 0. Ainda, para cada A > 0, a fungdo u, estd na
mesma classe que u. De fato, o Lema [2.1.15/ nos dé as estimativas

o Muallwrg . = MO, 20 [y = A, 20 [y S e, A2l
o Muallig = I, 20 gy = Alulhe, X2 [gg < A=|fulz, A2l

o Nualloe = [IMu(Az, M)l = Allu(Az, M)l S Allu(z, A2)]]oo;

e IVl . = IO, A20) ke = NIVa(he, A20)] g
< [V, X20) kg -

Multiplicando pelas poténcias adequadas de t e tomando o supremo em t > 0, obtemos

luallx, S Hllxs Huallxa S APl lxs [Juallx, S Allullx, Huallx, S Ml (412)

Logo, uy € X, para todo A > 0. Da continuidade de u em WKSQO, segue que uy €
C((0,00); WKS ), para todo A > 0.

Relembre que na construgao iterativa do Principio da Contragao de Picard, pg. [17}, definimos
a seguinte sequéncia recursiva (adaptando, claro, para a equacao (E.IL.)):

Ups1 = ePug — Bluy, ug).

Seja (ug)a(w,t) = Aug(Ax, A?t) o reescalonamento de cada uy. Observe que, para cada k,

temos que

(urs1)a = € (uo)a — B ((we)x, (ur)y)

Aug é invariante por scaling, isto é, u; = (up)y, indutivamente obtemos que

e como u; = e
(ug)r = ug, para todo k.
Por outro lado, temos que
||ur, — ullx — 0, (4.13)

quando k — oo, devido ao argumento de ponto fixo. Além disso,
[|(u)x = uallx = [[Aux (e, Nt) — Au(Az, N*t)[| x

= |[(ur — u)rllx (4.14)
S lue = ullx =0,
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quando k — oo. A tltima desigualdade em segue de , relembrando que || - ||x =
Tl 11 e + 1 o + 1T s
Usando e e a unicidade do limite em X, obtemos que u = u,, e assim u é
solugao autossimilar de (E.L.), e pelo Teorema W, estd na classe X N C((0, c0); WKQOO)
Quanto a representacao da solucao em funcao do campo U, observe que a autossimilaridade
de u nos da
u(z,t) = Mu(Ax, \*t),

1/2

para todo A > 0. Em particular, para A = ¢7/“, temos que

(o) = \}%u (jz 1) |

Logo, definindo U(x) = u(x, 1), obtemos a representacao
1 x
) =—U(2).
uet) =7 (ﬁ)
n

Por fim, combinando os resultados obtidos nos Teoremas e [£.2.1] obtemos o seguinte
corolario que mostra a existéncia de uma bacia atratora autossimilar.

Corolario 4.2.2 (Bacia Atratora Autossimilar). Sejam n > 3 e ug € WKQW homogénea de
grau —1. Entao, as solugoes obtidas para perturbacoes ¢ € S suficientemente pequenas de ug se
aproximam assintoticamente da solucao autossimilar u com dado inicial ug.

Demonstracao: Basta usar o Teorema para obter a solucao autossimilar u, notar que
como ¢ € §, temos que

. A
Jimn (€261 =0,

e em seguida tomar vy = ug + ¢ no Teorema [£.1.1] ]

Observagao 4.2.3. O coroldrio acima mostra que a solucao autossimilar u obtida a partir de
um dado inicial uy homogéneo de grau —1 funciona como uma espécie de atrator, isto €, as
solugdes obtidas através de uma perturbacio pequena de ug (no sentido de WK%OO) convergem
para a solucao autossimilar u, conforme t se torna suficientemente grande. Em outras palavras,
obtemos uma classe de solucoes assintoticamente autossimilares.



Consideragoes Finais (Conclusao)

A partir do que foi feito nesse trabalho, podemos fazer algumas consideragoes para pesquisas
futuras relacionadas as equagoes e espacos estudados.

o Esse trabalho permite, tanto ao leitor quanto ao préprio autor, entrar em contato com
ferramentas de analise harmonica para estudar equacgoes diferenciais parciais nao-lineares,
como as equacoes de Navier-Stokes. Essas, por sua vez, correspondem a um modelo de

grande importancia em mecéanica dos fluidos.

o O problema abordado, com n > 3, densidade p e constante de cisalhamento p constantes,
fluido incompressivel (V - u = 0), for¢a externa nula (f = 0) e com dominio sendo todo
o espaco R", esta no formato descrito na formulagdo de um dos problemas do milénio,
Millennium Prize Problems, propostos pelo Clay Mathematics Institute (veja [6]). Isso
mostra a relevancia do problema abordado aqui.

» Ressaltamos que os resultados de imersao estudados nesse trabalho mostram que os es-

pacos de Herz fracos se localizam conforme a seguinte cadeia.
S [P [P® — BIl/r — BMOT' s S
A
e o
WK, .

« Como mostra o diagrama acima, o espago de Herz fraco WKQ’OO estd contido em BMO™1,

e portanto o dado inicial ug foi tratado previamente no trabalho de Koch e Tataru, [17].

Entretanto, para a unicidade, Koch e Tataru usaram a condigao

sup £/%[[u(t)]]c < oo,
o<t<T

que nao é utilizada nesse trabalho para a unicidade da solucado local. Além disso, os
resultados em [30] contém outras propriedades qualitativas em WK?L’OO que fazem parte

da nocao de boa-colocagao considerada.

o A anélise feita nessa dissertacdo, o estudo das ferramentas de andlise harmonica, bem
como a manipulagido de espagos limites (ou criticos) compoem um know-how que pode
ser usado em outros modelos e pode servir como base para novas pesquisas sobre as

equagoes de Navier-Stokes.
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