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Resumo

O principal foco da Computacao Gréfica é o armazenamento e renderizacao de objetos
tridimensionais computacionalmente. Objetos reais sao modelados e apresentados visual-
mente para os usuarios. Esse processo de geragao da imagem a ser exibida para o usuério
¢é chamado de renderizagao. Existem varios modelos que podem ser utilizados, com suas

vantagens e desvantagens, e varios métodos para renderizar tais modelos.

No trabalho atual um novo modelo de superficies curvas paramétricas é introduzido
juntamente com um algoritmo de renderizagdo que, diferentemente dos algoritmos para os
modelos de superficies curvas paramétricas atuais, nao depende de métodos numéricos e
aproximacoes, sendo capaz de identificar intersecgoes entre um raio e a superficie com um

numero constante de operagoes.

Durante o desenvolvimento do modelo proposto foram utilizadas a funcao de interpolacao
de Hermite e uma funcao de interpolacao quadratica em partes muito pouco explorada
na literatura, com comparacoes entre ambas. A funcao quadratica em partes possibilitou
que o algoritmo proposto fosse executado em tempo constante ao reduzir a ordem das

equagoes envolvidas no problema, o que nao foi possivel com a interpolacao de Hermite.

Por fim, restricoes do algoritmo proposto foram analisadas e possiveis novas linhas de
pesquisa foram levantadas para tentar elimina-las. Um programa que implementa o
algoritmo proposto também foi codificado, e alguns objetos foram modelados usando a

superficie proposta.

Palavras-chave: Computacao grafica, Curvas em superficies, Interpolagao.



Abstract

Computer graphic’s main goal is to store and render tridimensional objects computationally.
Real objects are modeled and presented visually to the user. This proccess of generating
the image to be shown to the user is called "rendering". There are many models that can

be used, with advantages and disadvantages, and many methods to render such models.

In the present work a novel model of curved parametric surfaces is introduced along with a
rendering algorithm that, unlike current methods, doesn’t deppend on numerical methods,

being able to identify ray/surface intersections with a constant number of operations.

During the research, the Hermite interpolation was used, as well as a partitioned quadratic
interpolation with almost no presence in the literature. The quadratic function has allowed
the proposed algorithm to run in constant time by reducing the order of equations involved

in the problem, something that was not possible with the Hermite interpolation.

At last, the proposed algorithm’s restrictions were analysed and possible new lines of
research were suggested to try and remove such restrictions. A program that implements
the proposed algorithm was also coded, and some objects were modeled using the proposed

surface.

Keywords: Computer graphics, Curves on surfaces, Interpolation.
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1 INTRODUCAO

1.1 Computacao grafica

A Computagao Grafica (CG) é responsavel por gerar computacionalmente
efeitos visuais utilizados em varias areas, como na industria cinematografica, na industria

de jogos digitais, na engenharia, dentre outras.

O principal foco da CG é o armazenamento e renderizacao de objetos tridimen-
sionais computacionalmente. Como exemplo, consideremos um jogo eletronico de corrida.
Nele é preciso armazenar as representacoes de todos os objetos do mundo virtual do
jogo, incluindo os carros dos participantes, a pista da corrida, o cendrio, etc. Além de ter
esses objetos armazenados no computador, é preciso “desenha-los” na tela, para que o
jogador veja o que esta acontecendo. Esse processo de “desenhar” os objetos é chamado de
renderizacao e, no caso de jogos digitais, precisa ser realizado a uma frequéncia minima de
30 vezes por segundo para que o jogador tenha a sensacao de que o mundo do jogo esta

em constante movimento, o que adiciona uma restricao de tempo maximo ao processo.

Existem alguns formatos diferentes empregados no armazenamento e represen-
tacao de objetos tridimensionais, cada um com suas vantagens e desvantagens, e existem
diferentes processos de renderizacao, também com suas vantagens e desvantagens. Seguem

as descrigoes de alguns desses formatos e processos.

1.2 Formatos de representacao 3D

1.2.1 Poligonal

Poligonos sdo regides planas definidas a partir de trés ou mais vértices coplanares,
que sao ligados por arestas. Normalmente os poligonos usados em computacao grafica tém
apenas trés vértices, ou seja, sao poligonos triangulares. Objetos formados por poligonos
sao compostos por uma malha de poligonos (normalmente unidos em suas arestas), de
forma que representem os objetos modelados (diz-se que um objeto 3D é modelado quando

um artista 3D o constréi).

A representacao poligonal de objetos é a mais utilizada pela industria da
CG, principalmente pela possibilidade de se usar o processo de renderizacao chamado
“rasterizacao”, discutido posteriormente, que utiliza aceleracao de hardware para executar
as operagOes matriciais necessarias com muita velocidade, gracas ao paralelismo. Outra

vantagem ¢ que a modelagem de objetos em poligonos é razoavelmente intuitiva, facilitando
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Figura 1 — Exemplo de objeto formado por uma malha de poligonos interligados.

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Dolphin_ triangle mesh.png

o trabalho dos artistas.

A principal desvantagem de representar um objeto por poligonos é a impossi-
bilidade de representar superficies curvas. Poligonos sao faces planas. Para representar
um objeto curvo de forma aceitavel é preciso aproximar a superficie curva por uma malha
com muitos poligonos menores interligados, o que acaba aumentando consideravelmente a

quantidade de poligonos utilizada.

1.2.2 Superficie de Bézier

A superficie de Bézier é uma representacao de superficie curva através de pontos
de controle. Segundo (FARIN; HOSCHEK; KIM, 2002), essa superficie foi desenvolvida
simultaneamente por Pierre Bézier e Paul de Casteljau para a representacao e desenho de

corpos automobilisticos.

Figura 2 — Exemplo de uma superficie curva de Bézier com seus pontos de controle.

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bézier surface example.svg

Os pontos de controle definem a superficie curva, mas nao sdo necessariamente

intersectados pela mesma. Mais detalhes podem ser encontrados em (BEZIER, 1986).

Na CG, superficies de Bézier costumam ser preferiveis a poligonos para repre-
sentar superficies curvas, por aproximarem corretamente tais curvas com uma quantidade
relativamente pequena de vértices se comparada com uma aproximacao poligonal seme-

lhante.

A principal desvantagem do uso de superficies de Bézier em CG é a dificuldade

em renderizar uma superficie de Bézier diretamente. Para renderizar tais superficies é
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possivel utilizar métodos numéricos (GEIMER; ABERT, 2005) ou decompor a superficie
em varios poligonos que aproximam a superficie, renderizando esses poligonos em vez
da mesma (SHENG; HIRSCH, 1992). Isso, em principio, permite que a superficie seja
renderizada com o grau de detalhamento que quisermos (aumentando o niimero de iteragoes
do método numérico ou decompondo a superficie em poligonos menores para obter uma
melhor aproximacao), mas gera inconveniéncias, como a possivel baixa convergéncia do
método numérico (exigindo muitas iteragoes) ou o processo adicional de decomposigao da

superficie em poligonos, que afetam o tempo de renderizagao.

1.3 Renderizacao

A renderizacao consiste no processo computacional responsavel por construir
uma imagem bidimensional a partir de um conjunto de objetos tridimensionais. Nor-
malmente, é gerada uma representacao da visao que uma “camera” teria do espaco
tridimensional com os objetos a serem renderizados. Tais objetos sao "desenhados" na
imagem resultante de acordo com a visao em perspectiva dessa camera. Atualmente,

existem dois métodos principais para fazer a renderizacao: a Rasterizacao e o Ray-casting.

1.3.1 Rasterizacao

No processo de rasterizacao, os objetos a serem renderizados sao compostos
por poligonos (normalmente triangulares). Calculamos as posigoes dos vértices de cada
poligono na imagem resultante (com relagdo a cdmera) e iteramos entre os pixels internos
a essas posigoes, colorindo-os adequadamente a partir de texturas e de simulagao de
iluminacao. Esse processo é repetido para todos os poligonos dos objetos a serem exibidos,
de modo que a quantidade de operagoes depende diretamente da quantidade de poligonos

a serem exibidos.

Figura 3 — Ilustracao de um tridngulo sendo renderizado por rasterizagao.

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pixels covered by a triangle.png

Esse processo é muito usado, principalmente na industria de jogos digitais, por

ser facilmente acelerado via hardware especifico e paralelismo. Computadores e consoles
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de video-game atuais sdo equipados com hardwares especificos para acelerar a rasterizacao,
e tais hardwares estao cada vez mais potentes, permitindo a renderizagao de um ntmero

cada vez maior de poligonos em tempo real.

Por outro lado, o tnico formato 3D usado na rasterizagao ¢ o poligonal, o que
dificulta a representagio de objetos curvos, como vimos anteriormente. Outra desvantagem
da rasterizacao é a de que o tempo necessario para o processo de renderizacao depende
diretamente do ntimero de poligonos a serem renderizados, o que limita a quantidade de
poligonos da cena a ser renderizada e, consequentemente, limita o nivel de detalhamento

dos objetos, ja que, para ter mais detalhes geométricos, ¢ preciso ter mais poligonos.

1.3.2 Ray-casting

No processo de Ray-casting, o método ¢ diferente daquele adotado no processo
de rasterizacao: em vez de iterar pelos objetos a serem renderizados, itera-se pelos pixels
da imagem resultante. A cada pixel associamos um raio partindo da camera, e realizamos
uma busca espacial nos objetos a serem renderizados para encontrar a intersecgao que
seja a mais proxima da camera entre esse raio e um objeto. O pixel é, entao, colorido de
acordo com essa interseccao, utilizando informacoes de textura e iluminacao do ponto de

interseccao. O processo esta ilustrado na Figura 4.

Image
- .
Camera T Light Source
&4 8
MEES |
| View Ray
"'\.K |
,f’f{x
i "

Scene Object

Figura 4 — Ilustracao do processo de renderizagao por ray-casting.

Fonte: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Ray trace diagram.svg

Como o processo é repetido para cada pixel da imagem resultante, a quantidade
de operagoes depende diretamente da resolucao de tal imagem. A quantidade de objetos a
serem renderizados também impacta o desempenho. Porém, é possivel usar técnicas de
organizacao e busca espacial para amenizar esse impacto, iterando apenas entre os objetos

mais préoximos do raio em questao.
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Uma das principais vantagens do Ray-casting é a possibilidade de renderizar
objetos 3D nao poligonais, desde que exista um método adequado para calcular intersec¢oes
entre uma linha e o objeto em questao. Isso permite a renderizagao de estruturas curvas,
como esferas e cilindros, com facilidade, o que nao é possivel na rasterizagao, que explora

a linearidade dos poligonos.

O Ray-casting permite também um nivel de realismo adicional, se comparado
com o processo de rasterizagao, pois é facil computar reflexdes e refragoes durante o
processo. Além disso, também é possivel rastrear os raios de luz a partir das fontes de
luz e calcular uma iluminacao realista e interativa entre os objetos da cena (apesar desse
processo aumentar consideravelmente o tempo de processamento necessario para obter

uma imagem satisfatéria), o que é impraticavel na rasterizagao pura.

O Ray-casting, porém, nao é muito utilizado em jogos eletronicos, pela falta
de hardware especifico de suporte ao processo, sendo muito utilizado pela industria
cinematogréfica, devido ao nivel superior de realismo e a auséncia da necessidade de

renderizagdo em tempo real (presente nos jogos digitais).

1.4 Objetivos

Tendo em vista o estado atual da CG, é de interesse investigar o desenvolvi-
mento de formatos de superficies curvas desprovidos das inconveniéncias das superficies

paramétricas atuais, porém abrangentes o bastante para modelar objetos arbitrarios.

Ao renderizar uma superficie paramétrica como a de Bézier por Ray-casting, a
principal dificuldade encontrada esta na deteccao das intersecgoes entre o raio partindo da
camera e a superficie. A abordagem mais comum, de se definir uma func¢ao de distancia
entre o raio e a superficie, ndo pode ser aplicada com facilidade a tal superficie. As
demais abordagens exploradas pela literatura, como a renderizagao por métodos numéricos
(GEIMER; ABERT, 2005) e a decomposicao poligonal da superficie (SHENG; HIRSCH,
1992), introduzem processos adicionais a renderiza¢do que podem ser proibitivos para

algumas aplicagoes.

Nosso objetivo é, portanto, investigar uma nova superficie paramétrica que
facilite a definicdo de uma funcao de distancia para ser utilizada em métodos de renderizacao
direta por Ray-casting, bem como o desenvolvimento de um algoritmo capaz de renderizar

tal superficie.

Além disso, para evitar a necessidade de métodos numéricos para a deteccao das
intersecgoes, é interessante que o grau da funcao de distancia desenvolvida nao seja maior
que quatro no parametro do raio. Dessa forma, suas raizes (que representam as intersecgoes

desejadas) poderao ser obtidas por métodos analiticos de complexidade constante.
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2 FORMATOS DE REPRESENTACAO 3D
PROPOSTOS

Os formatos descritos abaixo foram desenvolvidos com o objetivo de modelar

uma superficie curva entre quatro vértices.

2.1 Interpolacdo univariavel

Podemos modelar uma superficie curva com uma interpolacao bivariavel entre
seus vértices. Com fungoes de interpolacao diferentes podemos formar superficies diferentes,

de modo que um estudo das fung¢oes de interpolagao disponiveis é interessante.

Nessa se¢ao, veremos como definir uma funcao de interpolacao univariavel que
respeite os gradientes estabelecidos nos extremos (para permitir um controle sobre a curva

interpolada).

Para simplificar a formulagao da funcao de interpolagao, foi considerada a
interpolacdo f com parametro = entre 0 e 1, respeitando os valores f(0) e f(1) e os
gradientes f'(0) e f'(1) pré-estabelecidos. Essa funcdo univaridvel sera utilizada para
modelar a superficie em cada uma das duas varidveis de interpolacdo. Detalhes dessa

utilizagdo encontram-se na Secao 2.2.

2.1.1 Interpolacdo de Hermite

Considerando a funcao de interpolagdo como um polinémio univariavel, sabendo
que temos quatro restri¢oes, s6 poderemos cumprir todas as restri¢oes de forma tinica com

um polinémio de terceiro grau.

Definimos, entao, a fungao de interpolacao no formato
f(z) = az® + br® + cx + d,
e sua derivada como
f'(x) = 3az® + 2bx + c.

As restricoes que temos sao:



Capitulo 2. FORMATOS DE REPRESENTACAO 3D PROPOSTOS 16

Resolvendo o sistema de equacoes para os coeficientes a, b, ¢ e d, obtemos:

a = f'(1)+ f(0) +2(f(0) - £(1))
b=—/"(1) = 2/'(0)+3(f(1) - /(0))
c= f(0)

d = £(0)

Portanto, a fun¢ao de interpolacao se torna:

f@) = (£ + 70 +2(0) - F(1) ) 2.1)
= () +270) +3(£0) - £1) )a* + £(0)a + £(0)
Essa func¢ao de interpolacao é conhecida como funcao de interpolagao de Hermite,

e é muito usada na computacao grafica e em varias outras areas. Um exemplo pode ser

visto na Figura 5.

Figura 5 — Interpolagao de Hermite com f(0) = 0.1, f(1) = —0.2, f'(0) =2e f'(1) = 1.
Funcio: f(x) = 3.62° — 5.92% + 22 + 0.1.

Outra forma de representar a interpolacao de Hermite é como a combinagao

linear das fungoes conhecidas como bases de Hermite, sendo elas:
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Hy(z) = 22% — 32% 4+ 1
Hyy(x) = —22° + 322
Hyg(z) = 2° — 22 + 2
Hy(z) =2 — 2°

0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 -1
1-0.1

+-0.2

+-0.3

Figura 6 — Representagao visual das bases de Hermite.

A funcao de interpolacdo de Hermite é equivalente a
f(z) = f(0) - Hoo(z) + f'(0) - Hio(x) + f(1) - Hor(z) + f'(1) - Hur(2).
Podemos representar a func¢ao associada a curva da Figura 5 como

f(.’E) =0.1- Hoo(l’) +2- Hl()(l’) —-0.2- H(]l(l') + Hn(m).

2.1.2 Interpolacdo quadratica por partes

A funcao de interpolacao de Hermite, apesar de simples e funcional, é cubica.
Para as aplicagoes exploradas neste trabalho, uma fun¢ao de interpolacao ctbica gera
inconveniéncias, conforme sera explicado na Secao 2.2. Portanto, foi formulada uma

interpolacao quadratica que cumprisse as mesmas quatro restrigoes.

O problema, entretanto, é que nao é possivel cumprir as quatro restrigoes com
uma fungao quadrética para quaisquer valores abritrarios de f(0), f(1), f/(0) e f'(1). Para
contornar este problema, o dominio de interpolacao [0, 1] foi dividido em duas partes iguais:

[0,0.5] e [0.5,1]. Em cada uma das partes, foi definida uma fungao quadratica que cumpra
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as duas restrigoes presentes em seu dominio, adicionando duas novas restri¢oes: as duas

fungoes devem possuir o mesmo valor e mesma dire¢ao gradiente no ponto x = 0.5.

Definindo as duas fungoes de interpolacao quadraticas como

fi(z) = az® 4+ bz + ¢, 0<x<0.5,

fo(x) = da? + ex + g, 05 <z<1,

temos as seguintes restricoes:

at+b=d+e

Resolvendo esse sistema de equagoOes para os coeficientes a, b, ¢, d, € e g,

obtemos:
o =2(f(1) - (o)) - LI
= 1'(0)
c= (0)
a=2(f(0) - f(1)) + O3
e =2(2(/(1) - £(0)) — f'(1)) - £'(0)
g=27(0) - (1) + TOLID
As duas fungoes de interpolagao tornam-se, entao:
) = (200) = g0y - O 24 pojas 0, 020502
i) = (207000 = pay + FOLIEDY o2
(2.3)
+(220W - 1) = () - £(©)a
L) — ) + LOFSWD) 05<z<1

2
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E facil verificar que f1(1—2) é equivalente a fa(z) com f(0) substituida por f(1),
1'(0) substituida por — f'(1) e vice-versa. Como o célculo de f;(x) tem custo computacional
menor, apenas fi(z) foi utilizada na formulagao das superficies deste trabalho, sendo as
formulas propostas aplicadas a ambos os dominios, ajustando as constantes pré-definidas

adequadamente.

Também podemos representar a interpolagao quadratica proposta como a
combinagao linear de func¢oes analogas as bases de Hermite. Neste caso, definimos as

seguintes funcgoes:

Ouol) —2x2+1 0<x<0.5
00\x) =

202 —4dzx+2 05<z<1
Qo) 222 0<z<0.5
01\x) =

222 +4xr—1 05<zx<1

322+ 0<2<05
Quo(z) =14 ~ -

it —x+35 05<z<1
Ou(@) —%x2 0<z<05
11\T) =

%x2—2x+% 05<x<1

Tais funcoes sdo apresentadas visualmente na Figura 7.

5 06 07 08 09 -1

0.1 0.2-03 04 0
+-0.1

+-0.2

+-0.3

Figura 7 — Representacao visual das fun¢oes quadréticas por partes andlogas as bases de
Hermite.

A funcao de interpolacao quadratica por partes proposta é equivalente a

f(@) = £(0) - Qoo(z) + f'(0) - Quo(w) + f(1) - Qur() + f'(1) - Qui().
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A interpolacao quadratica equivalente ao exemplo apresentado na Figura 5,

com suas duas fungoes f; e fo, pode ser vista na Figura 8.

Figura 8 — Interpolagao quadrética por partes com f(0) = 0.1, f(1) = —0.2, f/(0) =2 e
f()=1.
Fungdes: fi(r) = —4.12> + 2z + 0.1 e fo(x) = 3.12% — 5.2z + 1.9,

Verificou-se que a funcao de interpolacao proposta é um caso especifico das
fungoes de interpolacao apresentadas no Capitulo 3.9 de (SPATH, 1995). A falta de outras
citacoes na literatura indica que essa funcao de interpolagao nao foi explorada o bastante

e pode ter aplicagoes uteis em diversas areas.

Uma comparacao entre os exemplos apresentados anteriormente utilizando a

interpolagdo de Hermite e a interpolacao quadratica proposta pode ser vista na Figura 10.

0.4
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Figura 9 — Comparacao entre a interpolagao de Hermite e a quadrética por partes.
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2.2 Interpolacao bivariavel

Podemos modelar superficies utilizando fungoes de interpolacao com dois
pardmetros (u e v) que interpolam entre os valores de quatro vértices. Podemos utilizar
tais fungoes de interpolacao, por exemplo, para interpolar cada coordenada em um
espaco tridimensional, de modo que cada par de parametros (u,v) produziria um ponto
tridimensional. Existem, ainda, outras formas de modelar superficies a partir de tais

funcoes de interpolagao, como exploraremos no Capitulo 3.

Para simplificar as formulagoes desta se¢ao, definimos o espaco de coordenadas
uewv, taisque 0 <u<1le0<wv <1, como dominio das fungoes, e nomeamos os vértices

A, B, C'e D. As fun¢oes de interpolagdo desejadas devem ter o valor do vértice A quando

[u, v] = [0,0], o do vértice B quando [u,v] = [1,0], o do vértice C' quando [u,v] =[1,1] e 0
do vértice D quando [u,v] = [0, 1], como apresentado na Figura 10.
N
\'
1
D C
A Bl
0 1 7
u

Figura 10 — Dominio das fungoes de interpolacao bivaridveis propostas.

Sendo fu,(u,v) a fungdo de interpolacdo desejada, definimos as seguintes

constantes:

f* = fus(0,0)
fP = fus(1,0)
fO = fu(1,1)
fP = fu(0,1)

As fungoes de interpolacao também devem respeitar as direcoes gradientes

estabelecidas nos quatro vértices. Assim, nomeamos as seguintes constantes pré-definidas:

AB __ afuv
of*” = =5=(0,0)
afBA — _afuv(l,())

ou
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9 fuv

ofPe = 5y (10)
97er = e )
T
977 = g 1)
ofPh = —a(;),f;” (0,1)
ofP = agz”(o,())

Um exemplo da interpolacao bivariavel desejada com suas constantes destacadas

pode ser observado na Figura 11.

Figura 11 — Exemplo de interpolacao bivariavel com suas constantes destacadas.

Além disso, duas superficies adjacentes, ou seja, que possuem dois vértices em
comum, devem possuir valores e gradientes iguais em toda sua interface. Isso é necessério
para que a superficie resultante tenha derivada continua ou, em outras palavras, seja suave

e nao tenha pontas ou cantos.

2.2.1 Construcao de uma funcao de interpolacdo bivariavel

Podemos utilizar uma fungao de interpolac¢ao univariavel (como as apresentadas
na Secao 2.1) para construir uma fungao de interpolagao bivaridvel, com o processo descrito

a seguir.
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Nossa fungao de interpolacao bivariavel f,,(u,v) serd formada a partir da soma

de duas outras funcoes:
fuv(ua U) = fu(u7v) + fv(u7v)'

A fungao f,(u,v) deverd respeitar as seguintes restrigoes:

fu(0,0) = fA 8L2(0,0) = 948
fu(170):fB %(1,0):—8]03’4
fU<171>:fc %(071):afDC
fu(0,1) = fP 2e(11) = —0fCP

Ofu (4, 0) = 0, Vu %‘(u, 1) =0,Yu

Ja a funcdo f,(u,v) respeitard as seguintes restrigoes:

£,(0,0) =0 8u(0,0) = 0fAP
fo(1,0)=0  &x(0,1) afbA
fu(1,1) =0 8u(1,0) = 0fB¢
£(0,1)=0  9u(1,1)=—-0f°B
%{:‘(O,U) =0,V %(1,1}) =0,V

Desta forma, a fun¢ao f,,(u,v) respeitard todas as restrigoes definidas anteri-

ormente para a interpolacao bivariavel desejada.

A fungdo f,(u,v) pode ser construida da seguinte forma:

Ful,) = £:0) () = Fa®)) + Fua(o)

Um exemplo visual de funcao f, é apresentado na Figura 12.

oo

Figura 12 — Exemplo de funcao f,,.
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A funcao de interpolagao f; é construida utilizando uma interpolagao univariavel,

tal que:

fur(0) = f4

fu(0) = 0f47 (2.5)
fu(1) = f"

fu(1) = —0f"4

qu(O) = fD

fu2(0) = 0fP¢ (2.6)
fur(1) = f©

fua(1) = =0fP

A Figura 13 apresenta exemplos de fungoes f,; e f,o em suas respectivas bordas

do dominio.

0.5

0.5

0.5

0o

Figura 13 — Exemplo de funcoes f,1 € fuo.
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Ja a funcao f,(u,v) é construida da seguinte forma:

fulus ) = fiw)(furw) = Fiaw)) + fia(0).

Sendo f; a mesma funcao de interpolagao definida anteriormente.

Na Figura 14 podemos ver um exemplo de funcao f,.

0 o

Figura 14 — Exemplo de funcao f,.

De forma similar a utilizada para construir f,(u,v), construimos a fungao

fu1(v), tal que:

fvl(o) =0

f12(0) = 047 (2.7)
fur(1) =0

fi(1) =—=af4

fo2(0) =0

f15(0) = af5¢ (2.8)
fr2(1) =0

fla(1) = —0f”

A fungao de interpolagao bivariavel f,,(u,v) obtida serd diferente dependendo
da funcao de interpolacao univariavel utilizada para construi-la, porém respeitara todas as

restrigoes estabelecidas anteriormente.

Uma abordagem similar foi utilizada em (COONS, 1967) para definir a superficie

conhecida como "Coons Patch".
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Para as imagens de exemplo apresentadas nesta secao, os valores das constantes

definidas anteriormente sao:

fA=-1 09" =01 9f°P=-03
=01 0ffA=0 0fP°=-03
C=_05 0f8¢=-28 0fPA=12
fP=-08 0f°P=24 0f4P =16

2.2.2 Interpolacao biclubica de Hermite

Construiremos, entao, uma funcao de interpolagao bicibica utilizando a in-
terpolacao cibica de Hermite no processo descrito anteriormente. Todas as fungoes de

interpolagao univaridvel construidas a seguir serdo baseadas em (2.1).

Com as restrigoes estabelecidas em (2.5), obtemos:

ful(u> — (afAB . afBA +2<fA o fB))u3 (29)
_ <2afAB _8fBA+3(fA _ fB))u2+afABu_’_fA'

A partir das restrigdes estabelecidas em (2.6), temos:

fualu) = (247° = 057 +2(s7 = 1) Ju® (2.10)
_ (28fDC — 91"+ 3(f" - fc))u2 +OfPCy + fP.

Definimos, entdo, f;(v) com as restrigdes estabelecidas em (2.4), obtendo:
fi(v) = —20° + 302 (2.11)
A seguir, construfmos:
Fulu,v) = fi(0) (fur(w) = fur(w)) + fur(u)
— (—20% + 3?) <(8fDC = OfP —0f B 1 A 2P - fC — A7) Ju?
B (z(afDC _ OBy — pfoP +afBA+3(fD _ o fA+fB)>u2
+(DFPC — 9fABYy 4 fP _fA> i (afAB _afBA+2<fA _ fB>)u3

— (20817 — o™+ 3(44 = 1) Jut + 05 Pu + 4
(2.12)
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Pelas restrigoes estabelecidas em (2.7), temos:

fm(v) _ (afAD _ afDA)U3 o (2afAD _ afDA)UZ + afADU. (2_13)
Respeitando as restrigoes estabelecidas em (3.2), definimos:

Foa(v) = (0fPC = 0f“P)v® — (20£5€ — 0f°P)v? + 0. (2.14)
Construimos, entao:

Folu,0) = fi(w) (for(v) = fur(v)) + fun (v)
— (20" +30) (97 — 04" — 047 + OfP4)o?

o (2(8]('36' o 8fAD) o afCB +8fDA)112 + (8fBC . 8fAD)v)
+ (047 — afPA)0* — (2047 — 0FP4)v? + 0f*Pv.

(2.15)

Por fim, somamos (2.12) a (2.15), obtendo a fungao de interpolagao:

fuo(w,v) = fu(u,v) + fu(u,v)

— 2<afCD _afDC_’_afAB —8fBA . Q(fD . fC . fA+fB) —|—8fCB _afBC
_'_afAD —8fDA>u3v3+ <3<3fDC—8fCD —afAB+8fBA+2<fD—fC—fA
+fB)> +2<2(8fBC o afAD) i afCB +8fDA)>u3vz i 2(8fBC . afAD)USSU
+ <8fAB . afBA+2(fA . fB)>U3+ <2(2((’)ch . afAB) _8fC’D +afBA
+3<fD _fC_fA+fB>) +3(8fBC _foB _afAD+afDA)>u2v3
—3(2(8fDC—8fAB+8fBC—8fAD)—8fCD+(9fBA—afCB+8fDA+3(fD
_ fC _ fA+fB))U2U2 —|—3(6ch _afAD)UQU _ (2afAB _ afBA+3(fB
— 1)) = 2087 = 0F Pyt + 3(0FPC — 0f Pyur? 4 0f P + (04

_afDA . Q(fD B fA)>U3 + (3(fD B fA) N QafAD +8fDA)v2 +8fADv+fA.
(2.16)

Um exemplo de fungao de interpolagao bictibica de Hermite pode ser visto na

Figura 15.
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0o

Figura 15 — Exemplo de interpolacao bictibica de Hermite.

Funcao: 8.2uv® — 15.5u0? 4+ 8.8uv — 2.1u® — 13u?0® + 24.3u*v* — 13.20%v + 3.1u% +
0.8uv® — 1.2uv? + 0.1u — 1.40% + 1.6v — 1.

2.2.3 Interpolacao biquadratica em quadrantes

Todo o processo desenvolvido com a interpolagao de Hermite na secao anterior
pode ser repetido utilizando a interpolagdo quadratica da equacao (2.2), obtendo como

resultado uma funcao de interpolacao biquadratica em partes.

Como a func¢ao de interpolacao univariavel utilizada estd restrita a uma parte
do dominio, o mesmo se aplicara as fung¢oes desenvolvidas nessa secao. Portanto, como
agora temos duas varidveis, o dominio acabara dividido em quatro partes. Passarei a

chamar tais partes de quadrantes.

Como sabemos que podemos reordenar as constantes para obter outra parte
do dominio utilizando a mesma fung¢ao, podemos desenvolver a fun¢ao de interpolagao
somente para o quadrante com 0 < u < 0.5 e 0 < v < 0.5. Para utilizar a funcao obtida

nos demais quadrantes basta rotacionar as constantes adequadamente.

Construimos f,;(u) respeitando as restrigdes estabelecidas em (2.5), obtendo:

B 38fAB _ afBA
2

fur(u) = (Q(fB - ) W+ 0fPu+ fA 0<u<05 (2.17)

Com as restrigoes estabelecidas em (2.6), definimos:

B 3afDC o afCD
2

fuz(u) = (2(fc — 1) ) w4+ 0fPu+ P, 0<u <05 (218)

A partir das restrigdes estabelecidas em (2.4), obtemos:
filx) =222, 0<2<0.5 (2.19)

Construindo f,(u,v), temos:
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Fultt,0) = (1= fi(0)) fur () + fi(0) fua(w)

= £i(0)(fua(w) = fur(w)) + fur (w)

+(0fPC =0 P yu+ fP - fA> + (2(fB — 4
+0fPu+ 4 0<u<05 0<v<05

B 33fAB o 8fBA) u2
2

(2.20)
De acordo com as restri¢oes estabelecidas em (2.7), construimos:
DA _ 99 ¢AD
fu(v) = of ;’af 2+ 0f*Pv, 0<v<05 (2.21)
Pelas restrigoes estabelecidas em (3.2), temos:
CB _ BC
fo2(v) = of 238f v +0f8%, 0<v<05 (2.22)
Ao construir f,(u,v), obtemos:
Folu,v) = (1= fi(w)) fr (v) + fi(u) fus (v)
= fi()(foa(v) = i1 (0)) + fur (v)
(2.23)

_ (2u2> (afCB B afDA +23<8fAD B 8fBC)U2 + (8fBC _ 8fAD)v>
N afDA _ 3afAD

2

24+ 0f Py, 0<u<05 0<v<05

Por fim, somamos (2.20) a (2.23), obtendo a fung¢ao de interpolagdo de um

quadrante:

fuo(u,v) = fu(u,v) + fu(u,v)
_ (4(fC _fD . fB +fA) . 3(6fDC _afAB _afAD +afBC)
+8fCD B afBA _|_8fC’B N afDA>u2U2 + 2<afBC B afAD)UQU
AB _ A
+ (2(fB —fA) . Saf B2 afB
afDA_3afAD
2

>u2+2(0fDC — Of B Yuv® + 0f APy

+<2(fD—fA)+ >“2+afADv+fA, 0<u<05 0<v<05

(2.24)

A funcgdo (2.24) deve ser, entdo, ajustada para cada quadrante, reordenando os

vértices e as derivadas adequadamente.



Capitulo 2. FORMATOS DE REPRESENTACAO 3D PROPOSTOS 30

Para calcular o valor de um ponto qualquer com a fungao (2.16) sdo necessarias
9 somas e 9 multiplicagdes. J& com a fungao (2.24), sao necessarias 2 comparagoes (para
determinar o quadrante), 6 somas e 6 multiplicagdes. Em qualquer sistema no qual desvios
condicionais nao sejam muito mais dispendiosos que operacoes numéricas, a interpolacao

biquadratica deve obter desempenho superior.

Um exemplo da interpolacao biquadratica em quadrantes proposta pode ser
visto na Figura 16. Os mesmos parametros do exemplo apresentado na Figura 15 foram
usados para possibilitar a comparacao visual entre as duas fungoes, cujas curvas de nivel

foram colocadas lado a lado na Figura 17.

Figura 16 — Exemplo de interpolacao biquadratica em quadrantes.

12.1u2v? — 8.8u?v + 2.05u2 — 0.8uv? 4 0.1u — 1.4v2% + 1.6v — 1, se0<u<0.50<v<05

Fungio: fus (1, v) = —10.7u?v? 4 8.8u?v — 2.15u> + 22uv? — 17.6uv + 4.3u — 7.1v%2 + 6v — 2.05, se 0.5 <u<1,0<v < 0.5
’ 4.3u?v? — 6.2u%v + 1.6u? — 9.2uv? + 13.6uv — 3.5u + 1.1v2 — 2.2v, se0.5<u<1,05<wv<1

—5.7uv? 4+ 9u?v — 2.4u® + 0.8uv? — 1.6uv + 0.5u — 1.4v2 + 1.6v — 1, se 0 <u<0.505<v<1

Hermitiana Bi-quadratica

Figura 17 — Curvas de nivel dos exemplos anteriores.
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3 RENDERIZACAO

Para que as superficies modeladas no Capitulo 2 sejam utilizadas na computacao
grafica, sdo necessarios algoritmos eficientes para renderiza-las. Neste capitulo, estudaremos

possiveis algoritmos de renderizacao para os modelos propostos.

3.1 Decomposicao em poligonos e rasterizacao

Um possivel algoritmo de renderizacao para as superficies propostas consiste
em calcular as coordenadas de uma grade de pontos da superficie, formar poligonos com

esses pontos e renderizar os poligonos gerados por meio de rasterizacao.

Esse algoritmo ja é utilizado para renderizar superficies bictuibicas de Bézier e,
apesar de permitir ajustar a precisao e a velocidade de execugao pelo niimero de pontos e
poligonos computados, adiciona a etapa de geracao dos poligonos a renderizagao, além de
ter custo diretamente proporcional ao niimero de poligonos gerados quando efetuada a

rasterizacao.

No presente trabalho, esse algoritmo foi deixado de lado em favor do desenvol-

vimento de algoritmos de renderizacao baseados em Ray-tracing.

3.2 Ray-casting

Como mencionado no Capitulo 1, no processo de renderizacao por Ray-casting,
a cada pixel da imagem, associamos um raio partindo da camera e, entao, iteramos entre os
objetos a serem renderizados verificando se o raio intersecta algum objeto. Caso intersecte,
detectamos o ponto de intersec¢do mais proximo da camera e utilizamos esse ponto para

determinar a cor do pixel.

Podemos renderizar as superficies propostas com a técnica de Ray-casting desde
que sejamos capazes de detectar intersec¢des entre um raio e a superficie. Analisemos,

entao, como fazer tal deteccgao.

Para simplificar as formulagoes a seguir, definimos £ como o vetor tridimensio-
nal da posi¢do da camera, R como o vetor tridimensional da direcao do raio e, por fim, os

pontos do raio partindo da camera pela seguinte funcao:
p(t) = E + Rt. (3.1)

Um procedimento utilizado para a deteccao de interseccoes em Ray-casting de
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superficies implicitas envolve a formulagao de uma funcao univariavel de distancia entre o
raio e a superficie, seguida da detecgao das raizes dessa funcao de distancia. Cada raiz

representa distancia nula do raio até a superficie ou, em outras palavras, uma interseccao.
Mais detalhes podem ser obtidos em (HART, 1996).

Nossa superficie, entretanto, é paramétrica em u e v. Por esse motivo, formular

uma funcao de distancia univariavel é uma tarefa complexa.

3.2.1 Renderizacao direta

Como mencionado no inicio da Secao 2.2, é possivel utilizar as func¢oes de
interpolacao bivariaveis propostas para interpolar entre as coordenadas dos vértices de
uma superficie separadamente. Dessa forma, teremos uma funcao diferente para cada

coordenada.

Definamos as coordenadas do espaco tridimensional euclidiano onde estao as
superficies como (X, Y, Z). Teremos, entao, uma funcao f., (u,v) que, dados u e v, retorna
a coordenada X do ponto da superficie referente a esses pardmetros. O mesmo vale para

as coordenadas Y e Z.

Se tentarmos, entdao, montar uma fun¢ao de distancia euclidiana entre os pontos
da superficie e os pontos do raio, obteremos uma funcao trivariavel extremamente complexa,

e encontrar suas raizes, se for possivel, serd proibitivo.

Uma outra abordagem seria, em vez de construir uma tnica funcdo de distancia,

construir trés func¢odes, uma para cada coordenada:

Dy(u7v>t> = fgv(uvv) - py(t) (32)

Os valores de u, v e t que sao raizes para os trés polinomios simultaneamente

representarao intersecgoes do raio com a superficie.

Para simplificar a tarefa, podemos tentar usar a independéncia entre as trés
equagoes para eliminar varidaveis e tentar obter uma equacao univariavel, cujas raizes
seriam mais faceis e baratas de serem encontradas. Para fazer isso, as trés equagoes foram
modeladas no software Mathematica, e a funcao Eliminate foi utilizada para eliminar as
variaveis ¢t e v das equagdes. O Mathematica nao foi capaz de fazer a segunda eliminagao

com a superficie bicuibica, porém teve sucesso com a superficie biquadratica proposta.

Apds a eliminacao das variaveis t e v das equagoes geradas a partir da superficie
biquadratica, foi obtida uma equacao univariavel de oitavo grau em u. As raizes dessa

equacao representam raizes da funcao de distancia.
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Apesar de termos conseguido simplificar a tarefa consideravelmente, agora
temos novos problemas. Os coeficientes da equagao univariavel sao extremamente custosos
de serem calculados, exigindo mais de 2000 somas, 10000 multiplicagoes e 1000 calculos
de poténcias. Se a superficie ndo for animada, é possivel fazer o pré-calculo de varias
operagoes com cerca de 200 variaveis auxiliares, diminuindo consideravelmente o nimero
de operacoes. Ainda assim, calcular os coeficientes é inviavel para aplicagoes que exigem
alto desempenho, como a renderizacao de jogos digitais. Além disso, vale lembrar que o
processo deve ser repetido para cada um dos quadrantes da superficie, exigindo quatro
vezes esse nimero de operagoes para cada superficie. Por fim, outro problema esté no fato
de que equagoes de oitavo grau nao possuem solucao analitica, exigindo a aplicacao de um

método numérico que pode ser por si s6 bastante custoso e impreciso.

Para aplicagoes que nao exigem um alto desempenho, esta abordagem de
renderizacao direta pode ser interessante, porém existem outras formas de encontrar
intersecgoes que nao sofrem dos problemas listados. Estudaremos essas abordagens a

seguir.

3.2.2 Espaco de coordenadas transformadas

As fungdes de interpolagao definidas no Capitulo 2 foram usadas, até o momento,
para interpolar cada coordenada separadamente. Entretanto, podemos utiliza-las de outra

forma.

3.2.2.1 Espaco original

Suponhamos que a superficie a ser modelada tenha vértices (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0) e (0,1,0). Podemos utilizar as fungoes de interpolagao propostas para interpolar a
coordenada Z assumindo u = X e v = Y. Dessa forma, teremos apenas uma funcao de
interpolacao, que poderemos subtrair da coordenada Z dos pontos do raio para obter uma
tnica fungao de distancia: D(X,Y,Z) = I[(X,Y) — Z, sendo [ a fungao de interpolacao

utilizada.

Além disso, podemos expressar X, Y e Z linearmente em funcao do parametro
do raio (t):

X = p.(t)
=FE,+ Rt

Y = p,(t)
=FE,+ Ryt

Z = pz(t)
=F,+ R,t

Nossa funcao de distancia se torna, entao,
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D(t) = I(Ey + Ryt, E, + Ryt) — E. — R.L.

Nesse caso, as coordenadas de interpolacao u e v sao lineares em t, e temos
uma func¢ao de distancia univariavel em t cujo grau dependera da funcao de interpolacao

adotada. Adotando a interpolacao bicubica proposta teremos uma funcao de sexto grau,

31% se torna um polindmio de sexto grau em t, e adotando a interpolacio

biquadratica proposta teremos uma funcio de quarto grau, pois o termo u?v? se torna um

pois o termo u

polinémio de quarto grau em t.

Nos deparamos, entdo, com a principal vantagem da interpolagao biquadratica
proposta: equagoes de quarto grau possuem solucao analitica, que pode ser calculada a um
custo baixo. Ja a equacgao de sexto grau obtida a partir da interpolacao bictibica precisaria

ser resolvida com um método numeérico, que pode ser impreciso ou custoso.

Apesar desse detalhe interessante, nos restringimos a uma situagdo muito
limitada, pois para conseguirmos a funcao de distancia quartica determinamos que nossa
superficie estivesse entre os vértices do quadrado unitério no plano (X,Y). Podemos

relaxar um pouco essa restricdo, mantendo a funcao de distancia ainda quartica.

3.2.2.2 Transformacao linear

Assumamos que o espago original possa ser convertido por uma transformacgao

linear para o espacgo de interpolacao. Dessa forma, temos:

U, U, U, X u
V, V, V. |[x|Y |= (3.3)
Z, Z, Z, Z 2

Sendo z o contradominio da nossa funcao de interpolagao (diferente da coorde-

nada Z do espago original), temos:

u = Uypy(t) + Uypy(t) + U.p.(t)
=U, B, +U,E, +UE, + (U,R, + UR, + U.R.)t

v = Vipe(t) + Vypy(t) + Vapa(1)

2= Zypa(t) + Zypy(t) + Z.p.(t)
=Z.E,+Z,E,+ Z,E,+ (Z,R, + Z,R, + Z.R,)t

Podemos, entao, definir a funcao de distancia como:

D(t) = I(u,v) — z
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Os parametros de interpolacao u e v continuam sendo lineares em t e, como
consequeéncia, o grau da funcao de distancia permanece o mesmo de antes. Porém, ainda
estamos com a superficie restrita demais, pois a transformacao linear proposta sé poderia

modelar transformagoes simples, como o escalonamento e a rotacao.

A transformagao proposta pode ser modelada como uma matrix 3 x 3 que,
multiplicada pelo vetor de um ponto, resulta no ponto transformado. Essa modelagem
matricial é tdo comum na computagao grafica que os hardwares disponiveis para aceleracao

grafica atualmente sao otimizados para realizar operagoes matriciais.

3.2.2.3 Transformacao linear em coordenadas homogéneas

Nao é possivel modelar transformagoes como a translagao no espago tridimen-
sional Euclidiano com uma matriz 3 x 3. Uma alternativa para modelar essa e outras
transformagoes é utilizar o espago de coordenadas homogéneas (RIESENFELD, 1981).
Nesse espago uma nova coordenada w é adicionada a cada ponto, obtendo, entao, um
espaco de quatro dimensoes. Essa coordenada adicional é considerada como um divisor
para as demais coordenadas (u, v e z). Para converter um ponto (X,Y, Z) do espago
tridimensional Euclidiano para coordenadas homogéneas basta definir u = X, v =Y,
z =/ ew =1, e para converter um ponto com coordenadas homogéneas para coordenadas

tridimensionais Euclidianas basta definir X = —, Y = —, e Z = —.
w w w

No espaco de coordenadas homogéneas, podemos definir matrizes de transfor-
macao 4 x 4 que sao muito mais abrangentes. Tais matrizes de transformacado podem ser
construidas levando quaisquer quatro pontos nao-coplanares do espaco original para outros
quatro pontos também nao-coplanares do espago transformado. Além disso, se w = 0, o
ponto é considerado como "ponto no infinito", e toda reta que em coordenadas euclidianas
é paralela ao vetor direcao definido pelas coordenadas do ponto se cruza naquele ponto. Por
exemplo, todas as retas que em coordenadas euclidianas sao paralelas ao eixo z, quando
levadas ao infinito negativo, se intersectam no ponto u =0, v =0, z = —1, w = 0 em
coordenadas homogéneas. Em outras palavras, ao levar um ponto do espaco original para o
infinito em coordenadas homogéneas, ele passa a ser um "ponto de fuga" de retas paralelas

no espago transformado, tornando paralelas todas as retas que o cruzam no espagco original.

Essa propriedade das transformacdes em coordenadas homogéneas ¢ muito
utilizada, por exemplo, para modelar visoes em perspectiva: o "ponto de fuga" passa a
ser a camera, e os objetos a serem renderizados sao transformados tais que suas coorde-
nadas se tornam as coordenadas da imagem resultante e a profundidade. Utilizaremos a

transformacao, entretanto, de outra forma.
Utilizando o conceito de pontos de fuga, definimos uma transformacao que
leve trés pontos quaisquer para os pontos (0,0,0), (1,0,0) e (0,1,0), e um quarto "ponto

de fuga" para o infinito na dire¢ao (0,0, —1). A superficie modelada ficard, no espago
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original, entre os vértices de um paralelogramo formado a partir dos trés pontos escolhidos,
que no espago transformado representam os cantos do quadrado unitario do plano (u,v).
Além disso, toda reta vertical no espaco transformado corresponde a uma reta partindo
do ponto de fuga no espaco original. Isso é importante, pois precisamos garantir que os
planos verticais das bordas da superficie sejam iguais entre superficies conectadas, e agora

teremos essa garantia se ambas as superficies utilizarem o mesmo ponto de fuga.

Com isso devemos conseguir modelar objetos compostos por varias superficies

conectadas em volta de um mesmo ponto de fuga.

Para simplificar a transformacao, definamo-la em forma matricial. Dados os

pontos A, B, D e o ponto de fuga F, temos:

U, U, U, U, A, B, D, F, 010

Vo Vy Vo Vul |4 B, D, F|_|001 5.4)
Zy Zy Z. Zu A, B. D, F. 000 —

W, W, W. w, 1 1 1 1 111 0

Com essa transformacao, a reflexdo de A em torno da reta que cruza B e D
sera transformada para o vértice (1,1,0), que é o vértice C' das fungoes de interpolacao
propostas. Na pratica, isso nos limita a modelar superficies cujos vértices formem um

paralelogramo.

Vale notar que, em espagos de coordenadas homogéneas, todo multiplo nao nulo

Au v Az
de um ponto é equivalente quando convertido para coordenadas euclidianas ((~— o’ '\ —) =
u vz 1 ; alor n
(—,—,—)). Portanto, podemos multiplicar a matriz resultante por qualquer valor nao

)
w w w
nulo e a transformacao representada continuard a mesma em coordenadas euclidianas.
Ao resolver a equacao matricial proposta, é facil perceber que todos os termos
encontrados estao sendo divididos por uma expressao comum, que chamaremos de \. Pode-
mos, entao, multiplicar a matriz por A para reduzir a quantidade de operagoes necessarias,
sem alterar a transformacao representada pela mesma em coordenadas euclidianas. A

transformagao obtida (ja feita a simplificacao) tem as constantes:

U, = (Dy - F )(Az Fz) ( Z)(Ay B Fy)
Uy = (D: = F.)(As = Fy) = (Do = 1) (A: = F2)
U. = (D = Fo)(Ay = Fy)) = (Dy = F))(As = F)
Uy =-AU, — AU, — AU,

Ve = (A, — F)(B. — F.) — (A. — F.)(B, — F)
V, = (A. — F.)(B, — F\) — (A, — F,)(B. — %)
V.= (A, ~ E)(B, ~ F,) ~ (A, - F,)(B, - F)

7y =\
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Ly = (By - Ay)(Dz —A)— (B — AZ)(Dy - Ay)
Zy=(B. = A.)(Dy — As) — (By — 4,) (D — A.)
Z. = (Br = A)(Dy = Ay) = (By = Ay)(Ds — As)
Ly =—ApZy — AyZy, — A.Z,

y Ay)(Dz —A,) - (Bz - Az)(Dy B Ay)

=
[
™

Wy - (Bz - Az)(Dz - Aa:) - (Bz - Am)(Dz - Az)
Zy

I
I
W
8
|
o
N
S
<
|
o
<
|
W

<
|
o
<
S
8
|
o
N

E facil observar que algumas expressoes envolvidas nos calculos sao repetidas.
Portanto, é possivel fazer o pré-calculo de tais expressoes para economizar operacoes. Além

disso, as constantes W,, W, e W, podem ser substituidas por Z,, Z, e Z..

Com as constantes calculadas, é possivel recuperar o valor de A (A = B, U, +
B,U, + B,U,+ U,, por exemplo). Assim, podemos obter a matriz original ao dividir todas
as constantes por \. Seria interessante comparar a estabilidade do método com e sem essa

etapa, ja que os resultados analiticos sao os mesmos.

Aplicamos, entao, a transformacao obtida a funcdo do raio e convertemos o

resultado para coordenadas euclidianas, obtendo:

U+ Uppa(t) + Uypy (t) + Usp.(2)
Wy + Wops(t) + Wypy (t) + Wep. (%)
Uy + U, B, + UyEy + U.E. + (U, R, + U,R, + U.R.)t
Wo + Ze By + ZyBy + Z.E. + (ZeRo + Z,R, + Z.R.)1

Vip + Vapa(t) + Vypy (1) + Vap- (1)

v =
Wy + Wapa(t) + Wypy (t) + Wep. (1)
Vo +VoE, +V,E,+ V.E. + (V,R, + VR, + V.R.)t
Wy + ZeEBy + ZyEy + Z,E, + (Z.Re + ZyR, + Z.R,)t
L Zy + Zypo () + Zypy (t) + Z.p.(1)

Wy + Wopa (t) + Wypy (t) + W.p.(t)
Zy+ ZyEy + ZyEy+ Z,E, + (Z, R, + ZyR, + Z,R,)t
Wy + Zy By + Z,Ey+ Z,E, + (Z, R, + Z,R, + Z,R.)t

Para simplificar as formulagoes, definamos E* como o centro da cdmera no

espaco transformado com coordenadas homogéneas e R* como a direcao do raio nesse
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mesmo espago. As coordenadas euclidianas do raio no espaco transformado se tornam,

entao:

Uy +U,B, +UyE, +U.E, + (U,R, + U,R, + U.R,)t
T W+ ZoEy+ ZyEy + Z.E. + (ZoRy + ZyRy + Z.Ro)1
_E;+Rit
- B+ Rit
Vi + Vo B + VyE, + V. E, + (Vo R, + VR, + V. R, )t
Wy + ZoEy + ZyEy + Z.E. + (Z,Ry + Z,Ry + Z.R.)t
E: +Rit
 Zy+ 2B, + ZyBy + Z.E. + (Z,R, + Z,R, + Z.R.)t
Wy + ZeEBy + ZyEy + Z,E, + (Z.Re + ZyR, + Z.R,)t
_ Er+ Rt
o

Nesse caso, nossa funcao de distancia se torna:

D(t) = I(u,v) — 2
_ (Bt Ryt Bi+Rit\  Er+ Rt
O\ EL+ Rt ES+Rit)  EX+Rit

Considerando como funcao de interpolacao I a fun¢ao biquadréatica proposta

em (2.24), temos a fungao de distancia:

D(t)

s (E;;+R;;t Ex +R;jt> E: + Rit

Er + R:it’ EX + Rt By + Rit
(4(fc—fD—fB+fA) _S(afDC_afAB_afAD+8fBC)_|_afCD_afBA_|_6fCB
(B3 + Rut)*(Ey + Rjt)? (B3 + Rut)*(Ey + RiY)

DA BC AD
—or™) (B, + Rit)* 2077 =0 (Ef + Rit)?
B _ pay_ 30f47 = OfFNN (B + Rit)?
(o - A )

(E; + Rit)(E} + Rjt)? asEy+ Rt

2 a DC a AB a u U Tt
+2097 P =" s rp . Y B TRy
OfPA —30fAP\ (Ef + Rit)? Ef + Rt Ef + Rt
2 D (A v v AD v v A Tz 27
" ( UE=I = &m0 T B R T T B R

Nomeemos os seguintes coeficientes para simplificar as formulagoes:
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er= (40— 17 = fP 4 [N = 30f7C — o — 0P 1 070
_,_afCD _afBA+afCB . afDA)

ey = 2(afBC’ o afAD)

B 36]”‘3 _ 0fBA>

o (2077 - 1 - 212
ey = 2(afDC _ 8fAB)

afDA o 38fAD>

o= (27— 5+ 225

Assim, obtemos:

(B, + Rut)*(Ey + Rit)® (B, + Rat)*(Ey + Rit)

D(t) =
(1) = e =g TRyt T (B + Ret)?

(B + Rt)?  (E*+ RO)(E + Rt)? pEf+ Rt
u u u u v v a U U
T AR YT (Bt RO O e Rt
(Er + R:t)? wE+Rt ., Ef+Ri
v v a v v _ z z .
T re Y B me T T B v R

Nosso objetivo é encontrar as raizes da funcao de distancia, ou seja, as raizes

de D(t) = 0. Multiplicando esta equagio por (E¥ + R:t)* podemos eliminar as divisdes da

equagao mantendo as mesmas raizes:
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(B + R)'D(t) = ey (Ef + R (B + Rt + eo(EF + RID*(EF + Rit)(EX + Rit)
+e3(EX 4 Ri)X (B + Rit)? + ey(EX + Rit)(EF + Rit)*(EX + Rit)
+ OfAB(E: + Rit) (B! + Rit)? + es(Er + Rit)*(E: + Rt)?
+0fAP(EX + Rit) (E5+ R+ fAE:+Rit) — (EX +Rit)(EX 4+ Rit)?

— <61R;;QR;2 + (<e5R: + Riey)RX? + (e3R: + eaRY) R:?
4
+ (Of*PR: — Rt + 0f"PR* + fAR:)R;2>R:)t
+ (((3(afADR: — R+ Of*PRIOE: + (Of*PE: — EX + 0f*PENR;
+ 2B Ryes + EyRyes + 2f B R:) ) R: + ((Ejea + 2Eje3) R,
+2(Eles + Ejed)Ry) Ry + (Eles + 2E;;e5)R;2) R
3
+ (2(E; Ry + ELR)er + (Riea + R:e4)E;)R;R;>t
+ (5 5= B 0p P B R+ O R~ e 0f PR
+2fAELRY) + A(E; Ryes + B Ryes) | R: + (Ejes + Ejyes)R;
+2(Efey + EXe))RER: + (Eiey + E;e5)R;2>E;
+ (((R;eg + Ries) B} + 2Rie + Rie) B E;
2

+ (Ries + R;e4)E;';2> R+ (E;';?R;';2 + (EfR: + 4E§R;)E;R;‘;)el)t
+ ((2(E;§R;’; + EXRY)er + (Efes + E;e4)R:)E;E;;
+ <((R;’;e2 +2RIe) Bl + 2(Ries + Ried) B By + (Ries + 2Ries) B}
+((0f PRy — R:+0f"PRY)E;, +3(0f P E} — B + 0"V E;) R B,
+2(R:Efes + R:Eres + 2fAE;R;)E;;>E;;>t
+ e E2E? + ((eQE; + e ) ELE + (esE? + es 17

+OFVPE] — B+ 0F\PE; + [AE,)E}) E, ) E

(3.6)

Verificamos que a transformacao linear em coordenadas homogéneas proposta

nao aumenta o grau da equagao, que permanece sendo de quarto grau em t.
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3.2.2.4 Dominio na variavel ¢

Sabemos que, no espaco transformado, o dominio da funcao é o quadrante
0<u<05e0<v<0.5comw > 0. Porém, agora é interessante expressarmos essas

desigualdades em funcao de t. Temos, entao, as seguintes desigualdades:

Er + Rt
0< v w25
= Er+Rit —

Ef + Rt
0< 2 <5
=~ B+ Rit —

E, + Rt>0

As restrigdes em t dependerao dos sinais de alguns termos. Sabendo, pela ultima

restricdo, que E, + R;t > 0, obtemos as seguintes restrigdes sobre ¢:

Ey
t2 —F se R >0

o .
e caso contrario
R:

IN

B, —2E; «
S Shiopes SC 2R} — R >0

E* —2E}
2RE—R:

caso contrario

v

E} *
—szk), se Rv >0

E? .
— &+, €aso contrario
v

~
IA

~
VAN

E;,—2E; * «
sk SC 2Ry — R >0

Ef—2E;
2R;—R:’

—_—— —— —— —/—
~
(AVARRVAN

v

caso contrario

L,
t> =%, se 7 >0

E , .
t < —=%, caso contrario
R:>

A partir destas restrigoes é possivel determinar o intervalo de valores de t que
corresponde ao dominio da funcao de interpolacao. Valores de t fora deste intervalo nao

devem ser considerados intersec¢ées com a superficie.

3.2.2.5 Constantes de altura

As constantes f4, f2 f¢ e fP definem a altura (coordenada z) da superficie
nos cantos do quadrado unitario no espaco transformado, o que representa, no espago
original, a distancia dos mesmos ao ponto de fuga. Porém, como essas alturas estao no
espago transformado, é desejavel que possamos determinar as mesmas a partir do espago

original.
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Para encontrar a altura do canto no espaco transformado basta encontrarmos
o ponto equivalente no espaco original, o transformarmos com a mesma transformagao

anterior, e entao isolarmos sua coordenada z.
Analisemos o célculo de f# a partir do espaco original.

Sabemos, pela equacao 3.4, que ao transformar o ponto A obtemos as coorde-
nadas u =0, v =0, z =0 e w = A no espago transformado com coordenadas homogéneas
(sendo A a constante nao nula usada para simplificar a transformagao). Portanto, podemos

formar as seguintes igualdades:

ZoAy + ZyA, + Z.A, = — 7,
WoAy + WA, + WA, = X —w,

Sabemos, também pela equagao 3.4, que ao transformar o ponto de fuga F,
obtemos as coordenadas ©u =0, v =0, 2 = —\ e w = 0 no espago transformado. Portanto,

podemos formar as seguintes igualdades:

ZoFy+ ZyFy+ Z.F, = —Zy —
WoFy + W,F, + W.F, = —w,

Podemos definir a coordenada z do canto A da superficie pelo espaco original
a partir de um multiplicador m 4 > 0, tal que a distancia entre o canto da superficie e o
ponto de fuga no espaco original seja my4 vezes a distancia entre o ponto de fuga e o ponto
A. Nesse caso, se my = 1, o ponto da superficie com u = 0 e v = 0 coincide com o ponto

A. As coordenadas do canto da superficie no espago original sao, entao:

X =F,+ma(A, — F,)
Y:Fy+mA(Ay_Fy)
Z =F,+mu(A, - F,)

Calculamos a coordenada da altura (z) aplicando a transformagao da equagao
(3.5) a esse ponto e simplificamos a expressao obtida utilizando as igualdades listadas

anteriormente. Obtemos assim:
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fA
T+ Zo(Fat ma(As — F2)) + Z,(Fy + ma(A, — F)) + Z(F. + ma(A. — F.))
wy + Wa(Fe+ ma(Ay — Fo)) + Wy (Fy +ma(A, — F)) + Wa(F. +ma(A. — F.))
)
)

_ Zut ma(ZyAs + ZyAy+ Z,A,) + (1 —ma)(ZFy + Z,F, + Z.F,)
Cwy +ma(Wo Ay + WA, + WAL + (1 —ma)(WoFy + W, E, + W, F,)
o Zw — mAZw — (1 — mA)(/\ + Zw)

T Wy ma( X — wy) — (1 —my)wy,

)\mA —A

/\mA
mag — 1

ma

O mesmo processo pode ser aplicado aos demais cantos da superficie para

cacular 2, f¢ e P a partir dos multiplicadores mpg, me e mp.

3.2.2.6 Constantes de derivadas

Além das coordenadas z dos cantos, também é desejavel que as derivadas sejam
definidas a partir do espaco original. A forma mais intuitiva de fazer isso é definir um
plano tangente a superficie em cada canto e, entdao, calcular as derivadas de forma que a

superficie seja tangente a esses planos.

Seja N4 a direcdo normal ao plano tangente ao canto da superficie com u = 0

e v = 0 no espaco original.

Sabemos que o produto vetorial entre duas dire¢des resulta em uma nova
direcao perpendicular a ambas. Uma forma simples de calcular a derivada representada
por OfAP consiste em calcular o produto vetorial de N* com a direcdo normal & face
que conecta o ponto de fuga aos pontos A e B (que representa a borda v = 0 no espago
transformado). O vetor resultante serd tangente ao canto da superficie com u=0e v =0

no espaco original e estard contido no plano que representa a borda v = 0.

Como N4 ja estd pré-definido, o primeiro passo é calcular a direcio normal
da face conectando o ponto de fuga I’ aos pontos A e B. Para isso calculamos o produto

vetorial entre os vetores A — Fe B — F:

NAB:(Ay—Fy>(Bz_FZ)_(AZ_FZ>(By_Fy)
NAB:(Az_Fz>(Ba:_Fx)_(AI_FI)(Bz_Fz)
NAB:(Ax_Fw)(By_Fy)_(Ay_Fy)(Bm_Fx)

Verificamos, entao, que essa direcdo normal é equivalente as constantes V,
V, e V., da equagao (3.5), de modo que podemos usar esses valores, evitando calculos

desnecessarios.
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Finalmente, calculamos o produto vetorial VA% de N4 com N4E:

VAP = NN/ — NANSP
= N;'V. = N2V,
Vi = NANDP - VAN
= N2V, — N2V,

VAP = NANMP — NANZP

= NV, = N,'V,

Conhecendo o vetor VA2, que é tangente & fronteira da superficie que conecta
os vértices A e B no ponto em que u = 0 e v = 0, modelamos os pontos partindo desse

canto, nessa direcao. Tais pontos no espacgo original sao da forma:
q(z) = F +mu(A—F)+ VA8 (3.7)

Para facilitar os préximos passos, definamos alguns vetores no espago transfor-

mado com coordenadas homogéneas.

Primeiro, o canto A* da superficie no qual u =0e v = 0:

+ Uy(Fy +ma(4, — F)) + U.(F, + ma(A, — F,)) + Uy,
+ Vy(Fy+ma(Ay — F)) + Vo(F. + ma(A. — F.)) + Vi

+ Zy(Fy+ma(A, — F)) + Z.(F, + ma(A, — F,)) + Z,
+ Zy(Fy +ma(Ay — F)) + Z.(F, + ma(A, — F,)) + wy

Em seguida, o vetor tangente a fronteira nesse canto:

VUAB* — Um‘/:BAB + Uy‘/;yAB + UZ‘/;AB
‘/:UAB* — ‘/;“/;AB + ‘/;J‘/;/AB + ‘/;‘/;AB
‘/;JAB* — Zq;VTAB + Zy‘/ZUAB + ZZ‘/ZAB

VwAB* _ va;AB + Zy‘/yAB + ZZ‘/ZAB
— ‘/ZAB*

De posse desses vetores, aplicamos a transformagao aos pontos formados por
(3.7), obtendo:

q(r) = A"+ YV ABxg,
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Analisemos agora, no espaco transformado com coordenadas euclidianas, o
coeficiente angular 0 f4P da reta que passa por tais pontos e pelo canto A*, na borda com

v=20:

Q*((:v)) _ 22
AB _ q*(z w
of" = () _ A

* (%) w A%

ArHVAB* A%
Ax+VABA L T A,
Ax+VABxt — Ax
AZ/+V2AB*t AZJ

ALVABy Az
yvABx* - yvABx*
An(+ ") A+
J— w w
- A VZAB*
Az +VAB W+ =5 t)
VAD VADB

)

* * * VAB*
AL+ VAP — AL(1 + 5 t)
A+ VABt — A (1 + 1)

VAB*
A* ABx
VABr — Ay

AR+ A

_ A%
- AB* - A'EVZAB*
VBt — Hioe
ABx A% Y/ ABx
VTRV
"~ V/AB ALV ABx
At Al
Sabendo que —= = 4 e =% = 0, temos:
A* A* )
w w

ABx Al vy ABx
z -3V

‘ / AB* ‘ / AB*
u Awg z

ABx Ay ABx
V=Y
o ABx

Vu

VAB*
VAB*( - fA)

Nota-se que o ponto A* é desnecessario para o calculo da derivada, de modo

ABx
&

que nao é preciso calculé-lo, e a coordenada = 0 também ¢é desnecessaria, sendo

sempre nula.

O mesmo processo pode ser aplicado para o calculo das demais derivadas a

partir das direcoes normais N4, N® N¢ e NP,

E possivel concluir também que
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Zm_ x
BC
N =12Z,-Uy |,
ZZ_ z
-Za:_ T
NCP = Zy—=V, | e
Zz_ z
_Ux
NDA: Uy ,
_UZ

reduzindo o niimero de operagoes necessarias.

Essas constantes de derivadas sé precisam ser calculadas em todos os quadros
de uma animacao se a superficie tiver dire¢cdes normais animadas ou se os pontos forem
animados. Caso contrario, basta realizar o calculo uma vez e armazenar as constantes

obtidas para que sejam usadas na renderizacao de cada novo quadro.

3.2.2.7 Algoritmo

Agora que todas as constantes estao bem resolvidas, podemos montar o algo-

ritmo de renderizagao, que esta dividido em duas etapas.

O Algoritmo 3.1 faz o pré-processamento, calculando a matriz de transformacao
e as constantes utilizadas nos coeficientes da equacao. Se os pontos da superficie e suas
direcdes normais forem estaticos, essa etapa so precisa ser executada uma vez, desde que
as constantes ey, es, €3, €4, €5, ab, ad, a, U, V, Z e w,, sejam armazenadas para posterior

uso.

Ja o Algoritmo 3.2 calcula os coeficientes da equagao (3.6) e encontra a inter-

seccao mais préoxima entre o raio partindo da camera e os quatro quadrantes da superficie.

Os algoritmos foram desenvolvidos com operagoes vetoriais (para utilizar os
recursos de aceleragao das placas de video), sendo que cross(V;, V) representa o produto
vetorial de Vi com Va, min(V;,V3) equivale ao vetor cujos componentes sdo os menores
componentes em cada coordenada de Vi e V5, maxz(Vy, V) equivale ao vetor cujos compo-
nentes sao os maiores componentes em cada coordenada de V; e V4, dot(V, Va) representa
o produto interno de Vi com V5, e Vi x V5 é a multiplicagdo elemento-a-elemento entre os

vetores V; e Vs,

O valor das constantes foi colocado em colunas diferentes para quadrantes
diferentes. Portanto, é possivel encontrar as raizes da equacao de quarto grau em todos

os quadrantes simultaneamente através de operacoes matriciais aceleradas pela placa de
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video. Essas raizes podem ser encontradas por qualquer método (analitico ou numérico),

de modo que o mesmo nao foi definido no algoritmo.

Algoritmo 3.1 Pré-processamento

Requ1re A B D F ma, mp, Mmgc, Mp, NA, NB, NC (S ND

: AF <~ A—F

BF +— B—-F

DF +D-F

BA+~ B-A

DA+~ D—-A

U < cross(DF, AF)
Uy <— —dot(A,U)

V <« cross(AF, BF)
Uy < —dot(A, V)

Z + CTOSS(BA, DA)

D 2z — —dot(A, Z)

L Wy — —dot(F, Z)
cauxy < (ma—1)/may
:auxy < (mp —1)/mp
:auzx, < (me —1)/me
:auzxg < (mp —1)/mp

e S e G e
N T =

Ca [ auT, auTp, aUx,

[y
oo

R [ aur, aur. QUTq

—
e

D C 4 [ auT, aUTg QUT,

[\
o

s d <+ [ auxry auT, QUL
. NBC 7 U

. NP7 -V

. VAR« cross (NA,V

. VBA « cross

NN N
W N

o
=

. VBY « cross

N
at

(

(

: VOB« cross (

. VOP «— cross (NC,NCD
(
(
(

NN
~N o

. VPC « cross

[\
oo

. VPA  cross

[\
=]

. VAP « cross

w
e}

auUTy
aux,

auxy

[ E—

aux,
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31: auxr, < 1 — aux,
32: auxy < 1 — auzy
33: aux, +— 1 — auz,
34: auzrg +— 1 — auxy
dot (2,VAP)
dot (U, VAB)
dot (Z,V54)
dot (NBC V/BA)
dot (Z,VEC)
dot (V,VBC)
dot (2,VF)
dot (NCP VCB)
dot (2,VP)
dot (NBC VD)
dot (Z, VDC)
dot (U, VPC)
dot (2,VP4)
dot (NCD_ 7 DA)
dot (Z VAD)
dot (V, VAD)
43: ab + [ AUTgp AUTpe AUTeg QUL g

35 QUTqp <— * QUL

36: auxpg * QUIy

37 AUy < * QU

38 auxqp < * AU,

39: auxT.q < * QUL

40: aux g, < * QUL

41: auxg, * auxg

42: UL, * QUT,

44: ba +— | auTp, QUT QUTG. QUL

45: bec < | auTp. QUT.q AUTL QUTqp

46: ¢cb + | aury auxTg. AUTLg AUTpHg

48: aAUTge. AUT,q QAUTpH, AUTcp

49: da

]

| }

[ }

[ ]

47: cd +— [ AQUTeq AUTG, QUTq,  AUTpe }
[{ AQUTgy QUL AUTpe AUTeq }]

)

50: ad < { AUTqq AUTpg AUTep AUTGe

51: e3 < 2% (b—a)— (3*ab—ba)/2

52: e5 < 2% (d—a)— (3*ad —da)/2

53: e; «—cd—ba+cb—da—3 % (dc+bc)—2x(eg+es+4xa—2%c)
54: €9 < 2% (bc — ad)

55: €4 < 2% (dc — ab)

Algoritmo 3.2 Encontrar intersec¢ado mais préxima

Require: ey, es, €3, €4, €5, ab, ad, a, U, Uy, V', Uy, Z, 2y, Wy, K e R
1: R* 4 | dot(U,R) dot(V,R) dot(Z,R) |
R, R, R.—-R, R.—R,
22 R"+~ | R, R,—R, R.—-R, R;,
R R; R R

z
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10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

25:

26:

27:

28:

29:
30:

E* < | dot(U,E) 4wy, dot(V,E)+ v, dot(Z,E)+ 2, |
E* | B wy,— 2+ E} |

EX E* E.-E E —E

E* Ei—E' E—E°  FE

u

BE*

* * * *
* * * *
auxr; < abx £ — EX +ad * E,
auxs < aury * R
aurg < abx R, — R, + ad x R},
auxy < aurs * E

aurs < 2% (B x R, xe3 + E x R} x e5)
aurg < 2% (EX « R + EX x R)) % e;
auxy < e5 x R, + R * ey

aurg < E xea + E} * e3

auxy < B x ey + B x ey

auxip — 2 * auxg

auxyy < e3* R + ey x R,

auxiy < auxryy x B

auzyz <+ (B x ey + B x e5) * R
auxyy < R x e+ R x ey

auzys < (auxs * R) + auzyo * R)) * R,
auryg < 2 % auxiy x B

auxryy +— E, x E,

auzrys < Ry, * R},

auTg < 3 * auxry + auxrs

Cq < €7 * aux%s + (auxn * RZQ + auxy * RZQ + auxs * R;Q) * R

C3 ((CLUIlg + aua:5> * RE 4 auxys + EF xe3 x RE? + auris + EX * e * RT)Q) *x R, +
(au:rﬁ + auxyy * E;j)) X QUT1R

Co — ((2 * (auxy + auxs) + auxlg) * RT 4+ auzys + au:z;13> x B + ((au:cn + au:cw) *
E; 4+ auxs * E;2> * R + (E;‘;2 * R 4+ B % RY? 4 4 % auxy 7 * auajlg) * €1

c1 (auxG + auxg * RZ‘,) x auriy + ((aumlﬁ + auzi2 + R * e3 x EZ) x 7 + (auxr +
Rfxes)* B7 + (aux4 + 3% auxy + aux5> * E{’;) * B

Co & €1 * auxs, + (auxg * auxy + (63 * B*2 4 e5 x B2 + auxy * E:;) * E;) « B +a

[t11, ..., ta4] < solucoes de ¢4 * tt 4 ca*t> + ey t* + ¢yt + ¢y = 0 (indices representam
quadrante e solugao, respectivamente)
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31:

32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44:
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
5T:
58:
59:
60:
61:

62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:
69:
70:

tmm:[o 00 0}

e = [ 00 00 00 00 }
for all 7 in [1,2,3,4] do // Calculamos o intervalo valido para ¢t em cada quadrante
if R, ;>0 then
" < maz (", _EZZ/R;Z@)
else
6T = main(t, B, R )
end if
if R7, > —-2x R, then
5 min(t", (EZ” — 2% E’Z’L)/(RZ’L + 2% RZZ))
else
" < maz (", (B —2* B, )/ (R, +2% R, ;)
end if
if R}, >0 then
" maz (6", — By /R )
else
£ = man(G", =B, /Ry ;)
end if
if R,, > —2x R, then
" < min(t;", (E:Zz — 2% EZ(@)/(RZ + 2% Riz))
else
" < maz (7", (Eni—2xEy )/ (R, +2% R, ;)
end if
if R, >0 then
" < maz (", —Ey i /RL;)
else
6 = man(", B, i/ R ;)
end if
end for
<« —1
for all ¢;; in [ty 1,...,t44] do // Filtramos as intersec¢oes obtidas com os intervalos

calculados
if t;; >t and t;; <" and (t,; < tor t = —1) then
t <+ ti,j
end if
end for
if t # —1 then
return ¢
else
return false

end if
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4 PROTOTIPO

Foi desenvolvido um prototipo que implementa o algoritmo do capitulo anterior.
A linguagem de programagao C' foi utilizada para implementar o Algoritmo 3.1, enquanto
o Algoritmo 3.2 foi implementado em linguagem G LS L, para utilizar aceleracao pela placa

de video.

Para obter as raizes da equacao quartica, foi utilizado uma versao desenvolvida
em GLSL do algoritmo de Descartes-Euler-Cardano (STRONG, 1859).

No estado atual da superficie proposta nao é possivel modelar alguns objetos
classicos da literatura, como o bule de Utah ("Utah teapot") (TORRENCE, 2006). Por
este motivo, novos objetos foram modelados utilizando a superficie proposta, com niveis
diferentes de detalhes.

Uma imagem com a versao atual do programa renderizando, por dois angulos
diferentes, uma simples bola, composta por 6 superficies conectadas, é apresentada na

Figura 18.

1 Prototipo == 1 Prototipo =

Figura 18 — Objeto de exemplo: Bola (6 superficies).

Um jarro, composto por 14 superficies conectadas, pode ser visto de dois d&ngulos

diferentes na Figura 19.

Por fim, temos um pido, composto por 30 superficies conectadas, renderizado

por dois angulos diferentes na Figura 20.

As cores foram utilizadas para indicar os pontos da superficie, sendo que azul
representa o ponto A, vermelho representa o ponto B, amarelo representa o ponto C' e

verde representa o ponto D.
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T Prototipo (=] ® [ ] Prototipo (=[5 [

Figura 19 — Objeto de exemplo: Jarro (14 superficies).

T Prototipo =& - T Prototipo [

Figura 20 — Objeto de exemplo: Piao (30 superficies).

Os trés objetos, renderizados em escala de cinza, podem ser vistos na Figura
21.

i1 Prototipo ==

Figura 21 — Objetos em escala de cinza.

Algumas falhas visiveis na renderizacao se devem a erros de operagoes de ponto
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flutuante no algoritmo de resolugdo da equagao quartica, e s6 ocorrem em casos extremos.

Evitar tais erros exigiria uma analise mais aprofundada da estabilidade de tal algoritmo.

O desempenho obtido foi satisfatério, atingindo taxas de quadros por segundo
altas na renderizagao de poucas superficies. A renderizacao de uma tnica superficie estatica,
em processador Intel Core i5 3330 e placa de video nVidia Geforce GTX 760, produziu em
torno de 1100 quadros de resolucao 640x480 por segundo.

A versao atual do protétipo apresenta desempenho inversamente proporcional
ao namero de superficies renderizadas, porém é possivel aumentar o desempenho para
multiplas superficies com a implementagdo de uma estrutura de aceleracao da busca
espacial, como a KD-tree (FOLEY; SUGERMAN, 2005) ou a BIH (WACHTER; KELLER,
2006), assim como a otimizagdo do codigo atual e a experimentagdo com diferentes

algoritmos de resolugao de equacoes quarticas, analiticos e numéricos.
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5 CONCLUSOES

Apesar de o modelo de superficie proposto nao ser tao flexivel quanto alguns
modelos cléssicos (como a superficie de Bézier), o mesmo possui vantagens, como a
possibilidade de renderizacao analitica, investigada no texto. Além disso, s@o necessarias
menos operagoes para calcular os pontos que compoem a superficie proposta do que os

que compoem as superficies bictibicas tradicionais.

Utilizando a técnica de transformagao linear em coordenadas homogéneas para

renderizacao, a superficie ainda fica sujeita as seguintes restri¢oes:

1. Como consequéncia de levarmos um ponto finito do espaco original ao infinito do
espaco transformado, o contrario acontece acima da superficie: todos os pontos
daquele lado (ilimitado) da superficie no espago original foram transformados para o
intervalo limitado 0 < z < 1 no espacgo transformado. Isso significa que, quanto mais
proxima a superficie chegar de z = 1 no espago transformado, mais distante do ponto
de fuga estara no espaco original, podendo chegar ao infinito se atingir z = 1. Na
prética isso limita o cone de direcoes normais aceitéveis (N4, N, N9 ¢ NP) para
que a superficie esteja contida no espaco original. Esse limite nao foi investigado ou

determinado no presente texto, podendo ser identificado em um estudo futuro.

2. A superficie nunca tera plano tangente que contenha o ponto de fuga (ou esteja
muito préximo do mesmo). Consequentemente, qualquer dire¢ao partindo do ponto
de fuga intersectara a superficie em no maximo um ponto, o que impossibilita a

modelagem de alguns objetos.

3. Os pontos conectados pela superficie devem formar um paralelogramo, ou serem
pontos de um paralelogramo deslocados pelos multiplicadores explorados anterior-
mente (ma, mp, mc e mp), e superficies conectadas devem usar os mesmos pontos

e multiplicadores na conexao, o que pode dificultar a modelagem de objetos.

4. No presente trabalho nao foi estudada uma forma de estimar uma caixa delimitadora
("bounding box") da superficie, que seria necessaria para a utiliza¢do de algumas

estruturas de aceleracao de Ray-tracing.

Tais restricoes podem ser contornados em trabalhos futuros. Algumas linhas

de pesquisa com essa finalidade sdo propostas a seguir.

Para tentar evitar a primeira restricao, deve ser possivel modificar a fung¢ao

de interpolacdo com o objetivo de controlar o valor maximo da superficie no espago
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transformado ao custo de uma divisao adicional do dominio de interpolagdo. Porém, assim
teremos nove regioes diferentes para testar as intersecgoes (em lugar dos quatro quadrantes
atuais), o que pode aumentar a quantidade de operagoes necessarias para encontrar todas
as intersecgoes, prejudicando o desempenho do algoritmo. Seria interessante estudar essa
possibilidade, limitando o algoritmo a testar as intersec¢oes somente nas regides que sao
percorridas pelo raio (utilizando testes preliminares simples). No pior dos casos, serd
necessario testar cinco regioes, embora normalmente isso nao deva ser necessario, tornando

o custo similar ao atual.

Também seria interessante estudar novas transformagoes espaciais que mante-
nham a funcao de distancia com o quarto grau e que possam contornar as restrigoes 2 e
3.

Por fim, deve ser possivel fazer uma estimativa simples de caixa delimitadora
estimando as alturas maxima e minima da superficie no espaco transformado. A superficie
estard contida no bloco com base no quadrado unitario do plano (u,v) e entre essas duas
alturas estimadas. Ao transformar esse bloco para o espaco original deve ser possivel

estimar uma caixa delimitadora a partir de seus vértices.
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