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RESUMO

A Termodindmica dos meios continuos € uma teoria de campos, que utiliza as
equacbes de balanco de massa, energia, momento linear, momento angular, a
desigualdade de entropia e as equacfes constitutivas para descrever um sistema.
Nesta teoria pode-se trabalhar com um Unico constituinte ou com uma mistura e,
também, em um meio com ou sem reagdo quimica. Esta teoria foi desenvolvida por
matematicos e é muito utilizada por engenheiros. Com o intuito de aproxima-la dos
quimicos, neste trabalho é utilizado o balan¢co de quantidade de matéria ao invés do
balanco de massa. Além disso, neste trabalho é considerado que o sistema
apresente multiplas temperaturas, ou seja, ndo ha um Unico campo temperatura para
0 sistema, mas um campo temperatura para cada constituinte. Portanto, o objetivo
deste trabalho € descrever um sistema com reacdo quimica, difusdo e mudltiplas
temperaturas, utilizando o balanco de quantidade de matéria. Assim, para o sistema

em questao foram obtidas as expressdes para a producao e o fluxo de entropia.



ABSTRACT

The Thermodynamics of continuous media is a theory of fields, which uses the
balance equations of mass, energy, momentum, angular momentum, entropy
inequality and constitutive equations to describe a system. This theory enables us to
work with a single constituent or a mixture and in a medium with or without chemical
reaction. This theory was developed by mathematicians and have been widely
applied by engineers. In order to foster the application of this theory by chemistry
professionals, this research applies the theory by adapting the formula, using the
substance balance rather than the mass balance. Moreover, the research assumes
that the system presents multiple temperatures, ie there is not a single field for the
system temperature but a temperature field for each constituent. Therefore, the goal
of this research is to describe a system with chemical reaction, diffusion and multiple
temperatures, using the amount of substance balance. Thus, for the system in
guestion were obtained expressions for the production and entropy flow.
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1. Introducéo

A termodinamica abordada nos livros didaticos € chamada classica, ou
dos processos reversiveis. Segundo Guggenheim [8], a termodinamica classica, por
ele também denominada termostatica, € a ciéncia fisica na qual a relagdo entre a
temperatura e as demais propriedades do sistema € usada para a determinacdo do
estado de equilibrio. De acordo com Moram & Shapiro [17] a termodinamica classica
trata da relacdo entre a energia e as propriedades da matéria.

Hutter [9] considera que a termodindmica é uma extensdo e um
desenvolvimento da termodindmica classica, que neste contexto recebe o nome de
termostéatica. Portanto, nesse caso, a palavra termodinamica ndo engloba somente a
termodindmica classica. Este autor apresenta dois enfoques da termodinamica e
seus desdobramentos [9], a termodindmica dos processos irreversiveis e a
termodin&mica racional, que originou a atual termodindmica dos meios continuos.
Nesse trabalho sera utilizado o enfoque da termodinamica dos meios continuos, a
qual foi desenvolvida por matematicos e é atualmente aplicada em engenharia.

A termodinamica dos meios continuos € uma teoria de campos, com
enfoque macroscépico, onde um processo nao € considerado necessariamente uma
sequéncia de estados de equilibrio. Pelo contrario, esta teoria permite trabalhar com
sistemas cujas propriedades intensivas ndo estdo sujeitas a restricido de, em cada
momento, manterem valor constante em regiées macroscépicas do sistema. Estas
caracteristicas podem ser consideradas uma vantagem, porque permitem uma
descricdo mais realista dos processos que ocorrem na hatureza.

Para a descricdo de um processo, na termodindmica dos meios
continuos, séo utilizadas equacdes de balanco que refletem as leis gerais da
mecanica (conservacdo da massa, dos momentos linear e angular e da energia), 0
balanco de entropia e as equagbes constitutivas. Estas equagbes podem ser
aplicadas para um meio formado por uma Unica espécie quimica, ou para uma
mistura (duas ou mais espécies quimicas), bem como para um meio com ou sem
reacao quimica e, aléem disto, com ou sem difuséo.

Uma das finalidades deste texto € mostrar que a termodinamica dos
meios continuos pode ser utilizada por quimicos, transformando-se em (til
ferramenta para eles. Para isto, € conveniente alterar o modo como a termodinamica

dos meios continuos descreve 0 meio reacional, passando para uma nova
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representacéo. Nesse sentido, prefere-se o campo densidade de quantidade de
matéria, ou campo molaridade (mol.L™), ao invés do campo densidade maéssica.
Analogamente, ao invés do balanco de massa escolhe-se o balanco de quantidade
de matéria.

De fato, a termodinamica dos meios continuos pode ser utilizada por
quimicos, para auxiliar na descri¢do e interpretacdo de processos reativos, tanto em
regime batelada, quanto em reatores tubulares. Vale ressaltar que, como a descri¢ao
do meio é feita por campos, 0s quais sdo grandezas cujos valores variam no tempo
e no espaco, pode-se descrever a variacao das propriedades em funcéo do tempo e
da posicdo. Desta forma, pode-se montar o perfil das propriedades. Além disso, nao
ha necessidade de considerar que o sistema esteja em equilibrio ou préximo do
equilibrio (para processos quimicos, a termodinamica dos processos irreversiveis
exige forte proximidade ao equilibrio, por causa da aproximacao linear que supde).
Assim, a termodindmica dos meios continuos é uma ferramenta muito adequada a
descricdo de processos quimicos.

Nos trabalhos de Bowen [3], [4] e Truesdell [25] sdo utilizados o campo
concentracdo molar definidos pelos autores para um meio com reacdo quimica, mas
em ambos os trabalhos o fluxo de entropia é considerado proporcional ao fluxo de
calor e a constante de proporcionalidade é o inverso da temperatura. No presente
trabalho o fluxo de entropia ndo é considerado a priori proporcional ao fluxo de calor,
devendo a relacdo entre estes campos ser determinada. Ser4 mostrado que a
retirada da restricdo imposta nos trabalhos de Bowen e Truesdell é de fundamental
importancia para o uso efetivo da termodinamica dos meios continuos em processos
quimicos.

Para a determinagcdo das equacdes constitutivas um método muito
utilizado é aquele dos multiplicadores de Lagrange, conforme aplicado por Liu [15]
ao principio de entropia de Mdller [19]. As equacdes constitutivas podem ser obtidas
por outros métodos [6], [19], mas a aplicacdo do método de Liu [15] exige a
determinacdo dos mencionados multiplicadores, o que envolve interessante
discusséo sobre o significado fisico dos mesmos.

Além da introducéo, o trabalho esta dividido em mais oito secbes e um
apéndice matematico. Este contém o desenvolvimento algébrico de algumas
equacgOes utilizadas no trabalho. A segunda sec&o apresenta 0s objetivos do

trabalho, a terceira secéo indica os conceitos basicos que serdo utilizados no texto.
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Na quarta secado sédo apresentadas as equacOes de balanco e os conceitos de
multiplas temperaturas e de reacdo quimica em meio continuo. Na sec¢ao cinco sao
definidos o campo densidade de quantidade de matéria e as equacdes de balanco
utilizando o referido campo. A secdo seis € dedicada ao principio de entropia de
Muller e as restricbes termodinamicas. Na secdo sete sdo mostrados os resultados.
Na secdo oito é feita a discussdo do significado fisico dos multiplicadores de
Lagrange. Finalmente, na secdo nove sao ressaltadas as conclusbes a que o

trabalho conduz.

2. Objetivos

A proposta deste trabalho é descrever um meio com reag¢do quimica e
difusao, utilizando o balan¢co de quantidade matéria e o seu respectivo campo. Além
disto, discutir o significado fisico dos multiplicadores de Lagrange, para um meio

com multiplas temperaturas.
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3. Conceitos Basicos

3.1. Corpo, sistema e fase.

O sistema € uma abstracdo do mundo fisico, € uma parte do espaco
euclidiano de pontos [14] que representa o corpo que se supde exista na natureza.
No enfoque utilizado neste trabalho, o sistema é um meio continuo. Alias, para um

meio ser considerado continuo, este deve ter uma funcdo o, chamada densidade

massica, que deve ser positiva e espacialmente integravel [14]. Vale ressaltar que o
valor da densidade massica, por esta ser uma propriedade intensiva, € funcdo do
tempo e do espaco, mas o sistema pode conter superficies onde tal funcdo nao seja
definida, porque ocorra descontinuidade finita no valor da densidade massica.

Os sistemas sdo classificados conforme a permeabilidade de sua
fronteira:

a) Aberto: permite a troca de massa e energia com as vizinhangas.

b) Adiabatico: ndo permite a troca de calor com as vizinhancas.

c) Fechado: ndo permite a troca de massa com as vizinhancgas.

d) Isolado: ndo ha interacdo, ou seja, ndo ha troca de massa e energia

com vizinhangas.

Nesta classificacdo entende-se por vizinhancas a parte exterior ao
sistema, que se supde que com ele interaja.

No caso da termodindmica dos meios continuos o sistema é sempre
fechado, mas ndo necessariamente isolado ou adiabatico.

Um sistema pode apresentar descontinuidades em quaisquer de suas
propriedades intensivas, e nesse sentido pode ser dividido em partes por meio de
superficies de descontinuidade. Sendo continua cada uma destas partes, em
relacdo a todas as propriedades intensivas do sistema, elas sdo chamadas de fases,
ou seja, em cada fase todos os campos variam de forma continua.

Assim, a fase ndo é necessariamente uma porcdo homogénea
(homogeneidade implica em invariancia espacial de cada uma das propriedades
intensivas do sistema, em cada instante, embora ndo implique em invariancia
temporal) do sistema, mas sim cada parte continua do mesmo, no que se refere a

todas as suas propriedades intensivas. Logo, um sistema constituido de uma Unica
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fase ndo é necessariamente um sistema homogéneo (note que este é um conceito
de fase diferente do costumeiro).

Cada fase é descrita por um conjunto de campos e equacdes de balanco,
logo um sistema formado por mais de uma fase é descrito por mais de um conjunto
de campos e equacgOes de balanco. Vale ressaltar que o termo meio pode ser
utilizado para descrever caracteristicas do sistema como, por exemplo, ao se dizer

gue 0 meio é viscoso e apolar.

3.2. Campos e propriedades.

Nos livros didaticos de termodinamica [17] sdo definidos os conceitos
classicos de propriedade e estado. De acordo com tais conceitos, propriedade é
uma caracteristica macroscopica de um sistema, como sua energia ou temperatura,
para a qual um unico valor numérico é atribuido em dado instante de tempo, sem a
necessidade de se conhecer a histdria do sistema. Note que se denomina historia do
sistema ao ordenamento temporal decrescente do ocorrido com 0 mesmo em cada
instante anterior aquele considerado. O estado, entdo, refere-se a condicdo de um
sistema descrito pelas suas propriedades. Assim, o estado é determinado por um
conjunto de propriedades.

Nos mencionados livros as propriedades séo classificadas em extensivas
e intensivas. O valor de uma propriedade extensiva depende da extensdo do
sistema, como, por exemplo, o da energia. Por outro lado, uma propriedade € dita
intensiva quando o seu valor ndo depende da extensdo do sistema, como, por
exemplo, o da temperatura.

Entretanto, a termodindmica dos meios continuos considera que o valor
de uma propriedade intensiva sé pode ser atribuido ao sistema quando este for
homogéneo para a propriedade referida. Desta forma, por definicdo o valor de uma
propriedade intensiva varia no tempo e no espaco (com a posi¢cao). Por exemplo,
tem-se o valor da temperatura de um ponto do sistema, em determinado instante.
Além disto, nesta teoria convém classificar as propriedades extensivas de acordo
com o valor ao qual elas tenderdo quando a extensédo do sistema tender a zero, ou
seja, quando o sistema tender a ser um Unico ponto.

Por exemplo, o inverso da energia também é uma propriedade extensiva,
assim como o inverso da temperatura também € uma propriedade intensiva. Como a

temperatura é sempre positiva, em todo instante 0 mesmo acontece com 0 seu



18

inverso, em qualquer ponto do sistema. Ja a energia sempre tendera para zero
quando o sistema tender a um Unico ponto, enquanto que isto ndo ocorrerd com seu
inverso. Por isto, as propriedades extensivas podem ser classificadas como
pontualmente nulas, ou, pelo contrario, ndo necessariamente nulas quando a
extensdo do sistema tender a zero. Como as Ultimas sempre podem ser definidas a
partir das primeiras, apenas propriedades extensivas pontualmente nulas serao
consideradas neste texto.

Por causa da subentendida imposicdo de homogeneidade para todas as
propriedades intensivas, no enfoque classico os conceitos de estado e de
propriedade estdo relacionados ao sistema como um todo. Porém, na termodinamica
dos meios continuos os termos propriedade e estado, quando utilizados, néo
necessariamente sédo aplicados ao sistema como um todo.

Um campo é uma funcéo que, a cada instante, atribui um valor real Unico
a cada ponto do sistema que nao se situe sobre uma superficie de descontinuidade
da funcéo considerada. Logo, na termodinamica dos meios continuos o valor de toda
propriedade intensiva € fornecido pelo seu respectivo campo.

Mas, além disto, na termodindmica dos meios continuos os valores das
propriedades extensivas pontualmente nulas sdo obtidos a partir de campos. Os
valores que os campos atribuem a cada ponto, em cada instante, podem ser
determinados pela relacédo entre a grandeza extensiva e a massa, sendo nesse caso
chamados de propriedades especificas, ou densidades especificas de propriedades
(por unidade de massa), ou pela relacdo entre a grandeza e o volume, sendo entéo
chamados de densidades de propriedades (por unidade de volume). Por exemplo, o
campo que atribui valores de densidade de energia interna corresponde a energia
interna por unidade de volume (J.m™), enquanto que aquele que atribui valores de
energia interna especifica, ou densidade especifica de energia interna, considera a
energia interna por unidade de massa (J.kg™).

O valor da propriedade extensiva pontualmente nula, num dado instante t,
para o sistema como um todo, é entdo determinado pela integral, no volume V do

sistema, do produto da densidade de massa, p(X,t), pela propriedade especifica,
E:Lpaimwimv, (3.1)
ou entédo pela integral sobre 0 mesmo volume, da densidade da propriedade,

E:L@Mimv, (3.2)
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sendo &(X,t) a propriedade especifica, €(X,t) a densidade da propriedade, E o
valor da propriedade extensiva para o sistema como um todo, X 0 ponto do sistema
e t o tempo.

Para as propriedades intensivas, como temperatura e pressdo, convém
novamente ressaltar que seus valores s6 podem ser atribuidos ao sistema como um
todo quando este for espacialmente homogéneo em relacdo a propriedade
considerada. Por exemplo, a temperatura s6 pode ser atribuida ao sistema quando
este for termicamente homogéneo, o que retira a dependéncia espacial do campo
temperatura, restando apenas a dependéncia temporal.

3.3. Aditividade, subaditividade e superaditividade.

O termo aditividade aparece nos livros didaticos de termodinamica para
diferenciar propriedade extensiva de intensiva [16]. Mas, neste texto, tal termo néo é
utiizado para este fim, mas sim para classificar fun¢cées, como € usual em
matematica. A palavra funcéo, aqui, é utilizada de acordo com seu significado mais
geral, ou seja, coincide com o conceito de funcional.

Logo, se x pertencer ao dominio da funcdo f, entdo x poderd ser uma
variavel tensorial de qualquer ordem, uma funcdo cujo argumento e cuja imagem
sejam variaveis tensoriais de qualquer ordem, ou uma n-upla (lista ordenada,
também chamada sequéncia, de n elementos, sendo n um inteiro ndo negativo) de
tais variaveis e fungbes. Se w = f(x,y,z,...), 0 mesmo pode ser colocado para y, z
etc.

Sejam a e b valores apresentados por x, que pertence ao dominio da
funcdo f. Se, mantendo y, z etc., caso existam, fixos em qualquer um de seus
respectivos valores contidos pelo dominio de f, para todo a e b o dominio de f
contiver a + b, seu contradominio contiver f(a) + f(b) e

a) f(a+b)=f(a)+ f(b), entdo a funcdo f(x) sera aditiva em x,
b) f(a+b)> f(a)+ f(b), entdo a funcdo f(x) sera superaditiva em x,
c) f(a+b)< f(a)+ f(b), entdo a fungdo f(x) sera subaditiva em x.

Convém lembrar de que tanto x quanto f(x) sdo grandezas fisicas
referentes a algum sistema. Portanto € possivel que, por motivo fisico, exista par a
e b contido no dominio de f para o qual ocorra exclusdo de a+ b do citado

dominio, ou de f(a) + f(b) do contradominio de f, ou que passe despercebida uma



20

modificacdo na forma da fungéo f, ao se fazer a comparacéo entre f(a) + f(b) e
f(a+b). Nestes casos, obviamente a classificagdo da funcdo em aditiva,
superaditiva ou subaditiva € improcedente, mas equivocos ndo sao incomuns Por
isto, visando maior esclarecimento, a seguir seréo apresentados alguns exemplos de
aplicagcdo da mencionada classificagéo.

Como primeiro exemplo, seja dada pela equacdo dos gases perfeitos a
temperatura de um sistema homogéneo fechado constituido por uma uUnica espécie
quimica, logo 6 = f(P,V,,), onde 6 € a temperatura absoluta, P a presséao, V,, 0o
volume molar e f(P,V,,) = PV,,/R € uma funcéo aditiva em relagéo a pressao (forma
da funcédo e volume molar mantidos constantes) e em relagdo ao volume molar
(forma da fungdo e pressdo mantidas constantes). Entretanto, considerando
6 = g(P,V,n) = PV/nR, onde V é o volume e n a quantidade de matéria, g(P,V,n) €
aditiva em relacdo a pressdo e ao volume, mas subaditiva em relacdo a quantidade
de matéria.

Suponha, agora, que a equacdo obedecida pelo sistema néo fosse a dos
gases perfeitos, mas sim a de van der Waals. Neste caso, ocorreria subaditividade
em relacdo a pressdo, modificando-se também o constatado em relagdo a outras
variaveis. Este exemplo, portanto, reforca a nocado de que, neste texto, aditividade,
subaditividade e superaditividade séo caracteristicas da funcdo que define o valor da
propriedade considerada, no caso uma propriedade intensiva, a partir dos valores de
outras grandezas. Logo, ndo sdo caracteristicas intrinsecas da propriedade em si.

Outro exemplo pode ser a obtencdo do valor da propriedade extensiva
pontualmente nula E, por meio das equacbes (3.1) e (3.2). Neste caso tém-se
funcionais f, que realizam integracdo volumétrica, cujos argumentos sdo n-uplas
com n=2, a saber, (p€,V) ou (€,V) e cujaimagem é a funcao E(V,t). De fato, como
0S argumentos dos campos p, € e é S80 0 tempo e a posicdo do ponto a que se
referem, os valores das integrais dependem do volume (limite de integracdo) e do
tempo. Portanto, as equacdes (3.1) e (3.2) podem ser escritas E(V,t) = f(pe,V) =
f&v).

Considere fixos os campos p, é e é, bem como o tempo t. Suponha duas
regides do sistema, as quais apresentem no maximo um numero finito de pontos em
comum e cujos volumes respectivamente sejam a e b. Entdo, os valores da

propriedade extensiva pontualmente nula E correspondentes as duas regides
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distintas e ao conjunto formado pelas duas regides, no mesmo instante, séo
respectivamente f(a), f(b) e f(a+b), ocorrendo aditividade, ou seja,
f(a+b)=f(a)+ f(b).

Logo, na termodinamica dos meios continuos os valores das propriedades
extensivas pontualmente nulas podem ser fornecidos, a cada instante, por funcoes
aditivas em relacdo ao volume, exatamente como acontece na termodinamica
classica. De fato, de acordo com esta ultima teoria, 0os integrandos das equacfes
(3.1) e (3.2) ndo variam de ponto para ponto, obtendo-se respectivamente E =
f(W)=peVe E=FfV)=eéV.

Alids, os livros didaticos de termodinamica, quando afirmam que “as
propriedades extensivas sao aditivas, enquanto que as propriedades intensivas nao
sao”, como se tais caracteristicas fossem intrinsecas das propriedades em si, na
verdade se referem a aditividade, em relacéo ao volume, das fun¢des do tempo e do
volume que fornecem os valores das propriedades extensivas pontualmente nulas.
Quanto as propriedades extensivas nao necessariamente nulas para extensao do
sistema tendente a zero, elas ndo obedecem as equacbes (3.1) e (3.2), ndo sdo
fornecidas por funcdes do tempo e do volume aditivas em relacdo a este ultimo e,
nos livros didaticos de termodinamica, geralmente a existéncia delas ndo é sequer
mencionada.

Como ultimo exemplo, considere as entropias de dois sistemas gasosos,
ambos isolados um do outro e do exterior de ambos. Considere, também, que em
determinado instante t os dois sistemas sejam idénticos. A aditividade volumétrica
das funcbes definidas pelas equacdes (3.1) e (3.2) indica que, no momento t, a
entropia (propriedade extensiva pontualmente nula) do conjunto formado pelos dois
sistemas € o dobro da entropia de cada sistema.

Isto, porém, nada informa sobre o que ocorreria se o isolamento de cada
sistema, em relagdo ao outro, mas ndo em relagéo ao exterior de ambos, inexistisse
no instante t, para o conjunto formado pelos dois sistemas, mas neste mesmo
instante tal isolamento continuasse existindo para cada um deles separadamente. A
razao para esta falta de informagdo provém de que, como no caso anterior, na
hipotese agora colocada o conjunto dos dois sistemas ainda apresentaria o dobro do
volume de cada um deles separadamente. Porém, ao contrario de antes, ao se

formar o conjunto uma outra caracteristica dos dois sistemas gasosos idénticos
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também sofreria alteracdo, a saber, o volume disponivel para cada uma de suas
particulas percorrer, por meio de movimento de translacao.

De fato, ha uma proporcionalidade entre a entropia de um sistema isolado
e 0 logaritmo do numero de microestados que O sistema apresenta, n0O mesmo
instante. Ao considerar dois sistemas isolados no instante t, a cada microestado de
um deles pode corresponder qualquer microestado do outro. Logo, o numero de
microestados do conjunto formado por dois sistemas isolados idénticos € o quadrado
do numero de microestados de cada um dos sistemas, 0 que corresponde a dobrar a
entropia.

Mas nada garante que, se ndo existisse o isolamento de cada um dos
dois sistemas, apenas em relagcdo ao outro, 0 numero de microestados do conjunto
formado pelos dois continuasse sendo o quadrado do nimero de microestados que
cada um deles teria se estivesse totalmente isolado. Na verdade, isto ndo ocorreria,
justamente porque aumentaria o volume disponivel para cada particula percorrer, 0
que permitiia um maior nimero de microestados. Portanto, a inexisténcia do
isolamento de cada um dos dois sistemas, somente em relagcdo ao outro, aumentaria
a entropia do conjunto formado pelos dois, em relacdo ao mesmo conjunto, mas com
cada um dos sistemas totalmente isolado. Alias, isto é exigido pela segunda lei da
termodinamica classica.

Entretanto, conforme ja afirmado, em qualquer ponto de V que ndo se
situe sobre uma superficie de descontinuidade os valores atribuidos pelos campos p,
é e é, no instante fixado, séo Unicos. Isto ocorrera, nas equacoes (3.1) e (3.2), para
0S campos ¢é e é referentes a entropia, quando dois sistemas estiverem isolados em
determinado instante e, naquele momento, forem considerados tanto
separadamente quanto em conjunto.

Mas ndo acontecerd se dois sistemas forem considerados isolados em
determinado momento, mas no mesmo instante o conjunto deles nao apresentar
isolamento entre eles, porgue neste caso os valores atribuidos pelos campos ¢é e é
nao serdo unicos no momento fixado. Portanto, ao se fazer a comparagcdo entre
f(a) + f(b) e f(a + b) havera uma modificacdo na forma da funcdo f. Obviamente,
entdo, a classificacdo da funcdo em aditiva, superaditiva ou subaditiva sera
improcedente.

Este ultimo exemplo foi incluido porque, por meio de uma funcdo que

aparece na termodindmica classica, em alguns textos tais adjetivos séo
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equivocadamente relacionados a segunda lei da termodinamica classica. De fato,
num sistema homogéneo fechado constituido por uma Unica espécie quimica a
entropia € uma funcdo da energia interna e do volume do sistema [5]. Tal funcéo é
subaditiva tanto em relacdo a energia interna quanto ao volume e isto pode ser
matematicamente relacionado a diversas caracteristicas da termodinamica classica,
como os fatos da pressdo, em temperatura constante, diminuir com o aumento do
volume e as capacidades térmicas serem positivas, entre muitas outras
caracteristicas desta teoria as quais, costumeiramente, sdo pouco ressaltadas nos
livros didaticos.

Como todo sistema isolado € um sistema fechado, certamente a
mencionada funcdo da energia interna e do volume também existe em sistema
isolado, bem como as citadas caracteristicas a ela relacionadas. Por isto, por
exemplo, num sistema isolado as capacidades térmicas continuam sendo
necessariamente positivas.

Mas, ao contrario do que acontece para sistema fechado, em sistema
isolado € impossivel alterar o volume ou a energia interna, ou seja, 0 argumento
a + b inexiste se x = a = b for o valor n&o nulo do volume ou da energia interna do
sistema. Logo, mantendo a forma da funcédo considerada para sistema fechado, a
partir da sua subaditividade em tal sistema, em relagdo ao volume e a energia
interna do mesmo, é impossivel obter caracteristicas especificas para sistemas
isolados, ndo aplicaveis em sistemas fechados, como, por exemplo, o fato da
entropia de um sistema isolado nunca diminuir (segunda lei da termodinamica

classica). Esta conclusédo opde-se ao que se encontra em alguns textos.

3.4. Massa e quantidade de matéria.

A massa é uma propriedade extensiva do sistema, cujo valor m € um real
positivo, o qual é imagem de uma fun¢éo continua do tempo e do volume, aditiva em
relacdo a este ultimo. A continuidade da funcdo em relacdo as suas variaveis e sua
aditividade em relagéo ao volume implicam na existéncia do campo escalar positivo
espacialmente integravel chamado densidade de massa, p(X,t), definido no

sistema. Assim,

m= L (X, t)dV. (3.3)
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Por definicdo, a massa de um sistema fechado jamais se altera, ou seja,
seu valor independe do tempo e das alteracbes de dimensdes e formas que o
sistema possa apresentar ao longo do tempo. Para que isto ocorra € necessario e
suficiente que:

1. O volume de um sistema fechado seja totalmente definido pelo instante a
gue se refere, o que indica, de acordo com as equacgoes (3.1) e (3.2), que
os valores de todas as propriedades extensivas do sistema, inclusive o da
massa, sejam totalmente definidos pelo instante a que se referem.

2. A massa de um sistema fechado seja uma fungéo constante do tempo,
logo

dm _ (3.4)
dt
No caso da Quimica, que trabalha com sistemas reacionais com ou sem
difusdo, uma alternativa ao uso da massa € utilizar a quantidade de matéria, cuja
unidade € o mol. Mas vale ressaltar que, para um sistema fechado reacional, a
quantidade de matéria ndo necessariamente se conserva, mas a massa conserva-
se. Entretanto, é interessante trabalhar com a quantidade de matéria, pois
grandezas como energia interna e entropia, entre outras, dependem da composi¢ao
quimica, cuja alteracdo por sua vez depende de reac¢des quimicas, as quais
envolvem coeficientes estequiométricos dados em termos de quantidades de
matéria.

Para cada espécie quimica presente no sistema, sua quantidade de

matéria é definida pela relacdo entre a massa da espécie considerada e a sua

. m . , -
massa molar, ou seja, N R onde N é a quantidade de matéria e W a massa

molar desta espécie quimica, sendo ambas positivas. A quantidade de matéria de
determinada espécie quimica é imagem de uma funcdo do volume e do tempo,
continua em relacdo a ambos e aditiva em relacdo ao volume [21]. De fato, como
massa e quantidade de matéria sdo diretamente proporcionais para a mesma
espécie quimica, ndo poderia ser outro o comportamento da fung¢éo cuja imagem é a
guantidade de matéria de determinada espécie.

Portanto, a cada espécie quimica corresponde um campo densidade de

quantidade de matéria ou molaridade (concentragdo em mol por litro), 7, o qual é
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escalar espacialmente integravel, com valor positivo em todo o sistema. Esta

densidade é definida por

7(X,1) =¥ (3.5)
e
N :L;/(X,t)dV . (3.6)

Evidentemente, se o sistema for fechado a quantidade de matéria de cada
espécie quimica, no sistema, € completamente determinada pelo instante a que se

refere.

3.5. Temperatura e campo temperatura.

A temperatura € uma propriedade intensiva, portanto, o seu valor sé pode
ser atribuido ao sistema quando este for termicamente homogéneo. A temperatura
absoluta, para um sistema fechado e homogéneo em relacdo a todas as suas

propriedades intensivas, é dada pela expressao [5], [7]

ou
QZ(E)V,N’ 59

onde a funcdo que tem como imagem o valor U da energia interna do sistema
apresenta n + 2 argumentos, a saber, o valor S da sua entropia, o valor V do seu
volume e os valores N;, para i = 1, ...,n, das quantidades de matéria presentes no
sistema, sendo n 0 niumero de espécies quimicas distintas nele contidas. Logo, na
derivacao parcial de U em relacdo a S, tanto V quanto todos os N;, parai=1,...,n,

sdo mantidos fixos, isto indicando os subindices da equacgéo (3.7). Tal equacéo,

AU (S,V,N,,..
s

evidentemente, também poderia ser escrita g = 2 No) , mas neste texto

utiliza-se a notacdo usual da termodinamica.

No conceito classico de temperatura, esta € considerada mensuravel.
Para que ela seja mensuravel ha a exigéncia de homogeneidade térmica em uma
regiao finita do sistema, a qual esteja em equilibrio térmico com o instrumento de
medida da temperatura. Assim, o conceito classico de temperatura esta relacionado
ao de equilibrio térmico.

A termodinamica dos meios continuos utiliza campos para a descri¢cdo do

sistema e ndo imp0Oe processos reversiveis, ou mesmo apenas homogéneos em
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relagdo a todas as suas variaveis intensivas, estes ultimos também chamados
quase-estaticos. Por isto, esta teoria define um campo denominado campo

temperatura 9 =6(X,t). Este € um campo escalar, positivo, ndo sendo a priori

atribuido nenhum significado fisico a ele.

3.6. Teoria Constitutiva.

Para a descricdo do comportamento do sistema € exigido que as suas
equacBes de balanco incorporem as restricbes inerentes ao especifico sistema
considerado, ou seja, que as formas de tais equacdes decorram de principios gerais
mas, também, das equacgles constitutivas do sistema. De fato, dois sistemas de
mesmas dimensdes, mas correspondentes a corpos constituidos por materiais
diferentes, quando sujeitos ao mesmo estimulo apresentam comportamentos, ou
respostas, diferentes. Por exemplo, ao aplicar a mesma forgca em um corpo formado
por ferro e em outro formado por borracha, as elongacdes provocadas nesses
materiais sédo diferentes.

Ha dois tipos de variaveis constitutivas, a saber, as independentes e as
dependentes (que podem ser chamadas de grandezas constitutivas). O
comportamento fisico do corpo é descrito pelos campos basicos [14], [20]. Estes séo

a velocidade v=v(X,t), a temperatura ¢=6(X,t) e a densidade de massa
p=p(X,t). A partir destes campos, conforme o tipo de sistema, o material que o

constitui e os efeitos a serem estudados, efetua-se a modelagem constitutiva, ou
seja, escolhem-se o0s conjuntos de varidveis constitutivas independentes e
dependentes. O objetivo é descrever as varidveis constitutivas dependentes a partir
das independentes, o que € feito por meio das equacdes de balanco. Estas
equacOes devem satisfazer algumas condigcbes gerais, como o0 Principio do
Determinismo e outros axiomas.

Sendo C(X,t) o valor de uma variavel constitutiva dependente para o
ponto X do sistema no instante t, z(X,t) o conjunto de varidveis constitutivas

independentes e F o funcional constitutivo que representa as relagdes constitutivas

do sistema referentes a C(X,t), tem-se

C(X, 1) = F(2(Y, 1), X, 1), (3.8)
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onde a forma do funcional constitutivo F depende tanto de quem é C(X,t), quanto

do tipo de sistema e do material que o constitui. Por exemplo, sejam a densidade de

massa p(X,t), a temperatura @(X,t) e o gradiente de temperatura g(X,t) as
variaveis constitutivas independentes. O fluxo de calor q(X,t) € uma variavel
constitutiva dependente, portanto pode-se escrever

a(X,t) = F(p(Y,t),0(Y,t),g(Y,t), X,t) . A constitutividade do material est4 na forma do

funcional F especifico para o fluxo de calor, a qual ira depender do tipo de sistema
e do material que o constitui.
A seguir estao descritos os principios do determinismo e da objetividade
material, bem como o axioma da causalidade.
a) Principio do Determinismo

Seja w(-) uma funcado temporal e seja a histéria
y'(s) =w(t—s), (3.9)
onde SE[O,OO) € uma coordenada temporal apontada para o passado, a partir do
instante presente t. Como s=0 corresponde ao tempo presente, tem-se

w'(0) =w(t). Seja c(x,t) o valor, no ponto X pertencente ao sistema e no instante t

, de uma variavel constitutiva dependente qualquer. Postula-se, entéo, o principio do

determinismo

C(X,t) = F(Z'(Y,5), X, 1), (3.10)

para VY pertencente ao sistema e VSe€ [0,00), onde F é um funcional constitutivo e

z corresponde ao conjunto das variaveis constitutivas independentes. Portanto, o
principio do determinismo impde que as histérias completas das variaveis
constitutivas independentes, em todos o0s pontos do sistema, determinam os valores

das grandezas constitutivas, para cada instante t e ponto X .

b) Principio da Objetividade Material

Seja C(X,t,¢) o valor de uma variavel constitutiva dependente em um
ponto X do sistema no instante t, correspondente a uma estrutura de referéncia ¢,

conforme pode ser ilustrado pela equagéo abaixo
C(X,t,8) =F,(z'(Y,s), X,1). (3.11)
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A representacdo C(X,t,¢) indica que (X,t) & argumento da funcdo na
estrutura de referéncia® ¢, em relacdo & qual o valor da sua imagem C pode ser

determinado. Além disso, o indice ¢ do funcional F indica que a forma do funcional

depende da estrutura de referéncia. Sendo tanto as varidveis constitutivas
independentes quanto a dependente C objetivas’ em relacdo & transformacao
euclidiana, postula-se que a forma do funcional ndo dependa da estrutura
referencial, embora o seu argumento e a sua imagem se alterem conforme a
estrutura referencial adotada. Portanto, nestas condicbes tem-se o principio da

objetividade material

F,=F. (3.12)

c) Axioma da Causalidade
As variaveis constitutivas dependentes podem ser obtidas a partir das

variaveis constitutivas independentes por meio de equacdes de balanco.

! Uma estrutura de referéncia corresponde a um observador de Newton. Logo, em uma estrutura de referéncia o
tempo e o ponto sdo independentes.

2 Uma grandeza escalar, vetorial ou tensorial é objetiva quando for indiferente ou invariante a determinado tipo
de mudanca de estrutura referencial, ou seja, a determinado tipo de alteracdo de observador. As grandezas
referentes a0 movimento ndo sao objetivas em relagdo a transformagdo euclideana (por exemplo, a velocidade
ndo é objetiva em relacdo a esta transformacéo).
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4. Equacgdes de balanco.

4.1. EquacOes gerais de balancgo.

Todo sistema pode ser descrito ou caracterizado pelos valores de suas
propriedades, como massa e momento linear, entre outras. Assim, para a descricao
de um sistema séo feitas as equacgdes de balanco, que séo leis gerais da mecanica
e 0 balanco de entropia. Estas equacdes de balanco podem ser escritas na forma
integrada, para o corpo todo, ou na forma local, para um ponto.

Seja H uma propriedade fisica extensiva (item 3.2.), escalar ou vetorial,

de um sistema e seja y a sua densidade nesse sistema. Tem-se, entéo,
H = L wdV . (4.1)

A variacdo de temporal da propriedade H , que pode ser representada por a7 - H,

pode ser decomposta em algumas contribuicbes somativas, a seguir descritas:

a) O suprimento S e a sua densidade &(x,t).
b) A producédo P e a sua densidade ¢(x,t).

c) O fluxo F e sua densidade superficial ¢(x,t).
Assim, pode ser escrita a expressao c:j_H -S+P+F, OU
t

% jv w(x,t)dV = L S(x,t)dV + L c(x,t)dV + qu)(x,t) n(x,t) dA (4.2)

Esta € a equacdo geral de balangco, em sua forma integrada. A densidade de
suprimento é uma contribuicdo ao campo que pode ser originada de fontes externas
ou internas. A de produgdo é uma contribui¢do interna e a densidade de fluxo € uma
contribuicdo que estad relacionada a uma movimentacdo espacial do valor da
propriedade.

Para um ponto regular®, a equacdo de balanco local é dada pela forma
geral

O(Ij—‘i’ + wdiv(v) = div(e) +d +¢ (para Wy um campo vetorial), (4.3)

® Um ponto é considerado regular se, neste ponto, todos os campos tensoriais forem diferenciaveis, sendo
continuas suas primeiras derivadas, ou seja, pertencerem a classe C* com k > 1. Caso isso n&o ocorra, 0 ponto
sera considerado singular.
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‘Z—f +wdiv(V) = div(e) + +¢ (para y um campo escalar), 4.4)
ou

% +div(y ® V) = div(e) + 8 +¢ (para y um campo vetorial), (4.5)
%/’ +div(pwy) = div(e) + 5 + ¢ (para ¥ um campo escalar), (4.6)

onde v(X,t) é vetor velocidade no ponto considerado, cujo vetor posicdo é X. As

primeiras duas equacdes correspondem ao balanco usando a derivada total
(material, ou seja, acompanhando o movimento do ponto material), enquanto que as
Ultimas duas equacles referem-se a derivada parcial (mantendo o ponto fixo no
espaco).

Quando y(x,t)for um campo escalar, 5(x,t) e ¢(x,t)também seréo

campos escalares, enquanto que ¢(x,t) Sera um campo vetorial. Este & o caso dos

balancos de massa, energia e entropia. Porém, para os balan¢cos de momento linear

e momento angular, y(x,t) € um campo vetorial, 0 mesmo acontecendo com §(x,t)e
s(x,t), enquanto que ¢(x,t) € um campo tensorial de segunda ordem. Neste caso, 0
termo y®v ao qual se aplica o operador divergente, na penultima equacéo, deve ser

entendido como um produto tensorial de dois vetores, ou seja, o divergente é

aplicado a um campo tensorial simples de segunda ordem.

4.2. EquacOes de balanco para sistema com um constituinte.

Os balancos locais para um ponto regular de um sistema com uma unica
espécie quimica séo apresentados a seguir. As deducdes das equacdes de balanco

sdo mostradas no Apéndice Matematico”.

a) Balanco de massa.
Y =p,
g = 5 = w = O’

do vy —
o + pdiv(v) =0, 4.7)

ou

* Ver Apéndice Matemético B.
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%04—div(p\/) _o. (4.8)
b) Balanco de momento linear.
V=V,
¢=T,
o= pf,
¢=0,
% + pvdiv(v) —div(T) — pof =0, (4.9)
ou
%qu div(pv ® v) —div(T) — pf =0. (4.10)
sendo T o tensor de Cauchy.
c) Balanco de momento angular.
Y =XX oV,
@ =XxT,
d=xx pf,
¢=0,
d(xx pv) . . -
T+(xxpv)d|v(v)—dlv(x><T)—(x><pf):O, (4.11)
ou
(4.12)

W+div[(x><pv) ® v]—div(xx T) — (x x pf) = 0.
Este balan¢co tem como consequéncia algébrica que o tensor tenséo de

Cauchy é simétrico (Apéndice Matematico)®.

d) Balango de energia total, considerada a soma da energia cinética com a

energia interna.
1 _
Y= Ep\/ -V + PE,

(P:TV_OL

% Ver Apéndice Matemético C.
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S=pf v+ pr,

¢=0,

d(;pv~v+p§j
dt

- (%pv “V+ péjdiv(v) —div(Tv) +div(q) — pf -v— pf =0. (4.13)

Subtraindo da equacao anterior, para balanco da energia total, o balanco
de energia cinética, ap6s manipulacéo algébrica e o uso do balan¢co de massa em

termos de derivada total, obtém-se o balanco de energia interna

d((’;g) + pediv(v) +div(q) — T-grad(v) — pr = (4.14)
ou
a(’gtg)+d|v(pgv+q) T-grad(v) — pr =0. (4.15)

Segundo Liu [8], o suprimento de energia interna é dado pela expressao

T grad(v) + or (Apéndice Matematico)®.

e) Balanco de entropia
w = p1],
¢=-0,
0= po,
c=mr2>0,

d(pm)

—L PV (V) +div(®) - p5 = 7 (4.16)

ou

6('gt77)+dlv(p77v+<l)) PO =TT, (4.17)

® Ver Apéndice Matemético D
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4.3. Teoriade mistura.

Na termodindmica dos meios continuos ha, também, uma teoria de
mistura [2], [25]. Nesta teoria € considerada a sobreposicdo das espécies quimicas,
ou seja, todos os pontos do sistema sdo ocupados por todas as espécies quimicas
[2], [25] (ou, em todos os pontos, as densidades massicas de todos os constituintes
nao sao nulas). Assim, todos os constituintes tém todos os campos definidos em
todos os pontos do sistema.

Todos 0s campos para espécies quimicas constituintes da mistura
obedecem a equacdes de balanco andlogas aquelas para os campos de um sistema
formado por um Unico constituinte [25], sendo 0s campos para a mistura como um

todo combinacgdes lineares dos correspondentes campos de cada constituinte da
mistura. Portanto, sendo p©; o campo escalar densidade massica de cada

constituinte i da mistura e p o campo densidade méassica da mistura, tem-se
n

p=D.p (4.18)
i=1

O campo concentracdo massica de cada constituinte, &;, é dado pela relacéo

g=2 (4.19)
0

e

ié -1, (4.20)

i=1

Segundo Hutter & Jonk [10], ha trés tipos de misturas.

e Classe I: a dinamica da mistura equivale a dinamica de um unico
constituinte. Neste caso, deve ser feito um balanco de massa para
cada constituinte, mas os balancos de momento linear, angular e de
energia interna devem ser feitos somente para a mistura. Pode ser
utilizado para misturas suficientemente diluidas.

e Classe IlI: deve ser feito um balanco de massa, momento linear e
angular para cada constituinte, mas o balanco de energia interna deve

ser feito somente para a mistura.
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e Classe lll: deve ser feito um balanco de massa, momento linear,
angular e de energia interna para cada constituinte. Neste caso, cada
constituinte apresenta uma temperatura diferente.

Portanto, enquanto que para os primeiros dois destes tipos deve ser considerada
uma unica temperatura para cada ponto, no terceiro tipo de mistura devem ser

consideradas multiplas temperaturas.

4.4. Mdltiplas temperaturas.

No caso do campo temperatura para uma mistura, ha dois casos a

considerar:
e 0 campo temperatura de todos 0s constituintes € o mesmo, ou seja, ha
um unico campo temperatura; ou
e cada constituinte apresenta um campo temperatura distinto, sendo isto
definido como multiplas temperaturas.
Misturas com multiplas temperaturas aparecem nos trabalhos de Bowen [3], [4],
Eringen & Ingran [6]. Estes ultimos autores apresentam o conceito de equilibrio
térmico local, que seria atingido quando a temperatura de todos os constituintes
fosse a mesma em determinado ponto do sistema. Quando todos os pontos do
sistema se encontrassem em equilibrio térmico local, a temperatura comum a todos
0s constituintes poderia variar de um ponto para outro, num mesmo instante e, em
cada ponto, poderia variar no tempo. Em outras palavras, haveria um Unico campo
temperatura, como no primeiro caso considerado. Nesta situacdo, a producdo de
entropia da mistura, em cada ponto, € considerada ndo negativa, embora tal
restricdo nao persista para cada constituinte individualmente.

De acordo com Miller [20], Hutter & Jonk [10], ha alguns tipos de misturas
para 0s quais € necessario considerar um sistema com mdultiplas temperaturas. Para
tais sistemas, conforme ja colocado, deve ser feito um balanco de energia interna
para cada constituinte. Segundo Ruggeri [22], considerar um sistema com multiplas
temperaturas traz uma melhor descrigdo do sistema. Porém, utilizar um Unico campo
temperatura meédia seria mais proximo do que pode ser medido.

No trabalho de Eringen & Ingran [6], fora do equilibrio térmico local a
producdo de entropia € considerada ndo negativa para cada constituinte da mistura.

7

Isto indica que o processo que ocorre em cada constituinte € independente dos
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demais, conceito este que pode ser questionado. No presente trabalho s&o
consideradas mudltiplas temperaturas, mas apenas a producdo de entropia da
mistura [25] é suposta ndo negativa (ndo a producdo de entropia de cada
constituinte).

Evidentemente, para que o equilibrio térmico local e o equilibrio térmico
global sejam alcancados deve ocorrer troca térmica entre os constituintes. Nesse
sentido, podem ser considerados dois tipos de trocas térmicas, uma entre 0s
constituintes, para que em cada ponto do sistema seja alcancado o equilibrio térmico
local, e outra gerada pelos gradientes de temperatura dos constituintes, esta Ultima

representada pelos fluxos de calor, q;, de cada constituintei .

Este enfoque é analogo aquele j4 bem estabelecido para a massa, onde a
difusdo de cada constituinte, em cada ponto, € influenciada pela troca de massa
devida a reacdo quimica. Assim, a temperatura do constituinte i seria funcéo da sua
troca térmica no ponto considerado e do seu fluxo de calor naquele ponto, ou seja,

6,(x.t) = A+B(q,) (4.21)
Sendo A(X,t) a contribuicdo da troca térmica local e B(x,t) a contribuicdo do fluxo

de calor, Q;(X,t), do constituinte i. Portanto, para o caso de multiplas temperaturas,

um fator adicional deve ser considerado na producdo de energia interna de cada
constituinte, causado pela troca térmica local que ocorre em cada ponto do sistema.
Porém, mesmo para um sistema com multiplas temperaturas, pode-se
considerar um Unico campo temperatura média, conforme proposto por Ruggeri [22],
logo apenas o balanco de energia interna para a mistura. Neste caso, ha duas
possibilidades:
e atemperatura média é a temperatura do equilibrio térmico local, o que
corresponde a considerar que a velocidade por meio da qual é atingido
o equilibrio térmico local, em todos os pontos do sistema, € muito maior
do que a velocidade do processo; ou
e atemperatura média € a temperatura que corresponde a densidade de

energia interna da mistura no ponto considerado, a cada instante.

4.5. Reacao quimica em meio continuo.

No enfoque microscopico, a reacdo quimica, que € a transformacao de

uma espécie quimica em outra, ocorre devido a modificacao estrutural das particulas
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presentes no corpo. Mas sob 0 aspecto macroscoépico, ao qual a termodindmica dos
meios continuos refere-se, a reagcdo quimica apenas indica a possibilidade de
alteracdo na composicdo quimica de cada ponto do sistema. Portanto, ela é
considerada uma interacdo entre campos correspondentes a constituintes distintos.
Assim, quando um constituinte A é convertido em um constituinte B, ocorre uma
interacdo entre os campos densidade massica dos constituintes A e B. Utilizando
este enfoque, no contexto da teoria de mistura para meios continuos ha uma teoria
de reacdo quimica em meios continuos [25], [12] (Reacting Continuum).

Para um meio reativo pode ser introduzido um novo campo, 0 campo
velocidade de reacdo quimica. Note que a velocidade de reacdo quimica passa a ser
considerada um campo porque, hum mesmo instante, o seu valor pode variar de
ponto para ponto do sistema além de, em todos os pontos, poder variar no tempo.
Mas convém lembrar que, num mesmo instante, além da temperatura de cada
constituinte poder ser diferente de ponto para ponto do sistema, num mesmo ponto
ela pode variar de um constituinte para outro. Portanto, considerando o efeito das
multiplas temperaturas pode tornar-se inviavel utilizar o campo velocidade de reacao
quimica.

Geralmente € mais conveniente propor outro campo, em substituicdo ao

campo velocidade de reacdo quimica. Define-se, entdo, o campo densidade de

producdo de quantidade de matéria, 7;, de cada constituinte i. Como todo campo,
7, é funcdo do tempo e do espaco, ndo sendo necessariamente homogéneo. Note

que o uso do campo 7; permite que o constituinte i participe simultaneamente de

mais do que uma Unica reacéo quimica.

Deve-se sublinhar que, em todo ponto do sistema, a densidade de massa
da mistura se conserva, mas a densidade de massa de cada constituinte pode-se
alterar. Deve-se ainda notar que, em cada ponto e em cada instante, a concentracao
de cada constituinte € a soma de duas contribuicdes, uma dependente da difuséo
(que existe em qualquer mistura, mesmo sem reac¢ao quimica), enquanto que a outra
provém das reac¢des quimicas.

O tratamento matematico efetuado para um meio reacional €, portanto, o
mesmo usado para uma mistura sem reacdo quimica, obedecendo as equacodes
gerais de balanco apresentadas na se¢do 4.1. De acordo com estas expressoes,
nas equacoes de balanco para cada constituinte existe um termo de producao. Tal
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termo, para mistura sem reacao quimica, é devido a todos os tipos de interacdo ndo
quimica entre os constituintes da mistura. Ocorrendo reacdo quimica, a produgao
inclui uma nova contribuicdo, devida a reacédo. Por exemplo, no caso do balanco de
massa de cada constituinte, sem reacdo quimica o termo de producdo é nulo, mas

ndo mais sera necessariamente nulo quando houver rea¢ao quimica.

4.6. EquacgOes de balango para mistura.

A seguir sdo apresentados os campos e as equacdes de balanco para
cada constituinte e para uma mistura, de acordo com a teoria de misturas. O indice i
indica que a propriedade se refere ao constituinte i. A derivada total é chamada de
derivada material e, quando esta é utilizada para cada constituinte, indica que se

esta seguindo o movimento deste constituinte na mistura. Para que isso seja

: : . o dc;
ilustrado, a derivada material para cada constituinte € representada por [d_tlj , onde

c, € campo considerado, para o constituinte i. Relaciona-se esta derivada a

derivada parcial %, a qual desconsidera todo e qualquer movimento, por meio da
t

expressao

dc, oc,

i =22 L grad(c)- V.. 4.22

(5% ) =%+ rade)-v 22)

Para as deducbes das equacbes apresentadas a seguir, veja o Apéndice
Matematico’.
a) Balango de massa

Para cada constituinte:
Py div(pv,) — ¢ =0. (4.23)
ot

Para a mistura:
%O+div(pv) o, (4.24)

onde

P=2.P
i=1

" Ver Apéndice Matemético E
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Na primeira equacéo, C; é a densidade de producgdo de massa do constituinte i .

b) Balan¢co de momento linear

Para cada constituinte:

%qu div(pv, ®v,) —div(T,) — pf, —m, =0. (4.25)
Para a mistura:

%+ div(ov ® v) —div(T) — pf =0, (4.26)

onde

n

Z(Tl —pY; ®ui)’

i=1

T

U =V, -V,

pf = Zpifi ’
=

> m; =0,

i=1

sendo m, a densidade de producdo de momento linear do constituinte i.

c) Balanco de spin

O momento angular de cada constituinte é formado por duas partes: o
momento angular produzido pelo movimento do constituinte no ponto considerado,
supondo meio continuo e o0 momento angular produzido, no mesmo ponto, por
outros efeitos, chamado de spin (hdo confundir com o spin da mecanica quantica). O
primeiro leva as mesmas leis de conservacdo do balanco de momento linear e,
conforme ja colocado, a um tensor de Cauchy simétrico. Assim, decompondo o
tensor de Cauchy em suas partes simétrica e antissimétrica, esta ultima, se ndo
puder ser desprezada, sera devida ao spin. Portanto, pode-se reduzir o balanco de
momento angular a afirmacdo de que o tensor de Cauchy & simétrico ou, quando

necessario, a afirmacao de que o tensor de Cauchy apresenta, também, uma parte
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antissimétrica, a qual é relacionada ao balanco de spin. O spin é um momento
angular que, embora esta teoria seja macroscopica, reflete a existéncia de efeitos

microscopicos relevantes.

Para o constituinte | sejam, entdo, o spin especifico s;, o tensor

densidade superficial de fluxo de spin M;, o suprimento especifico de spin L, o

dobro do vetor dual a parte antissimétrica do tensor de Cauchy dual(T,-T') e a

densidade de produgédo de spin 0;. Considere que o spin especifico S; seja o

resultado da aplicacdo de um tensor momento de inércia especifico, 1., a uma

i
. ~ n
velocidade angular o,. Imponha que I, n&do se altere no tempo. Neste caso, zoi =0,

i=1
conforme seré a seguir considerado.
Para cada constituinte:

O(X; x pV; + p5;)
ot
oL —0, =X, x pf,—x, xM, =0

+diV[(Xi X PiVi +pi§i)®vi]—diV(Xi xT;)—div(M;) - (4.27)

ou
d§ - T — *
ol S ] v+ dual (T, ~T7) - i, o} 0. (4.28)
Para a mistura:
p%—dlv(M) +dual(T-T")— pt =0, (4.29)
onde

L= Zpiiﬂ
i-1

M= (M, - g ®u,)
i=1

d) Balanco de energia interna

Imponha, novamente, que o tensor momento de inércia especifico de

n
cada constituinte ndo se altere no tempo. Para a mistura define-se plo = Zpili(o
i=1
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ondepI:Zpili e Aw,=0,-0. A densidade de producdo de energia interna do
i=1

constituinte 1 é €, .
Para cada constituinte:
pi[%) +div(g;) — o, -dual (T, = T ) = T; - grad (v;) - M, - grad (e,) -
dt ). (4.30)

P —¢=0.
Para a mistura:
p% + le(Q) —-dual (T—TT) —-T- grad(v) —M- grad(o)) _pr =0, (431)

onde

PE = Z(pigi +%piui U +%pi§i 'Awij'

por :Zn:(piri +U 'pifi +Aw; "Oiii)’

i=1

e) Balanco de entropia

Para cada constituinte:

XLM) 4 div(pizv,) + div®) - p&, = 7,

o i (4.32)

Para a mistura:

@mw(pﬁv)miv(@)—pa:m (4.33)

onde

pn = Zpiﬁi ,

i=1

po = Zpiai ,
i1

n

(I):Z((Di +pmu;).

i=1
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5. Campo densidade de quantidade de matéria.

Como ja mostrado na secdo 3.3, a quantidade de matéria, N, é uma
grandeza de distribuicdo continua, positiva e, portanto, ha o campo densidade de
quantidade de matéria ou molaridade (concentracdo em mol por litro), 7, que € um
campo escalar espacialmente integravel, com valor positivo em todo o sistema. Esta

densidade € definida por

nzﬁ- (5.1)
e
N, =], 7dv. (5.2)

O campo escalar densidade de quantidade de matéria da mistura, y, € a soma dos

campos de cada constituinte, portanto,

r=3n 53)
e
N = _n N, (5.4)

A fracdo em quantidade de matéria de cada constituinte i, X, é dada por

x =i (5.5)

X, =1. (5.6)

Portanto, para uma mistura formada por n constituintes tem-se as seguintes

relacoes,

N=Y'N, :jVZyidv, (5.7)
i=1 i=1

dN d ¢

o ah 2 >

A ultima expressao (5.8) é igual a zero para um sistema sem reacdo quimica. Mas,

para um sistema com reacdo pode ser negativa, positiva ou nula, sendo que o seu
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valor depende dos valores dos coeficientes estequiométricos dos participantes da
reacao.

5.1. Equac®es de balanco utilizando o campo densidade de quantidade

de matéria.

As equacg0Oes de balango utilizando o campo densidade de quantidade de
matéria, ou molaridade };, sdo obtidas a partir da substituicio da densidade

massica pelo produto entre o campo densidade de quantidade de matéria e a massa

molar do constituinte,

rWi = p;, (5.9)
7:& = rWiE = pig; =§i, (5.10)
vk =y, = Pt =17, (5.11)

Nestas equacfes, enquanto que &; e 7J; sdo grandezas especificas (por unidade de
massa do constituintei), & e 17; sdo grandezas molares (por unidade de

quantidade de matéria do constituinte i) e g‘, e ﬁi sdo grandezas por unidade de

volume da mistura.

A seguir estdo as equacdes de balanco de quantidade de matéria, de
momento linear, de spin, de energia interna e de entropia. Todas as equacdes de
balanco sédo apresentadas apenas para 0s constituintes, com excecéo do balanco de
entropia, o qual também é apresentado para a mistura. A razdo disto esta no fato de
gue as equacdes de balanco seréo utilizadas apenas para 0s constituintes, exceto o
balanco de entropia, que sera utilizado apenas para a mistura, uma vez que a
mistura considerada pertence a classe Il (item 4.3.). A obtencéo das equacdes de
balanco encontra-se no Apéndice Matematico®.

a) Balanco de quantidade de matéria

%+div(yivi)—ri —0, (5.12)

G ~ ~ .
onde 7, :VTI € a producgdo em termos de concentragdo molar, enquanto que c; € a

produgéo em termos de densidade.

8 Ver Apéndice Matemético F.



b) Balanco de momento linear
%_Fdiv(vvi%vi ® v;) —div(T;) — »;f; —m; =0.

c) Balancgo de spin

Wi 5] (M) Wi, + dual(T - T) o, =0

d) Balanco de energia

a(7’i5i)

=7+ dvl(na v, ]- T - grad(v,) +div(@) — 1 -

e) Balanco de entropia

Para cada constituinte:
% +div(ypv,) +div(®,) - y,0, = ;.
Para a mistura:
% +div) + div(®) - o = ,
onde
m=§mm,
¢=ZQ+ZMW&

yo = Z(?’io'i :
i1

0.

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

43
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6. Restric6es termodinamicas e principio de entropia.

6.1. Principio de Entropia de Muller [19].

Segundo o principio de entropia de Mdller, tem-se:

e 0 campo entropia especifica e o campo fluxo de entropia sao
propriedades constitutivas do sistema,

e a producao de entropia € ndo negativa em todos os pontos do sistema,
para qualquer processo termodinamico, sempre que todos os
suprimentos sejam nulos.

Nas primeiras formulacdes da termodinamica dos meios continuos, o fluxo de
entropia € considerado paralelo ao fluxo de calor, sendo igual ao produto deste pelo
inverso da temperatura absoluta. Mas, de acordo com a primeira parte do Principio
de Entropia de Miller, a mencionada igualdade ndo pode ser uma lei geral, porque
se trata de uma expressdo que independe das caracteristicas do material que
constitui o corpo. Alias, de acordo com formulagBes mais modernas, os fluxos de
calor e de entropia nem sequer sdo necessariamente paralelos [9], [19].

Além disto, a primeira parte do Principio de Entropia de Miuller resulta na
constitutividade da producdo de entropia, conforme pode ser facilmente percebido
considerando um sistema isolado. Ja a segunda parte deste principio implica em
que, num sistema isolado, a entropia ndo pode diminuir, em concordancia com a

termodinamica classica.

6.2. RestricBes constitutivas.

O sistema considerado neste trabalho é uma mistura com reag&o quimica,
difusdo e um campo temperatura para cada constituinte, sendo todos os tensores de

Cauchy considerados simétricos. As variaveis constitutivas independentes séo 6.,
campo temperatura do constituinte i, grad(d)=g;, gradiente de temperatura do
constituinte i, y, campo densidade de quantidade de matéria do constituinte i,
grad(y;) =h,, gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte i,
u,, velocidade de difuséo do constituinte i e grad(u,) =U,, gradiente de velocidade

de difusdo do constituinte i. Portanto, sendo Y uma variavel independente, tem-se

yel,7u,.9,h, U
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No caso do tensor gradiente de velocidade de difuséo, vale ressaltar que para um
tensor 0 que afeta a constitutividade é a sua parte simétrica, portanto, poder-se-ia
escolher como variavel independente a parte simétrica do tensor gradiente da
velocidade de difuséo.

Nas equacdes utilizadas quando necessario sera utilizada a seguinte notagao.

L, =grad(v,),

g; =grad(6),
h; = grad(y),
H, =grad(h,),
G; = grad(g;),
U, =grad(u,).

As variaveis constitutivas dependentes sdo o tensor de Cauchy, a
densidade de fluxo de calor, o campo energia interna molar, 0 campo entropia molar,
a densidade de fluxo de entropia e a concentracdo molar de producdo de matéria

para cada constituinte. Assim, as relagdes constitutivas serédo formuladas para

CE{ﬂ’Qi:Eivﬂv(D:Tiamwei}-

6.3. Restricfes termodinamicas.

Utilizado o método dos multiplicadores de Lagrange proposto por Liu [15],
no conjunto de equacbes de balanco desenvolvidas com o campo densidade de
quantidade de matéria, é obtida a desigualdade estendida de entropia. Esta € dada
pela subtragdo, do balanco de entropia, de cada equacdo de balanco multiplicada

pelo respectivo multiplicador de Lagrange. Tem-se, entao,

7= ;/C:j—?+nz—7t/+ﬁdiv(v) +div(®) —}/a—iznl:{Ni[(%) +pdiv(v,) -7, H

_Zn:{A;’(Wﬂ/i(%j +Wivi[%j +Wiy;vidiv(v;) —div(T;) - #f; _miJ:| (6.1)

- zﬁy{ﬁﬁJ+e(9ﬂ}+%ameJ—ﬁ~u+dwmo—%i—a >0.
i-1 dt ), dt ),

Os termos A%, A/, A%, sdo respectivamente os multiplicadores de Lagrange do

campo densidade de quantidade de matéria, de momento linear e de energia, todos

para cada constituinte 1. O balanco de momento angular n&o foi utilizado, pois no
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introduz nenhuma restricdo adicional, além daquelas que ja podem ser obtidas por
meio do balanco de momento linear.

Na substituicdo das variaveis independentes e na diferenciacao utilizando
a regra da cadeia, ao invés de utilizar a velocidade de difusdo de cada constituinte i
, foi utilizada a velocidade de cada constituinte i . Isto foi feito, pois ha uma relacdo

entre a velocidade de difusdo e a velocidade do constituinte i, expressa a seguir,

ou

Wb:(é‘ab_ga)l

¢ 6.2
EE Y ©
ov, ou, “&ou,’

onde &, é a concentracdo massica do constituinte a, 0., é o delta de Kronecker e
f € um campo, por exemplo, a densidade de energia interna. Substituindo as

restricbes constitutivas referentes as variaveis independentes, realizando todas as

diferenciacées conforme a regra da cadeia e agrupando os termos tem-se®
0 op & ds;\d6,
- A/ X N i
g g{%a Z(y ’aeij dtJ
I 3 P SN )
og, =5 'og, ) dt

on . O¢ dv,
n TNy A2 22 \WAY |
;yavi ;7’ iy W J "

% Ver Apéndice Matemético G
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+Zn: gg)L +Zn:

i=1| OV j=1

+Zayh Z[ LAY~ Ja],

+§n: a—grad Z[ LA~ gzg'jgrad(u)}

n

Y (A pedivv))+ pmdiv) + 3yt AT (4 + A )+ S [T L]

i=1 i=1 i=1

n

3 (Kl + AY-m ) Y () - > (N Waiv(,) 20 (6.3)

Esta equacao pode ser expressa como
IT=A(y)-Z+B(y) =0,
sendo A(y) uma fungéo vetorial de y, B(y) uma fungéo escalar de y e Zuma
variavel constitutiva ndo considerada como variavel independente. Como mostrado
por Liu [14], tem-se
A(y)=0,B(y)=0

e
= % d_e % dl ﬂ dU' Gl’grad(U) H
dt " dt ' dt ' dtdt’ dt
Os coeficientes de zZ devem ser nulos. Assim, para cada constituinte i, obtém-se
on < ¢,
ikl A AL | =0, 6.4
26, Z( ‘ aaj ©4)
~ n ) a~
an E_ N i] -0, (6.5)
gi j=1 agi
~ n a~
on _ N =i =0, (6.6)
ahi j=1 0 i

ﬁ_i[Asj @_“3}0, (6.7)
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o & ., 0%
1 A —L | — WAV=0, 6.8
avi ;[ ] GVIJ ]/I 1 1 ( )
N
a—n—Z(Aiij—Aﬁ—WiAiv-vs : (6.9)
oy A Vi
0 (3T, aq.

@ (g 8o
a9; 4=\ 09, g

0P (T, oq,
——+ ) | A A =0, 6.11
o [ oT, oq;,
7+ A=A |=0, 6.12
au, Z(au ' JauJ (6.12)
Z( yo+ AL (rf) + Ayk )=, (6.13)

i=1

A expressao da producdo residual de entropia é, entdo, dada por

iRt

i=1

ot aq.
@ AV.—A"".—‘ 0

Z

j=l

Y2

i=1

h Z( —LAY- J(Zj‘ -h,]+s+zn:[AfT,-L,]

a% 8% i=1

- (AcEdiv(v,))+ div(v) +i(1\'§ei +AY-m,)

i=1
Nz, = NyWdiv(v,) > 0. (6.14)
= i=1

Segundo o principio de entropia de Miller [19], os suprimentos nao
devem interferir na forma das rela¢des constitutivas. Nesse sentido, ha duas formas
de trabalhar os termos de suprimentos de um sistema:

a) Considerar o corpo livre de suprimentos, e, dessa forma fazer todo o
tratamento algébrico sem os termos de suprimento.

b) Considerar que todos os termos de suprimentos séo linearmente
dependentes, ou seja, considerar que 0 suprimento de entropia € uma

combinacgao linear dos demais suprimentos. Essa consideracédo implica
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7

gue a soma dos termos de suprimento € nula. Conceitualmente esta

consideracao significa que o suprimento de entropia é a soma de todos

os demais suprimentos. Isto é analogo a dizer que a variacéo da entropia

de um sistema corresponde a entropia produzida e a entropia trocada e

gue a entropia trocada com o exterior corresponde ao calor trocado

(considerando as devidas restri¢cdes).

Neste texto € considerada uma terceira alternativa. Sera considerada a
funcdo s, a funcdo suprimento, a qual € uma combinacéo linear dos termos de
suprimento, e, portanto, obtém-se a equacédo (6.13). Vale ressaltar que esta funcéo
nao € constitutiva, pois o suprimento € algo externo. A utilizacdo desta funcao s
(equacao (6.13)) ndo invalida o que foi escrito em (a) e (b) anteriormente.

Como a equacdo (6.13) ndo € uma relacdo constitutiva, ela ndo afeta a
forma da func&o ou da expressao da producdo de entropia, mas afeta o valor da
producgéo de entropia.

Na desigualdade residual de entropia, a inequacgao (6.14), ha dois termos
n
com o divergente, —Z(Aﬁgidiv(vi)) e ndiv(v), estes dois termos ndo aparecem na
i=
desigualdade residual de entropia quando utiliza-se a densidade massica. Mas,
como neste trabalho foi utilizado o campo densidade de quantidade de matéria o
termo do divergente de velocidade estd presente na expressdo da desigualdade

residual de entropia, pois o balanco de quantidade de matéria nédo é

necessariamente nulo nem para a mistura e nem para cada constituinte quando ha

reagcdo quimica. O primeiro termo poderia ser substituido pelo termo &7; e o

segundo termo poderia ser substituido por um termo equivalente no balango de

entropia, pois tém-se as seguintes relagdes

Sili%"‘ grad(y;)- Vij|+ rigdiv(v;) = 5{%"‘ }/idiV(Vi)j =&t

% ;div(v)j _ U(Z( - yidiv(ui»j.

Assim, ha o termo do divergente, pois é feito o balanco de energia para cada
constituinte e o fato da quantidade de matéria ndo ser uma grandeza

necessariamente conservativa, pois como mostrado nas expressdes acima o termo
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do divergente esta relacionado a producdo de densidade de quantidade de matéria
de cada constituinte.
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7. Resultados e discusséao.

7.1. Multiplicadores de Lagrange [15].

Como o sistema € uma mistura com multiplas temperaturas e a dinamica
da mistura ndo € dada pela dinamica do constituinte com maior concentracao, todos
os multiplicadores de Lagrange (multiplicador de Lagrange de energia, de densidade
de quantidade de matéria e de momento linear) serdo dados para cada constituinte.
Além disso, é considerado neste trabalho que o multiplicador de Lagrange de
energia do constituinte 1 é funcdo apenas da temperatura do constituinte 1. Assim,

tem-se
= Agi (ei )

ON’, ..
=0 ara 1= ]). 7.1
” (P i) (7.1)

Entdo, fazendo as derivadas cruzadas entre as equacdes (6.4) e (6.5) tem-se

82~ n[ 82~J

89,00 2 1 69.00 ¢ Og. £,

9,06, S\ ag,06 O; 0%, _ :%2035’7 0. (7.2)
0609, 4=\ '0g,06, ) 06, oy,

Fazendo as derivadas cruzadas para as equacdes (6.4) e (6.6), tem-se

27 n 82~
YR,
ohod ‘= " onoe, ON; 0%, oz o7
=>—"—"1=0=—+=0=>—-—"-=0 (7.3)
0’7 Zn: 0? g 8A‘§' 8, 0 06, oh, oh, oh,
660h, 4" ageh, o6, oh,
Fazendo as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.4) e (6.7), tem-se
2= n 82-".
aS ge 2 auzje =0 ~ ~ -~
o S N08 g% 059 Lo (7.4
o’n Z“: 0% N d% . 06, U, ou, U,
000U, < 'agou, 06 U,
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Portanto, os campos densidade de energia interna molar e densidade de entropia
molar ndo dependem do gradiente de temperatura, do gradiente do campo
densidade de quantidade de matéria e do gradiente da velocidade de difuséo.

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.4) e (6.8) tem-se

2~ n 82~_
o'n _ZASJ_ ¢ =0 N
o0v, =" agov, oA’ A’ 03
B _ N =W =— —. (7.5)
o’ Z o OATOA 05 _ o6 06 ov
voo S 'avae Wioa o8 ov

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.5) e (6.8) tem-se

%7 Z 0’
0g,0v, '6 8V oA
S A g = =0 (7.6)
o n OA} 0g;
]—_7/IWI =0
8vi8 0; 3 ov,00; 09;

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.6) e (6.8) tem-se

25 n 0’
TR W .
ovoh, < T avoh, AV
. =—=0. (7.7)
a” n OAY oh,
S P o
hov, < 'éhov, oh,

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.7) e (6.8) tem-se
62~ n 828
TN =0
ovioU, 43 ~ov;0U, OA!
ym = ——=0. (7.8)
' e 9 OA U,
_z i~ A~ Vv =0
oUov, ‘o ~oU;ov; oU.

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.4) e (6.9) tem-se

~

82"“ n 62

0007, JZ; P OA] DA OE 79)
7 &, 0°F AN oNeE . 06 06 oy '
07,060, ‘ay,ae 26, 06, oy,
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Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.5) e (6.9) tem-se

g
07,99, = Ja7/iagi

o' &, 0% oA
_ZA«E ;N

ON!
- =
a9;

0. (7.10)

09,07; j=1 jagia7/i 09;

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacoes (6.6) e (6.9) tem-se
o'n Z“: , 0% 0
oyoh, S oyoh, oA
e j =

2 n o’z Y oh,
0 N 28 0N g

&

ohoy, < onhay, oh

0. (7.11)

Fazendo-se as derivadas cruzadas para as equacgoes (6.7) e (6.9) tem-se
2= n 82“"

Ty N =0

dyoU; = 0ydy, oA/

f— =

25 n o0’ 7 oU,
00§ 05 ON

oUdy; 51 Uy oy,

0. (7.12)

Assim, considerando que o multiplicador de Lagrange de energia € fungéo
apenas da temperatura, tem-se que os multiplicadores de Lagrange de momento
linear e de densidade de quantidade de matéria ndo sédo funcdes do gradiente de
velocidade de difusdo, do gradiente de temperatura e do gradiente do campo de
densidade de quantidade de matéria. Mas, estes dois multiplicadores de Lagrange
também séo funcdo da temperatura, isto pode ser obtido pelas equacbes (7.5) e
(7.6). Estas equacoes podem ser chamadas de condi¢cbes de integrabilidade.

Além disso, a densidade de entropia da mistura e a densidade de energia
interna de cada constituinte ndo sao funcdo do gradiente de temperatura, do
gradiente de velocidade de difusdo e do gradiente de densidade de quantidade de
matéria.

Estes resultados foram obtidos, pois neste trabalho foi considerado que o
multiplicador de Lagrange de energia € funcdo apenas da temperatura. Caso neste
trabalho fosse considerado que o multiplicador Lagrange de energia fosse funcao do

gradiente de temperatura, todos os demais multiplicadores de Lagrange e as
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densidades de entropia e de energia interna seriam também func¢do do gradiente de

temperatura.

7.2. Fluxo extra de entropia.

A partir das equacdes (6.10), (6.11) e (6.12) obtém-se a equacéao (7.13),
express&o para o fluxo extra de entropia®®,
k=®+) TA =) Aq;. (7.13)
i=1 i=1
Além disso, pelas expressdes (6.10) a (6.12) o fluxo extra de entropia ndo
depende do gradiente de temperatura, do gradiente de concentracédo e do gradiente

da velocidade de difusdo®!. Assim,

ok

— =0, 7.14
% (7.14)
ok

— =0, 7.1
ahi (7.15)
ok

—=0. 7.16
0 (7.16)

Portanto, tem-se as seguintes expressdes

| 0P 3+ T, . 9, [ A 7.17
E[aviﬂ_l[avi j A,avﬂ 3 zz( j (7.17)
| o OTj v e 995 | 3) 3 LT 7.18
S B B s .19
oo (ol 0] ek (o

31203 a2 S 2-3 3 ] 719
i=1 87. j= 07, 7 i1 07, il j=l 7,

Sendo o vetor fluxo de calor do constituinte i isotropico, o vetor fluxo de
entropia isotropico, as equacoes (7.14), (7.15) e (7.16) e o multiplicador de Lagrange
de energia sendo fungcédo apenas da temperatura sdo as condi¢cdes suficientes para
que o vetor k seja nulo [10], [16]. Assim, substituindo as equacdes de (7.17) a (7.19)

na equacao (6.14) tem-se a nova desigualdade residual de entropia

19 \er apéndice matematico H
1 \er Apéndice Matemético H
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SIS
DRI

=1

+S+Zn:[/\ﬁ'l'i -Li]
i=1

S (AR ALY (A AV M)+ Y N - Y AL, 20, (7.20)
i=1 i=1

i=1 i=1

7.3. Termo de reacdo quimica.
Considere uma reagaos quimica
U A+UB - 0v.C+0,D, (7.21)
na qual o coeficiente dos reagentes € negativo e o coeficiente dos produtos é
positivo. Seja N, a quantidade de matéria do constituinte i no instante de tempo 1.

Define-se a extensdo da reacao
NA (=N, _ Ng()=Ng(©) _ N,®=N,(0) (7.22)

Up Ug b

E =

Portanto, para um sistema com m reagfes e n constituintes, os quais
nNao necessariamente participam de todas as reagfes, tem-se para a reacdo R

_NF(®)-NF(0)

R
Y

ER (7.23)

A variacdo de quantidade de matéria do constituinte 1 no sistema é dado
por

AN; =Y vfEF, (7.24)

R=1
sendo o superindice R indicando a reacdo quimica, e para a reacdo que O
constituinte | n3o participa tem-se v® =0. Como a velocidade da reagdo quimica
nado € necessariamente a mesma em todos os pontos do sistema, portanto, a
extensdo da reacao é funcao da posicao e do tempo, tem-se,
ER = Ef(x,1). (7.25)
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Seja J;a producdo de densidade de quantidade de matéria do

constituinte 1 devido a reac&o quimica, logo tem-se

;i :iUiRER-
R=L

Definindo a densidade de taxa de reacdo ER, logo

m .
7, =Y vfER.
R=1

Sendo!?

tem-se,

a-3(e)- 3] 4 Sorer|

i=1 i

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)

Este termo corresponde a contribuicdo a producdo de entropia devido a

reacdo quimica. Para um sistema com um Unico campo temperatura e com uma

Gnica reacao quimica tem-se

Q= %(gyiuﬂé}

Da termodinamica classica tem-se

dS _adE dS_aE

— e =S =
dt @ dt da @&

logo,

n
a= Z/Ji')i’
i1

esta expressao € o conceito de afinidade quimica.

(7.30)

(7.31)

(7.32)

O termo 7; € uma propriedade constitutiva dependente e pela equagéo

(7.27) pode-se observar que este termo é funcdo da densidade de taxa de reacéo.

Para um sistema com um Unico campo temperatura, tem-se que a taxa de reacao é

funcdo da temperatura e da concentracdo do reagente. Mas, como 0 sistema em

guestao € considerado com multiplas temperaturas, a taxa de reacdo é funcéao da

concentracdo mas ndo da temperatura da mistura, pois para este tipo de meio nao

12 \Ver segdo 7.4
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h& a temperatura da mistura. Portanto, com relacdo a temperatura, poder-se-ia dizer
que a taxa da reacdo € funcdo da temperatura de cada constituinte ou funcdo de
uma temperatura meédia.

Além disso, como o sistema é considerado com multiplas temperaturas,

ndo é considerado que a rea¢do quimica ocorra a temperatura constante.

7.4. Obtencao da equacéao diferencial de entropia.

Utilizando as equacdes (6.4), (6.8) e (6.9),

n ~ a~_
> 8_77_,\‘9]& —0, (6.4)

=\ 06, o6,

n =~ a~
Z(a_"—/\j. ‘9) WA =0, (6.8)

j=1 aVi 8Vl
Z( j J ~WA} v, =0 (6.9)

a% j=1 87/I
sera obtida a equacédo diferencial de entropia e a definicAo dos multiplicadores de

Lagrange.

A densidade de energia interna do constituinte 1, ;& =§i, pode ser

dividida em duas partes, uma parte chamada de inner que é funcdo da temperatura
e depende da substancia (especifica) e outra parte que € funcdo da velocidade de
difusdo. Logo tem-se

g =y, =y +;y,Wu -u;, (7.37)

logo as equacdes (5.4), (5.8) e (5.9) tornam-se™?

on & . 08
LN AL 7.38
o0 Z ’aei (7:38)
1

A —+ D) A WU -u; + A WA -V (7.39)
87. 121: ’ 0% JZ;‘ ‘2
on .. v
E’?:A fZAJ}/JWU + AW, (7.40)

A expressao (6.40) é igual a zero, pois

o
Ty, (7.41)
v,

3 Ver Apéndice Matemético |



entdo é obtida a expressao para o multiplicador de Lagrange de momento linear,

onde A é o inverso da densidade massica da mistura,

Al =—Nu, +——— §ZAJ7/JWU =AU, +AZAJQ/J (7.42)

j=1
217 |

A partir das expressdes (6.4), (6.8) e (6.9) tem-se a expressao (7.43)*

dn7 = ZAgdg +Z(N+WAV v)dy,+2y,WAVdv

i=1 i=1 i=1

077 = D AE + 3 (X)d7, + 2 WAL )y, + 3 /WAL,
i=1 i=1 i=1 i=1

d7f = iAﬁda +2(Aﬁ)d7i +2<A:)d Wyv,), (7.43)
7 Assim, tem-se, 7

[%’ZJ A (7.44)

A = %i | (7.45)

[g_Z]:Ni:%;’ (7.46)
A27 W_u (7.48)

onde

N

Z?’iwi

i=1
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Comparando-se a equacao (7.43) com a equacgao (3.7), uma das definicbes de

temperatura, pode-se notar que o multiplicador de Lagrange de energia corresponde

ao inverso da temperatura. Portanto, tem-se a equagéo (7.44), equagao na qual

define-se o multiplicador de Lagrange de energia como o inverso da temperatura. A

equacao (7.46) é a definicdo do potencial quimico, portanto, o multiplicador de

Lagrange de quantidade de matéria corresponde ao potencial quimico do

¥ \er Apéndice Matemético |
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constituinte i dividido pela temperatura do constituinte i. Mas, vale ressaltar que o
potencial quimico também esta dividido duas parcelas uma chamada de inner e a
segunda relacionada a energia cinética de difusdo. Portanto,

n

~ 1 ~ G n Wu. n oy
d77225d8i+21%d7i+;|i— éu' +Azlj/J
i= i= j=

i=1 Yj i=1 Yj i j= i

ngj“j}dwvi). (7.49)

Assim, o multiplicador de Lagrange de energia do constituinte I é o
inverso da temperatura absoluta do proprio constituinte. O multiplicador de Lagrange
de quantidade de matéria é a relagdo entre o potencial quimico do constituinte ie a
temperatura absoluta do constituinte 1. E, o multiplicador de Lagrange de momento
linear do constituinte i é dado pela relacdo entre a velocidade de difusdo do
constituinte 1 e a temperatura do constituinte 1 e esta relacdo subtraida de um
termo, termo este que ndo existiia para um sistema com um Unico campo
temperatura. Uma outra forma de definir o multiplicador de Lagrange de momento
linear é que este é a equacéo (7.47), logo este multiplicador de Lagrange mostra a
variacdo da entropia relacionada a variacdo do momento linear. Portanto, a equacéo
(6.49) é a equacao diferencial de entropia da mistura.

O somatoério Zn:)/iWiAiv € nulo, o que indica que a entropia ndo é funcdo da

i=1

velocidade do constituinte 1. Além disso, na equacdo (7.49) para o equilibrio o
terceiro termo seria nulo, o que aproxima a equagcdo para a relacdo da

termodinamica classica.

7.5. Desigualdade residual de entropia.

Para a obtencédo do fluxo extra e da desigualdade residual de entropia
serdo utilizadas as equagdes™® (7.20), (7.27), (7.42), (7.45) e (7.48). Assim, tem-se 0
fluxo extra de entropia,
n ) n WU n
k=@+Y| T - LAy 0 || s g (7.50)
i=1 0. = '9,- i=1 49.
como mostrado na secdo 7.2 o vetor fluxo extra de entropia € nulo, portanto, a

eguacao (6.50) torna-se

15 Ver Apéndice J
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n u. ”]/-W-U- n1
D = Tl LAY 2171 ~a
$r{a-ag ) Sk,

= = (7.51)
e a expresséao da desigualdade residual de entropia

B S8

A gl

j=1 i a

3} 8] G gl am

: L.1}+s+ﬁLl

4

Na equacao (7.48) sera utilizado o coldness [3], [24], [25], este é definido

_|_
L=
|
D |

D |3
=
N——

como o inverso da temperatura absoluta. Esta substituicdo sera feita apenas por
comodidade. Assim, tem-se
1

b=, (7.53)

portanto, a equacéao do fluxo extra de entropia se torna

D= Z{ (ﬂ,u —AZMJ J}gﬂﬁqi, (7.54)

e a nova expressao para a desigualdade residual de entropia é

ZHZ[ [M(Zyawauaza] AWiuizijﬂhi]

+Z£HJZ( ((1 yW,A) 4 — AZ;/a Aa (S — y,WA)MLi}

n n

[/1,T,|_,]+ZH 2q, +Z(T 2(u, —Ainiui))}gi}

i=1 i=1

+ Zn:[(_ gd — Ay W, )Li1]+ s+77L1
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+Z(eﬂ, +(—uﬂ,+AZyJWu ] J+2Lu, (7.55)

Comparando-se a expressao (7.55) ou (7.54) com as expressdes (7.20)
ou (7.13) pode-se inferir que o coldness € o proprio multiplicador de Lagrange de
energia, o qual corresponde ao inverso da temperatura absoluta. Mas, vale ressaltar
gue ha o conceito de coldness proposto por Miller [18], o qual esta relacionado ao
paralelismo do fluxo de calor com o fluxo de entropia. E, segundo Miiller o coldness
é funcéo da derivada temporal da temperatura e do gradiente da temperatura [18].

Ao considerar que o multiplicador de Lagrange de energia ndo seja
funcdo apenas da temperatura, mas seria funcdo também de outras variaveis
independentes, neste caso, poderia ser considerado o coldness proposto por Miiller
[18]. Como aparece na equacao (7.13) o multiplicador de Lagrange de energia é o
fator de proporcionalidade entre o vetor fluxo de calor e o vetor fluxo de entropia.

Na expressdo da desigualdade residual de entropia o gradiente de
velocidade da mistura pode ser substituido pela expresséo abaixo

L= Z[}/, AL, +V, ®W,Ah, +Vv, ® yW,grad(A) ], (7.56)

com esta substituicdo a desigualdade de entropia se torna

5 (S rman - o

+ sz( ,-((1— PRV, =AY W, 2, (6, - 7 W A)DH

i =1 a=1

Zn: [ATL, +ZH 22, +Z(T 2(u, — AyW.u, ))}g}

+ Zn: [(_ giﬂ‘i = Ay W, )Li1]+ S
i=1
+ fji[iniAl_i +V, ®W,Ah, +v, ® yW,grad(A)JL
i=1

+Z{eii, +(—ui/1i + A_Zn:ijjuj/ljj-mi}i[ﬂizm]z 0. (7.57)

i=1
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7.6. Condicdes de equilibrio.

Nos livros didaticos de termodindmica sdo definidos quatro tipos de
equilibrio: térmico, mecanico, de fases e o equilibrio quimico. Estes equilibrios estédo
relacionados a homogeneidade de temperatura, de presséo e de potencial quimico,
respectivamente, para um sistema isolado. Além disso, € definido o equilibrio
termodinamico ou apenas o equilibrio, que € apresentado como sendo o conjunto
dos equilibrios anteriores [13], [22].

Segundo Levine [13], um sistema isolado esta em equilibrio quando suas
propriedades estdo constantes com o tempo. Um sistema n&o isolado esta em
equilibrio quando:

a) Suas propriedades sdo mantidas constantes com o tempo;

b) Se retirado do contato com as redondezas e isolado, suas

propriedades néo se alteram.

Caso valha (a) e ndo (b), o sistema estara em estado estacionario.

Segundo Sonntag et al [23], quando um sistema estiver em equilibrio, ndo
havera nenhuma possibilidade deste efetuar trabalho, se ele for separado do seu
meio. No caso de um sistema em equilibrio ser dividido em subsistemas, todos estes
subsistemas devem estar em equilibrio entre si. Mas, deve ser considerado que, em
sistema nao isolado, por exemplo, no equilibrio pode haver um gradiente de
presséao, devido ao efeito do campo gravitacional.

Analisando estas definicbes deve notar-se que a definicdo de equilibrio
esta condicionada ao tipo de sistema com relacéo ao seu isolamento ou ndo. Assim,
seréo feitas duas condi¢bes de equilibrio:

e Para um sistema isolado, nesse caso, 0 sistema serd homogéneo,
todos os gradientes sado nulos no equilibrio. O sistema é considerado
livre de suprimentos.

e Para um sistema n&o isolado, nesse caso, um ou mais gradiente
podera ser ndo nulo no equilibrio. Por exemplo, o gradiente de
densidade méssica ou de concentracdo pode ser ndo nulo no equilibrio
devido ao efeito do campo gravitacional. O sistema nao sera
considerado livre de suprimentos.

Apesar de apresentar estas duas definicbes de equilibrio, pode haver

outras condi¢cdes ou definicbes de equilibrio. Neste trabalho sera considerada a
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primeira definicdo, a condi¢do de equilibrio para um sistema totalmente isolado, e,
portanto, livre de suprimentos.

A) Condic¢des de Equilibrio para um sistema Isolado

Na determinacdo das condicbes de equilibrio é considerado que o
sistema é isolado, nesse sentido, tem-se a homogeneidade de todos os campos, e,
portanto, todos os gradientes dos campos sdo nulos. Além disso, é considerado o
equilibrio térmico global, homogeneidade térmica espacial e todos os constituintes
com a mesma temperatura.

Com relacao as rea¢fes quimicas, sera considerado que estas continuam

ocorrendo, porém com a mesma velocidade, portanto, 7,=0, para todo i. Portanto,

seja p(x,t) um campo e P(x,t)a propriedade para o sistema, no equilibrio tem-se,

dP

— =0, 7.58
ot (7.58)
dp

=P _p, 7.59
it (7.59)
grad(p) =0. (7.60)
Desta forma as condic6es de equilibrio para todo | sdo

6 =6, (7.61)
grad(6) =g, =0, (7.62)
grad(y;) =h; =0, (7.63)
dy.

—L =0, 7.64
ot (7.64)
u, =0, (7.65)
on| _ 0, (7.66)
0Z |

i ara ze{v,,h rad(v,)} (7.67)
aZaZE_ ! p a’ a’ga’g a " *

B) Diferenciacdo da desigualdade de entropia em funcdo da
velocidade de difusédo do constituinte b para um sistema Isolado.

O objetivo desta diferenciacdo é obter a expressdo para o equilibrio do
vetor producdo de momento linear para cada constituinte'®. Nesta diferenciacéo sera

feita a substituicdo da velocidade do constituinte pela velocidade de difusdo do

16 \er apéndice matematico K
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constituinte somada com a velocidade da mistura e a diferenciacdo sera feita pela
velocidade de difusdo do constituinte. Assim, tem-se

or

=0. 7.68
2 (7.68)

A expressdo do vetor produgdo de momento linear para cada constituinte
no equilibrio é dada por
m, =0. (7.69)

A producéo de momento linear para cada constituinte é nula no equilibrio,
pois o sistema é isolado. Para um sistema néo isolado a producdo de momento
linear de cada constituinte ndo € necessariamente nula no equilibrio, como o
encontrado em Hutter & Wang [11] e Hutter & Jonk [10]. Vale ressaltar que para a
mistura a producdo de momento linear é sempre nula.

C) Diferenciacdao da desigualdade de entropia em funcédo do
gradiente de velocidade do constituinte b para um sistema Isolado.

O objetivo desta diferenciacdo é obter a expressédo para o equilibrio do
tensor tensdo de cada constituinte'’. Nesta diferenciacdo sera feita a substituicéo da
velocidade do constituinte pela velocidade de difusdo do constituinte somada com a
velocidade da mistura e a diferenciacdo serd feita pela velocidade de difusédo

constituinte, tem-se

aa—liE =0. (7.70)

A expressdo para o tensor tensdo de cada constituinte no equilibrio é
dada por
Ty = _(A7bWb779_Eb _ﬂb7bWb)1 =0 (7.71)

Na equacéo (7.71) pode-se notar que o tensor tensdo no equilibrio esta
relacionado ao potencial quimico e a diferencga entre a energia interna do constituinte
e a entropia da mistura multiplicada pela temperatura da mistura. Este termo pode
ser comparado com a energia de Helmholtz [5], ou uma energia de Helmholtz

modificada.

7 \er apéndice matematico L
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D) Diferenciagcdo da desigualdade de entropia em funcao do
gradiente de densidade de quantidade de matéria do constituinte b para um
sistema Isolado.

Esta diferenciacdo é feita, pois a derivada da producdo de entropia em
funcdo das “forgas motoras”, ou seja, dos gradientes e da velocidade de difusdo
devem ser nulos. Portanto, tem-se®®
& o,

ble (7.72)
A expressao obtida com esta diferenciacdo esta abaixo (1€ o tensor unidade de
segunda ordem)

A __0dgrad(A)
7o oh,

(7.73)
Esta expressdo indica que a relacdo entre o inverso da densidade massica da
mistura e a densidade de quantidade de matéria do constituinte b € o simétrico da
derivada do gradiente do inverso da densidade massica da mistura em relacdo ao
gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte b .

E) Diferenciacdo da desigualdade de entropia em funcdo do
gradiente de temperatura do constituinte b para um sistema Isolado.

Esta diferenciacéo é feita para a obtencao da expressao do fluxo de calor

no equilibrio™, tem-se

or =0, (7.74)
gb E
g, =0. (7.75)

Portanto, no equilibrio o fluxo de calor de cada constituinte € nulo.

Com relagéo ao termo de producéo de energia do constituinte 1 este sera
nulo, pois como a condi¢do de equilibrio € para um sistema isolado, a producédo de
energia de cada constituinte € nula,

e, =0. (7.76)
Vale ressaltar que o termo de producdo de energia de cada constituinte

para uma mistura com uma unica temperatura ndo aparece, pois para a mistura este

18 \Ver Apéndice Matemético M
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7

termo € nulo. Mas, para misturas com mdltiplas temperaturas este termo esta
presente e € constitutivo [3], [4].

A equacao (7.77) é uma equacao analoga a utilizada para a determinacao
do equilibrio quimico [17], [23] mas, nesta expressdo ha a temperatura de cada
constituinte, pois o sistema é considerado com mdltiplas temperaturas.
Considerando que no equilibrio todos os constituintes terdo a mesma temperatura
entdo a equacado (7.77) se torna a equacdo presente nos livros classicos de

termodinamica.
3 [ulof]=o, (7.77)
i=1

F) Condicdes de equilibrio para o sistema todo.

Para a determinacdo do estado de equilibrio para o sistema como um
todo serd utilizada a quantidade de matéria do sistema ou a quantidade de matéria
do constituinte. A utilizacdo da quantidade de matéria se torna interessante para um

sistema reacional, pois a quantidade de matéria ndo necessariamente se conserva.
Seja N(t) a quantidade de matéria do sistema no instante t e seja N;(t)

a quantidade de matéria do constituinte I no instante t, tem-se

N =, 7V, (5.2)
N(t) = Z N, (t). (5.4)

Seja Uy a soma dos coeficientes estequiométricos dos reagentes de uma reacao
guimica. Seja Up a soma dos coeficientes estequiométricos dos produtos da mesma

reacdo quimica. Se Uy for maior que Up, durante o processo a quantidade de

matéria do sistema diminui, caso seja o contrario a quantidade de matéria do
sistema aumenta, e se forem iguais a quantidade de matéria do sistema fica
constante.

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para a quantidade de matéria de
um constituinte. Se o constituinte for reagente a quantidade de matéria diminui, se
for produto a quantidade de matéria aumenta. No caso de um sistema com mais de
uma reacao quimica deve-se fazer o balanco para todas as reacoes.

Mas, no equilibrio quimico, todas as reacdes ocorrem com a mesma

velocidade, portanto, a variagcdo da quantidade de matéria do sistema e para cada
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7

constituinte é nula. Assim, tem-se as seguintes condi¢cdes de equilibrio para o

sistema como um todo:

dN

dN _ o 7.78
i (7.78)
% -0. (para todo i) (7.79)

A energia interna e a entropia do sistema também n&o se conservam, mas
no equilibrio as derivadas temporais destas propriedades devem ser nulas. Isto se
justifica porque a entropia e a energia interna sao funcées da composi¢cao quimica
do sistema e de outras grandezas que, assim como a mencionada composi¢ao, no

equilibrio sdo constantes.

7.7. Equacdes constitutivas.

As variaveis constitutivas dependentes sao funcbes das variaveis

constitutivas independentes. As variaveis constitutivas independentes séo 6., campo
temperatura do constituinte i, grad(€) =g,, gradiente de temperatura do constituinte
i, 7, campo densidade de quantidade de matéria do constituinte i, grad(y;)=h,,
gradiente da densidade de quantidade de matéria do constituinte i, u,, velocidade
de difusdo do constituinte i e grad(u;,) =U,, gradiente de velocidade de difuséo do

constituinte i. Portanto, sendo y uma variavel independente, tem-se

ye{giiyﬂui’gi’hﬂui}'

As varidveis constitutivas dependentes sdo o tensor de Cauchy, a
densidade de fluxo de calor, 0 campo energia interna molar, 0 campo entropia molar,
a densidade de fluxo de entropia e a concentracdo molar de produgcdo de matéria
para cada constituinte. Assim, as relacfes constitutivas serdo formuladas para

CE{Tiaqi’gi’n'q)’fi’mi’ei}-

Para escrever as relagcfes constitutivas deve-se considerar os resultados
obtidos nos itens 7.1 a 7.6 e observar as variaveis constitutivas independentes na
desigualdade de entropia resultante.

A partir destas relagcbes tem-se

£@,7.u,), para i =123,...,n.

g

7=1(6.7) para i=123,...,n.
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q; :qi(gi)1

m; :mi(hi’Ui)’
€ :ei(gi)i

T =-I_i(hi’Ui’ui)'

O vetor fluxo extra de entropia € nulo devido a simetria do sistema [10],
[11], assim, o fluxo de entropia pode ser escrito em funcdo do tensor tenséo e do
fluxo de calor.

A escolha das variaveis independentes foi feita a partir das variaveis
independentes que estdo presentes na expressao da desigualdade residual de
entropia. Nesta expressdo estdo presentes os gradientes de velocidade, de
temperatura e de densidade de quantidade de matéria e a velocidade de difuséo.

Com relacédo ao fluxo de calor foi considerado que este segue a lei de
Fourier, além disso, que as variaveis constitutivas dependentes que séo vetoriais e
tensoriais sdo funcdes apenas das varidveis constitutivas independentes que séo
vetoriais e tensoriais.

Utilizando as representacdes de funcdes isotropicas [14] tem-se

n=ao+al, (7.80)
g =af +ai+aiu,-u, (7.81)
q, =a/9;, (7.82)
g =ah+a50,-0;, (7.83)
m, =, +azUh, + a5 (U,U)h,, (7.84)
T =a; +ag;(h, ®U,u;) + a5 (Uu, ®h,) +a, (Uh, ®u,) + (U, ®U,h,). (7.85)

Vale ressaltar que o tensor tensao poderia ser funcdo de outras variaveis,
por exemplo, se fosse um fluido de Darcy [10], ou um fluido de Stokes [10]. A
escolha das variaveis independentes foi conforme os gradientes que ficaram na

desigualdade de entropia.
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8. Interpretacdo dos multiplicadores de Lagrange.

A discusséo do significado fisico dos multiplicadores de Lagrange sera
feita utilizando as equacdes de (7.43) a (7.48), equacOes obtidas na secdo 7.4.

Estas equacGes sdo apresentadas a seguir

477 = Y AE + DNy, + 3 (AW, (7.43)
On | _

(a_EJ A (7.44)

A = % (7.45)

[@] _nh (7.46)
07 6,

[LJ A, (7.47)
oW,7v;)
v _ _ﬁ n 71Wjuj

Al = 7 +A; 5 (7.48)

Vale ressaltar que estas equacdes foram obtidas para um sistema com
multiplas temperaturas, reacdo quimica, difusdo, considerando o campo densidade
de quantidade de matéria e para o conjunto de variaveis independentes
consideradas. Além disso, foi considerado que o multiplicador de Lagrange de
energia interna do constituinte 1 é funcéo apenas da temperatura do constituinte 1 .

A partir da equacéo (7.43) obtém-se as equacoes (7.44), (7.46) e (7.47),
este conjunto de equacOes € utilizado para a obtencdo do significado fisico dos
multiplicadores de Lagrange. A partir da (7.44) conclui-se que o multiplicador de
energia interna do constituinte 1 relaciona a variacdo de entropia do sistema com a
variacdo da energia interna do constituinte 1, ou seja, a influéncia da variacdo da
energia interna do constituinte 1 na entropia do sistema.

Além disso, comparando-se esta equacao com a equacao (3.7), definicdo
de temperatura, pode-se inferir que o multiplicador de Lagrange de energia interna
do constituinte I corresponde ao inverso da temperatura absoluta do constituinte 1 .

No caso do multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de

matéria, este mostra a relacdo entre a variacdo da entropia do sistema com a
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variagdo da densidade de quantidade de matéria do constituinte i. Assim, este
multiplicador de Lagrange ilustra a influéncia da variagdo da composicéo quimica na
entropia do sistema. Portanto, este multiplicador de Lagrange para o constituinte |
corresponde a um potencial quimico da entropia, ou seja, € dado pela relacéo entre
o potencial quimico do constituinte i e a temperatura do constituinte 1 .

E, o multiplicador de Lagrange de momento linear relaciona a variagéo de
entropia do sistema com a variacdo da densidade de momento linear do constituinte
| . Portanto, este multiplicador de Lagrange ilustra como a variacdo do momento
linear do constituinte I influéncia a entropia do sistema. A equacédo (7.43) mostra
que o momento linear é funcao da composi¢do quimica ou densidade de quantidade
de matéria e da velocidade do constituinte 1. Portanto, pode-se concluir que o
multiplicador de Lagrange de momento linear mostra como a variacdo da
composicdo e da velocidade do constituinte pode afetar a variacdo de entropia da
mistura, ou seja, como a difusdo afeta a entropia.

Vale ressaltar que o multiplicador de momento linear € considerado em
misturas nas quais a dindmica da mistura ndo é dada pela dindmica de um unico
constituinte ou misturas nas quais haja difusdo. No caso em que a dinamica da
mistura € dada pela dindmica de um Unico constituinte ou em misturas nas quais nao
ha difusdo o valor deste multiplicador de Lagrange é zero.

Tanto a energia interna quanto o potencial quimico podem ser divididos
em duas parcelas, uma parcela chamada de inner e outra parcela referente a
energia cinética de difusdo. A parcela chamada de inner é funcdo da temperatura e
da composi¢do quimica. Portanto, para uma mistura sem difusdo os multiplicadores
de Lagrange de energia e de densidade de quantidade de matéria estariam
relacionados apenas ao inner.

Considerando que o sistema em questao estivesse em equilibrio térmico

local [6] e fosse utilizado o campo densidade massica, a equacéo (7.43) tornar-se-ia
dij = A°dE + > (A)dp, + Y (A)d (o). (8.1)
i=1 i=1

Esta equacdo é analoga a obtida por Hutter & Jonk [10]. E, a equacédo

(7.48) tornar-se-ia

u.
Al =-ANu, =-——-. 8.2
=AU = ©.2)



71

Portanto, ao considerar mdultiplas obtém-se resultados analogos ao
considerar um Unico campo temperatura. Que sdo 0s resultados presentes nos
trabalhos de termodinamicas dos meios continuos.

Os multiplicadores de Lagrange sdo grandezas constitutivas, ou seja, a
sua forma depende do meio, isto fica evidenciado pela diferenca na expressédo dos
multiplicadores obtidos com multiplas temperaturas e os multiplicadores obtidos com
um unico campo temperatura. Mas, vale salientar que o significado fisico dos
multiplicadores independe do tipo do meio, a sua expressao pode ser diferente, mas
0 seu significado fisico € o mesmo.

Assim, a partir da andlise das equacdes (7.44) a (7.48), o multiplicador de
Lagrange de energia corresponde a variacdo da entropia em funcédo da variacdo da
energia interna. O multiplicador de densidade massica corresponde como a variagao
da densidade do constituinte i afeta a entropia. E, o multiplicador de momento linear
ilustra como a variagdo do momento linear influéncia a entropia. E importante ter
claro que mesmo para um conjunto de variaveis independentes ha uma equivaléncia
entre os multiplicadores de Lagrange ou ha multiplicadores de Lagrange
equivalentes, pois as equacdes de balan¢co ndo serdo necessariamente as mesmas.

Além disso, analisando a equacéo (7.13) e considerando o vetor fluxo

extra de entropia nulo, tem-se:
®=->TA +D Aq. (8.3)
i=1 i=1

Analisando esta equacéo, pode-se verificar que o multiplicador de Lagrange de
energia € a grandeza de proporcionalidade entre o fluxo de calor e o fluxo de

entropia e o multiplicador de Lagrange de momento linear € a grandeza de

proporcionalidade entre o tensor tensao e o fluxo de entropia.
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9. Concluséo

O objetivo deste trabalho € discutir o significado fisico dos multiplicadores
de Lagrange e modelar um meio continuo reacional com difusdo e com mudltiplas
temperaturas, utilizando o campo densidade de quantidade de matéria ao invés do
campo densidade massica. Nesse meio reacional hd m reacdes quimicas e n
constituintes. Para isso foi utilizado os conceitos da termodindmica dos meios
continuos, e o método dos multiplicadores de Lagrange de Liu [15].

Na termodinamica dos meios continuos para a descricdo de um sistema
utiliza-se as leis gerais da mecanica (balanco de massa, balanco de momento linear,
balanco de momento angular e o balanco de energia), o balanco de entropia e as
equacdes constitutivas referentes ao sistema.

A utilizacdo do balanco de quantidade de matéria, neste trabalho, é feita
com o intuito de descrever melhor um meio reacional e de aproximar esta teoria
desenvolvida por matematicos e engenheiros aos quimicos. Mas vale ressaltar que a
guantidade de matéria de um sistema, mesmo que fechado, ndo necessariamente se
conserva. Portanto, ao comparar os resultados neste trabalho deve haver alguma
diferenca com os resultados obtidos nos trabalhos tradicionais (trabalhos que
utilizam o campo densidade massica). Esta diferenca ocorre, pois ha termos novos
gue surgem como consequéncia do balanco de densidade de quantidade de matéria
nao ser necessariamente nulo.

Os balancos (leis gerais da mecanica e o balan¢o de entropia) podem ser
feitos para cada constituinte da mistura ou para a mistura como um todo. Devido as
caracteristicas deste sistema o balanco de entropia é feito para a mistura e 0s
demais balancos (momento linear, energia e quantidade de matéria) sdo feitos para
cada constituinte, e o balanco para a mistura é o somatorio dos balancos de cada
constituinte.

Vale ressaltar que poderia ter sido feita uma opc¢éo de fazer todos os
balancos para cada constituinte [1], [6], mas nesse caso, deve-se ficar atento para
nao definir a producédo de entropia ndo negativa para cada constituinte [6]. Neste
trabalho foi assumido que a producado de entropia da mistura € ndo negativa, como
postulado por Truesdell [24], [25].

Nos trabalhos de Bowen [3], [4] sdo consideradas misturas com mdultiplas

temperaturas e o autor considera que o fluxo de calor da mistura é dado pelo
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somatorio do fluxo de calor de cada constituinte dividido pela temperatura absoluta
de cada constituinte. Como neste trabalho é utilizado o método dos multiplicadores
de Lagrange [15] e o fluxo de entropia ndo € considerado paralelo ao fluxo de calor a
priori [18], [19]. Assim, considera-se que o somatério do produto entre o fluxo de
calor e multiplicador de Lagrange de energia é o equivalente a este termo para a
mistura. O mesmo vale para a densidade de energia interna e os demais campos.

Ao trabalhar com um meio com mudltiplas temperaturas é considerado que
a temperatura € um campo especifico de cada constituinte, portanto, ao fazer a
mistura, ou seja, quando todos o0s constituintes sédo agrupados estes podem ter
temperaturas diferentes e o equilibrio térmico da mistura ndo serd atingido
instantaneamente. Assim, ha um campo temperatura e um campo gradiente de
temperatura para cada constituinte da mistura. Mas, isto ndo exclui a possibilidade
do equilibrio térmico local [6], e, neste caso haveria um Unico campo temperatura,
mas que nao significa homogeneidade térmica no sistema.

Os trabalhos com multiplas temperaturas [1], [3], [4], [6], [22] n&o
apresentam um desenvolvimento com os multiplicadores de Lagrange, estes
trabalhos foram feitos antes do desenvolvimento deste método [3], [4], [6]. Nesse
sentido, os resultados obtidos neste trabalho poderédo ser um pouco diferentes dos
resultados obtidos em outros trabalhos para misturas [10], [20], pois estes trabalhos
consideram um Unico campo temperatura.

No desenvolvimento deste trabalho foi considerado que o multiplicador de
Lagrange de energia é funcdo apenas da temperatura. Como consequéncia desta
consideracao tem-se que a densidade de entropia, a densidade de energia interna e
os multiplicadores de Lagrange nao sédo funcdo de nenhum dos gradientes
escolhidos como variaveis independentes e todos estes sédo funcdo da temperatura.
Assim, pode-se considerar que o multiplicador de Lagrange de energia seja funcéo
de outras variaveis, como o gradiente de temperatura ou a derivada temporal da
temperatura. Fazendo-se esta opcao ter-se-a que a densidade de energia interna, a
densidade de entropia e os demais multiplicadores de Lagrange também sejam
funcdo do gradiente de temperatura e da derivada temporal da temperatura. Mas,
esta opcao pode dificultar o problema de modelagem e fazer com que nado tenha
uma solugdo matematica para o sistema, pois nesse caso havera um niumero muito

grande de variaveis. Além disso, considerar que o multiplicador de Lagrange de
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energia é funcdo apenas da temperatura também esta relacionado com o fato do
fluxo extra de entropia ser nulo.

A partir da equacdo diferencial de entropia, a equacdo (7.43), as
definicbes para cada um dos multiplicadores de Lagrange podem ser obtidas. As

relacbes estéo abaixo:

077 = 3 K07 + 3 ()7, + (AN Worvy), (7.43)
on | _ \e

(agJ A (7.44)
o1

A=y (7.45)
877 Vo i

(57.] Ay (749

(i} _ A, (7.47)
oW7:v;)

7W u;

AZ

Estas relagbes mateméaticas sao as definicbes dos multiplicadores de

(7.48)

Lagrange. Caso o sistema considerado fosse uma mistura com um Unico campo
temperatura, o multiplicador de Lagrange de energia seria o inverso da temperatura
absoluta da mistura. O multiplicador de Lagrange de momento linear para cada
constituinte seria o reciproco do produto entre o inverso da temperatura e a
velocidade de difusdo do constituinte e o multiplicador de Lagrange da densidade de
guantidade de matéria de cada constituinte seria o potencial quimico do respectivo
constituinte multiplicado pelo inverso da temperatura.

Os resultados obtidos pelas equacbes de (7.44) a (7.48) mostram
resultados muito proximos a estes. No caso do multiplicador de Lagrange de energia
do constituinte é o inverso da temperatura absoluta do constituinte. O multiplicador
de Lagrange de momento linear tem um termo relacionado a composi¢cao quimica,
termo este que existe apenas pelo fato da mistura ter maltiplas temperaturas. Ainda,
o multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria do constituinte
€ o potencial quimico do constituinte dividido pela temperatura do respectivo

constituinte. Vale ressaltar que o potencial quimico tem dois termos um relacionado
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a energia cinética de difusdo e outro chamado de inner, que esta relacionado a
composicdo quimica e a temperatura.

Assim, o multiplicador de Lagrange de energia estad relacionado a
variacdo da densidade entropia do sistema com a variacdo da energia interna do
constituinte. O multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria
esta relacionado a variacdo da entropia com a variagdo da composi¢cdo quimica do
sistema e o multiplicador de Lagrange de momento linear esta relacionado com a
variacdo da entropia do sistema e a variacdo do momento linear do constituinte.

Considerando que o termo potencial se refere a um campo cujo gradiente
determina se ha ou néo fluxo, entdo nesse caso a temperatura, a concentracao e o
potencial quimico seriam chamados de potenciais. Os multiplicadores ndo seriam
potenciais propriamente ditos, mas estdo relacionados a potenciais. O multiplicador
de Lagrange de energia € funcdo do inverso da temperatura. O multiplicador de
Lagrange de momento linear é funcéo do produto entre o inverso da temperatura e a
velocidade de difusdo. O multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de
matéria € funcdo do potencial quimico. Portanto, todos os multiplicadores séo
campos, pois seus valores dependem da posicdo e do tempo. Além disso, os
multiplicadores podem ser utilizados para a determinagdo do estado de equilibrio,
pois no equilibrio seu gradiente € nulo, exceto para o multiplicador de Lagrange de
momento linear que no equilibrio é nulo.

Portanto, independente da escolha das varidveis independentes e se o
sistema tem ou ndo multiplas temperaturas, os multiplicadores de Lagrange sao
campos constitutivos que podem funcionar como potenciais. Mas, vale ressaltar que
a escolha, se o multiplicador de Lagrange de energia é apenas funcdo da
temperatura ou néo, ira alterar a funcdo constitutiva dos demais multiplicadores de
Lagrange.

O fluxo extra de entropia pode mostrar se o fluxo de calor € ou néo
paralelo ao fluxo de entropia. Para o sistema escolhido a expressao do fluxo extra de

entropia obtida foi

n ) " v\W.U. n
k=@-|T| - ay 700 ||y Lg (7.50)
i=L 0, = 0, iz 0

Sendo o fluxo extra de entropia nulo, tem-se
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‘D—i{ﬁ[—ﬁﬂiwjriiq“ (7.51)
i=1 ‘9| j=1 9; i=1 9.
portanto, o fluxo de calor e o fluxo de entropia ndo séo paralelos. Além disso, esta
expressao (7.51) mostra que o fluxo de entropia depende da velocidade de difusao,
do tensor tensado, da temperatura e do fluxo de calor.

Assim, o fluxo de entropia tem uma parcela referente ao fluxo de calor e
outra parcela referente ao tensor tensdo e a velocidade de difusdo. Esta parcela do
tensor poderia ser substituida pelo potencial quimico [25] considerando que h&d uma
relacdo entre o tensor tensdo e o potencial quimico ou o tensor potencial quimico
como é chamado por Truesdell [25]. Portanto, ha duas parcelas do fluxo de entropia,
uma referente ao fluxo de calor e outra referente a difuséo ou a velocidade de
difuséo.

Porém considerando que o sistema tem um Unico campo temperatura

tem-se

(D:%{zn:-riui"'_zn:%} (9.1)

a expressao (9.1) corresponde ao fluxo de entropia para um sistema com uma Unica
temperatura. Vale ressaltar que para sistemas com uma Unica temperatura, ao
escrever os balancos para a mistura, a expresséo do fluxo de calor da mistura nao
corresponde apenas a soma do fluxo de calor de cada constituinte, ver secédo 4.6
equacao (4.31).

Portanto, considerando multiplas temperaturas ou um U(nico campo
temperatura, a expressao do fluxo de entropia € analoga, e difere quanto a presenca
de um termo que tem a velocidade de difusdo e o campo densidade de quantidade
de matéria. Mas, de qualquer forma mostra a dependéncia do fluxo de entropia com
a difuséo e o fluxo de calor.

A desigualdade de entropia ou a expressdao da producdo residual de

entropia, equacao (7.57) esta abaixo

S]slonigomea s

n

+ HZ[T, ((1— PN R)Z, =AY 7. W, 2, (8, ~ 7 W, A)D}Li}

i=1 j=1
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n

ST H /Izq,+Z(T 2(u —Ainiui))}gi}

i=1 i=

n

+ 284 - Ay WL ]+ s

1]
iN

ﬁzn:[yw AL, +V, ®W,Ah, + v, ® yW.grad(A)}L

i=1

+Z(eiﬂ,, { +AZJ/JWU ) J+2Lu, (7.57)

=1

S

Esta expressdo mostra que a producdo de entropia da mistura é funcao
do gradiente de temperatura, do gradiente de velocidade de difusdo, do gradiente de
quantidade de matéria, da producdo de quantidade de matéria de cada constituinte
devido a reacdo quimica, da producdo de energia de cada constituinte e da
producdo de momento linear de cada constituinte.

Nesta expressao esta contido também o carater constitutivo do meio, pois
0 tensor tensdo, a producdo de momento linear e de energia sao grandezas
constitutivas dependentes e a sua forma depende da constitutividade do meio.
Assim, a expressao (7.57), que corresponde a expressdo de desigualdade de
entropia, também € uma funcao constitutiva do meio.

Além disso, na expressao (7.57), vale ressaltar que a presenca da
densidade de energia interna e da densidade de entropia ocorre pelo fato do
multiplicador de Lagrange de momento linear ndo ser nulo. Vale ressaltar que em
outros trabalhos de mistura [10], na expressdo da desigualdade, também ha a
presenca da energia interna e da entropia, mas sao relacionadas e substituidas pela
energia de Helmholtz. No caso dos trabalhos de Bowen [3], [4] ocorre a substituicdo
por uma funcdo de Massieu. Vale ressaltar que o fato de se utilizar a densidade de
guantidade de matéria e mdltiplas temperaturas faz com que na desigualdade
residual de entropia tenha termos que ndo aparecam em outros trabalhos.

Nas condic¢des de equilibrio foi considerado que o sistema esta isolado e,
portanto, no equilibrio todos os gradientes sdo nulos e todas as grandezas
intensivas estdo espacialmente homogéneas, mas foi considerado que as reacdes
guimicas ndo cessaram. Estas consideracdes de equilibrio ttm como consequéncia
que a producdo de momento linear e de energia de cada constituinte sejam nulas.
Caso no equilibrio o sistema néo fosse considerado isolado, todos os gradientes ndo

sdo necessariamente nulos e a produgdao de momento linear ou de energia para os
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constituintes no equilibrio pode ndo ser nula, mas ressaltando que para a mistura as

producdes de energia ou de momento linear sédo nulos.
No caso do termo 7;, no equilibrio este € nulo, apesar de ndo ser
considerado que as reac¢des quimicas cessaram. Vale lembrar que o termo 7, € o

balanco liquido do constituinte 1, portanto, ndo esta vinculado apenas a uma reacao,
mas a todas as reacdes que o constituinte participa. Assim, no equilibrio este termo
€ nulo, pois todas as reacfes estdo com a mesma velocidade e o balanco liquido do
constituinte & nulo.

Com relagdo ao tensor tensdo, no equilibrio, normalmente ele €
considerado como a pressdo, mas isso ocorre quando se utiliza a densidade
massica como variavel independente. Neste trabalho nao foi utilizada a densidade
massica como variavel independente, e pode-se verificar que o termo de equilibrio
ndo € a pressdo, mas um termo muito semelhante ao da energia livre ou um
potencial. A expressao obtida de uma certa forma se assemelha a expressédo do
tensor potencial quimico de Truesdell [25].

Na maior parte dos trabalhos de mecéanica ou termodindmica dos meios
continuos utiliza-se o campo densidade méssica e é considerado um Unico campo
temperatura. Neste trabalho fez-se a opcdo de se trabalhar com multiplas
temperaturas e se utilizar a quantidade de matéria ao invés da massa. Estas
escolhas trouxeram resultados um pouco diferentes do que se encontra na literatura
para os multiplicadores de Lagrange, pois ha uma diferenca no tratamento
matematico. Além disso, traz uma diferenca para o tensor tensdo, pois este é
considerado como a pressao devido ao diferencial do inverso da densidade e ao
utilizar campo densidade de quantidade de matéria ndo ha este diferencial, e,
portanto, ndo ha mais o termo referente a presséo.

O diferencial de entropia é composto por trés termos, um termo referente
a energia interna de cada constituinte, um segundo termo referente a densidade de
guantidade de matéria de cada constituinte e o terceiro referente a0 momento linear
de cada constituinte.

Para estabelecer o critério de equilibrio para o sistema como um todo
pode ser utilizada a funcédo availability [14], esta funcdo € uma funcéo temporal e
deve ser sempre decrescente, ou seja, a sua derivada temporal deve ser negativa e

no equilibrio deve ser nula. Como neste trabalho foi utilizado o campo densidade de
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quantidade de matéria, pode-se utilizar a funcdo quantidade de matéria do

constituinte i, N,(t), desde que esta fungéo tenha derivada menor ou igual a zero.

Isto pode ser feito, pois para um sistema com reacdo quimica, a quantidade de
matéria dos constituintes, que participam de pelo menos uma reacao quimica, nao
necessariamente se conserva.

A opcéao de se utilizar a densidade de quantidade de matéria foi feita para
mostrar que a termodindmica dos meios continuos pode ser utilizada por quimicos.
Isto permite descrever sistemas quimicos nos quais as propriedades sédo funcéo da
posicdo e do tempo. Como exemplo, este tipo de modelo poderia ser utilizado para
descrever a composi¢cao do ozénio em funcao da altitude (posicdo) e em funcéo da

hora do dia (tempo). Este é um sistema com reacgdo quimica e difuséo.
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Apéndice

Apéndice A — Equacéo de transporte de Reynolds.

Neste apéndice serd apresentada a equacao de transporte de Reynolds,
que apoOs um tratamento matematico se torna as equagdes de balanco. As equacdes
de transporte sao utilizadas para um volume de controle (volume constante e massa

variavel) e as equacdes de balanco sdo utilizadas para um sistema fechado (massa

constante).
Sendo ¥ a densidade de uma propriedade em uma regido de volume

V(t) e superficie oV (t), tem-se

d 0
aj‘vl/}dv :J‘VEWdV * )y Wne

Utilizando a definicdo, tem-se

d ar

Slvav =timl [ yctemav - w(xav |
h—0

d ar

Ejv pdV =lim— fomptemav = ypoetehdy + [ p(xtrh)dv - jv(t)y/(x,t)dv}
h—0

d a1 oy

Ejv pdV = lim ol .[V(Hh)_v(t)w(x,t +h)dV + J'V(t)EdV}

h—0

1 1
lim E[ [ g 06T+ h)dv} — lim F[ [ v o0t h)un(x,t)hdv} = [y ¥ (DU, DAV,

h—0 h—0

Logo,
d [ Oy
aj‘vl/}dv _J‘vEdV * )y Wne

Apéndice B — Equacfes de balanco.

Para a obtencéo das equacdes de balanco da secéo 4.2 foram utilizadas
as seguintes relacdes matematicas:
a) Tem-se, para Z escalar e Vv vetor, representando produto interno (ou

escalar) por“-“, tem-se

1. div(zv) =grad(z)- v+ zdiv(v)

e, se v= % sendo x = x(t) o vetor posicao, t o escalar tempo e z = z(x,t),
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dz oz
— =—+grad(z)-v.
q o F9rad@)

Logo, por (1) e (2),

3. % +div(zv) = % + zdiv(Vv).

b) Para z escalar, u e v vetores, representando produto tensorial por “® ” e
interno (ou escalar) por “ - “, tem-se
4. div(u®v)=(grad(u))v +udiv(v)

5. grad(zv) =zgrad(v) + v ® grad(z).
Logo, se U=12V, por (4) e (5),
6. div(zv®v)=[zgrad(v)+ v ® grad(z)]v + zvdiv(v).
c) Para trés vetores u, v e w, pertencendo v e W ao mesmo espaco
vetorial, tem-se a definicdo de produto tensorial
7. (UAW)V=(W-V)u.
Logo, fazendo u=v, w=grad(z) e substituindo (7) no segundo membro de (6), tem-
se
8. div(zv®v) = zgrad(v)v +[v-grad(z) + zdiv(v)]v.
d) Obtencéo das equacdes de balanco para um sistema formado por um
anico constituinte.
Para a obtencéo destas equacdes foi feita a substituicdo dos campos nas
equacdes de (4.3) a (4.6). Nesta secdo sera mostrado como a equacéao de balanco
de derivada total pode ser obtida a partir da equacéo de balanco de derivada parcial.

A seguir esta a demonstracdo da obtencéo das equacdes de balanco

utilizando o campo densidade massica.

a) Balanco de Massa

op .
— +div =0
g (pv)

%” 4 grad(p)-v + pdiv(v) =0

{%’H (grad(p))-v}r Adiv(v) =0
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z—f+pdiv(v) =0.

b) Balangco de Momento Linear

% +div(ov ® V) —div(T) — pf =0

% +(grad(ov)) - v + pvdiv(v) —div(T) — pof =0

{a(pv)
ot

+(grad(pv))- v} + pvdiv(v) — div(T) — of =0

% + pvdiv(v) —div(T) — of =0.

c) Balanco de Momento Angular

%_Fdiv[(xx[)\/) ®Vv]-div(xxT)—(xx pf) =0

a(x;p\,_) +(grad(xx pv)) - v+ (xx pv)div(v) — div(xx T) = (xx pf ) = 0
waxp\/)div(v) —div(xxT)—(xx pf) =0

d) Balanco de Energia Total

G[EpV'VerE)

- +div[[%pv-v+p§jv —div(Tv) +div(q) — pof -v—pFr =0
1 _
0| —pV-V+ pg -
(2 ) 1 _ 1 N
p + grad Epv-v+pg “V+ Epv-v+pg div(v)

—div(Tv) +div(q) — pf -v—pFr =0

1 _
d(zpv~v+pgj
dt

+ [%pv V+ péjdiv(v) —div(Tv) +div(q) — pf - v— pof =0.

e) Balanco de Energia Interna
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O balanco de Energia Interna é obtido a partir da subtracdo entre o
balanco de energia total e o balan¢o de energia cinética.

Balanco de Energia Cinética

A expressao do balanco de energia cinética por meio do produto interno
entre o balango de momento linear e a velocidade

( (£V)+pvd|v(v) div(T) - pfj v=0

(d(pv)

o jv+pvd|v(v) v—div(T)-v—pf-v=0

d(zpv ' VJ 1
— div{(zpv : vjv} —div(Tv) — pf -v—T-grad(v) =0.
Subtraindo esta Ultima expressao da expresséo da energia total, tem-se

ol
d E,av~v+,og

~ +(§pv~v+p§jdiv(v)—div(Tv)+div(q)—pf~v—pF—

i)

" +div{(%pv-vjv}—div(Tv)—pf-v+T-grad(v) =0

d(pz)

o + pediv(v) + div(q) — pr — T - grad(v) =0.

f) Balanco de Entropia

(gtn)+d|v(pnv)+d|v((1)) pPO=T

a(,gtﬁ)+grad(p77) v+ pndiv(v) +div(®)—po=x

d(pn7)

pm + pndiv(v) +div(®) — po = 7.

Apéndice C — Simetria do tensor de Cauchy.

Neste apéndice serd mostrado que a partir do balanco de momento

angular pode-se mostrar que o tensor de Cauchy € simétrico. Considere a equacao
abaixo
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%Hxxm)div(v) —div(xxT)—(xx pf) =0
(XXp)g—\t/+(x>< )%—’to+—(xpv)+(xxpv)dlv(v) div(xxT)—(xx pf) =0

(XXp)—+(XxV)|: it +pd|v(v)]+—(xpv) div(xxT) —(Xx of) =0,
Utilizando-se a identidade,

div(xxT)=xxdiv(T)+T' =T
(x><,o)((jj—\t/+p(v><v)—x><div(T)—TT +T—(xxpf)=0
x><(,o(3—\t/—div(T)—pf)—TT +T=0

T =T.

Apéndice D — Suprimento de energia interna.

Utilizando a equacéo de balanco de energia interna (equacéo (4.14))

d(pz)
dt

comparando esta expressao com a equacéo (4.2) que esta descrita abaixo,

+ péediv(v) +div(q) — por — T-grad(v) =0,

(jj—li/ +wdiv(v) = div(@) +J +¢,

tem-se,
Y =pe
¢=-q

o =-T-grad(v)+ or

c=0.
Portanto, no suprimento de energia interna ha um termo que é o produto do tensor

tensdo com o gradiente de velocidade.
Apéndice E — Equacdes de balan¢o para uma mistura.

Nessa sec¢do sera feita a demonstracdo da obtencdo das equagfes de
balanco para a mistura apresentadas na secao 4.6.
a) Balanco de Massa

Para os constituintes:

op; .
—+div(pv;)—c, =0.
p (pvi)—¢
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Para a mistura:

n

> B> div(ov) - Yc =0

i=1

op .
L +div =0
g (pv) |

b) Balanco de Momento Linear

Para os constituintes:

a(?tv—i) +div(pv; ® v;) —div(T) - pf, —m; =0
Para a mistura:

> A0S div(ay, ©v) -3 dv(T) - Y pf - Y m, =0

%+idiv(m (V+U) B(v+u) - D div(T) - Y pf, =0

%+div(p\/®v)—idiv(ﬂ —pu, ®u)—pf =0

i=1

% +div(pv ® v) —div(T) — pof =0.

c) Balanco de Energia Interna
O balanco de energia interna da mistura é obtido a partir do balanco de

energia total da mistura subtraido do balanco de energia cinética da mistura.
Para os constituintes:
a(;pivi Vi +,0i§i|)
ot

Para a mistura:

+div{(%pivi Vi +pi‘§_'iljvij|_div(-rivi) +div(q,) —& —pv; -f - pT, =0,
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n

62(;,@ (U +Vv)-(u; +Vv) + pigilj
ot

+div{zn:(%pi (U, +Vv)-(u; +V) +pi5ilj(ui +V)}

i=1

()T, ) 0V a) - e - D (s +)-F) - D (o) =0

Z( V- v+§tp.u. u; + o, .)eriv{zn:( . ,o,u, . ,j }

i=1

=]

—div(Tv) + dlv(z - Tu; +(%piui U, +Pi5i' juiD —pv-f—zn:(piui fl +pT)=0

i=1
el
0 Epv-v+pg
ot

+ leKl V- v+pg) } div(Tv) +div(q)— pv-f — pr =0.

Equacdo de balanco de energia cinética da mistura é obtido de forma
analoga. Portanto, o balanco de energia interna para mistura € dado pela expressao

abaixo,
% + diV[(PE)V]—-F grad(v) +div(q) — or =0.

d) Balanco de Entropia

Para os constituintes:

HER) 1 div(pv) + div(®) - o = 7,
Para a mistura:

i@ + idiv(pﬁivi) + idiV(‘Di) —i(pﬂi) - i”i

@ + Zn:div(piﬁi(v +U,))+ Zn:div(d)i) - Zn:(piai) = _Zn:m

a(gtﬁ) +div(pnv) + ZdiV((I)i +pn)—po=r1.
i1
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Apéndice F — Equacao de balanco para uma mistura com o campo de
densidade de quantidade de matéria.

A seguir esta a demonstracdo da obtencdo das equacdes de balanco da
secdo 5.1, as quais séao feitas com o campo densidade de quantidade de matéria.

a) Balanco de Quantidade de Matéria
op, .
——L +div(p,v,)—c, =0
" (Vi) —¢

—a(\g/f/i) +div(Wy;v) —¢; =0

W, Wgrad (7) v, + Wiy div(v,) <, =0
0y .
W, E‘+ grad(y;)-v; |+W.ydiv(v,)—c =0

W(%) Wy div(y,) — ¢ =0

[%) +ydiv(v,) -7, =0,

onde

b) Balanco de Momento Linear

—a(‘;it"i) +div(pv; ® V) - div(T,) - pf —=m; =0

SO . divwg v, @) ~div(T) - 7, ~m, =0

Wy, %_‘_Wivi %+ grad(W,»,v;)v; +W, ;v div(v;) —div(T)) — »;f, —m; =0

W7, %"‘Wi?/igrad(vi)vi +W,v, %+Wivi(grad(%)'Vi)+Wi7/ividiv(vi)_div(-ri)_7/i i—m; =

Wy, [%"‘?’igrad(vi)vi}'wiv{%"' grad(yi)'Vi}'wﬂ’ividiv(vi) —div(T)) = yfi —-m; =0

Wiyi(%j +Wivi(%) +Wyvidiv(v;) —div(T,) -y f,-m; =0

Wiyi(%) +Wi"i|i(%j_ +7/idiv(vi):|_div(-ri)_7/ifi -m; =0
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Wiyi(%) —div(T;) -y, f, —m; -W,v;7, =0.
No trabalho sera utilizada a seguinte equacéo

W S| o | i)~ () 6, m, =0

c) Balanco de Energia Interna

a(’g't ')+d|v[(p,g, W, ]-T,-grad(v,) +div(q,) — p,F —&, =0

a(g't ')+d|v[(;/,gI W, |-T,-grad(v,) +div(q,)— 5, —¢ =0

gi%"_yi%-i_gigrad(?/i)'vi +ygrad(e;) - v; +rgdiv(v;)

— T, -grad(v;) +div(q;) - »r, —& =0
9 0¢; i
& E+ grad(y;)-v; [+7 E"‘ grad(s;) - v; |+ 7:6div(v;)

—T;-grad(v;) +div(q;) -, —¢ =0

o ] [ 28] + i) T, -arad(v) + div(@) - i ~e 0.

No trabalho sera utilizada a seguinte equacéo

o 22 ) (%] 4 advtv) T, aradv)  divia) -7 e =0

d) Balanco de Entropia

Para os constituintes:

ABI - div(pigv,) + div(®,) - po, =

a(i’;tnl) + d|V(7/I77IV )—|— d|V((I) ) 7/|GI

Para a mistura:

B(Zm \
+dIV(Z(m.U.)+Z(7.77.V))+dIV(Z®) Z%. Zﬂ

%+div(i(7iniui)+yﬂv) +div(Zn:<I)i)—7/0' =7

%+ div(y) + div(y @, + 3 (i) - o = 7

i=1 i=1



%+div(mv) +div(@) - yo = 7

y%t—n +grad(n) - v+ 77% +ngrad(y) - v+ ymdiv(v) +div(®) —yo=7x

7[%7+ grad(n)- v} +77[2t—7/+ grad(y)- V}ﬂ/ndiv(v) L div(®) - yo =7

dn dy
_+ -
at 7

pm + yndiv(Vv) +div(®) —yo =7x

v

, tjlj_? +n[‘l_i’+7div(v)j+div(d))—702”’

onde
722%’
i=1

n= iZl:mi,

Yo = Z::?/ian

d= iZl:(I)i + .Z-nl: (yimu,).

No trabalho sera utilizada a seguinte equacao

dp , dy

}/E +7n pm + yndiv(v) + div(®) — yo = 7.

Apéndice G — Desigualdade estendida de entropia.

Neste apéndice € mostrada a deducao das equacoes (6.3) a (6.13) da secéo 6.3.

= ;/(2—17+772—7t/+ ndiv(v) + div(®) —ya—g{N{(%j +ydiv(v,) -7, H

_il:A;/(Wiyi(%) "'Wivi(%j +Wiyvidiv(v;) —div(T) - 7 f; _miJ:|

—ZAM‘Z—J +e[%] F () -, -grad(v,) + div(g) 71 —ei]zo-
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T = z(énav ﬁ%+@%+@%+ﬁ% CUREE] j+771grad(v)
ov, dt  og, dt  oh, dt 06 dt oy dt  oU, dt
L0 0P aq)HJ
i=1 avi agl ahl
" (oD oD
+I:l 8_0|g a—ylh +Egrad(U )J
n [ o, 0F, dv, . 0% dg, . 0F dn, . 0Fdg . 0% dy . 05 dy,
_ i & +AF L
;;(‘a\/ i N N N w N w N
—;[A z1L,]
v [, g, aq, aq,
- AL A LG A ‘H
D |
n i n a
s z( 2 5 S0 graa >H+Z[A ol Sl Sl
i=1| i=1 i
i[y a@ﬁi}i[m]_i[ﬁyiui]
-3 o B Sofwa v -3 wag v,
i=1 L
[ vaTJ VaTJ "ﬂ
+ZZ(A o, m NG S N, Hﬂ
+Zn: Zn:(AV aT'g 18 Lh, +Avﬁgrad(ui)j +Zn:[AiVmi]+Zn:[AiV-yifi]
i=1 | il 00, 97, oy, i=1 i=1
IR Y B AL
= (yaa é[m" aaj dtJ
232y ) 48
=\ 09, T Jag dt
S0 < e 96 v av,
TNy N, WA
+§ yavi JZ_;,J/J v, ~% j o
(op & ., 0 ) dh
“0 A |
* 2| 7 ,Z_l:y’ 'ahi] dt
[, 01 N, e 965 Y
2| 750,20 "au) dt

)
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L oo Oy 0¢; dy, y dy;
+ G Ny A2 pee 20 WAY .y — A7 (2L

i j=1

]g
)
6o, ' 'ag

o0 &[0T, 9;
+Y £+Z[6—5A1—A.£]

i=1 j=

n _am n
+Z £+z

i =t

n

Z(A‘EylgllL )+7771L+Z( yo+ A - (;/,f)+A,}/,,) Z[ASTL] Z[(A,;/, )1Li]

i=1 =1

n

# (A +AY-m )+ Y (Wir,) - ZMy,AV VL, - Z[A,y,lL |>o0. (6.3)
i=1 i=1
Esta equacéo pode ser expressa como
IM=A(y)-Z+B(y) =0,
sendo A(y) uma fungdo vetorial de y, B(y)uma fungdo escalar de §y e Zuma

variavel constitutiva ndo considerada no como variavel independente. Como
mostrado por Liu [14], tem-se
A(y)=0,B(y)=0

e
€ % d—e %dl ﬂ v, ,G,,grad(U,),H,
dt ' dt ' dt ' dtdt’ dt

Os coeficientes de Z devem ser nulos. Assim, para cada i, obtém-se

on L . O¢g; on (., O¢,
—L_ A =0= LN AL =0
R eIl



n oT oq ;
o0 (Avj_, . i}o
09, A 9; 09

n oT. 0]
el ay s ion 2o
oh, S\ ah, oh,
o Zn: AY T — A, aa, =0
ou, < Teu, ey,

n

Z( yo+ AL - (rf) + Ayt )=s

i=1

A expressao da producdo residual de entropia é, entdo, dada por

(A§51Li)+771L+Zn:(A§'ei+AiV' Js- Z[(A.J’. )1|—a]

i=1 i=1

+ile(A 7)- ZM%AV VL - Z[A,y,lLi]zo.

'l\|43
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Apéndice H - Fluxo extra de entropia.

Este apéndice foi feito para mostrar a dedugédo da equacéo (7.20) da secgéao
7.2. A partir das equacodes (6.10), (6.11) e (6.12) obtém-se a expressao

kK=0+ Y TA - Aq,.
i=1 i=1

A seguir serd feita a derivada do vetor fluxo extra de entropia em funcéao de
cada uma das variaveis constitutivas independentes. Vale ressaltar que o0s
multiplicadores de Lagrange n&do dependem dos gradientes de temperatura,
velocidade de difusdo e quantidade de matéria.

1) Derivada em funcéo do gradiente de temperatura do constituinte 1 .
ok oL J NIl
;89. .21:89. .21:,21:(89. N J

pela expresséao (6.10),

3 %3 EAINERNE R

|lag| i=1 j=1
logo,
$k g
|189|

2) Derivada em fungéo do gradiente de concentra¢éo do constituinte 1 .

n ok op Q& AY oq;
ok $or .S Toar-n Sy )

i=1 i=1 j=1

pela expresséao (5.11),

Zah iz(ah A ‘Z?wj}_o’

i=1 i=l j=1
logo,

v oK _
iz oh,

3) Derivada em fungéo do gradiente de velocidade de difusdo do constituinte 1 .

K _$20® s TT pv e 2
~ou,  &au, ,ljlau ANa )

pela equacao (6.12),

n aq
LAY A
,lau ;;(GUA ‘au,j 0
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logo,

5 ok

—=0.
a1 0U;

4) Derivada em funcéo da velocidade do constituinte 1 .

n

Soc-So S Tiarm i ]

i=1 i i=1 i=1l j=1 aV aV

i_1§+22[§‘AV Agg?/j Z Z“:Z”‘{ GAV]

|1 i=1 j=1

5) Fazendo a derivada do fluxo extra de entropia em fungcédo da temperatura do
constituinte 1 .

i |:la| i=l j=1 i i i
0B & (T, 00;) &ok o OAT . BA!
inl _AV_AS_J — I _ i i
8+ZZ[8 | ’aaj 24 ZZ( 56, " " o0 J

6) Fazendo a derivada do fluxo extra de entropia em funcéo da concentracdo do
constituinte 1 .

n ok nacpn“aTvaAV , 00,
Z—:Z—_+ZZ[ AT =N ]

i=1 7i i=1 )/| 1 j=1 a% 87| Jayl

n 8(1) non 6TJ aq n ak non 6AV
— 4 A =Y = —T

EBNERRES RSN

Sendo o vetor fluxo de calor do constituinte 1 e o vetor fluxo de entropia do
constituinte 1 isotropicos, as equacdes (7.14), (7.15) e (7.16) e o multiplicador de
Lagrange de energia sendo funcdo apenas da temperatura sao as condi¢oes

suficientes para que o vetor k seja nulo [10], [16]. Portanto, as trés dultimas
equacOdes obtidas se tornam

S S T - 33 1 G

i=1 i=1 j=1

1 0q; L oA OA!
Jv_é_JZ_ _ iq. T
32033 Tt S |33 ig o i |

i=1 =1 j=1
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Apéndice | — Diferencial de entropia.

Neste apéndice serd mostrado o desenvolvimento matematico para a
obtencdo da equacéo diferencial de entropia e os multiplicadores de Lagrange,
presentes na secéo 7.4.

A densidade de energia interna do constituinte | pode ser escrita da seguinte

forma
& = Vi€ = Vié +§7/iwiui Ui,
portanto, tem-se

1
ag ag; 8(2 ]/jWin -u J—j ag;
+ =

i_ _
o6, 96 26 26,

Logo, a expressao (6.4) torna-se

on ., 0/
ZL N A
20,230

Analogamente para a equacéao (6.8) tem-se
1

i 85.' ZAS [ 7 W, uj oz
ZAS +A5 2Wiui u,,

=1 7/i 0y, 0y,

Portanto, tem-se

ZA‘E +1A‘9\Nu ‘U + A
6)/ 2

Analogamente para a equacéao (6.9) tem-se

1 1
0z, :6§j' +6(27/1Wiuj -uj)za(zyJWu ‘u, J
oV, OV oV oV

utilizando a identidade
of of s 8f
_18u



&= % ¢ 1 n . 1
GZAng. a(jz_llAijjWiui'uiJ a(jz_ll/\jz%wiuj'uij

j=1 — —
ov; ov, ou,
aZ[\EJEJ n
% = Ay W, _fiZAEjVjouj-
i a1

Analisando a equacéao (6.9) e sabendo que

on _ 0
aVi
tem-se

AfrW; = Ay W, _éZiZAgjijjuj
a=1

1

n

27 W, =
i1

Al =-Nu, +

sendo
W.
éi — nj/ [} [} ,
27 W,
i=1
A 1

Z?’ W,
i=1

A partir das equacdes (6.4), (6.8) e (6.9) tem-se

a‘9i j=1 i

~ n a"‘-
o _ (A‘i- i} + 7 WA,
aVi j=1 i

portanto, tem-se

dy = Zn:Agidgi + Zn:(quuv v+ Ay + Zn:%WiA}/dVi
i1 i1 i1

dn = zn:Adei + Zn:AVid;/i + zn:WiAiV v, dy, + zn:iniA}’dVi
i1 i1 it i1

n n
D Ny WU, =—Aju, + AZ;A‘jijjuj,
j=

98

(6.4)

(6.8)

(6.9)
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077 = Y NdE! + Y Ny, + DAL (W),
i=1 i=1 i=1

Analisando os termos da equacao acima, tem-se

O _pe,
0¢;

logo,
EN
J2)

Analisando o termo que tem o diferencial da densidade de quantidade de

matéria, tem-se

677 iy
9,

logo,
N =5
9

Assim, o multiplicador de Lagrange de quantidade de matéria corresponde ao
potencial quimico dividido pela temperatura. Vale ressaltar que o potencial quimico
tem dois termos um termo referente a energia cinética da velocidade de difusao e
um termo que ndo depende da velocidade de difusédo, que serd chamado de inner.
Assim, o multiplicador de Lagrange de densidade de quantidade de matéria pode ser
divido em sera a parte do potencial quimico que nao depende da energia cinética de
difusao [20].

Para o multiplicador de Lagrange de momento linear tem-se

07\

oW.7;v;) -
AZ

Portanto, o multiplicador de Lagrange de momento linear do constituinte 1 relaciona

7Wu

a variacao de entropia do sistema com a variagdo de momento linear do constituinte
I . Vale ressaltar que a variagdo de momento linear esta relacionada dois fatores a
variacdo da massa e a variacdao da velocidade. O momento linear do sistema se

conserva, mas o momento de cada constituinte nao se conserva.



100

Apéndice J — Producéo residual de entropia.

Considere as equacdes abaixo, as duas ultimas serdo substituidas na

primeira.

54 b

i=1 j=1 i j=1 i

j=1 i=1

Z{ *’ql 9 Zn: J(Z;v]g]J’i[ (~A%Z — Ny WOIL, J+ 1L +5
+Z[A6T L]+Zn:(/\fe +A!m ) ZM}/IAV VilLi]+Zn:(A7iri)20,

i=1

sendo
ol
]

;/JW u,

AZ

Aﬁzﬁ—iWu U =g
6 26

Substituindo as trés ultimas relacbes na expressao da desigualdade residual

de entropia tem-se,

7a aYa }/a U,
i i [ j ; a J h +i _i - [ Z J 1
i=1 ﬁyl : Y =] J avi i
6(;} 6[—:]+ AZ 7aV;IauaJ 3
N NN g — N _ i a=1 a . A _ﬁ_& ' ~
+; 20 ;-9 ; T, 20, O; +§{( 0 0 7|W)1LI}+771L+5
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Zﬂ ;[T[ 2w[27"" j AW;'J h]
(S — WA

g 8{r[ g ma

i E

_ 3 ) 2
ST Lok (1 n 1

2k ekl T = (u-Arwu,)|lg,
;_gi I_-I-.z 89 [Qj q'+;[ J(QI] (u' 7i |u|) 0

+§_‘%:—%;7.W.}1L +71L+s

i=1 i

onde

T

87-

7JW u,

0, J_AZW{ZV,WU] AW,

=Y G

Apéndice K - Diferencial da producéo residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em funcdo da velocidade de difusdo do

constituinte b.

Este diferencial determina a expressao da producdo de momento linear de
cada constituinte no equilibrio.
h,=g,=u, =L, =1,=0,

a1
on _ 0y _6hi oL, 06, 0, _ 09,

ou, ou, ou, ou, ou, ou, Oou,
0 =0,

= =0, para b#i.

E eI SN T A

0.



—i—ﬂyiwi}lLi F7LL+s

i=1
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: L e, u. 5y W.u : u. 5y W.u Sy
—L.L. |+ S -=L+AY 222 m |-y Wy | - +AY 222 vl [+ ) (&1)20.
0 |:| Iz_l:[e ( 0 Z 0 J |J |: |7l[ (9i Zl: Ha j i |] ,Z_l:(el T|)
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| -ww(Ee
Bl aW:“ﬂJ s

) aub[(5 Zya = (G =7 W, )D

0 i \ J [ N U; 7Vt
Z?%M a—(aﬂlz W{‘T“Z o, Jau,
| d [ u Ly Wou, u 7. W,u, | o(u, +V)
Wiyia[—§+Aze—J'(ui+v)lLi] Z{Wy,(—g Az 9 j 1Li]

i=1 i A ou,

Wi]/i —ﬁ_}_Azya\Naua '(Ui‘}'V)l% +8(7]1L):0
L 0i a=1 ea 6ub aub
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Apéndice L — Diferencial da producao residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em funcdo do gradiente de velocidade do

constituinte b.

Este diferencial é utilizado para a determinacdo da expressdo do tensor
tensdo no equilibrio.
o

“* 0
oL,

h, =g, =u; =grad(v;) =7, =0,

J 1
on _ 0y, _oh, 06 _ \§ _agio

oL, oL, oL, oL, oL, oL,
6 =90,

=0, para b #1i.

R
: z[ (g
_ mi
oL,

o)

[T, (G -rWA & p W,
+ZHZ aLb[ ;/ _A;ye—a(aia_?/iWiA)D

4



LRl il
[ ( =W,

£y _9|& —7 ii Al +y G AW oL |, omLl)
Sl oL e oL, o ~ |9 o o, | oL,

+Zn: i i +i _ﬁ_}_AZn:M -m. + +AZ}/J il
SloL o) oLl 6 5 o, | =) aL

M:

i
J

N

|

o[ u 5y W.u : 7 W ov;
SN W | S AY Faa Ly AL (=Y W - AY S | T
g - | Sl s e
a(ﬁzn: [y WAL, + v, ®W,Ah, + Vv, ® W,grad(A) L)

s
e w2
%_ oL, _g{wﬂ{ . le J ig

+—* oL, -

or _T, & My j ~
— ==+ - W, 1+77,W,A=0
oL, 0 ( 0 o 7 7V

T, = _(VbWbAﬁe_ Eb — 1,7, W, )1 .
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Apéndice M — Diferencial da producéo residual de entropia no equilibrio
para um sistema isolado em func&o da densidade de quantidade de

matéria do constituinte b .

a_ﬂzo,
oh,

h, =g, =u; =grad(v;) =7, =0,

1
a =
on _ 0y; _agrad(vi) _ 00, _ (Qij 0g; 0,

oh, oh, oh, oh, oh, oh,

—i=, para b #1i.

e 5] 5{ (g wt

Zn:__‘zn:T oh [ AZ\’V(Z% ) J AWéUIJ hl

ZZ ( 2W Z“Za] Awéfj']] 3%]

+lejzll aI [(5.1 HTW ;72: (@, 7,W,A)DL
o3[ B2 2 {82 -]
zz (5 S L WA)j] i
ek 2w
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g

D B A
BTa 3o

Healimala 2l

6(772”: [ViWiALi TV ®WiAhi +V, ®]/iwigrad(A)]1)

i=1

(o (e), 0
Slale)a
SEXSEIN;
oh, e || 5

—Zn:_W.]/.i Sday
= o, L6

I a:

oh,

. n oy WU, : n oy WU, :
&JFAZ“M m, + _ﬁ+Az@ ,om;
9 0 o "5 o | o,
=1

RS

fals]
| STANNE WEWCTATY

n [ u Sy Wu, ) oL,
N Wyl =2 A LaTata |y ZT
Z |7/|[ ei ; 0 J lahb:I

a

R

agrad(A)} :O:A _ ograd(A)

1=
6hb 7o ahb

N1y, @w,AL+v, @y, FBIA) | g
oh, oh,

{vb QW AL+ v, ®y W,
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Apéndice N — Diferencial da producao residual de entropia para um
sistema isolado em equilibrio em funcao do gradiente de temperatura do

constituinte b.

Este diferencial é utilizada para a determinacdo da expressdo do fluxo de
calor no equilibrio.
0
9% _o
ag,,

h, =g, =u; =grad(v;) =7, =0,

1
o =
on _ oy _oh; _ograd(v;) 06 (QJ—O

a9, - a9, 049, 09y 09y, 09,

— =0, para b #i.

cafist e

b

a9, ‘=|| =\ g, i
\ _ N T — 2vv 7/a aYa AWiui h.
;__ Jz—‘ll Jagb [Z 0, J 0, l

£ - S 5—*“]

a agb

L,

0 (0T, ((5; —7yW,A) &
+Z Z —’[%#—AZ@—M(%—%WA)]

i =L “a

S g

53 zn:[Tj[(a”_giW —Azyaea (5, - WA)D oL

i a=1 a gb
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+i22_l]__—a%b 5 Q.} [5%(] JZ(U—AV.WU.)mg.]

+Zl—(% q, + jl[T (;J (u,— AyWu,) }2—3;]
SR i
Halal g [ )
el S

_Zl: iyiai;b[-%;JrAg”;a“ J vilLi} Z{Wy,(—a—kA;y 0 ]%LlLi}
Al

R ROV G




