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Resumo

O estudo de conjuntos minimais é um topico de grande interesse na teoria qualitativa de
sistemas dinamicos. Nesta dissertagao, investigamos a existéncia de ciclos limite em sistemas
planares continuos e descontinuos.

No caso de sistemas dinamicos continuos, apresentamos uma formalizagdo do método do
averaging, e utilizamos essa ferramenta para estudar o ntimero de ciclos limite em sistemas
planares auténomos. Como resultado, obtemos o niimero maximo de ciclos limite (detectados
pelo método do averaging de primeira ordem) que bifurcam de certas classes de centros isbcronos
planares quadréticos e cibicos, através de perturbagoes polinomiais de grau n (para alguns
valores de m), e conjecturamos o limitante superior no caso geral.

Finalmente, introduzimos o leitor a fascinante teoria de sistemas dindmicos descontinuos, e
estudamos a existéncia de ciclos limite costurantes em sistemas descontinuos lineares por partes
que possuem um circulo (S') como variedade de descontinuidade. Exibimos configuragoes de
sistemas centro-foco e centro-sela que possuem um ciclo limite costurante.

Palavras-chave: Ciclo limite, Orbitas periédicas, Método averaging (Equagoes diferenci-
ais), Campos vetoriais descontinuos, Filippov, Sistemas de.



Abstract

The study of minimal sets is a very active research topic in the qualitative theory of dy-
namical systems. In this master thesis we investigate the existence of limit cycles in smooth
and non-smooth planar systems.

In smooth dynamical systems, we present a formalization of averaging method and we use
this tool to study the number of limit cycles in planar autonomous systems. As a result, we
obtain a maximum number of limit cycles (detected by first order averaging) bifurcating from
some classes of isochronous quadratic and cubic centers, through polynomial perturbations of
degree n (for some values of n), and we conjecture the upper bound in the general case.

Finally, we introduce the fascinating world of non-smooth dynamical systems, and we study
the existence of crossing limit cycles in discontinuous planar piecewise linear systems which
have a circle (S!) as discontinuity manifold. We exhibit configurations of saddle-center and
focus-center cases which present a crossing limit cycle.

Keywords: Limit cycles, Periodic orbits, Averaging method (Differential equations), Dis-
continuous vector fields, Filippov systems.
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Introducao

O conceito de ciclo limite foi introduzido pela primeira vez por Henri Poincaré na segunda
parte do trabalho “Sur ler courbes définies par une équation différentielle”, em 1882 (ver [67]):

“.. il y a un autre genre de courbes fermées qui jouent un role capital dans cette théorie: ce
sont les cycle limites. J’apelle ainsi les courbes fermées qui satisfont a notre équation différen-
tielle et dont les autres courbes définies par la méme équation se rapprochent asymptotiquement
sans jamais les atteindre. Cette seconde notion n’est pas moins importante que la premiére.
Supposons, en effet, que l’on ait tracé un cycle limite; il est clair que le point mobile dont nous
parlions plus haut ne pourra jamais le franchir et qu’il restera toujours a l'intérieur de ce cycle,
ou toujours a l'extérieur.”

Poincaré imaginava as solugoes de uma equacao diferencial como um ponto mével, como por
exemplo um planeta, que descreve uma trajetoria no plano, e assim, segundo sua defini¢do, um
ciclo limite corresponde & uma solucao do sistema que possui a forma de uma curva fechada, e
além disso, em suas proximidades, todas as outras solugoes aproximam-se desta. Com isso, tal
ciclo originou um novo tipo de curva definida por uma equagao diferencial, e forneceu um novo
problema a ser estudado pela comunidade matematica.

Do ponto de vista fisico, tal definicao implica que, para quaisquer condi¢oes iniciais numa
vizinhanca de um ciclo limite, a trajetoria se aproxima assintoticamente desta curva fechada
sem jamais atingi-la. Embora essa explicagdo tenha definido o conceito de ciclo limite, seu
significado em problemas reais ainda nao estava claro, e somente mais tarde, Poincaré forneceu
sua verdadeira interpretacao.

Em 1885, o engenheiro francés Henry Léauté publicou um trabalho intitulado “Sur les
oscillations a longue période dans les machines actionnées par des moteurs hydrauliques et sur
les moyens de prévenir ces oscillations” em que o conceito de ciclo limite foi utilizado pela
primeira vez, contudo ainda nao se conhecia a sua correspondéncia com a tecnologia.

Em 1902, Poincaré tornou-se professor de eletricidade tedrica na Ecole Supérieure des Pos-
tes et Télégraphes, em Paris, e a pedido de Edouard Estaunié, ele lecionou algumas aulas em
uma conferéncia, cujo tema escolhido foi telegrafia sem fio. Na tltima aula, intitulada “Té€lé-
graphie dirigée: oscillations entretenues”, Poincaré forneceu uma condicao necessaria para o
estabelecimento de um regime estavel de oscilagoes mantidos no arco de canto (um dispositivo
utilizado em telegrafia sem fio), em particular, foi demonstrada a existéncia de um ciclo limite
estavel no sistema. Assim, foi estabelecida uma interpretacao do conceito de ciclo limite, que
tornou-se um objeto de grande interesse dentre os matematicos, fisicos e engenheiros.

Para exemplificar o significado de um ciclo limite, utilizaremos um modelo de estudo po-
pulacional de um sistema predador-presa baseado na equacao de Lotka-Volterra. Tal modelo
prevé que a relagao entre os predadores e suas presas ¢ resultado de uma oscilacao populacional
em relagao ao tempo, baseada nas densidades iniciais de predadores e de presas.

Considere que uma populacao de raposas e coelhos compartilham um mesmo territorio. Se
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o numero inicial de raposas é pequeno em comparacdo com a quantidade de coelhos, entao
elas terao alimento em abundancia e poderao se reproduzir. Com o aumento da quantidade de
predadores, a populacao de coelhos tende a diminuir, e com a escassez de comida, muitas raposas
morrerao e assim, o sistema retorna a sua situagao inicial em que havia poucos predadores e
muitas presas. Tal fendomeno pode ser interpretado matematicamente como o surgimento de
um ciclo limite atrator no sistema baseado na equacao de Lotka-Volterra.

Com o desenvolvimento da teoria qualitativa de sistemas dindmicos, o estudo de ciclos limite
passou a desempenhar um papel muito importante, pois a dindmica de um sistema pode ser
completamente caracterizada por seus elementos criticos e posicao relativa das variedades inva-
riantes. Contudo, apesar das inimeras ferramentas para determinar a existéncia e quantidade
de ciclos limite, este ainda é um tépico que proporciona um grande niimero de problemas em
aberto na Matematica, dentre os quais o mais famoso é o 16° Problema de Hilbert.

Os “Problemas de Hilbert” constituem um conjunto de 23 problemas propostos pelo ma-
tematico alemao David Hilbert na conferéncia do Congresso Internacional de Matematicos de
Paris, em 1900. O 16° Problema de Hilbert envolve diversas areas de estudo, e tém produzido
um grande nimero de avancos na matematica atual com a busca de sua solucao.

Poincaré havia proposto o estudo de campos vetoriais polinomiais no plano em seu programa
para o desenvolvimento da teoria geométrica de equagoes diferenciais. Com isso, Hilbert inda-
gou quantos ciclos limite existem em um sistema polinomial planar de grau n e quais seriam
as suas localizacoes. Apesar de ingénua, esta pergunta tem permanecido sem resposta hé mais
de um século, e tornou-se conhecida como a segunda parte do 16° problema de Hilbert.

Dada a dificuldade deste problema, a pergunta de Hilbert foi dividida em trés questoes,
porém igualmente dificeis de se responder:

1. Um campo vetorial polinomial planar possui um nimero finito de ciclos limite?

2. O numero de ciclos limite de um campo vetorial polinomial planar é limitado por uma
constante dependente apenas do grau dos polindémios que constituem o sistema?

3. Qual é o limitante H(n) de ciclos limite de um campo vetorial polinomial planar?

Em 1923, Dulac convenceu-se de que havia resolvido o primeiro problema em toda sua
generalidade (ver [12]), e nos anos 50, Petrovskii e Landis publicaram uma solugdo para o
terceiro problema em [64] [65]. Eles mostraram que H(n) era menor ou igual que um polinémio
de grau 3, e que H(2) = 3. Contudo, no inicio dos anos 60, S.P. Novikov e os préprios autores
reconheceram que as afirmagoes eram falsas, e em [70], temos a construcao de campos vetoriais
quadraticos com quatro ciclos limite.

Em 1982, Ilyashenko encontrou uma falha na demonstragdo de Dulac para o primeiro pro-
blema (ver [31) 32]). Assim, ap6s 80 anos na busca da resposta para o problema de Hilbert,
este permanecia o mesmo desde que foi enunciado.

Finalmente, em 1990, o primeiro problema foi resolvido, independentemente, por Ilyashenko
e Ecalle (ver [33, 16]), porém as outras duas perguntas permanecem sem resposta até os dias
atuais. Contudo, ao longo desses anos, foi produzida uma série de trabalhos direcionados a
sua solucao, dentre os quais, muitos sao devidos a Jaume Llibre, e pode-se dizer que nunca se
esteve tao proximo de se obter uma resposta para tal problema.
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Objetivos

Ciclos Limite em Sistemas Dinamicos Suaves

A primeira parte desta dissertacao sera direcionada para o estudo de sistema dinamicos su-
aves. Assim, apresentaremos uma interessante técnica para encontrar ciclos limite em sistemas
suaves, conhecida como Método do Averaging'|

De maneira geral, em sistemas dinamicos suaves, cada oOrbita é homeomorfa a R, a um
ponto, ou a um circulo e a chamamos de érbita regular, um ponto de equilibrio (ou ponto
singular) ou uma o6rbita periédica, respectivamente.

Logo, para determinar o comportamento qualitativo de um sistema, temos que saber quando
existem érbitas periédicas. Além disso, se uma érbita periédica é isolada (isto é, existe uma
vizinhanga no espaco de fase em que ela é a tinica 6rbita periédica) entao ela é chamada de ciclo
limite. Desta forma, os ciclos limite desempenham um papel fundamental na teoria qualitativa
dos sistemas dinamicos.

Em geral, encontrar ciclos limite em um sistema é uma tarefa ardua e quase impossivel
em alguns casos. Contudo, veremos ao longo deste trabalho que, com o auxilio do Método
do Averaging, este dificil problema pode ser reduzido a encontrar zeros de uma funcao nao-
linear em um espago de dimensao finita, ou seja, agora o problema tem a mesma dificuldade
do problema de encontrar os pontos singulares de um sistema diferencial.

Com isso, temos o objetivo de introduzir essa fascinante ferramenta, que é capaz de reduzir
drasticamente a dificuldade de um dos maiores problemas da analise de um sistema dinamico.
Além disso, apresentaremos os resultados obtidos da aplicacao deste método para identificar
ciclos limite bifurcantes de centros quadréticos isécronos planares (ver préxima sessao).

Ciclos Limite em Sistemas Dinamicos Nao-Suaves

A segunda parte serd dedicada a introduzir o leitor no mundo dos sistemas dindmicos des-
continuos (ou nao-suaves).

Atualmente, existe uma forte tendéncia a se estudar sistemas descontinuos, em razao da
grande variedade de fendmenos que sdao melhor entendidos quando modelados por sistemas
descontinuos. Com isso, a teoria dos sistemas nao-suaves (ou sistemas de Filippov) tém sido
intensamente desenvolvida nos ltimos anos, e tornou-se certamente uma fronteira comum entre
a matematica, a fisica e a engenharia.

Apresentaremos a formalizacao desta teoria, feita através das convencoes de Filippov, dis-
cutiremos alguns exemplos que ilustram estes novos conceitos, e além disso apresentaremos
algumas generalizacoes de defini¢oes do caso continuo para esta classe de sistemas.

Os sistemas lineares planares sdo completamente entendidos no caso suave (ver [63]) e ndo
apresentam ciclos limite. Contudo, os sistemas dindmicos descontinuos que sao lineares por
partes (PLDS) possuem uma dindmica completamente nao-trivial, e em muitos casos exibem
ciclos limite, o que os torna um interessante objeto de estudo para a comunidade de Sistemas
Dinamicos.

Embora exista uma grande quantidade de trabalhos sobre a existéncia e nimero de ciclos
limite em PLDS, este ainda é um problema aberto, mesmo se considerarmos a variedade de

!Também conhecido como“Método da Média”, porém o designaremos por “Método do Aweraging” neste
trabalho.
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descontinuidade como uma reta. Além disso, a maioria dos resultados obtidos sao validos
apenas para sistemas com duas zonas separadas por uma reta.

Como a existéncia de ciclos limite em um sistema é um problema global, a variedade de
descontinuidade desempenha um papel crucial para que se tenha ciclos limite costurantes em
um sistema. Assim, motivados pela Teoria Descontinua de Vogel (ver [60]), finalizaremos esta
dissertacao com o estudo de PLDS que possuem S' como variedade de descontinuidade. Em
particular, exibiremos a existéncia de um ciclo limite para certas configuracoes de sistemas
centro-foco e centro-sela.

Resultados Principais

Enunciamos a seguir os principais resultados produzidos nesta dissertagao.

No contexto de sistemas dinamicos suaves, utilizamos o método do averaging de primeira
ordem para estudar o numero de ciclos limite que bifurcam de perturbacdes polinomiais de
centros isdcronos planares quadraticos e cubicos.

Os centros is6cronos quadraticos possuem uma classificagao feita por W. S. Loud, em [57],
e assim, através de uma mudanca linear e de um reescalonamento do tempo, eles se reduzem
a quatro formas normais, e portanto os centros isécronos quadraticos podem ser divididos em
quatro classes. Assim, estudamos duas dessas classes (S1 e S2), e baseados em trabalhos envol-
vendo perturbagoes polinomiais especificas dessas formas normais, obtivemos uma generalizacao
desses resultados para uma perturbacao polinomial geral.

Teorema A. Considere o sistema:

y = T+ 5(]2 + EQn(xay)a

onde p;, ¢; sao polindomios quadraticos correspondentes a forma normal Si, para ¢ = 1,2, e
P,, @, sao polinomios de grau n.

Entao, para cada § € R, determinamos o nimero maximo de ciclos limite detectados pelo
método do averaging de primeira ordem quando n varia entre 1 e 7, quando ¢ = 1, e entre 1 e
6, quando ¢ = 2. Além disso, mostramos que tais cotas maximas podem ser atingidas.

Baseado no Teorema A, apresentamos uma conjectura da cota maxima para n qualquer.

Similarmente ao caso quadratico, utilizamos uma classificagao dos centros isdécronos cuibicos,
feita por Pleshkan, em [66], e dividimos tais sistemas em quatro classes. Estudamos duas dessas
classes, T1 e T2, e obtivemos os seguintes resultados:

Teorema B. Considere o sistema;:

T = —y+6p; +elaor+ao1y),

y = T+ 5q2- + 8(()1701’ + bO,ly)a
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onde p;, g; sdo polindmios ciibicos correspondentes a forma normal Ti, para i = 1, 2.

Se i = 1, entao, para cada 0 € R, apresentamos evidéncias numéricas da existéncia de um
conjunto 2 no espago dos pardmetros tal que se (a9, ao 1, b1,0,b01) € §2 entdo o sistema possui
um ciclo limite bifurcante.

Se i = 2 e 6 = 0 entdo nenhum ciclo limite bifurca. Se § # 0, o sistema possui no maximo
um ciclo limite bifurcante detectado pelo método do averaging de primeira ordem, e tal cota é
atingida.

No contexto de sistemas dinamicos nao-suaves, estudamos sistemas lineares por partes que
apresentam um circulo de descontinuidade, e obtivemos os seguintes resultados.

Teorema C. Seja Z = (X,Y) um sistema de Filippov, onde X é um campo linear que apre-
senta um centro, e Y é um campo linear que possui um foco. Considere que a variedade de
descontinuidade ¥ é um circulo. Entao, Apresentamos condi¢des para que o sistema tenha um
unico ciclo limite costurante.

Além disso, apresentamos um exemplo proveniente desta construcao que admite um tnico
ciclo limite costurante repulsor.

Teorema D. Apresentamos uma familia a um pardmetro Z, = (X,Y,), onde X é um campo
vetorial linear que possui um centro e Y, é um campo linear que apresenta uma sela hiperbdlica
para cada a € (0,1), e a variedade de descontinuidade ¥ é um circulo, de forma que existam
ap, aq € (0,1) tais que:

1. Se 0 < a < «p, entao Z, possui uma regiao de escape no primeiro quadrante.

2. Se a = qy, entao Z, possui um tnico ponto de tangéncia repulsor no primeiro quadrante,
que pode ser visto com um foco repulsor.

3. Se ap < a < aq, entao Z, possui uma regiao de deslize e um tnico ciclo limite costurante
repulsor, no primeiro quadrante.

4. Se 1 > a > aq, entdo Z, possui uma regiao deslize no primeiro quadrante.

Neste caso, dizemos que Z, apresenta uma bifurcacao >—Hopf-Homoclinica.

Estrutura dos Tépicos Apresentados
A dissertacao estd estruturada da seguinte formas:

o Capitulo 1: Com o objetivo de estabelecer a teoria béasica necessaria para se entender a
demonstragao do Método do Averaging de primeira ordem generalizado (Teorema ,
introduzimos neste capitulo alguns resultados classicos da teoria de equagoes diferenciais
ordinarias, conceitos de aproximagao assintética e da Teoria da perturbacao, e finalmente
a Teoria do Grau de Brouwer, que é a principal ferramenta para se estender o Método do
Averaging para campos continuos.

o Capitulo 2: Apresentamos neste capitulo a teoria do Averaging, que permite aproximar
as solugoes de um sistema perturbado pelas solu¢oes de um sistema mais simples.
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Desenvolvemos o Método do Awveraging classico, que permite associar as solugoes periodi-
cas de um campo com os zeros de uma funcao definida em um espago de dimensao finita.
Contudo, esta versao s6 é valida para campos que sejam no minimo diferencidveis (dentre
outras hipdteses).

Terminamos o capitulo com a extensao do Método do Awveraging a campos continuos,
realizada por J. Llibre e A. Buica (ver [7]), e exibimos uma demonstragdo detalhada
desta versao generalizada.

Capitulo 3: Aplicamos o Método do Awveraging para detectar qual o nimero maximo
de ciclos limite bifurcantes de centros is6cronos planares quadraticos e ciibicos quando
sao perturbados por polinémios gerais de grau fixado, e conjecturamos qual é o limitante
superior para perturbacoes de grau n.

Capitulo 4: Introduzimos os sistemas dindmicos descontinuos (sistemas de Filippov)
através da convencao de Filippov e exibimos alguns exemplos que ilustram os possiveis
comportamentos que podem ocorrer nessa classe de sistemas, e que permitem o entendi-
mento dos conceitos apresentados.

Além disso, estabelecemos a adaptacao das definigoes de orbitas periddicas, separatrizes e
ciclos para estes sistemas, assim como o conceito de equivaléncia topolégica para sistemas
de Filippov, que permite estender a nocao de estabilidade estrutural para os campos
descontinuos.

Finalmente, enunciamos o Método do Averaging para sistemas descontinuos.

Capitulo 5: Com os conceitos apresentados no capitulo 4, estudaremos a existéncia
de ciclos limite em sistemas dindmicos descontinuos que sao lineares por partes, e que
possuem S! como variedade de descontinuidade. Em particular, exibimos a existéncia de
um ciclo limite para as configuragoes centro-foco e centro-sela.

Capitulo 6: Com os resultados obtidos, apresentamos quais sao as proximas diregoes de
estudo que permitem a continuacao deste trabalho.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, exibimos alguns conceitos basicos que serdao de suma importancia para o
entendimento deste trabalho.

Na primeira se¢ao, enunciamos alguns resultados classicos da teoria de equagoes diferenciais
ordinarias. Em seguida, introduzimos os conceitos de aproximagao assintética e de teoria da
perturbacao, que serao necessarios para formalizar o método do averaging, a ser desenvolvido.

Na segunda sec¢ao, discutimos alguns tépicos da Teoria do Grau de Brouwer, que sera utili-
zada para estender o método do averaging a campos continuos.

1.1 Ferramentas Basicas

Primeiramente, estabelecemos algumas convencoes de notagao. Dado v € R"™, denotaremos
por ||v]| a norma (da soma) de v, isto é, se v = (vq, vy, ..., V,):

[l =>_lvil (1.1.1)
=1

A preferéncia pela norma da soma é justificada pela simplicidade nos calculos. Em todo o
caso, vale lembrar que quaisquer normas em um espagco vetorial de dimensao finita sao equiva-
lentes, e portanto nao temos nenhuma perda de generalidade.

Seja A = (a;;)i j=1,..» uma matriz n x n, denotaremos por ||A|| a norma de A:

n
l4l = 3 la (112)
ij=1
Note que [[Av]| < [JA||||v]|]. Em geral, podemos utilizar quaisquer normas ||-||; e [|-||2 que
satisfagam ||Av||; < [|Al2||v]]1, como por exemplo, a norma de operador para matrizes [|All; =
sup{||Av||1; [|v]l1 = 1} juntamente com a norma euclidiana ||-||; em R™.
Sejam D um aberto limitado de R™, g9 > 0, f : D x R x (—¢&¢, e9) — R™ uma funcao vetorial
e T' > 0 uma constante real, entao:

e Se (z,t,e) € D xR x (—¢eq,&p), a varidvel = representa o espaco, a variavel ¢t representa
o tempo e € representa um parametro suficientemente pequeno.

e D,f(z,t,e) é aderivada parcial de f com respeito a varidvel espacial = avaliada no ponto
(x,t,e) € D x R X (—eq, €g).

18
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o | fllsup = sup || f(x,t,e)|| é anorma sup de f no espago D x [0,T] x (0, o).
z€D,0<t<T,0<e<eg

Sejam ty constante real e Dy = D X [tg,to + T] %X (0, &0].

Estabelecidas as convengoes acima, podemos prosseguir com as defini¢oes e os resultados:

Definicao 1.1.1. Dizemos que a funcao f é periddica na variavel t se existem L > 0 ety € R,
tais que f(x,to,e) = f(z,to+ L,€), para todo z € D, € € (—&¢,€p), € 0 periodo de f é dado
por:

T =inf{L; f(z,t9,e) = f(x,to + L,e) para todo x € D, € € (—eg,€0)}- (1.1.3)
Neste caso, dizemos que f é T-periddica.

Definicao 1.1.2. A funcao f : Dy — R" satisfaz a condicdo de Lipschitz em x, com
constante de Lipschitz Cy > 0 se, para cada t € [tg,tg+T1] e € € (0,0] fixados, f satisfaz:

1f(z,t,e) — fy,t,0)|| < Chllz —y]| (1.1.4)

para todo x,y € D. Caso f seja T-periddica em t, entao a condi¢do de Lipschitz é valida em
todo o dominio D x R x (0, ¢].

Proposigao 1.1.3. Sejam U um aberto de R” e f : U — R™ uma funcio de classe C*. Se K é
um subconjunto de U tal que K C U é compacto, entdo f satisfaz a condicao de Lipschitz em
K.

Demonstragio. Como f é continua e K é compacto, temos que f é uniformemente limitada em
K, isto é, existe uma constante M > 0 tal que ||f(z) — f(y)| < M, para todo z, y € K.

Como U é aberto, para cada z € K existe r, > 0 tal que a bola centrada em z de raio r,
relativa a norma ||-||, denotada por B(z,r,), esteja inteiramente contida em U. Reduzindo o
raio, se necessario, podemos supor também que B(z,r,) C U .

Logo, temos uma cobertura aberta U de K dada por U = {B (a:, %z) ;X E F} Por compaci-

dade, podemos considerar uma subcobertura finita para K, digamos, {B; =B (a:i, %’) =1, .. ,n}
onde r; = r,,. Denote B (z;,1;) por B;.

Como cada B; é um conjunto compacto convexo contido em U, segue que f satisfaz a
condicao de Lipschitz nesse conjunto, e portanto em B;. Seja C’} a constante de Lipschitz

T'xi
5t

Agora, se 2,y € K e ||z —y|| < J, entdo z e y estio numa mesma bola B;, pois z € B, para
algum i e portanto y € B;. Assim, || f(z) — f(y)|| < Cllz — y].

Defina Cy = maX{C’}, %} Mostremos que f satisfaz a condicdo de Lipschitz em K com
constante C'y.

Sejam z,y € K, se ||z — y|| < § entdo o resultado estd provado pelo que vimos acima pois
C; < Cy. Assuma ||z — y|| > 6, entdo:

correspondente a B;, e defina C} = max; C’} e 0 = min;

If (@) = fll < M=%

IA
0
=)

Logo, a proposicao esta provada. O
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Enunciamos agora o teorema de existéncia e unicidade de solugao para equagoes diferenciais
ordinarias:

Teorema 1.1.4 (Existéncia e Unicidade). Considere o seguinte problema de valor inicial:

&= f(x,t,¢), (1.1.5)

Jf(t()) = Xyp-

Seja D = {x € R"; ||z — x¢|| < d} onde d > 0. Com as notagoes discutidas acima, considere
f Dy — R". Assuma que:

1. f é continua em Dy.
2. f satisfaz a condicao de Lipschitz na varidvel espacial x.

Nessas condicoes, o problema de valor inicial ([1.1.5)) possui uma unica solugao x, definida para
ty <t <to+inf (T, %), onde M = ||f | sup-

A demonstrac¢ao do teorema acima pode ser encontrada em [9].

Observe que o teorema garante a existéncia da solu¢ao num intervalo de tempo que depende
explicitamente da norma de f. Ao longo do texto, encontraremos problemas em que f(z,t,&) =
eg(x,t), e conforme o teorema acima, a solugdo que passa por zo em ty estard definida em

to, to + %} e neste caso:

M=¢ sup gz, t)].
z€D,t€to,to+T]

Logo, o tamanho do intervalo de definicao da solucao ¢ de ordem g, onde C' é uma cons-

tante, tal terminologia sera esclarecida em breve, porém a ideia principal é que quanto maior o
parametro €, menor serd o comprimento do intervalo de tempo em que a solucao existe.

Em certas condi¢oes de regularidade de f, temos que as solu¢oes dependem continuamente
e diferenciavelmente dos parametros iniciais:

Teorema 1.1.5 (Dependéncia Continua). Seja g(z,t, ) uma fungao continua para (z,t) € U e
e € V, onde U ¢ subconjunto aberto de R"*! e V' é uma vizinhanca de gy em R*. Se o problema
de valor inicial:

T = g(x,t, &), (116)

x(to) = Xy,
tem uma tnica solugao continua x(t, tg, xg, €g), definida num intervalo maximal de existéncia I,

com tg € [a,b] C I, entdo, para todo (s,y, €) suficientemente préximo de (¢, zo, £9), 0 problema
de valor inicial:

x'zg(l‘at?g)v (1.1.7)

z(s) =y,

tem uma tunica solugdo x(t, s,y, ) definida em [a, b] que é continua em (¢, ty, zo, €9)-
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Teorema 1.1.6 (Dependéncia Diferenciavel). Se g(x,t, ) tem derivadas continuas até ordem 1
em x, para (z,t) € U CR"™ eec €V C R* onde U e V sdo conjuntos abertos, entdo a solucio
do problema de valor inicial ¢ continuamente diferencidvel com relagao a (t,to, zg,€) em
seu dominio.

A demonstragao dos Teoremas e podem ser encontradas em [68].

A seguir, provamos dois lemas que serao constantemente utilizados. O primeiro é um resul-
tado conhecido da literatura de equagoes diferenciais, e o segundo é uma adaptacao deste que
facilitara a sua aplicacdo quando necessaria:

Lema 1.1.7 (Gronwall). Sejam ¢, 5: [to,to+ 7] — R fungdes continuas e assuma que 5(t) > 0
em seu dominio. Suponha que exista uma constante real « tal que para todo to <t <ty + T

ot <a+ [ H)p(s)ds.

Entao, para todo t neste dominio:

Demonstragio. Defina:

Entdo ¢(t) < ¥(t) e, pelo teorema fundamental do célculo, ' (t) = B(t)¢(t). Como B(t) > 0

temos que B(t)p(t) < B(1)Y(t) e daf segue que, ' (t) — B(t)y(t) < 0.
Utilizando o fator integrante da equacéo diferencial ¢ — S = 0, podemos reescrever essa
desigualdade como:

d — [ B(s)ds
& (e ™) <o,
Integrando de ty a t, temos que:
— " B(s)ds
D(t)e 0 PO i) < 0,

Usando que ¥(tg) = «, temos que

t
(1) < aelo O,

concluindo a demonstracao.

]

Lema 1.1.8 (Gronwall Adaptado). Sejam ¢ : [to, o + 1] — R uma funcdo continua e §; > 0,
09 > 0, 93 > 0 constantes tais que, para todo t, tem-se:

o(t) < Gt — to) + 61 /1t o(5)ds + s,

to

Entéo, para todo t € [tg, to + T:
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Demonstragio. Considere ov = gf + 83, B(t) = 01 e p(t) = p(t) + % para todo t € [to, to + 1.

Basta aplicar o lema de Gronwall para esse caso. De fato:

o) < 52(75—150) 46, / t go(s)d8+(53

B by 0

Logo:

p(t) = ot)+
< 240+ ttﬁ(t) (s@(S) + gj) ds

= a+ [ Bt)p(s)ds.

to

Pelo Lema de Gronwall:

1.1.1 Teoria de Aproximacao Assintética

Introduzimos agora alguns conceitos basicos de aproximacao assintética que serao tteis para

a formalizacao dos problemas deste trabalho.

Defini¢ao 1.1.9. Uma fungao ¢ : (0,g9] — R é dita uma fun¢do de ordem se é continua,

positiva e lim §(e) existe.
e—0+t

Defini¢ao 1.1.10 (Simbolos de Landau). Seja ¢(t,e) uma fungao que assume valores em R"
definida para e > 0 et € I, onde I, é um intervalo real dependente de ¢.

A expressao para ¢ | 0 significa que existe um ¢y > 0 tal que o enunciado em questao é

valido para todo € € (0, ).
Definimos os simbolos de Landau O(+) e o(-) como:

1. Dizemos que p(t,e) = O(d(¢)) para € | 0 se existem constantes g9 > 0 e K > 0 tais que:

le(t,e)ll < Kld(e)],

para todot € I., e 0 < € < g.
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2. Dizemos que ¢(t,€) = o(d(¢)) para ¢ | 0 se:

e, )l

L T

uniformemente para t € I.. Isto é, para cada o > 0, existe f > 0 tal que, se t € I. e
0 < e < 3, entao:

t
et o)l _

i(e)

3. Dizemos que 6;(g) = 0(d2(¢)) para € | 0 se:

lim ou()
e—0t 09 (8)

= 0.

Em geral, consideraremos os simbolos de Landau numa vizinhanga de € = 0 e assim podemos
omitir a expressao “para ¢ | 0” na maioria dos casos para facilitar a notagao.
Vejamos agora um exemplo da utilizacao dos simbolos de Landau:

Exemplo 1.1.11. Considere ¢(t,¢) = " cos (/") com I. =R, ¢ > 0, n € N. Entao:

o p(t,e) = O(e™) se m < n. Basta tomar K =1e ¢y =1, assim, se 0 <& < 1:
le(t, )]l = [le™ cos (¢/e")]| < [e"] < [e™].

t
o ¢(t,e) = o(e™) sem < n, contudo, p(t, ) # o(e™) se m > n, pois neste caso lir[r)gr w
e— S

nao existe quando m =n e é 400 se m > n.
o Se d1(e) =™ e do(e) = €™ entao d1(g) = 0(d2(€)) se, e 86 se, m < n.

E claro da definicio que, se d,(g) = o(ds(¢)), entdo 0, () = O(da(¢)), porém a reciproca nem
sempre ¢é valida, e assim vemos a necessidade de tornar a estimativa de fung¢des de ordem mais
precisa.

Definigao 1.1.12. Dizemos que 1(¢) = Ox(d2()) para € | 0 se 01(c) = O(d2(€)) e d1(e) #
0(d2(¢)) para ¢ |} 0.

Exemplo 1.1.13. Considere 6;(g) = €" cos (1/¢) e da(e) = €™ entdo €" cos (1/e) = O4(e").
e"cos(1/e
De fato, ||e™cos (1/¢)|| < |€"|, mas lim lle cos (1/€)l] = lim |cos (1/¢)| ndo existe.
e—0t en e—0t

Como ja foi dito anteriormente, a variavel ¢ num problema de condicao inicial serd chamada
de tempo, e no decorrer do texto utilizaremos com frequéncia as varidveis tempo-escala T
relacionadas & varidvel tempo ¢, que sao definidas por 7 = §(¢)t, com § uma fun¢ao de ordem
que satisfaz 6(¢) = O(1).

Com as defini¢oes acima, podemos estimar a ordem de grandeza de uma fungao (¢, ¢),
denotada por ¢.(t), definida num intervalo de tempo I. com 0 < & < €.
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Definicao 1.1.14. Suponha que ¢, : I. — R" para 0 < € < g, considere a métrica euclidiana
||-|| e defina a seguinte norma:

[@elloo = sup{llec(®)]; t € L}
Seja § uma funcao de ordem. Entéao:

L . = 0(8(e)) em L se [[¢c]l = O(3(2)) para e L 0.

2. p. =o0(d(e)) em I, se El_i)r(r)1+ H‘g(sj)oo

3. p(e) = 0x(0(e)) em I se p. = O(0(g)) e pe # 0o(d(¢)).

Note que a norma ||-||o definida acima depende de ¢, e é independente de ¢. Portanto as
estimativas acima sao uniformes, isto é, sao validas uniformemente em I..

=0.

Exemplo 1.1.15. Seja ¢.(t) = cos(t+e"t) —cos(t) definida no intervalo I, = [0, 27 /e"]. Vamos
calcular uma estimativa para o erro de aproximacao da fungao cos(t) pela fungao cos(t + £"t)
no intervalo I..

Note que, quando ¢ tende a 0, o intervalo I, torna se ilimitado. Assuma 0 < € < 1, entao:

e]lco = sup{||cos(t + &™) — cos(t)||; t € I.} < 2

Logo ¢ = O(1), porém ¢, # o(1), e assim ¢, = Ox(1).
Caso I. = [0, 27] para todo ¢, entdo podemos fazer uma estimativa melhor.
De fato, se € esta numa vizinhanca da origem, pela féormula de Taylor, temos:

cos(t + &"t) = cos(t) + g(t)e" + o(e"™),

onde g é uma fungao continua (e portanto limitada em I.). Assim, se 0 < & < 1:

lpelle = sup{llg(t)e" + o(e™)|; ¢ € [0,2n]}

< sup{llg(t)e”[]; t € [0,2n]} + |o(e" )]
< K" 4 Kyent!
< Ke™

Neste caso, . = O(e").

Note que as Defini¢des [1.1.10] e [1.1.14] coincidem nos dois primeiros itens. A segunda apre-
senta uma notacao mais concisa e por isso é a mais indicada, contudo em algumas situacoes ela
pode ser mais dificil de ser utilizada pois o supremo pode nao ser calculavel (veja no exemplo
acima quando o intervalo é ilimitado) e assim, a primeira notac¢ao torna-se a mais apropriada.

A fim de causar o minimo de confusao possivel, utilizaremos as duas notagoes sem distingao,
e empregaremos a mais conveniente em cada caso.

Frequentemente, estimaremos a ordem de grandeza de fungdes ¢. em intervalos do tipo
I. = [0,L/6(¢)] onde L é uma constante positiva independente de ¢, e devido a esse fato
introduziremos uma nova expressao:
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Definigdo 1.1.16. Dizemos que ¢.(t) = O(4(¢)) para ¢ | 0 em tempo-escala 5(c)™! se a
estimativa é valida para 0 < d(e)t < L, onde L é uma constante independente de ¢.

A mesma definicao pode ser usada para o - estimativas.

Exemplo 1.1.17. Como ja vimos no exemplo [1.1.15] cos(t + €"t) — cos(t) = O(1) para e | 0
em tempo-escala 1/e".

Definig¢ao 1.1.18. Dizemos que 9. (t) é uma aproximacgdo assintdética de . (t) no intervalo
I, se:

©:(t) — 1:(t) = o(1) para € | 0, uniformemente em I..

Em termos de tempo-escala: 1.(t) é uma aproximacao assintotica de p.(t) em tempo-escala
5(e)! se:

@-(t) — (t) = o(1) para ¢ | 0 em tempo-escala §(¢)~".

Exemplo 1.1.19. Considere 9.(t) = (1 + &?)t, p.(t) =t e I. = [0,1/¢]. Mostremos que 1. é
uma aproximagao assintética de p. para € | 0 em tempo-escala 1/¢.
De fato, para cada t € [0, 1/¢], podemos escrever t = T'/e com T € [0, 1], assim

lim ¥.(t) — o.(t) = lim (14+e*)t—t
im (1) — e (t) lim (1+¢%)
T
= lim —
e—0t €
= lim T
e—0t
— ()7

uniformemente em I., pois T' € [0,1] (limitado), logo ¢.(t) — ©¥.(t) = o(1) para ¢ | 0 em
tempo-escala 1/e.

Com isso, terminamos de enunciar os conceitos basicos da teoria de aproximacao assintotica.
Com as ferramentas formais desenvolvidas até agora, estamos aptos a introduzir a teoria de
perturbagao.

1.1.2 Teoria da Perturbacao

Estudamos aqui problemas do tipo

@ = f(z,t¢), (1.1.8)

x(to) = Ty,

onde, z, xg sao elementos de um aberto D de R™, t, ty € [0,00) e € € (0, ] para algum gy > 0.
Assumimos que f satisfaz todas as condi¢Oes necessarias para que o teorema de existéncia e

unicidade seja valido.
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Suponha que o seguinte limite exista e seja uniforme em D x I, para um subintervalo
I =[ty, Al C[0,00):
ll_r)%f(x,t,e) = f(x,t,0).
Com isso, podemos definir o campo ndo-perturbado associado ao problema (|1.1.8)):

b= 150) (1.1.9)

y(to) = xo.

A teoria de perturbagio estabelece uma relacao entre as solugoes de (1.1.8)) e (1.1.9), que é
dada em termo de aproximagoes assintoticas.

A ideia principal deste processo é que se conhecemos as solugdes do campo nao-perturbado,
entao podemos estimar as solugoes do problema inicial. Em geral, o campo nao-perturbado
continua sendo um campo nao-autéonomo e nao-linear, porém a retirada do parametro € pode
facilitar as solugoes.

Vejamos agora um exemplo da teoria de perturbacao regular:

Exemplo 1.1.20. Considere o campo perturbado, z € [0,1], t € [0,00) e € € (0, &)

T = —¢e’r,
(1.1.10)
z:(0) =1
A soluciio deste problema é z.(t) = e~
Agora, considere o campo nao-perturbado associado a este sistema:
y=0,
(1.1.11)
y(0) =1

Neste caso, a solu¢do do problema é y(t) = 1.
Note que z.(t) — y(t) = O(?) em tempo-escala 1. De fato, pela férmula de Taylor, temos
que:
z.(t) = 14+ O(?).

Observamos que, em sistemas auténomos, os resultados da teoria de perturbacao sao validos
somente em tempo-escala 1.

Se f ¢ uma funcgao suave, segue do teorema de dependéncia continua e diferenciavel
que, a solucao ¢(z,t,e) de (1.1.8)) tal que p(zg,t,e) = xo é suave em todas as varidveis, e
portanto pode ser aproximada pelo seu polinémio de Taylor de grau k em e:

0(,0(x,t,0) 8’%0(.17,@0) k
B €+ + ek €

uniformemente em qualquer intervalo do tipo [0, L], com L uma constante real.
Por simplicidade, introduziremos a seguinte notacao que sera frequentemente usada:

o(x,t,e) = p(z,t,0) + + (’)(&?kﬂ),
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Notagao 1.1.21. Se f(y,e) é uma fungao real definida para y em um aberto de R™ e € num
intervalo real contendo 0, entao denotaremos:

~0"f(y,0)
) = ok

Além disso, denotaremos o resto da série de Taylor de f em ¢ de ordem k por fFl(y, ¢).
Desta forma, escrevemos a k — série de Taylor de f em ¢ por:

fly.e)= ') +ef'y) + -+ fFly) + (Y e).

Defini¢ao 1.1.22. Se f(e) é uma fungao real, suave, definida para € numa vizinhanga de 0,
entao definimos o k-jato de f como o k-polindémio de Taylor:

JEfe) = fOdeft 4+ 4 fP

Agora, mostraremos um dos resultados iniciais da teoria de perturbagdo que estabelece
a relacao entre as solugoes dos sistemas perturbado e nao-perturbado. Observamos que o
resultado sera estabelecido em tempo-escala 1:

Teorema 1.1.23. Considere os seguintes problemas de valor inicial:

= fO,t) +d(e) fW(x, ¢, e),

(1.1.12)
Jf(to) = 2o,
b=, (1.1.13)
y(to) = o,

onde f° e fIU sdo funcdes continuas e Lipschitz na varidvel z, (x,t,&) € Dy, e § é uma funcio
de ordem. Se fl(xz,t,¢) = O(1) em tempo-escala 1 entdo:

z(t) —y(t) = O(3(e)),

em tempo-escala 1.

Demonstrag¢io. Primeiramente, reescreveremos os sistemas ((1.1.12]) e (1.1.13) em sua forma
integral:

t

o) =wo+ [ (£°als),s) + €)M a(s).5.9)) ds,

t

y(t) =x0+ | fO(y(s),s)ds.

to

Considere a norma de z(t) —y(t), e utilizando a desigualdade da norma para integrais, temos
que:
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lz() =yl =

t
0

| (£@(s)9) = £20(s). ) + 60 1 (w(s), 5,2)) ds

< /tz |10 (s),8) = f(y(s), 5)| ds + d(c) /t U(a(s),5,9)|| ds.

to

Como fl(z,t,e) = O(1) em tempo-escala 1, temos que existe uma constante M tal que

|fM(z,t,€)]] < M em Dy (reduza &y se necessario, para que coincida com a constante do
simbolo de Landau). Além disso, como f° é Lipschitz em z, temos que:

l2(t) =y < Cpo /t: l2(s) = y(s)ll ds +d(e) M(t = to)

Agora, aplicando o Lema de Gronwall adaptado com 01(e) = Cpo, da(e) = Mi(e) e
03 = 0, obtemos:

l(t) — p(0)] < 6() FeOr) — () 20

Co Cho

Desta forma, concluimos que y é uma aproximacgao assintética para x com erro () pois,

se considerarmos que ¢ estd em um intervalo [0, L] para alguma constante L, entao Cyo(t — o)
é limitado por uma constante independente de €. Note que a ultima consideracao implica que
a aproximagao ¢ valida em tempo-escala 1 e com isso, o teorema esta provado. O

(1.1.14)

Definicao 1.1.24. Diremos que um problema de perturbacao esta na forma padrao se é do
tipo:

& =cf(x,te), (1.1.15)

ZL‘(tQ) = X29-
Para aplicar o método do averaging, é necessario que o problema esteja na forma padrao. A
seguir, mostraremos como podemos colocar um problema de perturbagao em sua forma padrao.

Dado um problema de perturbagdo definido por uma funcao suave f : Dy — R" | entao
podemos reescreve-lo como:

i = fO(x,t) +efl(x,t,e),

(1.1.16)
I(to) = Xy,
onde fO e fl seguem a notacdo [1.1.21]
Assim, o problema nao-perturbado associado é dado por:
2= f%z1)
(1.1.17)

Z(to) = 29
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Assuma que ([1.1.17)) possa ser resolvido de maneira explicita, e assim a solugdo dependerd
da condigao inicial xg, e podemos escrevé-la como z(xg,t). Assim, se y € R", temos que:

# =21 (1.1.18)

2(y,to) =y
Com isso, podemos considerar z como uma mudanca de variavel, tal método é conhecido
na literatura como variacao de parametros:
x = z(y,t). (1.1.19)
Derivando (|1.1.19) com relacao a t, e considerando que y também depende de ¢, segue que:

02(y,t)
T + Dyz(y, 1)

dy _ do
dt dt

= fo(l',t) + Ef[l](mﬁtag)

= [y, 1),1) +efM((y. 1), t,e).

0z(y,t
Como z(y, t) satisfaz (1.1.17)), segue que Z(a‘yt’ ) = f%z(y,t),t), e portanto:

d
Dyz(y,t) - d% =cfU(z(y, 1), t,¢)

Assumindo que D, z(y, t) é ndo-singular, temos o seguinte problema de perturbacao na forma
padrao na variavel y:

g = ((Dy2(y, )"+ fU(2(y0), 1, 2)) (1.1.20)
Observamos que, em geral, ([1.1.20) pode ser um sistema bem complicado, e pode envolver

funcdes elipticas como no caso da equacio de um péndulo perturbado (¢ +sen(¢) = eg(¢, t, €)).
Além disso, outra dificuldade nesse método é que a transformacao provoca mudancas na relacao
de dependéncia do sistema com o tempo, e desta forma pode nao existir uma constante de
Lipschitz independente do tempo.

Contudo, mostraremos abaixo que tal método pode ser empregado com sucesso no caso das

equacoes quast-lineares.

Definicao 1.1.25. Um problema de perturbacao é dito quasi-linear se a equacgao (|1.1.16)

pode ser escrita como:
i=Alt)r +efM(a,t,¢), (1.1.21)

onde A(t) é uma matriz n X n, com entradas continuas em t.
No caso do problema quasi-linear (|1.1.21)), o problema nao perturbado é dado por:

i = At)z. (1.1.22)
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Sabemos que (|1.1.22)) possui n solugoes linearmente independentes, chamadas solugoes fun-
damentais, e assim, podemos construir a matriz fundamental ¢(t) associada ao sistema,
cujas colunas sao formadas por tais solugoes. Além disso, podemos escolher ¢ de forma que

¢(to) = 1.

Pelo método da variacao de pardmetros descrito acima aplicado a x = ¢(t)y, temos que:

g =eo (1) M)y, 1, ) (1.1.23)
Observemos que caso a matriz A seja constante, entdo a matriz fundamental é dada pela

exponencial da matriz A:
o(t) = A1),

Neste caso, a forma padrao é simplesmente:

y = ge~Alt-to) gl (AUt ¢ o, (1.1.24)

Note que, se todos os autovalores de A sao imaginarios puros, entao as solu¢oes do sistema
sao dadas em termos de funcoes seno e cosseno (sem exponenciais), e portanto, o termo e~ A=)
é limitado por uma constante independente do tempo. Logo, se flU é Lipschitz, temos um
problema de perturbacao em boas condi¢oes. Contudo, caso A possua um autovalor de outro
tipo, podemos néo ter essa situacio, mesmo no caso em que fIU é limitada.

Finalizamos essa sessao com um exemplo de aplicagao ao estudo de oscilagoes nao-lineares.

Exemplo 1.1.26. Considere o seguinte problema de valor inicial:

i+ w?z = eg(x, i, t,¢), ( )
1.1.25

I’(to) = al,i’(to) = Q9.
O sistema nao-perturbado, i +w?u = 0, possui duas solugdes independentes: cos(w(t — ty))

e sen(w(t — toy)).
Desta forma, introduzindo a variavel y = &, temos um sistema quasi-linear:

T =y,
(1.1.26)

y = _w2$ + €g(.§€, jja tv 8)'
E assim, obtemos a seguinte matriz fundamental (tal que ¢(ty) = I):
cos(w(t —tg))  Lsen(w(t —ty))

o) = , (1.1.27)
—wsen(w(t —tg)) cos(w(t —tg))

A transformacio da variagdo de parametros torna-se:

r = 2z cos(w(t — o)) + 2sen(w(t — to)),
(1.1.28)

& = —zjwsen(w(t — ty)) + 2o cos(w(t — to)),
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e neste caso, a equacao ((1.1.24]) se torna:

Z = —5sen(w(t — tg))g(-, * t7€)a

2o = ecos(w(t —t9))g(-, -, t,€), (1.1.29)

Zl(to) = daq, Zg(to) = as.

As expressoes de x e & devem ser substituidas em g no sistema ([1.1.29]). E assim, colocamos
o problema na forma padrao.

Observacao 1.1.27. Observamos que, em problemas de oscilagoes, as equacoes para a variacao
da amplitude r e da fase ¢ de uma solucdo sdo extremamente uteis. Assim, forneceremos as
expressoes da forma padrao em funcao de r e ¢. Considere a mudanga:

x = rsen(wt — @)

(1.1.30)
& = rwcos(wt — @)

Similarmente ao que foi desenvolvido no exemplo anterior, podemos transformar a equacao

perturbada (|1.1.25)) em:

= 2 cos(t = D)yl ). (1131)

Qlﬁ = isen(wt - Qb)g(, Yy t? 8)7

onde os valores iniciais de r e ¢ podem ser obtidos da mudanca (|1.1.30)).
Note que, se r é pequeno, entao a formula (|1.1.31)) pode apresentar grandes problemas, pois
perdemos a hipodtese de que a variagao de ¢ seja limitada.

1.2 Teoria do Grau de Brouwer

A teoria do grau foi estabelecida por Brouwer em 1912, e utilizada implicitamente nos
trabalhos de Poincaré, Bohl, dentre outros matematicos. O conceito do grau mostrou-se uma
ferramenta eficaz no estudo da existéncia e quantidade de solugoes de equagoes do tipo f(x) = yo
em espacos de dimensao finita.

Em particular, veremos que o método do averaging reduz o problema de encontrar ciclos
limite de um sistema para o de solucionar uma equagao fy(p) = 0, a ser determinada. Deste
modo, o grau de Brouwer torna-se um importante instrumento para se obter resultados nessa
area.

De fato, a ferramenta que torna possivel a extensao do teorema classico do averaging é o
grau topologico de Brouwer para fungdes continuas. Assim, desenvolvemos nessa secao alguns
topicos sobre o grau, com o objetivo de defini-lo e apresentar algumas propriedades que serao
utilizadas neste trabalho.

Primeiramente, definimos o grau de Brouwer para o caso em que a func¢ao é regular, isto
é, possui um certo grau de diferenciabilidade, e em seguida mostramos como definir o grau
quando a funcdo é apenas continua.
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1.2.1 O Grau de Brouwer para Funcoes Regulares

Seja V um aberto limitado contido em R", denotaremos por V e OV, o fecho e fronteira de
V em R", respectivamente, e considere C*(V,R"), o espago das fungdes que possuem derivadas
até ordem k continuas em V que assumem valores em R", .

Lembremos que, uma funcao f é diferencidvel em um fechado V, se existem um aberto U
de R™ que contém V e uma funcao diferencidvel F' definida em U, tais que F coincide com f
em V, e neste caso, dizemos que F é uma extensao de f.

Seja f € CY(V,R"), e defina:

Z={xeV; Jp(x) =0},
onde J¢(z) denota o determinante jacobiano de f no ponto z, e considere b ¢ f(OV) U f(Z).

Definicao 1.2.1. Definimos o grau de Brouwer de f com respeito a V' no ponto b, como o
seguinte nimero inteiro:

ds(f,V.b) = > sgn(Js(8)),

gef~1({oh
onde sgn é a funcao sinal dada por:
1, set>0
sgn(t) =
-1, set <0

Proposicao 1.2.2. O grau de Brouwer dg(f,V,b) de f com respeito a V' no ponto b, nas
condicoes descritas acima, estd bem definido.

Demonstragdo. Para verificar a boa definigao do grau de Brouwer dg(f, V,b), devemos mostrar
que f~1({b}) é um conjunto finito e que J;(£) é nao nulo para todo £ € f~({b}). Deste modo
a soma que define o grau é finita, concluindo a verificacao.

Suponha que ¢ € f~1({b}) N Z, entdo b = f(£) € f(Z), o que é absurdo pela hipdtese de
que b ¢ f(OV)U f(Z). Logo, temos que J¢(£) é ndo nulo para todo £ € f~1({b}), e portanto
podemos avaliar a funcéo sinal em J¢(§).

Mostremos que f~!({b}) é um conjunto finito.

De fato, pela continuidade de f, temos que f~!({b}) é um conjunto fechado em V', e assim
é um conjunto fechado e limitado em R™, pois f~!({b}) C V, e portanto ¢ compacto.

Seja & € f71({b}), assim J;(€) # 0, e como b ¢ f(AV), temos que ¢ estd no interior de V.

Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe um aberto, que podemos supor da forma U; =
B.. (&) C V, com g¢ > 0, tal que f|y.: Us = f(Ue) é um difeomorfismo, e f(Ug) é um aberto
que contém b.

Logo, {Us; € € f~1({b}} é uma cobertura aberta de f~*({b}), e como este é compacto,
existem &1, - - -, &, tais que:

) € U U,

Pela injetividade de f em Ug;, temos que cada um destes abertos contém apenas um elemento
de f~1({b}), e assim segue que f~1({b}) = {&, -, &} é finito. O
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Exemplo 1.2.3. Seja f : V — R dada por f(z) = z?, onde V = (—1,1). Neste caso, Z = {0},
oV = {—1,1} e assim, dado b € (0,1), temos que b ¢ f(OV) U f(Z), e portanto podemos
calcular o grau de Brouwer de f no ponto b com respeito a V.

Note que f1({b}) = {—Vb, Vb}, e desta forma:
dg(f,V,b) = sgn<2 (—\/5) ) + sgn<2 (\/5) ) =—-1+1=0.

Por outro lado, se considerarmos Vi = (0,1) e f; = f|y, terfamos que 0V; = {0, 1},
Z = e assim, dado b € (0,1), temos que b ¢ f1(0V1) U f1(Z), e novamente, podemos calcular
dg(f1,V1,b). Contudo, neste caso, f; '({b}) = {v/b} e portanto:

dg(f1,V1,b) = sgn<2 (\/5> > = 1.

Observe que, este exemplo mostra a dependéncia do grau de Brouwer com a vizinhancga
utilizada para o seu calculo.

Vejamos agora uma caracterizagdo do grau de Brouwer via integracao, que nos permitira
demonstrar propriedades essenciais para os resultados deste trabalho.

Teorema 1.2.4. Sejam V um subconjunto aberto de R", f € C*(V,R"), b ¢ f(OV)U f(Z), e
considere f~1(b) = {&,---.&}. Entao:

1. Existe g > 0 tal que, para cada 0 < € < gq, existem vizinhancas U;(¢) de & com i €
{1,---,k}, de modo que f : U; — B.(b) seja um difeomorfismo para cada i € {1,---, k}.

2. Dado ¢ > 0, existe uma aplicagao f. € C(R™ R), tal que suppf. C B.(b) e / fe(x)dx
1, onde suppf. = {z € K% fo(z) £ 0},

3. Considere gg > 0 dado pelo item (1), entao, para cada 0 < € < g¢:

dp(£.V.0) = [ f(f(@))Jp(2)da.

A demonstracdo do teorema acima sera omitida por se tratar de um passo técnico para o
préoximo resultado, contudo, podemos encontra-la em [IJ.

A seguir, vemos uma das propriedades do grau de maior importancia no contexto desta
dissertacao. Como observado anteriormente, o grau de Brouwer é uma ferramenta topoldgica
que esta relacionada com o problema de encontrar zeros de fungoes em um espaco de dimen-
sdo finita, e portanto, consiste em um elemento essencial da demonstracao dos Teoremas de
averaging a serem abordados.

Teorema 1.2.5. Sejam V um subconjunto aberto e limitado de R", f € CY(V,R"), b ¢
FOVYU f(Z). Se dp(f,V,b) # 0, entdo existe g € V tal que f(xy) = 0.

Demonstracao. Pelo teorema |1.2.4] existe 5 > 0 tal que, se 0 < € < gp, temos que:

dB(f> V> b) = Z sgn Jf / fE )

gef~1({vh)

Note que:
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| A @) (@) =
Como dgp(f,V,b) # 0, temos que:

/{mGV;|f(ac)_b<€} fe(f(l'))Jf(iL’)d:L‘

f-(f(x))Js(x)dx #£ 0,
/{xev;f(x>—b|<a} (f@) ()
e assim, segue que {z € V;|f(x) — b|< e} # 0.
Desta forma, existe x. € V, tal que |f(z.) — b|< e. Com isso, podemos construir uma
sequéncia (x,)5, em V tal que:

€0
n+1

|f(z,) — bl< V' néeN. (1.2.1)

Como V é compacto (fechado e limitado em R"), temos que a sequéncia (z,,)S%, possui uma
subsequéncia convergente a um ponto de V, e sem perda de generalidade, podemos assumir que
T, — T quando n — oo, onde xy € V.

Pela continuidade de f, da norma e por (1.2.1]), tomando o limite quando n — oo, concluimos
que f(zo) = b.

Observe que b ¢ f(0V), implica que zg € V', 0 que conclui a demonstragao. H

Além do teorema acima, outra propriedade de suma importancia para a demonstracao do
método do averaging em sua forma generalizada é a invaridncia por homotopia do grau de
Brouwer.

Teorema 1.2.6 (Invariancia por Homotopia de Classe C?). Seja H € C*(V x [0,1],R") tal
que b ¢ H(OV x [0,1]). Entao dg(H(-,t),V,b) é constante com respeito a t.

A demonstracao deste resultado envolve varios resultados técnicos que fogem dos nossos
objetivos, portanto a deixaremos referenciada em [1J.

1.2.2 O Grau de Brouwer para Fungoes Continuas

Como veremos adiante, o grau de Brouwer sera utilizado na versao generalizada do método
do averaging para nos fornecer uma ferramenta topoldgica quando a funcao de estudo é apenas
continua e ndo necessariamente, diferenciavel. Portanto, nessa sessdo, mostramos como definir
e citamos as propriedades fundamentais do grau de Brouwer quando a funcao tratada é apenas
continua.

Um dos principais resultados que possibilitam a extensdao do grau de Brouwer a funcgoes
continuas, é o Teorema de Aproximacao de Weierstrass, que permite demonstrar que se V' é um
aberto limitado de R", entao C?(V,R") ¢ denso em C(V,R"). Além disso, outra ferramenta de
suma importancia nesta tarefa é a invariancia por homotopia de classe C? do grau de Brouwer
para funcoes regulares (ver [1.2.0)), estudada anteriormente.

Sejam V aberto limitado de R", f € C(V,R"), b & f(OV) e r = d(b, f(OV)) = inf{|b —
f(z)];z €0V}

Note que, se r = 0, entao existiria uma sequéncia (x,)> ; em OV de modo que |b— f(z,)|<
1/n, para cada n € N. Como 9V é fechado e V' é limitado, segue que dV é compacto, e
portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que x,, — xo para algum zy € 9V.
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Logo, pela continuidade de f e pela propriedade da sequéncia tomada, temos que f(z¢) = b, e
portanto b € f(OV), o que é absurdo. Logo r > 0.

Pela densidade de C?*(V,R") em C(V,R"), existe g € C?(V,R") tal que:
— r
1f = gllso = sup {|f (2) = gla);w € V} < .
Teorema 1.2.7. Se U = {g e C*(V,R"); | f — gl < g} Entao:
dp(g1,V,b) = dp(g2,V,b), V g1, 92 € U.
Demonstracio. Note que, pela discussao acima, temos que U # ().
Defina:
H: Vx[0,1] - R (1.2.2)
(z,t) = tgi(x) + (1 —1)ga(x).

Como g, go € C*(V,R"), segue que H € C*(V x [0,1],R™).
Mostremos agora que b ¢ H(OV x [0,1]).
De fato, dado x € V, para cada t € [0, 1], temos que:

[H(z,t) = f(x)] = |tgi(x) + (1 =t)ga(e) = tf(z) — (1 =) f ()]
= [tg1(x) = f(2)) + (1 = t)(g2(2) — f(2))]
< tgi(@) = ()1 = 1)|ga(x) — f(2)]

< tllgr = fllo + (1 =)llg2 = fll

< t5+(1-1)3

N3

Assim, se b € H(OV x [0, 1]), existiriam zg € 9V e ty € [0, 1] tais que H(zo,to) = b, e com
isso: ,
b= f@o)l= [H (o, to) = flzo)l< 3,
o que é um absurdo, pois 7 = d(b, f(OV)), e desta forma |b — f(zo)|> r. Portanto b ¢
H(OV x [0,1]).
Pelo Teorema [I.2.6] temos que:

dg(H(-,0),V,b) =dg(H(-,1),V,b),
isto é:

dB(glv V7 b) - dB(g% V’ b)

Com isso, podemos definir o grau de Brouwer para fung¢oes continuas:
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Definigao 1.2.8. Sejam V um subconjunto aberto limitado de R™, f € C(V,R") e b & f(dV),
definimos o grau de Brouwer de f com respeito a V no ponto b, como:

dB(fa‘/ab> :dB<g7‘/7b>7 v.g € U7

onde:

v ={se @Rl - gl < LLEDY

No caso de fungoes continuas, também temos invariancia por homotopia e a propriedade de
existéncia de solugao:

Teorema 1.2.9 (Invaridncia Homoto6pica do grau). Sejam V' um aberto limitado de R", H €
C(V x[0,1,R") e b ¢ H(OV x [0,1]), entdo dp(H(-,t),V,b) é constante com relacio a t.

Teorema 1.2.10. Sejam V um aberto limitado de R™, f € C(V,R") e b ¢ f(OV). Se
dp(f,V,b) # 0, entdo existe zo € V tal que f(xg) = b.

Teorema 1.2.11 (Propriedade de Excisao do grau). Sejam V' um aberto limitado de R™,
f e C(V,R"), K C V um conjunto compacto e b ¢ f(K)U f(V). Entdo, dg(f,V,b) =
dB(fvv_K7b)

As demonstragoes de tais fatos podem ser encontradas em [I], assim como as outras diversas
propriedades do grau de Brouwer, porém, para este trabalho, é suficiente conhecer os resultados
aqui enunciados.



Capitulo 2

O Método do Averaging

A existéncia de solugoes peridédicas de uma equacao diferencial é um importante objeto de
estudo para se compreender qualitativamente a dinamica de um sistema. Deste modo, ao longo
dos anos, esse tema foi vastamente estudado através de diversas técnicas, dentre elas, o método
do averaging, que é amplamente utilizado na obtencao de resultados qualitativos.

O método do averaging é uma poderosa ferramenta que permite relacionar, quantitativa-
mente, as solugoes periddicas que bifurcam de um sistema perturbado com o ntimero de zeros
simples de uma func¢ao a ser determinada, em um espaco de dimensao finita, e assim, facilita a
ardua tarefa de encontrar tais solugoes de interesse.

Na primeira secao deste capitulo, desenvolvemos alguns resultados que serao essenciais para
o entendimento deste método, e na segunda secdo, enunciamos e demonstramos o resultado
classico do averaging, que exige que as equagoes a serem estudadas sejam, no minimo, de classe
C2.

Em 2004, Buica e Llibre (em [7]) utilizaram a teoria do Grau de Brouwer para estender o
método do averaging classico as equagoes apenas continuas, e assim seu uso foi ampliado a uma
classe muito maior de sistemas. Tal generalizacao ¢ estudada em detalhes na terceira secao.

2.1 Teoria do Averaging

Nesta sessao, descrevemos a ideia principal da teoria do averaging, que é comparar as
solugoes de um sistema perturbado com as de outro sistema mais simples, a ser definido.

Como veremos adiante, a ideia de se aplicar o averaging a um sistema é muito intuitiva, e
podemos encontrar nos trabalhos de Lagrange e Laplace as justificativas de tal intuitividade,
assim como o uso deste processo para se estudar o problema de perturbacoes no sistema solar.

Nos primérdios de tal teoria, muitos fisicos e astronomos achavam os procedimentos do
averaging tao naturais que nao se importavam em justificar o processo. Contudo, mostrou-se
necessaria a formalizacao de tais métodos, e com o auxilio do rigor da teoria da aproximacao,
foi possivel identificar as restri¢oes deste procedimento, e assim, em torno de 1930, surgiram os
primeiros enunciados rigorosos da teoria do averaging.

Em [69] podemos encontrar uma descrigdo detalhada da teoria do averaging e suas apli-
cagoes. De acordo com os interesses deste trabalho, discutiremos apenas o caso do averaging
peridédico de primeira ordem, porém existem outras versoes deste teorema que podem ser con-
feridas em [69].

37
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Utilizaremos as notagoes introduzidas no capitulo [I} Considere o seguinte sistema pertur-
bado:

& =cf(z,t) + 2 fA(x, t,e), (2.1.1)

z(0) = o,

onde f1: D xR —=R"e f2: D xR x (0,g9) = R" sdo fungdes T-periédicas na variavel ¢, D
¢ um subconjunto aberto de R"™ e xy € D.

A simplificagdo natural deste sistema pode ser feita através da eliminacao do termo de ordem
e? e, para que o sistema se torne auténomo, calcula-se a média com respeito a t da equacdo.
Com isso, obtemos a seguinte definicao:

Definicao 2.1.1. Definimos a equag¢do promediada associada ao sistema [2.1.1] como:

(2.1.2)

onde a funcdo f!: D — R™ é dada por:

7z = ;/OT £z )t (2.13)

Neste caso, chamamos f! de fung¢do promediada associada a [2.1.1}

Nosso principal objetivo é comparar é comparar as solugoes de com as solucoes de
(2.1.2). Em particular, provaremos que, sob certas condigoes a serem discutidas na sequéncia,
as solugoes dos sistemas e permanecem préximas (com ordem e de proximidade)
por um intervalo de tempo de ordem %, ou seja, existem constantes positivas C' e L tais que:

L
|zo(t) — 22(t)]| < Ce para 0 <t < =

onde x(t) e z.(t) sdo solugoes de e[2.1.2] respectivamente.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema 27-periddico:

i = ex + & cos(t),

(2.1.4)
z(0) = xo,
cuja solucao geral é dada por:
z(t) = zoe™ + 2sen(t). (2.1.5)
Neste caso, o sistema promediado é dado por:
z=¢€z,
(2.1.6)

2(0) = zo,
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que possui solucao geral:
2(t) = zpe™. (2.1.7)

Desta forma, temos que, se x(t) e z(t) sao solugdes de (2.1.4]) e (2.1.6)), respectivamente,
tais que x(0) = z(0) = a, entao:

z(t) — 2(t) = e%sen(t),

e assim, estabelecemos uma comparacao entre as solugoes do sistema original e do promediado.
Note que, neste caso, z(t) — z(t) = O(&?).

Com intuito de remover o € que multiplica a func¢ao promediada em ([2.1.2)), introduzimos
uma nova escala de tempo, T = ct, e assim obtemos o sistema guiado:

dr (2.1.8)

Observacao 2.1.3. Para se obter o sistema acima, basta fazer w(r) = z(t) = 2 (g), assim,
w(0) = 2(0) = zo, e

dw dz ;.\

dr dt (E) £

= ()2

= ef'(w(r)).

Conforme a Observagao [2.1.3] se w(7) é solugao de (2.1.8)), entao a solucao de (2.1.2)) é dada
por:

ze(t) = z(t, ) = w(et),

logo, t aparece em z(t,e) somente na forma et.

Primeiramente, para que se faca sentido estudar a proximidade das solugoes de e
([2.1.2) no sentido mencionado, é necessario que se escolha um subconjunto aberto D de R”,
conexo e limitado, contendo xg, e duas constantes L > 0 e g9 > 0, de forma que as solucoes
z(t,€) e z(t,€), com 0 < e < g, permanecam em D para 0 < t < %

Proposicio 2.1.4. Se f! e f% sdo continuas, entdo existem D, L e g, satisfazendo as condicoes
citadas acima.

Demonstragio. Existem dois modos de provar essa proposicao.

Do primeiro modo, escolha D aberto conexo limitado e gy > 0 arbitrariamente. Como o lado
direito das equacoes dos sistemas e sao limitadas por uma constante multiplicada
por €, para 0 < e < gg e z,z € D (pois sao fungdes continuas em um compacto), é claro que
existe L satisfazendo a condigao desejada.

A segunda maneira de se encontrar esses elementos ¢ escolher L > 0 arbitrariamente, e D e
go da seguinte forma: se uma solugao de (2.1.8)) existe para 0 < 7 < L, e se D é uma vizinhanca
deste segmento de solugdo, entdo existe g9 > 0 de forma que as solugoes de (2.1.1) e (2.1.2)

permanecam em D para 0 <t < % se 0 < e < gy. ]
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Observacao 2.1.5. Observe que tais condi¢oes discutidas acima podem ser interpretadas do
seguinte modo: como z(t,¢) e z(t,&) evoluem no espago em uma taxa de ordem O(g), entdo
elas permanecem limitadas por um tempo de ordem O(1/¢).

Note ainda que, tal ideia é semelhante ao que acontece no teorema [1.1.23]

Lema 2.1.6. Considere D um subconjunto aberto e conexo de R", e seja ¢ : D x R — R”
uma fungao periddica em s com periodo T. Assuma que ¢(z,s) possua fun¢ao promediada
nula, seja limitada em D x R e satisfaca a condicao de Lipschitz na variavel x em D. Suponha
que z(t,e) € D para 0 < e <¢gge 0 <t < L/e, para alguma constante L > 0, e que satisfaz
& = O(e). Entao, existe uma constante C; > 0 tal que:

|/ otatser. e

Demonstragio. Primeiramente, observe que se xz(t,e) é constante, o resultado é trivial, e é
valido para todo t, pois neste caso, a integral seria periddica (devido a periodicidade de ¢ para
x fixo) e portanto, basta tomar C; como a sua amplitude.

Em geral, x ndo precisa ser constante, porém x varia de maneira lenta, pois satisfaz & =

L
3

<Cp,paral0<e<egel<t<

O(e).

Considere a divisao do intervalo [0,t] em periodos [0,7], [T,2T], ---, [(m — 1)T,mT] e
[mT,t], de modo que o ultimo desses intervalos tenha comprimento menor do que 7.

Entao,

x(s,€),s)ds

(2.1.9)

H/ s)ds * H/mT 5:€), 8)ds

Seja U, a constante de Lipschitz de ¢, e observe a desigualdade abaixo, que fornece uma
estimativa para cada uma das integrais de (2.1.9): (Cada passo serd justificado em seguida.)

(j— 1)T

|| (s,2), 5)ds| = || £(5,),5) — pla(( — VT, <), 5)] ds
(G-nT (G—1)T
< G, |x(s,e) —a((j — V)T, e)|| ds
(G-1T
JT
< C, Cheds
(G-1T
S CWCQT{:“.

A primeira igualdade é valida pois p(z((j — 1)7,€), s) possui integral nula, ja que z((j —
1)T,¢) é fixo e ¢(x,s) possui média nula para cada z fixado.

A segunda desigualdade, segue da hipotese de que ¢ satisfaz a condicao de Lipschitz na
variavel x.

A terceira desigualdade segue da limitacao ||z(s,e) —z((j — 1)T,¢)|| < Cae, para alguma
constante Cy > 0, e esta desigualdade ¢ justificada pela lenta movimentacao de x. De fato, pelo
teorema do valor médio, como D é conexo, existe & € D, tal que:
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x(s,e) —x((j — 1)T,¢)
s—((—-1T

- lateal

S CYQEa

logo,
lz(s,e) = 2((j = DTye)l| < Coe(s — (i — 1T)

< éQTE,

assim, basta tomar C = CoT.
Além disso, a integral final sobre um periodo parcial é limitada por ||¢||.T = Cs.
Portanto,

t
/0 o(z(s,e),s)ds|| < mC,CoTe + Cs.

L
Por construcao, mT <t < —, logo:
€

mO4POQT€ + 03 S OSDOQL + 03,

e assim, basta tomar C; = C,CyL + Cf, para concluir a demonstracao.

Agora, estamos prontos para enunciar e demonstrar o resultado de interesse:

Teorema 2.1.7. Considere os sistemas (2.1.1]) e (2.1.2). Suponha que f* satisfaz a condicao de
Lipschitz, f é continua e que ¢y, D e L satisfazem as condicdes da proposicio m Entao,
existe uma constante C' > 0 tal que:

h

|z(t,e) — z(t,e)|]| < Ce, para0<e<ee0<t< =

onde x(t,e) e z(t,e) sdo as solugdes de ([2.1.1) e (2.1.2)), respectivamente.

Demonstrag¢io. Denotaremos por E(t,e) = z(t,e) — z(t,€), o erro da aproximagao entre as
solugoes.

Note que, se w é a solucao do sistema guiado associado a (2.1.2)), entdo z(t, e) = w(et),
e portanto E(t,e) = x(t,e) — w(et).

Utilizando as equagoes diferenciais para escrever as solugoes em sua forma integral, obtemos:
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td
z(t,e) —xg = /Oxizg)ds

= /Ot {5]”1(:1:(3, e),s) + 2 fP(x(s,e), s, 8)} ds,

td
w(et) —xg = /0 wd(;ss) ds

t dw
= /Og(ss)eds

_ /Ot e P (w(es))ds.

E assim,

E(t,c) = s/ot (£ ((5.2),8) + e (w(5,2), 5, ) — F(w(es))] ds. (2.1.10)

Para simplificar a notacao, omitiremos os pontos de aplicagdo de E, x e w. Deste modo, o
integrando de F pode ser escrito como:

(o s) = 1w, s)| + P (@, 5,2) + [ (w, ) = [H(w)],

Logo,
lel = <| [ [ @) = Pw,9)] +efBw,s,6) + 1w, ) - Fr(w)] }ds
< ¢ /Ot {fl(x,s) —fl(w,s)} ds|| + €2 /Ot fp](:c,s,e)ds +¢ /Ot {fl(w,s) —fl(w)} ds
< e/OtHfl(x, s) —fl(w,s)Hds+€2 /Otfm(x,s,g)ds +e /Ot [fl(w,s) —fl(w)] ds|| .

(2.1.11)
Na primeira integral da desigualdade (2.1.11)), utilizamos a condicdo de Lipschitz de f! para
substituir o integrando por Cp ||z — w|| = Cp E(s,€).
Como f1? é continua e periédica, entdo ela é limitada em D para todo tempo por uma
constante C° > 0.
Note que, f'(w,s) — fH(w) = ¢(w, s) tem as seguintes propriedades:

e E T- periédica em s, pois ft é T-periddica.
« Satisfaz a condicio de Lipschitz, pois f' e f! sdo de Lipschitz.

o E limitada em D, pela continuidade das funcdes e por D ser limitado.

1 T _ _
o Possui média nula para cada w pois: T/ {fl(w, s) — fl(w)} ds = fH(w) — f*(w) = 0.
0
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d d =
Observe também que, w(es) satisfaz w = O(e), pois: d—w(ss) = 5d—w(es) =cfl(w(es)). E
s s
por hipétese, w(es) € D para todo 0 <e<ege 0 <t < Lfe.

Entéao pelo Lema [2.1.6] a terceira integral é limitada por uma constante C; > 0.
Assim, obtemos:

t
1Bt e)|| < eCp / 1E(s, €)|| ds + Coc®t + Cre. (2.1.12)
0

Utilizando o Lema de Gronwall adaptado para ¢(t) = ||E(t, )|, 1 = eCp1, dy = Coe?,
93 =Cie, tg=0e T = L/e, temos que:

1Bt e)| < 5((%)1 +01> eac}dt_gg;i
< 6(5?1 +Cl> ecflL—gg;
= € (g;l (1 — e‘cflL) + C’1> Cpil
= ¢ (COL(l_C;:ZflL) +C1) epy?
< e(CoL + Cl)ecflL’

para 0 < e <gye 0 <t < L/e.

Observe que a tultima desigualdade é justificada pelo fato de que a fungao real g(x) = 1’;_1
¢ limitada por 1 se x > 0.
Tomando C = (CoL + Cy) e“r'%, temos o resultado.
[

Para finalizar essa sessao, mostraremos no exemplo abaixo, como a teoria do averaging pode
ser utilizada.

Exemplo 2.1.8. Considere a equa¢cdo de Van der Pol:
t+x=c¢eg(z, ), (2.1.13)

com valores iniciais 2(0) = zo e ©(0) = yp, onde g é uma funcdo suficientemente suave em
D C R%

Este é um sistema quasi-linear, que é um caso particular do Exemplo Assim, utili-
zaremos a seguinte transformacao amplitude-fase para colocar o sistema em sua forma
padrao:

x = rsen(t — ¢), (2114

& =rcos(t — ¢),
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e conforme a Observacao [1.1.27, a equacao perturbada é transformada em:

7 cos(t — ¢)g (rsen(t — ¢),r cos(t — ¢))
_ (2.1.15)

) Isen(t — ¢)g (rsen(t — ¢),r cos(t — @)

Note que o campo (2.1.15)) é da forma & = ef!(z,t), onde x = (r, ¢).

Observe que é um campo vetorial 2m-periddico na variavel t e se assumirmos que
g € CYD,R), podemos aplicar Teorema , desde que uma vizinhanca da origem seja
excluida, ja que as coordenadas polares utilizadas ndo funcionam na origem.

Como a equacao original é auténoma, a equacao promediada vai depender somente de r e
definimos as duas componentes do campo vetorial promediado da seguinte forma:

_ 1 g2
fitry = — cos(s — ¢)g (rsen(s — @), rcos(s — ¢)) ds
o /0 (2.1.16)
= 217r/0 7TCos(s)g (rsen(s),r cos(s)) ds,
i)y = 71=217r /027r sen(s)g (rsen(s),r cos(s)) ds. (2.1.17)

Assim, podemos obter uma aproximacao assintética através da resolugao do sistema:

v fi(7)
¢ f(7)
com as condig¢oes iniciais adequadas. ~
Note que esse é o sistema (2.1.2]) com z = (7, @), e assim reduzimos o problema inicial a um

sistema autonomo de primeira ordem.

Agora, vamos particularizar este exemplo para uma famosa forma da equacao de Van der
Pol:
i+x=e(l—2%)i. (2.1.18)

Neste caso, temos que:

Fi) = g [ eost) (1 rPsent (s)) rcos(s)d
= — — n

L(r o o cos(s resen(s) ) rcos(s)ds

1

= 5 /027T (1 — TQSGHQ(S)) rcos®(s)ds

1 r3
= —7m|lr——
2 4
1 r?
- 1=
v (1-%)
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_ 11 27
. 22

= ;%/0 sen(s) (1 — r°sen (s)) rcos(s)ds
pu— 0.

Assim, a equagao promediada fica:

: (2.1.19)

Note que, se o valor inicial da amplitude ry é 0 ou 2, entao a amplitude 7 é constante para
todo tempo. Além disso, g = 0 corresponde ao ponto critico instavel da equagao original,
enquanto 7o = 2 origina uma solucao periddica para o sistema promediado, para todo 0 < e <
€9, € assim, pelo Teorema temos a seguinte solugao para o sistema original:

x(t,e) = 2sen(t — ¢g) + O(e), (2.1.20)

em tempo-escala 1/¢.
Em geral, utilizando a solugao do sistema promediado e o Teorema [2.1.7] temos que:
%st

o€

(1 + ir% (est — 1))

x(t,e) = sen(t — ¢o) + O(e), (2.1.21)

(NI

em tempo-escala 1/e.

Mais ainda, veremos adiante, através do método do averaging que a solucao é uma
solucao periddica do sistema original para ¢ suficientemente pequeno.

Observe que, se 0 < ry < 2, entdo, pela expressao da equacgao promediada (2.1.19)), temos
que 7 > 0, i.e., #(t) é crescente. Logo, de acordo com a transformacao amplitude-fase estabele-
cida no inicio, as solugoes que se iniciam com raio entre 0 e 2 se afastam da origem e
se aproximam da solugao periodica .

Analogamente, se 7 > 2, temos que 7 < 0, e portanto as solucdes (2.1.21)) que se iniciam
com raio maior que 2 se aproximam da solugao periddica .

Com isso, concluimos que ¢ um ciclo limite estavel. Na figura abaixo, esbo¢amos o
retrato de fase deste sistema:
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e=0.1

Figura 2.1: Retrato de fase da equacio de Van der Pol: & + 2 = (1 — 2?)&, com & = 0.1.

Em [69], podem ser encontrados muitas outras aplica¢oes da teoria do averaging, assim
como exemplos que mostram a necessidade das hipdteses e restrigoes que foram feitas para se
provar a validade do teorema de averaging periddico [2.1.7], discutido nesta sessdo.

2.2 O Método do Averaging Classico

Dedicaremos esta sessao para apresentar um resultado classico da teoria de sistemas dinami-
cos. Trata-se do método do averaging, que consiste em associar, sob certas condi¢oes, solugoes
periddicas de um sistema perturbado com os pontos criticos de sua equagao promediada.

2.2.1 Enunciado

Teorema 2.2.1 (Método do Averaging de primeira ordem cléssico). Considere a equagao
i =cef(z,t) + 2 fP(x,t,e), (2.2.1)

com x € D, um aberto de R", t > 0, ¢ € [0, g¢], para algum &y > 0. Suponha que:

~ 1 5241 2] . . ; B
1. As funcoes f', f, %, % gg; e %f—x sao definidas, continuas e limitadas por uma constante

M, independente de €, em [0,00] x D, 0 < & < g;

2. f'e fl% sao T-periédicas em ¢ (T independente de €).

_ 1 /T _
Se p é um zero simples da fungao promediada, f!(z) = T/ f(z,s)ds, isto é, f*(p) =0 e
0

o rl
det (ai(p)) # 0, entdo existe uma solucao T-periddica p(t, ) de[2.2.1{tal que liH(l) o(t,e) = p.
z e—




2.2.2 Demonstracao do Teorema
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Para provar este resultado, introduzimos uma transformacgao préxima da identidade,

para isso, defina a seguinte funcao T-periddica:

t —
ult,y) = /O ' w.9) = f'(v)] ds,
assim, podemos estabelecer a relacao de transformacao de x para z, através de:
x(t) = 2(t) + eu(t, 2(1)).

Afirmacgao 1: ||u(t,y)|| <2MT,t >0,y € D.
De fato, primeiramente assuma 0 <t < T

o)l = | [ 7.9 - Fw)] ds

< [rws) - ) as

< [|fws)as+ [ |7 w)]as
< Mt—I—;/OTHfl(y,r)Hdr

< Mt+ Mt

< 2MT.

Agora, se t > T, temos que, existe m € N, tal que 0 <t —mT < T:

t

aty)= [ [P - Pw)ds+ [ [F5) - P s

mT

e como f! é T- periédica, temos que:

/OmT [fl(y, s) — Jﬂ(y)} ds = m/OT [fl(y, 5) — fl(y)} ds

= m </OT f(y, s)ds — T; /OT (y, 3)d$>

Logo,

(2.2.2)

(2.2.3)
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= /OtmT 1 (w.9) = f'(v)] ds,

o que se reduz ao caso anterior, e prova a afirmacao.

Observamos que o nome “proximo da identidade” é utilizado pois as variaveis x e z satisfazem
z(t) — z(t) = O(e).

Agora, vamos escrever a equacao diferencial para z. Para isso, diferencie a relacao (2.2.3)
com respeito ao tempo e utilize a equagdo em x para obter a equacao:

Z+ s?j(t, z) + 522(15, 2): = & = efi(x,t) + 2B, t,e), (2.2.4)
que pode ser reescrita como:
ou _ 1 2 2] ou
In+e—(t,2)| 2=cf (t,x) + e fE(t,x,e) —e—(t, 2), (2.2.5)
0z ot
onde, pelo teorema fundamental do calculo:
it 2) = '.1) — o)
Defina agora:
R=cfYz+ceu(t,2),t) — efl(z,t) + 2Pz + cult, ), t,¢), (2.2.6)

e observe que R é T-periédica em t pois u, f' e f% o sdo.Assim, podemos reescrever
como:

ou -
z
Agora, como g—;‘ ¢ uniformemente limitada, assim como u, podemos inverter a matriz do

lado direito de ([2.2.7)) e obter a seguinte expressao:

ou - ou 5
[]n + eg(t, z)} =1, — ag(t, z) + O(e7), (2.2.8)

prat>0,z¢€D.
Observe que O(g?) é uma fungao T-periddica, ja que é obtido através de derivadas de u que

sao T-periddicas.
Afirmacdo 2: R = O(&?).
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De fato, como f! satisfaz a condicao de Lipschitz, temos que:

IR = |ef'(z + cu(t, 2),t) — ef'(z,1) + 2 fP(z + cult, 2), 1, )|
< eChllz+eult, z) — z|| + &2 Hfm(z + eu(t, 2), t, 5)H
< 20 ||lu(t, )| + €2 Hf[2](z—|—5u(t, z),t,s)H
< 2CpL+e*M
= &?°K,

onde L ¢ uma constante que limita u, e K = Cpn L + M.
Com isso, temos a seguinte expressao para Z:

t=cf'(2)+ R~ 5222:@, 2)fH(2) + O(?). (2.2.9)

Na equacio acima, o erro O(g®) também é T-periédico pois foi obtido de multiplicacio de
fungoes T-periddicas com O(g?), que é T-periddica.
Observe que, utilizando aproximagao de Taylor, temos que:

fiz+eult,2),t) = fl(2,t) = e—(zt) + O(?)
(2.2.10)
0 1
= e ) + 0
0z
para € pequeno, porém basta diminuir €y se necessario, para obter a validade da aproximacao
acima, em nosso problema. Novamente, o simbolo O(g?) em (2.2.10) ¢ T-periédico pois ¢ o
resto de Lagrange de uma fungao T-periodica.
Além disso, utilizando expansdo de Taylor de primeira ordem, temos que:

fm(z +eu(t, z),t,e) = f[Q](z, t,0) + O(e), (2.2.11)

onde O(e) é T-periddico pois f 2l ¢ T-periddica.
Agora, defina R(z,t,¢) por:

R(z,t,e) = %f;(z,t)u(t, z) — gib(t, 2)fH(2) + fB(2,t,0) + O(e), (2.2.12)

onde O(g) é T-periddico pois é oriundo de fungoes periddicas.
Combinando ([2.2.10)), (2.2.11)) e (2.2.6), podemos reescrever (2.2.9) como:

s =efl(2) + 2Rz, t,¢). (2.2.13)

Observe que O(c%) = £2O(e), e portanto, tal simbolo esté incorporado no termo e2R(z, t, ).

Como u, f1 e f? e oerro O(e) sdo T-periddicas, assim como suas derivadas, temos que Ré
T-periédica na varidvel ¢, e além disso, ¢ de classe C' com respeito a z, devido as condicdes de
regularidade exigidas no enunciado.
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De acordo com a escolha de u, temos que uma solugao T-periddica z(t) de[2.2.13|corresponde
a uma solugdo T-periédica x(t) de (2.2.1). De fato, suponha que z(tg) = z(to + T'), entao
z(to) — eulto, 2(ty)) = x(to + T) — eu(to + T, 2(to + T')), mas:

U(tg + T, Z(t() + T)) = /()t0+T [fl(z(t() + T)73) — fl(z(t() + T))] ds

to+T

) 5) = [ ds+ [ [£1(=(t0), ) = [ (2(t0))] ds

to
to

to

_fl(z(tO)a 8) — fl(2<t0)): ds

J
= /O F(2(t), 8) = 1 (2(t0))] ds+/0T [ (2(t0). 5) — F(=(to))] ds
J

= ulto, 2(t0)),

logo, x(tg) = x(to + T'), e portanto z(t) é T-periddica.
Reescreva agora a equacgao (2.2.13]) na sua forma integral:

—|—€/ fH(2(s))ds + € / R(2(s),s,€)ds. (2.2.14)

Desta forma, a solugdo z(t) é T-periddica se, e s6 se, z(t +T) = z(t) para cada t > 0, o que
equivale a z(0) = z(T"). Assim, podemos associar tal solugao a seguinte equagao:

/ fH(z(s))ds + S/OT R(z(s),s,e)ds = 0. (2.2.15)

Observe que a equagdo acima nao depende explicitamente de z(0), porém como fleR
sao de classe C!, as solucoes da equacao diferencial dependem continuamente das suas
condigoes iniciais, e portanto a dependéncia em z(0) é implicita, podendo ser identificada através
da relagao que leva z(0) a um ponto z(ty) da curva.

Como f!(p) = 0, temos que h(p,0) = 0.

Afirmagao 3: Numa vizinhanca de ¢ = 0, a equagao possui uma tdnica solucao
2(0), e se € = 0, entao z(0) — p.

De fato,

gil(p,(]) = aaz/onl(z(s,z))ds

2(0)=p
_ /OT aa];l(z(s,z)) ot
= [ as
OF"

- 8z<)
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h
8—(19, O)) # 0, h(p,0) = 0 e h é de classe
2

entao, pelas hipoteses do teorema, temos que det (
ch.

Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, existe um aberto V' C D, de forma que V' x [0, &)
(diminua g¢ se necessario) contenha o ponto (p,0), e que para cada € € [0, ¢), existe um tnico
z(e) € V tal que:

h(z(e),e) = 0.

Ainda pelo Teorema da Funcao Implicita, temos que z(¢) é funcao diferencidvel com relagao
ao pardmetro ¢, e em particular, da sua continuidade, podemos inferir que z(g) — p se € — 0.

Pelo que vimos, cada solucao z(t, ) de (2.2.13)) que passa por z(¢) é periddica e corresponde
a uma solugao periédica z(t,e) da equagao original , concluindo a demonstracgao.

2.3 O Método do Averaging Generalizado - via Grau de
Brouwer

Como vimos na sessao anterior, o método do averaging de primeira ordem pode ser aplicado
somente a classe de equacgoes diferenciais que satisfazem certas condi¢oes de regularidade. Em
2004, Adriana Buica e Jaume Llibre estabeleceram em [7] um modo de generalizar este método
para a classe de sistemas que sao apenas continuos.

No resultado classico, usamos explicitamente que a fun¢do promediada é diferencidvel, o que
possibilitou a aplicagao do Teorema da Funcao Implicita. Para buscar a generalizacao de tal
resultado, foi necessario encontrar uma ferramenta topologica que substituisse, em certo modo,
os resultados obtidos com tais condi¢es de regularidade. Assim, fez-se o uso da teoria do grau
de Brouwer (introduzida em [1.2)), que mostrou-se bastante eficaz para o alcance do objetivo
estabelecido.

2.3.1 Enunciado

Enunciamos agora a generalizacdo do método do averaging de primeira ordem provida em

[7:

Teorema 2.3.1 (Método do Averaging de primeira ordem generalizado). Considere o seguinte
sistema:
i =cft(x,t) + 2P (x,t,e), (2.3.1)

onde f1: DxR = R"e f@: D xR x (—gg,20) — R" sdo funcdes continuas, T-periddicas em
t e D é um subconjunto aberto de R™. Defina

T
F'(2) :/0 f(z,s)ds. (2.3.2)
Assuma que:

1. f'e f® sao localmente Lipschitz com respeito a z.

2. Para cada a € D com F''(a) = 0, existe uma vizinhanga limitada V' de a tal que F*(2) # 0
para todo z € V — {a} e dg (F',V,0) # 0.
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Entao, para |¢|> 0 suficientemente pequeno, existe uma solucdo T-peridédica ¢(-,¢) de
(2.3.1)), tal que ¢(0,e) — a quando € — 0.

Primeiramente, observe que a condicao 1 do Teorema [2.2.1] é substituida apenas pela con-
dicdo de que f!' e fP sejam localmente Lipschitz com respeito a .
Além disso, a condicao 2 de substitui a hipdtese de que a (ou p no enunciado do

método classico) seja um zero simples da fungdo promediada.

OF!
Suponha agora que F'' seja diferenciavel, e além disso, F'(a) = 0 e det (a(a)> £ 0.
z

Entdo, pelo Teorema da Fungao Inversa, existe uma vizinhanca V' de a tal que F'(z) # 0 para
todo z € V — {a} e ainda mais,

dg(F',V,0) = sgn (det (g(@)) # 0.

Portanto, se um sistema satisfaz as hipdéteses de entao ele satisfaz automaticamente as
hipéteses de [2.3.1, comprovando que este teorema ¢é de fato uma generalizagao para o método
classico.

Teorema 2.3.2. A conclusao do Teorema ainda é valida se ndo assumirmos a condigao
1.

A demonstragao do teorema acima pode ser encontrada em [7], e é feita via teoria de
grau coincidéncia, porém ela sera omitida por fugir aos escopos deste trabalho.

2.3.2 Resultados Auxiliares
Estabelecemos aqui alguns resultados que auxiliarao na demonstragdo do Teorema [2.3.1]
Lema 2.3.3. Considere o sistema diferencial:
&= F(x,t,¢), (2.3.3)

onde F': D xR x (—¢p,&9) — R é uma fungao continua, T-periédica em t e localmente Lipschitz
com respeito a x e D é um subconjunto aberto de R™. Para cada z € D, denote por z(-, z,¢) a

solugdo de ([2.3.3) tal que (0, z,¢) = .
Assuma que z(-, z,¢) esteja definida em [0, T], para cada z € D, € € (—&g, o).
Defina f: D x R x (—¢¢,&0) = R" como:

T
flz,6) = / F(s,2(s, 2,), £)ds. (2.3.4)
0
Entao, x(t, z.,€) é solugdo T-periddica de (2.3.3)) se, e somente se, f(z., &) = 0.
Demonstragdo. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que:
T
f(ze) = [ Plsa(s,ze),2)ds
0

T dx

= /0 %(s, z,€)ds

= x(T,z,¢) —x(0,z,¢).
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Assim, se f(z.,e) = 0 para algum z. € D, entao z(7T, z.,e) = x(0, 2., €).

Portanto, podemos estender, por periodicidade, a solugao z(t, z., €) a R, e assim concluimos
que z(t, z., €) é uma solugdo T-periddica de (2.3.3)).

Por outro lado, suponha que z(Z, z., £) é uma solugdo T-periédica de (2.3.3)), logo (T, z., £) =
z(0, 2z, €), e assim f(z.,¢) =0. O

Lema 2.3.4. Suponha que V é um aberto limitado contido em D. Entao, existe ¢ tal que,
para todo & € [—¢q, &g, para todo z € V', a solugao z(-, z,¢) de (2.3.1)) estd definida em [0, 7).

Demonstracio. De fato, seja z € V, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade [1.1.4] a solucdo
z(-, z,¢) estd definida para 0 <t < h,, onde:

=g (T35 )

e d > 0 é uma constante tal que a bola centrada em z de raio d, By(z), esteja contida em
D.

o« M(e) = sup{Hgfl(x,t) + 2 fl(x,t,¢)

’; tel0,T], z € Bd(z)}

Assim, quando |e|> 0 ¢ suficientemente pequeno, digamos f > 0, podemos tomar

M(e
arbitrariamente grande, de forma que a solucao esteja definida para 0 < t < T, para to(dz)
€ € [—€§, €8]

Desta forma, por continuidade, podemos encontrar uma vizinhanga de z, U, tal que z(+, u, )
esteja definida em [0, 7] para todo u € U, para todo € € [—¢&§,€f].

Como V é compacto, podemos encontrar gy de forma que z(, 2, €) esteja definida em [0, 7]
para todo z € V, para todo € € [—&g, &0], provando o resultado.

]

Lema 2.3.5. Seja V um aberto limitado de R", e considere as fungoes continuas f; : V — R",
i=0,---,k e fgr:V x|[-gpe] = R" dadas por:

9(-,€) = ;*Sifi(')v (2.3.5)

F(.8) = gle) + (). (2.3.6)

Assuma que g(z,¢) # 0 para todo z € OV e € € [—eq,g9] — {0}.
Entao, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, o grau de Brouwer dg(f(-,¢),V,0) estd bem
definido e além disso:

dB(f<'7€)7 ‘/70) = dB(g<'7€>7 ‘/70)

Demonstragao. Para demonstrar este lema, utilizaremos o Teorema de Invariancia do Grau de
Brouwer por Homotopia [1.2.9]
Para cada € € [—&g, g9] — {0}, considere a seguinte homotopia continua:

Gt('?‘S) = g<'>5) +t(f('7‘€) - g('75>>7
definida para 0 <t < 1.



Provemos que, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, 0 ¢ G(0V,¢) para 0 < ¢t < 1.
Suponha, por absurdo, que existam t, € (0,1] e zp € IV tais que Gy (xo,e) = 0. A

continuidade de r, garante que existe M > 0 tal que |r(z,€)| < M para todo z € V e e € (0, ).
Agora, note que g(zg, ) = —toe"r(zg,¢) pois:

0 = Giylwo,2)
= g(w0,€) +to (f (0, ) — g(wo,€))
= g(x0,¢) + to (9(x0,) + 17 (20,€) — g(w0,€))
= g(wo, &) + toe" (2o, €).

Assim, temos que:
\g(z0,€)| < MM (2.3.7)

Contudo, para || > 0 suficientemente pequeno, temos que :

|9(z0,€)] = | fo(zo) + e fi(wo) + - -+ + " fuwo)| # 0,

pois assumimos que g(z,¢) # 0 para todo z € IV e € € [—¢gg, 0] — {0}.
Deste modo, temos que:

|g(ﬂfo7 €)|
ch+1

O que é absurdo pelo desigualdade ([2.3.7)).
Logo, para |¢| > 0 suficientemente pequeno, 0 ¢ G(0V,¢) para 0 < t < 1, e portanto

dp(Gy(-,¢),V,0) estd bem definido para todo 0 < ¢ < 1, e pelo Teorema de Invaridncia Homo-
topica [1.2.9, concluimos que:

— 400 quando € — 0.

dB<f(',€),v,0) = dB(Gl(',éT),‘/,O)
= dp(Go(-¢),V.0)

— ds(g(e), V,0).

]

Corolario 2.3.6. Suponha que as hipdteses do Lema [2.3.5] sdo satisfeitas para & = 0 e que,
além disso, para a € D com fy(a) = 0, exista uma vizinhanga V' de a tal que fy(z) # 0 para
todo z € V — {a} e que dp(fy,V,0) # 0.

Entao, existe pelo menos um ramo de zeros de f que bifurcam de a.



25

Demonstragio. Observe que, como fo(z) # 0 para todo z € V — {a}, segue da Propriedade de
Excisao do Grau de Brouwer [1.2.11] que:

dp(fo,V —{a},0) = dg(fo,V,0).

A partir disso, deduzimos que dg(fo, V,,0) # 0 para toda vizinhanga V,, C V de a. Escolha
V,, de forma que V,, — {a}, quando p — 0.
Assim, pelo Lema [2.3.5] para e suficientemente pequeno, temos que:

dg(f(-,€),V,, 0) = dp(fo, V,, 0) # 0.

Logo, utilizando o Teorema , temos que f(-,¢) possui pelo menos um zero a. € V,,, o
qual podemos escolher de forma que a. — a, pela escolha de V), feita acima.

Deste modo, temos a existéncia de um ramo de zeros a. de f que bifurcam de a.

Se além disso, a hipotese de que det (D fy(a)) # 0 é valida, podemos concluir pelo Teorema da
Funcao Inversa que tal ramo ¢ tnico, j& que neste caso, existiria um tnico a. em V), satisfazendo
as propriedades acima. O

2.3.3 Demonstracao do Teorema [2.3.1

Primeiramente, note que o sistema satisfaz as hipdteses do Lema , e portanto,
podemos assumir que as solugdes z(+, z,¢), com z € V e € € [—&g, &), estdo definidas em [0, T'.

Deste modo, as hipoteses do Lema também sao satisfeitas, e neste caso, a funcao f
definida em ([2.3.4)) é dada por:

4 2 [T 2
f(z,s)ze/o fl(:v(s,z,s),s)ds+5/0 (2 (s, 2,€), 5,¢)ds (2.3.8)

Além disso, utilizando a forma integral da equacao diferencial (2.3.1)), podemos escrever a
seguinte relacao:

x(t,z,e) =z + 5/; fH(x(s,z,¢),8)ds + € /Ot f2(x(s, 2,€), 5,€)ds, (2.3.9)
para todo t € [0,T], z € V e € € [—&y, o).
Afirmacdo: Se z € V e € € [—&y, &¢], entdo:
f(z,6) = eF'(2) + £0O(1), (2.3.10)

onde F! é a funcdo promediada definida em ([2.3.2))

De fato, como V x [0, T] X [—¢&¢, £¢] ¢ um conjunto compacto e, pelo Teorema de Dependéncia
Continua, temos que a solugdo z(-, z,¢) é continua em todas as variaveis, entdo a imagem
x2(V x [0,T] x [—&g,€0]) = K é um compacto contido em D.

Logo K C D ¢ um compacto tal que x(t, z,¢) € K paratodot € [0,T], z € V ec € [—&0, &)

Assim, pela continuidade de f?l no conjunto compacto K x [0,7] x [, 0], temos que
existe uma constante M > 0 tal que:

f[2](x(87z7€)’t78> S M?

para todo s € [0,T], 2 € V e € € [—&0, €)-
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Assim, temos que:

T T
/ f[Q](I‘(S,Z,E),S75)d3§/ ]\4d8=7—‘]\47
0 0
logo,

/T F2(a(s, 2, ), 5,¢)ds = O(1). (2.3.11)

0
Além disso,

[Pt nei = [ [P -] ds [

T
= [ [P0 = £ (z9)] ds + F(2),
0
Agora, observe que f! ¢ de Lipschitz, e portanto:

||f1(I(S,Z,€),S) - f1(273>|| < Of1||x(37275) - ZH = 50(1)7

assim:

IN

/OT [fl(x(s,z,a),s) — fl(z,s)} ds /OT Hfl(x(&z,g),s) — f(z, S)H ds

IN

/T eO(1)ds

0

< €T0(1) =0(1).

Deste modo,

/OT Fla(s,2,2), 8)ds = O(1) + F1(2). (2.3.12)

Substituindo (2.3.11)) e (2.3.12)) em ([2.3.8)), obtemos que:

f(z,e) = eF'(2) + £20(1).
Observe agora que, se £ # 0, f(z,¢) = 0 se, e somente se, f(z,e) = F'(z) +O(1) = 0.

Agora, com a hipo6tese 2 do teorema, podemos aplicar o Corolario para f, e assim
garantir a existéncia de um ramo de solugdes z. da equacio f (z,e) = 0, e portanto da equagao
f(z,€) =0, de forma que z. — a quando € — 0.

Assim, pelo Lema[2.3.3] podemos concluir que ¢(-, &) = z(-, 2., €) é uma solugdo T-periddica
de ([2.3.1), tal que ¢(0,¢) = z. — a, quando £ — 0.



Capitulo 3

Aplicacoes do Método do Averaging

O objetivo deste capitulo é apresentar como o método do averaging pode ser aplicado para
identificar ciclos limite de maneira pratica.

Na primeira sessao, exibimos como utilizar essa ferramenta para identificar ciclos limite
bifurcantes de um anel de orbitas periédicas de um sistema planar autonomo, e nas sessoes
seguintes, aplicamos tais resultados para estudar o niimero maximo de ciclos limite bifurcantes
de perturbacoes polinomiais de centros isbcronos quadraticos e ciibicos.

3.1 Meétodo do Averaging para Sistemas Planares Auto-
Nnomos

Nesta secao, apresentamos uma maneira de aplicar o método do averaging a sistemas pla-
nares autonomos, sob certas hipoteses. Considere o seguinte sistema planar auténomo:

&= Play), (3.1.1)

y=Q(z,y),
onde P, @ : R?* — R sdo fungoes continuas. Denotaremos o campo (3.1.1)) por X = (P, Q).

Nosso principal objetivo é utilizar o método do averaging para encontrar ciclos limite que
bifurcam do sistema (3.1.1)) quando perturbado por um pardmetro ¢ da seguinte forma:

i = P(x,y) + ep(z,y, €), (3.1.2)

¥ =Q(v,y) +eq(z,y,¢),

onde p,q : R? x R — R sdo funcoes continuas.
Em geral, para aplicar o método do averaging, a equagao diferencial tem que estar em sua
forma padrao, isto é, ser do tipo:

i =cef(z,t) +exg(z,t,¢), (3.1.3)

onde f: DXxR —-R"eg: D xR x(0,60) = R™ sdo fungdes T-periddicas na varidvel t e D é
um subconjunto aberto de R".

o7
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Portanto, o primeiro passo deste processo é colocar o sistema ((3.1.2)) em sua forma padrao.
Para isso, precisamos dos seguintes conceitos:

Definicao 3.1.1. Seja D C R? um subconjunto aberto, uma funcao analitica i : D C R? — R
nao constante ¢ um fator de integragdo para o sistema ([3.1.1)) se satisfaz umas das seguintes
condicoes equivalentes:

1. div(pP, p@Q) =0 .

opP) | 0(uQ)
ox + dy
3. (X, grad(p)) + p div(P, Q) = 0.

Utilizando o terceiro item da definicdo acima, observamos que se o : D C R? — R é um
fator integrante de (3.1.1)) entdo u deve satisfazer:

op  Op  [O(uP)  O(pQ)
P%+Q37y_ <8x + oy )’

e assim, podemos utiliza-la para encontrar os candidatos a fator integrante de uma maneira
mais pratica.

2. =0.

Definicao 3.1.2. Seja D C R? um subconjunto aberto, dizemos que uma funcdo continua
H : D CR? = R é uma integral primeira em U de um sistema planar X se:

1. H nao é constante em nenhum subconjunto aberto de D.

2. Se v é uma solugao de X contida em D, entao H é constante sobre 7.

Observe que se H é uma integral primeira de um campo X, entao a curva de nivel H = k
(onde k é uma constante) é unido de orbitas de X. Além disso, se H ¢é diferencidvel em D,
entao, pela regra da cadeia, a definicao de integral primeira é equivalente a satisfazer a seguinte
equacao em D:

(grad(H), X) =0,
que nos fornece uma pratica ferramenta para encontrar integrais primeiras, quando estas exis-
tem.

No proximo resultado, discutiremos como os conceitos de integral primeira e de fator de
integracao se relacionam:

Proposigao 3.1.3. Seja D C R? um subconjunto aberto e X = (X1, X5) um campo vetorial
planar, entao:

1. Se p: D — R é um fator de integracao para o campo X, e H : D — R é definida como:

H(w,y) = = [ paey) Xi(,y)dy + h(z) (3.1.4)

onde h é escolhida de forma que 9 1Xo.
x

Entao H ¢é uma integral primeira diferencidavel em D para o campo:

OH
P=pX, = ——,

9y (3.1.5)
. OH
y=pXy =

Oz’
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2. Se H : D — R é uma integral primeira para X em D, entdo podemos encontrar um fator
de integracao p : D — R, de forma que (3.1.5)) seja satisfeito.

Demonstragcao. Provemos o item 1. Primeiramente, observe que:

%f; _ gy (= [ ey Xata )y + b))

= —,LLXl

Agora, mostremos como escolher h de forma que = 1Xo:
x

%lz - 8811: (—/u(m,y)Xl(%y)dy‘i‘h(iU))

— _/8 (z,9) X1 (z,y)) dy + ' (x)

_ _/(%Xlwa dy + 1 (z)

0X5

=/ oy X2 g Ay (@)

_ /a (@, y)Xa(2,y)) dy + I (x)
= puXo+ fx,(z) +H (2).

Desta forma, basta escolher h(z) = — / fx,(z)dz. Com isso, temos satisfeitas as equagoes de

(3.1.5) e H é uma integral primeira para este campo em D, pois H é diferenciavel em D e, pelo
Teorema de Schwarz, satisfaz:

OH OH
—uX —nuXs = 0.
0$M 1+8y'u 2

Mostremos agora o item 2. Seja H : D — R uma integral primeira diferenciavel para o
campo X, entao temos que, em D:
OH OH

X1+

—X,=0.
ox 8y20

Logo, os vetores X (z,y) e grad(H)(z,y) sdo ortogonais, para todo (z,y) € D. Assim, como o
vetor (—%—5, %—f) é perpendicular a grad(H), e a dimensao do subespaco ortogonal a grad(H)

é 1, segue que existe uma funcao p: D — R tal que:

_ _0H
puXy = oy

_ OH
pXo = Om
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e das relagdes acima, temos que u é diferenciavel em D.
Novamente, pelo Teorema de Schwarz, concluimos que:

O(pX1) + I(uXy)
ox dy

e portanto, 1 é um fator de integracao para o campo X.

=0,

]

Retornando ao nosso problema, para encontrar a forma padrao de (3.1.1]), é necessario impor
a seguinte hipotese sob o sistema :

Hipé6tese do anel periédico: Suponha que a origem (0,0) é um ponto critico para o
sistema (3.1.1)) circundado por um anel de orbitas periodicas T, isto é:

1. Existe uma integral primeira H diferenciavel de ([3.1.1f) ao redor da origem.
2. Se h. é o nivel critico de H associado ao centro (0,0), entao existe hy € RU {00} tal que:
Tn = {(v,y) € R* H(z,y) = h},

é uma Orbita periddica de (3.1.1) para todo h. < h < hs. Além disso hs é o maior valor
com esta propriedade, ou seja, hy = 0o ou I'y, nao é periddica.

Se hg < oo, entao 'y, corresponde a uma separatriz policiclica, e é onde o anel peridédico

termina.
3.T'= J I
he<h<hs

Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 < h. < hs. Denote por u = p(z,y) o
fator de integragdo de (3.1.1)) correspondente a integral primeira H (Proposi¢ao [3.1.3]).

O teorema a seguir exibe a forma padrao de (3.1.2), que descreve a dependéncia entre a
raiz quadrada da energia do sistema, R = v/h, e o dngulo ¢ das coordenadas polares. Além
disso, o campo vetorial obtido serd 2m-periddico, e suas solugoes 2m-periddicas corresponderao

as orbitas periddicas do sistema ((3.1.2]).

Teorema 3.1.4. Assuma que o sistema (3.1.1)) satisfaz a hip6tese do anel periddico, e que
zQ(z,y) — yP(x,y) # 0 para todo (x,y) pertencente ao anel de dérbitas periddicas I'. Seja
P (Vhe,vVhs) x [0,21) — [0, 00) uma funcdo continua tal que:

H(p (R, p)cosp, p(R,p)senyp) = R?, (3.1.6)

para todo R € (v/he, v hs) e para todo ¢ € [0, 27).
Entao, a equagao diferencial que descreve a dependéncia entre a raiz quadrada da energia,
R = V/h, e o angulo ¢ para o sistema (3.1.2) é dada por:

AR _ @ +y7)(Qp — Pq)
de ~ “2R(Qx — Py) + 2Re(qz — py)’

onde x = p (R, p)cosp e p(R,p)senp.

Considere €; > 0 suficientemente pequeno e D = Uy, , <h<n . ['n, onde he < hew < hge < hy
sao fixos (porém podem ser arbitrariamente préximos de h. e hg, respectivamente). Assim,
o campo vetorial estd bem definido e é continuo em D X (—&y,ef), e além disso é
2m-peridodico com respeito a .

(3.1.7)
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Demonstragdo. Suponha que H é integral primeira diferencidvel. Como p é um fator de inte-
gragao de (3.1.1)) correspondente & H, temos satisfeitas as seguintes equagoes:

H
% = _:uPJ
Y (3.1.8)
oH
or paQ,
oH oH
—P+—Q=0 3.1.9
que sao validas no anel periédico I,
Defina agora:
G(r, R, ) = H(rcos o, rsenp) — R?, (3.1.10)

onde R € (Vhe,Vhs), e (r,o) € V = f~YT'), com f : (0,00) x [0,27) — R? — {0} dada por
f(r,¢) = (rcos ¢, rseny).

Observe que f é continua e bijetiva, e I' é um conjunto aberto de R? — 0, logo V é um
conjunto aberto de (0, 00) x [0, 27).

Agora, observe que:

oG OH OH
GerRe) = Go@y)cosg+ G y)sen

= u(z,y)(Q(z,y)cosp — P(x,y)senyp),

onde x = rcosp e y = rseny.
Para cada (rg, o) € V, existe um Ry, de modo que:

G(To, R07 SOO) = O?
além disso, temos que zQ(x,y) — yP(z,y) # 0 para todo (z,y) € T, logo:

oG M(%J/o)mz(

E(TO’ Ry, p0) = o, Yo)To — P (20, yo)yo) # 0, (3.1.11)

To
onde xg = 1 COS Y € Yo = roSenyy.
Note que, a expressao (3.1.11]) é garantida pelo fato de que o fator integrante nao se anula
em I, pois se isso ocorresse, teriamos um ponto critico de H em I', o que nao é possivel.
Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, em torno de qualquer ponto (Ry, ¢p), existe uma
tnica fungao diferenciavel p = p(R, ¢) tal que G(p(R, ¢), R, ¢) = 0, ou equivalentemente:

H(p (R, ¢)cosp,p (R, p)senp) = R%. (3.1.12)

Dessa forma, p estd bem definida em (v/he, vhs) x [0,27), e além disso ¢ diferencidvel.
Com isso, mostramos a existéncia da funcao p das hipoteses do teorema no caso em que H é
diferenciavel.

Da equacao , temos que a dependéncia entre a raiz quadrada da energia e o tempo é
dada através da relacgao:

R(t) = JH(x(t), y(t)), (3.1.13)
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onde (z(t),y(t)) € I' e t € R, enquanto, as relagoes © = pcosy e y = psenyp, nos fornecem a
dependéncia entre o angulo ¢ e o tempo:

©(t) = arctan (;jgg) . (3.1.14)

Logo, considerando a mudanca:

(R, o) = p(R,p)cosp,
(3.1.15)

y(R, ) = p(R,p)seny,

podemos escrever o sistema (3.1.2)) da seguinte forma:

N|=

dR (H(x,y))"
dt 2

1 <8H. OH >
= T+ =y

H(z,y)

B

2vH \ oz oy

pQ(P +ep) — pP(Q + €q)
2R

8#(@19 — Pq)
2R ’

de x? yr — Ty

At 22492 2
(Q +eq)r — (P +eply
x? 4 y?

(Qr — yP) +e(qr — py)
x? 492

Y

eliminando o tempo das equagoes acima, obtemos a equagao (3.1.7)):

AR __ p(@® +y7)(Qp — Pq)
dp 2R(Qx — Py) + 2Re(qx — py)’

onde x = p(R,p)cosp ey = p(R, p)senep.

Observe que, como zQ(z,y) — yP(x,y) # 0 para todo (z,y) € I', temos que o campo
vetorial acima estd bem definido em D x (—&y,e¢), para e suficientemente pequeno. Como
as coordenadas x e y sdo periddicas em ¢ (pela definicdo de I' e por satisfazerem (3.1.6)), é
facil ver que o campo é 2m-perioddico em ¢, e além disso, é continuo pois é quociente de
fungoes continuas. O]
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Observacao 3.1.5. Note que a mudanca de coordenadas

(R, @) = p(R,p)cosp,
y(R, ) = p(R,p)seny,

introduzidas no Teorema [3.1.4] pode ser vista como uma mudanga de coordenadas polares em
que o raio varia de acordo com a distancia R e o angulo .
Mais ainda, se R é fixo, entdo tais coordenadas parametrizam a érbita fechada H = R? do

sistema (3.1.1)).

Com isso, obtemos como corolario deste resultado o seguinte teorema:

Teorema 3.1.6. Na notacgao do teorema a funcao promediada F'! do método do averaging
(veja (2.3.2)) para a equagao diferencial (3.1.7)) é dada por:

FY(R) = :W a <x;;<g;(?];;)qu> do, (3.1.16)

onde u = p(x,y) é o fator integrante do sistema (3.1.1]) correspondente & integral primeira H,
z = p(R,p)cosp ey = p(R,p)senp.

Demonstragao. Para obter o resultado, basta desenvolver a série de Taylor na origem em ¢ de
ordem 1 para a expressao de (3.1.7]), e obter que:

AR p(a® +y°)(@p — Pq)

dp~° 2RQu-py TOE)

]

Observacao 3.1.7. A funcao F'' do teorema acima corresponde a Funcdo de Melnikov de
primeira ordem do sistema , cuja defini¢do pode ser conferida em [3], porém o seu
estudo foge dos objetivos deste trabalho. Contudo, utilizaremos tal nomenclatura para nos
referirmos a funcao promediada.

Observe que, como orbitas peridédicas sao invariantes por mudancas de coordenadas, temos
que os resultados obtidos para o sistema ([3.1.7)) podem ser transladados para o sistema (3.1.2)).

Assim, encontramos uma funcdo F', dependente apenas de informacoes que podem ser
obtidas de , que identifica quais érbitas periddicas bifurcam do sistema a partir
de determinada perturbacao de primeira ordem.

Observacao 3.1.8. Note que construimos a fun¢ao promediada dentro de um anel peridédico,
e através das hipoteses sobre o seu dominio, excluimos qualquer possibilidade de que uma raiz
da funcao promediada corresponda a uma singularidade do sistema.

Concluimos essa sessao com um exemplo desta aplicacdo para um caso particular do oscila-
dor de Van der Pol, discutido no Exemplo [2.1.8]
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Exemplo 3.1.9. Considere a seguinte forma da equagao de Van der Pol:
i+x=ce(l—2%. (3.1.17)
Fazendo y = &, podemos transformar (3.1.17)) no seguinte sistema planar:

x Y 0
= te : (3.1.18)

Y —z (1—2%)y

Neste caso, temos que P(z,y) =y, Q(z,y) = —z, p(z,y) = 0 e q(z,y) = (1 — 2%)y. Além
2, .2
disso H(z,y) = Tty

integrante associado a H é u(x,y) = —1.
Observe que para este sistema h. = 0, hy, = oo e I' = R? — {0}. Logo temos todas as
hipéteses do Teorema satisfeitas, e resta apenas encontrar a fungao p(R, ¢), de forma que:

H(p (R, ¢)cosp, p(R,p)senp) = R?,

é uma integral primeira para o sistema nao perturbado, e o fator

equivalentemente,
2
PRSP _
2 - )

e portanto, basta tomar p(R,¢) = v2R.
Com isso, temos todos os elementos para escrever a funcao de Melnikov de primeira ordem

para (3.1.17)):
FY(R) =

/27r 8 RYsen?p cos? ¢ — 4R4sen2g0d
¥
0

4R3

2 2

= 2R3/ sen?p cos? ¢ — R/ sen?pdyp
0 0

- 2332 — Rr

= gR (R?—2).

Como R € (0, 00), temos que o tinico zero de interesse da fungdo acima é Ry = /2. Observe
agora que Ry ¢ um zero simples de F'! pois:

dfF% )_37TR3
dR VY T 9

Assim, pelo método do averaging de primeira ordem, temos que a solucao periddica corres-
pondente ao nivel de energia Ry = v/2, quando ¢ = 0, bifurca em um ciclo limite de ([3.1.18)
para ¢ # 0.

Observe que o nivel R corresponde a solugao z(t) = 2sen(t— ¢y) do sistema nao perturbado,
quando utilizadas as coordenadas amplitude-fase. Deste modo, provamos a afirmagao feita no
Exemplo onde foi dito que a solugdo z(t) = 2sen(t — ¢o) + O(e) é periddica.

—m=2m#0.
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3.2 Panorama Geral

Atualmente, o numero de ciclos limite em sistemas que sdo perturbacoes de um centro
linear nao-degenerado tém sido um assunto frequentemente discutido em diversos trabalhos
(como pode ser visto em [7, 43, 57], e o método do averaging tem se mostrado como uma das
principais técnicas para atacar esse tipo de problema.

A existéncia de ciclos limite em perturbagoes de centros nao-lineares é um tépico de pesquisa
de grande interesse, e as principais ferramentas utilizadas sdo as integrais Abelianas [I5], as
fungoes de Melnikov [26] e o método do averaging [69].

Em [7], foi demonstrado que, se considerarmos o caso particular em que 6 = 1 em (3.3.1)),
uma perturbacao quadratica, e determinados p, q, entdo no maximo 2 ciclos limite bifurcam
deste centro, e 0 mesmo resultado foi provado em [§]. Este exemplo nos serviu de motivacao
para a generalizacao deste caso a ser apresentada nesta dissertagao. Em [25] [39], os autores rea-
lizaram uma abordagem numérica (computacional) para este problema, utilizando perturbagoes
limitadas a um determinado grau.

Além disso, o interesse em contar o nimero de ciclos limite de um sistema é originado do
16° Problema de Hilbert [34].

Em geral, trabalhar com perturbagoes arbitrarias de centros nao-lineares é uma tarefa muito
complicada, e assim é comum a obtenc¢ao de resultados para casos particulares. Em [39],
os autores consideram perturbagoes especificas até determinado grau, e em [59], os autores
consideram uma familia especifica de perturbagoes polinomiais sem restrigdoes no grau. Em
[36], Llibre e Giné estudaram o ntimero de ciclos limite em sistemas ctibicos em uma forma
particular.

A obtencao de resultados, através do método do averaging, s6 pode ser realizada se as
expressoes do sistema diferencial sao conhecidas, e deste modo, consideraremos p, ¢ especificos
para este trabalho. Contudo, ao longo do capitulo, enunciaremos um resultado de classificacao
de centros isdcronos quadraticos e ctibicos, devido a Loud [57] e a Pleshkan [66] , que justifica
as escolhas a serem feitas.

3.3 Ciclos Limite Bifurcantes de Perturbacoes de Cen-
tros Quadraticos Is6cronos Planares

Nesta sessao, estudamos a seguinte familia a 2-parametros de equagoes diferenciais polino-
miais:

T = —y+op(z,y) +elu(z,y),
(3.3.1)

y = x+q(x,y) +eQn(z,y),

onde p e ¢ sao polindmios homogéneos quadraticos, P,, (), sdo polinémios de grau n, o para-
metro € > 0 é suficientemente pequeno, e 6 € R. Além disso, vamos supor que a origem é um
centro isdcrono, isto €, existe um anel de orbitas periédicas que parte da origem em que todas
as orbitas periddicas possuem o mesmo periodo.

Nosso principal objetivo é estudar o niimero de ciclos limite que bifurcam dos centros, linear
e nao-linear, de , através de perturbagoes polinomiais.



66

3.3.1 Classificacao dos Centros Quadraticos Is6cronos Planares

Apresentaremos a seguir o teorema que classifica os centros isdécronos quadraticos planares,
e algumas informagoes sobre os sistemas gerados por tal classificacao, que nos serao de grande
utilidade para o desenvolvimento dos préximos resultados.

Nosso objetivo central é mostrar como podemos aplicar o método do averaging de primeira
ordem para obter ciclos limite bifurcantes de um sistema. Assim, nao exibiremos a demonstra-
cao de tal classificacao neste trabalho, ja que esta nos servird apenas como uma justificativa da
importancia dos sistemas a serem estudados.

Teorema 3.3.1 (Classificagdo de Centros Is6cronos Quadraticos). Considere o seguinte sis-
tema:

&= —y+ager?+ a2y + agay?,
(3.3.2)

y = x+ b270$2 -+ b171$y + b0,2y27

onde os coeficientes a; ;,b; ; € R, 4,7 = 0,1, 2.

Entéo, a origem do sistema (3.3.2]) é um centro isdcrono se, e s6 se, o sistema ((3.3.2)) pode
ser escrito como um dos sistemas abaixo, através de uma mudancga de coordenadas linear e de
um reescalonamento do tempo:

i o= —y+a’ -y i = —y— 32
(S1)
T = —y—|—x27 T = —y+1—36x2—§y2,
(52)
y = z(1+y), y = x(1+§y>.

A demonstragao do resultado acima foi feita por W. S. Loud, em 1964, e pode ser encontrada
em [10] e [57].
Listaremos abaixo, algumas propriedades dos sistemas —:
« Sistema (SI): O sistema:
i o= —y+a® -y

y = x(1+2y),

em coordenadas polares, é dado por:
Lo .2
7 = r?cos(h),

0 = 1+rsen(f).

(S4)
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Uma integral primeira para este sistema é:

x2+y2

Hi(z,y) = ) 3.3.3
@y =" (333)
e seu fator de integracao correspondente é dado por:
2
pi(z,y) = W (3.3.4)

A primeira afirmacao pode ser facilmente verificada utilizando a mudanca de coordenadas
x =rcos(f) e y =rsen(h).

Para verificar que H; ¢ integral primeira de (S1]), basta observar que:

OH, s o OH; —2xy + 223 — 22y 2xy + 2xy? — 223
i _ SN 1 +2) =
ox (zy+a”—y)+ dy w(1+2y) 142y (1+2y)
= 0.
Além disso:
0H, 2(2* —y® —y) 2 2
—- 7, = - = - x, -yt — ;
ay( Y) 15 29)2 pa(x,y) - (—y y°)
8H1 2z
ikl = = -x(1 4+ 2y).

Logo, 1 é fator integrante correspondente a Hj.

Sistema : O sistema:

i o= —y+a?

gy = z(1+y),
em coordenadas polares, é dado por:

7 = r?cos(f),

0 =1

Uma integral primeira para este sistema é:

33'2+ 2
Hy(z,y) = +— 2 (3.3.5)

(14y)?
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e seu fator de integracao correspondente é dado por:

2

x,y) = . 3.3.6
Novamente, para verificar que H é integral primeira de , note que:
0H, 0H, —2zy + 22% 223 — 2y
—— (—y+2)+——z(l+y) = -
Ox (=y ) oy (1+y) (1+y)? (14 y)?
= 0.
Além disso:
8[‘[2 2(372 — y) 9
x, = - = - x, (—y+=x 5
9y (2, y) TEE pa(z,y) - (—y +27)
8H2 2x
— = = ~x(1 )
Logo, s é fator de integragao correspondente a Hs.
Sistema : O sistema:
T = —y-— %xz,
em coordenadas polares, é dado por:
o= r? (COS(BH) — %cos(@)) :
6 = 14r(—sen(36) —sen(6)).
Uma integral primeira para este sistema é:
9(z? + y?) — 2422y + 162*
H = 3.3.7
e seu fator de integracao correspondente é dado por:
6(3222 — 24y + 9
ps(@,y) = — ( ) (3.3.8)

(—3 + 16y)>

A verificacao destas afirmacoes é feita do mesma forma que nos casos anteriores.
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e Sistema : O sistema:

L 16,2 4,2
T = —y+ 3T -3y,

Yy o= x(1+§y>,

em coordenadas polares, é dado por:
Po= r? (COS(S@) + 32 cos(@)) ,
0 = 1+7r (—sen(S@) + ésen(@)) :

Uma integral primeira para este sistema é:

9(x? + y?) + 2413 + 16y*

e seu fator de integracao correspondente ¢ dado por:
o4
pa(z, y) = W (3.3.10)

A verificacao destas afirmacoes é feita do mesma forma que nos casos anteriores.

Observacao 3.3.2. Neste trabalho, consideraremos perturbagoes dos sistemas e , das
seguintes formas, com ¢ € R:

T = —y+dx?—y?), T o= —y+0x?
(S1-9) (S2-9)

y = x(1+20y). y = z(l+dy).

Observe que, quando § = 1, (S1-4)) e (S2-0]) sao os sistemas (S1)) e (S2)), respectivamente.
Os sistemas (S1-d]) e (S2-0)) também sdo integrdveis para § € R. Neste caso, H) e HZ, dadas

por:

l'2+y2

Hj(z,y) = Ty (3.3.11)
x2+y2
Hj (z,y) = A (3.3.12)

sao integrais primeiras de (S1-9)) e ((S2-9), e seus fatores de integracao correspondentes sao dados
por:
(3.3.13)

2
1 _
N’J(x’y) (1 25y)27
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9 B 2
ps(@,y) = 1+ oy (3.3.14)

respectivamente.
A verificagao de tais fatos é feita do mesmo modo que nos casos (S1)) e (S2)). Além disso,
(S1-9)) e (S2-0)) também sdo centros isdcronos para 6 € R.

De fato, na demonstragao dos resultados da sessao calcularemos parametrizagoes para
as 6rbitas destes centros e elas sdo da forma (considerando R fixado e ¢ variando entre 0 e 27):

z = p(R,,0)cos(y),
y = p(R,p,0)sen(yp),

onde p(R, ¢, d) é uma funcao dada em termos de sen(p) e cos(p), e portanto sao 2r—periodicas.

O resultado a ser apresentado na proxima sessdo é sobre o nimero de ciclos limite que
bifurcam dos centros isdécronos e , quando perturbados por polinomios de grau
fixado n.

Como ciclos limite sao invariantes por mudanga de coordenadas e reescalonamento do tempo,
utilizando os resultados apresentados acima, podemos inferir o niimero de ciclos que bifurcam
de duas classes (representadas por e ) de centros isécronos quadraticos, e assim esta
justificada a escolha das familas e (S2-0)).

Infelizmente, os sistemas e possuem integrais primeiras bem mais complicadas do
que as de (S1)) e . Assim, os cédlculos que serao feitos a seguir nao podem ser reproduzidos
para estes sistemas, o que inviabiliza a aplicagdo deste método para esses casos, e por este
motivo foram escolhidas as classes representadas por e .

Observe ainda que, como a mudanca de coordenadas é linear, podemos levar uma perturba-
¢ao polinomial de primeira ordem de um centro quadratico isbcrono em uma das formas normais
perturbadas por polinémios de mesmo grau (apesar de apresentarem outros coeficientes). E
assim,podemos inferir informacoes do caso geral através do estudo das formas normais.

3.3.2 Resultado Principal
Enunciamos a seguir o resultado que obtivemos com o estudo desses sistemas:

Teorema 3.3.3. Sao validas as seguintes afirmagoes:

1. Considere a seguinte pertubacao polinomial de grau n do sistema (S1-9)):
T = —y+ (5(%’2 - y2) + 8Pn(xa y)?

gy = x(1+20y) +eQn(z,y),
onde § # 0, € > 0 é suficientemente pequeno e P,, (), sdo polindbmios de grau n.

Entao, o nimero maximo de ciclos limite que bifurcam do sistema nao linear (S1p|) é dado
pela Tabela [3.1] além disso tal cota superior é atingida.
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2. Considere a seguinte pertubacao polinomial de grau n do sistema ([S2-0)):

i = —y+déx®+eP,(z,y),

g = a(l+dy) +eQn(z,y),
onde § # 0, € > 0 é suficientemente pequeno e P,, Q), sdo polindmios de grau n.

Entéo, o nimero maximo de ciclos limite que bifurcam do sistema nao linear (S2p)) é dado
pela Tabela [3.2] além disso tal cota superior é atingida.

3. Considere a seguinte perturbagao polinomial de grau n do centro linear:

i = —y+elu(zy),
(3.3.15)
gy = x+eQn(z,y),
onde € > 0 é suficientemente pequeno e P,, (),, sdo polindomios de grau n.
n—1
Entao, o nimero maximo de ciclos limite que bifurcam do centro linear é sen é
) n—2 ,
impar e se m é par.
Grau de Numero Mdximo de
Perturbacdo | Ciclos Limite Bifurcantes
1 1
2 1
3 1
4 2
5 3
0 4
7 5

Tabela 3.1: Numero maximo de ciclos limite bifurcantes de perturbacdes polinomiais de grau

fixado do sistema (S1p)).
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Grau de Numero Mdximo de
Perturbacdao | Ciclos Limite Bifurcantes
1 0
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6

Tabela 3.2: Numero maximo de ciclos limite bifurcantes de perturbag¢oes polinomiais de grau

fixado do sistema ([S2p)).

Fundamentados pelos dados das Tabelas e[3.2] apresentamos as seguintes conjecturas:

Conjectura 3.3.4. Considere o sistema (S1p)) com § # 0, € > 0 suficientemente pequeno e
P,, @, polinémios de grau n. Entao o nimero maximo de ciclos limite que bifurcam do centro

nao-linear (S1p)) é n — 2, se n > 3.

Conjectura 3.3.5. Considere o sistema (S2p|) com § # 0, ¢ > 0 suficientemente pequeno e
P,, @, polinémios de grau n. Entao o nimero maximo de ciclos limite que bifurcam do centro

nao-linear (S2p)) ¢ n, se n > 2.

Observamos que o caso 3 do teorema [3.3.3] (6 = 0) é discutido em [41], assim como em suas
referéncias, e o caso d = 1 com P,, (), polindmios quadraticos foi estudado em [45].

Observagao 3.3.6. Observamos que o nimero maximo de ciclos limite bifurcantes presente
nos teoremas acima corresponde ao nimero maximo de ciclos limite que sdo detectados pelo
método do averaging de primeira ordem. Assim, o niimeros maximo de ciclos limite bifurcantes
dos centros isdcronos discutidos pode ser maior.

O método do averaging de primeira ordem detecta apenas os ciclos limite que sao de-
nominados ciclos limite de média amplitude, e correspondem aos ciclos que nao estao
infinitesimalmente préximos do ponto singular e que também nao sao ciclos no infinito. Por
este motivo, a cota acima nao engloba todos os ciclos do sistema.

Além disso, se aplicarmos o método do averaging de ordem superior, podemos ter um nimero
maior de ciclos, pois neste caso, a funcao promediada pode apresentar um niimero maior de
zeros, devido ao maior grau de precisao.

Contudo, os sistemas tratados nesta dissertagao apresentam um alto grau de complexidade
em sua natureza, e com isso, torna-se muito dificil inferir informacoes através de uma ordem
superior de averaging e por este motivo nos limitamos a estudar os ciclos provenientes do
averaging de primeira ordem.
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Resumimos os resultados descritos no Teorema acima na seguinte Tabela:

Grau de Perturbagao | Cota Superior Cota Superior
1 1 0
2 1 2
3 1 3
4 2 4
5 3 5
6 4 6
7 5 —

Tabela 3.3: Numero maximo de ciclos limite bifurcantes de perturbacoes polinomiais de grau

fixado dos sistemas (S1p|) e (S2p)).

3.3.3 Demonstracao do Teorema (3.3.3

Considere as seguintes familias a 2-parametros:

i = —y+6(a?—y?) +eP(x,y),
(Sip)
y = x(1+20y) +eQn(z,y),
i = —y+déx®+eP,(z,y),
(S2p)

g = 2(l+0y) +eQnlz,y),

onde P,, @), sdo polindmios de grau n, € > 0 é suficientemente pequeno e § € R.

Pelo Teorema para estudar o nimero de ciclos limite dos sistemas considerados, para
€ > 0 suficientemente pequeno, basta estudar os zeros isolados da seguinte funcdo de Melnikov
de primeira ordem:

FRy = [ pa? +y*)(@p — Pq)
0 2R(Qz — Py)

onde p = p(x,y) é o fator integrante correspondente & integral primeira H do sistema em
questao, x = p(R,p)cosp e y = p(R, p)seny, e p(R, ) é uma funcdo continua que satisfaz a
equagao H(pcos , pseny) = R%.

Dividiremos a prova nos seguintes casos:

de, (3.3.16)
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Centro Linear (6 =0)

Neste caso, considere § = 0, Py(z,y) = 27, ;= ai 2"y, Qu(x,y) = Xf\ =) bijz'y’ e observe
que:

o H(z,y) = 2?4+ y* é uma integral primeira para o sistema, em que h. = 0 e h, = oco.

22 + 9% # 0 no anel de perfodos T.

Neste caso, a fungdo p do Teorema ¢ dada por p(R, ) = R.

O fator de integragao correspondente a integral primeira H é dado por pu(z,y) = 2.

Logo, estamos nas hipoteses do Teorema [3.1.4] e podemos utilizar o Teorema para
calcular a fungao de Melnikov de primeira ordem do sistema, com x = Rcos(y), y = Rsen(yp),

P:_yJQ:x:

w(z? + y*)(QP, — PQ.)
2R(Qz — Py)

FN(R) = dy

/27f 2R?(Rcos(p) P, + Rsen(gp)Qn)d
2R3 i

I
\

{cos P, (z,y) + Qn (x,y)sen (p) | dp (3.3.17)

- i > iy [ cosphsent(o) dp

k=1 i+j=k

+ Z Z b”/ cos’( go)senjH((p) dep.

k=1 i+j=k

Note que, se k é par entre 0 e n, entdo as integrais na expressao FI™/(R) correspondentes a
este k sao nulas.

De fato, se i + 7 = k e k é par, entao, 7 e j sdo ambos pares ou impares. Logo i+ 1 e j
nao podem ser pares ou impares simultaneamente, e neste caso, podemos fazer a mudanga de
coordenada 7 = sen(yp), se i + 1 é impar, ou 7 = cos(p), se i + 1 é par, e concluir que:

27 ) .
/ cos ™ (¢)sen? (p) dp = 0.
0

Similarmente, concluimos que, se ¢ + 7 = k e k é par, entao:

27 . .
/ cos' (p)sen’ () dp = 0.
0

Portanto, F™(R) é um polindmio impar, com grau n, se n é impar, e grau n — 1 quando n
é par.
Em particular, podemos escrever FI"l(R) como:

« FI(R) = R(ag+ aR?+ ...+ a,,_1R"1) se n ¢é fmpar.
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o FI(R) = R(ag+ aR? + ...+ ;1 R"%) se n ¢ par.

Como h, = 0 e hy = oo, para aplicar o método do averaging, estamos interessados nos
zeros simples de F" que estdo no intervalo (0, 00) (que é onde a equacio diferencial em R esté
definida).

Assim, o nimero de soluc¢bes positivas de F [”](R) = (0 é no maximo ”T’l, se n é par, e "T’Q
quando n é impar. Além disso, quando existem, todas as solugdes sao simples, pois sao raizes
de polindémios.

Portanto, pelo método do averaging, esse é o nimero méaximo de ciclos limite que bifurcam
do centro linear considerado, quando perturbado por polinémios P,, (), de grau n. Assim,

concluimos a prova do primeiro item do Teorema [3.3.3]

Centro Quadratico S1-J (6 # 0)

Agora vamos considerar o sistema (S1p) com § # 0, Py(z,y) = X7y ai2'y’ e Qu(z,y) =
Yirj=1 bijz'y’. Observe que, se ¢ = 0, entdo o sistema ¢ integravel para todo § € R — {0}.

$2+2

e Hi(z,y)= 15 20y ¢ uma integral primeira para o sistema em questao, em que h, =0 e

identificaremos h, > 0 nos préximos itens.

e A fim de aplicar o teorema [3.1.4] temos que encontrar p de forma que:

H(p(R, @) cos(¢), p(R, @) cos(p)) = R*.

Resolvendo esta equagao, obtemos que:

p(R, ) = dRsen(p) + R\/((SR)Q(l —cos?(yp)) + 1.

Observe que, para a fungdo acima estar bem definida, temos que ter (JR)*> < 1, caso
contrario, a expressao dentro da raiz quadrada assumiria valores negativos quando ¢ €
[0, 27).

Desta forma, obtemos que o dominio de R é (—1/|d],1/|d|), e portanto, obtemos que hy =
1/62, j& que todas as drbitas sao periddicas de acordo com a parametrizagdo encontrada
para as curvas de nivel nessa regiao (ja que p é p-periddica).

Além disso, como h. = 0, segue que o dominio de R neste caso é (0,1/d]).

« O fator de integragao correspondente a integral primeira H} ¢ dado por p}(z,y) =

(14 20y)?

» Note que neste caso, nao necessitamos mostrar explicitamente que x() —yP # 0 em I, ja
que tal hipotese é utilizada para garantir a existéncia de p que ja foi encontrada, e a boa
definicao da funcao de Melnikov, porém mostraremos adiante, através dos calculos, que
tal funcao é bem definida.
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Com as informagoes acima, podemos calcular a funcao de Melnikov F [”}(R) do sistema,
através do Teorema [3.1.6] contudo, nao foi possivel computar tal funcao, sem especificar o grau
de perturbacao, e assim, particularizamos o grau dos polinémios P,, (), para n entre 1 e 7.

Como observado acima, o anel de periodos ocorre quando R € (0, ﬁ), entao vamos procurar
os zeros da funcao de Melnikov neste dominio.

Para simplificar as expressoes encontradas, introduzimos uma nova variavel Z, dada por:

Vi

E=—

Observe que R € (0 , %) ¢ um zero da fungao de Melnikov em R se, e somente se, Z € (0, 1)
é um zero da fun¢do de Melnikov em Z.

Considere n entre 1 e 7, com a ajuda do software de manipulacao algébrica Maple, podemos
obter expressoes para as func¢oes de Melnikov F 1["] na variavel Z, paran =1,...,7, que podem
ser conferidas no Apéndice A.

Observamos que, as funcdes F\" estdo na forma FI"(Z) = p(Z)f"(Z), onde p7 é uma
fungao de classe C*>° que nao se anula em (0,1) e fln}(Z ) é um polinémio em Z para 1 <n <7,
formado apenas por poténcias pares de Z. Os graus de fl[n} (Z) podem ser conferidos na seguinte
tabela:

Valor de n | Grau de f"
1 2
2 2
3 2
4 4
5 )
o 8
7 10

Tabela 3.4: Grau da parte polinomial da funcao de Melnikov Fl[n](Z ) de acordo com o valor de
n.

Ressaltamos que fl[n](Z) sao funcoes pares, e portanto, o nimero de raizes positivas de
fl["](Z ) € no mo maximo metade de seu grau.

Para concluir a demonstragao, apresentaremos um exemplo para cada grau estudado que
mostra que o nimero maximo de ciclos limite pode ser atingido.



Considere:

onde P,,Q,,n=1,---

e Grau 1:

Neste caso:

gy = z(1+20y) +eQn(x,y),

, 7, sdo os seguintes polindmios:

262 +3
Pl(xmy) = _W'x7
Qi(z,y) = y.
1
1[1}<Z) = 2Z2 - 57

7

—y+6(2? — y?) + ePu(,y),

(3.3.18)

possui apenas um zero em (0, 1), logo, apenas um ciclo limite bifurca do centro.

e Grau 2:

Entao:

PQ(xay) = T,

QQ(I,y) = I2+(§63—1>y2

[Q]Z :63(_422 1)
fl( ) 3 +3 )

possui apenas um zero em (0, 1), e assim, apenas um ciclo limite bifurca do centro.

e Grau 3:

Assim:

1
Py(z,y) = $+x3+<—654—6

3

Qg(&?, y) = y3'

Bl 7 :54(_1622 4>
fl() 3 +3a

)xy?

possui apenas um zero em (0, 1), e novamente, apenas um ciclo limite bifurca do centro.

e Grau 4:

P4(x,y) =

Q4(ZL‘, y) =

x+ (—53954—862>xy2+<

128
9

x4+y4+y

3

ﬁ—fﬁ&—4(—§%k—%ﬂ)wa



Com 1isso:

Wiz = 57(1224 — 13322 + 1),

3

possui dois zeros em (0, 1), e portanto, dois ciclos limite bifurcam do sistema.

e Grau 5:
P5($7 y) = .,BS -
Qs(z,y) = o
Assim:
z) =

possui dois zeros

28800 4 7420, T05 25
5766 YT ag6"Y T 3510

14
2078 — 20 7 + 14552 i,
36 144 144

em (0,1), e neste caso, dois ciclos limite bifurcam do sistema.
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« Grau 6:
10800062 + 456085
P — 5 4
6(,Y) Ty 1800053 Ty
1 82271000 160
— — — ——6%(10800082 + 456085 ) 3
6400000° ( 3 g O * ) )z
26285 735
— x —
1024697 T 512613
Qs(z,y) = y°
Com essa perturbagao, temos que:
O(7) = 3525 - 230 03T g 03 o T
v 720~ T 10 12807 T 11520°
possui quatro zeros em (0, 1), e portanto temos quatro ciclos limite bifurcantes do centro
nao-linear.
e Grau 7:
50400062 + 1817872
P = 7 - 5
7(2,y) T £ 01005° Ty
1 471140992 48
— — — —452%(50400062 + 1817872 24192054> 4
6912045 ( 75 350 ( * )+ Y
B 1 <_ 60921116928 86452< 471140992
23887872049 25 5 75

Q7(:C7 y) =

(50400082 + 1817872)82 + 24192054)>xy3 -

1645 , 49
360277 T oa516
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Neste caso:
24766

2
gy 20 6797 0 T T
225 405 5400 180 16200

possui cinco zeros em (0, 1), e com isso temos cinco ciclos limite bifurcantes do sistema.

f(z) = 2242 —

No apéndice C, descrevemos as expressoes gerais dos coeficientes da perturbacao P,, @,
(1 <n <7) que devem ser considerados para se gerar as expressoes de fl["} apresentadas acima,
e assim obter o nimero maximo de ciclos limite bifurcantes. Além disso, apresentamos detalhes
de como foram produzidos tais exemplos.

Para concluir esse caso da demonstragao, exibimos na tabela abaixo as relagoes entre o grau
da perturbagao, o grau da parte polinomial da funcao de Melnikov F; 1["} (Z) e o niimero maximo
de ciclos limite bifurcantes:

Valor de n | Grau de fl[n} Numero Maximo de
Ciclos Limite Bifurcantes
1 2 1
2 2 1
3 2 1
4 4 2
5 6 3
6 8 4
7 10 5

Tabela 3.5: Grau da perturbagao de (S1p)), grau da parte polinomial de Fl[n](Z ) de acordo com
o valor de n e respectivo nimero maximo de ciclos limite bifurcantes.

Centro Quadratico S2- (6 # 0)
Finalmente, considere o sistema (S2p) com & # 0, P,(z,y) = X7, ;) ai;2'y e Qulz,y) =

> i1 bijx'y’. Como no caso anterior, se ¢ = 0 entdo o sistema ¢ integrével para todo 0 €

R — {0}.
2 +y2

(14 dy)?
h. = 0 e, como feito anteriormente, identificaremos h; > 0 nos proximos itens.

o Hi(z,y) = é uma integral primeira para o sistema a ser analisado, em que

o Com o intuito de aplicar o Teorema [3.1.4] devemos encontrar p de forma que:
H(p(R, p) cos(i), p(R, ) cos()) = R,
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Resolvendo esta equagao, obtemos o seguinte resultado:

R
PR ¢) = 1 — 0Rsen(yp)

Observe que, para a fungao acima estar bem definida, temos que ter |JR|# 1, caso con-
trario, o denominador se anularia quando ¢ € [0, 27).

Como 0 deve estar na fronteira do intervalo de definicdo de R, temos que o dominio de R
é (—1//6|,1/]6]). Portanto, hy = 1/82, pois todas as érbitas sao periddicas, de acordo com
a parametrizagdo encontrada para as curvas de nivel nessa regiao (ja que p é p-periodica).

Além disso, como h. = 0, segue que o dominio de R neste caso é (0,1/]d]).
« O fator de integragao correspondente & integral primeira HZ ¢ dado por ui(z,y) =
2
(1+dy)3

o Pelas mesmas razoes do caso anterior, nao necessitamos mostrar explicitamente que x() —
yP #0em I

Com as informacoes acima, podemos calcular a funcao de Melnikov F™(R) do sistema,
através do Teorema [3.1.6}

] o 27 RF cos™™ (1))sen? (1) RF cosi(1p)send T (1))
AU = 8 8 i st = shen)

k=1i+j=k

RE cosit (1)send ™+ (4h)
(1 — dRsen(y))k

RF cost™2(1h)sen’ (1)
(1 — dRsen(2)))*

R cost(1p)sen? (1))
(1 — dRsen(2)))k

RF2 cosi(1)send 1 (1))
(1 — 0Rsen(v)))k

ai,j§ — Qbi,j(S (3319)

+ b ;0 + b; ;6 } di).

Novamente, nao foi possivel computar tal funcdo sem especificar o grau de perturbagao, e
assim, particularizamos o grau dos polinémios P, (),, para n entre 1 e 6.

Como anteriormente, o anel de periodos ocorre quando R € (0, ﬁ), entao vamos procurar
os zeros da funcao de Melnikov neste dominio.

Utilizando a mesma mudanca de variavel mencionada no caso anterior, consideramos n entre
1 e 6,e através do software Maple, obtivemos expressoes para as fungoes de Melnikov FQM na
variavel Z, paran =1,...,6, que podem ser conferidas no Apéndice B.

Novamente, as funcdes Fi" estao na forma FI"(Z) = p2(2)f"(Z), onde pk é uma funcao

de classe C™ que nao se anula em (0,1) e I (Z) é um polinémio em Z para 1 < n < 6. Os

graus de fg[n](Z ) podem ser conferidos na seguinte tabela:
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Valor de n | Grau de f"
1 1
2 2
3 3
4 5
5 7
6 9

Tabela 3.6: Grau da parte polinomial da funcao de Melnikov Fz[n](Z ) de acordo com o valor de
n.

Provaremos agora que os nimeros maximos de zeros em (0,1) das partes polinomiais de
F2[4], F2[5] e F2[6}, podem ser estimados de uma maneira mais eficaz do que a estimativa dada
pelo grau dos polindmios. Para isso, utilizaremos o seguinte resultado.

Dizemos que um conjunto de fungoes reais { fo, f1,. .., fn} definidos em um intervalo aberto
I C R é um sistema estendido completo de Chebyshev (sistema ECT) em [ se, para
cada k =0,1,...,n, qualquer combinagao linear nao trivial agfo(Z) + a1 f1(Z) + ... + ar fr(Z)
possui no maximo k zeros isolados em I, contados com suas multiplicidades.

O teorema abaixo nos fornece uma caracterizagao para os sistemas ECT:

Teorema 3.3.7. Sejam fy, fi,..., f, funcoes reais analiticas definidas em um intervalo aberto
I ¢ R. Entao, {fo, f1,---, fn} é um sistema ECT em [ se, e somente se, para cada k =
0,1,...,n, e para todo Z € I, o Wronskiano (de ordem k):

fo(Z)  hZ) - fu2)

) 12 - fl(2)
W(fo, f1,---, fi)(Z) = k

Oz (B (z) B (g

é nao nulo.

O teorema acima, assim como a teoria sobre sistemas de Chebyshev, podem ser encontrados
em [37).

Retornando ao nosso caso, dados ag, a1, . . ., ag nimeros reais, podemos encontrar parametros
de forma que:

2[4] = CL()(Z + ].) + CL122 + G/QZ?) + a324 + CL4Z5
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2[5] =ag(Z+ 1)+ a1(Z° + 7% + ay 2" + a3 Z° + ay Z° 4 a5 27
= 00(Z4+1) + ar(Z% + Z2) + aa(Z° + Z%) + a3 28 + ay 7" + a5 Z° + agZ°

Com o célculo dos Wronskianos de qualquer ordem dos sistemas {Z + 1, 22, Z3, 74, Z°},
{Z4+1,23+22, 24,7528, 2"y e {Z + 1,23+ Z%, 725+ 74, 78,77, 78, Z°}, temos que eles sdo
nao nulos em (0,1). Portanto, pelo Teorema , eles sao sistemas ECT em (0, 1).

Segue que f2[4], 2[5] e f2[6] possuem, no maximo, 4, 5 e 6 raizes em (0, 1), respectivamente.
No apéndice FE, apresentamos os calculos que nos permitem garantir as afirmacoes acima.
Novamente, para concluir a demonstragao, apresentaremos um exemplo para cada grau

estudado que mostra que o nimero maximo de ciclos limite pode ser atingido neste caso.

Considere a seguinte familia de equagoes diferenciais:

i = —y+déx*+eP,(z,y),
(3.3.20)

gy = z(1+dy) +eQu(z,y),
onde P,,Q,, n=1,---,7, sdo os seguintes polindmios:

e Grau 1: O polinémio fgm(Z ) ndo possui nenhuma raiz em (0, 1) para qualquer tipo de
perturbacao, e assim, o sistema nao possui nenhum ciclo limite bifurcante.

e Grau 2:
Py(z,y) = x4+ 3dxy,

Qa(z,y) = 3022

Entao:
2 7) = 5<6Z2 .y 1),

possui dois zeros em (0, 1), e assim, dois ciclos limite bifurcam do centro.

e Grau 3:
562 52
PS(:an) = I—?$3—6$y2,
Qs(z,y) = —46°z%y.
Assim:

; 1
1(7) = 2 (823 _ sz +37 - 3),

possui trés zeros em (0, 1), e portanto, trés ciclos limite bifurcam do centro nao-linear.

e Grau 4:

16942 &
Py(z,y) = x+ 2y — 51 xy? + (192 — 1)xy3,

85763 115753
_ .4 2,2 4
Qu(z,y) = y*+ <— ol —i—9>x y* + (— % +6>.CE .
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Com 1isso:
75 365 911 139 1 1

[4}Z :63<Z5_Z4 723_7z2 7 )
2 (%) 8 327 T 1092 1927 T 1927 T 192 )

possui quatro zeros em (0, 1), e portanto, temos quatro ciclos limite bifurcantes do sistema.

« Grau 5:

589942 5 12164

P, = - 2 (_ _2> 4 <__3)32

s(ry) = o= gt Tgran )W g T 3)TY
248994* 7079864
_ .5 2,3 4
Qs(z,y) Yt o TV T egrs T Y-
Assim:

51 :64(280Z7_364Zﬁ 14999Z5—2641Z4 25 73 25 72 1 7 1 >
f2'(%) 27 27 + 2430 2430 + 1944 * 1944 9720 9720/’
possui cinco zeros em (0, 1), e neste caso, cinco ciclos limite bifurcam do sistema.

« Grau 6:
. 5908742 17702295* 5°
s(Ty) = ey = =W e Y a0

11608196 1770725365 5
O(e.y) — (_ 60819 _3>x2y4+<_ 7707253 _12)x4y2+(_97580638 —s)xﬁ.

11700 59475 535275

Com essa perturbagao, temos que:

6 _ 55(35280 o AT8S0 116329 . 22271 . 12079 .,
77) 793 793~ T 73965 3065 2 azra0 2 T2
41
- (734 2% - Z -1 )
35685 7 T2 T g V)

possui seis zeros em (0, 1), e portanto temos seis ciclos limite bifurcantes do centro nao-
linear.

No apéndice D, descrevemos as expressoes gerais dos coeficientes da perturbacao P,, @,
(1 <n <6) que devem ser considerados para se gerar as expressoes de fQM apresentadas acima,
e assim obter o nimero maximo de ciclos limite bifurcantes. Além disso, apresentamos detalhes
de como foram produzidos tais exemplos.

Para concluir esse caso da demonstragao, exibimos na tabela abaixo as relagoes entre o grau
da perturbagao, o grau da parte polinomial da funcao de Melnikov F2[n} (Z) e o nimero maximo
de ciclos limite bifurcantes:
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Valor de n | Grau de fl[n} Numero Mdaximo de
Ciclos Limite Bifurcantes
1 1 0
2 2 2
3 3 3
4 5 4
5 7 5
6 9 6

Tabela 3.7: Grau da perturbacgao de ((S2p|), grau da parte polinomial de FQM(Z ) de acordo com
o valor de n e respectivo nimero maximo de ciclos limite bifurcantes.

Com isso, finalizamos a demonstracao do Teorema |3.3.3|

3.4 Ciclos Limite Bifurcantes de Perturbacoes de Cen-
tros Cubicos Is6cronos Planares

O objetivo desta sessao é estudar a familia a 2-parametros de equagoes diferenciais polino-
miais:

y = x+q(z,y)+eQn(z,y),

onde p e ¢ sao polindbmios homogéneos ciibicos, P,, ), sao polindmios de grau n, o parametro
e > 0 é suficientemente pequeno, e 6 € R. Além disso, vamos supor que a origem também é
um centro isbcrono neste caso.

Estudamos o nimero de ciclos limite que bifurcam dos centros nao-lineares (6 # 0) de (3.4.1)),
através de perturbacoes polinomiais. Contudo, diferentemente do caso anterior, precisaremos
utilizar alguns argumentos numéricos para garantir os resultados a serem apresentados.

3.4.1 Classificacao dos Centros Cubicos Is6cronos Planares

Como no caso anterior, enunciamos agora o teorema que classifica os centros isécronos
cubicos planares, e algumas informagoes sobre os sistemas gerados por tal classificagao.



85

Teorema 3.4.1 (Classificagdo de Centros Is6cronos Ciibicos). Considere o seguinte sistema:

T = —y+azer’ + a2y + a1 22y* + ao 3y,
(3.4.2)

U = -+ b3ox® + by 12y + by owy® + bo3y?,

onde os coeficientes a; j,b; ; € R, 4,7 =0,1,2, 3.

Entao, a origem do sistema (3.4.2)) é um centro is6crono se, e sé se, o sistema ((3.4.2)) pode
ser escrito como um dos sistemas abaixo, através de uma mudancga de coordenadas linear e de
um reescalonamento do tempo:

Tt = —y+ 2 - 3xy?, i = —y+ 32y,

(T1) (T3)
y = x4+ 32%y — > y = x—2x°+ 919>
i o= —y+a’ -y o= —y— 3%y,

(T2) (T4)
y = x+ 2%y —yi y = x+ 22— 911>

A demonstragao do resultado acima foi feita por Pleshkan, em 1969, e pode ser encontrada
em [66].
Listaremos abaixo algumas propriedades dos sistemas (T'1)-(T4):

o Sistema (T1)):
O sistema:
T = —y+ a3 — 3z’
gy = v+37%y -y’

em coordenadas polares, é dado por:

7 = 1r3cos(20),

0 = 1-+r2sen(26).
Uma integral primeira para este sistema é:

(IZ + y2)2
H =—" 4.
(@) = e (343)

e um fator de integracao correspondente é dado por:

4(z% + y?)

oy 17 (3.4.4)

wz,y) =
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o Sistema (T2)):
O sistema:

& = —y+a®—axy?
y = v+a’y—y’,
em coordenadas polares, é dado por:
7= r3cos(20),

6 = 1.

Uma integral primeira para este sistema é:

2 + 2
H = 3.4.5
(z.9) 1+ 2xy’ ( )
e um fator de integracao correspondente é dado por:
(r.) = (3.46)
r,Y) = ———. 4.
HE Y (14 2zy)?
o Sistema (T3)):
O sistema:
i o= —y+ 32y,
y = x— 224 9112,
em coordenadas polares, é dado por:
io= r*(—4sen(46) 4 3sen(26)),
0 = 1—1r%(cos(46) + cos(20)).
Uma integral primeira para este sistema é:
22 + 9% — 4zt + 428
H = 3.4.7
e um fator de integracao correspondente é dado por:
(2.9) - (348)
T,Y) = —————. 4.
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o Sistema (T4):
O sistema:

i = —y— 32y,
y = x+22% — 919?,
em coordenadas polares, é dado por:
i = r¥(sen(46) — 3sen(26)),

0 = 1+7%(cos(46) + cos(26)).

Uma integral primeira para este sistema é:

_932+y2+4a:4+4x6

e um fator de integracao correspondente é dado por:
2

3.4.2 Resultado Principal

Novamente, utilizamos o método do averaging para relacionar a existéncia de ciclos limite
com os zeros simples de uma fung¢ao. Contudo, nesse caso, a fungao possui integrais elipticas
em sua expressao, e portanto nao é possivel solucionar a equagao f(z) = 0 de forma analitica,
e assim, utilizamos alguns procedimentos numéricos.

Como o caso cubico apresenta expressoes mais complexas, consideramos apenas pertur-
bacoes lineares. Similarmente ao caso quadratico, como a mudanca de coordenadas é linear,
podemos inferir informacoes em centros isbcronos ctibicos através de perturbacoes das formas
normais apresentadas nessa sessao.

Teorema 3.4.2. Considere o seguinte sistema planar polinomial a 2-parametros:

T = —y+ x> — 301y + e(a10x + ap1y),
(T1p)
y = x+ 302y — 5y + e(b1ox + bo 1Y),

isto é, uma perturbacgao linear do sistema . Se 0 = 0, entao nenhum ciclo limite bifurca do
sistema. Se § # 0, apresentamos evidéncias numéricas da existéncia de um conjunto  C [0, 1]*
no espaco 4-dimensional dos pardmetros a1, a1, b1,0, bo,1, tal que o sistema possui um
ciclo limite se os parametros estao em §2.

Observagao 3.4.3. Como o resultado acima é numérico, o conjunto 2 é discreto. Assim,
conjecturamos que:
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1. E possivel que €2 seja um conjunto convexo.
2. A reciproca do resultado também é valida, i.e., o sistema (T'1p]) possui um ciclo limite
somente quando os seus parametros estao em §2.
Contudo, nosso método nao é capaz de garantir essas duas afirmacoes.

Teorema 3.4.4. Considere o sistema polinomial planar a 2-parametros:

& = —y+0x® —oxy® + e(aroxr + aoy),
(T2p)

y = x+ 02’y — oy + e(b1ox + bo 1Y),

isto é, uma perturbacao linear de (T2)). Se § = 0, entdo nao existem ciclos limite bifurcantes.
Se § # 0 existe no maximo um ciclo limite bifurcante do sistema, que se reduz a origem quando
5 — 0%,

Observacao 3.4.5. Analogamente ao caso quadratico, o nimero maximo mencionado corres-
ponde ao nimero maximo de ciclos limite detectados pelo método do averaging de primeira
ordem.

3.4.3 Demonstracao dos Teoremas (3.4.2| e |3.4.4]

Provaremos primeiramente o Teorema Considere o sistema ((I2p]),

T = —y+ o3 — dxy? + e(ar0 + aoq1y),
(T2p)

y = x+062%y — 0y® + e(brox + bo1y).

Para estudar o ntimero de ciclos limite bifurcantes deste sistema, para € > 0 pequeno e
0 # 0, utilizaremos o Teorema , e assim devemos construir a funcdo F'* do Teorema m
e determinar seus zeros simples.

Neste caso, utilizando as informacoes dadas na sessdo anterior, a funcio F!' é dada por:

Fs(R) = /027r ( — Rbo 1 (cos (¥))* + R (cos (1)) ayo — (cos (1)) R36by

+ (cos (1)) R36agy — cos (1) sen () R*6ay o + R cos (1) sen (1)) ags (3.4.11)

— cos (¢) sen (1) by 10 R® + Rcos (¢) sen (1) by g — R35ag 1 + Rbm) di

= Rm (—5R2b170 + b0,1 + Q10 — R26a071.)

Caso § > 0, observe que Fs(R) = 0 possui uma tnica solucao positiva (e simples) se, e s6
se, ap1 + b1 # 0, e neste caso, a solucao é dada por:
’\/5 bio + ao,) (bo1 + ai)
0 (bro+ao;) '

Entao, temos no maximo um ciclo limite bifurcante, o que prova o Teorema [3.4.4. Além
disso, obtemos o seguinte corolario desta demonstracao:
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Corolario 3.4.6. Um sistema diferencial da forma:

T = —y+oxd— day? + e(ar oz + ap1y),
y = x+02%y — oy + (b1,0z + bo,1y),

com ¢ > 0 pequeno, 6 > 0 e a;;,b;; € R possui um ciclo limite se, e s6 se, ag 1 + b1 # 0.

Provemos agora o Teorema Considere agora o sistema ((T1p))

T = —y+ o3 — 35xy2 + 6(a1,0$ + ao,ly)>
(T1p)
y = x+302%y — oy + e(b1ox + bo1y).

Novamente, construiremos a funcio ' do Teorema [3.1.6] para este caso e determinaremos
seus zeros simples. Para o sistema (T1p)), a funcao F! é dada por:

2 1

F6<R) = 0 W (al,OAl,O(R7 ¢) + OJO,lAO,l (Ra "lP) + bl,OBl,O(Ra "lP) + bO,lBO,l (Ra W) di/%

(3.4.12)

onde as expressoes D(R, ), A; j(R,v), B;;(R,v) sdo dadas no apéndice .
Esta integral pode ser reescrita com integrais elipticas de primeira e segunda espécie:

F5(R) = al,ofm(R) + ao,lm(R) + b1,0m(R) + bo,1§,1(3), (3.4.13)

CO1:

Ao(R) = 20°R3w + 2Rm,

Boi(R) = 26°R3m+2Rm,

-— 1 . e
A1 (R) = N/ <8 § R*EllipticF(z, k) — 16 6> R*EllipticE(z, k)

+ 8 EllipticF(z, k)6 + 46 R*EllipticK (k)
— 246 R?EllipticE(z, k) — 8 6> R*EllipticE(k)
— 4EllipticE(k)0~! — 12§ R*EllipticE(k)

— 8 EllipticE(z, k)5~ + 4 EllipticK(k)él) ,
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— 1

)= e

+ 8EllipticF(z, k)0~! + 4 R*EllipticK (k)

(8 5 R2EllipticF (2, k) — 16 6% RUEllipticE(z, k)

— 246 R*EllipticE(z, k) — 8 * R*EllipticE(k)
— 4EllipticE(k)0~" — 12§ R*EllipticE(k)

— 8 EllipticE(z, k)d~! + 4 EllipticK (k)6 ~*

onde EllipticF(z, k), EllipticK(k) sao as integrais elipticas incompleta e completa de primeira
espécie, respectivamente, e EllipticE(z, k) é a integral eliptica (completa e incompleta) de se-
gunda espécie, que sao dadas por:

1 dt
m — 121 — k22
1
dt,
\/1 —12/1 — k22
\/W

V11—t

EllipticF(z, k)

EllipticK (k)

EllipticE(z, k) /

com

1) — VO2R?2 4+ 1 R
(= >—< R ’m)'

Um estudo mais detalhado dessas fungoes pode ser encontrado em [76] [72].

Nao é possivel se obter os zeros reais F5(R) através de métodos algébricos ou analiticos, de-
vido a existéncia de integrais elipticas. Assim, para alcancar nossos objetivos, desenvolveremos
a seguir um método numérico que nos permitira realizar essa tarefa e finalizar a demonstracao

do Teorema [3.4.2

Procedimento Numérico

Considere a seguinte particao
P=Ato=1<t1<te<...<tp1<t,=1}

, do intervalo I = [0,1], e entdo a utilize para induzir uma malha de pontos no cubo 4-
dlmensmnal I* =[0,1] x [0,1] x [0,1] x [0, 1].

Seja M C I* o subconjunto dos vértices da malha. Para cada m = (my, ma, ms, my) € M
construimos uma fungao Fj"*(R) que consiste na func¢ao Fs(R) dada em com aj g = my,
ap1 = Mg, big = m3z e by = my, e entdo, tentaremos encontrar uma solugao numérica da
equagao F§"(R) = 0. Se tal solucao existir, diremos que o vértice m é um vértice admissivel.

Denotaremos o subconjunto dos vértices admissiveis por 2 C M. Assim, se m € () entao
a equagao FJ"(R) = 0 possui uma soluc¢ao positiva, e portanto existe um ciclo limite para o
sistema (T1p]), com os pardmetros (a1, a1, b1,0,b01) = m.
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Observe que, em todos os outros casos considerados até aqui (ctibico e quadratico), as
condigoes que definem os subconjuntos do espaco de parametros em que existem ciclos limite
no sistema, sao abertas. Assim, é natural que se tenha o mesmo comportamento para o caso
em que estamos tratando. Logo, consideramos que existe um conjunto Q) D O aberto, que seja
representado pela envoltéria convexa de €, tal que, para cada m € €, o sistema (T1p) com os
parametros (aj,0, @o.1,b1,0,b01) = M possui um ciclo limite.

Aplicamos a estratégia numérica acima para n = 10. Neste caso, M possui 11* = 14.641
pontos. Através do software Maple , podemos determinar numericamente se Fj"(R) possui
uma solugao positiva para cada m € M, e encontramos que €2 é formado por 8.960 vértices
admissiveis.

Com o auxilio do software Octave, calculamos a envoltéria convexa H de 2 e obtivemos
as equagoes de 21 hiperplanos que delimitam 2. Considere Q C [0,1]* = {(z,y,2,w); 0 <
z,y,z,w < 1} e 6 = 1 (o resultado é o mesmo para cada § € (0, 1]):

—1.35447x — 1.35447w = —0.13545,
—1.31837z 4+ 0.32959~ — 1.31837Tw = 0.06592,
—1.47998z 4 0.21143y + 0.21143z — 1.47998w = —0.02114,
1.51613z — 2.27419y — 1.516132z 4+ 1.51613w = 0.30323,
1.51613x — 1.51613y — 2.274192 + 1.51613w = 0.30323,
1.66667x — 1.66667y — 1.66667z 4+ 1.66667w = 0.66667,
1.90027x — 2.21698y — 2.53369z + 1.90027w = 0.12668,
1.95021z — 2.60028y — 2.60028z + 1.95021w = —0.06501,
2.05960z — 2.67748y — 2.57450z + 2.05960w = 0,
2.05960z — 2.57450y — 2.67748z + 2.05960w = 0,
2.06321x — 2.65270y — 2.65270z + 2.12216w = 0,
2.10934z — 2.68462y — 2.68462z + 2.10934w = —0.01918,
2.12216z — 2.65270y — 2.65270z + 2.06321w = 0,

com os hiperplanos delimitantes de [0,1]*: w =0, w=1,2=0,z=1,y=0,y=1,2=0¢
z=1.

Observamos que Q = [0, 1]* N H.

A seguinte Figura [3.1] ilustra proje¢des da envoltéria convexa H com os pontos de 2 que
estao dentro desta.
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Figura 3.1: Projegoes de €2 e OH no plano zy para diferentes valores de z, w.

Assim, terminamos a demonstragao do Teorema Resumimos os resultados obtidos no
seguinte corolario:

Corolario 3.4.7. Um sistema diferencial da forma
i = —y+6x® —3dzy® + e(aror + ap1y),

y = x+30x*y — dy + e(byox + bo1y),

com € > 0 pequeno, 0 € (0,1] e a;;,b;; € R possui um ciclo limite se (a1,0, @01, b1,0,001) € £,
onde €2 é construido através do procedimento numérico discutido acima.

Com o método numérico desenvolvido acima, e baseado nos resultados numéricos encontra-
dos, apresentamos a seguinte conjectura:

Conjectura 3.4.8. Um sistema diferencial da forma

T = —y+ox — 30wy + e(a10x + ap1y),

y = x+ 302y — 5y + e(b1ox + bo 1Y),
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com e > 0 pequeno, d € (0,1} ea;;,b;; € R possui um ciclo limite se, e sd se, (@10, ap1,b1,0,b0.1) €
Q, onde Q C [0,1]* ¢ um conjunto convexo que pode ser aproximado pela envoltéria convexa
de 2, para uma malha suficientemente grande.



Capitulo 4

Sistemas de Filippov

A teoria de sistemas dinamicos é amplamente utilizada para se entender o comportamento
de diversos problemas que cercam o mundo.

Atualmente, a abordagem qualitativa dos sistemas dinamicos descritos por equagoes dife-
renciais suaves (em seus argumentos) encontra-se bem desenvolvida e tem-se mostrado extrema-
mente eficaz no entendimento de fenémenos fisicos como fluxos de fluidos, deformacao elastica,
6tica nao-linear e em sistemas biologicos.

Contudo, a natureza possui uma vasta quantidade de fendmenos que nao podem ser mode-
lados por fungoes suaves, e com isso a teoria desenvolvida nao pode ser utilizada no contexto
de tais problemas.

Deste modo, surgiu a motivagao para o estudo dos sistemas dindmicos descontinuos (ou
sistemas de Filippov), que trata de problemas descritos por fungdes suaves por partes, ou seja,
de problemas que apresentam perda instantanea de suavidade com a ocorréncia de determinado
evento, como por exemplo, o acionamento de uma chave num circuito elétrico.

Tais sistemas possuem uma dindmica fascinante e aplicagoes praticas relevantes, além de
uma rica estrutura matematica associada, o que os torna um interessante objeto de estudo que
se encontra na fronteira entre a matematica, a fisica e a engenharia.

Descrevemos agora a formalizacao dos conceitos desta teoria, assim como alguns exemplos
que fornecem um melhor entendimento destes sistemas.

4.1 A convencao de Filippov

Sejam X e Y campos de vetores defglidos em um subconjunto aberto e conexo U C R" e,
sem perda de generalidade, assuma que 0 € U. Considere f : U — R um germe de uma funcao
de classe C* (i.e., f € C*(U,R)) com k > 1, que possui 0 como valor regular, entdo ¥ = f~1(0)
¢ uma subvariedade de codimensao 1 em U que divide o aberto U em dois conjuntos abertos:

Yt={zeU; f(x) >0} e X ={zeU,; f(x)<0}.

Um sistema de Filippov ¢ um campo vetorial suave por partes definido da seguinte forma:

X(x), xeXt,
Z(z) = (4.1.1)

Y(z), ze€X,

94
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que serd denotado por Z = (X,Y)s, a fim de identificar as componentes do campo. Além disso,
assumiremos que X e Y sdo campos de classe C¥ em £+ e ¥, respectivamente, onde ©* denota
o fecho de ©* em U.

Denotamos por Z* o espaco dos campos vetoriais deste tipo, o qual também pode ser referido
como Z¥ = X% x X* onde, por abuso de notacdo, X* é o espaco dos campos vetoriais de classe
C* definidos em ¥+ e X~. A topologia considerada em Z* é a topologia produto C*.

Para estabelecer a dindmica dada por um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y); em U, é
necessario que se defina a trajetéria local por um ponto p € U, ou seja, devemos definir o fluxo
¢-(t,p) de (4.1.1).

Se p € ¥*, entdo a trajetéria local por p é dada pelos campos X e Y da maneira usual.
Porém, se p € ¥, devemos ser mais cuidadosos para definir sua trajetéria.

Primeiramente, dividiremos a subvariedade de descontinuidade > no fecho de trés regioes
disjuntas, dependendo da direcao em que os campos vetoriais apontam:

e Regido de Costura: X ={pec X: Xf(p)-Yf(p) >0},
e Regido de Deslize: >X* = {peX: Xf(p) <0, Yf(p) >0},
e Regido de Escape: >° = {pe¥: Xf(p) >0, Yf(p) <0},

onde X f(p) = X(p) - grad(f)(p) é a derivada de Lie de f com respeito ao campo X em
p. Estas trés regioes sao abertos da topologia induzida em > e podem ter mais que uma
componente conexa.

NS
ZN WK

N
77

Figura 4.1: Exemplos de (a) regido de costura, (b) regiao de deslize, (c) regiao de escape.

Observe que, as regioes acima excluem os pontos de tangéncia, isto é, os pontos p € X
tais que X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0. Estes pontos estdo nas fronteiras das regioes 3¢, 5 ¢
que serao denotadas por 0X¢, 0¥° e 0X°, respectivamente.

Note que, se X (p) =0, entao X f(p) = 0, logo os pontos criticos de X em ¥ também estao
incluidos nos pontos de tangéncia, por outro lado, se X(p) # 0 e X f(p) = 0, entdo a trajetéria
de X que passa por p é de fato tangente a X.

Assumiremos que os pontos de tangéncia sao isolados. Em geral, em casos degenerados (de
codimensao infinita), ou em dimensoes > 3, podem existir um continuo de pontos de tangéncia,
e assim a defini¢ao de trajetdria a ser descrita nao pode ser aplicada a esses sistemas. Contudo,
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neste trabalho, estudaremos campos de Filippov planares, cujas singularidades sao de fato
isoladas.

Se p € X¢, entao os campos vetoriais X e Y apontam ambos para X7 ou X7, simultanea-
mente, e portanto basta conectar as trajetorias de X e Y que passam por p.

Figura 4.2: Solugao passando por um ponto em X°.

Considere agora que p € ¥° U X¢ entao os campos apontam para dire¢oes contrarias, nao
sendo possivel concatenar as trajetérias. Assim, para definir a érbita local por esses pontos,
utilizamos a convencao de Filippov [I8]. Defina o campo vetorial deslizante por:

1
- S (T 0X W) - X)) 412)

Note que o campo Z° é a combinagao linear convexa de X e de Y, e é tangente a subvariedade
de descontinuidade X, além disso suas trajetérias estao contidas em >° ou X°. Neste caso, a
trajetoria por p é dada pela trajetoria de (4.1.2]).

Z*(p)

Figura 4.3: Campo Deslizante Z°.
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Com a discussao acima, podemos definir rigorosamente o fluxo de Z = (X, Y):

Observacgao 4.1.1. Relembre que o fluxo ¢x(t,p) de um campo vetorial suave auténomo X
satisfaz:

%@X(t7p> = X(QDX(tvp))?

@X(Ovp) =D,

e estd definido para t € I C R, onde I = I(p, X) é um intervalo dependente do ponto p e do
campo X. Por simplicidade, deixaremos implicita tal dependéncia do intervalo, e como estamos
lidando com campos vetoriais autonomos, podemos escolher a origem no tempo ¢ = 0.

Defini¢ao 4.1.2. A trajetéria local (ou solugdo orbital) de um campo vetorial de Filippov
(4.1.1)) por um ponto p é definida da seguinte forma:

1. Para p € ¥t e p € X7, tais que X(p) # 0 e Y(p) # 0, respectivamente, a trajetoria é
dada por ¢z(t,p) = vx(t,p) e vz(t,p) = vy (t,p), respectivamente, para t € I C R.

2. Para p € ¢, temos dois casos:

(a) Se Xf(p), Yf(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetéria
por:

(PX(t7p)7 te Im{t 2 0}7
QDZ(t,]?) =

(b) Se X f(p), Yf(p) < 0 e tomando a origem do tempo em p, definimos a trajetéria
por:

SOY<t7p)7 te In {t 2 0}7
@Z(tp) =

ex(t,p), telIn{t<0}.

3. Para p € ¥ U Xe tal que Z*(p) # 0, definimos ¢z(t,p) = ¢z (t,p) para t € I, onde Z* é
o campo vetorial deslizante dado por (4.1.2)).

4. Para p € 03¢ U 0%° U 03¢ tal que as defini¢oes de trajetorias para pontos em Y em
ambos os lados de p podem ser ser estendidas para p e coincidem, a trajetoria por p é esta
trajetoria estendida. Neste caso, dizemos que p é um ponto de tangéncia regular.

5. Para os pontos p que nao se enquadram nos itens acima, definimos ¢y(t,p) = p, Vt € R.
Este é o caso dos pontos criticos de X e Y em X%, e dos pontos criticos do campo
deslizanteZ® em ¥° U 3¢, Também estao incluidos os pontos de tangéncia em Y que nao
sao regulares, chamados pontos de tangéncia singulares.

Definig¢ao 4.1.3. A érbita local de um ponto p € U, é o conjunto v(p) = {¢z(t,p); t € I}.

Como estamos lidando com campos autonomos, utilizaremos as expressoes trajetéria e orbita
indistintamente, quando nao houver perigo de confusao.
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Observagao 4.1.4. Note que, seguindo a convenc¢ao de Filippov, duas das principais propri-
edades dos sistemas dindmicos cldssicos (suaves) sdo preservadas: cada ponto pertence a uma
unica 6rbita e o espaco de fase é decomposto como a uniao disjunta de todas as érbitas.

Definicao 4.1.5. As singularidades do sistema de Filippov (4.1.1)) séo:

1. p € ¥* tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0, respecti-
vamente.

2. p € ¥°U XF tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é, Z*(p) = 0.
3. p € 0X°U 0¥ UJXe, isto é, os pontos de tangéncia de Z (X f(p) =0 ou Y f(p) = 0).
Qualquer outro ponto é chamado de ponto regular.

Observe que em sistemas dindmicos suaves, as singularidades correspondem a pontos criticos
de um campo vetorial, e consequentemente, a trajetéria que passa por qualquer singularidade
é somente o proprio ponto. Contudo, conforme a definicdo de fluxo acima, em sistemas de
Filippov, existem singularidades (tangéncias regulares) cuja orbita v(p) # {p}. Por este motivo,
torna-se necessario classificar as singularidades como:

1. Singularidades Distinguidas: pontos p tais que y(p) = {p}. Tais pontos desempe-
nham o mesmo papel dos pontos criticos nos sistemas dindmicos suaves.

2. Singularidades Ndo Distinguidas: pontos p € Y que sao pontos de tangéncia regu-
lares, e assim, mesmo nao sendo pontos regulares, possuem Orbita local homeomorfa a

R.

Defini¢ao 4.1.6. Uma singularidade distinguida é um ponto p tal que v(p) = {p}. Elas
podem ser classificadas em:

1. p € ¥* tal que p é um equilibrio de X ou de Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0, respecti-
vamente.

2. p € ¥*U XF tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é, Z*(p) = 0.
3. p € 0X°U0X° U 0% tal que p é um ponto de tangéncia singular.

As componentes X e Y de um campo vetorial de Filippov Z = (X,Y); sdo definidas em
vizinhancas abertas de X+ e ¥.—, respectivamente. Entdo, como campos suaves, X e Y podem
possuir pontos criticos que ndo estdo em YT e ¥.—, respectivamente. Assim, vamos nos referir a
esses pontos como pontos criticos ndo admissiveis, enquanto os pontos que sao realmente
criticos do sistema de Filippov Z serao referidos como, pontos criticos admissiveis.

Analogamente, objetos invariantes (érbitas periédicas, variedades estéveis/instaveis) dos
campos X e Y que nio pertencem a L+ e ¥, respectivamente, também serdo chamados de
nao admissiveis.
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Figura 4.4: Exemplo de ponto critico ndo admissivel (X(p) =0ep e X7).

Mesmo sendo escolhida a definicao de érbita que nos garante unicidade, um ponto p € X
pode pertencer ao fecho de muitas outras orbitas. Considerando tal fato, adotaremos a seguinte
definicao:

Definig¢ao 4.1.7. Dada uma trajetéria ¢z(t,p) € XU~ e um ponto p € X, dizemos que p é
um ponto de partida de pz(t,q) se existe ty < 0 tal que 1irri wz(t,q) = p e que é um ponto
t—st]

de chegada de ¢z(t,q) se existe to > 0 tal que lim ¢z(t,q) =p
t—sty

Note que, de acordo com a definicao de fluxo, se p € ¥¢, entdao p é um ponto de partida de
©z(t,q) para qualquer ponto ¢ pertencente a érbita vt (p) = {¢z(t,p);t € IN[0,00)}, e é um
ponto de chegada de ¢(t, q) para qualquer ponto g pertencente a érbita v~ (p) = {@pz(t,p);t €
I'N(—00,0]}. Assim, a érbita por p € ¥¢ é a unido do ponto com suas érbitas de partida e de
chegada.

Exibimos agora alguns exemplos de sistemas de Filippov planares que ilustram as defini¢oes
e as escolhas feitas nesta sessio. Considere U = R? e f : R? — R dada por f(z,y) = y.

Exemplo 4.1.8 (Ponto de tangéncia regular). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,y) € R? y = 0} =
{(x,0) e R*; z € R} e:

1
X = sey >0,
22
1
Y, = sey <0
1

Desta forma:

le(l‘,()) = (17‘7:2) ’ (07 1) = IQ,
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X2f(2,0) = X, (X, f) = (1,4%) - (22,0) = 20,
Xf'f((li,()) = Xl(X12f> = (173;2) (2,0) =2.

Além disso,

Com isso, temos que: X f(z,0) Y, f(x,0) =0, se e somente se, x = 0. Logo, o inico ponto
de tangéncia de Z; é p = (0,0). Ainda, X f(2,0)-Y,f(x,0) > 0se x # 0, e assim, ¥ —{p} = ¢,

)

I

Figura 4.5: Retrato de fase do campo Z;.

Dizemos que um campo vetorial suave X tem um ponto de cispide com X em p € X, se
Xf(p)=X2f(p) =0e X3f(p) # 0. Logo, neste caso, p é uma cuspide de X;.

Note que, existe uma tinica maneira de estender a solugao pelo ponto p, e segundo a defini¢ao
de fluxo, temos que a érbita pelo ponto p é uniao das suas érbitas de partida e de chegada,
como ocorre com os pontos de X¢.

Exemplo 4.1.9 (Ponto de tangéncia regular). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,0) € R* x € R} e:

1
Xy = sey >0,
2z
Zy(z,y) = (4.1.4)
2
Y, = sey < 0.
Tz

Desta forma:

Xof(x,0) = (1,2z) - (0,1) = 2z,
X3 f(z,0)(1,27) - (2,0) = 2.

Além disso,

Yof(z,0) = (2,7x) - (0,1) = Tz,
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Com isso, temos que: Xy f(z,0)-Yaf(x,0) =0, se e somente se, x = 0. Logo, o inico ponto
de tangéncia de Zy é p = (0,0). Ainda, Xof(x,0) - Yof(x,0) = 142% > 0 se x # 0, e assim,

Y —{p} =% eped¥e.

»nt+

Figura 4.6: Retrato de fase do campo Z,.

Dizemos que um campo vetorial suave X tem um ponto de dobra com ¥ em p € X, se
X f(p) =0e X%f(p) # 0. Neste caso, p ¢ uma dobra de X, e de Y.
Assim, segundo a definigao de fluxo, a trajetéria por p é wz,(t,p) = px,(t,p).

Exemplo 4.1.10 (Ponto de tangéncia regular). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,0) € R?*; z € R} e:

X3 = sey >0,
Zo(a,y) = (4.1.5)

Y; = sey < 0.

Desta forma:

XBf(*T?O) = (17 —1’2) ’ (07 1) = —J}27
X2f(x,0) = (1,—2?) - (=22,0) = —2z,
X3f(x,0) = (1,—-2%) - (=2,0) = —2.

Além disso,

Com isso, temos que: X3f(z,0)-Y3f(x,0) =0, se e somente se, x = 0. Logo, o tinico ponto
de tangéncia de Z3 é p = (0,0), e é um ponto ctspide de X3 com . Porém, se z # 0, temos
X3f(x,0) <0eYsf(x,0) >0, e assim, ¥ — {p} = ¥° e p € 0¥°.
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Assim, se x # 0, o campo deslizante em 3° é dado por:

Z3(x,0) = = (1-(1,—2?) 427 (1,1))

= (1,0).

LA

I

Figura 4.7: Retrato de fase do campo Z3.

Neste caso, podemos estender a trajetoria do campo deslizante para p, e assim @y, (t,p) =
(t,0).

Exemplo 4.1.11 (Ponto de tangéncia regular). Sejam p = (0,0), X = {(z,0) € R*, x € R} e:

1
X4 = sey > 0,
2x
Zy(z,y) = (4.1.6)
-2
Y, = sey < 0.
—Tx

Desta forma:

Xuf(z,0)=(1,22)-(0,1) = 2z,
Xif(z,0) = (1,22) - (2,0) = 2.

Além disso,

Y2f(x,0) = (-2,~7x) (=7,0) = 14.

Com isso, temos que: X4f(z,0) Y, f(x,0) =0, se e somente se, x = 0. Logo, o inico ponto
de tangéncia de Z, é p = (0,0), e é um ponto de dobra para X, e Y.
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Observe que, se z > 0, entdo X f(x,0) > 0 e Yyf(x,0) < 0, enquanto, se x < 0, temos
que X4f(z,0) < 0 e Yyf(z,0) > 0. Logo, ¥¢ = {(x,0); = > 0}, ¥* = {(z,0); = < 0} e
p E 0XCUOY®

Neste caso, segundo a defini¢ao de fluxo, a trajetéria por p é ¢z, (t,p) = vx,(t,p).

O campo deslizante é dado por:

Z3(x,0) = —t (=Tz-(1,22) — 2z (=2, —Tx))

—Tr—2x

(£.0).
\

»t+

Figura 4.8: Retrato de fase do campo Z.

Assim, em ambos os lados de p a érbita é dada pelo campo deslizante Z§(z,0), que pode
ser estendido a p através da definicao Z5(0,0) = %, logo, temos que @z, (t,p) = (%, 0).

Os exemplos acima, ilustram o fato de que, mesmo sendo considerados pontos singulares,
os pontos de tangéncia regulares podem ser interpretados como pontos regulares em 3.

A seguir, veremos alguns exemplos de tangéncias que sao singularidades distinguidas. Tais
pontos, em sistemas de Filippov planares, podem ser classificados em trés grupos.

O primeiro grupo é formado pelos pontos de tangéncia singulares em 93¢ que nao sao pontos
de partida ou chegada de nenhuma outra trajetoria, de modo que as érbitas em torno de tal
ponto comportam-se como um foco classico. Tal grupo ¢ ilustrado através do seguinte modelo:

Exemplo 4.1.12 (Ponto de tangéncia singular - Grupo 1). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,0) €
R% z € R} e

1
X5 = sey >0,
—2
Zs(x,y) = (4.1.7)
-1
Y; = sey <0
—x + 2?
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Desta forma:

X5f(x,0) = (1,—22)-(0,1) = —2z,
X2f(z,0) = (1,-2z) - (=2,0) = 2.

Além disso,
Y})f(x,O) - <_17 —T + $2) ’ (Oa 1) =T+ $27

Y2f(x,0) = (=1,—z +27) - (=1 +22,0) = 1 — 2z.

Assim p é um ponto de dobra para X5 e Y5. Se z € (0,1), entdao X;5f(x,0) < 0e Ysf(z,0) <
0, enquanto, X5f(x,0) > 0 e Y5f(z,0) > 0, se x € (—1,0). Deste modo, ao redor de p temos
uma regiao de costura.

As trajetérias de Z5 espiralam ao redor de p, como ocorre em um foco em sistemas dindmicos
suaves.

»nt+

ALR
>

Figura 4.9: Retrato de fase do campo Zs.

O segundo grupo é formado por pontos de tangéncia singulares que pertencem a 0%° N 0J%°
ou 0%°N 0X°, e é representado pelo modelo:

Exemplo 4.1.13 (Ponto de tangéncia singular - Grupo 2). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,0) €
R% z € R} e

+1
X5 = sey >0,

ZE(2,y) = N (4.1.8)

Ys = sey < 0.

Desta forma:

Xétf(l', 0) = (:l:l,:L‘) ) (0’ 1) =7,
(XE)2f(2,0) = (£1,2) - (1,0) = £1.
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Além disso,
Ysf(z,0)=(0,1)-(0,1) = 1.

Assim p é um ponto de dobra para Xg. Se x > 0, entdo X§ f(x,0) > 0 e Ysf(x,0) > 0,
esex <0, XFf(z,0) <0eYsf(z,0) >0, logo, ¢ = {(2,0);z > 0}, £° = {(x,0);2 < 0} e
p € 0¥ N oXe.

Se x < 0, o campo deslizante é dado por:

(Zs)*(2,0) = 45 (1 (£1,2) —2-(0,1))

= < 1;,0).

\V} / .

b)) 57 by

H_

p

Figura 4.10: Retratos de fase dos campos Zg e Zg , respectivamente.

Com isso, para os pontos de ¥ que estao a esquerda de p, a orbita é dada pelo campo
deslizante Z°, enquanto, para os pontos que estao a direita de p, a trajetéria é dada pelas
6rbitas de partida e de chegada do ponto, que sdo as trajetérias de Xi e de Yy, jé que tal ponto
estd em X°. Portanto, a definicdo de orbita de ambos os lados de p nao coincidem, e assim p é
um ponto de tangéncia singular para Zg e Zg .

Observe que, invertendo a orientacao de Yy, recaimos no caso em que p € 03¢ N 0X°.

Finalmente, o terceiro grupo é formado por pontos em 0% que sdo pontos de partida e de
chegada de duas trajetérias diferentes de X e Y.

Como trajetérias diferentes de X e de Y partem (ou chegam) neste ponto, nao temos
unicidade de solugoes, dai a inica escolha a ser feita, de modo a preservar unicidade, é considerar
o préprio ponto como sua érbita. Observamos tal comportamento no seguinte modelo:

Exemplo 4.1.14 (Ponto de tangéncia singular - Grupo 3). Sejam p = (0,0), ¥ = {(z,0) €
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R%* z € R} e
1
X; = sey >0,
x
-1
Y; = sey < 0.
x

Desta forma:

X7f(33,0) = (1,33) : (07 1) =T,
X2 f(z,0)(1,2) - (1,0) = 1.

Além disso,
Y?f('ra 0) - (_17‘%‘) ’ (Ou 1) =7z,

Y}Qf(x,()) = (—1,1’) ) (170) =—L
Assim p é um ponto de dobra para X; e Y7. Se x # 0, temos que X7f(z,0) - Yzf(x,0) =

22 >0, logo ¢ =% — {p} e p € 9%°.

»n+

Figura 4.11: Retrato de fase do campo Z.
Neste caso, temos duas orbitas (de X7 e de Y7) que chegam em p, e outras duas drbitas (de
X7 e de Y7) que partem de p, conforme pode ser visto em seu retrato de fase.

Definimos até agora, a trajetoria local e a érbita local por um ponto, com isso, podemos
estabelecer a definicado de o6rbita maximal. Dependendo do ponto, a érbita maximal pode ser
uma orbita regular, uma orbita deslizante ou uma singularidade distinguida.

Definicao 4.1.15. Uma 6rbita regular maximal de Z é uma curva suave por partes v tal
que:

1. yNYT e YN~ é uma unido de 6rbitas dos campos vetoriais suaves X e Y, respectivamente.
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2. A interseccao yNX é formada apenas por pontos de costura e pontos de tangéncia regulares
em 0X°.

3. 7 € maximal com respeito a essas condicoes.
Note que uma 6rbita regular nunca atinge »° ou X°.

Definicao 4.1.16. Uma 6rbita deslizante maximal (ou orbita singular) de Z é uma curva
suave v C X% U X¢ que é uma Orbita maximal do campo vetorial suave Z°.

4.2 Orbitas Peri6édicas, Separatrizes e Ciclos

Com as nogoes de solugao estabelecidas anteriormente, generalizamos agora os conceitos de
separatrizes e orbitas periédicas para os sistemas de Filippov.

Devido a complexidade da dindmica dos sistemas de Filippov em dimensao alta, definimos
o conceito de separatrizes apenas para o caso planar, o que sera suficiente para o entendimento
deste trabalho.

Definicao 4.2.1. Seja p € U um ponto de sela de X em T ou de Y em Y—, ou uma singula-
ridade distinguida em Y. Assim, temos dois casos de separatrizes instdveis:

1. Se p é um ponto de sela para X em X+, entdo a separatriz instavel de p é a variedade
(topoldgica) invariante instavel, denotada por W*(p), dada pela érbita regular:

W(p) = {q € U; pz(t,q) esté definido para t € (—o0,0) e Jim pz(t,q) = p}.

Analogamente, se p ¢ um ponto de sela para Y em Y-, podemos definir W*(p).

2. Se p é uma singularidade distinguida, entao a separatriz instavel de p é uma orbita regular
que possui p como ponto de partida. Tal separatriz serd denotada por Wi(p), onde o
subscrito £+ denota a regido T para a qual a separatriz parte de p.

Analogamente, definimos as separatrizes estdveis W?*(p) e Wi(p).

) M )
Wi(p) m/
m by

* (p) M

™

1

Figura 4.12: Exemplos de separatrizes estéveis e instaveis de uma sela regular (a esquerda) e
de uma singularidade distinguida (& direita).
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Observamos que, no primeiro caso da defini¢do acima, a trajetoria que esta sobre a separatriz
atinge p somente em tempo infinito, como acontece nos sistemas suaves. Contudo, no segundo
caso, tal trajetoria pode alcancar a singularidade p em tempo finito.

Definicao 4.2.2. Se uma separatriz é estavel e instavel, simultaneamente, dizemos que ela é
uma conexdo de separatrizes.

Definicao 4.2.3. Se p é um ponto de sela de X em ©+ oude Y em X -, dizemos que I'(p) é um
laco homoclinico de costura se é uma conexao de separatrizes, tal que tngtn wz(t,q) =p

para cada ¢ € I'(p), e além disso, ) # I'(p) N C Xe.

p s+ »+
p
L(p,q)
) )
I'(p)
7 ¥ -

Figura 4.13: Exemplos de uma conexao de separatrizes I'(p, ¢) entre duas selas regulares p e ¢
(a esquerda), e de um lago homoclinico de costura I'(p) (& direita).

No caso descontinuo, além das érbitas periddicas classicas dos sistemas X e Y que estao
contidas em X1 e X7, respectivamente, existem outras dOrbitas que intersectam a regido de
descontinuidade que apresentam comportamentos semelhante ao das orbitas peridédicas. Deste
modo, temos a motivacao para as seguintes defini¢oes:

Definicdo 4.2.4. Uma drbita periddica regular ¢ uma orbita regular v = {pz(t,p);t € R}
que pertence a X U X~ U Xe e satisfaz pz(t + T,p) = pz(t,p), para algum T > 0. Neste caso,
T é chamado de periodo de 7, quando ¢ minimal com respeito a essa propriedade.

Definicao 4.2.5. Dizemos que 7 é uma orbita periddica de costura se ¢ uma Orbita perio-
dica regular e ) #~yNX C X¢. Caso v C X7 UX™, dizemos que v é uma drbita periddica
padrao.

Definicao 4.2.6. Dizemos que v é um ciclo limite se é uma Orbita periddica regular e existe
uma vizinhanga V' de 7 tal que (¢q) ndo é uma érbita periédica regular, para todo g € V', onde
v(q) é a érbita que passa por ¢. Em outras palavras, v é uma érbita periddica regular isolada.
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Figura 4.14: Exemplos de um centro de orbitas periddicas regulares, e de um ciclo limite do
tipo costura.

Definicao 4.2.7. Uma orbita periodica deslizante é uma Orbita periddica de Z°.

»+

Figura 4.15: Exemplo de érbitas periddicas deslizantes.

Note que as orbitas peridédicas deslizantes estao contidas em ° U 3¢, e no caso de sistemas
de Filippov planares, tal érbita aparece quando ¥ é homeomorfo a um circulo e > = ¥° ou
Y = 3¢, como pode ser visto na figura abaixo.
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»+

Figura 4.16: Exemplo de sistema com variedade de descontinuidade ¥ = ¥* homeomorfa a S'.

Das defini¢oes de trajetérias maximais, é claro que nao podem existir érbitas periddicas
composta por movimentos regulares e deslizantes, isto é, formadas por pontos de Xt U X~ e
por pontos de ¢ U X¢ simultaneamente, pois uma tnica érbita nao pode intersectar ambos os
conjuntos.

Com isso, para lidar com movimentos periédicos que envolvem ao mesmo tempo movimentos
deslizantes e regulares, é necessario estabelecer uma nova defini¢ao:

Definicao 4.2.8. Um ciclo periodico ¢ o fecho de um conjunto finito de pedacos de drbitas
Y1, Yo tais que o € um pedaco de orbita deslizante e Y911 € uma 6Orbita regular maximal
e os pontos de partida e de chegada de 9,11 pertencem a 7z; € Yari2, respectivamente.

Definimos o periodo do ciclo como a soma dos tempos gastos em cada pedago de orbita
Yyt =1,---,n.

Além das orbitas perioddicas e ciclos, existe outro objeto geométrico importante quando se
estuda equivaléncias topolégicas e bifurcagdes em sistemas de Filippov.

Definicao 4.2.9. Definimos um pseudociclo como o fecho de um conjunto de érbitas regulares
Y1,V tais que as extremidades, isto ¢, pontos de chegada e de partida, de qualquer ~;
coincide com uma extremidade de ;_; e outra de 7,1 (e também entre ; e 7,,) formando uma
curva homeomorfa a S' = R/Z, de modo que, em algum ponto, dois pontos de chegada ou
partida coincidem.
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Figura 4.17: Exemplos de um ciclo (a esquerda) e de um pseudociclo (a direita).

Na proxima subsecao definimos equivaléncias topoldgicas e Y- equivaléncias, e mostramos
que os objetos definidos acima sao preservados por ambas as equivaléncias.

4.3 Equivaléncia Topolégica de Sistemas de Filippov

Apresentamos agora duas nocoes de equivaléncia topoldgicas para sistemas de Filippov
planares. Para isso, considere dois campos vetoriais de Filippov Z e Z definidos em conjuntos
abertos U e U de R2, com curvas de descontinuidade ¥ e ¥, respectivamente.

Primeiramente, estabeleceremos o conceito de Y- equivaléncia, que é usualmente considerado
na literatura dos campos de Filippov:

Definigao 4.3.1. Dois sistemas de Filippov Z e Z definidos em abertos U e U, com curvas
de descontinuidade > C U e X C U, respectivamente, sdo X-equivalentes se existe um

homeomorfismo h : U — U que preserva orientacdo, e leva ¥ em Y e 6rbitas de Z em érbitas
de Z.

Note que, qualquer Y-equivaléncia leva orbitas regulares em 6rbitas regulares e singulari-
dades distinguidas em singularidades distinguidas. Mais ainda, como ela manda pontos de
chegada e de partida em pontos de chegada e de partida, respectivamente, temos que ¢, 3¢
e Y¢ sao preservadas, e portanto leva érbitas deslizantes em 6rbitas deslizantes, e preserva
separatrizes, conexoes de separatrizes, orbitas periddicas, ciclos e pseudociclos.

A definicdo de Y-equivaléncia é natural pois, em algumas aplicagoes, é importante que a
variedade de descontinuidade seja preservada. Contudo, do ponto de vista abstrato, nao é
necessario que a regido %¢ seja preservada para que Z e Z tenham comportamento qualitativo
similar topologicamente. De fato, do ponto de vista topologico, o comportamento do fluxo em
um ponto da regiao de costura e em um ponto regular em YT U X~ é o mesmo. Deste modo,
mostrou-se necessario considerar o conceito classico de equivaléncia topolégica para sistemas
de Filippov.

Definicao 4.3.2. Dois sistemas de Filippov Z e Z definidos em abertos U e U, com curvas
de descontinuidade > C U e X C U, respectivamente, sao topologicamente equivalentes se
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existe um homeomorfismo h : U — U que preserva orientacdo, e leva érbitas de Z em drbitas
de Z.

Das defini¢oes acimas, é claro que se dois sistemas de Filippov sdao Y-equivalentes, entao
eles sdo topologicamente equivalentes, porém a reciproca nao é verdadeira. Analogamente as
Y-equivaléncias, as equivaléncias topoldgicas preservam ¢ e Y¢. Consequentemente, também
preservam LT UX~UYXC e assim, levam érbitas regulares em 6rbitas regulares, 6rbitas deslizan-
tes em Orbitas deslizantes e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Além
disso, elas também preservam separatrizes, conexoes de separatrizes, Orbitas periddicas, ciclos
e pseudociclos.

Observacao 4.3.3. Relembremos a nocao de C"-conjugacao para campos vetoriais suaves.
Dados dois campos vetoriais suaves X e X em R” com seus respectivos fluxos, ¢ x(t,x) e

v (t,x), entao eles sdo C"-conjugados se existe um homeomorfismo A € C"(R™,R™) , tal que

h(px(t,x)) = px(t, h(z)), e neste caso, derivando essa expressao em t = 0, obtemos:

x| = gext)|
Dhlpx(ta)) Lox(ta)| = Los(thls))

Dh()X (z) = X(h(z))

Desta forma, dado y € R”, temos que X (y) = Dh(h~'(y)) X (h~'(y)), e portanto h, X = X,
onde h,X(p) = Dh(h=(p))X(h~'(p)). Assim, concluimos que h é apenas uma mudanga de
coordenadas.

Nao utilizaremos uma versao analoga deste resultado para campos descontinuos, porém

usaremos conjugagoes aplicadas as componentes suaves X e Y do sistema de Filippov Z =
(X,Y)y.

Proposicio 4.3.4. Considere um difeomorfismo qualquer h : U — U que conjuga, por um
lado, X em Xt c Ue X em ©F C U, e por outro lado, Y em %~ CcUeY em Y CU. Entéo,
h conjuga os campos deslizantes Z5 e Z*, e portanto h nos dd uma equivaléncia topoldgica entre
Z=(X,Y)jeZ=(X,Y)

Demonstrag¢io. Como h é um difeomorfismo, pela Observagao , temos que h,X = X e
hY =Y.

Supondo que ¥ = {p € U; f(p) =0}, temos que ¥ = {p € U; f(p) =0}, onde f = foh™'.

Lembremos que, se g : V. C R® — R é uma funcao definida num aberto V' de R", entao
heg=goh™!

Mostremos agora que: h.(X f)(p) = h. Xh.f(p ) X f(p).

Primeiramente, note que h, X é um campo em S+ C U e que h. f é uma funcio real definida
em U, logo, o célculo da derivada de Lie h, Xh, f faz sentido.

Para efeitos de cédlculo, convencionaremos que o gradiente de uma funcao g, denotado por
Vg, é dado por um vetor coluna, assim como o valor do campo X em um ponto p. Utilizaremos
a notagao (-,-) para o produto interno usual de R™ .

Deste modo:



Analogamente, h.(Y f)(p)

h (X f)(P)
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(hX( p)" - VEh <>>>
<hX )" D))
(h.X o h™1)(H))")

(hX (D), V(f o h™)(p))

(hX (5), V(h f)(5))

he Xh.f(p)

Xf(p)

=Y f(p).

Com isso, podemos mostrar que h conjuga os campos deslizantes Z° e Z*®, ou equivalente-

mente:

De fato,

(h.2°) ()

(h.2*) (p) = Dh(h™"(p))Z*(h™"(B)) = Z"(p)-

(7))
PR (Yf <ﬁ>>X<h-1<zs>>—Xf(h-%ﬁ))wh-l(zs»))
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S Y~
= Z°(p).
Portanto, h conjuga os campos deslizantes, e assim, manda érbitas em orbitas, caracteri-

zando uma equivaléncia topoldgica entre os sistemas de Filippov Z e Z.
O

Observagao 4.3.5. Observe que, todas as equivaléncias topolédgicas construidas de acordo com
a proposi¢ao acima preservam 2, e portanto sao também Y-equivaléncias. Logo, para construir
equivaléncias topoldgicas que nao preservam Y, é necessario que se utilize outras técnicas.

Observacgao 4.3.6. Note que, se retirarmos a hipotese de diferenciabilidade da Proposigao
4.3.4) isto é, se considerarmos que h é apenas um homeomorfismo, entdo o resultado nao é
verdadeiro.

De fato, considere os campos definidos em U = U = R2:

~ -1 0
X = sey >0, X = sey >0,
Z(x,y) = e Z(z,y) =
~ -1 0
Y = sey < 0. Y = sey < 0.
1 1

I :
AN E*

Figura 4.18: Retratos de fase dos campos Z e Z.

Neste caso, & = X* = ¥ = 3% e seja h 0 homeomorfismo dado por:

(x —y,y) y>0,

Mz, y) =1 (z,y) y =0,

(x+y,y) y<O.
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Note que, h é C°, mas nao é C!, conjuga X com X para y > 0 e Y com Y para y < 0,
porém nao ¢ uma equivaléncia topologica entre Z e Z, pois os campos deslizantes sao dados por
Z5(x,0) = (—1,0) e Z%(x,0) = (0,0), e portanto ndo podem ser topologicamente equivalentes.

Observacao 4.3.7. Ressaltamos, ainda, que devido as varias nogoes de equivaléncia para
sistemas de Filippov, utiliza-se a mais adequada de acordo com os objetivos de cada estudo
(6rbitas periddicas, singularidades, érbitas deslizantes e etc.).

Em [21], os autores buscam encontrar uma forma canoénica para se estudar sistemas planares
descontinuos lineares por partes, cuja descontinuidade é dada por uma reta. Para isso, eles
utilizam uma troca de variaveis no sistema que consiste de um homeomorfismo definido em
todo o plano.

Tal equivaléncia topologica preserva a regiao de costura, e portanto orbitas periédicas cos-
turantes sao levadas, através desse homeomorfismo, em oOrbitas periddicas costurantes. Logo,
tais formas candnicas sdo ferramentas praticas para se estudar ciclos limite costurantes neste
contexto.

Conforme observado aqui, como a equivaléncia nao é um difeomorfismo, ndo temos conju-
gacao entre os campos deslizantes. Contudo, este é um fato irrelevante quando nao estamos
interessados na dindmica das érbitas deslizantes.

4.4 O Método do Averaging para Sistemas Descontinuos

Com o enfraquecimento das hipdteses do método do averaging para sistemas continuos, e
com o atual interesse nos sistemas de Filippov, é natural questionar-se se o método do averaging
pode ser estendido para sistemas descontinuos.

Recentemente, Llibre, Novaes e Teixeira responderam a essa pergunta, e desenvolveram uma
adaptacao do método do averaging para sistemas descontinuos, que se baseia na Teoria do Grau
de Brouwer e na regularizacdo de um sistema de Filippov.

Nessa sessdao, temos por objetivo introduzir as principais ideias necessarias para tal genera-
lizacao e enunciar os resultados obtidos.

4.4.1 A Regularizacao de Teixeira-Sotomayor

A principal ideia do processo de regularizagio é aproximar um sistema descontinuo Z(t, )
por uma familia a um parametro de campos vetoriais continuos Zs(t, z) de forma que:

(151_1}(1) Zs(t,x) = Z(t, x).

Seja D um aberto de R"”. Denotamos os pontos de R x D por (¢, x), e vamos nos referir a
varidvel £ como o tempo. Seja f : R x D — R uma funcao de classe C' que possui 0 como valor
regular, e denote 3 = f~1(0).

Sejam X,Y : R x D — R" dois campos vetoriais continuos e assuma que X,Y e f sdo
T-periddicos na variavel t.

Considere o sistema de Filippov:

i =2Z(t,z) = Xtho) s fi2) >0, (4.4.1)

Y(t,x) se f(t,z) <0,
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e denote Z = (X,Y).
Com a ajuda da funcdo sinal sgn definida em R — {0}:

1 se y>0,
sgn(y) = (4.4.2)
-1 se y <0,

podemos reescrever (4.4.1) da seguinte forma:

&= Z(t,x) = Fi(t,z) + sgn(f(t, z))Fa(t, x), (4.4.3)

onde:
X(t,z)+Y(t x)

2

X(t,z) =Y (t, x)

e Fg(t, ZE) =

Definicao 4.4.1. Uma funcdo continua ¢ : R — R é dita uma func¢do de transicdo se
¢(u) = —1 para todo u < —1, ¢(u) = 1 para todo u > 1 e ¢ (u) > 0 para u € (—1,1).

Definig¢ao 4.4.2. Dada uma funcao de transigao ¢ : R — R, a ¢-regularizacdo de Z = (X,Y)
é a familia a um pardmetro de fungdes continuas Zs, com ¢ € (0, 1], dada por:

X(t,z)+Y(tx)
2

X(t,x) =Y (t, x)
5 ;

Z(s(t, 1’) =

+ ¢s(f(t ) (4.4.4)

onde:

¢s(u) = ¢(g>

Note que um sistema de Filippov admite uma regularizacao natural em que a funcao de
transicao ¢ definida da seguinte forma:

1 se u>1,

pu)=9 u se —l<u< 1, (4.4.5)

—1 se u<—1.

e é imediato que lim ¢5(u) = sgn(u).
0—0
Em [71], Sotomayor e Teixeira, mostraram que o processo de regularizagdo introduzido
acima, aplicado a sistemas descontinuos em R? que possuem uma reta de descontinuidade,
fornece a mesma extensao das orbitas através da reta de descontinuidade que a estabelecida
pela convengao de Filippov. Em [74], Teixeira generalizou o processo de regularizacao para
campos vetoriais descontinuos definidos em um espago de dimensao finita.

4.4.2 Teorema Principal

Com a notagao introduzida acima, enunciamos abaixo a generalizacado do método do avera-
ging para sistemas descontinuos:
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Teorema 4.4.3 (Método do Averaging para Sistemas Descontinuos). Considere o seguinte
sistema descontinuo:

i =cF(t,z)+*R(t, z,¢), (4.4.6)
com

F(tv Zﬂ) = Fl(tu ZC) + Sgn(f(t7 x>>F2<t7 SU),
R(ta Z, 5) = R1<t7 Z, 5) + Sgn(f(t> x))RQ(ta z, 5)7

onde F1,Fo :R XD — R" Ri,Ry : R X D X (—gg,60) > R"e f: R x D — R sao fungoes
continuas e T-periddicas na variavel ¢t e D é um subconjunto aberto de R"™. Suponha que f seja

de classe C! e que possui 0 como valor regular.
Defina a funcdo promediada:

Fo(x) = /OT F(t,z)dt. (4.4.7)

Suponha que as seguintes condig¢oes sao validas:

1. Fi, F5, Ry, Ry e f sao localmente Lipschitz com respeito a variavel x.

2. Existe um conjunto aberto e limitado C' C D tal que, para |¢|> 0 suficientemente pequeno,
cada 6rbita que inicia em C' atinge a regidao de descontinuidade somente em regioes de
costura.

3. Para cada a € C' com Fy(a) = 0, existe uma vizinhanga U C C de a tal que Fy(z) # 0
para cada z € U — {a} e dg(Fy,U,a) # 0.

Entao, para |e|> 0 suficientemente pequeno, existe uma solugao T-periddica z(t, ) de (4.4.6))
tal que x(0,¢) — a quando € — 0.

Nao demonstraremos o teorema acima neste trabalho, porém a ideia principal de sua prova
é estudar o sistema regularizado:

i = eFs(t,x) + *Rs(t, v, €), (4.4.8)

onde:
F(S(tv $) = Fl(tv $) + ¢5(f(t’ :L‘))Fg(t,l‘),
R(t,z,e) = Ry(t,z,e) + ¢s(f(t,x))Ra(t, z, ),

em que ¢ é a funcdo continua definida em (4.4.5)). Para esse sistema continuo, podemos definir
a equacao promediada:

Fo(z) = /OT Fs(t,x)dt.

Com as hipoteses do Teorema [4.4.3] e alguns resultados técnicos, pode-se mostrar que as
hipoteses do método do averaging para sistemas continuos sao satisfeitas para esse sistema, e
portanto existe uma solucao periddica wz4(t,e) para € suficientemente pequeno, de forma que
z5(0,€) — a quando € — 0, para cada ¢ € (0, 1].

Com isso, através do estudo das aplicagoes de Poincaré do sistema (4.4.6)e de (4.4.8)), pode-
se mostrar que as solugoes periddicas da regularizacao estendem-se a solugoes periddicas do
sistema descontinuo.

Para uma demonstragdo detalhada deste resultado, citamos o artigo [51], e além disso,
referenciamos na bibliografia diversos trabalhos que exibem aplicagoes deste método, como por
exemplo [44), [45], [46].




Capitulo 5

Ciclos Limite em Sistemas de Filippov
com Descontinuidade em S!

Atualmente, existe uma grande quantidade de trabalhos sobre sistemas planares desconti-
nuos que sao lineares por partes [4, [17, [19] 2], 29], entretanto a maioria dos autores consideraram
uma reta como variedade de descontinuidade do sistema.

Para o estudo local de um sistema planar, como por exemplo o comportamento ao redor
de uma singularidade, é suficiente estudar sistemas de Filippov que possuem uma reta de
descontinuidade, pois toda superficie de descontinuidade regular é localmente uma reta. Porém,
para o estudo de comportamentos globais, como a existéncia e localizacao de ciclos limite, a
variedade de descontinuidade desempenha um papel fundamental para a obtenc¢ao de resultados,
e assim nao se pode ter conclusoes gerais a partir do estudo destes sistemas.

Com essa motivacao, aliado a pouca quantidade de trabalhos envolvendo outros tipos de
descontinuidades além da reta, estudaremos a existéncia de ciclos limite em sistemas de Filippov
que possuem um circulo como variedade de descontinuidade, que representa a mais simples das
variedades fechadas 1-dimensionais, e com isso podemos aplicar os conceitos apresentados no
capitulo anterior.

Primeiramente, introduziremos a ideia central da Teoria Descontinua de Vogel, que nos
motivou a escolher um circulo como variedade de descontinuidade. Na segunda sessao, mostra-
remos como construir um ciclo limite costurante na configuracao centro-foco, e analisaremos
a dindmica do sistema construido. Na terceira sessao, estudamos a existéncia de um ciclo li-
mite costurante que bifurca do encontro de duas tangéncias do tipo dobra (dobra-dobra) na
configuragao centro-sela.

5.1 Teoria Descontinua de Vogel

Considere duas familias de trajetorias, S e R, geradas por sistemas dinamicos autonomos
definidos no plano, e seja T" uma curva delimitante, isto é, uma curva fechada sem auto-
interseccao definida no plano.

A dindmica estudada na Teoria Descontinua de Vogel é descrita a seguir. Seja p um ponto
no interior da regiao delimitada por 7', entao existe uma curva v pertencente a familia R que
passa por p. Considere o ponto ¢ € T que é atingido pela curva v, e assuma que agora o
movimento é controlado pela familia S, assim, existe uma curva v pertencente a S que passa
por q. Se a curva ¥ nao volta a intersectar T', entdo a trajetoria por p termina em ¢, caso
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contrario, o movimento volta a ser controlado pela familia R e o processo é iterado novamente.
Em resumo, o comportamento do sistema é governado por R ou S, a medida em que a
trajetoria atinge a curva delimitante T'. Esquematicamente, temos a seguinte situacao:

Figura 5.1: Exemplo de uma trajetéria nos sistemas de Vogel.

Similarmente aos sistemas de Filippov, temos que estudar sistematicamente como definir
as trajetorias, considerando as tangéncias das familias R e S com a curva 7T, assim como as
regidoes em que as trajetorias apontam pra diregoes contrarias. Podemos encontrar a descri¢ao
destes formalismos em [60].

Este tipo de dinamica pode ser utilizada para estudar sistemas mecanicos em que um choque
ocorre quando a curva 71" é atingida, assim como o movimento de uma massa que se move em
uma superficie formada por dois niveis separados por um penhasco. Outro exemplo de aplicacao
aparece no estudo dos osciladores dentes de serra, em que um condensador ¢é carregado até que
a tensdo em seus terminais seja suficiente para produzir uma descarga. Uma interpretacao fisica
mais detalhada, assim como outros exemplos de aplicagiao, podem ser encontrados em [60] e em
suas referéncias.

Em todos os exemplos citados anteriormente, a curva 7' onde ocorre a troca das leis que
governam a dinamica é uma curva homeomorfa a um circulo. Além disso, os sistemas de Filippov
planares sdo utilizados para modelar exatamente os problemas que envolvem leis diferentes
que sao trocadas a medida que a trajetoria atinja uma determinada curva. Assim, é natural
estender os conceitos presentes na Teoria Descontinua de Vogel para a sistematica dos sistemas
de Filippov.

Com o intuito de explorar a riqueza desta teoria no contexto dos sistemas nao-suaves defini-
dos no capitulo anterior, estudaremos a seguir sistemas de Filippov que sao lineares por partes
e possuem um circulo como variedade de descontinuidade.

5.2 Centro - Foco

Construiremos nessa sessao um sistema de Filippov com curva de descontinuidade sendo S*,
composto por um foco linear no interior da regido delimitada por S! e por um centro linear na



120

regiao externa, de modo que se tenha a existéncia de um tnico ciclo limite. Além disso faremos
um esboco do seu retrato de fase.

Devido a dificuldade de manipular algebricamente as solu¢oes de um foco linear, utilizaremos
a seguinte estratégia para fazer tal construcao:

o Considere um pedaco de trajetoria I' de um foco linear Y.

o A partir dos pontos finais do segmento I', construa, se possivel, um circulo C' que passa
por tais pontos e de forma que I' esteja inteiramente contida na regiao delimitada por C.

. A . / . ~
o Construa uma circunferéncia C' que passa pelos pontos finais do segmento I' e que nao
coincida com C'.

. ! . . .
» Encontre um centro linear X de modo que C" seja invariante pelo seu fluxo.

« Verifique que o campo Z=(X,Y) com variedade de descontinuidade C' possui um ciclo
limite.

Veremos, ao longo do trabalho, que podemos obter uma familia a 2-parametros que exibe o
mesmo tipo de ciclo.

5.2.1 Construgcao da Variedade de Descontinuidade X

Considere o campo vetorial Y dado por:

jj‘:{,l?—y,
(5.2.1)

y=z+y.

Note que o campo linear Y possui uma singularidade do tipo foco na origem, e que a
expressao de seu fluxo é dada por:

e’ cos(t)x — e'sen(t)y
ey (t,z,y) = : (5.2.2)
e'sen(t)zr + e’ cos(t)y

Considere a trajetéria que passa por (1,0), ou seja, y(t) = (e' cos(t), e'sen(t)). Esta trajeto-
ria intersecta o eixo horizontal do plano cartesiano quando ¢ = 0 e t = 7, e assim consideraremos
o pedago de trajetéria I' = {7(¢);0 < ¢t < 7w} para a construgao do circulo C.

Observe que escolhemos I' desta forma para que tenhamos expressoes mais simples no de-
correr deste estudo, porém é possivel que se escolha outro pedaco de trajetéria neste passo da
construgao.

Com isso, temos dois pontos p; = (1,0) e p; = (—€™,0), e precisamos encontrar um circulo
C' que passa por eles, e que contenha todos os pontos y(t) com 0 < ¢t < 7 em seu interior.

Para isso, encontraremos um ponto que serd um candidato a ser o centro do circulo C.
Considere o ponto médio do segmento de reta determinado por p; e po, que é dado por p,, =

1—e™

(1_267r , O), e utilizando o Teorema de Pitdgoras, podemos encontrar o ponto ¢(r) = ( 5 C2 (r)),
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de modo que d(c¢(r),p1) = d(c(r),p2) = 7, onde d denota a distancia entre dois pontos. A

expressao de cz(r) é dada por:
1+em\?
e (r) = \/ﬂ — < J;e ) , (5.2.3)
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Figura 5.2: Construcao do circulo C.

Note que, p; e po sao simétricos com respeito a reta vertical x = p,, e além disso sao
pontos do circulo C, com centro em ¢(r) e raio r. Observe que a fungao ¢, esté definida para

r > %\/ (e’f)2 + 2e™ + 1, e para simplificar consideraremos r > 13.

Com isso, definimos uma familia de circulos C, que passam pelos pontos p; e ps € que pos-
suem raio r. O proximo passo é garantir que I esteja inteiramente contida na regido delimitada
por Ci.

Para isso, considere a seguinte funcao:

_ om 2
D(t,r) = \/ (et cos(t) — - = ) + (efsen(t) — ea(r))?, (5.2.4)
definida para 0 <t < m e r > 13. Observe que D é uma funcao continua que mede a distancia
entre o ponto (t) e o centro ¢, do circulo C,.
Queremos encontrar r de modo que D(t,r) < r para cada 0 < ¢ < 7. E claro que se
encontrarmos um ro que satisfaz a condicao exigida, entdo esta sera valida para todo r > rg
(pois a regido interior do circulo aumenta com o crescimento do raio).

Lema 5.2.1. Se r > 20, entao D(t,r) < r para todo t € [0, 7].
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Demonstragio. Pelas observacoes anteriores, basta demonstrar que esta condicao é valida para
r = 20. Considere g(t) = D(t,20) — 20, definida para ¢t € [0,7]. Mostraremos que g assume
apenas valores negativos em seu dominio.

De fato, calculando a derivada de g, obtemos que:

et ((et cos(t) — 157 (cos(t) — sen(t)) + <etsen(t) — /400 — (H;”)2> (sen(t) + cos(t))>

g'(t) =

J (et cos(t) — 1_7677)2 <6tsen \/400 1+e7r )
(5.2.5)

Além disso, g’ possui apenas um zero em (0, 7), que serd denotado por ty, e assume valores
negativos em (0, %y) e positivos em (%o, 1).

Deste modo, vemos que a func¢ao g é decrescente em 0 < t < ty e crescente em tg < t < m,
além disso, sabemos que tg é um ponto de minimo local de g situado entre 37w /4 e 77 /8.

Observe que:

« 9(0) = g(m) = 0;

o ¢(3m/4) = —10.77764058...

o g(7Tm/8) = —9.47968555...

Com isso, podemos concluir que g(t) < 0 para todo 0 < ¢ < 7, como queriamos. O

Assim, construimos o circulo C' procurado no inicio, que sera a variedade de descontinuidade
¥ do sistema Z a ser determinado, ou seja, ¥ = f71(0), onde f : R? — R ¢ dada por:

f(x,y) = <x— ! _Qew)2+ (y— \/ﬂ — (14;‘6”)2)2 —r2 (5.2.6)

5.2.2 Determinacao do Campo Z

Observe que para determinar o sistema de Filippov Z, resta apenas definirmos o centro
linear em YT, pois j4 temos a regiao de descontinuidade X e o foco linear Y definido em X ~.

O objetivo dessa construcao ¢ ter um ciclo limite para o campo Z, e queremos que I' seja
parte deste ciclo limite. Assim, para evitar mais célculos, podemos considerar C' como o
circulo que tem centro em ¢; = (1_” , —02(7’)> e raio 7, com 7 > 13, pelos mesmos argumentos

2
apresentados anteriormente. Considere o seguinte centro linear X:

. ~ o~ s 2
T=—y+coF) = —y— /7?2 — (1%) ;
(5.2.7)
y = — 172677
E claro que o retrato de fase de X é composto por circulos concéntricos em torno de s
e portanto C' é invariante pelo fluxo de X. Desta forma, a 6rbita que tem raio 7 liga-se aos
pontos finais de I' em ¥, o que origina uma orbita periédica Lz para o campo Z.
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Afirmamos que L; é um ciclo limite. De fato, observe que os pontos em que uma o6rbita do
centro linear X intersecta Y sao simétricos com relagao a reta xr = 1’;”, porém a tunica orbita
do foco linear Y que intersecta ¥ simetricamente (em relagao a reta x = %) ¢ a drbita que
contém I, desta forma temos que Lz é um ciclo limite (que intersecta apenas %°).

Note que, pelos mesmos argumentos, Lz é o tnico ciclo limite de Z = (X,Y).

Figura 5.3: Ciclo limite L;.

Mais ainda, encontramos uma familia a 2-parametros de sistemas de Filippov que possuem
um unico ciclo limite. De fato, para realizar a construgao acima, foi utilizado apenas que r > 20
e 7 > 13. Resumimos os resultados obtidos até aqui na seguinte proposigao.

Proposigao 5.2.2. Considere a familia a 2-pardmetros de sistemas de Filippov Z, 3 = (X3,Y),
onde o > 20, 3 > 13, ¥, = [, 1(0) e:

g2 (1) _
Xs(r,y) = oV (2) , Y(v,y) = Y

1—e™
2 y—=x

= (=55 o (o= = (55 ) -

Entao Z, g possui um tnico ciclo limite que intersecta ¥¢ (costurante), para todo a > 20,
£ >13.

xr —
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5.2.3 Esboco do Retrato de Fase do Sistema Z 5

Infelizmente, devido a dificuldade de encontrar intersecgoes com o circulo, ndo é possivel
calcular os pontos de tangéncia do campo Z, s sem fixar os parametros, o que inviabiliza a
analise da familia Z, g de maneira geral. Por esses motivos, faremos uma analise detalhada de
Z20,15-

Primeiramente, determinamos as derivadas de Lie do sistema:

Xflx,y) = (2r—14¢€") (—y—\/225—(§+;e”)2>

+ <2y - 2\/400 - (3+ ;ef)2> (z =3 +3e7),

(5.2.8)

Yflr,y)=Qr—1+¢€")(z—y)+ (Qy — 2\/400 — (; + ;@)2) (x+7vy). (5.2.9)

Utilizando o software de manipulagao algébrica Maple, podemos computar os pontos de X
nos quais uma das derivadas de Lie acima se anula, e assim, encontramos os seguintes pontos
de tangéncia para Zs 15:

L Xy = (z, pi(2)) e Xo = (x, @o(x)) para X f;

2. Y1=(y1, p1(y1)) e Ya = (ya, p2(y2)) para Y f.

Onde:
()—\/400 <1+1ﬂ)2+w (em)? — demx — 4a? + 2e7 + 4x + 1599
Y1\T) = 5 26 9 e e'r xr e X s
()—\/400 (1+17f)2 1\/ (e7)2 — demx — da2 + 2e™ + 4z + 1599
©2\T) = 9 26 9 e e’ xr x e xr s
r=1/2—-1/2¢",
1 (€7)* + 400 v — 201 ™ — 20 \/2a (em)® —402emar + 2 (e7)* + 400 a — 1200 e + 160000 4 200
Y1 =—3 )
2 e™ — 400
1 (e7)? + 400 — 201 €™ + 20 /2 (e7)? — 4027 + 2 (em)? + 400 a — 1200 €™ + 160000 + 200
Y2 = —3 5

2 e™ — 400

o = /400 — (1/2 + 1/2€m)°.

Numericamente, temos que:

e X, =(—11.0703...,35.9469...) e X5 = (—11.0703..., —4.0530...);
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e Y] =(5.7015...,26.8421...) e Y5 = (0.8340..., —0.1242...).

Através da andlise dos sinais de X f e Y f, obtemos as seguintes regioes na variedade de des-
continuidade Yoq:

s
/, Z2
4
/
/
/
/
/ \

/ \

/ \
] \
[} \
] [}
1 }
\ !
\ ,'
\

\ %4
\ ,'
\\ e ,

\ /

\ /

\ ,/

N\
N 4 by
~. Ei 20

Figura 5.4: Regioes de X99.

Assim, podemos calcular o campo deslizante Z° = (73, Z5) em ¥° = X5 U X5, através de
(4.1.2)), porém omitiremos as expressoes de Z7 e Z5 aqui.

Lema 5.2.3. O campo deslizante Z*® é regular em 33, e aponta para a esquerda.

Demonstragao. De fato, utilizando a carta local ¢ : (—12,6) — X dada por:

2
U (z) = (x, \/400 — (; + ;@T) + ;\/—(e”)2 —4de™r — 422 + 2e™ 4 4x + 1599) , (5.2.10)
podemos verificar que, a primeira coordenada do campo deslizante Z7(1(z)) nao se anula
em nenhum ponto de Im(vy). Como X5 C Im(v), concluimos que o campo deslizante Z° é
regular em X3, e calculando seu valor em um ponto qualquer, concluimos que Z* aponta para
a esquerda.

m

Lema 5.2.4. O campo deslizante Z® possui um pseudo-equilibrio hiperbélico repulsor 7.

Demonstragio. Considere a carta local 1 : (—12,1) — X, dada por:

1 1 \* 1
Po(x) = (x, \/400 - (2 + 26“) - 5\/—(6“)2 —de™r — 422 + 2e™ 4 4x + 1599) . (5.2.11)

Observamos que ¥o((—1,1)) C X§ C Im(1)y), assim, através desta carta, vamos reduzir o
problema de analisar a dinamica do campo Z° para a andlise de um campo definido em um
aberto de R conjugado a Z°.
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Para isso, basta observar que 5 é um difeomorfismo sobre sua imagem, e portanto podemos
utiliza-lo para realizar uma mudanca de coordenadas no sistema. Assim, o sistema é conjugado
a:

Z(x) = (Dhy ") (tha()) - Z°(1ha()).
Contudo, observe que ¢, ' (z,y) = z, para cada (x,y) € 35. Logo:

Z(x) = Zi(2()).
Assim, podemos calcular algebricamente que existe um ponto de equilibrio zy € (—1,1)
para o campo Z , que pode ser aproximado numericamente por xy ~ —0.1169665851.
Além disso, temos que Z (z9) ~ 0.9821007723, o que nos permite concluir que z, é um
ponto de equilibrio hiperbdlico repulsor.
Com isso, concluimos que o campo Z possui uma singularidade py = (o, ¥2(x0)) € X5.

Portanto Z* possui um tnico pseudo-equilibrio repulsor py = (zg, ¥2(xo)) em X .
]

Com o célculo explicito de algumas trajetérias do campo, através do software Maple, esbo-
camos o retrato de fase do campo Zy 15:
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Concluimos o estudo dessa familia observando que o tnico ciclo limite costurante de Zs 15
é repulsor, e além disso, temos a existéncia de um ciclo deslizante para o sistema.

5.3 Centro - Sela

Nesta sessao, apresentaremos uma familia a 1-parametro de sistemas de Filippov que possui
um ciclo limite bifurcante. Considere o campo descontinuo:

X(z,y), (z,y) € T,
o = (5.3.1)

Yo(z,y), (2,y) € X7,
onde:

-y +3 AT+ oy

A > 0 é um nimero real fixado, e ¥ = f~(0) com f(z,y) = 2? + (y — 1)*> — 5.

Assim, X é um centro linear com singularidade em (3,2) e Y, é uma sela linear com singu-
laridade na origem.

Observe que o parametro « é responsavel por um movimento de rotacao da variedade estavel
de Y,, enquanto a variedade instavel permanece imével no eixo horizontal do plano cartesiano.

De fato, se A, ¢ a matriz que define a sela linear Y, entdo calculando os autovalores e
autovetores de A,, obtemos que:

e v; = (1,0) é autovetor de A, associado ao autovalor A\; = A.

o Uy = (—%, 1) é autovetor de A, associado ao autovalor Ay = —A\.

Desta forma, a variedade estavel de Y,, é dada por:

We= {(—;;yy) ;T € R} : (5.3.2)

e sua variedade instavel é dada por:
Wy ={(z,0); = € R}. (5.3.3)

Assim, as variedades invariantes da sela Y, dividem o plano em quatro quadrantes, estamos
interessados no comportamento que ocorre no interior do primeiro quadrante desta sela, e
veremos o surgimento de um ciclo limite costurante nesta regiao.

Note que W intersecta a variedade de descontinuidade ¥ em (2,0) e a drbita do centro X
que passa por esse ponto atinge ¥ em (—1, 3).

Como nosso objetivo é o estudo de ciclos limite costurantes no primeiro quadrante, é sufici-
ente analisar os pontos da regidao de descontinuidade que estao no semicirculo S C ¥ que inicia
em (—1,3) e termina no ponto de tangéncia do centro T, pois fora dessa regido nao é possivel
a ocorréncia de ciclos limite, conforme pode ser visto na figura abaixo:
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Figura 5.6: Regiao de ¥ a ser analisada.

Calculando as derivadas de X e Y, obtemos:

Yo f(z,y) = 2axy + 222° — 20y° + 2\y.

Da primeira derivada de Lie, vemos que o centro linear X possui dois pontos de tangéncia
com X, que sao dados por:

- Tk = (%% 1+50):
1= ().
Ao longo da andlise, utilizaremos a seguinte carta local de X para parametrizar a regiao S:

(1 (—1,@) — S

T — 145 — 22

(5.3.4)

5.3.1 Identificagao de Ciclos Limite Costurantes de 7,

Dado um ponto p, = (z,9(x)) em S, queremos saber se a trajetoria de Z, que passa por
p. € periddica, e para isso temos que encontrar primeiramente o ponto em que a trajetoria de
X que passa por p, atinge novamente a variedade de descontinuidade .
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Observe que o fluxo de X ¢é dado por:

(3 — yo)sen(t) + (xg — 2) cos(t) + 2
x(t, w0, 40) = . (5.3.5)
(xo — 2)sen(t) — (3 — yo) cos(t) + 3

Podemos encontrar facilmente um tempo T'(x) # 0, tal que P, = ®x(T(z),z,9¥(x)) € X
para todo —1 <z < @.

Assim, temos dois pontos em ¥, p, e P,, que estdo conectados por uma trajetoria de X
na regiao exterior de X. Entao, a érbita de Z, que passa por p, é fechada se, e somente se, a
trajetoria da sela Y, que passa por p, atinge X em P,.

Para simplificar os célculos, considere a reta horizontal y = my(FP,), onde 7y é a projecao
canonica na segunda coordenada.

O fluxo de Y,, é dado por:

1 a1 At
—sxyoae N 4 5 (ayo + 2w )e
q)ya (t,l’(),y()) = . (536)

yoe M

Note que a segunda coordenada do fluxo de Y, é muito mais simples do que a primeira
coordenada, o que justifica a escolha da reta horizontal acima.

Agora, encontramos o tempo Tp(x) tal que mo(Py, (To(x), p,) = m(Py), que é dado pela
seguinte expressao:

20To(z) = In(to(x)) + 2In(8x2v/5 — 22 — 1325 — 22 — 5?2 — 7V/5 — 22 — 13z + 45)
+ In <(64a:5 33620 + 20872 5+ 962° + 24t (x)a? — T54v/—a” 1 5a?
+ 116022 — 39%(z)z + 156v/2? — bz + 39v/ —x2 + 5to(x) + 205z — 60to(x)

+ 1040y —22+5 — 2490)_2),

(5.3.7)
onde:

to(z) = 64z* — 2082% + 208V — 22 + 5% — 3202 — 338V —22 + 51+ 520z — 520/ — a2 + 5+ 1245,

Com isso, podemos encontrar o ponto (m(®y, (To(z), pz), m2(Px)) que estd na reta horizontal
considerada anteriormente (7 é a projegao candnica na primeira coordenada).
Assim, demonstramos o seguinte lema:

Lema 5.3.1. A 4rbita de Z, que passa por p, é periddica se, e somente se,

T ( Py, (To(), pe) = m1(Px).
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Observe que a equagao m1(Py, (To(z),p.) = m(F,) depende implicitamente de a. Além
disso, quando substituimos ¢t = Ty(x) na primeira coordenada de Py, (¢, p,) a dependéncia de
Ty com \ desaparece na exponencial, e portanto a equagao anterior depende linearmente de «
e de \.

Resolvendo essa equagao, obtemos que:

P(x
QEx;a (5.3.8)

a(z)

onde P e () sdao fungoes diferenciaveis e () nao se anula em —1 < x < @
pode ser conferida no apéndice G.

Podemos verificar ainda que « € uma fungao decrescente em seu dominio, e portanto injetiva,
assim, encontramos um unico « para cada x € (—1, @) Portanto, para esses valores do
parametro «, temos uma Unica érbita periddica no primeiro quadrante, e portanto, um tnico
ciclo limite costurante.

Calculando os limites de a(z), obtemos um intervalo no espaco dos pardmetros em que o

sistema possui um unico ciclo limite costurante:

. A expressao de «

V10 =2 2
ap = lim a(x) = ———A\ a; = lim a(z) = =,
2> Y10 3 z——1 3

Assim, provamos que:

Lema 5.3.2. O sistema Z, possui um tnico ciclo limite costurante no primeiro quadrante se,
e s0 se, a € (ap, ay).

Além disso, podemos verificar no grafico abaixo onde o ciclo limite costurante se encontra
de acordo com o valor de « (consideramos A = 1, porém nos outros casos é similar, ja que a é
uma homotetia dessa aplicagdo para A qualquer):

0.45

0.40

Figura 5.7: Parametros que exibem a ocorréncia de um ciclo limite costurante que passa por
Pz
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5.3.2 Anadalise da Estabilidade do Ciclo Limite Costurante

Ja encontramos a condi¢ao de existéncia de ciclo limite costurante em Z,, e sabemos que
ele é inico, quando existe. Nosso proximo objetivo é analisar a estabilidade deste ciclo limite
costurante. Para isso, considere a seguinte aplicacao de Poincaré:

P (—1,@)@1{ — R

(z,0) — m(P:) — m(Py, (To(z), pz))

Para cada « fixado, temos a seguinte situacao:

x, o) <0

P,

P(z,a) =0 P(z,a) >0

Figura 5.8: Anélise da aplicacao de Poincaré P(-, «).

Proposicao 5.3.3. P(z,3) =0 se, e somente se, § € (ag,a1) e 5= a(z).

Demonstragio. P(z, ) = 0 se, e somente se, a érbita Zz que passa por p, é peridédica. E pelo
que vimos até agora, isso ocorre se, e somente se, 5 € (g, 1) e f = a(x). U

Assim, podemos ver que se fixarmos «, entdo P(-,«) = P® possui um tnico zero quando
a € (ap, 1) e ndo possui zeros, caso contrario.

Através do cédlculo de alguns valores de P e com a discussao acima, podemos inferir o
seguinte comportamento para a aplicacao P“:

|
—
| M‘ﬁ
S)

a<ag oz a

|

_
1 m‘ﬁ

15

oy < o< oy

Figura 5.9: Analise da aplicagao P®.
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Com isso, demonstramos que:
Proposicao 5.3.4. Considere o sistema Z,, entao:

1. Se a < ap, entdao ¥ possui uma regiao repulsora no primeiro quadrante.

2. Se ap < a < ay, entdo Z, possui um tunico ciclo limite costurante repulsor no primeiro

quadrante.

3. Se a > a1, entao X possui uma regidao atratora no primeiro quadrante.

5.3.3 Diagrama de Bifurcacao de 7,

O primeiro passo para descrever o diagrama de bifurcacao do ciclo limite costurante de Z,
no primeiro quadrante é encontrar as regioes de descontinuidade de ¥ no primeiro quadrante.

Anteriormente, calculamos os pontos de tangéncia do centro X com X e obtivemos o ponto
T} no primeiro quadrante. O préximo passo é encontrar os pontos de tangéncia da sela Y.

E claro que a sela Y,, possui quatro pontos de tangéncia com ¥ e apenas um estd no primeiro
quadrante.

Além disso, o pardmetro a é responsavel por uma rotacao da variedade estdavel da sela
(rotagao no sentido anti-horario conforme a aumenta). Deste modo, utilizando a dependéncia
continua das solugoes com respeito aos parametros, podemos concluir que o ponto de tangéncia
de Y, movimenta-se em > do mesmo modo, i.e., ele é apenas rotacionado em .

Com a discussao acima, para conhecer as regides de descontinuidade de ¥ no primeiro
quadrante, basta analisar alguns casos.

Denote o ponto de tangéncia da sela Y, no primeiro quadrante por Sy. Assim, baseado em
calculos numéricos, temos que:

1. Se a < ay, entdo Sy estd a direita de T em X.
2. Se a = ayp, entdo Sy = Tk

3. Se a > g, entdo Sy estd a esquerda de T em X.

Assim, podemos fazer um esbogo das regides de descontinuidades em 3:

\
[}
}
]
'

a < o o = 0

Figura 5.10: Regioes de Descontinuidade em > no primeiro quadrante.

Com isso, podemos resumir os resultados obtidos até aqui na seguinte proposicao:
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Proposicao 5.3.5. Considere a familia a 1-pardmetro de sistemas de Filippov Z, (5.3.1]),
ay = @)\ eq = %/\. Entao:

1. Se a < «p, entao Z, possui uma regiao de escape no primeiro quadrante.

2. Se o = o, entdo Z, possui um unico ponto de tangéncia repulsor no primeiro quadrante
0 )
que pode ser visto com um foco repulsor.

3. Se ap < a <y, entao Z, possui uma regiao de deslize e um tnico ciclo limite costurante
repulsor, no primeiro quadrante.

4. Se a > «q, entdo Z, possui uma regiao deslize no primeiro quadrante.

Estudaremos agora o que ocorre com as variedades invariantes W* e W*, conforme variamos
o parametro a.

Como observado anteriormente, sabemos que a variedade instavel W* N {z > 0} inter-
secta ¥ em (2,0) (regido de costura), e através do fluxo de X, volta a atingir a variedade de
descontinuidade em (—1,3), e esta érbita é invariante com respeito ao pardmetro .

Resolvendo a equacao f (—%y, y) = 0, obtemos os pontos nos quais a variedade estavel W?*
intersecta >.:

40N+ VaZ T 5N 4\ — VaZ + 5A2)A
— ou y= .
a? 4+ 4)\2 a? +4)\2

Note que, a primeira solugdo é sempre positiva e portanto corresponde ao ponto Is(«) em
que W* N {y > 0} intersecta ¥. Assim, I5(«) é dado por:

L(a) = (—204\/2A\/a2 +5X2 + a4+ 6A% 4N+ vVa?+ 5/\2)>\)

Y

o2 4+ 4)2 ’ o? +4)2

Considere a seguinte aplicacao ¢ que mede a diferenca entre as primeiras coordenadas dos
pontos onde as variedades invariantes atingem X::

¢: R — R
—20/20v/a% + BN 4 a2 + 6)?

-1
a? + 4)\? (=1)

Observamos que, a dindmica de nosso interesse (bifurcagao do ciclo limite costurante), ocorre
quando « € (0,)), assim, sem perda de generalidade, podemos assumir que « esteja nesse
intervalo.

A aplicagao ¢ possui as seguintes propriedades:

(67

1. Se a* = 2, entdo ((a*) = 0, e este zero corresponde a uma 6rbita homoclinica costurante
em Zgyx.

2. Se a < o, entao ((a) > 0.

3. Se a > o, entao ((«) < 0.
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Com isso, deduzimos o seguinte comportamento para as variedades invariantes de Z, no
primeiro quadrante:

DN DN N

a<a* a=ao" a>«

*

Figura 5.11: Comportamento das Variedades Invariantes.

Assim, estamos aptos a exibir o diagrama de bifurcagdo de Z,, quando a € (0,1), que
consiste em uma Bifurcacao Y-Hopf-Homoclinica:






Capitulo 6

Perspectivas Futuras

Apresentamos alguns topicos que serao desenvolvidos no programa de doutorado e que
podem ser vistos como uma continuacao deste trabalho.

6.1 Sistemas de Filippov com Descontinuidade em S!

Nesta dissertacao, apresentamos a existéncia de ciclos limite em familias de sistemas descon-
tinuos lineares por partes que possuem um circulo como variedade de descontinuidade. Como
extensao desse estudo, investigaremos como essas familias podem ser generalizadas.

No caso centro-sela, se considerarmos centros da forma:

rT=-y+a,
(6.1.1)

j=z+b,

onde a e b sao nimeros reais, e ¥ um circulo qualquer, entdo as trajetérias deste centro in-
tersectam Y simetricamente, em relagdo ao ponto de tangéncia, para quaisquer valores de a e
b.

Assim, se considerarmos uma sela de traco nulo cuja singularidade coincide com o centro
de X, temos que suas Orbitas também intersectam X simetricamente, em relacao ao ponto de
tangéncia da sela. Logo, podemos ter apenas duas situagoes:

e Se as tangéncias da sela e do centro coincidem, entao todas as 6rbitas, em um setor da
sela, sao periddicas, e portanto nao ha a existéncia de ciclos limite.

» Se as tangéncias nao coincidem, teremos uma regiao de deslize (ou escape), e nenhuma
6rbita, em um setor da sela, é periddica, e novamente nao temos a existéncia de ciclos
limite.

Isso ocorre devido as simetrias presentes no centro e na sela. Assim, para que se tenha
ciclos limite, é necessario que essas simetrias sejam quebradas. Com isso, baseado no exemplo
estudado nesta dissertacao, surgem as seguintes perguntas:

1. Se a singularidade da sela nao coincide com o centro de ¥ e se ela possui trago nulo, entao
quais sao as condigoes para que se tenha ciclos limite?

137
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2. Caso exista, o ciclo limite é tinico?

3. Como podemos generalizar os resultados dos problemas anteriores para selas de traco
qualquer?

No caso centro-foco, ja vimos que podemos construir sistemas com um tnico ciclo limite cos-
turante, porém hé o surgimento de ciclos deslizantes também. Assim, gostariamos de entender
melhor como esses ciclos sao originados.

Além disso, se considerarmos centros cujo retrato de fase sao elipses concéntricas, queremos
determinar qual é a quantidade maxima de ciclos limite que podem ser formados em configu-
racoes deste tipo.

Finalmente, estudaremos outras configuracoes, como foco-sela e sela-sela, em busca de de-
terminar a existéncia e quantidade de ciclos limite para esses sistemas.

6.2 Sistemas Dinamicos Nao-Suaves no Toro

Investigaremos a dinamica descontinua presente em um toro, e para isso, estabeleceremos
uma maneira rigorosa e eficaz de definir campos vetoriais descontinuos nesta variedade.

Considere o toro T como o espago quociente gerado através do quadrado @ = [0, 1] x [0, 1]
com a relagao de equivaléncia:

r1=x3 € Y1 —y2=0o0ul,
(1,91) ~ (22, 12) == ou

Yy1=1%Y € T3 —2x2=00ul.

Geometricamente, temos a seguinte identificacao:

Q

e

Figura 6.1: Identificagao entre @/~ e T.

A priori, podemos obter um comportamento descontinuo através de dois modos de defini¢ao
para campos:

6.2.1 Campos Descontinuos em T do tipo 1

Motivado pela convencao de Filippov apresentada neste trabalho, considere duas retas de
descontinuidade em @), sendo uma delas a reta y = 0 que ¢ identificada com a reta y = 1, e a



139

outra a reta y = 1/2 (sem perda de generalidade para os nossos fins). Isto é, temos a seguinte
situacao:

b}

X
Sy

Y
D

Figura 6.2: Campos descontinuos em T do tipo 1.

E assim, podemos aplicar as defini¢oes de trajetéria local estudadas neste trabalho.
Matematicamente, temos que:

Definicao 6.2.1. Se 7 : () — T é a projecao quociente da relacdo de equivaléncia definida
acima, entao dizemos que Z = (X,Y) é um campo descontinuo do tipo 1 em T se:

X(z,y), se (z,y) €n([0,1] x (1/2,1))
Z(x,y) = : (6.2.1)

Y(z,y), se (z,y) € m([0,1] x (0,1/2))

onde X e Y sao campos diferenciaveis definidos em 7 ([0,1] x (1/2,1)) e m([0,1] x (0,1/2)),
respectivamente.
Seja 21 o espago dos campos descontinuos do tipo 1 munido com a topologia C" x C".

Observe que, utilizando esse tipo de defini¢do, podemos construir campos descontinuos no
toro a partir de campos X e Y em R?, desde que estes satisfacam:

X(0,y) = X(L,y) e Y(0,y) = Y(1,y), para todo y € [0,1].

Além disso, sabe-se que campos Zo-reversiveis definem campos suaves em cilindros (ver
) p
[56]), e portanto, a partir de algumas adaptagoes, podem ser usados para os objetivos acima.

6.2.2 Campos descontinuos em T do tipo 2

Outro modo bastante natural de se obter uma dinamica descontinua é considerar um campo
diferencial X em (@), e estudar o seu comportamento em 0Q.
Assim, pretendemos estudar os campos da seguinte forma:

Definicao 6.2.2. Se 7 : () — T ¢é a projecao quociente da relacao de equivaléncia definida
acima, entdo dizemos que Z é um campo descontinuo do tipo 2 em T se:

Z(x,y) = X(z,y),se (x,y) € m((0,1) x (0,1)), (6.2.2)

onde X é um campo em T induzido por um campo diferencidvel X em Q.
Seja (25 0 espago dos campos descontinuos do tipo 2 munido com a topologia C".
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Neste caso, num primeiro momento, ndo podemos seguir as defini¢oes de [24], j& que a regiao
de descontinuidade gerada nao é uma variedade.

Contudo, tal regiao deixa de ser uma variedade apenas por um ponto (a saber, 7((0,0))),
motivados por [5], tal “problema” pode ser contornado se assumirmos que p = 7((0,0)) é um
vértice (como em [5]), e possui o comportamento de uma singularidade distinguida. Nos outros
pontos podemos usar as defini¢oes de [24].

Com isso, temos a seguinte situacao:

Q

b

Figura 6.3: Campos descontinuos em T do tipo 2.

Observe que com esta defini¢cdo, existe uma facilidade maior de produzir campos desconti-
nuos.

Além disso, incentivados por [5], podemos definir a seguinte nogao de estabilidade estrutural
para esses campos:

Definicao 6.2.3. Dizemos que dois campos descontinuos do tipo 2, Z; e Z;, sdo orbitalmente
equivalentes se existe um homeomorfismo h : T — T que leva as érbitas de Z; em 6rbitas de
Z,, preserva a orientagao das 6rbitas e h(7(0Q)) = 7(0Q).

Se Z possui uma vizinhanca U em €, de forma que Z ¢ orbitalmente equivalente & Z, para
todo Z' € U, entdo Z é estruturalmente estavel.

6.2.3 Objetivos

Com as ideias introduzidas aqui, gostariamos de responder as seguintes perguntas:

e (Quais sao os campos descontinuos do tipo 1 e 2 que estruturalmente estaveis em €2y e (2o,
respectivamente?

e Qual é o comportamento dos pontos de tangéncia para estas classes de campos?
e Quais sao as bifurcagoes de codimensao 1 em €2; e 257

e Quais sao os ciclos limite que podem ser formados nessas configuracoes?

6.3 Ciclos Limite Originados de T-Singularidades

Atualmente, existe uma tendéncia a se estudar sistemas descontinuos em dimensao mais
alta. Assim, também pretendemos estudar alguns tépicos em dimensao 3.

Sejam ¥y = {(z,—1,2); x,z € R} e 3y = {(2,1,2); x,z € R} planos de descontinuidade
que dividem o espago tridimensional em 3 regioes:
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1. L={(z,y,2) e R% y < —1},
2. C={(z,y,2) e R? [y[ <1},
3. R={(z,y,2) € R% y> 1},

Considere agora trés campos diferenciais X, Y e Z definidos em L, C e R, respectivamente.
Assim, podemos definir campos descontinuos W = (X, Y, Z) nessa configuragao, e utilizar os
conceitos de [24] para definir o campo W em 3 e ¥, assim como a sua solugao.

Definigao 6.3.1. Sejam f : R* — R uma funcao diferencidvel que possui 0 como valor regular,
e X um campo vetorial em R3. Definimos a derivada de Lie de X com respeito a f no ponto
(z,9,2) € R® como:

Xf(z,y,2) = (X(z,9,2),Vf(z,y,2)) (6.3.1)

Definicao 6.3.2. Nas notagoes da definicdo acima, dizemos que X possui uma curva de
dobras com a superficie ¥ = f71(0), se a equacio X f(x,y,2) = 0 restrita a 3 define uma
curva vx em X homeomorfa a R e além disso:

XZf(JJ,y,Z) :X(Xf)<$,y72) 7é 0 V(x,y,z) € x-

Definigao 6.3.3. Dizemos que um ponto p € ¥; é uma T-singularidade (ou singularidade de
Teixeira) quando os campos X e Y possuem uma curva de dobras com X; e, se yx e 7y sdo as
curvas de tangéncia, temos que p € yxMN7vy. Analogamente, temos definidas as T-singularidades
em 22.

Pretendemos investigar a seguinte classe de sistemas descontinuos W = (XY, Z):

e Assuma que X e Y possuem uma dobra com X, e que Y e Z possuem uma dobra com
2

o v e 73 sdo retas que passam por p; = (0,—1,0), e portanto p; é uma T-singularidade
em X

s 72 e % sdo retas que passam por py = (0,1,0), e portanto p, é uma T-singularidade em
Ya;

e 72 é um translacao horizontal da reta 1.

Deste modo, temos a seguinte configuracao:



142

1 P2

>
»<
N

p1 b2

Figura 6.4: Configuracao de um campo descontinuo em R? com duas T-singularidades.

Na figura acima, a area hachurada nos planos de descontinuidade corresponde a uma regiao
de deslize/escape, enquanto a drea em branco corresponde a uma regiao de costura.
Neste contexto, gostariamos de responder as seguintes perguntas:

e Quando ha a formacado de um ciclo limite que passa pelas trés regives R, C' e L, nesta
configuragao?

e Quantos ciclos limite deste tipo podem coexistir nesses sistemas?

e Quais condigoes sobre os angulos 6 e ¢ entre as retas de tangéncias devem ser impostas
para que haja ciclos limite?

o Os ciclos limite, quando existem, sao persistentes a pequenas perturbacoes de 6 e ©?

Para atacar esse problema, utilizaremos o método das closing equations que vem produzindo
muitos resultados em problemas similares, como pode ser visto em [54] e [20].
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Apéndice A
Expressoes das fungoes Fl[n](Z )

Explicitamos abaixo as expressoes obtidas para as funcoes de Melnikov Fl[n](Z) (n =
1,2,---,7), onde denotamos ( = v/1 — Z2%:

iz = —5%22%1—MO—3%O

F(z) = §§<(25%1-%2-@0yz ~Saro—36bo,
+ bo2+ bz,o) )

Fz) = ;;(@ﬁ%l—4mm—45@o+%2+3%0

+ 3boz+bo1) 2% —40%ar9 — 126%bg1 + 45 boo + 46 by — arn
- 3a370—360,3—b271),

RY(z) = I(Si((al?;“'aiil+2604_2b40)Z4 (—85350,1
+ 4% +40%90 —ar1a —38azg —38bos — Sy — 2ar3

— a3y —4boy +4bag) Z* +468%a10 +126%bg1 — 46%bgs — 45%ba g

+ ) 12 +3 ) as.o +3 ) b073 + ) b271 + @13 + as + 2 5074 -2 b4’0>,
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2550 — 55bo5 — Bbas + bay) Z* + (32601 — 16 5%y 2
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32b40° — 16 6°a13 — 320°by 4 — 68 0%ay 4 — 44 §%az, — 100 6%as
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220 6%bg 5 — 20 8%by 5 + 4 6%byq — 125 by — 223 a5 — 497 az
687 ar 6 — 3633 bo7 — 257 aza — 65by3) Z* + (173bys + 1720 ay 5
848 azs + 1088 as, + 7485 bys + 68 bay — 926 b — 3bs 1
320%az; — 64 b4 0" + 326%a13 + 64 6%bg 4 + 76 6%ay 4 + 52 6%az s
140 6%az 0 + 260 8%bg 5 + 28 8%bg 3 + 4 6%byq + 125 byo + 137 a5z
343 azp — 640°bg o + 128 8% 1 + 16 6%as 2 + 48 5 az o + 48 0*bo 5
16 0%by,1 — 64.6°b2.0 + 393 a6 + 2107 bo 7 + 151 az g + 43 by 3) 22
Al bys — 4885 a15 — 240 azs — 328 asy — 21285 by — 200 byy

28 8bso — bg1 — 16 8%azy + 32b406° — 16 8%y 3 — 32 6°by 4

28 0%ay 4 — 20 6%azz — 60 6%asg — 100 6%bg 5 — 12 6%by 3 — 4 6%y,
46byy —33ase — 9 azg + 646°bg2 — 1926%01 — 16 6%y o

48 6%azn — 48 6bg 3 — 16 8'by 1 + 64 5°by g — 89 ay 6 — 483 by 7

64 6%19 — 35az4 — 11 b473).



Apéndice B
Expressoes das fungoes FQM(Z )

Explicitamos abaixo as expressoes encontradas para as funcoes de Melnikov FQ[k](Z ) (n =
1,2,---,6):

FZ[l](R) = 7R (aLO + b071) s

T (4 -1
S N ( 1) (Z)+ 1)52 (2 20+ (Gang +0bor = any +bo
— byo)Z+da10+dbo1 +ain—bo2— bz,o>7
7 —1
Rl z) = - nZ -1 ((2 Gbag = 2ba1) Z° + (0%ar g + 6%bo

V- (Z-1)(Z2+1)26
— 5&1,1 + ) b072 ) szo + a12 — 3 aso — 3 6073 + 3 b271) Z2 + ((52a170
+ 5250,1 +daig —0byo—bag—3ar12+3ase+3bys — bm) Z

+ 2 (1172) )
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_|_

153

B T (Z—-1)
V= (Z—1)(Z +1)2364

(@5%m—25@J+2@2—3Q@25

(6%a10 + 0%b0,1 — 0%ary + 6%bo2 — 6byg + G ara — 3dasg
36bos+36ba1 —ars3+3as1+5boa—Dbya+ 6byy) Z4
(6%a10 + 6%b01 + 6%a11 — 6%bo2 — 6220 — 36 a1z + 35 azg
36bos —0boy +5ays —6asy — Thoy+4bys — 3byg) Z°

(28a15 —6a13+3as; —byo) Z>+ (bou + a13) Z + a3 + 50,4),

v . f(_zli 12367 ((20%20 = 20%s1 +20b00 = 36bag

2033+ 3b41) 7"+ (a1,054 + bo,154 — 53@1,1 + 5350,2 — 5352,0
0%a19 — 36%as0 — 36%bos +36%byy + 38 azy +50boa — 53 by
60byg+ a1s—3ass +5ase— Thos+ Thys — 8byy — 6ays) Z°
(a1.06" + bo,16" + 6%a11 — 6%bo 2 — 6%b2 0 — 3671, + 30%asg
6%byy +50a13 —68as; —T6boa+45bys —38byg—Taru
9asy — 1050+ 13bys — 8bas + Thuy + 36%bn3) 27 + (26%a1,
6dars+30as; —0bro+12a14 —8ass +5aso+ 3bas

2b31) Z  + (Jars+ dbos —4dayg+ass —5bos) Z° + (Says

dbos —4ays+ass —5bys) 7 + (2bos +aia) Z +ays+2 50,5)7



B T (Z—1)
1\/=(Z-1)(Z+1)2758

(8620 — 8801+ 8%2s

120%b40 — 86 bz + 120 byy + 8byy — 12bs + 15bg0) 2°
(—4a15 —45bgo +40bss — 46%a1 5+ 45 ays — 285 by
126%a3, — 48%11 — 128%b03 + 4a1,08° + 4bg16° + 20 by 46>
120 azs +208 asp — 128%az0 + 40%a12 +46%bg s + 36 by g
36bys + 12a33 — 20 a5y — 46%ba0 + 125°bg 1 — 20 6%by

24 0%byg + 285 by s — 326 b471> 78 + (36 ay5 + 45 bgo — 47 by
200%ay3 — 280 a4+ 520 by — 24 6%az, + 4 5%y, +128%b 3
4ay6° + 4by16° — 28 by 40 + 365 azs — 408 asg + 12 6°as
126319 — 40%bgy — 84 by + 52boy — 48 azs + 55as; — 45bag
46%p1 + 16 0%byp — 120%byg — 320 by + 280 by ) Z7 + (86%an
24 0%ay 3+ 120%az; — 4 6%bgo + 485 ay 4 — 325 aza + 205 asg
126bys — 83byy —80ays +60azs —45as, — 24 by g + 21 by s
15b50) 2° + (40%a15 +4bg.a0® — 165 ar s + 40 azs — 205 by 5

40 Q15 — 15 asz3 +5 as + 60 b0,6 — 62,4 - b472) Z5 + (4 52@1,3
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4 60,452 — 169 Q1.4 + 44 aso — 200 b075 + 40 15 — 15 ass +95 Q51
60 b076 — b2,4 — b4’2> Z4 + (4(5@1,4 + 8 (5b075 - 21 CL175 + 3013’3
51 b0,6 + b274) Z3 + (4 ) Q1.4 +8 0 6075 —21 a5 +3 az3 — 51 b0,6

b274) Z2 + (5 a175 + 15 boﬁ) A + 5 a175 + 15 boﬁ) .



Apéndice C

Condicoes (erais sobre os Coeficientes
da Perturbacao para se obter o nimero
maximo de ciclos limite no Sistema

S1-9

Para a producgao dos exemplos que apresentam o nimero méaximo de ciclos limite bifurcantes
do sistema S1-4, utilizamos o seguinte raciocinio:

o Para obter o resultado para a perturbagao de grau n (n = 1,---,7), devemos encontrar
um exemplo de f il h ] iximo de rai
plo de forma que fi" tenha o nimero méaximo de raizes em (0, 1).

o Assim, escolhemos algumas raizes em (0, 1) e, utilizando as expressoes de fl[n], encontra-
mos condi¢oes sobre os coeficientes de forma que fl[n] possuisse a raiz escolhida.

o Para a realizacao deste processo, utilizamos um software de manipulagao algébrica. no
caso o Maple.

C.1 Perturbacao de grau 1

Se escolhermos:
1boq (20% + 3)
a p— _——
1,0 2 52 )

e bp1 # 0 na perturbacao polinomial, entdo a expressao de flm é dada por:
1
2bo1 2% — 550,1,

cujas raizes sdo Z = :I:%. Entao Flm possui apenas uma raiz em (0, 1).
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C.2 Perturbacao de grau 2

Se escolhermos:

4 4
b072 = §53a1,0 + 553[)071 + 25b071 — bg,o,

e a1 # —bo1 na perturbagao polinomial, entdo a expressao de f1[2] é dada por:

4 1
—3 (a1 +boy) 6322 + 3 (a10+ bo) 6%,

que tem raizes Z = i%. Logo, F1[2] possui somente uma raiz em (0, 1).

C.3 Perturbacao de grau 3

Se escolhermos:

16
arp = —354(%,0 + bo1) — 88%bo1 + 46(bo2 + bag) — 3(aso + bos) — b,

e a1 # —bp1 na perturbagao polinomial, entao a expressao de fl[?’} ¢é dada por:

16 4
—3 ((]JL() + b(),l) 5422 + g (CLL() -+ bO,l) 54,

. , ~ 3 . .
cujas raizes sao £ = :I:%. Portanto, Fl[ ] possui somente uma raiz em (0, 1).

C.4 Perturbacao de grau 4

Se escolhermos:

64 32 16 4
13 = —357(61170 + b(]’l) — 3(5560,1 + 3(54(62,0 + bog) — §(53<CZ1,2 + 6271)

— 453(a3,o +bos) +2(bao — boa) — asa,

59
1o = —€54(a170 + bo1) — 88%bo1 + 46 (bo2 + bag) — 3(azo — bos) — ba1,

e a1 # —bona perturbacdo polinomial, entdo a expressao de f1[4] ¢ dada por:

13 1
6((1170 + b071>(57Z4 — €<a170 + b()’l)(;?ZQ + B(GLO + 5071)(57,

1

5> i%. Entao F1[4] possui duas raizes em (0, 1).

que tem raizes Z = =+
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C.5 Perturbacao de grau 5

Se escolhermos:

3boa . 3 (boz+ bayp) . —%(a?),o +bo3) — %(52,1 +ay,2)

Qa = —b _ =
1,0 0155 Ty 59 5
— (a3 +asy) — 35 (bos — bap)
+ 57
_1978(@1,4 +azp +ba3 +by1) — %(as,o +bos)
+ 5
+ _110%(0/174 + a'570) - %G’SQ - ﬁ)%bo,f) + %(bil,l - 62,3)
510 9
a1 = —850,152 + 4(boa + b2p)0 — 3(bos + aso) — baa
. — 2 (a13 +as1) — 23 (boa — bayp)
53
_%(al,zl +azo + 52,3 + b471) — %(ag,’o + 50’5)
+ 5
n %(54,1 —ba3) — %63,2 - %(05,0 +a14) — %bo,s
06 ’
1 5
—5(a14+aza +baz+bs1) — 5(aso +b
ar3 = —asg — 2(bpa —byp) + 3(@1a+ ag2 + bag 5 11) — 5(as0 + bos)
+ _%(alﬁl + as50) — %GBQ - 118752550,5 - %(52,3 —by1)

93 ’

e 15by5 + 5ai a4 — ba1 + ba s + 3as 2 + Sas g # 0 na perturbagao polinomial, entao a expressao de
£V ¢ dada por:

61 29 1
15b0,5 + 514 — by + bog + 3ags + 5 (ZG T )
(15bo5 + 5a1,.4 — bay + baz + 3as 2 + Sasp) st 576 576

cujas raizes sao Z = j:%, j:%, ii. Entao FF] possui trés raizes em (0, 1).
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C.6 Perturbacao de grau 6

Se escolhermos

1o =

Q12 =

+

3 bo1 + 3 (bo,2 + b20) " —1%(@3,0 +bo3) — %(112,1 +ay,2)

—bo1 — 252 59 =
9 9
—alas +'a3J)'_'§§(b0A:—'b4p)
57
9 45
_ﬁ(al,él + a3,2 + b273 + b471) - m(d{,,o + boﬁ)
58
135 81
1001 (014 + 050) — 1557032 — ]024b05 *‘1024(541 ba3)
510
135 81 27 675
1094915 + a5,1 — b60) — 1557 (as3 + b24) — 1557042 — 1555006
s11
567 243 81
— 3006 (@15 1 bo.6) — 5006 (@33 + a5,1) — 5555 (b2, + Do)
513 )

—800,10° + 4(bo 2 + b20)d — 3(boz + aso) — ba

_%g(al,3 + 0’3,1) - 2§7(b()74 — b4,0)

53
“%%(alA +ago+bag+ba1) —-%%?(a5@ + bos)
54
D (bag — bag) — 105 as s — 22 (as0 + ai4) — $252bo 5
56
§§1b42 %gzi(a15 +as,1 _'b60) 18§Z(a33 +‘b2,4)'— %%gbeﬁ

57

_%am - %(a&g +as1 — b6’0) — %bojﬁ 2?82 (b(; o+ b 4)7
59

(@14 +azz +bog+by1) — %(aao4—b&5)

l\?\»—t

—as1 — 2(bp 4 —'b4p)‘+

)
1059 3177 3177
— 550 (a1,4 + a5,0) — 3556a,2 — S50 bos — o0 (D23 — ban)
53
1059 3177 1050 1059
320 (al 5 + Qs 0 — b() 0) ~ 1600 (a3,3 + b274) bO 6 — 1600b4
5
5248467 5248467 2249343

749781 B
610000 M5 — Te0000 70,6 — Gaooos (93,3 — 45,1) — 30000 (P24 — b60)

96 ’
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3

ar4 = —5a3,2 — a5,0 — 350,5 - g(bzs - 54,1)

3 1
—a15 — g(a3,3 +bo4) —asy — dbog — zbao + beo

J

91217 13031 912177 13031 B
— 18000915 — oo (@3:3 + 5,1) — 55 00,6 — Sogo (P24 — beyo)

+ 53 ;

e Tay 5 + 3as s + 3as1 + 28bo6 + 2b24 — 2bs o # 0 na perturbacao polinomial, entao a expressao
de fl[G] é dada por:

1369 91 9 ]
(Tays + 3ass + 3as1 + 28bo + 2bs.4 — 2bg.0) <28 _ 1369 4 ) >

= yry -
3600 * 2400 6400 * 57600

cujas raizes sdo Z = jzl jzl il il Entao F[ ] possui quatro raizes em (0, 1).

C.7 Perturbacao de grau 7

Se escolhermos:

3bo 1 + 3 (boz + b2yo) n —%(@3,0 +bo3) — 1%(52,1 +ay )

1o = —bo,l
262 03 o4

9 9

N —sila1z +az1) — 55(boa — bap)
57
-9 b beq) — 25 b
n 128(0‘174 +ago+bos+baq) 128(%,0 + bos)
58

135 81

L 02 (@14 + aso) — 102293,2 — 1024b0 5+ 1024 51 (bag — by3)
510

135 81 27 675

X —1621(@15 + as1 — bep) — 033(as s + baa) — 1535042 — 1555006
S11

945 81 135

+ 2096 (a7 0 + bO 7) 1096 (b4,3 + a3,4> 4096 (al,ﬁ + b2,5 + b6,1 + a5,2)
512

567 243 81

4 10% (01,5 + boss) — G096 (@33 + 05.1) — 5005 (b2.4 + be0)
513
1701 729 243
L sl (a16 + aro) — gigs (34 + a52) — 8192 s10300.7 — S10504,3 — 8192 s1oal25 + 8192 s16206,1
S14
1701 243 _ 25515 5103 1215
| 3168 (bas + azo + aza) — 53755 (b3 — b61) — 55762007 — 33765916 — 3376515,

16 ’



1.2

ais

13

161

—8b071(52 + 4(1)0,2 + 62’0)5 — 3(()0’3 + CL370) — bg}l

_%(0’1,3 + a3,1) - %(b()A — b470)

53

59 295

—5(a1a +aza +baz +ba1) — =3 (aso + bos)

54
2617 _ 2617 13085 13085
5184(b4’1 ba3) — Tras%s, 5184 (as0 + ai4) 1725 0,5
56
2617 13085 65425
—iras (b2 — az3) — gy (a5 + asn — beo) — 5184b4 2~ 5iga 006
57
91595 2617 13085
20736 (0/7 0 + bO 7) 6912 (013 4 + b4 3) 20736 (a/l 6 + bQ D + bG 1 + as 2)
58

103427 103427 723989 723989

— o208 (433 + a5,1) — gz (024 — b6,0) — 155601915 — “a6ene 00,6
59

723989 103427 -

Toaa16 @16 + a70) — i (A34 — as2) — 373248(12307813b0 7

510
1137697by5 — 103427bg 1) — 190136043
510

26887735 3841105 _

13436928 ((17,0 + b275 + CL3,4> 13436928 (b4,3 b6,1) 447876 (134438675b0 7

512

26887735&176) - %aag

012 ’

2

3
—§(Cb3,3 + as1) — 4bos — =(bas — be o)

7

_%<a1,6 +arg) — 1%((13,4 +as2) — ﬁ(llbm +3bs3 — be1) — 17750,7

)
16231 16231 162315 16231, 16231
7500 (470 1 b2s + a3.4) — 50105 (bas — b61) — T5665 007 — Fi6g 916 — Toos0 %52
03 ’
1 5
—5(ara+azs +bag+by1) — 5(aso + bos)
= —agy — 2(boa — bag) +
3,1 0,4 — bap 5
1855 371, 18555 _ _ 371 _
L 516 (01,4 + a50) — 55982 — g5 005 — 575 (D23 — )
53
1855 371 9275
4 e (ar5+asp — beo) — 3g3(as3 +bas) — Z2bos — 576 $by o

54
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122390%15 (a70 + bO 7) %(CLBA + b4,3) - %(CLLG + b275 + b67]_ + a5,2)

+ 55
643699 643699 91957 91957
i 85011 15— 50736 00.6 — 7648 (93,3 — 05,1) — iy75 (02,4 — beo)
56
N — 8899 (a1,6 + aro) — BHL (a4 + as52) — Toees (10942883bg 7 + 1011527by 5
57
_ 9195Ths1) — 355tbas
57
133234661 19033523
4 23887872 (a70 +bas + a34) — 53557575 (a3 — b6 1) — 796264(666173305[)0 7
59
133234661a15) — ST as 5
09 ’
3
4 = —3l32— 050 — 3bos5 — 5(52,3 —by1)
—a15 — %(a3,3 +bay) — asy — Sbog — %54,2 + be.0
* 5
—E(am +bor) — 2%(@3,4 +by3) — i(al,ﬁ +bos +be1 + as2)
52
— 20015 — 555 (ass + as1) — T boe — 555(baa — be0)
+ 53
4 :158707 (a1 6 + ay 0) ?éé (CL374 + a572) 1440 (60809b0 7 + 5621b2 5 511b6 1) 480b 4,3
54
L e (@ro b + asa) = Goygg (bas = bea) — Tigng bor — i a6 — Tagaise
06 ’

e 42a1 6+ 14ag 4 + 10as 2 + 14a7,o 4 210bg 7 + 14bg 5 + 2by 3 — 2b61 # 0 na perturbacao polinomial,

entao a expressao de flm ¢ dada por:

(420'1,6 + 14@374 + 10@572 + 14(1770 + 210()077 + 14()275 + 2b473 - 2b6,1) <Z10 éggg Z8

1039 —»6 _ 971 4 2 1
+ 12960 Z 172800 Z"+ 5760 4 518400) )

cujas rafzes sdo Z = 34,43, +1, £, +¢. Entdo F possui cinco rafzes em (0,1).



Apéndice D

Condicoes (erais sobre os Coeficientes
da Perturbacao para se obter o nimero
maximo de ciclos limite no Sistema

S2-9

O método para a obtenc¢ao de tais exemplos é analogo ao descrito no apéndice C.

D.1 Pertubacao de grau 1

A tnica raiz de f2[1] é R =0, entao FQ[I] nao possui zeros em (0, 1).

D.2 Pertubacao de grau 2

Se escolhermos:

ain = —30(a10+bo1)+ bo2+ 2bap,

bop = 36(aio+bon),

eajog# —bo1 e bp1 # 0 na perturbacao polinomial, entao a expressao de f2[2} é dada por:
(al,O + bO,l) 5(622 — 57 -+ 1),

. e ~ ~ 2 . z
cujas raizes sdo Z = %, % Entao FQ[ } possui duas raizes em (0, 1).

163



D.3 Pertubacao de grau 3

Se escolhermos:

)
a2 = —52(611,0 +bo1) + g(bo,z +2b9p —ay1) —aso — by,
by = —98%(a1o+bo1) + 6(2bo2 + Hbap — 2a11) — 6(azg + boa),
aso = _66 (a10+boa1)) + 5(50,2 + 2byg — a1,1) — bo 3,

e ao 7# —boie bp1 # 0 na perturbacao polinomial, entdo a expressao de f2[3] é dada por:

26 1
(a0 + bo) 62 (823 — 322 +37 — 3>

. ) < <~ 3 P
cujas raizes sdo Z = %, %, i. Entao FQ[ ] possui trés raizes em (0,1).

D.4 Pertubacao de grau 4

Se escolhermos:

2
b470 = 253(CL1’0 + bO,l) + 5(52((11,1 — bo,g — 2[)2,0)

+ 2(5((11,2 + as,o + bo»g) + 6(1173 + 2&371 + 10[)0,4,

) 1
byo = —3(53(%,0 +bo1) — 552(611,1 —bo2 — 3bayp)

1
+ 55(361172 - 3a370 — 3b073 - b271) + 33&1,3 + 3&371 + 3950,4,

) 1
a3 = —5—453(%0 +bo1) — 552(%,1 — bo2 — 3b20)
1
— Ed(am + 3&370 + 350,3 + b2,1) - b0,47
169 ,
a1y = _ﬂé (a1,0 +bo1) — 6(ar1 — boz — 3b20) — 3(aso + bo ),

164

e ao# —bo1 e by # 0 na perturbacao polinomial, entdo a expressao de f2[4] ¢é dada por:

75 365 911 139 1 1
o) 8 (520 = 202+ 1 2 B 1 1)
(a0 + boa) 3 32 + 192 192 + 192 + 192)°

. , ~ ~ 4 . ,
cujas raizes sdo Z = %, %, i, %, —%. Entao FQ[ ] possui quatro raizes em (0, 1).
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D.5 Pertubacao de grau 5

Se escolhermos:
by1 = 6(54(a170 +bo1) + 253(CL1,1 —bo2 — 2ba )
+ 6(52(CL172 + aso + bo,g) + 5(18(11,3 + 6&371 + 3050,4 — 3b470)

+ 70&1’4 + 14&372 + 10&570 + 182()075 + 4b273,

19

b
3 2.0)

1
aspz = 5(54(0170 + b071> + 5(53(3a171 — 3b072 —
1., 1 1
+ 55 (Tai 2+ 9as o + 9bo 3 + 552,1) +6(ar3 + 3as1 + Thoa + 552,2 — 2b4)

5
- 87@174 + 5@570 - 177[)075 + §b273,

55 109 231
byz = _T854(a1’0 +bo1) — 172053(611,1 —bpo — @52,0)

1 253 13 1
— E52(Ta172 + 109@370 + 109[)073 + sz’l) - 5(5(6@173 + 9&371 + 241)074 + b272 — 6b470)

59
— ?&174 — 3(1,570 + 595075,

169
a4 = m54(a1,o +bo1) + @53(%,1 —bo2 — 3bay)

1
+ m52(a1,2 + 3asz + 3bo3 + ba1) — 2bg 5,

5899
a1 = —m52(al,o +bo1) — (a1 — by — 3bayp)

— 3aszg — 3boz — b1,

e ao# —bo1 e by # 0 na perturbacdo polinomial, entdo a expressao de f2[5] ¢é dada por:

280 364 14999 2641 25 25 1 1
=77 - A 70— —— 74 VA 72— 7 — )
(010 +b02) 0 ( 27 57 % 2430 2130° T 10ma” T 1oma 97207 9720/’

cujas raizes sao Z = %, %,

_ VI, s I,
(0,1).

11 3 ~ (5] . ,
 Er 5 T 0 550 550 L~ Entdo Fy7 possui cinco rafzes em

P
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D.6 Pertubacao de grau 6

Se escolhermos:

8 8
beo = 555(%,0 +bo1) + T564(a1’1 — by — 2bap)

8 4 1,

+ 6(5 (aLQ + as3,0 + boyg) + 5(5 (24&173 + 8@371 + 40()074 — 4b470)
1

-+ 175(161)273 + 40@5’0 + 56@372 + 728[)0’5 -+ 280@1’4 — 4b471>
1

+ 5(3262,4 + 1448[)076 + 56@3,3 + 200,571 + 4080,175),

5 11
bio = —255(@1,0 +bo1) — 654(@1,1 —bpo — Ebz,o)

1 1 1 2
- 553(3611,2 + 5&370 + 5b073 + 36271) + 552(1()@1,3 — 2@371 + 6b0,4 + 2b470 — §b272)

1
+ §5(346L3’2 - 2b273 - 10&570 + 1426[)0’5 + 662@1’4 - 2[)471)

1
+ 5(19317274 + 9541b0,6 + 157&3,3 + 15&5’1 + 2971&1,5),

128 1
62,4 = —@55(01170 -+ 6071) — %54(1161171 — 11[)072 — 25[)270)
1 1
— %53(196“72 + 33&370 + 33()073 + 3b271) — %52(12@,3 + 12&3’1 + 36b074 + 4[)272 — 12()470)
1
- %5<4b273 + 20&570 + 4@372 + 2812b0,5 + 14000,174 - 4:()471)
n 175971b 57261
_ —3a33 — ——a
349 0,6 3,3 349 1,55
658789
= "~ 5 b —5%(27169 — 24169bg 5 — 209210
M5 = Gerrorsd” (@0 T hon) + fiseieg? (27169 02 20)
n 3< 27169 (bos + aso) + 45913 - 1685 ba)
37004880 2 70T 111284640 2 T 22256028
+ ! 6%(781ay 3 + 781as; + 2343bg 4 + o 8l )
3091240 1.3 asz1 0,4 3 2,2 4,0
781
+ ————06(ba3 + Baso + Saszs + 5by 5 + @14 + ba1) — 3bo e,

9273720
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121027363
a4 = —754(%,0 +bo1) —

9732600 5%(972539(a1,1 — bo) — 2268777byp)

324420

1
- 32442052(2917617(bo,3 + azp) + 16213794, 5 + 3236990, )

— (5(3&1,3 + 3&371 + 9()0’4 + bz’z — 31)4,0)

— (b273 + 5@570 + a3 2 + 560,5 + 64,1»,

59087

a1 = —%52(% 0+ bo1) —0(ar1 —boa —bao) — (3bo 3 + 3aso + ba 1),

e ajg # —boie bpa1 # 0 na perturbacao polinomial, entdao a expressao de flm é dada por:

35280 o 47880 5 116320 ; 22271, 12079 ; 12079

793 793~ T 3065 3065 © | 142740° 142740
41 41 1 1
— 73— 7%+ 7+ )
35685 35685 142740 1427401
11 8 \/H _8 4 VA4l ;

11 8 _ V4 [6] L cai
S I E 6 T T 105 o5 b 105 1052 Entao F5" possui seis raizes em

(al,o + bo,l) 55(

cujas raizes sdo Z =

0,1).

OJ\»—I

1
2’



Apéndice E

Calculos dos Sistemas de Chebyshev

E.1 f2[4] possui no maximo 4 raizes em (0,1)

Para escrever f2[4] COIMo:
2[4} =ag(Z + 1)+ a1 2% 4+ a3 2% + asZ* + a4 2°,

basta tomar:

b4’0 = 2/3(5219270—2/3519271—a0/3+2/3b272,

13 = 5301170 + 53b0’1 — 5201171 + 52b0’2 + 3 (52b270 + 5&1,2 -3 (5&370

— 3(51)0,3 —5()271 —2&0 — Qy —|—3a3,1 +5b074 —bg}g,

b074 = —1/3 53CL170 — 1/3 53[)071 + 2/9 526L171 - 2/9 52[)072 - 2/3 526270
)
- 1/95a1,2+2/36a3,o+2/36bo,3+2/96b271+a0/2+1—a81

+ ag/18 —1/2as; +1/6bsp,

652[?2’0 = —12 5361170 —12 (53b071 +2 5261171 -2 5260,2 + 2 (5&172

+ 65a3,0+6(5b073+25bg,1—|—9a0+7a1 +5a2+3a3,

2(5317071 = =2 (53@1’0 +ap+ a; + as + ag + 2 ay.

Para utilizar o teorema de caracterizacao de ECT, temos que calcular os Wronskianos de
todas as ordens da familia {Z + 1, 2%, Z3, Z*  Z5}. Denote o Wronskiano de ordem i da familia

{fo,---, fn} POr W(fo,...,[;). Assim:
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o W(Z 41,722,723, 7%, 7°) = 288 Z° + 1440 Z*4,
o« W(Z+1,22,723,7%) =12 Z* + 48 Z3;

e W(Z+1,22,23)=223+6 7%

e W(Z+1,22)=2%+227,

e W(Z+1,2%) =7 +1;

Logo, nenhum Wronskiano se anula em (0,1) e portanto o sistema forma um ECT em

(0,1), logo f2[4] possui no méximo 4 raizes em (0, 1) para qualquer escolha de coeficientes da
perturbacao de grau 4.

E.2 # possui no maximo 5 raizes em (0,1)

Para escrever £y como:
= ag(Z+ 1)+ ar(ZP + Z°) + a2 + a32° + s 28 + a5 77

basta tomar:

2(536270 = 2 (5217271 — 2562,2 +3 5[)470 + ap + 2 b273 -3 b471,

—68%bp3 = —2a100" —2bg10* +20%ar; —28%bgs — 26%a10 + 60%azg — 4 5%by
+ 20a13—6d0asz; —100bos +80bao —90bsog+ap+2a; —2ara
+ 6aga—10as0 + 14bos — 12b9 3 + 13Dy,
—20bp4 = —2a106" —2by 6" +26%a10 —40ar3+38az; — Gbys+ ap

+ a;+as+6a14—6aze+5aso—6bys+3ba3 —2by1,
20%a12 = 6da13—3d0az1+ by + a3 —12a14+8azs —Haso — 3baz + 20471,
20%a1y = —2bgi6"+ap+a; +as+as+2a; +2a14+4bys,
bos = a5/2—1/2a14.

Para utilizar o teorema de caracterizacao de ECT, temos que calcular os Wronskianos de
todas as ordens da familia {Z + 1,23 + Z2, Z* 75, 7% Z7}. Assim:
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« W(Z+1,2%+ 22 2% 75,75, Z7) = 207360 Z' + 1244160 Z*° + 2419200 Z°;

« W(Z+1,2%+ 22,24 25, 75) = 1440 Z° + 7200 Z® + 11520 Z7;

« W(Z+1,23+ 22 24 25) = 48 Z7 + 192 Z + 240 Z5;

« W(Z+1,25+ 22,2 =625+ 18 24 + 16 Z5;

s W(Z+1,23+2%)=223+47*+27,

« W(Z+1)=2Z+1;

Logo, nenhum Wronskiano se anula em (0,1) e portanto o sistema forma um ECT em

(0,1), logo f2[5] possui no méximo 5 raizes em (0, 1) para qualquer escolha de coeficientes da
perturbagao de grau 5.

E.3 f2[6] possui no maximo 6 raizes em (0,1)

5
Para escrever f2[ ! como:

¥ = ao(Z +1) + ar(Z° + Z%) + aa(Z° + Z*) + a5 Z° + au Z" + a5 2° + ag Z°)

basta tomar:

854b2,0

bao

b6,0

= 88%by; — 80%bgg + 126%bag + 8 by — 120 by + ag — 8oy + 12bs9 — 15 s,

18 b076

75b60 16b24 10&51 6&33 9
: : = — : 2/1 — 2/1746
& 1w T M T2/
13 (Sb471 4(5317271 8 52b272 952b470 125()273 6 (Sgb(),g
AR A A A A T A
14(5()05 652CL31 4 66@32 105@50 5 10604(52
A _ 1 19/1 2 _ 0 _2/1 — =0
17 7 T ma 7 2Tl =
603
2/17 a100° — 2/17 by 2 + 20 — 2/17 831 5 + % +oay /34,
416 bg 4 664 as s 2024 ais 632 b() 6 68 Ao 104 526L1 3
i 40,571 _ i + i _ i _ + i
405 135 405 135 405 45
1486 by1 | 3040%1  1120%p, | T68%hyg | 320by;  1520%5 296001
135 405 135 45 135 135 81
568560,5 852CL371 152 (54Cl171 4 39250/3’2 40(5&5’0 i 232 b071(55 4 8()074(52
405 9 405 135 27 135 15

232 a1,0(55 n 152 6460’2 152 (53a3,0 392 5361172 29 ap 106 ay

135 405 135 405 135 405 7
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7b274 4 7&3,3 31 a15 37 a2 3526“’3 _ 5()471 (536271

b = — — _
06 102 34 ol 1632 68 68 ol
(546L1’1 (5&3,2 55&570 4 13 b07155 9b0’4(52 4 13 (117055 4 54b072
102 68 68 68 68 68 102
. 1/3453a370_2(53(11’2_90/3 _13&0_41@1

51 544 544 1632’
48040y = 144 6%az0 4+ 1928315 + 728 ass + 360 6 asg — 1480 by 16° + 648 by 46>
— 1480 a1,00° + 144 6°bg 3 — 728 § ay 4 — 12400 by 5 + 216 6%az; + 48 §*ar
+ 2166%a13 + 720 byy — 96 6°byg + 72 6%bg g — 216 6%bag + 726 by + 149 ag

+ 1794y + 191 a; + 136 a; + 185 ag + 800 ay 5 — 200 by 4 — 600 as.s,

17 a2 68 by 10°
ass = —4/505 —4/30a14—8/35bos +4/3a15 — —5i- = 1/3bya + !
68 a1,0(55 17 aq 17 (Z4 17 ap 17 as
15 30 15 30 30
855(1170 = —8b07155—|—a0+a1+a2—|—a3—|—2a4 +2@5+2(16.

Para utilizar o teorema de caracterizagdo de ECT, temos que calcular os Wronskianos de
todas as ordens da familia {Z + 1,23 + 22, Z° + 74, 7%, Z7, 78, Z°}. Assim:

o W(Z+1, 23422, 75+2%, 75,27, 78, 79) = 2786918400 Z'8+19508428800 Z17+52951449600 Z16+
58525286400 Z15;

« W(Z+1,2°8+ 22,25+ 2%, 25,27, Z8) = 2419200 Z'5 + 14515200 Z* + 33384960 Z'3 +
30965760 Z'2;

Z+1,734 2225+ 74, 75, 27) = 11520 Z'2 + 57600 Z'! + 108288 Z1° + 80640 Z°;
Z+ 1,734 22725+ 74, Z6) = 240 Z° + 960 Z8 + 1392 Z7 + 768 Z°;

Z+ 1,23 4+7%)=22734+42%+27;

Wi
Wi
e W(Z+ 1,23+ 272, Z°+7Z%) =16 Z° + 48 Z° + 48 Z* + 16 Z3;
Wi
Wi

Z4+1)=27Z+1;

Logo, nenhum Wronskiano se anula em (0,1) e portanto o sistema forma um ECT em

(0,1), logo f2[6] possui no méximo 6 raizes em (0, 1) para qualquer escolha de coeficientes da
perturbagao de grau 6.



Apéndice F

Funcgoes da equacao (3.4.12)

Explicitamos abaixo as expressoes de D(R, 1), A; j(R, ), B; j(R,1), que aparecem na equa-

cao (3.4.12):

AI,O(R7 1/})

—2 R (cos (1))

16 R? (cos ())* dsen (¢) \/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (¢))" R?

32 R* (cos (1))° 63 (sen ())? \/1 + 462 (cos (1)) R? — 462 (cos (1))* R?

8 R* (cos (1))* 63 (sen (¢))? ¢ 14462 (cos (1))> R? — 462 (cos (¢))" R?

24 R* (cos (1))° 63sen (1)) \/1 + 462 (cos (1))> R? — 462 (cos (¢))* R?

120 R* (cos (¥))° 63sen (¢) \/1 + 462 (cos ())* R? — 462 (cos (¢))* R?

96 R* (cos (1))" 63sen (1) \/1 + 462 (cos (1)) R? — 462 (cos ()" R?
8 R* (cos (1))? 02 (sen (1)) + 4 R? (cos (1))* 6% + 24 R3 (cos (1))° 62
16 R? (cos (1)) 6% — 64 R (cos ()" 6* — 28 R3 (cos (¥))* 62

144 R5 (cos (1))® 6* — 96 R® (cos (¥))° 6*

2 R? cos (1) d sen (1)) \/1 + 462 (cos ())* R — 462 (cos ()" R?
40 R? (cos ()" 62 (sen (1))* 4 48 R5 (cos (1))" 64 (sen (¥))*

240 R (cos (1))® 6* (sen (1)) + 192 R? (cos ())° 6* (sen (1))?,
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Aor(R, ) =

Bl,O(R> w)

12 cos (1) 62 R¥sen (1) + 56 R3 (cos (1))° 62sen (1))

8 R2 (cos (1)) 8 \/ 14462 (cos (1))* R — 462 (cos (1)) R?

10 R2 (cos (1)) /1 + 462 (cos ())* R? — 462 (cos (¢))* RS

68 R* (cos (¥))° 6%sen (¥) — 2 cos (1) sen (¢) R

72 R* (cos ()0 83/1 + 482 (cos (1))? R? — 482 (cos ())* R?

48 R* (cos (1)) 63\/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1))* R?
16 6* (cos (1)) (sen (¢))” R® — 8 R* (cos (¢))” 62 (sen (1))
64 R® (cos (1))" 6 (sen (1))* — 80 R® (cos (1))” 6* (sen ())”
288 R5 (cos (1)) 0%sen (1) + 432 R (cos ()" 6sen (1)

192 R® (cos (0))” 6%sen (1) + 48 (cos (1))* 64 RPsen (1)

8% (cos (1))? R4\/1 + 462 (cos (1))? R? — 462 (cos (1))* R?

32 R* (cos (1))° 53\/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (¢))" R?

2 R25 /1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1))* R?

120 R* (cos (¥))* 62 (sen () \/1 + 462 (cos ())* R? — 462 (cos ()" R?

96 R* (cos (1))° 0% (sen (1)) \/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1)) R?

24 6% (cos (1)) (sen (1)) R4\/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos ()" R?

8 R2 (cos (1))* 8 (sen (1)) \/1 + 462 (cos (1)) R? — 462 (cos (v))* R?,

= —2cos(¢)sen () R

+ 56 R (cos (1))° 8%/1+ 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (¢))* R?

— 24 R*(cos ()" 53¢1 + 462 (cos (1))? R? — 462 (cos ()" R?

— 6 R2(cos ()% \/1 + 462 (cos (1))* R2 — 482 (cos (1))* R?
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+ 56 R? (cos (¥))° 0%sen (1)

+ 8 R2(cos (1)) 6 /1 4462 (cos (v))? R? — 462 (cos (v))* R?

— 44 R3(cos (w))3 §2sen (¢)

+ 96 R* (cos (¢))6 53 (sen (w))2 \/1 + 462 (cos (@/)))2 R? — 462 (cos (¢))4 R?

— T2R*(cos (1))" 6% (sen (1))? /1 + 462 (cos (1))? R? — 462 (cos (1))* R?

— 8R?(cos (1))* 6 (sen (¥))” \/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1))* R?
= 81 (cos (1)) 0% (sen (1))” + 64 R® (cos (1)) 6" (sen (1))
— 48RP (cos (1))” 0% (sen (1))* + 336 R (cos ()" dsen (¢))

— 192 R5 (cos (¥))” 6%sen (¥) — 144 R® (cos (1)) d%sen (1))

— 32 R*(cos (1)) 63\/1 + 462 (cos (v))? R? — 462 (cos (v))* R?,

Bo1(R,Y) = —2R+2R(cos())” — 144 R® (cos ()" 0% (sen (1))
+ 336 R (cos (¥))° 6* (sen (1))* — 192 R® (cos ())® 6* (sen (1))
+ 40 R3 (cos ()" 62 (sen (1))* — 32 R3 (cos (1))? 02 (sen (¥))”

+ 44 R3(cos ()" 62

— 14 R?cos (v)) d sen (v)) \/1 + 462 (cos (1))> R? — 462 (cos (v))* R?
— 20 R?(cos (1)) 02 — 176 R5 (cos (1)) 6* — 48 R5 (cos (1))* 6*

+ 160 R® (cos (1)) 6

— 72 R*(cos (1))’ 83sen (1)) \/1 + 462 (cos (1))> R? — 462 (cos (¢))* R?

+ 168 R* (cos (1)) &3sen (¢)) \/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1))" R?

+ 64 R% (cos (1))'0 6* — 24 R? (cos (1))° 62

+ 16 R? (cos (¢))® d sen (1) \/1 + 462 (cos (1))* R — 462 (cos (1)) R?
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+ 32 R*(cos (1))° 8 (sen (v))* \/1 + 462 (cos (1))* R? — 462 (cos (1)) R?

— 24 R*(cos (1))* 6 (sen (1))* /1 + 462 (cos (1))? R? — 462 (cos (1))* R?

— 96 R*(cos (1))" 3sen (1)) \/1 + 462 (cos (1)) R? — 462 (cos (v))* R?,

D(R,v) = —1—106cos (¢)sen (1) R\/l + 462 (cos (19))* R? — 462 (cos (v))* R?

+ 5262 (cos ()" R? — 5262 (cos (1)) R?

— 1600 (cos ()’ sen (1) RS\/l + 462 (cos (1))* R2 — 462 (cos (¥))* R?

— 51265 (cos (¢))° sen (1) R5\/1 + 462 (cos (¥))? R2 — 462 (cos (¢))* R?

+ 102405 (cos (1)) sen (1) RS\/l + 462 (cos (¥))* R? — 462 (cos (1)) R?
+ 8966*R* (cos (19))® — 4488* (cos () R* + 30720 RS (cos (1))®
— 307205 (cos (1)) R® + 10246° (cos (¥))'* RS — 4485* (cos (1)) R*

—  10246% (cos (1))° RS

+ 16063 (cos () sen (1) R3\/1 + 462 (cos (1))* R2 — 462 (cos ()" R?

— 5126° (cos (¥))” sen () R5\/1 + 462 (cos (¥))* R2 — 452 (cos (1))* R2.



Apéndice G

Expressao da fungao « (.3.8

A expressdo da fungao « (5.3.8)) é dada por:

P(z)
Q(z)’

a(x) =

onde:

P(z) = 2AB <64 ABERz® — 208 ABERz* — 144 ABEz® — 1024 Ex” — 512 Ra”
— 112 ABERz® 4+ 130 ABExz* — 4992 ERx® + 7040 Ex°® + 3520 Rx® + 3520 27
+ 182 ABER2* 4+ 1240 ABEx® — 384 AEz* — 192 RAx* + 26208 E Rx*
— 2304 Ex® 4 3840 Rx® — 20144 2° + 725 ABERx — 1170 ABEx?* — 1248 AE Rx?
+ 1248 AEx® 4+ 624 RAx® 4+ 1008 Az* — 16276 ERx® — 49108 Ex* — 50762 Ra*
— 20382° — 1355 ABEx + 2028 AERx + 1920 AEx? + 2208 RAx* — 2262 Ax®
— 72904 ERx? + 7736 Ex® + 20144 Ra® + 151080 2* + 3120 AER — 3120 AEx
— 3588 RAx — 6600 Az? + 27950 E Rz + 216630 E2” 4 181219 Ra* — 62401
— 7470 AE — 6855 RA + 8190 Az + 106340 ER — 76820 Ex — 66360 Rz — 452060 22

+ 15270 A — 234800 E — 223740 R + 146695 = + 500650),
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+

+

+

+

A

b

177

E (8192 2" + 45056 Rz® — 69632 2° + 3072 Az — 312832 Ra™ 4 106496 2®

14976 RAx® — 21120 Az® 4 669312 Ra® + 398464 27 — 78624 RAx" + 6912 Ax®
54912 Ra® — 1304584 2° + 48828 RAz® + 147324 Az — 2738616 Ra* — 288048 z°
218712 RAz® — 23208 Ax® + 3591640 Ra® + 9142732 2* — 83850 RAx — 649890 Az*
9048840 Rz? — 11257880 2 — 319020 RA 4 230460 Az — 10602540 Rz — 23137410 2

704400 A — 14867650 R + 23582900 = + 33262175),

R = V—22+5,

= V641t — 20823 + 208 Rr?2 — 320 22 — 338 Rx + 520 v — 520 R + 1245,

E = $ 4 2 29
AR+4z—13)" (R —x)

= 642° — 3362 + 208 Ra® + 96 2° + 24 Ax® — 754 Rz® + 1160 22 — 39 Az

+ 156 Rx + 39 RA + 2052 — 60 A + 1040 R — 2490,

e para cada z € C — {0}, definimos:

1, se Re(z) >0ou Re(z) =0e¢ Im(z) >0,
csgn(z) =
—1, se Re(z) <0ou Re(z) =0e¢ Im(z) <O0.
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