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Resumo

Desde as primeiras formulagdes em elementos finitos para o eletromagnetismo, os
modos espurios sempre foram um empecilho para a andlise modal. Inicialmente, elementos
nodais foram utilizados a fim de resolver a equagao vetorial de onda no dominio da frequéncia.
Naquele momento, os modos espurios eram encontrados espalhados pelo espectro, o que
dificultava a distin¢ao entre solugdes fisicas e solu¢des espurias. Anos mais tarde, o problema foi
aparentemente resolvido pelo uso de elementos de aresta na equagao vetorial de onda. Essa
nova aproximagao nao eliminava por completo as solugdes nao fisicas, apenas as confinava em
torno do autovalor zero, o que nao era problema na maioria das situagdes na analise modal.
Recentemente, novas aplicagdes de elementos finitos no dominio do tempo resultaram em
solucdes instaveis, devido a presenca dos modos esptirios em baixas frequéncias. Na década de
1990, Demkowicz[1], propds uma formulagao diferente em elementos finitos usando uma
combinacdo da equagao vetorial de onda com a condi¢ao do divergente de Gauss, que eliminou
por completo os modos espurios. O objetivo deste trabalho é analisar o impacto da condic¢ao de

Gauss no FEM e entender como a mesma elimina os modos espurios.

Palavras-chave: método de elementos finitos, guias de onda, fotonica



Abstract

Since the earlier finite elements formulation for electromagnetics, spurious solutions
have always plagued the modal analysis. Initially, nodal elements were employed to solve the
vectorial wave equation in frequency domain. At that moment, the spurious modes could be
found spread in frequency spectrum, and it was hard to distinguish between physical solutions
and spurious ones. Some years later, this issue was apparently solved by using in the edge
elements. This new approach does not completely eliminate non-physical solutions, but only
confine them around to zero eigenvalue, which is not a problem in most of the situations in
modal analysis. Recently, new applications of finite elements in time domain resulted to instable
solution behavior, due to spurious modes at low frequencies. In the nineties, Demkowicz [1]
proposed a different FEM formulation using a combination of vectorial wave equation and
Gauss divergent equation, which definitely eliminates the spurious modes. The goal of this
work is to analyze the impact of the Gauss condition in FEM and understand how it can

eliminate spurious modes.

Keywords: finite element method, wave guides, photonics
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Capitulo 1 : Introducao

O método de elementos finitos sempre se mostrou uma importante ferramenta para a
solugao numérica de equagdes diferenciais. Dentre suas muitas vantagens [2] [3], destaca-se sua
tlexibilidade: pode ser aplicado a praticamente todos os problemas de equagdes diferenciais
tanto parciais como ordindrias; lineares ou nao lineares. Da mesma forma pode ser aplicado
com malhas estruturadas ou nao estruturadas, o que nao é possivel em outros métodos como,
por exemplo, diferencas finitas. Para a presente pesquisa, serd empregada a formulacao em

elementos finitos com o objetivo de calcular a solu¢ao numérica da equagao vetorial de onda.

As primeiras aplica¢Oes de elementos finitos para o Eletromagnetismo datam do periodo
entre 1960 e 1970. Naquele momento a andlise modal era feita com elementos nodais utilizando
a equagao de onda. Apesar de permitir o calculo dos autovalores e autovetores com relativa
precisdao, o uso da malha nao estruturada levava ao aparecimento de solucgdes nao fisicas,
também conhecidas como modos espurios. Os modos espurios apareciam distribuidos no
espectro de frequéncias, o que dificultava a distin¢ao de solugoes fisicas e ndo fisicas. Da anadlise
das solugdes espuirias observou-se que as mesmas nao satisfaziam a equagao do divergente de
Gauss. Na época, diversas técnicas auxiliares foram empregadas a fim de contornar o problema

como, por exemplo, o método das penalidades [4][5].

Anos mais tarde, o problema havia sido resolvido com o uso dos elementos de aresta ou
elementos de Whitney. Tratava-se de uma nova abordagem em elementos finitos que consistia
no uso de bases vetoriais também conhecidas como bases de arestas. A nova técnica mostrava-
se de antemdo mais adequada que a anterior uma vez que estava de acordo com o carater
vetorial dos campos E e H. Sua grande vantagem era que no interior dos elementos, a condigao

de Gauss era satisfeita. Sendo assim, os modos espurios desapareciam do espectro e

12



Capitulo 1 - NTRODUGAO 13

concentravam-se em frequéncias em torno de zero. Desde entdo, o problema dos modos

espurios foi considerado resolvido.

Recentemente, novas aplicagdes de elementos finitos no dominio do tempo [6], [7] e [8]
tem se apresentado instaveis. A razao para isso sao os modos espurios, ja que, 0os mesmos
concentram-se em baixas frequéncias, o resultado no dominio do tempo é um comportamento

instavel.

E com essa nova perspectiva que se deseja retornar ao antigo problema a fim de permitir
novas aplicacoes do FEM. A presente pesquisa analisa uma importante abordagem [1], utilizada
em meados da década de 1990, que eliminou por completo os modos nao fisicos. A solugao
encontrada na época foi: uma vez que a equacao de Gauss nao € satisfeita, a ideia € imp06-la no

equacionamento.

1.1 Objetivos

O objetivo desta pesquisa € analisar o impacto da equacao do divergente nos modos
espurios, utilizando-se o método de elementos finitos para a analise modal. No capitulo 2, serao
apresentadas e comparadas quatro formulagdes, sendo duas delas utilizando apenas a equagao
vetorial de onda (componentes transversais e componente longitudinal) e duas utilizando a
equagao transversal de onda e a equagao do divergente. O sistema de andlise modal foi
elaborado sobre a plataforma Matlab — The Language of Technical Computing R2007a, por permitir

o rapido desenvolvimento e a simples manutencao.

1.2 Elementos Finitos

13



Capitulo 1 - NTRODUGAO 14

1.2.1 ABORDAGEM GERAL

O método de elementos finitos, conforme descrito na introducao, consiste num método
numérico empregado para resolver equagdes diferenciais. Esta pesquisa tratard a equagao
vetorial de onda no dominio da frequéncia, que pode ser obtida diretamente da manipulagado
das equagoes de Maxwell também no dominio da frequéncia. Apesar de ser realizado o calculo
das trés componentes de campo (Ex, Ey e Ez ou Hx, Hy e Hz), o problema a ser estudado na
analise modal possui natureza bidimensional: os campos serdo calculados em um plano
transversal de guia de onda supostamente infinito. A Figura 1.1 mostra um exemplo de guia de
onda a ser resolvido. Nele pode-se observar que o dominio computacional é divido em
pequenos elementos bidimensionais. E extensamente reportada na literatura [2],[3] o uso de
triangulos, por permitir a criacdo de malhas ndo estruturadas e pela simplicidade de
equacionamento. As malhas computacionais, conforme mostrado na Figura 1.1, foram geradas
externamente ao Matlab, pelo software GiD - the personal pre and posprocessor — versio 7.2, por
constituir uma ferramenta flexivel para a geracao de malhas bidimensionais. Uma vez geradas,
as malhas foram exportadas em arquivos texto, constituindo-se entradas do sistema

desenvolvido.

Proximo as fronteiras do dominio computacional podem ser empregadas PMLs (do
inglés Perfect Matched Layers — Camadas Perfeitamente Casadas), camadas que absorvem a onda
eletromagnética sem gerar reflexdes, simulando a radiagdo em espacgo livre. Exatamente nas
bordas, aplicam-se a condi¢cao de contorno PEC (do inglés Perfect Electrical Conductor —
Condutor Elétrico Perfeito), ou seja, n X E =0 ou PMC (Perfect Magnetical Conductor — Condutor
Magnético Perfeito) que consiste em n X H = 0. Detalhes a respeito das PMLs e das condi¢des de

contorno serao discutidos nas préximas segoes.

14
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Figural.l Exemplo de guia de onda

O primeiro passo para a obtenc¢ao da solugdo numérica dos problemas de modelagem
eletromagnética por elementos finitos é realizar a separagdo da equacgdo diferencial de onda
vetorial em componentes longitudinais e em componentes transversais. A separagao de
variaveis consiste numa etapa fundamental desse processo, uma vez que, para a analise em
modos espurios, a equacao longitudinal utilizada serd ora a equagao longitudinal de onda, ora a
equacao do divergente. Por outro lado, sempre sera empregado o uso da equagao transversal de

onda. Terminada a decomposicao, as equagoes de onda podem ser reescritas da seguinte forma:

[£][A] = f (1.1)
Sendo A, o campo elétrico ou magnético, [£] a matriz de operadores e f o termo nao
homogéneo da equagao. Para o presente problema, como serao estudados os casos sem fontes,

apenas a equagao homogénea sera considerada.

1.2.2 RESIDUOS PONDERADOS E METODO DE GALERKIN[2][3]

Suponha £ um operador arbitrario aplicado sobre a fungdo ugy, produz outra fungao f,

sobre o dominio Q, e sujeito as condigoes de contorno 9. Reescrevendo (1.1 ):

15



Capitulo 1 - NTRODUGAO 16

L(uO) = f' (1.2)

Sendo uy a solugdo exata da equagao diferencial em Q e f a fungao de excitagao.

O calculo de solugdes analiticas para problemas em eletromagnetismo sao restritas a
geometrias simples e particulares. Dai a necessidade da busca de solu¢des numéricas. Dessa

maneira, pode-se aproximar ug por:

Uy = U= Zajd)j; (13)

j=1
Sendo 1 a solugdo aproximada, a; os coeficientes a serem determinados e ¢; as fungdes

de expansao, todas linearmente independentes.

No caso estudado, tais coeficientes sao determinados por elemento, ou seja, 0 campo por

elemento ¢ dado por uma soma de fungdes ¢, que em geral sao polindmios de grau N.
Seja a defini¢ao do produto interno em Q dado por:
(a,b) = J a- b*dqQ, (14)
Q

Sendo ae b duas fungdes vetoriais quaisquer definidas em Q

Definindo a fungao Erro por:

E=Luw-f (15)

Sendo E a fungao erro

Observa-se que E = 0, acontece apenas para o caso u = Uy, ou seja, apenas para a
solucdo analitica. Uma vez que o erro é diferente de zero para as fungdes numéricas, pode-se

definir o Residuo por elemento ortogonalizando-o com uma funcao de ponderacao:

16



Capitulo 1 - NTRODUGAO 17

Ri = (E. ;) = j L) - ) Prd (16)

Q

Sendo R; o residuo por elemento e ¥; as fun¢des de ponderagao. Os coeficientes de
¢ mostrados em ( 1.3 ) sao entao determinados, impondo que os residuos sejam zero, e assim o

erro médio em Q, ponderado pelas fungdes ; , seja nulo.

O método de Galerkin consiste em fazer as fun¢des de ponderagao e as fungdes de
expansao (também chamadas de fungdes de base) serem as mesmas. Este método aproxima a
solucao de um dado conjunto de equagdes diferenciais e de suas condi¢des de contorno pela
substituicao nelas de uma ou mais fungdes de base, as quais satisfazem as condigoes de
contorno impostas pelo problema. Como as fungdes de expansao sao, em geral, diferentes da
solucao exata, os valores obtidos para a funcao erro é diferente de zero. Esta fungdo entao é
ponderada pelos modos de solucdo aproximada e imposta iguais a zero sobre o dominio. A

fungao erro é dada por:

n

Esta deve ser ortogonalizada com a mesma fungao de aproximagao:

n

(E,¢i)=_f L Zajqb,- —flep;da=0 (1.8)

Q j=1

A equacao ( 1.8 ) representa um conjunto de equagdes lineares (uma equagao por fungao
¢; de um elemento especifico). Aplicando as equagdes a todos os elementos mais as condi¢des
de contorno, pode ser obtido um sistema global de equagdes, que na maioria dos problemas

possui a forma de:

17



Capitulo 1 - NTRODUGAO 18

Ax=Db (1.9)
Sendo A a matriz global obtida, b o vetor global, e x o vetor de coeficientes das fungoes

de aproximagao.
Para os problemas de andlise modal, porém, os campos sao calculados como:

E = EO evz
H = HO e vz

(1.10)

Sendo E e H os campos elétricos e magnéticos; Eg e Hy os campos transversais,

independentes de z; e y a constante de propagacao.

A constante y nao € conhecida e, portanto nao representa uma entrada do sistema e sim
uma incognita. Mostrar-se-a no proximo capitulo que, manipulando ( 1.8 ) tem-se um problema

de autovalores generalizados na forma:

Ax=y?’Bx (1.11)
Sendo A e B matrizes globais, x o vetor de coeficientes a serem determinados e v? o

autovalor do sistema.

O mesmo conjunto de equagdes poderia ter sido obtido a partir de formulagdes
variacionais equivalentes do método de elementos finitos detalhados nas referéncias [2],[3],[9] e
[10]. O problema de autovalores generalizado foi resolvido utilizando os comandos eig e sptarn

do Matlab.

1.2.3 ELEMENTOS NODAIS E ELEMENTOS DE ARESTA

Como discutido na se¢ao anterior, o campo elétrico ou magnético é aproximado por uma
soma de fungdes polinomiais chamadas de fun¢des de forma ou fung¢des de base. O problema de
analise modal resolvido nesta pesquisa é bidimensional, por tanto, as fun¢des de aproximacao

sao polindmios em x e y. Para o campo transversal serdao empregadas bases vetoriais de aresta

18
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ou bases de Whitney. Por outro lado, para o campo na direcao z serd utilizado bases nodais, que

sao fungdes escalares. Comec¢ando a analise pelo campo z, este é aproximado por:

— e je
AZO - Z azjLj
j=1 (1.12)

¢. os coeficientes a serem

Sendo A,y a componente z do campo elétrico ou magnético, az;

determinados e Lje-as bases escalares em duas dimensaoes.

Na presente pesquisa as equagdes foram resolvidas utilizando elementos de primeira

ordem. De acordo com [2] e [3], as bases escalares podem ser escritas como:
_aj+ bix+ gy
L]e-(x,y) = T (1.13)
Sendo:

— v v v v
a4 = XY j-1— Xj-1Y j1

bj= Y= ¥Yja

G=Xj 1= Xy

11 x? yv (1.14)
A=§1 xy y?¥

1 x3 y3

Sendo (x7,y ) sdo as coordenadas do j-ésimo vértice paraj=1,2 ou 3.

A equacao ( 1.14 ) utiliza notagdo indice circular: seja w; = xj ou w; = y/. Se j = 3,

Wjy1 = wy. Da mesma forma se j =1, wj_; = wj. A Figura 1.2 mostra a distribuicao de valores
escalares no elemento das fung¢des de forma Lf, LS e L§. Observa-se que o valor maximo ocorre

sempre em um dos vértices e o valor é nulo nos outros dois.
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1.0

Figura1l.2 Valores escalares das bases de nodais de primeira ordem no elemento (a)

Base L¢ (b) Base L (c) Base L

Para o campo transversal, por outro lado, foram empregadas bases vetoriais conhecidas

como bases de Whitney. Neste caso, o campo transversal pode ser expandido na forma:

3

Ao (x,y) = Z ai;iNj (x,y) (1.15)
j=1

Sendo A o campo elétrico ou magnético na direcdo transversal, ag; os coeficientes a

serem determinados e N} as bases de Whitney. A Figura 1.3 ilustra a convencao utilizada.

aresta 3 aresta 2

Di———}-x 1 ~ aresta 1

Figura1l.3 Elementos de aresta

De acordo com [2] e [3] os elementos N;-’ em primeira ordem sao dados por:

20
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N§ = ej(Lj-Vth.H - Lje-+1l7tL]€-)

(1.16)
— v v 2 v v 2
= \/(xj+1_ )+ (- v7))
Substituindo (1.13 ) em ( 1.16 ) e desenvolvendo:
e =Y b b;) + (b b
§ = sz *l(@bje1 = apabj) + (bracy = bicea Jy] +
2.
j (1.17)
a2 Y1(@¢js1 = Gaabj) = (bjea6s = bicria )]
E importante notar que ( 1.17 ) possui a forma:
N =gx+ f()y (118)

A Figura 1.4 mostra a visualiza¢ao das fung¢des de base de primeira ordem no elemento.

e

arestal

Figural.4 Campo vetorial das bases de aresta de primeira ordem nos elementos (a)

Base N¢ (b) Base N§ (c) Base N§
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1.3 Consideragoes sobre os modos espurios

Uma das mais importantes caracteristicas dos elementos de Aresta é que a equagao de
Gauss € satisfeita, ndo apenas no interior dos elementos, mas também nas bordas dos

elementos.

Calculando V; - A4p:

n
VA =T, ) (afNg)
=1

(1.19)
Para a primeira ordem, tem-se que n=3
Entao:
n
Vi Ago = Z (angt ' Nf)
= (1.20)
Substituindo (1.18 ):
AV 2 (a7, [gx+ F]} =
= (121)

i  [090) | 07 ()
@i ax dy

j=1
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Entao:

Vi A= 0
(1.22)

A demonstragao aqui feita utiliza apenas termos de primeira ordem, porém mostra-se
que ( 1.22 ) é valida também para os elementos de ordem n [2]. A Figura 1.5 mostra alguns
elementos adjacentes. Verificou-se anteriormente que a condicao do divergente é satisfeita
localmente no interior dos elementos. As cargas numéricas, porém surgem na montagem do
sistema global. Devido a continuidade do campo tangente, o campo elétrico ou magnético é o
mesmo nas bordas para elementos adjacentes, ainda que as permissividades elétricas e
magnéticas forem diferentes. Tem-se, entao, que a condi¢do do divergente € satisfeita tanto no
interior como nas bordas dos elementos, devido a continuidade dos campos. Por exclusao, as
cargas numeéricas encontram-se nos nds dos elementos. Detalhes a respeitos da origem de tal

carga serao apresentados nos capitulos posteriores.

Figural.5 Exemplo de elementos adjacentes
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1.3 Elementos finitos e dominio do tempo combinados

O método de diferencas finitas (FDTD)[11] tem sido extensivamente empregado para o
estudo da evolugao temporal dos campos. Possui muitas vantagens como a simplicidade de
equacionamento, e a alta eficiéncia temporal: 0 mesmo nao depende de métodos implicitos
como inversdao de matrizes ou resolver problemas de autovalores como o FEM. Sua principal
desvantagem € que em sua formulagao original, este suporta apenas malhas estruturadas. A fim
de resolver esse problema, foi feita a combinac¢ao dos métodos FEM / FDTD[6][7][8]: a partir de
um pulso fornecido em t=0 como entrada, o esse novo método realiza evolugao temporal de
maneira muito eficiente e vantajosa, uma vez que as malhas ndo estruturadas sao permitidas. A
ideia principal consiste em fazer as varidveis espaciais (x,y,z) sujeitos ao FEM; e a variavel
temporal sujeito a evolugao em diferengas finitas. A equagao ( 1.23 ) mostra a equagao vetorial

de onda a ser resolvida no dominio do tempo.

0%E
VX (VXE — =0 (1.23)

Sendo E o campo elétrico. A mesma equagao € valida também para o campo magnético

Empregando o método FEM, como descrito anteriormente, para as variaveis espaciais e

aplicando a discretizagao no tempo, obtém-se a equagao ( 1.24 ):

2 2
<[C] + A—t[1)]> Etl =2 <[C] _AC [D]) E" —

4 4
(1.24)
A2
<[C] + T[D]> Emt1
As matrizes [C] e [D] sao dadas por:
[C] = f(Vt x N£*) (v, x N§3)da (1.25)
Q
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[D] = J N§3 N§3dQ (1.26)
Q

As matrizes C e D s@o obtidas a partir da técnica de elementos finitos e sao equivalentes
aos dois primeiros termos da equagao ( 2.56 ) obtidos no capitulo 2. A tnica diferenca é que os
elementos de aresta N¢3 sio tridimensionais, geralmente empregados a elementos como
tetraedros ou prismas, enquanto os termos de ( 2.56 ) sao bidimensionais. A equagao ( 1.24 )
mostra também a evolucado temporal por diferencas finitas: o campo no instante n+1 pode ser

calculado como fungao dos campos nos instantes n e n -1.

De acordo com [6],[7] e [8]: os resultados da implementacao desse método sao
comportamentos instaveis no tempo. Durante um intervalo de tempo inicial, a evolugado
temporal mostra-se eficaz e os resultados sdo coerentes; passados cerca de algumas centenas de
passos temporais (esse valor pode variar de problema a problema), tem-se uma instabilidade
crescente que impede a evolucao temporal. Os artigos atribuem o motivo da instabilidade dos
campos aos modos espurios em torno da frequéncia zero; os artigos mostram também algumas
estratégias a fim de eliminar tais instabilidades como, a construgao de filtros passa baixa e

aplicacdo de termos de penalidades.

As instabilidades do dominio do tempo mostram a importancia e a necessidade de
estudar e entender as causas dos modos espurios. Removeé-los do espectro pode permitir a
implementacdo completa sem a necessidade de empregar filtros ou penalidade. Nao se tem
como objetivo nesse trabalho avaliar e implementar o método FEM / FDTD: o mesmo foca
apenas o estudo dos motivos e alternativas a fim eliminar ou minimizar os efeitos dos modos

espurios.
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Capitulo 2 : Equacionamento

O presente capitulo visa a aplicagdo do método de elementos finitos nas equagdes de
Maxwell no dominio da frequéncia. Uma vez que o objetivo é a aplicagao para guias de onda, é
necessario primeiramente separar em campos longitudinais e transversais. O processo de
separa¢dao, montagem é também discutido em, [9],[12],[13] e [14]. As equagdes de Maxwell, no

dominio da frequéncia, na auséncia de fontes sao:

V-D=0
VXE=—jwB

(21)
VxH=jwD
V-B=0

Sendo D o vetor de deslocamento elétrico, E o vetor intensidade de campo elétrico, H o
vetor intensidade de campo magnético e B o vetor densidade de fluxo magnético, w a

frequéncia angular e j a unidade imaginaria.
Para a presente pesquisa, serd tratado apenas o caso linear:

D = S_l‘ EoE
- (22)
B = p; poH
Sendo & e W, os tensores de permissividade elétrica e magnéticas e g e o as

permissividades elétrica e magnética no vacuo.

Para o caso de anisotropia uniaxial, sao dados por (2.3 ):
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€y O 0
§=|0 Eryy 0
0 0 &,

(2.3)
0 0 Hrzz

Aplicando o rotacional em ambos os lados das equagdes de Ampere e Faraday em (2.1)
e considerando a aproximacao linear tem-se:
VX (G 'VXE)=—jw puVxH

(24)
Vx (& 'WxH)=jwe VX E

Substituindo (2.1 ) em (2.4):

Vx (W *VXE)=ky&E
(25)
VX (& 'WxH)=ky Wi H

Sendo k, dado por:

w
ko = (L),//.logo == ? (2.6)

Sendo c a velocidade da luz no vacuo.

Como ja apontado no capitulo introdutdrio, um dos objetivos deste trabalho é comparar
os resultados obtidos com o processamento em elementos finitos utilizando a equagdo do
divergente e a equacdo vetorial de onda. Assim, substituindo ( 2.2 ) nas equagdes do divergente

em (2.1):

V-(5 -E)=0
V- (@ cH)=0

(2.7)
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A fim de fazer um tratamento equivalente para os campos elétricos e magnéticos, ( 2.5)

e (2.7 ) podem ser reescritas como mostrado em (2.8 ):

Vx(@VxA) =k pA

V-(p-A)=0 (2.8)
Sendo para o caso elétrico:
A=E
Oxx O 0
e=|0 8, 0 |=m!
0 0 06, (29)
@xx 0 0
o=|0 @ 0 [=¢g
0 0 ¢
E para o caso magnético:
A=H
Oxx O 0
0=|0 6, 0 |=g"
0 0 0, (2.10)
Pxx 0 0
e=|0 @y 0 [=mu
0 0 @
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2.1 Decomposicao das equacoes

Z
14X
y

Figura2.1 Convencado utilizada dos versores

Seja o plano (x,y) o plano transversal a propagacao do sinal em um guia de onda
arbitrdrio e z a direcdo de propagacao. A Figura 2.1 ilustra um guia e as convengdes dos
versores X, y e z empregada. Como um tratamento diferenciado é feito para as dire¢des normais
e perpendiculares ao campo, esta secao visa decompor ( 2.8 ) em equagOes transversais e

longitudinais.

Separando os campos transversais e longitudinais, bem como o operador nabla tem se

que:
V=047,
A=A, +A4,
_ _ (2.11)
6=0,+0,
®= @t @,

Sendo 4; a componente transversal de campo, 4, a componente longitudinal de campo

V,, V,, 8, e 8, sao definidos como:
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_ [Bxx O O (212)
8,=| 0 0

De maneira semelhante, @; e @, sdao definidos por:

_ [xx OO
=0 @y 0
0 0 O
0 0 O (213)
o, =0 0 O
0 0 @z
Para o caso de guias de onda, com propagacao na diregao z, sabe-se que:
A= AO e vz
At == At() e_yz (2-14)
AZ = AZO e_yz
Neste caso, sao validas as identidades:
0A
V,x A= ZXEZ —yzXxA
(215)

dA
V,-A= z-a= —-yz-A=—-Y A,
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Substituindo (2.13), (2.12) e (2.11 ) em ( 2.8 ), obtém-se:

VtXGZZ'(VtXAt)+Vtxe_t'(VtXAz)-l-
V, X0, (Ve xA) + Ve x 0, (V,xA) + V, x 0, (V, x A) = (2.16)
ko ¢ Ar + ko’ @7 A,

Definido o tensor 0}:

5 _ [Byy 0
%=1 exx] (217)
Aplicando as identidades ( 2.15 ) e manipulando-as, tem-se que:
7, x8:- (7, x A) = — V8 A,
7, X 0+ (V. X A,) = —y8 VA,
(2.18)

Ve x 8y (V, x Ap) = —y V(8¢ - A,) 2
Ve x 0 (V; X Ay) = _Vt'(a'VtAz)z

De maneira semelhante, o lado esquerdo da equacdo do divergente pode ser escrito como:

V'(E'A)= Vt'(@At)_y(PzzAz (2.19)

Substituindo ( 2.18 ) em ( 2.16 ):

Vp X 05, (Ve X Ayg) — V- (84 Ve Azo)z — v20; Ago + (2200
_ _ 2.20
—Veé ViAo —y Vt(('){ ’ At()) z= kozﬁ Ay + kozﬁ Ay

A equagao ( 2.20 ) pode ser separada em termos longitudinais e termos transversais.

Reescrevendo:
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Equagao Transversal:

U X 0,,(V; X Ago) —¥20; Ao — ¥O; - VeAz — ko* @ Arp = 0

(221)
Equacgao Longitudinal:
=V (61 ’ VtAzo) -Y Vt(a ’ AtO) - koz(Pzz Azp =0
(222)
Equacao do divergente:
Ve (@cAro) —V P2z A0 =0 (2.23)
As equag0es de onda e do divergente podem ser escritas de maneira matricial:
[£][A] =0 (2.24)
A matriz £ é dada por:
Ly Lia]y
Lr1 Lo Aw] = (2.25)
Ly L3p] 770
Sendo:
Lig= VX0, Ve X —y?8y — ko’ @¢ -
(2.26)
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Lig=— Ve_é Vi
(2.27)
Ly = —yYV- 5{
(2.28)
Ly, = Vt'a'vt_ koz(Pzz
(2.29)
L31=Vi @y -
(2.30)
L3z = =V @z (231)

A equagao ( 2.25 ) representa a decomposi¢ao das equagoes vetorial de onda e do
divergente em componentes transversais e longitudinal. O sistema de equagoes diferenciais esta
de acordo com a equagao ( 1.1 ) para o caso sem fontes e esta pronto para aplicacdo do método

de Galerkin.

2.2 O Método de Galerkin

Terminado o processo de decomposicao das equagdes, aplica-se o0 método de Galerkin,

que consiste em calcular os residuos por elemento:

R, = (L[A],M)=0 (2.32)

Sendo R; o residuo do elemento e M o vetor de fung¢des peso, definido em (2.33 ):
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M = [F ] (2.33)
q
F=Fx+Fy
Sendo F a componente transversal da fungdo peso e q a componente longitudinal da

funcgao peso.

Substituindo (2.33 ) em (2.25):
j(Lu A+ Ly A,0) FFdQ=0
Q

J (L21 Ao+ Lyp Az ) q7dQL =0
Q

(2.34)
[ oo+ 232 420) - =0
Q
Substituindo (2.26), (2.27),(2.28), (2.29),(2.30) e (2.31 ) em( 2.34 ) tem-se que:
Equagao transversal de onda:
f [V, X 0,, V, X Ayp] - F*dQ — y? f [0; <Ay |- FrdQ+
Q Q
(2.35)

—ko? [ @Al P2 =y [ (8- Vo] - Fd1=0
Q Q
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Equacao longitudinal de onda:

~ [ 17 @ v -y [ [7- (8 - Aw) Ja"dr +
Q Q

(2.36)
_kOZ f [(pZZAZO]q*dQ =0
Q
Equacao do divergente:
[ 17 @ Al ada -y [1omaolaan =0 -
Q Q ’

A fim de enfraquecer o sistema, ou seja, reduzir a ordem das derivadas, aplica-se os

teoremas de Green, mostrado em (2.38 ) e (2.39).

_[_VU[u(VXa)- (Vxb)—a(V xuV xb)ldV =

(2.38)

#u-(a- Vxb) -ndS

S
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IVU [u(Va) - (Vb) + a[V - (u Vb)]|dV =

(239)
# auVb-ndS
S
Mostra-se que o teorema de Green mantém-se valido para o Divergente Transversal.
ff[u(vt X a) ) (Vt X b) - a(Vt Xu Vt X b)]dQ =
Q
(2.40)
fu(ax V:, X b) - ndTl’
I
[Jwwa- @by +atv. - wrban -
au Vb adlr (2.41)

aQ
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Aplicando nos termos de(2.35), (2.36 ) e (2.37 ):

J- (Vt X 922 Vt X AtO) - F*dQ = f ezz(Vt X F*) . (Vt X AtO)dQ +
Q Q

- f 0,,(F* XV X Ay) - dTl’
aQ

f[vt-(E;-VtAzo)] q*dQ = —f Veq* - 0} VA dQ +
Q Q

§ 08} Ve - fdr
o0

j [V, (8, - A)] q"d0L = — j 8, A V,q7d +
Q Q

f q*ﬂ_é * Ay - dT
oQ

f [V, @ - Aw)] qdQ = — f Br A Viq 0+
Q Q

37
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q @y - Ay - ndTl

Substituindo em (2.35), (2.36 ) e (2.37):

Equagao transversal de onda:

f 0,,(7, X F*)+ (7, X Arg)dfd +
Q

— § 0 (F XV, x ) AT =y [ [0 A ] Frd+
Q

o0 (246)
Q Q
Equacao longitudinal de onda:
f Veq™ - 9_{ " VeAzo dQ — f q*(ﬂ VA, - ndl +
Q Glo}
Vf 0 - Ay - Veq"dQ —y qu*e_; + Ao - AT +
! 20 (247)

_kOZ -f [¢224201q"d2 =0
Q
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Equacao do divergente:

o

Bt A Vg de - ff @@y Arg - AdT
o0

(248)
Y f [(pZZAZO]q*dQ =0
Q

As equagdes (2.46 ), (247 ) e ( 2.48 ) representam a forma fraca do método de Galerkin,
pois contém apenas derivadas de primeira ordem e integrais de contorno. A escrita das
equacdes na forma fraca € necessdria por permitir a discretizagdo do sistema e também por

permitir a aplicacao das condicdes de contorno, como mostrado na proxima segao.

2.3 Condig¢oes de Contorno

A Figura 2.2 exibe a malha gerada proximo ao contorno de um dominio computacional.

47
7
S
s e E—

AN

<t

3

0=V Xu

Figura2.2 Guia de Onda discretizado com elementos triangulares. Devido ao sentido

e as condi¢Ges de contorno, as integrais de linha se cancelam
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Observando a figura, pode-se constatar que:

* Asintegrais de linha sao calculadas sempre em sentido anti-horario, e em func¢ao disso,
ao montar as matrizes globais as integrais de linha se anulam em todos os e arestas no
interior do dominio computacional.

* Nas fronteiras, como ja discutido anteriormente, aplica-se as condi¢oes de contorno n X

A =0, o que anula as integrais de linha.

E importante o entendimento de que ao realizar os calculos por elemento, as integrais de
linha nao sao nulas. Porém, estas podem ser desprezadas uma vez que, ao realizar a montagem

das matrizes globais os termos de integral de linha se cancelam.
Reescrevendo (2.45), (2.46)e (247):

Equagao transversal de onda:

f 0,,(V, x F*)-(V, xAtO)dQ—yzf[eT; Ay |- FrdQ+
Q

Q
(249)
—ko* [ @ Al Fida - y [ [0 Vedso] - Frd =0
Q )
Equacao longitudinal de onda:
j Veq - 8y Vedzy dA+y j 0p " Arw Veq'dQ+
Q Q
(250)

_kOZ -f [¢224201q"dQ2 =0
Q
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Equacao do divergente:

oY

@ Ay Viq"dQ + )/f @, A,q*dQ =0

2 (251)

2.4 Discretizacgao

As equagdes (2.46 ), (2.47 ) e ( 2.48 ) representam a formulagao fraca de Galerkin. Os
sistemas devem ser escritos na forma y*M x + Px = 0 uma vez que estas constituem as entradas
esperadas dos algoritmos computacionais de autovalores. Para tanto, serdao aplicadas as
transformagdes A, =yA,, ou A, =y '4,. A Tabela 2-1 mostra as quatro formulagdes

consideradas neste trabalho:

Tabela 2-1 Descri¢ao das quatro formulagoes

Equacoes Utilizadas Transformacoes
Caso 1 Equacao transversal e longitudinal de Ay = Ay
Onda A’Z = yAZO
Caso 2 Equacao transversal de onda e equacao A = Ay
. 1
do divergente AL =—A,
Caso 3 Equacao transversal de onda e equacgao At = Ag
do divergente Az = YAz
Caso 4 Equacao transversal e longitudinal de Ay = Ay
1
onda AL =—A,
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2.4.1 EQUACAO LONGITUDINAL DE ONDA, TRANSFORMACAO ¥y

Trata-se da formulagao convencional de elementos finitos. A transformacao utilizada é:

A = Ay
A,z = VAZO

Aplicando (2.51 ) em (2.46 ) e ( 2.47 ), tem-se:

Equagao transversal de onda:

j 0,,(V, X F*) - (V, X ADdQ —y? j 6
Q Q

—kozj_t ‘A~ FrdQ— yzja-VtA'Z- F'dQ=0
Q Q

Equagao longitudinal de onda:

yzfvtq*-éé-vtA;dnwsz; A

Q Q

—ko’y? f $,A5q7dQ =0
Q

Aplicando a discretizagao:

42
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LA} - FdQ+

(2.53)
: th*dQ +
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(255)

sendo N{ a base de elementos de aresta e L{a base dos elementos nodais em primeira

ordem.

N
zag f 0,,(Ve X N§)(V, X N¢)dQ — kq” f N§ - (@¢- N§)dQp +
j=1 Q Q

N
r2 > a jN"’ (8;- N%)da '} +

= (256)
N
r2 > ag JNe (8;-v,18)da} = 0
=1
(257)

N
y? z afj - f VL - (6{ ) N;'})dﬂ +
Q
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N
yzz:a;j thLf-(eT;-Vth)dQ—kozf @ LiL5dQ =0
j=1 Q Q

Escreve-se assim, a forma matricial das equagoes:

YVIM+p=0 (2.58)
sendo:
Mtt Mtz]
M =
Mzt Mzz
(2.59)
_ [P O
$ = [o o]
My = —j N;’-(E;-N;?)dﬂ
Q
M,, = —j N;’-(e_;-vth)dQ
Q
M, = j v, LS - (8} - N§)dQ (2.60)
Q

M,, = j VLS - (8 Ve L8)dQ — ky® J @, L¢L2dO
Q Q

Py = j 0,,(Ve x NO)(V, X N¢)dQ — ky” J N§ - (@¢ - N§)dQ
Q Q
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2.4.2 EQUACAO DIVERGENTE, TRANSFORMACAO y !

Trata-se da formulagao utilizada por [1]. Neste caso, A transformagao utilizada é:

Ay = Apo
, 1 (2.61)
A = ;AZO

Aplicando (2.61 ) em (2.46 )e (2.48):

Equagao transversal de onda:

fezz(vt x F*)-(V, xA;)dQ—yzf[eT; -A; |- Fraa+
Q

Q
(2.62)
—kozj@ ‘A, - F*dQ — Ja-VtA'Z- FdQ =0
Q Q
Equacao do divergente:
| @ -ai-varaa+ [ omaran=o
2 2 (2.63)

Aplicando a discretizagao feita conforme ( 2.55):
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N
St { [ x5 [ o o
j=1 Q a

N
Ea] fN" (01 VeL$)dQ +

j=1
(2.64)
N
VZZa, J N¢-(6;-N§)dQp =0
j=1
N N
z agj f 7,L¢ - (@; - N;:’)dQ + Z az; f @ L{L5dO G =0
j=1 O j=1 Q (2.65)
As equag0es possuem a forma de ( 2.58 ), sendo:
M = [Mtt
(2.66)
Py Py
o= [Pzt zz
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My = _ij'(a'Nf)dQ
Q

Py = j 0,,(V x N§)(V, x N§)dQ — ko? J N§ - (@¢ - N§)dQ
Q Q

P, = — J N¢ - (5{ . VtLje-)dQ (2.67)
Q

Py = J VtL?'(@'N;)dQ
Q

P, = J(pZZL?L_?d‘Q
Q

2.4.3 EQUACAO DIVERGENTE, TRANSFORMACAO ¥

A transformacao utilizada é:

A;,‘ = Ay
A,z = VAZO

(2.68)

Aplicando (2.68) em (2.46)e(248):

Equagao transversal de onda:
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jezz(vt x F*)-(V, xA;)dQ—yzj[(?; -Ap]- FrdQ+
Q Q

(2.69)
—kozj—t ‘A, FrdQ— yzja-VtA'z- FdQ=0
Q Q
Equacao do divergente:
| @ -aivran vy [ pamqda=o
2 2 (2.70)
Aplicando a discretizagao feita conforme ( 2.55):
N
Zafj j 0,,(Ve x N§)(V, X N¢)dQ — ko” j N¢- (@ N§)day +
j=1 Q Q
yZZafj —fo-(e_{-N;’)dQ + (2.71)
j=1 Q

yzza;j —fN;?-(E;-Vth-)dQ =0
j=1 Q

48



49

Capitulo 2-EQUACIONAMENTO

N N
Eag thLf-(@-N;’)dQ +y22a§j f@ZZLfodQ =0 )
] j=1 Q :

As equag0es possuem a forma de ( 2.58 ), sendo:

_ Ml‘t Ml‘t
M= [ 0 M,
(2.73)

_ Ptt 0
o= [Pzt 0]

M, = —f N{?-(&T;-N;’)dn
Q
My = [ @uitizan o)
) i
JNf-(@-N;’)dQ
Q

Py = j 0,,(Ve x NO)(V, X N¢)dQ — ky”
Q
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Pye = | Ve LS - (@¢- N§)dQ

O

2.4.4 EQUACAO LONGITUDINAL DE ONDA, TRANSFORMACAO }/_1

A transformacao utilizada é:

A = Ay
1 (2.75)
Az - }_/AZO

Aplicando (2.75) em (2.46 ) e (2.47):

Equagao transversal de onda:

f 0,,(V, x F*) - (V, x A})dQ — y? f 0, -A; - F'dQ +

Q Q
(2.76)
—kozj@ A} FrdQ— Ja-VtA'Z- F'dQ=0
Q Q
Equacao longitudinal de onda:
Jvtq*-a-VtA'de+y2J 0, ‘A, V,q*dQ+
Q Q
(2.77)

~ko? j 0r Al dQ = 0
Q
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Aplicando a discretizagao feita conforme ( 2.55):

ag; fezz(vt X Nf)(vtxzv;’)dn—kozfNf-(@-zv;’)dn +

N
=1 Q Q

J

N
Eagj —jN;’-(E;-Vth.)dQ +

Jj=1 Q

(2.78)
yzzag. —JNf-((?;-N;?)dQ =0
j=1 Q
N
yzz:agj JVtLi-((i-N;?)dQ +
Jj=1 Q
(2.79)

N
2(15,- thL?-(eT;-Vth)dn—kozf @ LL8dQ} = 0
j=1 Q a

As equag0es possuem a forma de ( 2.58 ), sendo:
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_ M, O
M= [Mzt 0]
_ Ptt PtZ
e [Pzt P,

My = _fo'(a'Nf)dQ
Q

M, = f v, LS - (8- N§)dQ
Q

Py = f 0,2(Ve X N§)(V, X N§)dQ — ko f N - (@c - Nf)dQ
Q Q

P = = [ NE- (8- miig)an
Q
P, = f VoL - (67 - VeL§)dQ — ko f ¢z LiL7dQY

Q Q

2.5 Resumo das formulacoes

(2.80)

(2.81)

Uma vez que as integrais sao semelhantes e recorrentes entre as quatro formulagdes, a

fim de permitir uma visao geral, as mesmas foram nomeadas de acordo com as equagdes

abaixo:

M= [ Ng- (8- Np)an
Q

52
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L= f N¢ - (8- V. L¢)dQ

J (2.83)
K= f 0,,(V, X Nf)(V, x N§)dQ
(2.84)
Q
1=j1v?- @ N9)do
£ (@ Nj) (2.85)
Q
D=Jl7tL§-(§{-N;?)dQ
(2.86)
Q
E=JVtL§-(@-N;?)dQ
. (2.87)
F= j LS50
J (2.88)
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G = f VLS - (8- V,LS)dQ
Q

(2.89)

Também por ser recorrente nas formulagdes, tem-se que:
K' =K — koI (2.90)
G' =G — ko?F (2.91)

A tabela 2 mostra a comparacdo das quatro formulagdes:

Tabela 2-2 Matrizes elementares empregadas nas formulagdes

Matriz M Matriz p
Caso 1 [_M —L [K "0
D G’ 0 0

Caso 2 -M 0 [[(' — L]
0 O E F
Caso 3 [_M —L] [K "0
0 F E 0

Caso 4 -M 0 [K’ — L]
D 0 0 G’

2.7 Montagem do sistema global

A partir das equagdes elementares apresentadas € possivel construir um sistema da forma:

Ax+ y?Bx=0 (2.92)

Sendo A e B as matrizes globais do sistema.
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Cada no e aresta das matrizes elementares sao mapeados em um noé ou aresta global,
aqui chamada de varidvel global. As matrizes elementares, em primeira ordem, possuem
dimensao 6 X 6, referentes a 3 varidveis nodais e 3 de aresta. De acordo com o mapeamento, o
valor calculado de cada termo da matriz elementar é atribuido a uma posigao especifica da
matriz global. Elementos que compartilham um mesmo n6 ou aresta tém seus valores das
matrizes locais superpostos na matriz global. No caso de varidveis de aresta, devido ao carater
vetorial das varidveis de Whitney, é necessario atribuir uma convengao de dire¢des. Assim, a
variavel de aresta local ao elemento cuja dire¢ao é contraria a convengado, tem seu sinal alterado.
Por outro lado, a variavel de aresta local cuja dire¢ao estd de acordo com a convengao, tem seu
sinal mantido. Detalhes do processo de montagem podem ser encontrados em [2],[3] e [14].

O problema de autovalores foi resolvido utilizando tanto as fungdes eig e sptarn do
Matlab. O primeiro baseia-se na rotina cdgeig do LAPACK que trata apenas para matrizes
cheias. Ele foi utilizado apenas para computar nimero de modos (uma vez que permite o
calculo de todos os modos) e com matrizes de tamanhos reduzidas. Ja o sptarn, baseia-se no
algoritmo de Arnoldi e nas rotinas do ARPACK [15] e permite o cdlculo com matrizes
relativamente grandes (foram feitos testes com matrizes de até 150 000 elementos). Tal fungao

foi empregada na grande maioria dos casos.

2.8 Perfect Match Layers

A fim de simular a radiagao no espaco livre, utiliza-se camadas perfeitamente casadas
(PMLs) [16],[17]. As PMLs representam uma regiao com perdas localizadas nas fronteiras do
dominio computacional, cujo coeficiente de reflexdo com os meios adjacentes tende a zero.
Dessa maneira, pode-se simular a radiagdo em espago livre, uma vez que ao incidir nas PMLs, a
onda eletromagnética nao sofre reflexao. Redefinindo as equagdes de Maxwell em ( 2.1 ) para o

caso linear como:
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Vs (8 &E ) =0
Vs XE = —j w Wy poH

(2.93)
Vs xH=jw&. &E
V- (Fiy woH) = 0
Sendo
xd yod z2d
e = —— —+— (2.94)

Sy 0X gay SZE
Sendo sx, sy e sz as componentes de um vetor s. O vetor s serd calculado de maneira a
garantir que o coeficiente de reflexdo seja zero.
Considerando a onda plana em ( 2.95 ) e substituindo nas equagdes de Maxwell

modificadas (2.93 ), tem-se como resultado (2.96 )

E=EjeJkr
. (2.95)
H=Hye Tkr
s =0
(2.96)
ky-H=0
Sendo:
k k k
ky=—"x+2y+ 2z
Sx Sy Sz (2.97)

Calculando o produto vetorial de kg tem-se que:
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ks XxkixE=—w?ucE (2.98)

Que é equivalente a:

ki kiE= w?>pucE (2.99)

Entao:

ki ki = w?pue

(2.100)
Sendo ko mddulo do vetor de onda modificado. Este pode ser escrito também como:

(2.101)
As componentes do vetor de onda modificado podem ser reescritas como:
k, = K s,sinfcos¢
ky, = Kk sy, sinfsin¢ (2.102)
k, = ks,cosf

Sendo ¢ e 6 os angulos polar e azimutal, respectivamente.

Considere dois meios e uma onda plana propagando no meio 1 para o meio 2, como

mostrado na Figura 2.3. Conforme mostrado, a interface entre os meios ocorre no planoz=0e a
propagacao no plano x-z.
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meio 1 ‘\ meio 2

Figura 2.3 Incidéncia, reflexdo e transmissdo de ondas planas

Para o caso TEz (ou seja caso transverso elétrico, tal que Ez = 0), o campo elétrico é dado por:

Ei=Ege /KT

. (2.103)
E" = RTEE() e—]k r
O valor do coeficiente de reflexao, como descrito em [2], é dado por:
RTE — k12S2z02 — k2781244 (2104)

 kazSazty + kozS1zi

Mostra-se também[2] que para o caso TMz (Transverso magnético, ou seja, Hz = 0), o

coeficiente de reflexao é dado por:

RTM — k1752262 — k2751,€1

= (2.105)
k1,82,€2 + k2551261

O meio 1 da Figura 2.3 representa o meio encontrado no guia de onda no qual deseja-se

simular a radiacdo em espacgo livre, enquanto o meio 2 representa o meio da PML. Para este
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caso, ou seja, para o coeficiente de reflexao ser nulo, € necessario que ki, = kpy € kyy = kyy.

Obtém-se assim:

K1 S1x SiN B4 COS Q1 = Ky Sy, SiN O, oS @,
. . . ) (2.106)
Ky S1y Sinf; singq = k; Sy, Sin 6, sin @,

As equacgdes (2.105) e (2.106 ) indicam que, se Sy = Sax , S1y = Szy, €1 = &3 € Uy = Uy,

tem-se que:
91 = 92
P1 = @2 (2.107)
RTM — RTE =0

As equagoes ( 2.107 ) sao verdadeiras independentes do valor de s;, e s;,. A fim de

garantir que o meio 2 seja atenuante, tem-se que:

Sy, =1 —js" (2.108)
Sendo s” a componente imagindria de sz do meio 2. Como o meio possui um termo
imaginario, este é atenuante. Aplicando uma PEC a uma distancia L da interface meio 1/ meio 2,

tem-se que a magnitude do coeficiente de reflexao é dado por:

IR(O)| — g~ 2ks"Lcos@ (2.109)

Resolvendo ( 2.109 ) em termos de s”, tem-se que:

1
§ = log (ﬁ) (2.110)
2kynLcosé

sendo n o indice de refracao do meio 1.
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. . ~ 2 . s 7
O coeficiente de reflexdo aumenta a medida que o valor de 6 tende a —. Porém,
s . o . . . ~ .
exatamente em -, o valor de s tende ao infinito. A fim de evitar reflexdes para quaisquer
angulos, escreve-se s’ da forma:

s"(P) = Smax (%)2 (2.111)

Sendo p a distancia da fronteira entre os meios e s,,,4, 0 valor maximo de s"'.

Escolhe-se 6 tal que cos® =1/3, ou seja, garantindo pequenas reflexdes angulos

menores que 70,5°. Substituindo este valor em (2.10 ), tem-se que:

1
_ 3 log (ﬁ) (2.112)
Smax = 50 013

E importante notar que para os calculos aqui realizados, a incidéncia ocorre no plano z =
0. Como o problema de elementos finitos estudado é bidimensional, as incidéncias nao ocorrem
no plano z. Utiliza-se os valores mostrados na equacgao ( 2.113 ), de acordo com a convengao

mostrada na Figura 2.4.

Sox = 1+ js", para inciéncia no plano x

Sy = 1+ js", para inciéncia no planoy (2.113)

60



Capitulo 2-EQUACIONAMENTO 61

e =5.=1-]
TP s,=1=js" gy 1=Js
s"=] { _gz 5{: _'.‘r—-

L i
§,=5,=1 -js" | [5,=1 - js" s, =8, =t = js"
|-'-‘ =1 s, =4,=1 5, =1

Figura 2.4 Valores de sx, sy e sz para diferentes PMLs

Voltando as equagdes de Maxwell modificadas ( 2.93 ), pode-se reescrevé-las como:

AV (5&E)=0

A VXE=—jwh uH

_ (2.114)
A VXH=jwé&. &E

AV (o) =0

Sendo A o tensor definido em ( 2.15):

A= 0 s, 0 (2.115)

Reescrevendo (2.114):
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V- (A& gE )=0
VXE=—jw(A i) uH

_ (2.116)
VxH=jw(A™ &)¢&E
V- (A1 peH) =0
Redefinindo, pode-se voltar as equagdes originais de Maxwell:
& =A"1¢g
(2.117)

N =A"n

Neste sentido disso, nenhuma mudanga precisa ser feita na implementagao de elementos
finitos a fim de suportar as PMLs. E necessdrio apenas ¢ utilizar as defini¢des de A, €' e [ty de

acordo com a Figura 2.4, e equagdes ( 2.117 ), (2.111 ) e (2.112).
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Capitulo 3 : Resultados

Os resultados dos processamentos para as quatro formulagdes sao mostrados nas
secgoes abaixo. Foram escolhidos dois guias: um guia inomogéneo, operado nas frequéncias de

micro-ondas e um guia de alto contraste, operado nas frequéncias dpticas.

3.1 Guia dielétrico de Alto Contraste

As dimensdes do guia de alto contraste sao mostradas na Figura 3.1. O guia possui
simetria em relagao ao eixo mostrado na figura e é idealmente infinito na parte direita e na parte
inferior. Sao exibidos também os indices de refracdo 3.4 e 3.44, o que caracteriza um alto
contraste em relacao ao ar. Para este exemplo, foi empregada uma malha de 17882 nds e 35262

elementos.

1.5pm .
interface 1
T interface 2
interface 3
1.0 pm T
n= 3.44 0_5 |.I.-|T|
‘-"| n=3.40

X

Figura3.1 Dimensdes do guia de onda de alto contraste
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A curva de indice efetivo é mostrada na Figura 3.2. As quatro formulagdes apresentaram
diferencas muito pequenas em relagao a precisao, da ordem de le-14. Por esta razao, as quatro
curvas encontram-se sobrepostas para tal escala de observagao. Para o comprimento de onda de
1.15 pm, foi obtido um indice efetivo de 3.413054, o que € bastante coerente com o valor
encontrado no artigo [18], que é de 3.413132. Sao mostrados também, nas Figura 3.3 os campos
para o comprimento de onda 0.5um. Observa-se que a medida que o comprimento de onda
diminui, tanto os campos transversais como os longitudinais concentram-se mais no interior do
guia de onda, na regidao de alto contraste. Por essa razao, o indice efetivo tende a aumentar e
aproximar-se ao valor maximo do indice de refracao, 3.44, a medida que o comprimento de

onda diminui.

3.445 . .

344 .

34351

343r

34251

342¢

3415}

indice de Refragdo efetivo

341+

3405}

34

|
0 05 1 15
Comprimento de onda [um]

Figura3.2 Diagrama de Modos para guia de onda de alto contraste

64



Capitulo 3- RESULTADOS

65

o = N

-2

-3

4

(a)

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

(c)

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2

(b)

(d)

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

Figura3.3 Campos elétricos modo fundamental para guia de alto contraste (a) Campo

transversal, A = 1.15 um (b) Campo Ez, A = 1.15 um (c) Campo transversal, A

= 0.5 um (d) Campo Ez, A = 0.5 um

Na Figura 3.2, verifica-se que os modos aparecem aos pares: hd sempre dois modos

muito proximos correspondentes as polariza¢des lineares de campo Ex e Ey. Os modos de

indice de refracao efetivo ligeiramente superior correspondem a polariza¢gao Ex de campo. Para

comprimentos de onda menores, a tendéncia dessa diferenca ¢ diminuir, uma vez que os

campos estao muito concentrados no interior dos dielétricos resultando em pequenas diferengas

de indice efetivo. Para comprimentos de onda maiores, por outro lado, uma parte maior dos

campos é guiada pelo ar, resultando em indices efetivos menores e em maiores contrastes em
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relacao a polarizac¢do. A diferenca de indices efetivos se da devido as diferentes distribui¢cdes de
campo obtidas nas duas polariza¢des: devido as diferentes condi¢des de continuidade dos
campos (campo Ex é continuo na horizontal, enquanto campo Ey continuo na vertical) tem-se
uma diferente distribui¢do de campo elétrico por polaridade, resultando em diferentes indices

efetivos. A Figura 3.4 mostra a comparagao entre 0os campos.

3 1 3 i
5 (a) 0.9 5 (b) 0.9
’ 0.8 1 0.8
0_ 0.7 5 0.7
0.6 0.6
5 -1
0.5 0.5
2 B
0.4 0.4
3 0.3 3 0.3
4 0.2 4 02
5 0.1 5 0.1
% 2 4 6 8 % ) 4 6 8

Figura3.4 Comparagao do campo transversal entre polarizagdo Ex e Ey paraA=1.5
um (a) Polarizacdo Ex, indice efetivo : 3.4034 (b) Polarizacdo Ey, indice

efetivo : 3.4018

3.3.1 NUMERO DE MODOS ESPURIOS

A fim de analisar o niumero de modos espurios, o problema de autovalor foi resolvido
com a funcgao eig do Matlab, que calcula todas as possiveis solugdes. Para tanto, foi necessario o
uso de matrizes menores de 225 nos e 388 elementos, uma vez que o comando eig utiliza apenas
matrizes cheias. Foram obtidos 165 modos espurios para os casos 1 e 3, como mostrado na
Tabela 3-1. Observou-se ainda que os casos 2 e 4 também apresentaram modos espurios, porém
com frequéncias infinitas. A Figura 3.5 mostra os modos espurios para cada um dos casos.

Verifica-se uma distribuigao de campo completamente fora do esperado e bem diferentes das
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distribuicdes mostradas nas Figura 3.2. As razOes para tais observacdes serao explicadas na

proxima secgao.

0
-y

(a)

1 3r

09 (b)

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Figura3.5 Campo tranversal para modos espurios obtidos para A = 1.15 um. Os casos

(a) 1 e (c) 3 apresentaram autovalores zero, enquanto os casos (c) 2 e (d)

4, autovalores no infinito

Tabela 3-1 Numero de modos espurios para guia de alto contraste

Descrigao

Numero de modos espturios

Caso 1

Equacao longitudinal de onda, transformacao

14

165 modos espurios em f = 0

Caso 2

Equagdo do divergente, transformagao y ~*

165 modos espurios em f — oo

Caso 3

Equagao do divergente, transformacao y

165 modos espurios em f = 0
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Caso 4 Equagao longitudinal de onda transformacgao 165 modos espurios em f — oo

-1

14

3.1.2 CAUSAS E EXPLICACOES SOBRE OS MODOS ESPURIOS

De acordo com discutido em [19], 0 motivo para a ocorréncia dos modos espurios € a
caracterizacdo imprépria da aproximagao do espago nulo do operador rotacional pelos métodos
numéricos. O caso de autovalor nulo no espectro representa o caso dc, na qual a equagao
vetorial de onda pode ser escrita na forma mostrada em ( 3.1 ). Para simplificagao da analise,

considera-se as permissividades elétricas e magnéticas 1.

Vx(VxA)=0 (3.1)

Por defini¢do, o espago nulo de uma transformacao linear T[u] é dado pelo espago dos
vetores u tais que T[u] = 0, sendo 0 o elemento nulo do espago. Seja Ty[u] a transformacao linear

correspondente a dois operadores rotacionais, como mostrado em (3.2 ):

Tylul = Vx (Vxu (3.2)

Tem-se por tanto que os autovetores de 3.1 representam o espago nulo da transformagao
Ty[u] mostrada em 3.2. Da teoria eletromagnética [20][21] sabe-se que na auséncia de fontes e na

frequéncia zero, os campos tanto elétricos como magnéticos podem ser escritos na forma:

A= -T¥ (3.3)
Sendo ¥ uma fungao escalar qualquer. Observa-se que qualquer fun¢ao ¥ pertence ao

espaco nulo da transformacao Ty [u] uma vez que:
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Vxv¥Y =0 (34)

A equagao ( 3.4 ) é valida para qualquer ¥. Logo, qualquer ¥ que atenda as condigdes de
contorno nas bordas do problema eletromagnético em questao é solucao de ( 3.1 ). Como nao ha
restricoes alguma para o divergente de V¥, ou seja, ndo ha restri¢des para o laplaciano de ¥,
entdo tem-se origem dos modos esptrios. Suponha um caso com modos espurios, ou seja, com

laplaciano diferente de zero. Pode-se entao escrever o laplaciano de ¥ como:

pey =N (35)

)

Sendo py a densidade de carga numérica hipotética

A equagao ( 3.5 ) representa a equagao de Poisson para cargas numéricas. Dai a origem
das cargas numéricas, que se encontram nos nos dos elementos, como discutido na introdugao.
A ideia da presente pesquisa é ampliar as possibilidades dos resultados apresentados pela
literatura. Como discutido no capitulo 2, apds a montagem das matrizes, resolve-se o problema

de autovalores mostrado em ( 3.6 ):

Ax+ y?Bx= 0 (3.6)

Considerando um modo espurio com y = 0, tem-se que:

Ax =0 (3.7)

O sistema linear acima descrito apresenta solugao nao trivial se, e somente se, a matriz A

for singular. A fim de facilitar a leitura, a Tabela 2-2 ¢ exibida novamente abaixo:

Tabela 2-2 Matrizes elementares empregadas nas formulagdes

Matriz M Matriz p
Caso 1 [—M —L [K "0
D G’ 0 0
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Caso 2 -M 0 [K’ —L]
0 0 E F
Caso 3 -M _L] [K' 0
0 F E 0

Caso 4 -M 0 [K’ —L]
D 0 0 G’

Pode-se verificar que a matriz global sera singular se, e somente se, a matriz elementar
for singular, independentemente da malha e do nimero de elementos empregados. Observa-se
que o primeiro e o terceiro caso, que apresentaram modos espurios nas frequéncias em torno de
zero, possuem matriz @ (matriz elementar independente de y) singular. Esse fato leva a uma
solucdo nao trivial do sistema ( 3.7 ), que sao os modos esptirios em y = 0. Tal resultado é
contrario ao artigo [1]. De acordo com o mesmo artigo, os modos esptrios foram eliminados
devido ao uso da equagdo do divergente. Observa-se, porém, que o caso 3 utiliza a equagao do
divergente e apresenta modos espurios; por outro lado o caso 4 nao utiliza a equagao do

divergente, mas nao apresenta os modos espurios.

Como ja discutido no primeiro capitulo, os elementos de aresta jA garantem que a
condicao do divergente seja satisfeita no interior dos elementos e nas arestas. O emprego da
equagao do divergente garante que esta seja satisfeita apenas no interior dos elementos, mas
nao nos nods. A causa dos modos espurios € a singularidade da matriz A: Matematicamente, os
modos espurios sdao combinag¢des lineares das solugdes nao triviais do sistema Ax = 0.
Fisicamente, a singularidade da matriz A, reflete no aparecimento de cargas numéricas nos nds,

resultando na nao satisfagdao da condig¢ao de Gauss.

Voltando ao problema do guia canal, as matrizes globais possuem tamanho de 717 por
717, apos aplicagao das condigdoes de contorno. Enquanto as matrizes A dos casos 2 e 4
apresentam posto completo, o posto para os casos 1 e 3 é de 552. Ou seja, obtém-se exatamente
165(717 — 552) equagdes nulas com o escalonamento de A ou 165 variaveis livres, nimero este

correspondente ao nimero de modos espurios encontrados.

Reescrevendo ( 3.6 ):
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1
y—zAx+ Bx=0 (3.8)

Suponha, por outro lado, que y — 0. Neste caso, tem-se um sistema linear

Bx =0 (3.9)

Se B for singular, este apresentara modos espurios com autovalores no infinito. E
exatamente o que acontece para os casos 1 e 3. Ocorrem também 165 modos espurios e o posto

destas matrizes é também 552.

3.3.3 DESEMPENHO TEMPORAL

A Figura 3.6 e a Tabela 3-2 mostram a comparagao entre os tempos de processamento
para cada um dos quatro casos estudados. O processamento utilizou uma malha de 17882 nos e
35262 elementos. O intervalo de frequéncias utilizado foi de 0.1 a 1.5um com passo de 0.1um e
foi feita em um computador i-3 com sistema operacional Windows 7 64 Bits e 4Gbytes de

memoria RAM.
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Figura3.6 Tempo de processamento para guia de alto contraste

Tempo total de processamento

Tabela 3-2
para guia de alto contraste
Tempo (s)
Caso 1 1782
Caso 2 1187
Caso 3 1610
Caso 4 1263

O grafico mostra a influéncia dos modos esptrios: observa-se uma pequena diferenca,
cerca de 5%, entre os casos 1 e 3 (com modos espurios) e casos 2 e 4 (sem modos espurios). Por

outro lado, a diferenca entre os casos com e sem solug¢des nao fisicas foi em torno de 30%.
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3.2 Guia Blindado com modos complexos

A fim de realizar a validagao também na frequéncia de micro-ondas, foi utilizado o guia
de onda metalico mostrado na Figura 3. 7. Detalhes das dimensdes encontram-se na Tabela 3-3.
De forma semelhante o problema anterior, este da mesma maneira caracteriza um alto contraste
com relagdo ao ar. Uma vez que o problema é computacionalmente mais simples, foi utilizada
uma malha menos refinada, com 7035 elementos e 3636 nos. Observa-se uma grande

concordancia dos resultados apresentados em [22].

2a
W

Fs
-

-

rFs

Figura3.7 DimensdGes guia de onda metadlico. Os valores dos parametros d,a,h e w sdo

mostrados na Tabela 3-3

Tabela 3-3 Dimensoes guia metalico da Figura
3.7
Parametro Comprimento (mm)
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7.899

3.450

3.200

ol | =| »

7.899

No diagrama da Figura 3.8, sao mostrados os modos EH11 (modo fundamental), HE21 e
HE31, modos estes, reais com constante de atenuacao nula. O modo EH31 também possui um
comportamento convencional: antes da frequéncia de corte, 0 modo possui constante de
propagacao nula e é puramente evanescente. A partir do corte, que acontece em torno de
16Ghz, 0 modo passa a ser propagante. E também mostrado no diagrama o modo complexo,
que desaparece em cerca 14.57 GHz, valor este de acordo com o valor descrito em [22] que € de
14.4 GHz. A partir dessa frequéncia a onda complexa d& origem, de maneira abrupta, aos

modos EH21 e HE41.

Sao mostrados nas Figura 3.9 os campos transversais e longitudinais para o modo
fundamental EH11. Observa-se uma grande concentra¢gdo de campo no interior do dielétrico
tanto para o campo transversal como para o campo em z. Para o campo transversal, é visivel
também uma quantidade significativa de campo na parte superior do dielétrico. Tal fendmeno
ocorre devido a descontinuidade do campo Ey (campo normal a parede superior do dielétrico)
nessa regiao. Os autovetores do modo complexo sao exibidos na Figura 3.10. Em contraste com
o modo fundamental, uma fracdo consideravel de campo Ez, nao é conduzida pelo dielétrico. O

campo transversal, por outro lado, é quase exclusivamente transmitido pelo ar.
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Figura3.8 Diagrama de Modos para guia blindado
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Figura3.9 Campos elétricos modo fundamental para guia blindado paraf=14.4

GHz(a) Campo transversal. (b) Campo Ez
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Figura3.10 Campos elétricos para modo complexo para guia blindado para f = 14.3

GHz (a) Campo transversal. (b) Campo Ez

A fim de melhor compreender o diagrama da Figura 3.8, foi introduzida uma pequena
perda ao dielétrico, de maneira que o novo valor da permissividade elétrica relativa seja 9 +
0.01j. Tal modificagao elimina as descontinuidades abruptas no modo complexo e facilita o
entendimento do mesmo. O novo problema foi resolvido nas mesmas condi¢des do anterior, e
com as quatro formulagdes: foram encontradas pequenas diferencas, da ordem de le-13 entre os
métodos. Uma vez que o objetivo é entender o modo complexo, o intervalo de frequéncias

utilizado foi reduzido para 14.3 a 16Ghz. Os resultados estao apresentados na Figura 3.11.

No diagrama sem perdas o modo complexo desaparece abruptamente e d4 origem a um
modo propagante (EH21) e outro evanescente (EH41). A onda complexa descreve assim dois
modos sobrepostos que na presenca de perdas no dielétrico, perdem a degenerescéncia.
Observa-se na Figura 3.11 dois modos complexos com mesma distribuicado de campo e
autovalores ligeiramente diferentes. Um desses modos, referente a curva real superior, da
origem ao modo EH21. A parte imagindria desse modo tende a desaparecer a medida que a
frequéncia aumenta. Por outro lado, a parte real curva inferior é atenuada a medida que a

frequéncia aumenta, enquanto a parte imagindria cresce. A partir de 15Ghz, esse modo é

76



Capitulo 3- RESULTADOS

praticamente evanescente até o corte em 16Ghz dando origem a EH31. No diagrama sem
perdas, EH41 é puramente imagindrio e se origina da onda complexa; Para o caso com
pequenas perdas, a parte imagindria de um dos modos complexos origina EH41 enquanto a
parte real deste modo tende a zero. As simula¢des aqui feitas com o dielétrico com perdas

também apresentam alta concordancia com o artigo [22].

2 T T T T T
| At ]
< 15[ :
=
EH21
‘1_ .
EH31
05 :
HE41
ol EH21
- | HE41
=
F 05[ :
EH31
‘1 | | | | |
144 146 148 15 152
f[GHz)

Figura3.11 Diagrama de Modos para guia blindado com pequenas perdas no dielétrico

3.2.1 NUMERO DE MODOS ESPURIOS

O namero de modos espurios foi computado utilizando a fungao eig do Matlab. Da

mesma forma como no caso anterior, foi necessario o uso de matrizes menores de 2129x2129
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com 605 nos e 1112 elementos, uma vez que o comando eig trabalha com matrizes cheias. Os
resultados foram muito semelhantes: foram obtidos 509 modos espurios para os casos 1 e 3,
como mostrado em Tabela 3-4. Para os outros casos foram obtidos também 509 modos espurios
no infinito. Pode-se observar na Figura 3.12 um exemplo de modo espurio para cada um dos
quatro casos estudados. Verifica-se assim solugdes completamente diferentes das solugdes

esperadas.

O motivo dos modos espurios sdo as mesmas no autovalor zero sao os mesmos: 0s
modos espurios sao combinagdes lineares das bases formadas pelas variaveis independentes do
sistema linear. Para os casos 1 e 3, a matriz de M possui posto completo e a matriz & posto de
1620 linhas, ou seja, possuem exatamente 509 varidveis independentes, que é o ntimero de
modos espurios. Por outro lado, para os outros casos, a matriz M possui 509 variaveis livres (

que € o numero de modos espurios no infinito) e a matriz & de posto completo.

8 1 8 1
4 (a) i \,M : _ 0.9 4 0.9
A @ 08 08
6 6
y ‘ 4 0.7 0.7
A I
5 A Nﬁ 06 2 0.6
4 %\ 05 4r 05
417
5 W 0.4 sl 0.4
1 0.3 0.3
2t \ 2r
N 4 e 0.2 0.2
J N 8 |
L | ‘ 0.1 ! 0.1
% 5 0 5 10 ° % 5 0 5 10 °
8 1 8 1
(c) d Y
. 0.9 . (d) B 0.9
0.8 0.8
: { % by
l 07 07
2 : 06 2 06
4 0.5 4 0.5
3 0.4 3 ‘ 0.4
03 03
2 2
0.2 0.2
1 0.1 1 / qv 0.1
%o 5 0 5 10 © %o 5 0 5 10 ©
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Figura 3.12

Campo tranversal para modos espurios obtidos para f = 14.4GHz. Os casos

(a) 1 e (c) 3 apresentaram autovalores zero, enquanto os casos (c) 2 e (d)

4, autovalores no infinito

Tabela 3-4 Numero de modos espurios guia blindado

Descricao Numero de Posto Posto M
modos espurios
Caso | Equacao longitudinal de 509 modos 1620 linhas, 509 Posto completo
1 onda, transformacao y espurios em variaveis livres
f=0
Caso | Equagao do divergente, 509 modos Posto completo 1620 linhas, 509
2 transformagao y 1 espurios em variaveis livres
f—- o
Caso | Equagao do divergente, 509 modos 1620 linhas, 509 Posto completo
3 transformacgao y espurios em variaveis livres
f=0
Caso | Equacao longitudinal de 509 modos Posto completo 1620 linhas, 509
4 onda transformagéo y ! espurios em variaveis livres

f—- o

3.2.2 DESEMPENHO TEMPORAL

A Figura 3.13 e a Tabela 3-5 mostram a comparagao entre os tempos de processamento

para cada um dos quatro casos estudados. O processamento utilizou uma malha com 7035 nos e

3636 elementos. O intervalo de frequéncias utilizado foi de 12 a 18 GHz com passo de 0.2GHz e

foi feita em um computador i-3 com sistema operacional Windows 7 64 Bits e 4Gbytes de

memoria RAM.
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Figura3.13 Tempo de processamento para guia blindado

Tempo total de processamento

Tabela 3-5
para guia blindado
Tempo (s)
Caso 1 225
Caso 2 193
Caso 3 235
Caso 4 179

Uma vez que o problema do guia blindado ¢ computacionalmente mais simples que o
guia de alto contraste, o tempo total de processamento é consideravelmente menor. Da mesma
maneira que no caso anterior, as diferengas entre os casos 1 e 3 (com modos espurios) e 2 e 4
(sem modos espurios) foi pequena, cerca de 5%. Ja a diferenga entre os casos com e sem modos
espurios € de cerca de 20%, valor este bastante relevante. Apesar de significativa, as diferencas
entre casos com e sem modos espurios para este problema foi menor. A razao para isso ¢ a
complexidade do problema: observa-se um aumento do desempenho dos casos sem modos

espurios a medida que a demanda computacional aumenta.
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Primeiramente, é importante mencionar como conclusao deste trabalho a funcionalidade
das quatro formulagdes numéricas elaboradas. Tanto nas frequéncias Opticas, como nas
frequéncias de micro-ondas, os resultados obtidos com as quatro formulag¢des diferem muito
pouco entre si com relagao a precisdao. Da mesma maneira os resultados mostram-se sempre

coerentes com os resultados fisicos apresentados nas respectivas referencias [18] e [22].

Frente aos resultados apresentados, observa-se que 0os mesmos sao contrarios ao artigo
[1]: apesar da imposi¢ao da condigao de Gauss, a mesma nao elimina as cargas numéricas nos
nos dos elementos. Tais resultados possibilitaram melhor compreender as causas dos modos
espurios: os mesmos sao reflexos da singularidade das matrizes; por consequéncia, se a matriz
independente do parametro gama for singular, independente do conjunto de equagdes
utilizadas, serdo obtidos autovalores em torno de zero. Da mesma forma, independente do
conjunto de equagoes utilizadas, se a equagao que dependente de gama for singular, o problema

apresentara solugdes nao fisicas em torno do infinito.

Apesar do segundo caso (modos esptrios no infinito) ndo remover completamente os
modos espurios, tais formula¢des apresentaram-se vantajosas em relagdes a primeira. Como ja
mencionado, em rela¢do a precisdo e exatidao, os resultados obtidos foram muito semelhantes:
observou-se diferencas da ordem de le-14 em relacao aos autovalores, para os dois problemas
estudados. Por outro lado, em relagio ao desempenho temporal, os métodos sem modos
espurios foram cerca de 20% a 30% mais eficientes. Tal resultado tende a ser tao maior quanto a

complexidade computacional do problema estudado.

Além do desempenho temporal, realizar a andlise modal em um guia de onda na
auséncia de modos espurios, pode permitir a simulacdo do FEM no dominio do tempo. Como

apontado em [6], [7] e [8] o principal obstaculo para a simula¢des de elementos finitos no
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dominio do tempo € a presenca dos modos esptrios, que obstruindo o espectro em baixas
frequéncias, leva a instabilidades temporais. Os novos resultados aqui apresentados, apesar de
mostrarem os modos espurios no infinito, podem representar uma contribui¢ao fundamental
para o desenvolvimento do FEM no tempo sem a necessidade da utilizacao de filtros passa

baixa ou aplicacao de penalidades.
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