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Resumo

O propdsito deste trabalho é mostrar o porqué de conceitos matematicos serem
Uteis a descricdo de fenomenos da nossa realidade empirica sem termos de nos
comprometer com a existéncia de objetos abstratos. Por meio da analise do
desenvolvimento da mecanica quantica nao-relativistica de Werner Heisenberg,
procuramos mostrar como se da relagao entre os conceitos da matematica pura e os
conceitos da mecanica quantica. Ap6s a andlise da tese de Mark Steiner a respeito da
aplicabilidade da matematica a fisica, expomos nosso ponto de vista com base em

algumas das idéias estruturalistas elaboradas por Jairo José da Silva.






Abstract

The purpose of this work is to show why mathematical concepts are useful to
describe phenomena of our empirical reality without having to commit ourselves to
the existence of abstract objects. By analyzing the development of Heisenberg’s non-
relativistic quantum mechanics, we show how mathematical and quantum
mechanical concepts are related to each other. After the analysis of Mark Steiner’s
thesis on the applicability of mathematics, we expose our own point of view, which

was based on some ideas on structuralism due to Jairo José da Silva.
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Introducao

A aplicabilidade da matemdtica a fisica é o tema! deste trabalho de
doutorado. A mecanica quantica ndo-relativistica desenvolvida por
Werner Heisenberg serd o ponto de partida? de nossos estudos.
Analisaremos no primeiro capitulo deste trabalho o desenvolvimento da
teoria de Heisenberg3. Mostraremos, entdo, como se da a relacdo entre os
termos matematicos e os conceitos fisicos descritos por esses termos.

Dividimos em quatro se¢oes o primeiro capitulo desta tese.

Na primeira se¢do, nos deteremos no desenvolvimento histérico da
mecanica quantica de Heisenberg. Na segunda, veremos como Paul Dirac
foi capaz de estender as idéias de Werner Heisenberg ao desenvolver um

processo conhecido por quantizagdo canédnica. A escolha da teoria

'Nosso trabalho é de epistemologia da matematica. Ndo visamos discutir questdes da
filosofia da fisica, e.g., ontologia da mecanica quantica (seja qual for a formulagdo ou
interpretacdo da teoria). Com relagdo a filosofia da fisica, mencionaremos apenas o que
considerarmos relevante para o nosso trabalho. Ao nos referirmos a mecanica quantica de
Heisenberg ou Dirac, sempre teremos em mente a interpretacdao de Copenhague sugerida
por Heisenberg ou Born. Agradecemos ao professor Krause por suas criticas pontuais e
observagdes referentes a filosofia da fisica e da matematica.

’A conclus3o a que queremos chegar a respeito do trabalho de Heisenberg é que a
matematica utilizada na formulagdo de sua teoria quantica somente expressou dados da
experiéncia empirica e hipoteses fisicas. O estudo da teoria quantica de Heisenberg serd
propedéutico a compreensdo da relacdo entre os objetos abstratos da matematica e os
conceitos fisicos descritos por tais objetos.

*Mencionaremos também aspectos basicos de outras teorias como as teorias da
relatividade de Einstein e a mecanica quéantica relativistica de Dirac. E importante dizer que
nao é possivel discutir com detalhes todas essas teorias. Nds apenas as citaremos a medida
que acharmos conveniente e seremos mais detalhistas somente ao analisarmos a teoria de
Heisenberg. Também é conveniente dizer que ha varias teorias da fisica que se aplicam a
descricdo de fendomenos do mundo atémico, muitas das quais poderiam ser ditas
mecdnicas qudnticas. Ndo parece ser o caso de haver uma Unica teoria quantica nao-
relativistica, mas varias, e.g., mecanica quantica de Bohm, Heisenberg, Schrdodinger,
Feynman, Nelson, etc. Ha ainda vdrias outras maneiras de se fazer mecdnica qudntica,
dentre as quais se destacam o processo de quantizagdo geométrica, quantizagdo candnica,
quantizagdo via espacgo de fases, formulagdo variacional, etc. E ndo ha evidéncia (e.g., uma
demonstracdo) de que todas essas formulagSes da teoria sejam matematicamente
equivalentes. Notemos também que determinados conceitos fisicos ndo sdo
necessariamente equivalentes em teorias distintas da fisica. Por exemplo, as nog¢des de
espaco em teoria da relatividade e mecanica quantica ndo-relativistica ndo sdo
equivalentes, pois o espaco é newtoniano na ultima delas.
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desenvolvida por Heisenberg, preterindo as de Schrodinger e Feynman,
deve-se ao fato de ela ter uma relacdo mais préxima com a mecanica
classica, o que pode ser expresso de maneira simples pelo teorema de
Eherenfest. Tal teorema relaciona a teoria de Heisenberg com a
mecanica classica* e sera analisado no apéndice 1.3. Nas secdes terceira
e quarta, mostraremos precisamente como 0s conceitos matematicos sao

utilizados na formulacao da mecanica quantica.

No segundo capitulo discutiremos o trabalho de Mark Steiner> a
respeito da aplicabilidade da matematica. No terceiro capitulo é que
desenvolveremos com precisdo nosso ponto de vista filoséfico a respeito
da aplicabilidade da matematica a fisica. Veremos como é possivel
utilizar algumas das idéias de Jairo José da Silva para explicar o porqué
de a matematica ser tdo util a fundamentacdo de teorias fisicas.
Mostraremos que ndo é necessario que objetos matematicos existam
(independentemente dos matematicos e de suas teorias) para que a
matematica seja util na descricio de fendbmenos da nossa realidade
empirica. Veremos no terceiro capitulo o que Quine nos tem a dizer a
respeito da aplicabilidade da matematica, e no apéndice 3.3,

analisaremos a teoria nominalista de Hartry Field.

*Entendemos por mecanica cldssica a mecanica de Newton (e suas elaboracbes
lagrangeana e hamiltoniana, ou de Hamlton-Jacobi), a teoria do eletromagnetismo de
Maxwell (KOMPANEYETS, A.S. Theoretical physics, cap. 1 e 2) e a estatistica desenvolvida
por Boltzmann, Maxwell e outros. (HUANG, K. Statistical mechanics, p. 3-32 e 55-106) E
importante dizer que, de acordo com a mecanica cldssica, seria inevitdvel o colapso da
orbita de um elétron em movimento circular ao redor de um nucleo atémico. Claro que
elétrons ndo orbitam nucleos atdbmicos no sentido cldssico i.e., ndo é verdade que a
analogia entre o sistema atémico (e.g., nucleo + elétron) e o sistema constituido por um
planeta que orbita uma estrela seja correta.

>0 trabalho de Steiner nos ajudara a compreender alguns aspectos elementares da
aplicabilidade da matematica e também serd util para entendermos o realismo de
Frege/Steiner.
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Observacoes técnicas

Quanto aos capitulos (se¢des e subsecdes), nos referiremos a eles
por meio de uma justaposi¢do de numeros (a Wittgenstein), e.g., 1.23
(terceira subsecdo da segunda secao do primeiro capitulo). Quanto aos
apéndices a nossa tese, nos referiremos a eles por meio de dois niimeros,
e.g., 3.1 (primeiro apéndice ao terceiro capitulo). E importante notar que
utilizamos muitas notas de rodapé, o que pode tornar a leitura desta tese

um pouco cansativa.
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Capitulo 12

Primeira secao

1.1 A mecanica quantica no sentido heisenbergeriano¢

Mostraremos nesta secdo como Heisenberg chegou a primeira
formulacao da teoria quantica’. Nas se¢des terceira e quarta veremos
com detalhes como se da a relacdo entre os termos matematicos e os
dados da experiéncia empirica. Ainda nas secdes terceira e quarta
comecaremos a expor nosso ponto de vista filos6fico a respeito da
aplicabilidade da matematica. Visando compreender o trabalho de
Heisenberg, partiremos de textos de Bohr e Born, cujos reflexos no
trabalho de Werner Heisenberg foram relevantes. Discutiremos o
trabalho de Dirac na segunda se¢do deste primeiro capitulo. Em ambas
as secoes, toda analise fisica e matematica sera feita dentro do contexto8
em que os textos foram escritos, pois ndo é de nosso interesse analisar os
artigos dos criadores da mecanica quantica no nivel da matematica pura.

Nossa andlise da histéria e dos fundamentos da mecanica quantica é

SVeremos exatamente como Heisenberg desenvolveu a primeira mecanica quantica
nao-relativistica em seu artigo seminal “Quantum-theoretical re-interpretation of kniematic
and mechanical relations”. Visamos entender a criagdo da teoria de Heisenberg no contexto
do seu desenvolvimento, i.e., ndo estamos interessados em fundamentar
matematicamente a mecanica quantica ndo-relativistica, por exemplo, ndo mencionaremos
muitos conceitos da teoria de medida de Lebesgue, os quais seriam importantes para a
fundamentac¢do matematica da mecanica quantica de Heisenberg (e Dirac).

"Para a finalidade de entender a aplicabilidade da matematica, cremos que nao seja
relevante nos determos na analise de interpretagdes da mecanica quantica. NOs
adotaremos implicitamente a interpretacdo estatistica da mecanica quantica devida a
Heisenberg, a qual seria a base da interpreta¢éo de Copenhague. (HEISENBERG, W. The
phisical principles of the quantum theory p. 55-65 e FOCK, W. A. Principios de mecdnica
qudntica p. 88-98)

®ou seja, é importante enfatizar que ndo visamos desenvolver com detalhes todos os
conceitos matematicos necessarios a fundamentacdo matematica da mecéanica quantica de
Heisenberg.
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propedéutica a defesa de nosso ponto de vista filoséfico que sera

elaborada no capitulo 32.

A mecanica quantica desenvolvida por Heisenberg distancia-se da
antiga teoria quantica, da qual falaremos em breve, em um sentido
bastante especifico: no nivel atdmico, a mecanica classica é falsa. A antiga
teoria quantica fazia uso explicito de varias leis da mecanica classica,
como as do eletromagnetismo. Visando elaborar uma teoria livre de
qualquer preconceito oriundo de uma teoria classica e que fosse
coerente com os experimentos, Heisenberg propds que somente
observdveis deveriam ser levados em conta na formulagao da teoria. Por
estes termos, o fisico alemao tinha em mente qualquer grandeza que
pudesse ser medida empiricamente, por exemplo, freqtiéncias e niveis de

energia. (DUGAS, R. A history of mechanics p. 571)

Quanto as limitagdes da antiga teoria quantica, Heisenberg nos diz
que “é bem conhecido que as regras formais utilizadas para o célculo de
quantidades observaveis tais como a energia do atomo de hidrogénio
podem ser seriamente criticadas em razdo de elas conterem, como
elementos basicos, relagdes entre quantidades que aparentemente nao

sao observaveis em principio, e.g., posi¢ao (...) do elétron”®.

Pela citacdo acima, notamos a insatisfacio de Heisenberg com a
antiga teoria qudntical® do atomo de hidrogénio. A fim de que possamos
entender as criticas de Heisenberg, é necessario que nos detenhamos em
alguns aspectos basicos da antiga teoria, em especial no modelo atémico

de Bohr. Niels Bohr foi quem criou o primeiro modelo atdémico

9(HEISENBERG,W.”Quantum theoretical re-interpretation of kinematic and
mechanical relations” Em VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics p. 261).
Referéncias em que os artigos citados se encontram em outras obras serdo
complementadas em notas de rodapé.

por antiga teoria qudntica, entendemos a teoria atémica que surgiu em 1900 com
Max Planck, e que se estendeu até meados de 1925, ano em que Heisenberg publicaria seu
artigo seminal.
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compativel com os dados da experiéncia empirica. Tal modelo s6 se
aplicava ao atomo de hidrogénio e ficou conhecido como dtomo de Bohr.
Ao hélio, segundo elemento da tabela periddica - logo ap6ds o hidrogénio

-, 0 modelo de Bohr ndo mais se aplicava.
1.11 O atomo de Bohr

Antes de analisarmos as limitagdes do modelo atémico de Bohr,
veremos, de modo didatico, como se constroi tal modelo. Para isso nos
guiaremos pelo texto de estrutura quantica da matéria escrito por José

Leite Lopes (LOPES, ].L. A estrutura qudntica da matéria, cap. 19).

Precisamos de dois postulados basicos para a construcdo do

modelo atomico de Bohr!1,

1-As trajetdrias dos elétrons no dtomo de hidrogénio sdo aquelas cujo
momento angular é um multipo inteiro de h (constante de Planck dividida

por 2m).
Tal postulado nos permite escrever:
mvr =nh

Para a massa m do elétron em movimento circular uniforme ao
redor do nucleo, r-raio da orbita; v-velocidade linear do elétron, n-um
numero natural (n # 0), e mvr, a expressao classica para o momento

angular.

O primeiro postulado nos diz que o elétron do atomo de hidrogénio
sO pode descrever certas drbitas ao redor do nucleo atémico. Diz-se que
o momento angular do elétron é quantizado. A época de Bohr, quantizar
era sindnimo de ser miiltiplo inteiro. Dai segue o termo drbitas discretas,

ou niveis discretos de energia.

YEsta descricdo é didatica e simplificada.
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Vejamos o segundo postulado.

2-Quando o elétron descreve uma orbita estaciondria, o dtomo ndo
emite nem absorve qualquer radiagdo. A emissdo (ou absorgdo) de
radiagdo é determinada pela passagem de uma drbita de energia E,, a uma
outra de energia menor (ou maior) E,. A frequéncia da radiagdo emitida

ou absorvida é dada por:

0 segundo postulado nos diz!% que somente quando o elétron passa
de uma 6rbita estaciondria a outra é que o sistema atomico emite (ou
absorve) energia. A frequéncia referente a transicdo é dada pela
diferenca entre as energias de cada orbita estacionaria dividida por uma
constante. Vejamos, entdo, como utilizar os dois postulados devidos a

Bohr.

Classicamentel3, uma particula de massa m, velocidade v, carga
elétrica e e que descreve uma trajetéria circular de raio 1, em torno de

um corpo massivo, sujeita a uma forga atratival4, deve satisfazer a:

Resultante das forgas = forga de Coulomb

“No segundo postulado, a matematica expressa propriedades de dados da
experiéncia. Sabia-se que o espectro do 4tomo de hidrogénio era formado por certas linhas
espectrais, cujo padrdo sugeria que o sistema atémico sé poderia existir em determinados
niveis de energia. A relacdo matemadtica para o coOmputo da frequéncia reflete a
propriedade empirica que afirma que a energia deve ser quantizada. Tal relagdo foi
primeiramente postulada por Max Planck. Diremos um pouco mais a respeito de Planck na
secdo terceira. Mas é importante adiantar que Planck chegou a quantizacdo da energia
visando explicar a absorgdo de energia pela matéria, e ndo a estabilidade atomica.

BLembremo-nos de que, de acordo com a eletrodinamica de Maxwell, um elétron
em orbita circular (ou eliptica) ao redor de um nucleo deveria irradiar. Isso implicaria em
orbitas cujos raios seriam cada vez menores, e, consequentemente, o sistema nucleo-
elétron seria instavel.

“Estamos nos limitando ao caso de 6rbitas circulares e da for¢ca de Coulomb. Nesse
exemplo, deve haver equilibrio entre a forga centrifuga e a atracdo coulombiana exercida
pelo nucleo, a qual é descrita pela expressdo acima.



21

2 2

mv e

T 4mer,?
para e-constante de permissividade elétrica.

Se utilizarmos o primeiro postulado de Bohr em conjunto com a
ultima expressdo, podemos calcular o raio da o6rbita do elétron, i.e.,

tomamos

mvr, =nh
2 2
mve _ e "
Tn ATTET, 2

Combinadas, as expressdes acima nos permitem escrever, para
1

T 4me’

2me?Z

vE hn

e . nh
Utilizando mais uma vez, mvr, = n h, e escrevendo para v, v = —
n

podemos substituir esta ultima expressdo em * a fim de obtermos:

1, = n*h?/4n%Zem?

Calculamos, entdo, o raio da orbita referente a energia E,,. Tal

expressao nos permite obter uma férmula para o computo de E,,, i.e.,

Visto que E, é um observavel, pode-se verificar se os valores
previstos pelo modelo de Bohr correspondem aqueles medidos em
laboratorio. Verifica-se que o modelo de Bohr prevé corretamente os

valores para E,, para o caso do atomo de hidrogénio.
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Em seu trabalho, Bohr!> postula que “um sistema atémico pode, e
somente pode, existir permanentemente em certos estados
correspondentes a series descontinuas de valores para sua energia (...).
Esses estados serdo ditos estados estaciondrios do sistema”. De acordo
com a teoria classica do eletromagnetismo, um elétron em movimento
(circular, por exemplo) ao redor de um nucleo atémico deveria irradiar.
A emissdo de energia em forma de radiagdo implicaria érbitas cujos raios
seriam cada vez menores, e apds certo intervalo de tempo, o colapso da
orbita do elétron seria inevitavel. Dai segue a necessidade de Bohr
postular que o sistema atémico s6 poder existir permanentemente em

certas Orbitas fixas, estacionarias.

Por série descontinua de valores para sua energial®, o fisico
dinamarqués entende aquela que se refere a transicdo do elétron de um
nivel de energia a outro, o que nado se da de acordo com a teoria classica
do eletromagnetismo. De acordo com o eletromagnetismo classico, as
transicdes de um nivel de energia a outro sempre ocorreriam de modo
continuol’. Esse primeiro postulado, o qual Bohr insere nos seus
principios gerais'® da antiga teoria quantica, foi a maneira encontrada
para explicar a estabilidade da matéria. Do fato de s6 serem observados
certos niveis especificos de energia nos espectros atomicos (ver DUGAS,
R., op. cit., p. 535-536), Bohr postula que as transi¢des entre dois niveis

energéticos deverao ser descontinuas.

0 segundo principio geral simplesmente nos dira que a radiacdo

absorvida (ou emitida) durante uma transicdo entre dois estados

>(BOHR, N. “On the quantum theory of line spectra” Em VAN DER WAERDEN, B.L.
Sources of quantum mechanics, p. 97)

'®para o 4tomo de hidrogénio, s3o ditas séries de Balmer.

Notemos que o termo continuo refere-se a energia do sistema atémico e n3o ao
espaco (ou espaco-tempo).

Ver a nota de rodapé anterior.
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estacionarios é unifrequenticl®, e que sua frequéncia v é dada por
E' — E" = hv, dita lei de Planck, sendo E’, E'"’, as energias de dois estados

estacionarios e h, a constante de Planck, i.e, um niimero real.

Em seu artigo de 1914 (DUGAS, R., op. cit, p. 536), Bohr utiliza
outros trés postulados para construir seu modelo atomico. Exige-se
também que as leis da mecanica classica sejam validas20 para o caso de o
elétron estar em uma drbita estacionaria. Ja para o caso de uma transicao
de um nivel energético a outro, tais leis classicas deixariam de ser validas
- pois a transicdo seria descontinua. Finalmente, As duas ultimas
exigéncias impostas por Bohr referem-se a quantizagdio do momento
angular do elétron. A época de Bohr, como dissemos, quantizar era

sindbnimo de discretizar, no sentido de ser miltiplo inteiro de certa

quantidade.

Das duas ultimas exigéncias citadas e que se referem ao momento
angular do elétron, a primeira se restringe a drbitas circulares. No caso

geral, para orbitas elipticas, deveriamos escrever?1
w
— =n-—-
w 2

A ultima imposi¢cdo de Bohr nos diz que o estado permanente de

todo sistema atomico?2 é determinado pelo fato de cada elétron ter o

: : e L 1
momento angular quantizado (i.e, ser multiplo inteiro de h = ;h). A

diferenca entre as duas ultimas assuncgdes é sutil. O estado permanente é

19 . . . ~ , . N N

Obviamente, unifrequentic ndo é um termo existente em Portugués ou Inglés. Van
der Waerden utiliza-o para dizer que a freqiiéncia é Unica, dados os niveis iniciais e finais de
energia.

20 . As s . . .

Bohr sabia que, de acordo com mecanica cldssica, o movimento circular de um
elétron ao redor de um nucleo era instavel. Essa aparente contradicdo (oriunda da
suposicdo de que as leis da mecanica classica eram vdélidas para a construgdo do seu
modelo atdmico) so foi eliminada com a criacdo da mecénica quantica de Heisenberg em
1925.

w ~ . . -
'Para —,arazdo entre a energia total do sistema W e a frequéncia angular w.
2"permanent"state of every atomic system.(DUGAS, R., op. cit., p. 536)
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aquele que corresponde ao maximo de energia que um atomo pode
emitir; o altimo postulado se diferencia do anterior por nao se referir a
sistemas com um unico elétron, mas a quaisquer sistemas atomicos.
Vejamos os sucessos da teoria de Bohr, embora ela estivesse mergulhada

em inconsisténcias tedricas.

Bohr23 foi capaz de explicar os resultados obtidos empiricamente
por Balmer?24, além de ter permitido o computo da constante de Rydberg

pela primeira vez.

Quanto a teoria de Heisenberg, ele foi guiado por um principio
heuristico cuja funcao era relacionar sua teoria quantica com a teoria
classica, conhecido por principio da correspondéncia de Bohr - do qual
falaremos muito em breve. A partir de agora, entenderemos por

mecanica quantica a teoria desenvolvida por Heisenberg.

1.12 Werner Heisenberg

George Mackey, em seu texto Mathematical foundations of quantum
mechanics, nos diz que Heisenberg desenvolveu sua teoria “by vague
and mystical but inspired heuristic reasoning”. (MACKEY, G., op. cit., p.

99) Se mystical for traduzido por vago?> cremos que a observagido de

BEnfatizemos que, além de fazer uso de quantidades que ndo podiam ser
observadas empiricamente, tais como a posi¢do de um elétron em uma drbita, o modelo
atdmico de Bohr estava repleto de inconsisténcias tedricas. Lembremo-nos de que a
mecanica quantica de Heisenberg se dissociard da antiga teoria quéantica no sentido
explicito de que a mecdnica cldssica néo é vélida na escala atémica®. (PIZA, A.F.R. de T.
Mecdnica qudntica, p. 17)

*As Séries de Balmer referem-se aos niveis de energia para o caso do dtomo de
hidrogénio. Para detalhes técnicos, indicamos os textos citados de Dugas (DUGAS, R., op.
cit., p. 537-538) e Lopes (LOPES, J.L A estrutura qudntica da matéria, p. 390).

*0u nebuloso. Queremos evitar o termo “mistico”, pois ndo parece ser o que
Mackey tem em mente quanto ao trabalho de Heisenberg. O préprio desenvolvimento do
trabalho de Werner Heisenberg ndo parece suportar uma interpretacdo mistica, como
veremos.
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Mackey2¢ faca sentido. Heisenberg ndo é preciso na formulagao
matematica da teoria, muito menos nas analogias via principio de Bohr.
Werner Heisenberg foi aluno de Sommerfeld em Munique e frequentou
Gottingen no verdo de 1922, ocasido do Bohr-Festspiele. No inverno de
1922-23, trabalhou com Max Born, ainda em Goétingen. Em 1923
retornou a Munique visando concluir sua tese de doutorado?’. Em sua
primeira correspondéncia com Wolfgang Pauli (VAN DER WAERDEN,
B.L. Sources of quantum mechanics, p. 23), Heisenberg ja demonstrava
interesse em compreender como se dava a absorcao de energia pela
matéria. Mas foi em julho de 1925 que Heisenberg concluiu o artigo que
conteria sua formulacdo matematica da mecanica quantica, cujo titulo
era “Reinterpretacdo quantica de relagdes cinematicas e mecanicas”,

como veremos a seguir.

Heisenberg?® comecaria sua reinterpretacdo com a seguinte
afirmacdao: “O presente trabalho visa estabelecer uma base para a
mecanica quantica tedrica fundada exclusivamente nas relagdes entre
quantidades que em principio sdo observaveis”. O fisico alemao é
explicito quanto ao propdsito de seu artigo, i.e.,, desenvolver uma base
(matematica) para a mecanica quantica que parta apenas de grandezas

medidas empiricamente - fato que ja enfatizamos2°. Quanto ao termo

**Mostraremos como o fisico alem3o chegou a sua teoria, e ndo como Mackey acha
que ele deveria ter procedido. Ndo é de nosso interesse preencher as lacunas matematicas
deixadas pelos fisicos — se é que todas as lacunas podem ser preenchidas.

27Heisenberg estudou em seu doutorado um problema de hidrodindmica (VAN DER
WAERDEN, B.L. op. cit., p. 19).

28(HEISENBERG, W. “Quantum theoretical re-interpretation of kinematic and
mechanical relations” Em VAN DER WAERDEN, op. cit., p. 261).

®\emos a nitida influéncia de algum pragmatismo aqui. Heisenberg nos diz em um
artigo sobre pragmatismo e fisica atbmica que “Na fisica tedrica, nosso primeiro passo é
combinar os resultados dos experimentos e as férmulas, de modo a chegar a uma descri¢do
fenomenoldgica dos processos envolvidos”. (HEISENBERG, W. A parte e o todo, p. 119)
Claro que ha varias escolas filoséficas (distintas) conhecidas por pragmatismo, e cremos
que Heisenberg tenha sido influenciado pela escola de Ernst Mach.
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kinematic3° presente no titulo de seu artigo, o autor visa criar uma

cinemdtica qudntica.

Heisenberg exigiu também que o principio da correspondéncia de
Bohr fosse uma condicdo necessdria ao desenvolvimento de sua
cinematica. O principio de Bohr sera o elo entre a nova teoria quantica e
as teorias classicas da mecanica, pois a nova teoria quantica ndo deveria
estar em desacordo com a mecanica classica quanto a descrigao
macroscopica3! da realidade empirica. E ainda, quanto a relacdo entre as
teorias classica e quantica, van der Waerden nos diz, em sua andlise
histoérica da criagdao do principio da correspondéncia, que “para grandes
numeros quanticos os resultados obtidos deveriam convergir para
aqueles obtidos em mecanica classica”. Por grandes niimeros qudnticos, o
autor entende sistemas fisicos constituidos de varios dtomos. A idéia é
simples, visto que “para sistemas fisicos constituidos de varias
particulas, o comportamento do sistema é descrito pela mecanica
classica”. (VAN DER WAERDEN, B.L., op. cit, p. 7-9) Vejamos, a partir de
um artigo de Born, o significado e a aplicagio do principio da

correspondéncia de Bohr.

3% teoria de Bohr fazia uso explicito de conceitos da eletrodinamica de Maxwell, tais
como forga centripeta. Bohr foi explicito quanto ao uso do termo dindmico em seu modelo
atémico: “O equilibrio dindmico de um sistema em um estado estacionario é governado
pelas leis ordinarias da mecanica, mas essas leis ndo sdo validas no caso de transicdo de um
estado estacionario a outro”. (DUGAS, R., op. cit., p. 536)

*IClaro gue a mecéanica quantica foi desenvolvida para se aplicar ao nivel
microscopico de descricdo fisica, e a mecanica cladssica, ao macroscdpico. Mas seria de
esperar que, para um numero elevado de particulas, a teoria quantica reproduzisse
resultados da teoria classica.
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1.13 O principio de Bohr em um artigo de Born

Vejamos, entdo, o principio heuristico devido a Niels Bohr32.
Partiremos de um artigo de Max Born para que possamos compreender
o principio da correspondéncia. Optamos por esta abordagem porque
Bohr nunca enunciou de modo rigoroso seu principio. O artigo de Born
também nos sera muito util a compreensao do trabalho de Heisenberg.
Em sua aplicagdo do principio, Born utiliza a idéia da reinterpretagdo
qudntica que vingaria com o trabalho de Heisenberg. Sigamos, entdo,
com o artigo3? “Quantum mechanics” de Born, ao qual nos referiremos

citando seus paragrafos numerados.

No § 1, Born elabora uma breve, precisa e clara exposicao da teoria
cldssica da perturbagdo. A idéia central do artigo consiste em tratar a
interacdo entre um atomo e a radiacao oriunda de uma fonte externa,
e.g., um campo34. As equacdes fundamentais da mecanica classica para
um sistema de n graus de liberdade podem ser escritas pelo conhecido
modo candnico mc:

_9H . _  OH

G =5, Pi = Taq, ) = 1..n

H é a fungdo hamiltoniana classica. Os termos q; sdo ditos varidveis

generalizadas, cujos momentos conjugados sdo denotados por p;.

320 fisico dinamarqués nunca foi preciso ao enunciar o seu principio, tal como nos
conta van der Waerden em “Histéria do principio da correspondéncia”. (VAN DER
WAERDEN, B.L., op. cit., p. 7-8) Bohr queria um elo entre a mecénica classica e a antiga
teoria quantica.

33(BORN, M. “Quantum theory” Em VAN DER WAERDEN, op. cit., p. 181-198). A fim
de sermos precisos, elaboraremos algumas notas técnicas. E sempre ilustrativo seguir Born,
pois ele é bastante claro e objetivo em suas observagdes e no uso das expressées
matematicas.

**para um estudo pormenorizado da teoria classica da perturbagdo, indicamos o
texto de Goldstein (GOLDSTEIN, H. E POOLE, C. E SAFCKO, J. Classical mechanics, p. 527-
532). Para uma introducgdo a teoria quantica da perturbacdo, indicamos Piza (PIZA, A.F.R.
de T. Mecdnica qudntica, cap. 4).
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Born denota a fung¢do hamiltoniana cldssica de um sistema fisico

sujeito a for¢as externas por

Hy = Hy(w?, @9, ..., w3, J?, ..., J2), para as variaveis w e Jde acdo-

dangulo do sistema3>.

De modo sucinto, uma perturbagdo é uma fungcdo H,das mesmas
variaveis de H,, cuja dimensdo (fisica) é de energia. Exige-se também
que H; tenha médulo suficientemente menor que o mddulo de H, para
cada (w?,w?, ..., w3,J?,...,J9) no dominio de H; e de H,. Utiliza-se o
método perturbativo para o estudo de pequenas variacdes nos niveis de

energia de um sistema, cuja hamiltoniana ndo-perturbada é H,,.

A hamiltoniana geral é definida por Born do seguinte modo:
H = Hy + AH4, sendo A um parametro real. Born assume que a interagao
entre os sistemas seja mediada por uma for¢ca externa que possa ser
expressa por uma serie de Fourier. Supde-se também que a funcdo

perturbadora possa ser escrita por meio de uma série de Fourier, i.e.,3¢

z C_,;e 2mi(woT)
T

Para (wo7) = Y, wlT;, e T = To, Ty, ..., Ty (T; € N)

C,-coeficientes reais.

*Estas Ultimas s3o obtidas por meio de certas operagdes conhecidas por
transformagbes candnicas, as quais deixam invariantes as relagdes definidas por mc. Sem
detalhes técnicos, tais variaveis (ditas de a¢do-dngulo) sdo fungdes lineares do tempo (ver
LINDSAY, R.B. E MARGENAU, H. Foundations of physics, p. 154-158). Mackey tratara de
modo rigoroso a teoria em questdo. (MACKEY, op. cit., cap. 1)

®A soma é realizada sobre um conjunto de vdrios indices, o que quer dizer que a
notagdo é condensada. Poderiamos ter usado n simbolos de somatério.
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O fato de podermos expandir as fungdes por meio de séries de

Fourier segue da hipotese de que a interacdo é periddica3’. Estamos

aJ

assumindo que w] = v;t, sendo o conjunto formado pelos v; (v; =

utilizado para denotar as frequéncias naturais do sistema. Assumamos
também que o conjunto das frequéncias naturais satisfaca a seguinte
propriedade: nenhum dos termos referentes as frequéncias naturais
pode ser obtido como combinacdo linear dos demais para coeficientes
que pertengam ao conjunto dos nimeros naturais. Definamos o termo:
(vt) = vo19 + V471 + - + v, T, qQue € necessariamente (e trivialmente)
ndo-nulo para sistemas em que pelo menos um dos termos v; seja ndo-
nulo. Essas defini¢des sdo necessarias para que possamos compreender

o artigo de Born.

Born pretende mostrar (§2 de Quantum mechanics) que o problema
da interacdo entre energia e matéria pode ser tratado pela teoria classica
das perturbagdes. O trabalho de Born é de 1922 e o tratamento dado a
interacdo sé seria compreendido alguns anos mais tarde. Isso se daria
com Feynman. (MEHRA, ]. The beat of a different drum: the life and
science of Richard Feynman, p. 107-116) Para seus propositos, ou seja,
mostrar que era possivel reinterpretar termos presentes em equacgoes da
teoria classica de modo coerente com os experimentos, Born obteve
sucesso. Dentro do contexto de reinterpretacdo de termos, Born mostra
que a teoria classica3® da dispersdo (ou espalhamento) pode ser

analisada via teoria das perturbacdes.

*As séries de Fourier s30 uma ferramenta matematica util para a descricdo de
propriedades empiricas e leis fisicas dotadas de alguma periodicidade. Os termos referentes
a senos e co-senos presentes nas séries sdo 0s responsaveis pela periodicidade destas, pois
as fungdes trigonométricas sdo periddicas.

*Tanto Heisenberg quanto Born conheciam a lei de Kramers da emissdo/absor¢do de
energia pela matéria, a qual mencionaremos adiante.
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Vimos que Bohr havia postulado uma expressao para o computo da
frequéncia referente a transicdo de um elétron entre dois niveis, cujas
energias eram W(n)e W(n'):

v(in,n") = —-[W(n) - wmn"]

S =

O termo classico3?, cuja dimensdo é de freqiiéncia, aparece na
expansdo por série da fun¢io perturbadora como: (vt) = vty + V171 +

<+ VvV, Ty

Born visa compreender a relacdo entre os termos classicos e os
quanticos. Em principio, ele supde (§3 de seu artigo) que a transicdo
entre dois estados estacionarios de energia, n, — ny, = n; + 7, se dé de
modo linear. Por linear, ele entende que J, seja linear em y, i.e,
Jix = h(ng + uty), 0 < u < 1. Temos que ny e n, + 7, = Ny, sdo numeros
quanticos e que estdo associados, respectivamente, as oérbitas inicial e

final.

Tomando J;, como linear em u, Born procedeu da seguinte maneira:

(o) = z ZGHO aHOa]k 1dH0
YT LT L ™ TR ) o T R

dH,
Onde usamos vy, = T
k

Também sabemos que é valida:
1
vin+1t,n) = 7 [Hy(n + 1) — Hy(n)]

Finalmente, para as frequéncias classica e quantica, Born sugerira a

seguinte relagdo:

*Ver Goldstein (GOLDSTEIN, H. E POOLE, C. E SAFCKO, J. op. cit., p. 527-532 e p. 460)
para a dedugdo da expressdo classica para a frequéncia.
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1

vin+1t,n) = f (vt)du
0
Nao utilizamos o termo inferird, mas sugerird, pelo fato de Born nao
ter ciéncia de algo (um teorema, por exemplo) que relacione as teorias

classica e quantica.

Quanto as expressdes para o computo das freqliéncias classica e

quantica, Born nos diz (ainda no §3, p. 190) que

A frequéncia real (quantica) (..) é a ‘média linear’ da frequéncia classica
correspondente. Alternativamente, pode-se dizer que os modos pelos quais v(n + 7,n)
e (vt) sdo obtidos de H; se ddo como que em uma relacdo de coeficientes diferenciais

para diferenga de coeficientes.

O fisico alemao é claro quanto a comparacdo entre as duas teorias.
e , 1dH . : .

Em teoria classica, (vt) é dada por Zd_uo' um termo “diferencial”. Ja em

teoria quantica, v(n + t,n) é uma “diferenca entre quocientes”, i.e.,

1 . . .~ ,
E[Ho(n+1) — Hy(n)]. No primeiro caso, temos transicdes continuas
entre niveis de energia; no segundo, descontinuas - neste caso, o

quociente é 1.

Em seguida, Born tenta generalizar sua hipdtese de reinterpretagdo.
A nosso ver, o que segue é mais uma conclusdo que uma generalizagao.
Partindo da hip6tese de que o termo responsavel pela interagcao entre os
dois sistemas fisicos é dado pela funcdo perturbadora H; (mais

precisamente, AH, ), o fisico nos diz na pagina 190 (§3) que

A fim de encontrar a lei que rege a interacdo, procuramos pela lei correspondente aos
harmoénicos principais no modelo do movimento. Entretanto, buscamos uma descri¢do

da energia perturbada na qual ela surja como a soma das contribui¢des dos harménicos
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principais. Mas isso é exatamente o que nossa férmula basica*? (16) faz. Além do mais,

ela tem a mesma forma que a expresséo para frequéncia (VT) e é caracterizada pelo

a 1d

operadory;; Ty s ha
Em teoria classica, basta saber como os harmoénicos principais
(freqliéncias fundamentais, higher harmonics) variam para que seja
possivel determinar a lei de interacdo entre os sistemas*l. Esse é
exatamente o sentido da citagdo acima. Born continua: “Somos, entao,
forcados a adotar a regra em que temos que substituir uma quantidade

calculada classicamente, sempre que tiver a forma
Z 0® 1do
*o) Ry
T
Pela média linear, ou diferenca de quocientes

1 oD 1 »
Jy Yo dp =3[P+ 1) — @]

A ultima citagdo repete o que foi feito por Born, sendo que ® denota
uma func¢do arbitraria cuja dimensao é de energia. Sabe%?-se que a
funcao classica H, correspondera um operador diferencial. Até aquele
momento, nenhum fisico sabia como o termo @ deveria ser interpretado.
Mas podemos ver em Born um prelidio ao trabalho de Heisenberg, e
neste ultimo, veremos a indicacdo nitida de um caminho rumo a

quantizagdo candnica.

Em suma, vimos uma exemplificagdo clara do principio de Bohr em

um artigo de Born. Uma licdo importante que deve ser tirada do

40 . . .
Por formula (16), Born refere-se a um caso particular da expressdo para o computo
da fréquencia quantica, a qual é obtida pela aplicacdo do método perturbativo cldssico ao
problema da emissdo de energia.
41 . . ~ . . . , ~ .
Isso via teoria das perturbagdes, cuja finalidade é a obten¢do de algum tipo de
descricdo aproximada do fen6meno.
42 ~ . . s .
Born ndo sabia a que objetos matemdticos deveriam corresponder os termos
reinterpretados.
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trabalho de Born é que a mecanica classica deve, sim, admitir algum tipo
de relagdo com a quantica. O principio de Bohr, mesmo que impreciso
quanto a relagdo entre as teorias, mostrou-se relevante para os
fundadores da mecanica quantica, visto que eles precisavam se guiar por
algo. Além disso, a nova teoria deveria reproduzir a antiga de acordo
com algum tipo de limite. O teorema de Ehrentest (ver apéndice 1.3)
ilustrara a relagdo entre a mecanica classica e a mecanica quantica.

Sigamos, entao, com o trabalho de Werner Heisenberg.

1.14 Rumo a cinematica quantica de Heisenberg

Heisenberg adotard a expressdo do oscilador harmonico classico
em uma dimensdo como ponto de partida para sua reinterpretagdo

matematica dos termos cldssicos. Tal expressao é:

X+ f(x) =0 (ohc)

Na equacgdo acima, f(x) denota (de acordo com teoria classica) uma
funcao da posicao x(t) de uma particula. Heisenberg se propos a tarefa
de reinterpretar o termo x, de modo que a expressdo acima se aplicasse
a descricdo correta dos fendmenos atdmicos. Dissemos que x ndo
deveria referir-se diretamente a posicdo da particula no sentido classico,

visto que a posicdo da particula nao era um observdvel.

0O modelo do oscilador harménico era bastante conhecido por
Heisenberg, pois era o modelo candnico utilizado pelos fisicos ao
desenvolverem a teoria classica da dispersao. (VAN DER WAERDEN, B.L.
op. cit, p. 9) A expressdo ¥ + f(x) =0 surge de modo natural em

mecanica classica para o seguinte problema (em uma unica dimensao). A
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aplicacdo da segunda lei de Newton ao movimento de uma particula de

massa m presa a uma mola de constante elastica k nos leva a

d?x .
m— =kxou mi¥ = kx
dt?
Visto que o termo x era utilizado para descrever a posi¢dao de uma
particula em movimento oscilatorio (peridédico), o uso da expressdo
acima parecia dbvio. Assim, o &tomo de hidrogénio era entendido*3 como

um sistema do tipo massa-mola.

Aplicada ao problema da emissdao de energia, sabemos que a

expressao ohc - no contexto classico - admite a seguinte solugdo#4:
x =x(n,t) = Y, an), et

Para —co<a <00, a,n €N, t € R (ver VAN DER WAERDEN, B.L.
op. cit., p. 29).

Os coeficientes a(n),denotam as amplitudes da oscilagao.
Pensemos em um atomo cujo Unico elétron esteja em um nivel de
energia denotada por E,,, sendo n o nimero natural (quantico) associado
aquele nivel. Lembremo-nos da regra de quantizacio do momento
angular devida a Bohr. Ela nos diz que a acdo J é dada por#>: ] = nh.
Enfatizemos que w, é a frequéncia classica, e que dependia do nimero

(quantico) n na descricio de Bohr. Temos também que a(n), =

*Veremos no capitulo 22 que a descricdo de um sistema fisico por um modelo
matematico requer dois atos mentais, i.e, um ato de abstra¢do e outro de idealizagdo. No
caso do movimento do elétron, a abstracdo se caracteriza pelo isolamento das
propriedades relevantes a descricdio do movimento, e.g., a periodicidade do movimento.
Ela pode ser analisada matematicamente por meio do modelo do oscilador. O elétron é
visto como um ponto material que oscila ao redor de outro ponto material, o nucleo.
Quanto a idealizagdo, sdo desprezadas as dimensdes fisicas das particulas, i.e., desprezam-
se as diferengas entre o modelo matematico e o modelo fisico. No caso do movimento do
elétron, Heisenberg solucionou o problema para o caso ndo-relativistico. Quanto a
absorcdo de energia pela matéria, foi Feynman quem propds a primeira solugdo efetiva.

*“Dadas as condicBes de contorno especificas, as quais surgem das hipoteses fisicas,
como a da quantizagdao do momento angular.

*0s demais termos ja foram definidos ao examinarmos o trabalho de Born.
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a*(n), (i.e., a(n),€é um numero real para cada a e n). Isto se deve a
condi¢do a*(n), = a(n)_,, conhecida por condi¢do de realidade, pois as
amplitudes das oscilagbes ndo podem ser numeros complexos. Tal
condicdo é claramente uma hipdtese fisica, pois sabemos que toda
medida efetuada em laboratério deve necessariamente ser descrita por

um numero real (no caso, racional).

Tanto no contexto da mecanica classica, quanto naquele da teoria
de Bohr, a solucao x é interpretada como posicdo da particula, uma
funcdo do tempo. O que se tem é que a equag¢do do movimento
X + f(x) = 0 pode ser resolvida, no sentido da antiga teoria quantica,
com a condicdo extra de que J = nh. Esta condicdo é conhecida por
condigdo qudntica. (JAMMER, M. The conceptual development of quantum
mechanics, p. 202) Mas a solugdo dada pela teoria quantica de Bohr s6 se
aplicava ao caso do atomo de hidrogénio. Retomemos, entdo, a solugao

para a equacao do oscilador.
x =x(n,t) =Y, a(n), eten®

Em mecanica classica, w,a se refere a freqliéncia de oscilacao (da
particula) e esta associada ao estado de energia do sistema fisico. Na
teoria de Bohr, a Unica diferenca se devia ao fato de a frequéncia ser
quantizada. Mas, o modo de se adicionar freqiiéncias, isso de acordo com
a teoria de Bohr, era incompativel com a lei de Ritz-Rydberg, a qual
concordava com os valores (empiricamente) medidos para a adigdo das
frequéncias quanticas. Na antiga teoria quantica, sendo «a e f dois
numeros naturais (relacionados a duas frequéncias fundamentais
associadas ao nivel n), a férmula para adi¢do de frequéncias era dada por

(ver DUGAS, R. A history of mechanics, p. 572):
wn,a)+wnp)=wna+p)

para
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w(n,a) = w,a
wn,f) = w,p
wn,a+p) = wy(a+p)

Mas a lei de Ritz-Rydberg nos dizia que, para w(n,m) = 27” (H(n) —

H(m)) (DUGAS, op. cit,, p. 572), deveriamos ter:
wnn—a)+wnh—an-pB)=wmn—a—p)
ou
wn—Bn—a—p)+wmn—pB) =whn—a-p)

Notemos que, na expressdo acima, os indices dentro dos parénteses
se relacionam a frequéncias de transicio entre estados. E facil mostrar
que, se interpretados classicamente, os termos referentes as frequencias
em ohc nao*¢ satisfazem a lei de Ritz-Rydberg (RR) quanto a adi¢do. Mas
a lei RR ja era bem estabelecida, e no que se referia aos termos
w(n,n —a), Heisenberg sabia como manipula-los algebricamente.
Restava entender como os novos termos referentes as amplitudes
classicas a(n),deveriam ser compreendidos e manipulados
algebricamente. Vimos que, para as freqiiéncias, precisdvamos de uma lei
aditiva*’, pois os termos surgiam nos expoentes da solucdo para o
oscilador, i.e, e®®n* Quanto as amplitudes?s, a regra deve ser
multiplicativa. Para ver isso, procederemos da mesma maneira que

Heisenberg para descobrir como as amplitudes deveriam ser

“para isso, basta, tomar “o quadrado de x” na expressdo solugdo para ohc. Veremos
que foi esse o caminho seguido por Heisenberg para elaborar sua regra de multiplicagao de
varidveis qudnticas.

“Vimos que tal lei foi obtida empiricamente a priori.

“Evitaremos dizer “termos referentes as amplitudes”. Claro que amplitude é uma
grandeza fisica, enquanto o termo referente a amplitude é um simbolo matematico.



37

multiplicadas, i.e., tomaremos o quadrado da solucdao do oscilador.

Vejamos, entdo, como Heisenberg procedeu em seu trabalho.
Seja a solugao para ohc:
X = x(n' t) =Za a(n)q eliwna

Dentro do contexto classico, ao tomarmos “quadrado de x”,

obteremos:
x2 = Zﬁ b(n)B etia)nﬁt
para b(n)g e “nft =3 a(n), a(n)g_q e @nl@+h-al

Mas como fazer que, no expoente, a adicdo de freqiiéncias satisfaca

a lei RR#9?
Heisenberg prop6s a seguinte substituicao:

a(n)a etiwna N a(n, n— a)etiw(n,n—a)

tiwp Pt
)

E, procedendo do mesmo modo quanto aos b(n)ge sugeriu

que:

b(n,n — ﬁ)eiw(n,n—ﬁ)t — z a(m,n—a)a(n —a,n— ﬁ)etiw(n,n—ﬁ)

a

Recordemos que —0 < a < oo,

Se for correto o procedimento de substituicio que Heisenberg

propds, os coeficientes c(n,n— ) de x™ (n =3, para a expressio

49w(n,n—a)+w(n—a,n—ﬁ) =wn,n—a— ), ou
on—-Bn—a—-B)+wnn—B)=wnhn—a-—p).
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abaixo) deveriam satisfazer a uma regra ndo-comutativa para seu

produto>9, i.e, (DUGAS, op. cit., p. 573):

c(n,n—p) = z am,n—a)b(n—a,n—f)
a
Classicamente, o computo de produtos de coeficientes satisfazia a
uma algebra comutativa, o que nao parecia ser sugerido pela expressao
acima. Heisenberg notou que, para uma fung¢ao f(x(t)) que pudesse ser
expandida via série de Fourier, sendo seus coeficientes denotados pelos
a(n,n—a), e uma g(x(t)) expressa por uma série cujos coeficientes
fossem b(n — a,n — ), seria possivel que fg — gf # 0(x(t)) - sendo
esta ultima a fung¢do nula. Born e Jordan mostraram que a dlgebra de

Heisenberg satisfazia as mesmas propriedades que a algebra de

matrizes. (VAN DER WAERDEN, B.L, op. cit., p. 38)

Descoberto como manipular algebricamente as amplitudes e
frequéncias, restava calcula-las e mostrar que as previsdes tedricas
correspondiam as empiricas. Vimos que, na antiga teoria quantica,
precisava-se da condicao extra de quantizacdo da ac¢do, além da condigdo
de realidade (isso para se obter uma solucdo para a expressdo do
oscilador). Na teoria de Heisenberg, as condi¢des de quantizacdo e
realidade serdao mantidas. Vejamos o modo pelo qual Heisenberg
resolveu o problema modelado pela expressdo do oscilador. Mais uma
vez, foi através de uma reinterpretacdo de termos que Heisenberg

procedeu.

by

Vejamos primeiramente a parte relacionada a antiga teoria
quantica. Sejam, respectivamente, x e p = mx as expressOes para a
posicao e momento linear referentes ao modelo do oscilador harmoénico

classico:

a regra para obtengdo dos c(n,n — ) é dita multiplicagdo de Heisenberg.
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x = x(n,t) =Y, a(n), et'“n®
tionpa

mx = mY,an),iw,ae

Heisenberg integrou a ultima expressao para um periodo e obteve:
ygma'cdx = jg mx2dt = anE a(n)qa(n)_qiw,a?
a

Desde que é sempre valida a condi¢do de realidade: a(n)_, =

a*(n)y, seguira que
jgmfczdt = anZIIa(n)a I? w,a?
[24

Da quantizac¢do da a¢do, podemos escrever:

d

d .
an (nh) = In 3€ mxdx

Utilizando a expressao
¢ mr2dt = 2mm Y 4lla(n)q I* wa?,

concluiremos que
d 2
h=2mm ) a— (awylla@ )
[24

Mostramos que Max Born havia sugerido uma reinterpretacao de
coeficientes diferenciais como diferencas entre quocientes. Foi o caminho
sugerido por Born que Heisenberg trilhou. Para a tarefa que se propds,
Heisenberg obteve primeiramente uma expressao para h que estivesse

de acordo com a lei RR3! e com sua proposta de reinterpretacao dos

>'Relacionada 2 lei RR, estava a Lei de kramers, a qual era dada por:
e? i fj
P=E (Zl gi - Zj vz-iv)'
3 J

4m2m vi-v
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coeficientes. O analogo quantico que Heisenberg propde para h partiria

do uso da expressao classica para h e da sugestdo de Born. Notemos que,
~ d
na expressio h =2mm}, a— (awy,lla(n)q ||?), aparecem os termos

diferenciais a que Born se referiu. O andlogo qudntico>2 da expressao

para h obtido por Heisenberg foi
h=4mmYq(lla(nn + Q)|Pwmn + a) - la(nn — o) |Pw(n,n - a))

Na expressdo acima, temos uma diferenca entre termos (com
quociente igual a unidade) para o caso quantico. Heisenberg sabia que a
expressao dada pela antiga teoria quantica para h era uma maneira de se
reescrever a hipétese de quantizacdo da acdo>3. Ora, desde que a
hip6tese de quantizacdo do momento angular da antiga teoria quantica
era valida para o caso do atomo de hidrogénio, a teoria de Heisenberg
deveria reproduzir a antiga teoria de alguma maneira. Finalmente, todo
o trabalho de Heisenberg teria sido em vao se sua reinterpretacdo das
amplitudes e frequéncias fosse incompativel com os dados
experimentais. O ultimo passo dado por ele foi mostrar como os
a(n,n+ a) e w(n,n + a) poderiam ser calculados. Restava comparar as

previsdes tedricas com os dados existentes. Sabemos que a teoria de

sendo P, médulo do vetor de polarizagdo devido a um campo elétrico, E, mddulo do vetor
campo elétrico, v;, freqliéncias de absorgdo (para j, emissdo) e f;, amplitudes relacionadas
as frequéncias de absorgdo (idem para j). Pensemos que a energia é emitida/absorvida pela
matéria via radiacdo (no contexto da discussdo que fizemos do artigo de Born). A forca

externa F a que Born se referiu pode ser pensada como devida a presenga de um campo

elétrico E, cujo médulo é E, sendo a forga dada por F= qE (para uma carga elétrica
pontual g, ou uma distribuicdo homogénea de cargas). A relagdo de Kramers pode ser

. . ~ P . . .
entendida do seguinte modo: a razao = hos permite calcular a energia absorvida pela

matéria em uma dada direcdo determinada pelo vetor P =¢E. Para a expressao de
Kramers, no contexto do trabalho de Heisenberg, ver (HEISENBERG, W. “Quantum
theoretical re-interpretation of kinematic and mechanical relations” Em VAN DER
WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 14 e 268).

>’Mais uma vez, vemos que a proposta de Heisenberg ilustra a utilizagdo da
matematica para expressar leis fisicas e dados empiricos, i.e, quantizacdo da a¢do definida
pela expressdo de h, e a lei de Ritz-Rydberg, respectivamente.

53Dugas refere-se a analogia entre as expressGes para h por analogia qudntica.
(DUGAS, R. A history of mechanics, p. 574)
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Heisenberg foi capaz de descrever com grande precisdo os dados da
experiéncia empirica para o caso do movimento (ndo-relativistico) do
elétron. No apéndice 1.1, mostraremos como foi possivel o computo das
frequéncias e amplitudes por Heisenberg. Agora, faremos uma breve
andlise do trabalho de Heisenberg e da relacdo entre as hipoteses>*
fisicas nele utilizadas e os termos matematicos empregados para

expressar tais hipoteses.

Heisenberg assumiu que, no nivel atémico, as leis classicas da fisica
ndo eram validas. Visto que os fisicos ndo tém acesso diretoS5 aos niveis
atbmico e subatomico, ele assumiu que somente grandezas
empiricamente observaveis deveriam entrar na formulacdo de sua
teoria. Sabemos que, na expressao classica do oscilador harmonico
X+ f(x) =0, o termo x(t) se refere a posicio de uma particula em
determinado instante de tempo. Também é sabido que a posicdo de um
elétron ndo é uma grandeza medida (diretamente) pelos fisicos.
Heisenberg percebeu que seria necessaria alguma reinterpretacdo da
equacgao do oscilador para que ela pudesse ser aplicada a descrigdo e
previsdo dos fendmenos quanticos. A teoria de Heisenberg também
deveria reproduzir os resultados obtidos pela teoria de Bohr para o caso
do atomo de hidrogénio. Niels Bohr havia formulado um principio
heuristico cuja finalidade era guiar o fisico no desenvolvimento da antiga
teoria quantica. Por meio do trabalho de Born, mostramos o bom
funcionamento do principio da correspondéncia de Bohr. Retomemos as
principais hipoteses fisicas concernentes ao modelo de Bohr para o

atomo de hidrogénio.

54 . . . . .z .
Apenas nos deteremos nas hipéteses mais fundamentais, visto que ja analisamos
com detalhes a criagdo da teoria quantica por Heisenberg.
55 . . s . ~ so.
Pelos cinco sentidos basicos da nossa percepgdo empirica.
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Hipétese fisica 1: o sistema atdomico>® é composto por um nucleo

central e um elétron que orbita (periodicamente) o ntcleo.

A hipétese 1 nos permite utilizar o modelo do oscilador harmonico

para descrever o movimento orbital do elétron. Lembremo-nos de que, a

época da criagdo da mecanica quantica, a expressao do oscilador era uma

maneira standard de descrever movimentos oscilatorios. No caso do

oscilador em uma dimensao, o elétron é entendido como uma pequena

massa presa ao nucleo por uma mola. A solucao geral para a equacao do

oscilador, vimos que era x = x(n,t) = Y, a(n), e*“n%. Para o calculo

dos a(n),e dos w,a, fez-se necessaria a introducao de algumas

hipéteses fisicas auxiliares. Vejamos tais hipoteses.

Hipoteses fisicas auxiliares

(1)

(ii)

(iii)

Hipdtese de quantizagdo: o momento angular do elétron é
quantizado. Escreve-se para a acao J, /] = nh.

Hipdtese (condicao) de realidade: os valores referentes as
amplitudes sdo numeros reais. Escreve-se: a*(n), =
a(n)—q,oua(n)g =a" (n)y-

Hipétese de transicdo>’: a frequéncia referente a transicao
de um elétron entre dois niveis cujas energias sio W(n) e

W(n') é dada por: v(n,n') = - [W(n) — W(n")].

S-

A partir®8 da hipotese fisica 1 e das hipéteses auxiliares, Bohr foi

capaz de obter os niveis de energia corretos para o caso do espectro do

56 . . . . ~
Sem perda de generalidade, analisaremos o caso em uma Unica dimensao.
57 . . . . . .
Foi Planck quem primeiramente postulou que a energia deveria satisfazer a
W = nh, embora estejamos nos referindo a formulagdo de Bohr.
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atomo de hidrogénio. Ja& Heisenberg, conhecedor das limitacdes do
modelo de Bohr, propos-se a tarefa de criar uma nova teoria quantica
que se aplicasse ndo somente ao atomo de hidrogénio. Vimos que os
passos percorridos por Heisenberg foram guiados pelo principio de Bohr
e pela lei de Ritz-Rydberg. Vimos também que a expressdo x = x(n,t) =
Y an), et*®n® foi preservada de modo a ser reinterpretada. Visando
reinterpretar essa expressao, Heisenberg recorreu também a leis obtidas
empiricamente, como aquela que regia a adicdo de frequéncias e que
sabemos ser a lei de Ritz-Rydberg (RR). Lembremo-nos,mais uma vez, de

que tal lei se escreve da seguinte maneira:
omnn—a)+omn—an—-F)=wmn—a—p)
ou
wom—-Bgn—a)+omnn—B)=wmn—a—p)

Guiado por RR, Heisenberg propds que os coeficientes presentes em

x =x(n,t) =Y, an), e'*“n% fossem reescritos da seguinte maneira:
a(n)a etiwna N a(n' n— a)etiw(n,n—a)

Dissemos que a substituicdo acima implicaria® uma algebra nao-
comutativa quanto a multiplicacdo das amplitudes. Quanto a utilidade
da matematica na formulacdo da teoria de Heisenberg, vejamos algumas

conclusdes que podemos elaborar.

1- A matemadtica foi utilizada para descrever leis e hipodteses

fisicas.

Afirmamos que o modelo do oscilador harménico era amplamente

utilizado pelos fisicos do comego do século XX para o estudo da absorg¢ao

58 . s . ~
Claro que havia outras hipdteses envolvidas na formulagdo do modelo de Bohr.
59 e . . .
Claro que pode haver exemplos especificos em que coeficientes satisfagcam a uma
algebra multiplicativa comutativa.
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de radiacdo pela matéria. Quanto as hipoteses®0 fisicas de movimento
periddico, quantizagdo do momento angular e realidade, vimos como

todas elas foram descritas matematicamente.

2- A matematica foi utilizada para descricdo de aspectos da

experiéncia empirica.

Dentre os aspectos da experiéncia, a lei RR ilustra o uso da
matematica em sua formulacdo. Mas ndo dissemos quais aspectos da
experiéncia empirica a matematica descreve. Nossa posicao filosofica é
que a matematica reflete apenas propriedades estruturais®® da
experiéncia. Ora, a invencdo da mecanica quantica no sentido de
Heisenberg partiu de dados experimentais e hipoteses fisicas. A
matematica foi utilizada para expressar propriedades estruturais da
experiéncia empirica e leis fisicas. Na terceira secdo, ao analisarmos a
relacdo entre os termos matematicos, as hipéteses fisicas e os dados da
experiéncia, nés introduziremos nosso ponto de vista filoséfico com
algum detalhe. Mas somente no terceiro capitulo, apds termos analisado
teorias especificas da aplicabilidade da matematica, é que defenderemos
nosso ponto de vista com mais especificidade. Na préxima secao,

analisaremos a criacao do processo de quantizacao de Dirac.

**Mencionaremos apenas algumas, mas é claro que nos referimos a todas as
hipdteses fisicas, e ndo somente aquelas que mencionarmos na conclusao.

®'Para nés, a matematica n3o é a ciéncia de um tipo particular de objetos, mas o
estudo de propriedades estruturais de dominios formais de objetos. As propriedades
estruturais serdo aquelas descritas em uma linguagem formal. Veremos na se¢do 32 que da
Silva defende um tipo interessante de filosofia estruturalista da matematica cuja
formulagdo se encontra em seu artigo “Structuralism and the applicability of mathematics”,
o qual serd fundamental para nossa argumentacao filosdfica.
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Segunda secao

1.2 A mecanica quantica no sentido de Diracs2

Nesta se¢do analisaremos o artigo “The fundamental equations of
quantum mechanics”, no qual se encontra a formulagdo de Dirac da

mecanica quantica®3.
A respeito da origem de seu trabalho, Dirac nos diz que

Em julho de 1925 Heisenberg veio a Cambridge e deu palestras no clube Kapitza, mas
eu ndo estive presente nas palestras e ndo sabia de nada a respeito. A primeira vez que
ouvi falar das novas idéias de Heisenberg foi no comeg¢o de Setembro, quando R. H.
Fowler me cedeu os rascunhos do artigo de Heisenbergé*. Em principio, ndo pude
entender muita coisa, mas apds cerca de duas semanas, eu percebi que ele continha a
chave para o problema da mecanica quantica. Entdo, eu segui com o trabalho sozinho.

(VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 41)

Nesta citagdo, transcrita de um dialogo entre Dirac e van der
Waerden, o fisico britanico nos diz que foi influenciado diretamente pelo

trabalho de Heisenberg.

2p partir dos trabalhos de Heisenberg e Dirac, seremos capazes de analisar alguns
dos principais argumentos de Steiner a respeito da aplicabilidade da matematica.
Mostraremos que Steiner faz uma falsificagdo grosseira da histéria do desenvolvimento da
teoria quantica de Heisenberg e Dirac. Na parte final da tese, proporemos uma explicacdo
mais razoavel (que aquela proposta por Steiner) para a aplicabilidade da matematica.

(DIRAC, P.A.M. “The fundamental equations of quantum mechanics” Em VAN DER
WAERDER, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 307-320)

®Dirac refere-se ao trabalho “Quantum theoretical re-interpretation of kinematic
and mechanical relations”. Ver (VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p.
261).
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1.21 Introducao as equagbes fundamentais da mecdnica

qudnticass

Logo na introducdo de seu artigo® (§1, p. 307), Dirac nos diz que
“em um artigo®’ recente, Heisenberg desenvolveu uma nova teoria que
sugere ndo serem as equa¢des da mecanica classica erradas, mas as
operagcdes matematicas pelas quais os resultados sdo deduzidos é que
necessitam de modificacdo”. Vimos que Heisenberg manteve a equagao
classica do oscilador harmonico, visando reinterpretar as amplitudes de
oscilagdo presentes na solucido de ¥ — f(x) = 0. Quanto as amplitudes, o
modo de multiplica-las foi modificado, como mostramos. Sigamos com o

artigo de Dirac

No §2 (p. 308-311), Dirac elaborou um brevissimo resumo das
idéias de Heisenberg. Omitiremos tal sumario, dada a andlise que

fizemos do trabalho de Heisenberg na secao anterior.

Em §3(p. 311), Dirac introduz a diferenciagdo qudntica (quantum
differentiation). Ele utiliza o termo varidveis qudnticas para denotar as
fungdes com que a teoria quantica lida, mas sem ser claro quanto a que
varidveis se refere. E sabido®8 que tais varidveis qudnticas sio operadores
autoadjuntos (em geral, ndo-limitados), cujos dominios sdo espacos de

fungdes denominados Espacos de Hilbert®°.

$5Veremos que o termo em italico se refere ao titulo do artigo em que Dirac cria o
processo de quantizagdo candnica.

®*N6s nos referiremos ao artigo de Dirac somente pelo paragrafo e pela pagina.

®Mais uma vez Dirac se refere ao artigo seminal de Heisenberg, “Quantum
theoretical re-interpretation of kinematic and mechanical relations”, que analisamos na
primeira segdo.

*®Eoi 0 matematico hungaro Jon Von Neumann quem mostrou com rigor matematico
a relagdo entre os operadores lineares e os observaveis, elaborando de modo rigoroso uma
teoria matematica da mecéanica quantica. (VON NEUMANN, J. Mathematical foundations of
quantum mechanics)

*Na realidade, os dominios matematicos em questdo sdo espacos de funcdes
generalizadas, ditos Espagos de Schwartz, ou das distribuicbes temperadas. Esse fato é
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Dirac visava definir um tipo de diferenciacdo com relacdo a
varidveis qudnticas arbitrdrias’?. No trabalho de Heisenberg, todas as

diferenciacdes se davam com respeito ao parametro tempo. Ja Dirac nos

. g £ . ~ A D .
diz (§3, p. 311): “No6s determinaremos agora a operagdo quantica 5, mais

geral que satisfaz as leis

d
d—v(x+y)=ﬁx+d—vy
e
d( )_d N d
dv Y T @Y T Y

Por v, Dirac entende uma variavel arbitraria pertencente ao

dominio das varidveis quanticas. O propoésito de Dirac é claro, i.e,
. : . A S
determinar qual a forma mais geral da operagcdo quantica de derivacdo p

e a que variaveis’! tal operagdo se aplica. Veremos que a operagdo a que

Dirac se refere implicara a equagdo de Heisenberg. Dirac nao nos diz o

interessante, pois Steiner acreditava que a teoria quantica poderia ter sido elaborada via
analise puramente formal de estruturas matematicas, e.g., espagos de Hilbert.

°De modo bastante simplificado, o trabalho de Heisenberg sugeria o uso de fungdes
polinomiais das novas varidveis, denominadas operadores momento (ou de momento) e
posicdo (ou de posi¢cdo). A solugdo para a equagdo do oscilador serd dita operador de
posicdo, uma das varidveis de que dependerdo as varidveis quanticas a que Dirac se refere.
A outra varidvel serd o operador de momento. Um operador linear A é uma transformagao
linear A:V — V. De maneira sucinta, para espagos vetoriais arbitrarios, um operador linear
(limitado, a priori) é definido por uma regra funcional A:V — V e um conjunto dom A c V,
que é o dominio do operador A, e que deve ser subespaco vetorial de V. Sempre nos
referiremos aos operadores somente pelas regras funcionais que os definem. Se A é um
operador linear em um espacgo vetorial VV (e.g., sobre o corpo dos numeros complexos)
munido do produto interno { | ), dizemos que At é o operador adjunto de 4 se for valida
a identidade:

(Aflg) = (f|Atg)

Dizemos que A é autoadjunto se ele coincidir com seu operador adjunto At i.e.,
dom A = dom A%, e Af = ATf paratodo f no dominio dos operadores.

"'De modo preciso, que variaveis podem ser diferenciadas e com relagdo a que
pardmetros? Sabemos que as varidveis quanticas ndo-relativisticas sdo fun¢des polinomiais
dos operadores de momento e de posigao.
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porqué de acreditar que basta satisfazer as duas regras acima para que a
operacdo mais geral a que se refere possa ser obtida. Nota-se que ele
parece requerer uma quantidade minima de principios que rejam as
variaveis novas, além de manter uma estrutura matematica (calculo

diferencial) ja conhecida por ele.

A primeira regra de diferenciacdo que Dirac postula para as

variaveis quanticas exige que (§3, p- 311): “as amplitudes das
d ~ - ”n
componentes’? de d—i devem ser funcgoes lineares’? de x..” Tal regra

simplesmente nos diz que a derivagdo deve ser linear com relagdo as

variaveis no dominio do operador de diferenciagao.

A segunda regra de diferenciacdao que Dirac enuncia é conhecida
por regra de Leibniz. Esta regra, quando utilizada no contexto do
trabalho do Dirac, é de grande relevancia para obtencdo da equagdo de

Heisenberg, como veremos em seguida .
1.22 A equacgdo de Heisenberg

Analisemos, entdo, como Dirac determinou a operagdo geral a que

se referia, e, sem perda de generalidade, a partir de um caso particular.

Seja a equacgdo para um oscilador harmonico: G(t) —mf(q) = 0.

Sabemos que
H =74 + 2 w}q? para f(q) = —mwiq

Escrevamos: p = mq

"’Dirac se referira inicialmente a x + Yy por x.

”Dirac escrevera: Z—i (nm) = Y ma(nm,n'm’) x(n’,m’). Ele denota os termos
relacionados as amplitudes por a(nm;n'm’), para um conjunto de quatro indices, todos
ndmeros naturais. Ndo lemos mn como o produto dos indices, mas como sua justaposicdo.
Os indices n'm’ referem-se as derivadas. Seguiremos a notac3o de Born, que é mais simples
e bem difundida na comunidade cientifica. Born escrevera x(nm) (ou x(n,m)) para as
amplitudes. (VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 41)
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Prova-se (PIZA, A.F.R. de T. Mecdnica qudntica, p. 18-19) a seguinte
identidade (id):
p(n,n—k) =imw(n,n—k)q(n,n —k)
Usemos a seguinte notacgao:
q = {qnme" ™}, p = {pume' ™"}

Também é importante lembrarmo-nos de que a condigdo de

quantiza¢gdo do momento angular pode ser escrita por
h=4mm Y, (lla(n,n + )|Pwn,n+ a) — lla(n,n — a)|*w(n,n — a))
para a(n,m) = qpm € Wpm = W(n, m)

Utilizando a identidade id e a condicdo de quantizagdo acima,

prova-se também a identidade74:

h
Yk Pnkkn — GnkPikn = Py ™

Escrevamos, em notacdo matricial, para uma varidvel quantica
arbitraria’s g:
— — iwnmt
9 =9 @) = {gnme" "™}

E, pela segunda regra de diferenciacdao quantica (aplicada a g), é

possivel demonstrar (PIZA, A.F.R. de T. Mecdnica qudntica, p. 25) que

74 PPN . . .
Neste momento, basta saber da existéncia de (*). No6s nos referiremos a ela

novamente em breve.
75 ~ . .. . . .~ A .
FungBes polinomiais das variaveis de posicdo e momento qudnticos eram as

candidatas naturais a varidveis quanticas, conforme mencionamos acima em outra nota de

rodapé.
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A expressdo acima recebe o nome de equagdo de Heisenberg. Tal
equagao aparece nos trabalhos de Born (com Jordan) e de Dirac de modo
independente - ver, respectivamente, (VAN DER WAERDEN, B.L (op. cit.),
p. 288 e 312). Deveremos ter, entdo, que a variacdo temporal de
qualquer’¢ variavel quantica do tipo g(p,q) podera ser calculada pela
equacdo de Heisenberg. E, finalmente, a operacao geral que Dirac
procurava sera dada por:

dg i [

E=E(HQ—QH) = h[H'g]

[H,g]l = (Hg — gH)

Vejamos, agora, o processo de comparagdo entre a mecanica

classica e a mecanica quantica que culminaria na quantizag¢ao canonica.
1.23 Analogia quantica

Dirac visava descobrir “a que a expressao’? (xy —yx)
corresponderia na teoria classica” (§4, p. 313). Ele buscou interpretar a
expressdo [x,y]| visando aplicd-la a descricdo correta dos processos
quanticos. Quanto a estratégia seguida por Dirac para conhecer o
significado fisico dos comutadores, ndés a chamaremos de analogia
qudntica. Diremos analogia, pois a elaboracdo do processo de
quantizagdo canodnica partiu da comparacdo entre os colchetes’® de
Poisson e os comutadores. Sigamos, entdo, com o trabalho referente a

quantizagdo canonica de Paul Adrien Maurice Dirac.

76 A A4 ~ PP

Em mecanica quantica ndo-relativistica.
77\ ;: ~ . . A as
Vimos que [x,y] = xy —yx . Esta expressdo é dita comutador quéantico, ou

simplesmente, comutador.

78 ou ov ou v . L, ..
{fu,v} =Y, (——-——-—-—) Colchetes de Poisson para as varidveis classicas
29qj0pj opjoq;

u(Qj'pj) e U(Qppj)-
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Quanto a notacdo, os termos x(n,n — a) se referirdo a amplitude de
transicdo de um estado estacionario de energia E,, para outro de energia
E,_,. Isto para os termos x(n,n — a) referentes a variavel quantica x.
Para a variavel quéantica 1y, escreveremos y(n,n—a— ),
evidentemente. Dirac assumird também que n, ¢ e  sdao numeros
naturais que deverdo satisfazer a seguinte propriedade: max {|a/|, |8|} <
|n|. Dirac requerera que os termos x(n,n—a) e y(n,n—a) sejam
funcoes diferenciaveis com relacdo a variavel continua / = nh. Assim, ele

podera escrever as duas relagdes abaixo, que denotaremos por p:

dx(n,n — a)

x(nnn—a)—x(n—B,n—a—L) = hL aJ

dy(n,n _ﬂ)

yinnn—B)—yn—a,n—a—-B) =~ ha 7]

Heisenberg sabia que xy # yx, mas nao conhecia o significado fisico
da diferenca xy — yx. Notemos que estamos restringindo nossa analise
aos termos x(n,n — a), y(n,n — B), coeficientes referentes as séries de
Fourier para x e y, respectivamente. A solucao para xy — yx é uma série
infinita, por isso Dirac se deteve somente naquilo que era relevante para
a sua analise. Nao é dificil mostrar’® que, ao tomarmos o produto de
Heisenberg para x e y (i.e., xy — yx), haverd um termo8° correspondente

a diferencga entre os seguintes termos abaixo:

8xy = Xnn-a — Xn-gn-a-p) Yn-an-p-a)e @F0"

Syx = Ynn-p — yn—a,n—ﬁ—a)(xn_ﬁ,n_ﬁ_a)ei(a+ﬁ)9t

Estamos adotando uma notacao mais conveniente, a mesma que foi

utilizada por Dirac, a posteriori, i.e.,

Pver (MCCUBBIN, N.A. Beauty in physics: the legacy of Paul Dirac, §2).
%%0 termo ao qual nos referimos é A= §xy — Syx.
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x(mn—a) =X,p_q

A expressao do produto pode ser simplificada pelo uso das relagoes

p para os dois termos (respectivamente). Nossa nova relagdo g sera:

AXp o - )
6xy = h%ewﬁt yn—a,n—ﬁ—algelﬁet

AY,n_p . .
Syx = h%elﬁgt-xn—ﬁ,n—a—ﬁaewﬁt

Se tomarmos w = 6t, poderemos escrever:

aei(xet =i d eiaHt
dw

Beifot — _iieiﬁet
dw

Darelagdo g e pela tultima expressdo acima, obtemos uma nova

relagdo o:

d

AdXpn—a .
Sxy = —ih rczl}z @ plabt Vn-an-p-a T elBot

AdYpn-pg . d .
Syx = _m—y’; i

Agora8l, escrevemos n— [ —a =m. Em seguida, supomos que
max {|a|, ||} < |n|. Dirac pede também que aceitemos que w e ] sejam

os andlogos quanticos das variaveis classicas de ag¢do-angulo. Para

81 ~ T .

E claro que a fundamentagdo matematica rigorosa deve ser elaborada via algum
tipo de limite conveniente, mas sabemos que o principio de Bohr é uma regra heuristica. E
por limite conveniente, nenhum fisico definiu precisamente, e de modo geral, como calcular
tal limite.
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obtermos o termo nm da expressao8? oriunda do produto de Heisenberg,
devemos somar sobre os indices @ e f - com a condigdon — f —a =m -

imposta pela construgdo do produto de Heisenberg.

Finalmente, supomos que X(t)83 seja o analogo classico do termo
Xpn-q» 1SS0 @0 tomarmos os colchetes de Poisson, e para o caso de a
soma ser feita sobre o indice a (—o0 < a < ). Em suma, teremos8* que:

BXBY__BYBX

K, v}y= _ih(aj dw  9) 0w

), para

ou ov ou ov .
{u,v} = Y ;,(z—=———-—-—) Colchetes de Poisson
Jt0q;0p;  0p;oa;

0 processo de quantizacdo de que tanto falamos é, por definicdo, a
regra que associa a cada variavel cldssica um operador auto-adjunto, que
serda denominado variavel quantica. Quanto aos detalhes matematicos,
indicamos®> o texto de Isham, Lectures on quantum theory, no qual é
elaborada a definicdo matematica de quantizacdo. Vejamos um exemplo
para ilustrar o processo de analogia quantica que levou a quantizacdo

canonica.

%2l embremo-nos de que é A= 6xy — dyx que surge no produto.

B pelo principio de Bohr que Dirac sugere ser X(t) o analogo quantico de
xn,n_aeio‘gr € Xn_pn-a—B %ei“m, o analogo de g—z. Idem para Y (t) e y,,—qm. Notemos que
ndo é necessdrio que toda operacdo matematica tenha significado fisico. O principio de
Bohr se refere somente a existéncia de uma relagao entre a teoria cldssica e a quantica.
N3do ha exigéncia de que todas as etapas envolvidas em um suposto processo de limite
matematico sejam passiveis de interpretagdo fisica. Veremos no segundo capitulo, ao
discutirmos o trabalho de Mark Steiner, que ha operagbes matematicas, mesmo em
mecanica cldssica, que ndo se referem a nada no nosso mundo fisico.

*De maneira simplificada, teremos justamente as bases do processo de quantizacao,
i.e., reinterpretam-se as variaveis cldssicas e o colchete de Poisson por varidveis quanticas e
comutadores, respectivamente. Claro que estamos omitindo os detalhes referentes a
fundamenta¢do matematica rigorosa, que seria elaborada alguns anos mais tarde. No&s
afirmamos (no comego da primeira se¢do) que nos deteriamos nos artigos dos fisicos no
contexto em que foram criados, e ndo no contexto da matematica pura. Ishan discutird com
detalhes o processo matematico de quantizagdo candnica, como definir as condicGes de
contorno, etc. (ISHAM, C.). Lectures on quantum theory — mathematical and structural
foundations, p. 89-97)

®Ver a referéncia anterior.
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Tomemos as variaveis classicas u e v (fungdes diferenciaveis com

relacdo a posicdo x e ao momento linear na direcao de x). Escrevamos:

u=u(x,px)ev=v(xpy)

Pela aplicacdo do processo de analogia quantica as variaveis acima,

obteremos a identidade (*), da qual falamos anteriormente, i.e.,
{fu,v} =ih
Naquela ocasiao, a identidade foi denotada por

h
27l

Yk Pnkkn — GnkPikn = ™

A obtencdo da expressdo acima por um processo geral foi uma clara
indicacdo de que Dirac estava no caminho correto. Logo ao elaborar a
analogia entre os colchetes classicos de Poisson e os comutadores, Dirac
escreveu (para duas variaveis quanticas arbitrarias x,y):

ith

w—w=§Mﬂ

Encerremos esta secdo com a comparagdo entre os novos colchetes
(comutadores)8® e os colchetes de Poisson. Para varidveis classicas
conjugadas p, e qs, os colchetes de Poisson satisfazem (r e s elementos

de um conjunto de indices arbitrario) a

{pr: QS} = Ops
{Qr: qs} =0
{pr: qs} =0

Dirac sugerira as seguintes relacdes para o caso de p,,qs serem

variaveis quanticas analogas as classicas:

86 ~ . ~ .
Comutadores serao interpretados como fungGes de operadores lineares.
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ih

[qs' pr] = Ops E
[QS: qr] =0
[ps: pr] =0

Sem duvida, podem parecer vagas expressdes do tipo andlogos
qudnticos das varidveis cldssicas. Dirac chega a referir-se a um possivel
limite em que h — 0 para saber se as expressoes classicas poderiam ser
obtidas das suas andlogas quanticas (§4, p. 315). Notemos que h é uma
constante e que Dirac nao diz o que entende pelo limite h — 0.
Encerramos aqui a discussao de como Dirac foi capaz de generalizar a
teoria de Heisenberg. Assim, teoria quantica, para nds, até aqui, é a teoria
desenvolvida por Heisenberg e posteriormente por Dirac. No préoximo
capitulo, mostraremos a analise que Steiner faz do funcionamento e da
invencdo do processo de quantizacdo candnica, isso apoOs termos

discutido sua teoria da aplicabilidade da matematica.
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Terceira secao

1.3 Entre a fisica e a matematica

[lustramos com detalhes como Heisenberg elaborou sua versdo da
mecanica quantica. Em seguida, discutimos como Dirac criou o processo
de quantizacdo canonica. Nesta, e na proxima se¢do, nds nos deteremos
nos aspectos referentes a relagdo entre os termos matematicos
presentes na teoria de Heisenberg e o mundo fisico. Comegaremos pela
antiga teoria quantica devida a Planck e Bohr, seguiremos, entdo, em
direcdo ao trabalho de Heisenberg. Veremos o porqué da utilizacdo de
determinada estrutura matematica na formulacdo da teoria quantica em

discussao®’.

Nosso objetivo central é mostrar que a matematizacdo da
mecanica quantica seguiu naturalmente de idéias fisicas e fatos
empiricos e que a matemadtica utilizada na formulacdo da mecanica

quantica de Heisenberg apenas reflete propriedades estruturais®® da

por questdes histdricas, optamos por discutir com mais detalhes a abordagem de
Heisenberg.

®para nos, a experiéncia é estruturante, i.e, a propria percep¢do envolve um ato
mental pelo qual impomos uma estrutura aquilo que é percebido. Nosso ponto de vista
filoséfico quanto a natureza da matematica é conhecido por estruturalismo, o qual foi
criado por Bourbaki. Estamos interessados em um tipo especifico de estruturalismo
defendido por da Silva, i.e, que “estruturalismo (...) é a visdo de que a matemadtica n3o é a
ciéncia de um tipo particular de objetos (os objetos matematicos usuais, tais como,
tipicamente, nimeros, conjuntos ou formas geométricas), mas o estudo de propriedades
estruturais de dominios arbitrarios de entidades, independentemente de sua natureza ou
estatuto ontoldgico (existindo de maneira real, meramente pressupostos ou somente
intencionais)”. (DA SILVA, J.J. Structuralism and the applicability of mathematics p. 1) De
modo preciso, “uma teoria formal (...) é uma descricio de propriedades estruturais
compartilhadas por todos os seus modelos (uma teoria interpretada, por outro lado, é uma
descrigcdo estrutural de um modelo particularmente pretendido)”. (Idem Ibidem p. 5) Estas
propriedades (ou relagdes) devem ser passiveis de descricdo em uma linguagem formal. No
caso dos axiomas de Peano, as propriedades estruturais sdo aquelas dadas pelos axiomas
ndo-interpretados. No caso de uma lei fisica, tomemos uma relacdo famosa, dita lei de
Planck. Ela estabelece que a radiacdo é absorvida através de pacotes discretos de energia,
os quanta de energia. E é dada por: E,, = nvh, para o nUmero inteiro n, a constante de
Planck h- um numero real, e v, a frequéncia da radiagdo absorvida (a qual é representada
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experiéncia. Comecemos, agora, nossa discussdo com a andlise da fisica

atdmica, dita antiga teoria quantica.
1.31 Revendo a antiga teoria quantica

A antiga teoria quantica visava explicar os fendmenos referentes a
absor¢do/emissdo de energia (via radiagdo) pela matéria. Utilizando a
expressdo do oscilador harmonico, os fisicos do final do século XIX
desenvolveram algumas expressOes para explicar como a energia era
absorvida ou emitida pelos corpos materiais. Para entendermos melhor
a questdo, consideremos o caso de um corpo em equilibrio com a
radiacdo, de modo que toda a energia absorvida pelo corpo seja
convertida em energia térmica. Em 1889, Kirchhoff demonstrou que a
razdo entre a energia absorvida E,, e o coeficiente de absor¢ao8® 4, - isso
para uma frequéncia determinada v- deveria satisfazer a seguinte

relacdo (para a temperatura T):

E,
o= ](V' T)
A,
A expressdo acima nos diz que a razdo entre a energia absorvida e o
coeficiente de absorcao s6 depende da frequéncia de absorcdo e da

temperatura. Ora, ndo era Obvio que tal razdo independesse das

caracteristicas fisicas do corpo, sendo que o resultado acima é conhecido

também por um numero real). Ao escrevermos a expressdo acima, estamos apenas
representando matematicamente a lei de Planck. Ela (aparentemente) se aplica a todos
corpos fisicos do universo, e somente nos diz a forma pela qual a radiagdo é absorvida por
um corpo. Matematicamente, estamos lidando com algebra de niumeros reais, nada mais.

%0 coeficiente de absorgdo mede a que extensdo um determinado material absorve
energia. Ele depende da natureza fisica do material, de suas dimensGes e pode variar de
acordo com a frequéncia da radiacdo absorvida. O que independe da natureza fisica do
material é justamente a razdo entre a energia absorvida e o coeficiente de absor¢do (a uma
frequéncia fixa v).
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por teorema®? de Kirchhoff. Foi ele quem cunhou o termo®! corpo negro,

ao qual os fisicos da época de Planck muito se referiam. Kirchhoff definiu

Q-

0 corpo negro por aquele cujo coeficiente de absor¢do A, é igual
unidade®? para todo v. Neste caso, J(v,T) =E,, ie, J(v,T) mede a

capacidade de emissdo/absorcao de energia do corpo negro. E também é
valido que J(v,t) = csinp(v, T), sendo p a densidade de energia por

unidade de volume a frequéncia v, conhecida por densidade espectral.

Em 1896, Wien? obteve p(v,T) = av3e_% - para a,  coeficientes a
serem determinados empiricamente. A lei de Wien se aplicava
perfeitamente a descricio e previsdo de fendémenos referentes a
absorcao de energia para comprimentos de onda no intervalo de 1 a 8um
(T entre 400 e 1600K). Para valores de comprimento de onda entre 12 e
18um (T entre 300 e 1650K), verificou-se que a lei de Wien falhava.

(PAIS, A. Sutil é o Sr - a ciéncia e a vida de Einstein p. 433) Foi Planck

%F curioso qgue Kirchhoff estabeleceu seu teorema partindo de que a violagdo da
expressao j—” = J(v,T) implicaria na possibilidade de um perpetuum mobile (ver PAIS, A.
Vv

Sutil é o Sr-a vida e a ciéncia de Albert Einstein p. 432)

*IClaro gue ndo ha corpos perfeitamente negros na natureza. Kirchhoff elaborou uma
definicdo operacional para corpo negro, i.e, “Dado um espag¢o fechado por corpos em
temperatura igual, através dos quais ndo pode penetrar radiacdo, cada feixe de radiag¢do no
interior deste espac¢o é constituido, com respeito a qualidade e a intensidade, como se
tivesse origem num corpo completamente negro a mesma temperatura”. (PAIS, A. Sutil € o
Senhor - a ciéncia e a vida de Einstein, p. 432) Coube aos fisicos experimentais construir
aparatos que se aproximassem de um corpo negro ideal e criar detectores de radiagdo com
sensibilidade adequada.

92Av = 1 significa que o material absorve integralmente a radiagdo para toda
frequéncia v. Lembremo-nos de que supomos que toda energia absorvida via radiagdo é
convertida em energia térmica.

Bp época de Planck havia duas expressGes para o calculo dos valores da energia
absorvida por um sistema fisico. Uma delas era a lei de Rayleigh-Jeans (RJ). Ela se aplicava
somente a fendmenos cujas frequéncias pertenciam a uma determinada parte do espectro,
ditas baixas freqliiéncias. Rayleigh e Jeans fundamentaram sua lei na teoria do
eletromagnetismo de Maxwell e mecanica de Newton. A lei RJ previa que a densidade de
energia emitida (por um corpo negro) em um intervalo de tempo finito deveria ser infinita.
Tal previsdo estava em completo desacordo com o que se observava, por razées bastante
6bvias. Para uma discussdo precisa das leis classicas da radiacdo, de suas limitacGes, e a que
parte do espectro de frequéncias se aplicam, ver (LOPES, J. L. A estrutura qudntica da
matéria, p. 355-363) e (BOHM, D. Quantum theory, p. 56).
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quem obteve uma expressao que se aplicava a todas as faixas de valores

referentes ao comprimento de onda da radiacdo absorvida.

A lei de Wien assumia que a energia absorvida se dava de maneira
continua, hipétese que Planck teve que abandonar. Para Planck, a
absorcdo se daria através de pacotes discretos de energia ditos quanta de
energia. O postulado que afirma que a energia é absorvida de maneira
discreta permitiu que Planck escrevesse: E = nhv = nE,- para um valor
fixo E, de energia. Ora, a matematica empregada na lei de Planck
expressa exatamente as relagdes estruturais relacionadas a experiéncia
empirica e hipoteses fisicas feitas a respeito da experiéncia. Neste caso,
a hipétese fisica nos diz que a energia é absorvida através de pacotes
discretos de energia, os quais sdo denotados por um multiplo inteiro de
hv. Visto que a lei de Planck prevé os valores corretos para E, ela
expressa corretamente os dados da experiéncia empirica. Utilizando w
para denotar a frequéncia®* de emissdo/absor¢do de energia referente a
transicdo de um sistema fisico de um nivel de energia E’ para outro E",

podemos escrever:
E'—E"=hw

A expressao acima nos diz que “a diferenca de energia entre dois
estados (ou niveis de energia) caracterizados por E’ e E’ é um mdltiplo
de w”. A constante h recebe o nome de constante de Planck.
Relembremo-nos, agora, do &tomo de Bohr, que foi um dos passos?> mais

importantes no desenvolvimento da antiga teoria quantica.

94Frequéncia relativa a cada linha do espectro de um dtomo para os valores E', E"”
referentes a dois niveis arbitrarios de energia. Veremos, adiante, como caracterizar cada
nivel de energia através das linhas espectrais. Escreveremos hw;;, = E; — Ej;, ou w(i, k), em
geral.

*Omitimos outras etapas importantes no desenvolvimento da antiga teoria quantica,
como o trabalho de Einstein sobre calores especificos e sua analise do efeito foto-elétrico,
pois ndo foram explicitamente utilizados por Heisenberg na formulacdo de sua teoria
quantica.



61

Para o caso do 4&tomo de hidrogénio, podemos imaginar o sistema
atomo-elétron como um sistema constituido de um nucleo que é
orbitado por um tnico elétron. O modelo de Bohr é elaborado a partir de
um conjunto de postulados, os quais um determinado®® sistema atdémico
deveria satisfazer, como sabemos?®’. Dentre eles, os mais importantes

sao:

[- que um sistema atémico pode existir apenas
permanentemente em um série descontinua de estados
estacionarios;

II- que a radiagdo absorvida ou emitida durante uma transigdo
entre dois estados estacionarios apresenta uma frequéncia

w dada por E' — E" = hw.

0 postulado I (como vimos na primeira se¢dao) nos diz que o sistema
nucleo/elétron s6 pode existir em determinados estados de energia. Ja -o
segundo postulado - d4 a relagdo entre a energia e a frequéncia para o
caso da transicdo do sistema atdomico de um nivel de energia para outro.
Para varias transi¢des consecutivas de um mesmo sistema para varios
niveis distintos de energia, nenhum dos postulados acima nos diz como
obter os valores referentes as frequéncias de transicdo. Ora, ndo bastava
simplesmente adicionar as frequéncias como se fossem numeros reais,
pois o resultado estaria em completo desacordo com os dados
experimentais. Como vimos na primeira secao, a lei de Ritz-Rydberg foi
elaborada visando explicar como adicionar valores obtidos
empiricamente para as frequéncias. Vejamos, agora, o que determina

uma Orbita estaciondria.

96 s . AL s
Bohr se refere ao caso do atomo de hidrogénio.
(VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 5)
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A cada nivel energético de um sistema atémico esta associada uma
linha espectral®8. Desde que as linhas podem ser caracterizadas por suas
intensidades e fases??, cada oOrbita estaciondria fica determinadal® pelo
conhecimento da fase e intensidade da oscilacio referente a ela. E por
isso que Heisenberg e Born nos dizem que “o conjunto de todas as
linhas101 [espectrais] do atomo sera melhor descrito ao se especificar um
arranjo quadratico (esquema)” para cada termo referente a cada
possivel transicdo entre duas oOrbitas. (BORN, M. E HEISENBERG, W.
Quantum Theory, p. 410) O arranjo a que os fisicos se referem é o

seguinte:

2miwq1t 2miwqt
alle 11 alze 12t ...

2miwyqt 2miwyot -
a21e 21 azze 22 .

Observemos que os termos a;;e*™ i’ sdo fungdes complexas. Tais

termos se originam da solucdo de ¥ + f(x) = 0 via séries de Fourier.

Podemos dizer, entdo, que a tabelal0? acima contém termos

referentes as amplitudes a;;, frequéncias de transicdo w;; e numeros

*®para o problema da absor¢do de energia pela matéria, observam-se, e.g., em uma
chapa fotografica, varias linhas referentes aos niveis energéticos em que se da a absorgao.
Tais linhas recebem o nome de linhas espectrais. Em mecanica quantica, além da amplitude
e da frequéncia, para caracterizar os niveis de energia associados a cada linha, sdo
necessarios numeros naturais (ditos qudnticos) referentes a cada estado do sistema fisico.
A antiga teoria quantica ja indicava essa dependéncia, como vimos no caso do atomo de
Bohr.

%As fases sdo os termos que contém as freqiiéncias w;, = E; — E}, como expoentes,
e.g., g2miwyt Podemos, sem perda de generalidade, caracterizar o sistema atomico tanto
por suas amplitudes e frequéncias quanto por suas amplitudes e fases.

%Claro que a determinagdo da Orbita também requer o conhecimento do nimero
quantico associado a ela.

'%"As notas entre colchetes sdo de nossa autoria.

1025 tabela deverd condensar toda informacdo a respeito do sistema fisico. E, a priori,
a tabela acima ndo é mais que um modo conveniente de se expressar os dados da
experiéncia empirica. Observou-se, a posteriori, ser possivel extrair via algebra matricial
algum tipo de informacdo da tabela. O que queremos dizer é que foi possivel interpretar a
tabela acima como uma matriz sobre um determinado conjunto, i.e., como um
determinado tipo de fungao.
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quanticos103, Vimos, na primeira secdo, que Heisenberg partiu da
expressdo do oscilador harménico ¥ + f(x) = 0 no contexto da fisica

classica, cuja solugdo era dada por:
x =x(n,t) =Y, an), et®n®

No contexto da antiga teoria quéantica, os coeficientes a(n),se
referem as amplitudes (intensidades) da oscilacdo. Nesse caso
(unidimensional), o elétron do atomo de hidrogénio é tido como um
corpo preso ao nucleo por uma mola, de modo a oscilar ao redor do
nicleo. Denotamos a energia associada a cada drbita por E,, sendo n
numero o nimero quantico associado ao nivel energético E,. A fase da
oscilacdo é denotada por e!'“n% sendo w, a frequéncia (classica) da
oscilagdo, e t, o parametro tempo. Ainda com relacdo a tabela acima,

estamos denotando os coeficientes a(n,m) e w(n,a) por a,, € Wy,

respectivamente.

A lei classica para adicdo de frequéncias, w(n,a)+ w(n,p) =
w(n,a + B), previa valores incompativeis com aqueles obtidos
empiricamente. Heisenberg procurou reinterpretar os termos presentes
na expressio x(n,t) =Y a(n), et*“r* de modo que os termos
referentes as frequéncias satisfizessem a expressido que previa os
valores corretos para sua adicao, i.e., a lei RR. A teoria de Heisenberg
deveria também incorporar o fato de as amplitudes dependerem dos
niveis de energia associados aos estados inicial e final (de uma

transicao). A lei RR nos diz que:
onmn—a)+owom—an—B)=wmn—a—pL)

Vimos, na primeira se¢do, que Heisenberg propds a seguinte

substituicao:

103 . A a: ~ , . P
Os numeros quanticos aparecerdao como os indices lL,jem cada Qaij € Wy;.
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tiopa tim(nn—a)

a(n)y e - a(n,n—a)e

Ora, desde que os termos relacionados as frequéncias deveriam se
referir a diferenca E, — E,,_,, era razoavel escrever a(n,n — a) para a
amplitude, pois ela também dependeria da diferenca entre os estados
inicial e final de energia. Feita esta substituicao, Heisenberg mostrou104
como os coeficientes deveriam ser multiplicados. Para o caso de os
termos a(n,n — a) serem entendidos como elementos de uma matriz
quadrada (de dimensdo infinita), o modo de multiplica-los seria
equivalente ao produto matricial. Foi Born quem interpretou a
multiplicacdo de Heisenberg como multiplicacdo de matrizes. Deste
modo, foi possivel interpretar a tabela anterior como uma matriz, e ndo
somente como um amontoado de dados distribuidos em um arranjo
bidimensional. Vejamos algo mais a respeito da multiplicacdo de
Heisenberg e da utilizacdo de matrizes para a formulacdo da mecanica

quantica.
1.32 Heisenberg, Born e Jordan

Born e Jordan mostraram que a multiplicagdo de Heisenberg era
equivalente'®> ao produto matricial. Fagamos, entdo, um brevissimo
resumo do artigo de Born, cujo titulo19¢ é On quantum Mechanics. Quanto
aos detalhes técnicos mais importantes, estes foram discutidos a ocasiao
em que analisamos a equac¢dol0’” de Heisenberg. Alias, o trabalho de

Born e Jordan estd repleto de afirmagdes cujas demonstracoesios sé

1%piscutimos como Heisenberg obteve uma expressdo para o produto de
coeficientes referentes as amplitudes para um caso particular, i.e, c(n,n—pB) =
Yea(m,n—a)b(n —a,n—p).

%|somorfa, i.e, a algebra subjacente ao produto de Heisenberg era isomorfa aquela
subjacente ao produto matricial.

'%(BORN, M. E JORDAN, P. “On quantum mechanics” Em VAN DER WAERDEN, B.L.
Sources of quantum mechanics p. 277-306)

ver a secdo referente ao processo de quantizagdo de Dirac.
Inclusive a hipdtese de que a multiplicagdo de Heisenberg é equivalente ao
produto matricial requereu uma demonstragao rigorosa. O que Born e Jordan fizeram foi

108
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foram elaboradas com rigor alguns anos mais tarde. Sigamos, entdo, com

um sumario do trabalho de Born e Jordan.

Podemos dizer que Pascual Jordan e Max Born conseguiram chegar

aos seguintes resultados:

1- a multiplicagdo obtida por Heisenberg é equivalente a
multiplicagdo de matrizes;

2- évalida a formulal®®: pq — qp = —ihld;

3- évalida a conservagdo da energia;

4- as condigdes!10 de quantizacao (da frequéncia) devidas a Bohr
podem ser justificadas matematicamente;

5- é possivellll quantizar as componentes do campo
eletromagnético, desde que elas sejam caracterizadas como

matrizes.
Born foi responsavel por 1 e 2. Pascual Jordan por!1Z 3, 4 e 5.

Quanto a 3, precisamos fazer uma breve observacdo. Sabemos que,

classicamente, a energia de um sistema fisico constituido por uma

mostrar que é razoavel assumir que p e g, dados por suas componentes, podem ser
entendidos como matrizes quadradas de dimensdo infinita. Aceito isso, eles demonstraram
a identidade 2, o principio 3 e as condi¢des de Bohr referentes a quantizagdo da agdo. Os
autores ndo deram uma demonstracdo matematica da equivaléncia entre o produto de
Heisenberg e o de matrizes. Sabemos também que ndo é verdade que os termos
referentes a posicdo e momento sdo matrizes quadradas de dimensdo infinita, cuja algebra
é equivalente aquela de matrizes quadradas de dimensdo finita. Podemos dizer que, em
alguns casos bastante especificos, é possivel representar algumas varidveis quanticas por
meio de matrizes quadradas de dimensdo infinita. As varidveis quanticas referentes ao
momento e posi¢cdo de uma particula sdo operadores lineares definidos em certos espagos
vetoriais especificos. Foi Jon Von Neumann (VON NEUMANN, J. Mathematical foundations
of quantum mechanics) quem demonstrou como os termos p e q deveriam ser
interpretados.

“1d (f(x)) = f(x) é o operador identidade.

" hwy = E; — Ey

"peveriamos dizer que é um problema tratdvel, pois Feynman, Schwinger e
Tomonoga é que elaboraram uma teoria quantica do eletromagnetismo, isso alguns anos
apos o artigo de Born e Jordan.

M2yer (VAN DER WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics-classics of science
volume V, p. 38).
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particula de massa m - e que esteja sob a acao do potencialll3 U - é dada

por energia cinética mais energia potencial:

H=—p?tu
=5P (q)

Born e Jordan assumem que a energia do sistema quantico é dada

pela mesma expressaoll4, desde que tomemos!1s:
q= q(nm)ezmw(nm)t’ p= p(nm)ezmw(nm)t

Para evitar ambiguidade, escreveremos q(nm), e ndo, g(n, m). Caso
houvesse o termo n — «, optariamos pela segunda notacdo -idem para
w(nm). E quanto a q = q(nm)e?™0°(mt 3 expressio deve ser lida
como “q é uma matriz quadrada de dimensao infinita, cuja representacao
¢ dada pelos termos g(nm) referentes a n-ésima linha e m-ésima

coluna”, sendo U(q) e p? fungdes das matrizes q e p, respectivamente.

Vimos como Dirac justificou essell® procedimento a partir do
trabalho de Heisenberg. No contexto da teoria quantica de Heisenberg, a
energia do sistema é uma funcdo de p e g, matrizes cuja dimensdo é
infinita - que serao interpretadas corretamente (por Jon Von Neumann)

como operadores lineares.

Do trabalho de Heisenberg!l?, é sabido que:

113 . . P ~ .~ ,
Conservativo, i.e., que é fungdo somente da posigdo g da particula para as

coordenadas conjugadas p e q.

"No caso, por uma expressio que é escrita do mesmo modo, mas os termos se
referem a outras entidades matematicas, cuja algebra subjacente é distinta.

115Quanto aos termos acima, nés ja os analisamos na primeira secdo. E importante
notar que os autores se referem as componentes de g e p como elementos de uma matriz.

"®Nés nos referimos a substituicdo sugerida por Heisenberg que culminaria no
processo de quantizagdo candnica desenvolvido por Paul Dirac.

No contexto da antiga teoria quantica, escrevemos que: a*(n), = a(n)_,. Desde
Bohr, havia indicacbes de que os coeficientes deveriam satisfazer a condi¢do, a qual nos
referimos por condi¢éo de realidade. No contexto de Heisenberg, a(n,m) = a*(n,m), na
notagdo que utilizamos naquela ocasido.
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q(nm)q(mn) = |q(nm)|?

Os coeficientes g(nm) sdo niimeros complexos, os quais surgem da
solucao por série de Fourier para a expressdao do oscilador harmdnico.
Sabemos também que as frequéncias hw(nm) estdo associadas as
transicdes entre estados de energia e que sdo numeros reais18, pois
fazem parte das grandezas observaveis sob as quais Heisenberg erigiu
sua teoria. Podemos escrever, entdo, que a expressio w(nm) abaixo é um

numero (real para cada n e m, nimeros naturais).
how(nm) = E, — E,,
Também é valido que:
wn,m) = —-w(lm,n)
omn—a)+onmh—an—-—pB)=wmn—a—p)

Com relacdo a multiplicacdo de Heisenberg, dois fatos foram

fundamentais para seu desenvolvimento, sendo eles:

1- assuncdo de que o analogo!1® quantico de g, (@) é q(n,n — a).
Esta hipotese se baseia na preservacdo da forma da solugdo da
equacdo para o oscilador harménico, cujos coeficientes foram
reinterpretados;

2- alei de Ritz-Rydberg. Esta hipotese é empirica.

Vejamos que, ao escrever o termo q(n,n— a)ezm“’(”'”‘“)t,
referente ao estado E,,_, , a fim de que possamos obter o termo
referente ao estado E,,_z (ie, g(n,n — B)e?m@mn=PFty & razoavel

multiplicar o primeiro termo por q(n — a,n — g)e?miw@m—an=-£t Qry

118 . . . .
Mais precisamente, racionais.

a(n),etn® > a(n,n— a)e
anteriormente, para sermos precisos.

119 i - . ~ e
tio(nn-a) foi 3  expressio que  utilizamos
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esta hipdétese sugere a multiplicacdo dos termos de amplitude para
satisfazer a lei de Ritz-Rydberg. Aceitas a substituicdo sugerida por
Heisenberg e a lei de Ritz-Rydberg, seremos levados necessariamente20
a uma algebra multiplicativa nao-comutativa. Alids, dissemos que
Heisenberg tomou o quadrado do termo-solug¢do para o oscilador
harmoénico a fim de desenvolver uma formula para a multiplicagcdo das
amplitudes g(n,n — B). Vejamos, entdo, que a algebra subjacente a

manipulacao dos termos de amplitude é essencialmente ndo-comutativa.
Escrevamos a solugdo para q via componentes:
q = q(t) = q(nm)e?memt

Sabemos que a derivada de q(t) = q(nm)e?™ MMt deve ser
4(t) = 2miw(nm)[q(nm)e?™@@mt]  Utilizando as relacdes!?! que os

termos w(nm) devem satisfazer, veremos que nao é necessario que:

q®)q@) —q®)q) =0

Ora, é facil ver que, com o auxilio da hipdtese de Bohr para

quantizagdo da freqiiéncia w(nm):
q(t) = Zﬂiw(nm)[q(nm)ezmw("m)t] = ZT”i(En —Ep) [q(nm)eZTEiw(nm)t]

Entretanto, sob a hipétese de a matriz H (referente aos valores de

energia) ser diagonall22, teremos que:

120 . e T ~ .
Evidentemente, pode haver casos especificos em que a multiplicagdo seja

comutativa, mas a algebra subjacente a multiplicacdo de Heisenberg é essencialmente nao-
comutativa.

121Basicamente, arelagdo, ou condi¢do de quantizacdo de Bohr e a lei RR.

122Resumidamente, temos uma fungdo matricial g = g(p,q) de modo que
(Z—”(Z)nm = 2mi(w(n,n)g(n,m)). Se w(n,m) # 0 paran # m, a condigdo Z—i = 0 requererd
que g(n,m) = 8,,,9(n,n), i.e., que g seja diagonal. Ora, Heisenberg aceitou a condi¢go de
Planck (e Bohr) de que a energia do sistema era discretizada. Assim, é razoavel que matrizes
diagonais possam ser Uteis a descricdo do sistema fisico. As matrizes serdo, posteriormente,
interpretadas como representagdes de operadores diferenciais autoadjuntos. Operadores
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. 2mi
q(t) = T(Hq — Hq)

Desta expressao, a qual nos referimos anteriormente por equacgdo

de Heisenberg, vemos que:
(Hg—qH) =0 q() =0

Sabemos que q(t) é o andlogo quantico da posi¢do de uma particula
(hipotese da substituicdo de Heisenberg) e que, em geral, ndo é uma
funcdo constantel23 no tempo, o que justifica o carater ndo comutativo
da algebra de Heisenberg. Born conhecia a algebra matricial, como ele

mesmo nos diz, i.e.,

Em uma manhi (..) de repente, eu vi tudo claro: a multiplicacdo simbdlica de
Heisenberg nio era nada mais que o calculo matricial, bem conhecido por mim desde
meus anos de estudante. (VAN DE WAERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics,
volume V, p. 37)

Mencionamos este segundo modo de entender a multiplicacao de
Heisenberg, pois ele nos leva naturalmente a uma formulagao simples do
principio conservacdo da energia, o qual foi demonstrado por Born e
Jordan. De modo sucinto, se a energia é constante no tempo, a derivada
da matrizl?4 referente ao operador de energia deve ser nula (e vice-

versa).

Nés nos referimos a p, ¢ como matrizes quadradas infinitase a H e

A como fungdes polinomiais delas - isso no contexto do trabalho de Born

autoadjuntos admitem sempre uma base ortonormal de autovetores. Visto que seus
autovalores sdo todos numeros reais, fica garantida a condigdo de realidade (a que nos
referimos na primeira se¢do). A cada estado de energia, associaremos, entdo, um
determinado autovalor do operador diferencial, no caso, o operador de energia, dito
hamiltoniano. Também sabemos que a autovalores distintos estdo associados autovetores
distintos - propriedade refletida matematicamente pela ortogonalidade dos autovetores.

'20s elétrons transitam de um nivel de energia a outro, o que faz com o que o termo
solucdo da equacédo do oscilador harmonico nio seja constante no tempo.

12%sabemos que o operador de energia é uma fungdo das varidaveis quanticas de
posicdo e momento H = H(p, q).
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e Heisenberg. A época da criacdo da mecanica quantica, ndo se sabia
exatamente como interpretar aqueles termos. Resta, agora, saber qual a

relacdo entre os termos q(nm) e a experiéncia.

Born e Jordan nos dizem que |[g(nm)|? “é uma medida de
probabilidades de transicoes n < m”. (BORN, M. E JORDAN, P. “On
quantum mechanics” p. 287-306) Primeiramente, eles ndo demonstram
tal resultado. Sabemos que essa é a interpretacdo aceita pela
comunidade cientifica desde a sugestdo de Born. Vejamos como entender

a afirmacgao acima no contexto do nosso trabalho.

A energia'?s de um sistema fisico estard associada uma matriz
H = (Eym)nxm contendo os valores referentes aos possiveis niveis de
energia desse sistema. Neste caso, ha um nimero E,,,,, associado a cada
nivel de energia que, aparentemente, depende de dois indices, i.e, n e m.
Porém, se assumirmos, seguindo Born e Heisenberg (BORN, M. E
HEISENBERG, W. Quantum Theory, p. 411-412), que todos os niveis de
energia sao distintos!?¢ e ndo-nulos, é possivel escrever a matriz
H = (Epm)nxmem sua forma diagonal H = (E, 1) nxn = (Ep)n. Vejamos
quais hipdteses fisicas estdo sendo assumidas para que se possa escrever

H em sua forma diagonal.

1- Estamos nos referindo somente a parte discreta do sistema;

2- Estamos assumindo que cada frequéncia w,,, é ndo-nula, visto
que aceitamos a hipotese de Planck, i.e., hwnm = Eppn — Enme
Ora, se todos os termos E,, sdo distintos e ndo-nulos, é

necessario que o termo hw,,, seja sempre nao-nulo.

Estamos pensando somente na parte referente ao espectro discreto, pois
queremos evitar o uso excessivo de formalismos.

126Quanto a mesmos valores de energia para estados distintos, o fisico se refere a
estados degenerados. Se tivermos uma fungdo classica (referente a energia) do tipo pqp,
ela é equivalente a p?q. Mas, no contexto da mecanica quantica, elas representardo
operadores lineares distintos, pois os termos p e g ndo comutam. Nesse contexto, pode
haver ambiguidade, mas ndo é de nosso interesse discutir como resolver tais ambiguidades.
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N6s nos referiremos, a partir de agora, a IE,,>» como sendo o estado
fisicol27 do sistema, cuja energia é denotada por E,,. Escrevamos para H:

Ey
: En

Procuremos, entdo, entender o porqué do uso da algebra linear
(rigorosamente falando, analise funcional) ser tdo proficuo na
fundamentacdo matematica da teoria quantica. Escrevamos para o vetor

coluna |E,),
IE,) = (0,0, ..., E,, ...0)¢

Caso tomemos o produtol?8 da matriz H pelo vetor |E,», denotada por

HIE,», obteremos:
HIE,) = E,|E,))

Visamos entender |IE,;) como um vetor, ou melhor, como autovetor
(ndo-nulo) do operador H, sendo E, um determinado autovalor
associado a |E,,). Para isso, sigamos com nossa abordagem heuristica.
Tomemos o conjunto {IE,)} de todos os vetores |E,). Sabemos que tal
conjunto é, em principio, de cardinalidade infinita (enumeravel).
Queremos escrever (partindo da hipotese de que os E, sdao grandezas

empiricamente mensuraveis) para um vetor arbitrario If),

)= enlEn)

n

127 ;. , o el ,
Estado fisico é um “ente primitivo” para nés.

O produto de uma matriz infinita por um vetor coluna com infinitas entradas
nulas, excetuando-se uma. Estamos abusando da notagdo no sentido de nao termos
demonstrado que as regras de multiplicagdo referentes a teoria dos espagos vetoriais de
dimensao finita se aplicam aquela de dimensao infinita.

128
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Para isso, seria necessario que {IE,)} fosse uma base2° para certo
espaco vetorial H sobre determinado corpo k. Ainda ndo podemos
afirmar que classe de espacos vetoriais seria adequada para o nosso

Caso, mas sabemos que:

1- adimensdo do espago deve ser infinita;

2- cada c, deve pertencer a k.

Toda a nossa discussdo partiu do exemplo do oscilador harménico
no contexto da teoria de Heisenberg. Achamos bastante didatico seguir
tal exemplo. Também sabemos que a solucdo para a equagdo do

oscilador harmonico é dada (em sua forma matricial) por:

a(t) — a(nm)ezmw(nm)t

Vimos que w(nm) = w(nn) = w(n) = %En.

, h
Entretanto, na forma de somatorio, para i = py’ teremos:

1 1
a(t) = z a(nm)e?™rfnt = Z a(nm)e'rnt

n n

Sabemos também que os termos E,, sdo dados empiricos e que ndo
observamos a posicdo a(t). Heisenberg procurou desenvolver uma
teoria baseada somente em quantidades que pudessem ser observadas.
Seria razodavel, entdo, tentar expressar as demais quantidades (e.g, a(t))
partindo apenas do que é observado39 empiricamente, i.e., por meio de

uma expressao do tipo:

129 . . . ~ . .
A base sera ortogonal, visto que os estados de energia sdo todos dois a dois

distintos. Desde que o mddulo de cada vetor que representa um estado é finito,
poderemos afirmar que a base devera ser ortonormal.

BoClaro que o fisico ndo observa os coeficientes da expressdo acima, mas somente os
valores referentes as energias. Em principio, cada coeficiente é uma fung¢do complexa, pois
esperamos poder expressar a solu¢do a(t) em fungdo dos vetores referentes aos estados
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D calB)IE)

n

Sugerimos que é razoavel supor |E,> como um vetor, mesmo sem
sabermos (ainda) a que espaco vetorial V ele pertencera e sobre qual
corpo estara definido V. Sabemos que a matriz correspondente ao
operador de energia deve ser autoadjunta, visto que H é autoadjunto.
Também sabemos que os espagos vetoriais requeridos pela mecanica
quantica deverao ser de dimensao infinita. Sera razoavel, entdo, tomar os
elementos do corpo k como fungdes complexas, pois (para espagos de
dimensdo infinita) a definicio de operador adjunto requerera a
utilizagdo de numeros complexos. Teremos, entdo, que cadal3l c,(F)
sera uma fung¢do do parametro t cuja imagem (fixado t) serd um nimero

complexo.

Quanto a H, dissemos que ele deve ser uma func¢ao polinomial de g
e de g. Notemos que, para que a energia se conservel3Z, é necessario que
a derivada temporal de H(t) seja nula. Pela equacdao de Heisenberg,

deveriamos ter (para A = H):

A(t) =[H,A] =0

Notemos que, para H = p?q, é facil mostrar!33 para o caso de H ser
uma funcao de variaveis classicas que a sua derivada é nula. Todavia, no
contexto quantico, isto ndo ocorre, pois hd mais de uma maneira de se
escrever o analogo quantico de H, i.e.,, pqp e p%q - que classicamente sdo

indistinguiveis, mas nao, quanticamente. Por outro lado, Born e Jordan

fisicos associados aos termos E,,. Também é verdade que a solugdo para a(t) via série de
Fourier requer (para o caso geral) que os coeficientes sejam complexos.

BlEstamos omitindo o parametro t na notacgdo.
Espera-se que a energia se conserve, pois ndo ha nenhuma indica¢cdo empirica de
gue isso ndo ocorra.

3se H é uma fungdo das varidveis cldssicas de posicdo e momento, os colchetes de

132

. . dH
Poisson para H nos permitem mostrar que P 0.
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perceberam que, no contexto quantico, H'=%(p2q+qp2) deveria

satisfazer a seguinte identidade:

oH 0H' 0H _ oH'
dp dp’dq dq
E mais, H' teria derivada nula (com relacgio ao tempo),

diferentemente de H.

Classicamente, H e H' levam as mesmas equacdes de movimento.

Esse resultado sugeriu a Born e Jordan o seguinte teorema:

Para cada funcdo H(p, q), pode ser associada uma funcio H'(p, q), de modo que H' e H
levam as mesmas equacgdes!3* do movimento e para as quais H denota a energia que é
constante no tempo e satisfaz a condi¢cdo de freqiiéncia. (BORN, M. E JORDAN, P. “On

quantum mechanics”, p. 294)

Eliminada a ambiguidade quanto a utilizacdo da funcdo
hamiltoniana (classica) como um uma varidvel qudntica, sigamos com a
interpretacio de q(t) = q(nm)e?™ ™Mt Sabemos que q(t) denota (em
notacdo matricial) a solucdo para a equagao do oscilador harménico. N6s

nos referiremos a ela por:

a(t) — a(nm)ezmw(nm)t

Vimos que w(nm) = w(nn) = w(n) = %En

. h
Assim, para h = po’ teremos:

.1 .1
a(t) = Z a(nm)e?™rfnt = Z a(nm)e'rnt

n n

0H

Pj——aj

134 . - . OH
Born e Jordan se referem aos analogos quanticos de ¢, = F
j
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No contexto classico, sabemos que as variaveis conjugadas p, g sdo

aquelas cujas componentes pj, q; se relacionam por:

_0H oH

q]—a—pjpj——a—qj

Para o caso quantico, tomando g por a, sugerimos que:

p= —lh%

Ora, por substitui¢do direta, prova-sel3> que:
[p,a] = —ih

Vimos que a mecanica quantica de Heisenberg partiu de dados
empiricos e da hipétese de substituicdo dos coeficientes classicos da
série de Fourier para OHC. A fim de ser coerente com sua hipdtese, seria

(no minimo!) razoavel que Heisenberg supusesse que

p= —Lh%

pois é necessario satisfazer a expressao:
[p,a]l = —ih
Ou melhor13¢,

i
ﬁ[pra] =1

A expressdo para a energial3’ do oscilador tera a mesma forma, e a

relacdo acima ser4 satisfeita, desde que p seja dado pela expressao:

50 comutador “[  ]”, claro que entendemos: [p, q] = pq — qp

B*Na expressdo, 1 é operador identidade (também denotado por Id).
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Para uma fung¢do ¢ no dominio de p e a, é facil ver, que:
i
7lpale=9¢
Retomando o caso do oscilador harmoénico simples, é possivel

escrever!3s;

p = —mowia

iz?
m

Mas como resolver a expressdo acima para as variaveis quanticas
de modo que a solucdo para a(t) (e p(t)) dependa somente dos valores
de energia E, e dos autovetores aos quais esses valores estdo
associados? Lembremo-nos de que a(t) ndo é um observavel, pois nao é
possivel ver a posicao de um elétron que orbita o nucleo de hidrogénio.
Vimos que: HIE,) = E,|E,). H é compreendido como uma regra operando

em |E,), sendo o resultado dessa operacio, E,lE,). O termo E, é um

137 = . . - (o
Se repararmos na expressdo para energia do oscilador harmonico cldssico (OH),

sua energia classica é dada por

1 1
H= Epz + Ewéaz
e a variavel cldssicap é
0H 5]
p=-o" = —(peb+wia) = —wha

da da
O desenvolvimento da teoria de Heisenberg partiu da expressdo classica para OHC.
Sem perda de generalidade, escrevamos:
i+ wia=0
ou
N 2
p = —wia

138 nfatizemos que, no contexto quantico, os termos p e x deverdo ser operadores
autoadjuntos, e que estamos apenas abordando de modo heuristico o problema, i.e.,
estamos investigando que forma p deve assumir. Na préxima se¢do, seremos mais
rigorosos.
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numero reall3? e positivo, pois somente valores dessa natureza podem
ser medidos empiricamente. A fim de que os autovalores associados aos
autovetores do operador de energia H sejam sempre um nimero real,
sera suficiente que H seja um operador autoadjunto, pois nosso espaco
vetorial sera definido sobre o corpo dos nimeros complexos. Antes de
seguirmos com a discussdo referente as duas equagdes acima,

sumarizemos o que discutimos até aqui.

1- Vimos que os termos I|E,) podem ser entendidos como
autovetores associados aos autovalores E, (numeros reais).
Mais precisamente, cada |E,) sera um autovetor do operador de
energia H, que admitiremos ser autoadjunto, dada a natureza
dos E,. Sabemos também que a escolha de operadores
autoadjuntos para a fundamentacdo da mecanica quantica
garante a condicdo de realidade. Também é verdade que a teoria
dos operadores autoadjuntos pode ser estendida a espagos de

dimensao infinita;

2- Para solugdes do tipo a(t) =Y, c,(E)IE,), os termos c,(E)
deverdo ser, em principio, nimeros (fun¢des de) complexos, pois a teoria
dos operadores autoadjuntos em espacos de dimensao infinita requer a

introducao de nimeros complexos;
3-Sabemos que h4, a priori, infinitos |E,,).
Nossa abordagem heuristica nos leva a sugerir o seguinte:

{IE,)} é um espaco vetorial de dimensao infinita sobre o corpo dos
numeros complexos. H é um operador autoadjunto, cujos autovetores
sdo exatamente os vetores IE,). Também é sabido que HIE,)) = E, |E,),
i.e, E, é o autovalor associado ao autovetor |E,). Esta implicita a

suposicao de que o conjunto de autovetores forma uma base para o

139 . . .
Sabemos que é um numero racional.
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espaco vetorial complexo associado aos termos |E,), pois queremos
desenvolver a teoria quantica a partir dos observaveis. Ora, operadores
autoadjuntos admitem bases cujos autovetores sdo ortonormais e
garantem que a condicdo de realidade seja satisfeita. Vejamos o que pode
ser dito a respeito dos espacgos vetoriais que constituirdo o dominio dos

operadores autoadjuntos, cujos vetores serdo exatamente os |E,).

E importante deixarmos evidente que o espaco vetorial Ha que

nos referimos deve:

a) Ser gerado pelos vetores |E,), autovetores de H, operador
autoadjunto;

b) Ser definido sobre o corpo dos nimeros complexos;

c) Ter dimensao infinita;

d) Ser um espaco vetorial dotado de um produto interno, pois sera

necessario falar em comprimento de um vetor.

Também podemos requerer que a(t) = Y., c,(E)|E,) ndo divirja.
Desde que c¢,(E) é um numero complexo para cada n, seria de se
esperar que - para que a série acima ndo divirja: },|c,(E)| < oo. Para
que possamos falar em convergéncial4® da série a(t) = Y., c,(E) IEy),
faz-se necessario falar em norma do vetor IE,). Estamos, assim,
caminhando para a utilizacdo de um espacgo vetorial complexo normado
cuja dimensdo ¢é infinita. Desde que todo produto escalar define uma
norma, admitamos que ( | ) seja um produto escalar cujo dominio é
H X H e cuja imagem esteja contida em C. Sem perda de generalidade,
assumamos que {lE;)} é base ortogonal, pois os termos E, sdo todos
(dois a dois) distintos. Também conhecemos o resultado matematico que
afirma que autovetores |E;) e |E;) (de um mesmo operador H) associados,

respectivamente, a autovalores distintos E; e E; sdo ortogonais.

Podemos admitir que a base {IE,)} é uma ortonormal, pois as séries

140 PN . .
Convergéncia para um elemento do espaco vetorial, claro.
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a(t) = Y cn(E)IE,) serdo convergentes!4l., Mas, convergentes em que

sentido? Precisamos especificar o médulo de um vetor em H.

Ora, a(t) sera um vetor de . Desde que estamos assumindo a
existéncia de um produto escalar, seu mdédulo (ao quadrado) sera dado

por

(@(®) 18(6)) = ) ca(E) cin (EXEn|En)

n

Nosso conjunto de vetores é ortonormal, o que significa que
(EnlEm) = Onm

para as func¢des c,(E)c;(E) = |c,(E)|?. Lembremo-nos também de que
omitimos o parametro t em cada c,(E). Poderiamos ter escrito c,(t),
mas queriamos enfatizar a dependéncia dos coeficientes com relacdo as

medidas elaboradas pelo fisico! Entao, devemos ter que:

D lea®I? < oo

n

Um resultado da andlise funcional nos diz que: se {IE,)} é base
ortonormal para um espaco vetorial 7142 dotado de um produto interno,
em que toda sequéncia (de Cauchy) convirja (na norma dada pelo

produto interno) para um elemento do espago, entao € valido que:

141 7 o e A . ;. / .
O moédulo de cada IE,,) é finito, mas a convergéncia das séries é um resultado mais

forte, pois implica a finitude de cada IE,;). De qualquer maneira, partimos da hipdtese fisica
de que os valores assumidos cada E,, sdo finitos.

’De modo preciso, o resultado se aplica ao subespago H! (H! c H) fechado e
separavel de fungBes complexas diferencidveis (definidas em R) e do tipo quadrado
integrdvel. Ha ainda a restricio de que H !se refira somente aos vetores relacionados aos
valores discretos de energia, que é nosso caso de estudo. Para detalhes técnicos,
deixaremos referéncias. Omitiremos definices bdsicas que (praticamente) nada
acrescentariam ao nosso trabalho, como aquelas de sequéncia de Cauchy, espago vetorial
fechado, separdvel etc. Para o resultado acima, ver (PRUGOVECKY, E. Quantum mechanics
in Hilbert spaces, p. 51).
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D lea®I < oo

So far, so good desde que admitamos que H143 seja o espago vetorial
que satisfaca as propriedades supramencionadas. Tal espacol4* recebe o

nome de espacgo de Hilbert. H opera do seguinte modo:
HIE,) = E,|E,)

E para H(IE,)+1E,)), o que devemos obter? Sabemos que
|E,) + |E,;) é necessariamente um vetor de e que H esta associado (em
principio) a matriz referente aos valores de energia. E verdade que a
toda matrizl45 (quadrada, no nosso caso), é possivel associar uma

transformagao linear. Neste sentido, para c € C,
H(IE,) + |E,.)) = HIE,)) + HIE,,)
H(clE,)) = cHIE,)

Entretanto, H sera um operador linear autoadjunto definido em # .
Agora, falta mostrar que é possivel expressar a(t) como funcdo de

grandezas observaveis, i.e,

alt) = Z a(nm)e'iEnt

n

Para o oscilador harmdnico simples, sabemos que

“3precisamente, 7! da nota de rodapé da pagina anterior.

A partir daqui assumiremos que o espac¢o vetorial H em que é formulada
mecanica quantica de Heisenberg é um espago vetorial normado completo com relacdo a
norma oriunda de um produto interno, sendo infinita a dimensdo do espaco, i.e., 7 é um
espago de Hilbert.

“Enfatizemos que estamos nos referindo a algebra linear de espacgos vetoriais de
dimensao finita, isso a fim de investigar os possiveis candidatos a H, H, etc. Claro que, para
o caso dos espacos de Hilbert, ha varios resultados referentes a espacgos vetoriais de
dimensdo finita que deixardo de ser validos. E lembremo-nos de que os fisicos da época de
Heisenberg, antes de Jon Von Neumann, raciocinavam em termos de matrizes quadradas
de dimensao infinita. Faltava o rigor da teoria dos espagos de Hilbert.
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1 1
H ZE}')Z +Ew(2)a2

Ora, para o caso de a e p serem autoadjuntos, podemos seguirl46
Paul Dirac e escrever a e p em fun¢do de grandezas observaveis. Vejamos

como proceder.
Para o oscilador harménico, é valido que:

p = —mowia
. D
a==—

m

Bem, a solugdo para a(t) é dadal4’” por

ip(t ) 0 .
a(t) + P(®) = a(0)e"twot + i—p( )e‘“"ot

mw, mw,

ip(t ) 0 .
a(t) — P(©) = a(0)e twot — i—p( )e‘“"ot

mw, mw,

E que pode ser escrita como

a(t) = a(0) cos wyt + P(©)

sin wyt
mw,

Desde que é valida a lei de Planck 148, o resultado acima sugere ser

possivel escrever a(t) em fungio dos valores de energia medidos!

Em suma, sem fundamentar a mecanica quantica de modo
estritamente matematico, ilustramos como certos conceitos, e.g., vetor,

espaco vetorial de dimensao infinita, autovalor, autovetor e operador

146 . . . . N ~
Na realidade, estamos seguindo a narrativa que Sakurai faz ao se referir a solugao

obtida por Dirac. (SAKURAI, J.J. Modern Quantum Mechanics p. 89-97)
Wp(t) = —mwya(0) sin wet + p(0) coswy t
“®Notemos que, inicialmente, hw,, = E,. Mas, para o caso do oscilador harmdnico

. . 1 . . .
simples, o que se tem é: i(n + )w, = E,. O termo n continua sendo um nimero inteiro.

Prova-se que ele é necessariamente positivo.
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linear podem ser relevantes para a descricdo e fundamentagdo
matematica da mecanica quantica de Heisenberg. Na primeira se¢do de
nosso trabalho, vimos como Heisenberg desenvolveu a mecanica
quantica a partir da reinterpretacdo dos teremos referentes a solugao do
oscilador harmonico classico. Na segunda sec¢do, analisamos o trabalho
de Dirac referente a quantizacdo candnica. Nesta secdo, nos nos
preocupamos somente com o modo pelo qual os conceitos matematicos
podem ser introduzidos na teoria; nao nos aprofundamos na relagdo

entre os termos matematicos e seus significados fisicos. Veremos essa

relacdo de modo mais preciso na proxima secao.
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Quarta secao

1.4 Do significado fisico dos termos matematicos

Na secdo anterior, analisamos como determinados termos
matematicos poderiam ser uteis na formulacao da teoria de Heisenberg.
Nesta secdo, nds discutiremos o significado fisico dos operadores!4?
lineares em mecanica quantica. Quando necessario, introduziremos
conceitos relevantes da mecanica quantica de Schrodinger!s?, como
fungdo de onda. Encerraremos a se¢do com a andlise de uma possivel

fundamentac¢do axiomatica basica da mecanica quantica.

Vimos que é possivel expressar a(t) pelos termos |E,), os quais
entendemos como autovetores de H, sendo cada E, um autovalor
associado ao seu respectivo autovetor |IE,). Isto nos sugere que, pelo

menos para o operador de energia H:

Os autovalores associados aos autovetores do operador de energia
sdo os valores que a grandeza fisica energia pode tomar nas condicbes

criadas pela sua medigado.

Desde que os valores observados para qualquer grandeza fisica sdo

numeros reais, devemos exigir que:

9 de alguns outros termos matematicos associados aos operadores. Lembremo-
nos de que: uma transformacdo linear é uma relagdo funcional T:V — W entre dois
espagos vetoriais V e W (ambos sobre o mesmo corpo I') que satisfaz:

T + A¥) = T(W) + AT (D)

Lembremo-nos de que um operador linear O é uma transformacdo linear 0:V - V.
De modo rigoroso, para espacos vetoriais arbitrarios, um operador linear é definido por
uma regra funcional 0:V — V e um conjunto dom O c V, que é o dominio do operador O,
e que deve ser subespaco vetorial de V. Dado um operador linear O, pode-se querer saber
se existe algum vetor f no dom O que satisfaga: O(f) = /1]?, para A € C. Tal equagdo
recebe o nome de equacgdo de autovalores, para A, um autovalor associado ao autovetor f
Os autovetores de O serdo exatamente os termos que satisfizerem a equagdo de autovalor.
Lembremo-nos de que os autovetores deverdo ser todos distintos do vetor nulo.

N30 demonstraremos a equivaléncia (matematica) entre as teorias de Schrodinger
e de Heisenberg, apenas tomaremos tal fato como certo.
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Uma grandeza fisica real deve ser descrita por um operador cujos
autovalores sempre sejam nimeros reais'>1 positivos, i.e, um operador>2

autoadjunto.

A grandeza fisica a qual nos referimos acima sera denominada
observdvel. Nessa direcao, a todo observavel o associaremos um
operadorls3 autoadjunto 0. Veremos, na parte final da se¢do, que a
relacdo entre observaveis e operadores sera garantida por meio de um

postulado. Retomemos a questao do significado de a(t) e p(t).
1.41 Analogia quantica (revisitada)

A fim de que possamos ser rigorosos quanto a interpretacdo dos
operadores a(t) e p(t), é necessaria uma breve incursdo pela mecanica
classica. Queremos encontrar um operador de modo que as relacdes
entre as grandezas fisicas possam ser reproduzidas pelas relagdes entre
os operadores (de posicdao a(t) e de momento p(t)). Para isso, veremos
que a analogial5* com a mecanica classica sera fundamental. Retomemos

a notagdo padrio q(t) para a variavel classica posicdo.

Em mecanica classica, sabemos que qualquer sistema mecanico
pode ser descrito pelo conjunto de varidveis candnicas, i.e., aquele das
coordenadas generalizadas q4, q3, .., q, € dos momentos generalizados
P1, D2, -, Pn. Tais varidveis devem satisfazer as equa¢des de Hamilton,
cuja forma candnica €, para k = 1,2,...,n e para a fun¢cdo hamiltoniana

classica (energia mecanica do sistema):

151 . , P .
Claro que toda medida é expressa por um numero racional.
152 s, o ~ s .
O que é relevante para nossa discussdao é que o conjunto de autovalores
associados aos autovetores de um operador autoadjunto sdo numeros reais.
153, , .« . ~ . . ~
Ha operadores lineares que ndo correspondem a observaveis. Entretanto a relagdo
entre observaveis e operadores ndo é biunivoca.
154, . . .
Discutimos como Heisenberg desenvolveu sua teoria e como Dirac elaborou o
processo de quantizacdo candnica via analogias. Agora, seremos mais precisos quanto ao
funcionamento das analogias em mecanica quantica.
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dt B apk' dt B aqk

Seja F =F(q1,92, > qn; P1, P2, -, Pn; t) uma funcdo diferenciavel.

Assim, podemos escrever:

dr oF Z" J0F dq, OF dpk)

dat ot T L \Bq, dar Tap, dr

Utilizando as equagdes de Hamilton, teremos que

dF_aF+Zn (aF oH oF 0H
dt ot k=1 0Qx Opx 0Py 0qy

Define-se, entao:

" F}_Zn (OH OF _ 0H OF
T Lag=1 0pr 0qr  0qy Opy

{H,F} é dito colchete de Poisson para o par (de grandezas

associadas a) H e F. De modo genérico, para fungdes!>> G e F escreve-se:

(F G}_Zn (OG oF G BF)
' - k=1 0Pk 0qx  0qy Opi

Uma propriedade assaz importante!>¢ dos colchetes de Poisson é
que eles sdo invariantes por quaisquer transformagées que preservem a
forma canénica das equagées de Hamilton. De modo simplificado, sempre
que as equacdes de Hamilton puderem ser escritas da maneira definida

anteriormente, o modo de se calcular o colchete de Poisson entre duas

SFungdes diferencidveis de G Prot. E claro que o matemdtico pode estudar

propriedades dos colchetes de Poisson sem se preocupar se as fungbes F e G estdo
associadas a grandezas fisicas ou ndo.
156 ~ . Z .

Importante para a formulacdo da teoria. E sempre interessante conhecer as
transformac¢des que deixam invariante determinado grupo de equagdes. No caso da
mecanica classica, desde que as equagbes possam ser escritas de acordo com as equagdes
de Hamilton, o modo de se calcular os colchetes de Poisson serd dado por uma expressdo
canoénica.
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funcbdes de qi,pr e t sera dado pela ultima expressdao acima. Outras

propriedades dos colchetes sdo:
P1:{F,G} = —{G,F}
E para uma constante arbitraria c:
P2:{F,c} =0

Também sdo validas:

P3:{F, + F,,G} = {F,,G} + {F,, G}

P4:{F,F,,G} = F,{F,,G} + {F,,G}F,

P5:{F,{G,L}} +{L{F,G}} + {G{L,F}} =0

Para o conjunto das coordenadas e momentos, teremos:

{001} = 0,{pr, P} = 0,{pr, 11} = 61

Sabemos que Dirac encontrou o analogo quantico para os colchetes
de Poisson. Vejamos, entao, como é possivel obter o equivalente quantico

dos colchetes157,

Suponhamos que os termos F, G se refiram a objetos matemadticos

que nao comutam. Utilizando P4, podemos escrever:
P6: {Fle, G} = FI{FZI G} + Fl{G, Fz}

P7: {F, G1Gz} = Gl{F' Gz} + F{GL Gz}

B7g importante perceber que estamos partindo da preservacdo de relagGes entre

variaveis classicas e procurando seus analogos quanticos. Claro que a reinterpretacdo dos
termos pode requerer algumas alteragdes técnicas. No caso da expressdo para a energia do
oscilador harmonico classico, a relagdo é expressa por fungdes reais. No caso quantico, por
operadores autoadjuntos ou fungdes destes operadores.
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Suponhamos que a ordem pela qual se multiplicam F e G coincida
com P4. Em mecanica classica, os termos F, G comutam, e neste sentido,
P4 correspondera (para G = H) a diferenciacdo de F com relacdo ao
tempo. E em mecanica quantica? Neste caso, para que possamos falar da
diferenciacdo com relagdo ao tempo, far-se-a mister preservar a ordem
da multiplicacdo dos termos F, G, pois eles se referirdo a operadores,
cuja algebra é essencialmente nao-comutativa. Vejamos, entdo, como

obter o analogo quantico dos colchetes de Poisson.

Primeiramente, fagamos G = G;G, em P6 e utilizemos P7 para

reescrever P6:
{F1F>, G1Gy} = F1G1{F;, Gy} + Fi{F,G1}G, + G1{Fy, Go}F, + {Fy, G1}F,G,

Analogamente, escrevamos F = F;F, em P7, e utilizemos P6 para

reescrever P7:
{F1F;, G1G,} = GiFi{Gy, Fo} + Gi{Fy, Go3F, + Fi{F;, G136, + {Fy, G13F,G,
Igualando as expressdes acima, obtemos:
(F1Gy — GiF){F,, Go} = {Fy, G1}(F2G, — G, F)

Esta expressdo se converteral>® em uma identidade se pudermos

escrever, para operadores arbitrarios F, G:
{F,G} = C{FG — GF}

Na ultima expressdo, C deveral>® ser um operador com a
propriedade de comutar com qualquer outro operador. Ora, o Unico
operador matematico que satisfaz a tal propriedade é o operador de

multiplicagdo por uma constante c. E demonstra-se que a constante c é

158 . .p . ~ , . ~
Este resultado é verificado por manipulagdo algébrica das expressées.

A fim de gue seja satisfeita a identidade.
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necessariamente um numero imaginario purol60. Além disso, se F e G
forem autoadjuntos, {F,G} = C{FG — GF} também o sera. Neste sentido,
o colchete de Poisson {F, G} cujos termos denotam duas grandezas fisicas
reais deve se referir a uma grandeza fisica real. De modo preciso, o
comutador de operadores F,G (que se referem, respectivamente, aos

observaveis f, g) sera um operador O relacionado ao observavel16l o.

Denotemos, entdo, por [, ], 0s nossos novos colchetes. Escrevamos
para os operadores autoadjuntos F e G, para o nimero real r e a unidade

imaginaria i:
[F,G] =ri(FG — GF)

Ainda quanto aos operadores de posicdo e de momento, é usual
escrever as componentes do operador de posicao x do seguinte modo:
X1, X3, X3. Muitos autores utilizam X, sendo que ‘A’ é utilizado para
diferenciar as variaveis classicas das quanticas. Para o operador de

momento, escreve-se pq, P, P3 OU, respectivamente, py, py, Py

Sabemos!%2 que o operador de energia H é uma fungdo polinomial
de x e p. Se tomarmos a variavel x (de posicdo) por varidvel
independente, o operador de posi¢cdo sera necessariamente do tipo de

multiplicagdo pela varidvel de posi¢do. De modo mais preciso: imposta a

*poderiamos utilizar este resultado para justificar a necessidade de introducdo de
niimeros complexos na formulacdo matematica da mecanica quantica. A ocasido em que
mencionamos a necessidade de introduzirmos nimeros complexos, apenas nos referimos
aos coeficientes da solu¢do da série de Fourier para o oscilador. Ora, em mecanica classica
se utiliza também a solugdo via série de Fourier e os coeficientes de amplitude sdo nimeros
reais. Neste sentido, ndo basta dizer que a solugdo via séries de Fourier implica a
necessidade de se utilizar nimeros complexos na fundamentacdo da teoria. Mas agora
temos razoes suficientes para utiliza-los.

*IClaro que a determinagdo de o dependera do conhecimento de f e g. Tudo que
podemos dizer é que os autovalores de [F,G] = 0 nos dar3o os valores relacionados as
possiveis medidas referentes ao observavel o.

'*2piscutimos o processo de quantizagdo candnica na 22 se¢do. Vimos que o operador
de energia pode ser obtido da expressdo cldssica da energia pela reinterpretacdo dos
termos presentes nesta expressdo. Esses termos sdo func¢des polinomiais das variaveis
classicas momento e posigdo.
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condigdo fisica de que os autovalores do operador relacionado a varidvel
independente devam coincidir com os valores da grandeza fisica associada
aquela mesma varidvel, demonstra-sel®3 que o operador relacionado a
varidvel independente é do tipo de multiplicagdo pela varidvel (em uma

representacao apropriada, evidentemente).

Ora, este resultado acima nos diz que a forma do operador
dependera da escolha da variavel independente. Enfatizemos a
relevancia fisica do fato de que os autovalores do operador referente a
determinada grandeza fisica devem corresponder aos valores medidos
para aquela grandeza. E nos lembremos da relevancia de os operadores
serem autoadjuntos! E importante fazer a ressalva de que nio é qualquer
variavel que pode ser escolhida como independente, pois os operadores
das variaveis independentes deverdao comutar entre si. No caso do
operador de posicdo para o elétron (do dtomo de hidrogénio) em 3
dimensoes, teremos trés operadores associados a posi¢ao do elétron, um
para cada grau de liberdade da particula, i.e., x;, x5, X3 se referirdo aos
operadores para as trés componentes do operador de posicdo para

nosso léptonlé4,

Com o intuito de adaptar os colchetes de Poisson para o caso da

mecanica quantica, deveremos requerer que

[xk, 1] = 0, [P, 21l = O, [pr, x;] = 116y

As expressoes acima nos permitem dizer que tanto as componentes

do operador de posicdo quanto aquelas do operador de momento podem

(FOCK, V.A. Principios de mecénica quéntica, p. 32-34).

A titulo de ilustragdo, os elétrons pertencem a familia dos léptons. Outros
exemplos de Iéptons sdo: muon, tau, neutrino do elétron, neutrino do muon, neutrino do
tau. Além dos |éptons, hd os mésons e os barions. Mésons e bdrions sdo constituidos por
quarks (e antiquarks), enquanto os |éptons ndo possuem estrutura interna, pelo que se
sabe nos dias de hoje. H4 uma outra maneira de classificar as particulas (e sistemas de
particulas) e que se baseia no tipo de estatistica a que a particula obedece. Nesta
classificacdo, as particulas sdo divididas em dois grupos: férmions e bdsons. (CHUNG, K.C.
Introdugdo a fisica nuclear p. 14)

164



90

ser tomadas (nunca simultaneamente) por independentes. E 6bvio que

precisamos optar por somente um conjunto de coordenadas

independentes, pois: [py, x;] = ridy,; (verifica-se que r = —h).
Dissemos que, para satisfazer [py, x;] = —ihdy;, poderiamos tomar
a
Prx = —ha

Também poderiamos nos perguntar se ha alguma expressdo my

mais geral para p,. Demonstral¢>-se que é possivel reduzir m; a forma

Pr = 92y

1.412 Do significado dos operadores de momento e

posicao

Obtidas as expressdes para os operadores de momento e de
posicao, resta saber o que elas precisamente significam. Em principio, a
posicdo de uma particula pode ser observada em mecanica classica, o
que ndo se da em mecanica quantica. Vejamos como a expressdo acima
para o operador de momento pode ser util para entendermos como
relacionar os operadores matematicos as medidas efetuadas no ambito

da fisica.

Para o operador de momento, uma solugio ¥* (k = 1,2,3) para a

equacdo de autovalor deve satisfazer a

oYk
P — k
—ih =Py
axk
- . 0 i
*Aligs, para Ty = —lh; + 1, de modo que [, x;] = 0, teremos que 7, serd um
k

candidato a operador de momento. Requeremos que cada #; seja autoadjunto. A partir das

relacdes de comutagdo entre m;,, demonstra-se que cada #, deve satisfazer, para uma
5 g 3 - ~ i i
fungdo fixa f, a =%. Seguird, entdo, py = exp (%f)nkexp (—%f). Para detalhes
k

técnicos, ver (FOCK, V.A. Principios de mecdnica qudntica, p. 48-49).
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A expressio 1 = cerPix1+PaxatPaxa) g solucdo (simultanea) da
ultima equacdo para k = 1,2,3 para uma constantel®®¢ c. A funcdo
Y =Y (xq, %3, X3, 01,02, P3) recebe o nome de fungdo de onda. Ela
descrevera o estado fisico do sistema quantico. Vejamos que tipo de

informacao ¥ pode nos dar a respeito sobre o estado de um sistema.

Seja 1 autovalor de um operador L, o qual esta associado67 a uma
grandeza fisica arbitraria [. Podemos escreverl¢8, para qualquer 1 (no

caso de pertencer ao espectro continuo) de L:

_ Sy Lypdy

J=Lr A
v pdy

A expressao acima nos diz que os autovalores do operador L podem
ser obtidos por uma férmula determinada, desde que conhegamos .
Temos, entdo, que o estado do sistema fisico sera determinado por .

Resta sabermos exatamente como obter informacgdes a partir de .

Até aqui, nossa discussao tem sido bastante abstrata, pois Y surgiu
~ ~ . ., 0Pk k
como solucdo para expressdes do tipo: —lh? = pY” . Suponhamos,
k
agora, que

Y= aquh

a

para cada X no dominio de p, de modo que o conjunto de todas ¥ seja

uma base de autofun¢des do operador py. Escrevamos: p,yk = b k.

1%8¢ f4cil mostrar que ¢ = (ﬁ)yz. (FOCK, V.A. Principios de mecdnica qudntica, p.

51-52)
167 ~ N . s, A . A . .
Veremos na segcao referente a axiomatica da mecanica quantlca COMmO Sse assocCla

um operador a uma grandeza fisica.

*®para A=%, a integracdo é na medida de Riemann-Stieltjes. Para a
demonstracdo da expressdo e demais detalhes técnicos, ver (FOCK, V.A. Principios de
mecdnica qudntica, p. 29-31).
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Para ¥ = Y¥e L =py, a expressio A =% pode ser escrita da

seguinte maneira:

Jv*Lpdy
fl/J*l/) dy = Za:laalzba

Sem perdal®® de generalidade, desde que [ Y*y dy < o, podemos

escrever.

[ wiwdx =Y ladbe

A expressdo acima pode ser lida como um caso particular do

seguinte teorema:

[y*Lydy é o valor médio do operador L para a média calculada
sobre todos possiveis autovalores de L. (LINDSAY, R.B. e MARGENAU, H.
Foundations of physics, p. 413)

E importante dizer que o teorema acima ndo surge do nada. O fisico
atento (e conhecedor da teoria basica das distribui¢des de probabilidade
em mecanica classical’?) estaria acostumado com expressoes do tipo:
Yo f(x,) w(x,). Estas expressoes, para Y., w(x,) =1 e f(x,), denotam
exatamente o valor médio (esperado) f para a fungio f(x,). A expressio
Y.lay|?b,, para Y,la,|? =1, poderia ser interpretada como valor
esperado para o operador de momento, desde que |a,|? definisse uma
distribuicao de probabilidade para os autovalores b,. Resumidamente,

cada |a,|? podera ser interpretado como relativo a probabilidade de se

'%Estamos abusando da notag3o, pois para escrevermos [ Y*y dy = 1 teriamos que

redefinir 1. Neste caso, escreveriamos também que: Y,|a,|? = 1.

170Vemos, mais uma vez, que o desenvolvimento da mecanica se deu na dire¢do de
preservacdo de estruturas cldssicas. No caso de Heisenberg, ele manteve a expressdo para o
oscilador harmonico cuja solugdo foi obtida por séries de Fourier.
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obter (empiricamente) b, se |a,|? definir uma distribuicio de
probabilidade dos b,. De modo preciso, demonstra-se que - vistos os
termos a, como funcdo de b, -, |a,|?> define uma distribuicdo de
probabilidade de b,, - onde|a,|? se referird a probabilidade de se medir b,,.

(LINDSAY, R.B. E MARGENAU, H. Foundations of physics, p. 414)

Assim, |aq|*farA o papel de w(x,) na expressio classica
(X f(x2) w(xy)). No nosso exemplo, b, é autovalor de p; associado a
k. Nossa andlise se baseou no estudo das autofungdes de p,, ditas
funcbes de onda. Quanto ao operador de posicdo x, podemos dizer algo
similar. Para L =x em [*Lidy, esta expressdo se refere ao valor
esperado para o operador de posicdo, para autofun¢des no dominio de x

que satisfizerem a

XYg = AoPq

Até aqui, a conclusdo a que podemos chegar é que o tipo de
informagdo que pode ser obtida da funcdo de onda é de natureza
estatistica. No caso, podemos conhecer os valores esperados para os
operadores de momento e de posicdo. Quanto a estes operadores,
sabemos que ndo comutam. E qual a relacdo entre a ndo-comutatividade
dos operadores e as medidas feitas em laboratorio? De modo geral, qual
a relacdo entre a nao-comutatividade e o tipo de informag¢do que pode

ser obtida empiricamente?

Sejam dois operadores lineares L e M e o conjunto de todas
Y = P (x) que forem autofungdes!’! simultdneas dos operadores L e M,
ie, LYy =AY, My =up, para autovalores A e u de L e M,

respectivamente.

Se 1 é autofuncdo de ambos os operadores e o conjunto de todas as

autofungdes for base tanto para o espaco de autofungdes de L quanto

171 , .z .
x é somente uma variavel independente.
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para o espaco de autofungdes de M, é facil mostrar que LM = ML. (FOCK,

V.A. Principios de mecdnica qudntica, p. 54)

De maneira ilustrativa, para cada autofung¢ao ¥ simultanea de L e M

podemos escrever:
MLy = App
LMy = App
E consequentemente, ML (x; u, 1) = LMy (x; u, 1)

Suponhamos que toda Y possal’? ser decomposta da seguinte

forma:

Y@ = ) el u2)
wA
Se for o caso de toda autofuncdo de L e toda autofun¢do de M poder
ser escrita como combinacdo linear de autofun¢des simultdneas de L e
M, podemos afirmar que (desde que as séries de funcgdes sejam

convergentesl73):

ML Z c(u, (s, A) = LM Z e, DY 1, A)
m I

Ou seja, ML = LM.

A reciproca deste resultado é valida também, i.e., se os operadores
comutarem, eles terdo autofuncdes comuns. (FOCK, V.A. Principios de

mecdnica qudntica, p. 54-55).

2\Jamos supor que o espacgo de fungdes 1 é um espago vetorial (sobre determinado

corpo, cujos coeficientes sdo denotados por c(u,1)) cuja base é dada pelas fungdes
e A).

Nosso espaco de fungdes deverd ser dotado de um produto interno e completo
com relacdo a norma oriunda do produto. Mais uma vez fica evidente a necessidade de se
utilizar espagos de Hilbert na formulagdo matematica da teoria quantica de Heisenberg.
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Vimos que é possivel obter informacao a partir de autofungdes de
operadores. Se os operadores comutarem, eles admitirdo autofungdes

comuns. Assim, podemos dizer que

O significado fisico da comutatividade dos operadores expressa a
possibilidade de medicdo simultdnea das grandezas fisicas

correspondentes aos operadores.
Quanto a ndo-comutatividade, segue-se também que

O significado fisico da ndo-comutatividade dos operadores expressa
a impossibilidade de medigdo simultdnea das grandezas (fisicas

correspondentes aos operadores.

Vejamos algo a respeito de operadores A e B que nao comutam.

Sejam (A) e (B) os valores esperados!’4 para A e B, respectivamente.
Definamos os operadores:
AA = A —(4)
AB = B —(B)

E facil mostrar que

((@A)(4BY) = (4, B

(AA)? recebe o nome de dispersdo com relacdo a A (analogamente,
(4B)? é dito dispersdo com relacdo a B). Fisicamente, ((44)?) expressa a
incerteza com relacdo a medida referente a grandeza fisica denotada

pelo operador A. A expressao acima nos diz que, para operadores que

174(G) nos da o valor esperado para determinado operador G, e AG é um operador

definido pela diferenca entre o operador G e o operador de multiplicacdo por (G). O valor
esperado de uma varidvel F utilizada para denotar uma grandeza fisica f é a soma dos
produtos de cada valor f; tomado por essa grandeza pela probabilidade p; de ocorréncia da

grandeza, i.e., {F) = X p;fi.
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ndo comutam, o produto das incertezas denotado por ((44)%){(4B)?) é
maior que ou igual a uma quarta parte do quadrado do médulo do valor
esperado para o comutador [A,B]. Desde que [A,B] # 0 (operador
identicamente nulo), o produto {(44)2){(4B)?) é necessariamente nio-

nulo. Paral’> A = x, B = p,, verifica-se que:
2 2 1 2
(Ax*)dps®) = 7h

No caso da mecanica quantica, as desigualdades referentes aos
produtos entre os valores esperados para a dispersoes (referentes a
operadores que nao comutam) recebem o nome de relagoesl’® de
incerteza de Heisenberg. Antes de seguirmos com a discussdo da
axiomatica da mecanica quantica, diremos algo a respeito da evolucao

temporal de um sistema quantico.

, . da i
Se A é um observavel, sabemos que il [H, A], para o operador

de energia H. Vimos (nas segunda e terceira secdes) como Dirac chegou a
equacdo de Heisenberg. Partindo dos colchetes de Poisson, é possivel
justificar a expressdo acima, dita equacdo de Heisenberg, de um modo
mais rigoroso que aquele adotado por Dirac. A solucdo para a equacgao de
Heisenberg é, obviamente, uma expressdo para a evolucdo temporal de
um sistema fisico-quantico. Da equacao de Heisenberg, é possivel chegar
a celebrada equacdo de Schrodinger. Alids, Fock nos mostra como obter
ambas as equacdes de Schrodinger e Heisenberg a partir da

reinterpretacaol’’ dos colchetes de Poisson. (FOCK, V.A. Principios de

175 s . -~
x é a componente no eixo dos x do operador de posicdo (referente, por exemplo,

a um elétron) e p, a componente em x do operador de momento.

176 . . T . 1
Moyses Nussenzveig mostrou que ha casos em que o termo multiplicativo "

precisa ser corrigido. Quanto ao conteldo fisico das relagdes de incerteza, nada muda.
Assim, o resultado obtido por Nussenzveig ndo constitui uma violagdo fisica das relagdes de
Heisenberg, mas nos diz que o mundo fisico ndo precisa se adequar a relagdes matematicas
gue ndo sdo passiveis de reformulacéo.

Y7Eock obterd uma expressdo equivalente para a equagdao de Heisenberg, mesmo
que ndo se refira a ela como tal. Em seguida, obtera a equagao de Schrdodinger.
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mecdnica qudntica, p. 71-76) A equacgdo de Schrodinger se escreve da
seguinte maneira:
0y
jh— =H
hoe =H¥
Ela nos diz que a taxa de variagdo temporal da fungdo de onda

com relagdo ao tempo é obtida pela aplicagdo do operador de energia em

.

Vejamos, agora, como tudo que dissemos até aqui sobre a relacao
entre os conceitos da fisica e da matematica pode ser condensado de

modo axiomatico.
1.42 Estrutura axiomatica da mecanica quantica

A mecanica quantica admite varias formulagdes matematicas.
Dentre as mais conhecidas, temos as formula¢cdes matematicas de
Heisenberg, Schrodinger e Feynman!78. Cada teoria é elaborada de
acordo com um conjunto especifico de postulados. Esse conjunto pode
depender explicitamente da formulacdo adotada, e.g., no caso da teoria
de Schrédinger, postula-se que a evolucao de um sistema fisico é dada
pela evolucdo temporal da funcdo de onda do sistema. Esta funcao
devera satisfizer determinada equacdo, dita equacdo de Schrodinger.

Pelos fatos de as teorias de Schrodinger e de Heisenberg serem

8E0i em sua tese de doutorado gue Feynman desenvolveu uma nova formulagdo
matematica da mecanica quantica. Mas, foi em um texto consagrado cujo titulo é Quantum
mechanics and path integrals que Feynman popularizou dentre os fisicos sua abordagem da
mecanica quantica. (FEYNMAN, R.P. AND HIBBS, A.R. Quantum mechanics and path
integrals) Costuma-se chamar de “formalismo integral da mecanica quantica” a formulagdo
de Feynman, dado o uso de “integrais de trajetérias” pelo fisico norte-americano. E
importante dizer que a teoria de Feynman é matematicamente equivalente aquela
desenvolvida por Erwin Schrédinger. A demonstragdo da equivaléncia matematica das
teorias requereria muitos detalhes, mas, simplificadamente, Feynman mostra como obter o
formalismo basico de sua teoria a partir da fungdo de onda ¥ em seu texto Quantum
mechanics and path integrals (p. 57-62) e Michio Kaku (Quantum field theory p. 272-273)
demonstra como é possivel obter a equagao de Schrodinger a partir da teoria de Feynman.
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matematicamente equivalentes e de os axiomas que enunciaremos
serem aplicaveis as duas teorias, ndo nos preocuparemos em dizer que
estamos nos referindo a essa ou aquela teoria. Nés nos referiremos a

teoria simplesmente por mecdnica qudntica.

Os axiomas da mecanica quantica devem ser entendidos como
regras para se formular uma teoria fisica da estrutura atomica da
matéria. Essas regras ndo sao arbitrarias, pois, quanto ao trabalho de
Heisenberg, elas foram sugeridasl’® ao fisico pela experiéncia e linha de
pesquisa adotadal8?., Vejamos entdo, um conjunto plausivell8l de

axiomas (ou postulados) para a mecanica quantica.
O primeiro postulado nos diz que

“Para todo estado de um sistema fisico existe uma funciao

atribuida a ele, de modo a defini-lo”’182,

De acordo com o postulado!83 acima, a funcdo de onda define o
estado de um sistema fisico. Vimos que a func¢ao de onda de um sistema
permite que calculemos os valores médios (ou esperados) para os
operadores de momento e de posicdo. Assim, conhecida a fun¢do de
onda, toda informacao que puder ser obtida a respeito do estado do

sistema fisico deve estar nela contida.

Existe uma inten¢do quanto a formulagio de uma teoria cientifica. A partir de

Descartes, Galileu e Kepler, a ciéncia seguiu os rumos da matematizagdo da natureza.

%A16m da hipdtese de que somente grandezas empiricamente medidas deveriam
entrar na formulacdo da teoria, Heisenberg se guiou pela reinterpretacdo de termos
presentes em equagdes da mecanica classica, como vimos.

oy seja, um conjunto de axiomas (ou postulados) que permitam desenvolver a
mecanica quantica. Optaremos pelo termo postulado.

182(DOROBANTU, V. The postulates of quantum mechanics, p. 1) O primeiro
postulado ndo nos diz que existe uma relagdo biunivoca entre estados fisicos e fungdes,
pois um estado fisico podera ter muitas fungdes que o descreva.

813 postulado se insere no contexto da interpretacdo de Copenhague da mecéanica
qguantica. Para a finalidade de compreender a aplicabilidade da matematica, ndo nos
parecer ser relevante discutir outras interpretacées da mecanica quantica.
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Denotemos por y(x,t) a funcdo de onda relacionada ao estado

fisico If) no instante t, sendo x a variavel independente (e referente ao
operador de posicdo). De modo mais preciso, escreveremos If,t) para o
estado fisico, caso seja necessario. Na notacdo de Dirac84, a funcdo ¢ é

definida pelo produto escalar:
lpf(x: t) = <x|fl t)

O termo (x| é o vetor bra associado ao autovetor ket |x) do operador

de posicao x.

O valor esperado do operador de posicdo (para If,t)) é denotado

(na notacdo de Dirac18>) por:

(wEUMﬂ=fMUMﬂMﬂ

E costume reescrever a expressdo acima, utilizando, a equacéo de

autovalor xlx) = xlx):
fwvmwMﬂ=fMﬂMﬂP

Assim, (x) = [ dxx|(x|f)|? =fdxx|1,llf(x, t)lz

¥8De maneira simplificada, os termos la) se referem a vetores de estado (vetores do
tipo ket). Eles sdo algebricamente manipulados como vetores. Quanto aos termos {al, sdo
ditos vetores do tipo bra. A cada ket, estd associado um unico bra, e vice-versa. Esta
associacdo é dita correspondéncia dual. Em analise funcional, tal correspondéncia é
garantia pelo lema de Riesz, desde que os espacos sejam de Hilbert. Vetores do tipo bra sdo
termos andlogos aos funcionais lineares, dado um espaco vetorial sobre um corpo. A
justaposicdo {(@|B) denotara o produto escalar la) de porlB), enquanto la){al é entendida
como um operador linear que projeta a componente de um vetor lw) na direcdo de (al. No
caso, (la){al) lw) é a componente de lw) na direcdo de la). Todas as defini¢cdes e notagdes
acima podem ser rigorosamente justificadas, e para isso remetemos ao primeiro capitulo
do texto de Sakuray. (SAKURAI, J.J. Modern quantum mechanics)

¥ Utilizaremos Id = [ dx 1x)(x|, que é a resolugdo da identidade, mas para o caso
continuo, sendo a integracdo efetuada em toda reta real. O termo dx se refere a medida de
Lebesgue. Por questdes de simplicidade, ndo escreveremos sempre If,t), mas somente
quando quisermos enfatizar a dependéncia temporal.
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Também sabemos que, para um estado descrito por If) =

Zn Cn'fn) )

ZIanzl
n

De modo analogo (ao caso discreto), foi Max Born quem sugeriu

2 . . .

que [ dx|z/)f(x, t)| = 1. Ora, aqui vemos novamente surgir a sugestdo
(mais tarde, exigéncia) de que a fun¢do de onda deve ser do tipo de

quadrado integrdvel, ou seja:

fdx|lpf(x, D|* < oo

Se a fungdo de onda ¢ (x, t) satisfizer a condigdo acima, poderemos

redefini-la por ¥(x, t), i.e.,

lpf(x' t)
Y(x,t) =
[ dx|y(x, t)|2

assim:
jdxl‘l’(x, D=1

Conclusdes'86

1- A funcao de onda deve ser do tipo de quadrado integrdvel (na

medida de Lebesgue);

88 screvemos em itélico o termo “conclusGes”, pois sdo sugestGes de possiveis
caminhos a serem seguidos pelo fisico para a fundamentagdo matematica da mecanica
quantica. Outras conclusGes, um pouco mais técnicas, mas relevantes para a
fundamentagdo matematica da teoria em espacos de Hilbert, sdo:

3-as fungbes de onda devem ser limitadas em todo espago de definicdo. Essa
afirmacgédo é simples, pois ndo fosse o caso, ndo seriam do tipo quadrado integravel;

4-as funcdes de onda devem ser continuas, assim como suas derivadas parciais.

5-as densidades de probabilidades, e.g., |[(x|f)|?, devem ser definidas para todo
espago, no caso, a reta real.
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2 - A probabilidade de se encontrar uma particula em todo o espago
deve ser igual a 1. Faz-se necessario dizer que estamos supondo que nao
ha criacdo nem aniquilacdo de particulas e que a probabilidade se
conserva, i.e., é sempre igual a 1. E quanto a conservacao da
probabilidade, veremos, mais adiante, um axioma que a implicara

diretamente. Sigamos com outro postulado.
Nosso segundo postulado é:

“Se H; é o espago de Hilbert associado ao sistema fisico S;, e H, é o
espaco de Hilbert associado ao sistema fisico S,, outro sistema fisico, o
sistema composto S; + S, estara associado ao produto tensorial dos
espacos de Hilbert, i.e., H; ® H,"”. (DOROBANTU, V. The postulates of

quantum mechanics, p. 6)

Primeiramente, sabemos que sistemas fisicos podem interagir uns
com os outros, e.g., um atomo de hidrogénio pode colidir com outro da
mesma natureza. Neste caso, temos mais de um sistema fisico, e a cada
sistema deveremos ter uma funcdo de onda associada. A fim de que
possamos obter uma expressao para a funcao de onda do sistema
resultante da interacdo, necessitaremos de algum meio para obter tal

expressao. O postulado acima nos dara esse meio. Vejamos como.

Lembremo-nos de que, anteriormente, buscamos solugdes X para

Pk = bk, Estas fungdes permitem-nos escrever:

Y= aguh

a

Na expressdo acima, Y* devera ser autofuncdo simultinea dos
operadores de momento e de posicdo. Sabemos também que as func¢oes
¥ devem satisfazer a algumas propriedades, e.g., [ dx|ypX(x,t)|? < w0 e

que é possivel estruturar o espago (vetorial sobre os complexos) de
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funcdes Pk de quadrado integravel de modo a satisfazer (naturalmente)

a todos os axiomas de um espaco de Hilbert.

No nosso exemplo referente ao elétron do atomo de hidrogénio,
temos um sistema fisico bastante simples. Caso quiséssemos estudar
algum tipo de interacao mais complexa entre dois sistemas fisicos, seria
necessario entender como os sistemas interagem e como é possivel
descrever matematicamente a interagdo. O axioma acima nos diz que a
estrutura dada pelo produto tensorial dos espacos de Hilbert referentes
aos sistemas em estudo é adequada para se estruturar matematicamente

o problema da interac¢do entre dois sistemas quanticos.

Com relacdo as func¢des de onda (ndo-nulas) Y, e Y,definidas em H;
e ¢, e p, em H,, o postulado!8’ acima nos permite escrever para o
sistema composto que sua funcido de onda sera obtida pelo produto
tensorial das fun¢des de onda dos sistemas que interagem. A expressao
P, &® ¢;significara que o sistema S; esta no estado descrito por Y, e,
simultaneamentel88, S, se encontra no estado descrito por ¢;. O mesmo

é valido para Y, & ¢,. Por simultaneamente, entendemos no mesmo

¥ Tal postulado permite escrever algo anti-intuitivo:

1
%(¢1®¢1i¢2 ® ¢2)

Claro que ndo é algo que observamos no nosso cotidiano, i.e, “sistema 1 no estado 1
e sistema dois no estado 1 e, simultaneamente, sistema 1 no estado 2 e sistema 2 no
estado 2”. Mas ndo é de nosso interesse discutir a existéncia de tais estados ditos
entangled states. Basta saber que sdo fisicamente possiveis. E é importante notar que o
segundo postulado ndo deve ser confundido com o principio da superposi¢ao, pois neste
ultimo caso, teremos vetores de estado em um mesmo espago de Hilbert e que podem ser
adicionados.
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instante de tempo, pois estamos lidando com mecanica quantica nao-

relativistica. Sigamos com outro postulado.
0 terceiro postulado nos diz:

“A todo observavel de um sistema fisico estad associado um
operador autoadjunto (ou hermiteano) e que admite um conjunto

completo de autofuncdes”189.

Por observavell?9, entendemos “qualquer quantidade fisica que
possa ser medida por um procedimento empirico”. (DOROBANTU, V. The
postulates of quantum mechanics, p. 7) Mostramos que operadores
autoadjuntos sao uteis para a fundamentagdo matematica da teoria
quantica desenvolvida por Heisenberg. O espectro de operadores
autoadjuntos é formado por numeros reais, o que faz com que seja
possivel relacionar os elementos do espectro de certo operador com
medidas efetuadas em laboratério. Visto que ja dissemos como os
operadores entram na formulacdo da mecanica quantica, seguiremos

como o quarto postulado.

Esse postulado nos permitira desenvolver uma dinamica quantica.
Do fato de estados fisicos evoluirem no tempo seguira a necessidade de

descrever matematicamente tal evolugao.

'5(DOROBANTU, V. The postulates of quantum mechanics, p. 7)

pentre os observdveis, mencionamos posi¢cdo, momento, energia. Pensemos em
um exemplo ilustrativo. Seja um elétron que viaja em linha reta e que tem sua trajetdria
alterada devido a presenga de um campo elétrico, isso ao passar por um capacitor de placas
paralelas. O capacitor funciona como o andlogo fisico do operador linear que age na fungao
de onda do elétron ao passar da regido livre de campo em dire¢do aquela com a presenca
de campo elétrico. Cremos que tal exemplo seja bastante esclarecedor, desde que ja
mostramos anteriormente o porqué de se utilizarem operadores lineares para fundamentar
a teoria quantica.
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“A evolugao temporal de um sistema quantico é governada por uma
transformacdo unitaria” (DOROBANTU, V. The postulates of quantum

mechanics, p. 7)

O postulado acima nos permitird dizer que, se o vetor de estado
Y(t) descreve o estado fisico de um sistema no instante t, entdo o vetor
de estado no instante ¥(t + At) é obtido do estado inicial por uma

transformagdo unitdria U(t + At, t), oul91;
Y(t+At) = Ut + At )YP(t)

Primeiramente, a unitariedade de U(t + At, t) é requerida para que
norma dos vetores seja preservada pela transformag¢dol92. U é unitaria se
a transformacdo adjunta U”* coincidir com sua (de U) inversa, i.e.,
U* =U"L. Ao exigir que a evolugdo temporal seja dada por uma

transformacao unitaria, teremos conservagdo de probabilidade, i.e.,

Pt +At) = U(t+ AL DY@ = |yt + A)|1> = [lp@©II°

Lembremo-nos de que mencionamos acima, ao analisarmos o
primeiro postulado da teoria, a necessidade de que a probabilidade total

seja conservada. O postulado acima nos garantira essa conservacao.

0 ultimo postulado que enunciamos nos permite deduzir a seguinte
expressao (para um operador auto-adjunto H)193:
9P

lha = Hl/)

191¢ . . e e .

E importante explicar que estamos omitindo alguns detalhes matematicos aqui.
Lembremo-nos de que estamos assumindo que as formulacdes de Heisenberg e
Schrodinger da mecanica quantica sdo matematicamente equivalentes. Assim ndo havera

problema em interpretar uma solugdo i de ih‘;—lf = Hy por meio da expressado:
Y(t +At) = U(t + At, O)P(t).
A transformacdo U(t,t,) deverd satisfazer a U(t,t) = 1(operador identidade) e a
U(t’ tl)U(tll tO) = U(tl tO)
'%(DOROBANTU, V. The postulates of quantum mechanics, p. 17-18)

192
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Tal expressdo ainda ndo é a equacdo de Schrodinger, pois falta
encontrar o operador H presente na expressdo. Prova-se que H é o
operador®* de energia. (DOROBANTU, V. The postulates of quantum
mechanics p. 17-20) De posse desta informagao, podemos dizer que a
expressao acima é a conhecida equacdo de Schrodinger. Com os quatro
axiomas até aqui enunciados, podemos desenvolver tanto a mecanica
quantica no sentido de Schrédinger quanto no de Heisenberg se

adicionarmos a eles um quinto postulado.
0 quinto (e ultimo) postulado nos dira que:

“Como resultado de um processo de medidas efetuadas sobre um
observavel f, obter-se-do somente os autovalores do operador
Hermiteanol®> F associado ao observavel. A probabilidade de se obter
um autovalor f, correspondendo ao espectro discreto é |ci|?, enquanto a
probabilidade de se obter um autovalor f, correspondente ao espectro

continuo em um intervalo da é |c,|*da”.

Tal postulado generaliza o que foi dito a respeito da associa¢do de
operadores autoadjuntos a medidas feitas em laboratorios. O postulado
3 nos permite associar operadores a observaveis, e o postulado 5 nos da
o significado preciso da relagdo entre os autovalores do operador e as
medidas empiricas. Fagamos agora um brevissimo quadro resumo do que
foi dito a respeito da relagdo entre os termos matematicos e sua relacao
com as grandezas fisicas. Desde que, além dos postulados, ha principios
fisicos implicitos na formulacdo matemadtica da mecanica quantica,
deixaremos para o apéndice 1.2 a discussdo desses principios. Também

discutiremos (no apéndice 1.3) um resultado interessante e que nos

194 . . . .
Steiner considerara espantoso o fato de H ser exatamente o operador de energia.

Para ser preciso, ele escreveu: “Eu digo ‘magico.””. Retomaremos esta questdo ao
analisarmos como Steiner explica a aplicabilidade da matematica a fisica. (STEINER, M. The
applicability of mathematics as a philosophical problem, p. 136)

%Estamos utilizando hermiteano como sindnimo de autoadjunto.
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remete a idéia de preservar estruturas matemdticas a fim de desenvolver

teorias fisicas. E o caso do teorema de Ehrenfest.

Matematica

Fisica

Operador linear9 [,

Observavel=Grandeza fisica [

Autovalores A de L

Valores esperados da grandeza fisica

Autovetores de L

Auto-estados, ou simplesmente estados
possiveis (ou préprios) do sistema fisico

Comutatividade de dois
operadores L, F

Observacgdo simultanea das grandezas fisicas
[,f associadas (respectivamente) aos
operadores

Quadrado do médulo de

Densidade de probabilidade

1

Normalizagado A soma das probabilidades deve ser igual a 1
[dx|¥(x, )| =1

Ortogonalidade de | Incompatibilidade dos estados denotados

fungdes, [ Yo dx =0

pory e ¢

Sistema completo de
autofuncodes P (x, 1)

Os valores A sdo os Unicos possiveis

Integral [ ¢*Ly dx

Valor esperado de uma grandeza fisica (A1)
no estado ¢

196

principle p. 12)

Lembremo-nos de que a relagdo ndo é biunivoca. Ver (MEHRA, J. The quantum




Capitulo 22

2.1 A aplicabilidade da matematica de acordo com Mark

Steiner

Neste capitulo, analisaremos os argumentos de Steiner a respeito
da aplicabilidade da matematica a descricdo de fenomenos fisicos (com
énfase na aplicabilidade da matemdatica a mecanica quantical??).
Optamos por analisar o trabalho de Steiner pelo fato de ele ter mostrado
a importancia filosé6fica da questdo da aplicabilidade da matematica, isso
ao elaborar uma resposta para o porqué de a matematica ser util a
descricio de fendmenos da fisica, como veremos. Coube também a
Steiner trazerl?® a discussdo académica algumas das idéias de E. Wigner,
cuja elaboracdo se deu em um famoso artigol®?, “The Unreasonable
Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences”. Grande parte dos
argumentos de Steiner se encontra em seu livro The Applicability of
mathematics as a philosophical problem. Vejamos quais objetivos Steiner

tinha em mente ao escrever esse livro.
2.11 Objetivos de Steiner

Na secao introdutdria de seu texto, Steiner nos diz que dividira o
livro The applicability of mathematics as a philosophical problem em duas
partes. O objetivo da primeira parte é examinar, em seus aspectos mais

gerais, a aplicabilidade da matematica as ciéncias naturais, ou seja: “O

197 As A . 71 . .
Por mecénica quantica, em cada andlise dos argumentos de Steiner, deixaremos

claro de que teoria estaremos falando, i.e, se aquela elaborada por Schrédinger, por
Heisenberg ou por Dirac. Sabemos que as teorias de Schrodinger e Heisenberg sdo
matematicamente equivalentes. Vimos que a teoria de Dirac foi elaborada visando
estender a de Heisenberg. Sem perda de generalidade, assumimos que a teoria nao-
relativistica de Dirac é equivalente a teoria de Heisenberg.

%¥Talvez Steiner n3o tenha sido o primeiro a levantar o problema da aplicabilidade
no contexto do trabalho de Wigner, mas foi - aparentemente-, quem o fez primeiramente
com muita competéncia.

19\WIGNER,E. (1960).
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primeiro200 é examinar os modos pelos quais a matematica é dita ser
aplicavel as ciéncias naturais ou, se vocé preferir, ao mundo empirico”.

(STEINER, M. The applicability of mathematics as a philosophical problem,
p.1)

O segundo objetivo de Steiner é explorar as possiveis implicacdes
(para nossa visdo de mundo) que a aplicabilidade?°! da matemadtica pode
ter, i.e., “explorar as suas?%2 implicagcdes para nossa visdao de universo”.

(STEINER, op. cit., p. 2) Analisemos, entdo, cada objetivo de Steiner.
2.111 Primeiro objetivo de Steiner

Dividiremos em duas partes a andlise do primeiro objetivo de
Steiner: na primeira parte, nos deteremos na andlise da aplicabilidade
semantica da matematica; na segunda, discutiremos a aplicabilidade

descritiva da matematica.

2.1111 Primeira parte: analise da aplicabilidade semantica da

matematica.

Comecemos com uma pergunta: o que é aplicar a matematica as
ciéncias empiricas? Em seus aspectos mais gerais, a aplicacdo da
matematica se caracteriza pela utilizacdo de algum tipo de raciocinio203

que requeira conceitos da matematica204. Estes conceitos sdo uteis a

200, . TR . (s . .
Steiner indicard dois modos de aplicar a matematica a realidade empirica. Ele se

referira a um modo como “aplicabilidade semantica da matemadtica” e ao outro como
“aplicabilidade descritiva da matematica”. O primeiro modo se referird a aplicabilidade da
aritmética e o segundo, ao uso de ramos mais elaborados da matematica pura, como a
analise funcional subjacente a mecanica quantica de Dirac.

2oy melhor, entender que implicagdes para nossa visdao podem seguir de “o fato de
conceitos matematicos serem Uteis a descricdo de fendmenos da fisica”.

2%2pa aplicabilidade da matematica.
Veremos que, no caso da mecanica quantica, os raciocinios envolvem
necessariamente o uso de simbolos matematicos. Poderiamos estar utilizando algum tipo
de raciocinio matematico em uma discussdo puramente verbal. Veremos que raciocinios
dedutivos ndo sdo suficientes para compreendermos a aplicabilidade da matematica.

N30 é de nosso interesse caracterizar o que é “matematica” ou “matemética
pura/aplicada”. Christopher Pincock, em seu artigo “Towards a philosophy of applied

203,
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descricao de fendmenos de nossa experiéncia empirica e a elaboracgao de
inferéncias20> (a partir de certas hipdteses). Chamaremos de dedutivo o
tipo de raciocinio matematico utilizado na elaboracao de inferéncias, e
de descritivo aquele relacionado a descricdo (de fendmenos fisicos, por
exemplo). Antes de analisarmos o que Steiner nos tem a dizer, n6s nos
deteremos em alguns aspectos basicos referentes a dedugdes e

descrigoes.

Quanto a dedugao2%6, Bertrand Russell nos diz que é:

..um processo2%7 pelo qual passamos do conhecimento de certa proposicdo, a premissa,
para o conhecimento de outra proposicado, a conclusdo. Mas nao devemos considerar tal
processo uma deducdo Idgica, isto é, a menos que haja uma relagdo entre premissa e
conclusdo e que tenhamos o direito de acreditar na conclusdo se soubermos ser a

premissa verdadeira. (RUSSELL, B. Introducdo a filosofia matemdtica, p. 140)

E quanto a palavra descrigdo, Steiner a utilizara em varios contextos
distintos; dentre eles, para descrever a forma espacial de uma folha, i.e.,
“Benoit Mandelbrot argumenta que a natureza é melhor descrita por
curvas infinitamente descontinuas, ndo suaves por partes”. (STEINER,

M., op. cit, p. 31)

mathematics”, deter-se-d4 na caracterizacdo da matematica aplicada. (Em BUENO,O. e
LINNEBO, @. New waves in philosophy of mathematics p. 173-194)
2%|nferéncias relacionadas a fatos do nosso cotidiano, como veremos em seguida.
2%steiner refere-se a dedu¢do exatamente no sentido acima tanto no contexto da
ciéncia empirica quanto em matematica: “usar (...) premissas para elaborar conclusdes”.
(STEINER, op. cit., p. 16)

"Para nossos propdsitos podemos nos restringir a seguinte definicdo de deducdo:
uma dedugdo (formal) de ¢ a partir de um conjunto finito de hipdteses A é uma sequéncia
de férmulas wy, ..., w, tais que w, = @, sendo que para cada indice i < n, devemos ter
que: ou w; pertence a A U t, sendo 7 um conjunto infinito de axiomas légicos; ou, para j e
k menores que i, w;é obtido por modus ponens de w;e wy. Notemos que ha outros tipos
de regras de inferéncias e que ndo é necessdrio restringir a definicdo de deducdo a
conjuntos finitos de hipéteses. Também é importante notar que ndo é de nosso interesse
analisar a ldgica indutiva, na qual as premissas ndo implicam dedutivamente as conclusGes.

Faltou mencionar que todos os conjuntos de indices sdo subconjuntos dos nimeros
naturais e que ¢, w;(i =1,..n) sdo sentencas bem formadas em uma determinada
linguagem ldgica. Ver (ENDERTON, H.B. A mathematical Introduction to mathematical
logic, p.103).
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Pensemos na descricdo da forma espacial de uma folha por curvas
suaves?08, Neste sentido, descrever se refere ao processo pelo qual uma
determinada funcao real (que admita uma expansao em série de Taylor
de ordem arbitraria) descreve uma curva no plano que representa
determinadas propriedades da folha. E nos perguntamos, que
propriedades? A forma espacial da folha, por exemplo, que é uma

propriedade abstraida?°® do objeto.

Primeiramente, o raciocinio empregado na descrigdo da forma
espacial da folha por uma curva matematica ndo21? é simplesmente
dedutivo. O que se tem é um processo de abstragdo. Abstrair significa
“considerar isoladamente um ou mais elementos de um todo; separar,
apartar”. (Novo Diciondrio Aurélio, p. 13 12 edicdo) Separam-se as
propriedades consideradas relevantes a descrigdo da folha (no caso, a
descricido de sua forma). Utilizam-se conceitos matematicos, por
exemplo, de uma curva que pode ser descrita por uma fungdo
infinitamente diferencidvel. Em seguida, supde-se que a curva modele a
folha. Quanto a esta ultima operagao, nds a chamaremos de idealizagdo.
Em suma, na operacao de idealizagdo, desprezamos as diferencas entre o
objeto da nossa percepc¢do empirica e sua descrigdo. Uma descrigdo (via
conceitos matematicos) envolve uma operacao de abstragdo e outra de
idealizacdo. E os aspectos descritivos sdao exatamente aqueles que se

referem a abstracdo e a idealizacdo. Quanto a abstragdo, ha dois tipos,

208 . . ~ .
Pensemos, sem perda de generalidade, em curvas descritas por fungbes reais

infinitamente diferencidveis. Ndo é de nosso interesse contrapor a descricio da forma
espacial de uma folha por fun¢Ges continuas aquela descricdo por fungdes descontinuas
sugerida por Mandelbrot. O que nos interessa aqui é saber que é possivel descrever
matematicamente a forma de uma determinada folha.
2%0ou simplesmente separada, analisada separadamente.

1% necessario dizer gue ndo estamos afirmando que raciocinios descritivos nao
envolvam algum tipo de raciocinio dedutivo. O que queremos dizer é que ha raciocinios que
ndo podem ser caracterizados por puramente dedutivos. Acreditamos que, mesmo em um
raciocinio aparentemente descritivo, haja necessariamente algum tipo de deducdo
envolvida em sua elaboragao.
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aos quais nos referiremos por2!! abstracdo matemdtica e por abstragdo

comum. Vejamos o que os distingue.

Ao olharmos para uma flor cujas pétalas sao vermelhas, podemos
imaginar a flor isoladamente sob o aspecto cor. Se tivermos outra flor,
podemos querer saber se as duas flores apresentam a mesma cor, ou
seja, se sdo Idénticas com relacdo ao aspecto cor. Neste caso, a
comparagdo veio apds o ato de separagdo. Quando o processo de
abstracdo se da desta maneira, dizemos que a abstracdo é comum. Ja na
abstracdo matematica, o processo se da na ordem inversa, ou seja,
“igualdade é primaria”, e os “aspectos referentes a ocorréncia ou nao de
igualdade, sdo derivados posteriormente da relacdo de igualdade”
(WEYL, H. Philosophy of mathematics and natural sciences, p. 11). Quanto
a abstracdo (matematica), Weyl nos diz, ao citar Leibniz: “Ela (a
mente)212 procura uma identidade, algo com o qual o mesmo se daria e
imagina em um estado fora do contexto original”. (WEYL, H., op. cit, p.
11) Para nés, a abstracdo é uma operac¢ao mental pela qual determinado
aspecto fisico de um objeto (ou fendmeno fisico) é separado para que
possa ser analisado isoladamente. Cremos que a diferenca entre os tipos
de abstracdo esteja clara e, em geral, nos referiremos aos processos de

abstracdo simplesmente pelo termo abstragdo.

Quanto a idealiza¢do, pensemos novamente no caso da descri¢do da
forma espacial da folha por uma curva continua. Sabemos que folhas sao
objetos da nossa realidade empirica e que sdo constituidas de atomos de
carbono, hidrogénio e oxigénio, dentre outros. Se pensarmos na borda da
folha, é sabido que ha uma quantidade finita de atomos presentes em sua
constituicdo, pois a quantidade de particulas no nosso universo

observavel é finita. Ja a curva descrita pela funcdo real (continua) é

211 . ~ s . . ~
Ora, é verdade que ndo ha consenso sobre o que é uma teoria geral da abstragéo.

Para nossos propdsitos, nossa caracterizagdo (sugerida por Weyl) sera suficiente.
2120pservacdo minha.
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constituida de uma quantidade infinita de pontos. E a operacdo de
idealizacdo se da no sentido de supormos que a curva descrita pela
funcdo descreva a borda da folha. De modo geral, ao descrevermos um
objeto (ou um fendémeno fisico), a idealizagdo é exatamente a operacao
mental pela qual desconsideramos as diferengas entre o objeto da nossa
experiéncia empirica e aquele que é descrito matematicamente. Sigamos,
entdo, com o primeiro objetivo de Steiner, que é compreender a
aplicabilidade da aritmética, com cuja analise ele visa solucionar um

problema dito semdntico, o qual veremos em seguida.
2.11111 O problema semantico

A aplicabilidade semdntica da matemdtica esta relacionada ao uso
de sentencas da aritmética na elaboracdo de inferéncias a respeito de
fatos da nossa experiéncia empirica?!3. O termo semdntico se referira a
um problema (dito semdntico), o qual sera introduzido a partir do

exemplo abaixo.

Suponhamos haver somente cinco mac¢ds e sete peras em uma
mesa, e que magds e peras sejam objetos distintos. Agora, fagamos o
seguinte raciocinio: desde que “5 + 7 = 12”, podemos dizer que “ha doze
objetos na mesa” é uma sentenga verdadeira. Quanto a este raciocinio,

Steiner nos diz:

Mas um problema semintico surge! Na afirmacdo ‘7 + 5 = 12’ da matemadtica pura, o
numeral 7 é utilizado para nomear um objeto matematico, o nimero 7; mas em ‘sete
magcas estavam sobre a mesa’ o termo ‘sete’ parece ser um predicado que caracteriza as

magas. Esse equivoco destroi a validade do argumento(...) (idem, ibidem)

213 . . Lt ~
Estamos nos referindo ao uso de sentencgas da aritmética em expressoes que

Steiner chama de “mixed context”, as quais sdo sentencas que envolvem “ao mesmo tempo
um vocabulario ndo-matematico e um vocabulario matematico”, e.g., “existem 12 frutas
sobre uma mesa”. (STEINER, op. cit., p. 16)
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0 “equivoco” a que Steiner se refere é o que chamamos de problema
semdntico, um problema de referéncia. Em principio, o termo numérico 7
e “sete” parecem ndo se referir aos mesmos objetos?1*. Por mera
formalidade, diremos que “sete” é o correlato?!> (na linguagem natural)

do termo numérico 7.

Dada uma senteng¢a mista?16, definimos?1? o problema semantico
como aquele em que um termo numeérico e seu correlato nao se referem
aos mesmos objetos. Também definimos aplicabilidade semadntica da
matemadtica?18 como aquela que visa explicar o uso de sentencas da
aritmética (dos nimeros naturais) na elaboracao?1? de inferéncias220 em
raciocinios do nosso cotidiano. Vejamos a solu¢do de Steiner22! para o

problema semantico.

No nosso exemplo, vimos que cinco era o niimero de magds sobre a

mesa. Neste caso, estamos fazendo o uso adjetivo?22 do numeral cinco. Ja

214, . . .
Vejamos outro caso. O mesmo ocorre no seguinte exemplo, que tiramos de
Russell. (RUSSELL, B. The principles of mathematics p. 44-45) Se escrevermos “esse é o um”
e “1 é um numero”, temos que, no primeiro caso, um esta tendo a fungdo de adjetivar
(predicar) esse. No segundo caso, 1 esta em uma relagdo de predicagdo.
215 ;. .. ,
Para o termo numérico n, definimos de modo andlogo o correlato de n.

216 . . . .
Sentencas do tipo Mixed context, i.e., sentengas formuladas em uma linguagem
natural, mas que contém termos numéricos. E claro que, no contexto do nosso trabalho,
estamos pensando necessariamente em uma sentenga que contenha um termo numérico e
seu correlato.

217 . 4, . ~

Steiner nota, corretamente, que “o problema é encontrar uma interpretagdo
constante para todos os contextos — mistos e puros — nos quais o vocabulario numérico
ocorre”. Por contexto puro, ele se refere ao contexto da linguagem matematica. (Para o
contexto misto, ver a nota de roda-pé anterior STEINER, op. cit., p. 16)

218 . .. A . . o ~ .

Na aplicabilidade semantica, os termos aritméticos estdao sempre interpretados,
e.g., 5 e 7 (“cinco macgds” e “sete peras”). Quando os termos ndo estdo interpretados,
chamamos a aplicabilidade de formal. Esta totalmente fora de nossos propdsitos analisar o
que é uma interpretagdo para uma linguagem. Apenas deixaremos referéncias, se
necessario.

219. . . a .

Tendo em vista solucionar o problema semantico.

220 s ~ ~ . A . . .

Utilizamos a expressdo elaboracdo de inferéncias, pois, dos aspectos dedutivo e

descritivo, somente o primeiro é tocado pela aplicabilidade semantica.

21, . -
Steiner nos diz que “Frege apontou esse problema seméantico e o resolveu”.

(STEINER, op. cit., p. 17) Assim, a solugdo que exporemos se deveu a Frege.
222 s . . , ™ . . g .
Uso adjetivo, pois cinco é utilizado como que estivesse adjetivando o conceito
magas sobre a mesa.
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em “5+4 7 = 12", nés nos referimos ao objeto matemdtico, o nimero 5,
dai seu uso substantivo?23. Veremos que a solucdo de Steiner se baseara
na reduc¢do do uso adjetivo ao uso substantivo dos termos numéricos.
Quanto a isto, da Silva nos diz (ao se referir a Frege e tomando o

conceito?24 “macas sobre uma mesa”):

..para ele, nimeros sdo atributos de conceitos. Se dissermos que hd cinco magds sobre
uma mesa, estamos dizendo que cinco é o niimero de magds sobre a mesa. Na primeira
formulagdo, temos uma formulagdo adjetiva, ja na segunda, uma do tipo substantiva?2s.

(DA SILVA, ].]. Filosofias da matemadtica, p. 128)

A solugdo de Steiner, visando a reducao do uso adjetivo ao uso
substantivo, partira da definicdo de niimero natural??¢devida a Frege

(para nimero de um conceito). Vejamo-la, entao.

Tomemos um conceito arbitrario C. Assumamos que “A todo
conceito corresponde a totalidade de objetos aos quais ele se aplica, sua
extensdo”. (DA SILVA, op. cit., p. 132) Definamos, entdo, o “numero de C
como a extensdo do conceito, ou ‘0 conceito cuja extensdo estd em

correspondéncia biunivoca com a extensdo de C'”. Esta é a definicdo de

223 . . . . far . ,
Uso substantivo, pois cinco se refere a um objeto matematico, i.e., o nimero

cinco.

***para nés, conceito é o que certas colegdes tém em comum. Tomemos o exemplo
homens. Humanidade é algo comum a todos os homens, no caso, um conceito.

**Pois o termo cinco funciona como adjetivo na primeira, e obviamente, como
substantivo na segunda.

2Em seu Introdugdo a filosofia matemdtica, Russell nos diz: “Numero é o que é
caracteristico de nimeros, como homem é o que é caracteristico de homens (...) um
ndamero é algo que caracteriza certas colegdes, isto é, aquelas que tém aquele nimero”.
(RUSSELL, op. cit., p. 18-24) Russell definird nimero via classes ou colegdes, i.e., “0 numero
de uma classe é a classe de todas as classes similares a ela”, sendo “similar” sinbnimo de
“equinumérico”. Vejamos um exemplo. Seja um pais em que somente sdo permitidas
uniées monogamicas do tipo heterossexual. Nesse pais, a cada marido corresponde uma
Unica esposa (e vice-versa). Marido e esposa formam uma colecdo constituida de dois
elementos. E o numero dois é algo comum a todos os casais nesse pais, caracterizando
certas colegOes, isto é, todas aquelas que tém aquela quantidade de elementos. Veremos
que Frege define o niUmero de um conceito.
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numero??’ de acordo com Frege. Mostremos, entdo, como é possivel
resolver228 o problema semantico por meio da definigdo de nimero dada

por Frege.

Escrevamos “o numero de Fs é m”, sendo que F significa frutas
sobre a mesa (“é” significa “igualdade”). Escrevamos a afirmacdo “o

numero de Fs é m” do seguinte modo:
NxFx =m

E importante notar que estamos interpretando atribuicdes
numéricas como predicagdes, ou seja, “a quantidade de objetos x que cai
sobre o predicado F é m”. E importante notar que a atribuicdo numérica
ndo é um objeto fisico e que a predica¢do é de segunda ordem, sendo m
parte da predicacdo. Temos que m é um numeral, cujos referentes sdo
nimeros. Assim, aos moldes fregeanos (e com uma notacao adequada),

podemos escrever a deducao da
VAVP(NxAx = m A NxPx = n A Ax(Ax A Px) » Nx(Ax V Px) =n+m)

para “A” significando “macds sobre a mesa” e “P”, “peras sobre a
mesa”?29, De posse de da, Steiner se vé no direito de reivindicar uma
solugdo para o problema semantico. Com base em sua suposta solugdo
(feita a “reducdo” do uso adjetivo das assercdes numéricas ao uso

substantivo), o problema de referéncia parece?30 estar resolvido.

227Frege nos diz o seguinte quanto a definicdo de nimero: “Defino pois: o nimero
que convém ao conceito F é a extensdo do conceito ‘equinumérico ao conceito F’ ”. (FREGE,
G. Os fundamentos da aritmética, p. 257-258)

228”Frege apontou esse problema semantico e o resolveu”. (STEINER, M. The
applicability of mathematics as a philosophical problem, p. 17)

ZZQObviamente, precisamos usar modus ponens para inferir que hd n + m objetos
sobre a mesa. E isso encerra esta parte que se refere especificamente ao problema
semantico.

*%pincock ndo concorda com Steiner. Ele nos diz gue, para que a solugdo para o
problema semantico seja aceitdvel, Steiner (ou Frege) deveria ter mostrado que é sempre
possivel reduzir o uso adjetivo ao uso substantivo. E nos diz que “Infelizmente, Steiner nao
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Tegamos alguns comentdarios sobre o trabalho de Frege e a solucdo a que

Steiner se refere.

Sabemos que conceitos?3! caracterizam objetos da nossa realidade
empirica?3?, e a totalidade de objetos aos quais se aplicam os conceitos é
dita a extensdo do conceito, i.e.,, seu nimero. Também sabemos que
objetos matemadticos?33 ndo participam de nossas experiéncias empiricas.
E nos perguntamos, entdo: como objetos matematicos podem ser uteis a
nossa compreensdo?3# da realidade empirica? Steiner afirma que é por

meio do uso de conceitos e nos diz:

As leis numéricas (...) ndo sido realmente aplicaveis as coisas externas; elas nio sdo leis
da natureza. Elas sdo, entretanto, aplicaveis a proposi¢des a respeito das coisas no

mundo externo: elas sdo leis das leis da natureza. (STEINER, op. cit., p. 22)

Quanto a citacdo acima, ela se refere a aplicabilidade semantica,
mas, de acordo com Steiner, ndo deixa de ser valida para explicar o uso
de conceitos matemdticos arbitrarios. Ele nos perguntard: “como
entidades abstratas podem se referir ao mundo da fisica?” A resposta de

Frege?35 foi: elas ndo se referem. Elas se referem as leis do mundo, ndo

nos deu nenhuma razdo para preferir sua estratégia fregeana a uma estratégia adjetiva”.
(PINCOCK, C. Mathematics and scientific representation, p. 287)

2lpussell analisa com rigor a diferenca entre termos que se referem a objetos e
termos que se referem a conceitos em seu Principles of mathematics. E importante
mencionar que dentre os conceitos encontram-se os predicados (RUSSELL, B. The principles
of mathematics, p. 44)

232 . . . . .

Estamos nos restringindo a conceitos que caracterizam objetos da nossa
percep¢ao empirica. Evidentemente nimeros naturais ndo pertencem a nossa realidade
empirica, embora possam ser vistos também como conceitos.

233 . . . . . .

Frege acreditava que numeros eram objetos; no caso, objetos I6gicos. Steiner nos
diz com relagdo ao trabalho de Frege: “A interpretacdo — valida — de Frege da aritmética
demanda a existéncia de objetos (nimeros, conjuntos)”. (STEINER, M. The applicability of
mathematics as a philosophical problem, p. 19) Ainda com relagdo ao trabalho de Frege, da
Silva nos diz: “Mostrar que o uso adjetivo de termos numéricos pode ser reduzido ao seu
uso substantivo — mas nao vice-versa — desempenha um papel fundamental no argumento
de Frege de que numeros sdo objetos (...)”. (DA SILVA, J.). Filosofias da matemdtica, p. 129)

“*Mesmo que ainda ndo tenhamos analisado o uso de conceitos matematicos para
descrever aspectos da realidade, sabemos da utilidade daqueles conceitos.
235 . - . “ . L. o

Em seu Os fundamentos da aritmética, Frege nos diz que “as leis numéricas ndo
sdo propriamente aplicdveis as coisas exteriores: ndo sdo leis da natureza. Sdo porém
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ao mundo”. (SEINER, op. cit., p. 47) Ora, se os conceitos funcionam como
um meio intermedidrio entre os objetos da nossa experiéncia e os
objetos da matemadtica, que outros problemas restariam nao
solucionados com relacao a aplicabilidade da matematica? De acordo
com Steiner, Frege resolveu todos os problemas referentes a aplicacao
da matematica? Ele nos diz que “Nao. Frege deixou problemas (...) esses

serdo os meus problemas”. (STEINER, op. cit., p. 25)

Vimos até agora que, de acordo com Steiner, Frege resolveu o
problema da aplicabilidade semantica da matematica. Quanto a
possibilidade de objetos abstratos serem uteis para a compreensao de
fendmenos de nossa realidade, Steiner nos diz que Frege resolveu esse
problema também, mesmo que nao tenha sido enfatico em sua solugao.
“Frege 0s23¢ solucionou. Entretanto, Frege nunca deu énfase a sua
solucao”. (STEINER, op. cit, p. 19) Precisamente, que problemas Frege

nao resolveu? Steiner nos diz que:

Frege lida com a aplicabilidade semdntica de teoremas matematicos; eu me deterei na
aplicabilidade descritiva - a adequacdo de conceitos matematicos (especificos) na

descricdo e previsdo correta dos fendmenos fisicos. (STEINER, op. cit., p. 25)

Antes de seguirmos com a aplicabilidade descritiva da matematica,
vejamos o que Pincock nos tem a dizer a respeito da solucao proposta

por Steiner.

Vimos que, via determinada definicdo de nimero natural, a solucao
de Frege visava reduzir o uso adjetivo de termos numéricos (em
sentengas mistas) ao uso substantivo. Pincock?37 nota que, para que a

7

solucao de Frege seja plausivel, é necessario que a reducdo do uso

aplicaveis a juizos que valem para coisas do mundo exterior: sdo leis das leis da natureza”.
(FREGE, G. Fundamentos da aritmética, p. 270)

>steiner se refere a eles como “problemas metafisicos”. (Steiner, op. cit., p. 19)
Pincock também nos diz que “Steiner ndo deu nenhuma razdo para preferirmos
sua estratégia fregeana a uma estratégia adjetiva. Até que ele faga isso, eu insistiria que o
problema semantico permanece sem solugao”. (PINCOCK, op. cit., p. 287)

237
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adjetivo ao substantivo seja sempre factivel. Mas “nem Frege nem
Steiner provéem evidéncias para esse tipo de conclusdo”. (PINCOCK, C.
Mathematics and scientific representation, p. 287) Independentemente de
o problema semantico estar resolvido (ou ndo), a questdo da
aplicabilidade da matematica nao se reduz a analise do modo pelo qual
sdo construidas linguagens, pois a aritmética dos nimeros naturais é
apenas uma pequena parte da matematica. Steiner sabia das limita¢des
da solucdo de Frege, tanto que ele se propora a tarefa de resolver aquilo
que Frege nao solucionou. Para isso, Steiner indicou duas maneiras de
aplicar a matematica, ditas aplicabilidade semdntica e aplicabilidade

descritiva. Vejamos agora a ultima delas.

2.1112 Segunda parte: analise da aplicabilidade

descritiva238 da matematica.

Vimos que, quanto a aplicabilidade da matematica, ha dois tipos de
aspectos com os quais devemos nos preocupar: dedutivos e descritivos.
A aplicabilidade semantica coube a analise dos aspectos dedutivos.
Vejamos, entdo, como os aspectos descritivos se diferenciam dos
dedutivos, e também a caracterizacdo da aplicabilidade descritiva de

acordo com Steiner.

28primeiramente, Steiner nos diz que a diferenca entre aplicabilidade semantica e
descritiva é que a primeira lida com os aspectos gerais da aplicabilidade e a segunda, com
os especificos. Nossa andlise do trabalho de Steiner nos leva a crer que a diferenca entre os
modos de aplicar a matemdtica esteja na caracterizagdo via aspectos descritivos e
dedutivos, i.e., “enquanto, para Frege, aplicar significa “deduzir por meios de”, para mim,
significard “descrever por meios de”. Outro motivo que parece ter levado Steiner a analisar
a aplicabilidade como semantica e descritiva nos parece ser a solugdo do problema
metafisico da aplicabilidade, i.e, aquele que lida com a questdo de entender como
entidades abstratas podem se relacionar ao mundo da fisica. Vimos que, para Steiner, esse
problema foi resolvido por Frege, isto é: “ A resposta de Frege foi: eles ndo se relacionam.
Eles estdo relacionados as leis do mundo, ndo ao mundo”. (STEINER, op. cit., p. 47)
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No caso do uso de sentengas da aritmética na elaboracdo de
inferéncias?3?, vimos que havia um problema semantico envolvido. A
solucdo para aquele problema dependeu exclusivamente da defini¢cdo de
numero de Frege. Com o intuito de compreender outros aspectos da
aplicabilidade da matematica, Steiner nos dira qual é a diferenca entre a
aplicabilidade semantica e descritiva. Ele afirmara que “Enquanto para
Frege, aplicar significava ‘deduzir por meios de’, para mim, significara
‘descrever por meios de’”. (STEINER, op. cit, p. 2)240 De acordo com
Steiner, podemos dizer que a aplicabilidade semantica é caracterizada
exclusivamente por aspectos dedutivos, enquanto a aplicabilidade
descritiva sera caracteriza por outros aspectos (veremos, muito em
breve, que o exemplo da quantizagdo candnica, de acordo com a
narrativa de Steiner, envolve aspectos que ndao sdao dedutivos). A
aplicabilidade descritiva**l da matemdtica visa explicar o porqué de
conceitos matematicos242 especificos serem tteis na descricdo e previsao
de fendmenos243 fisicos da nossa experiéncia empirica (Steiner, no
segundo capitulo de seu livro, mencionara?4* muitos exemplos de
conceitos matematicos uteis em fisica). Desde que saibamos que
conceitos matematicos sdo uteis, precisamos entender o porqué de

serem uteis.

239 feréncias a respeito de fatos do nosso cotidiano. Conforme vimos no nosso
exemplo a respeito de frutas sobre uma mesa.

290 citacdo de Steiner ndo significa que, quanto a descricio e previsao de
fendmenos em fisica, os aspectos dedutivos. Definimos os aspectos dedutivos e descritivos
logo no comego da discussdo da andlise semantica.

*Mark Steiner ndo define o que é descrever Assim, demos uma definicdo para
descricdo em uma nota na segao referente a aplicabilidade semantica. Claro que nossa
definicdo é geral o suficiente para se aplicar aos exemplos que Steiner menciona em seu
texto.
*Steiner se refere somente a conceitos especificos.

Além de fend6menos da mecanica quantica ndo-relativistica de Dirac e Heisenberg,
analisaremos a criacdo da equacdo relativistica para o elétron.

*Nosso intuito é entender o qgue ele entende por aplicabilidade descritiva, e ndo
analisar seus exemplos.

243
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Steiner ndo elabora24> uma teoria geral que explique o porqué de
conceitos especificos serem uteis a descricdo e previsdo de fenémenos
em ciéncias empiricas. O que ele nos pergunta é “Por que os conceitos
especificos e até mesmo formalismos matematicos sdo tuteis na descricao
da realidade empirica?” Sua resposta é que o problema “deve ser
resolvido conceito por conceito?4¢”. (STEINER, op. cit, p. 47) Se o
problema deve ser resolvido conceito por conceito, parece-nos que
Steiner acredita que para todo conceito matematico aplicavel a uma
teoria cientifica deva existir uma maneira de dizer, em termos ndo-
matematicos, o que o conceito matematico significa. Steiner se coloca a

seguinte questao:

“podemos dizer - em termos ndo matematicos - o que o mundo
deve ser de modo que as deducdes validas da aritmética possam ser

efetivas para se fazer previsdes?”. (STEINER, op. cit., p. 24)

Mark Steiner ndo restringira, obviamente, sua discussao a conceitos
aritméticos. Desde que a aplicabilidade da aritmética foi discutida
anteriormente (ao analisarmos a aplicabilidade semantica), agora nds
nos deteremos em conceitos mais especificos (que aqueles aritméticos,
e.g., adicdo e multiplicacdo). Vejamos o exemplo da linearidade. Steiner

nos diz que

A linearidade é aplicavel a medida que, e apenas na medida em que, o principio da
superposicdo seja valido, e na medida em que a natureza opere de maneira suave, ou -

pelo menos - suave por partes. (STEINER, op. cit., p. 32)

245 . . . . .
Se aceitarmos que conceitos funcionam como liame entre os ObjetOS abstratos e

objetos da nossa experiéncia empirica e que todo conceito matematico pode ser formulado
em uma linguagem ndao-matematica, é possivel argumentar que Steiner tem uma teoria
geral da aplicabilidade de conceitos matemadticos. Mas o fato de termos que analisar
conceito por conceito o porqué de se poder aplicar a matematica é que nos leva a dizer que
Steiner ndo tem uma teoria geral da aplicabilidade.

246”piecemeal for each concept” é a expressdo que Steiner usa e que significa,
literalmente, “de modo fragmentado pra cada conceito” Preferimos “conceito por
conceito”, pois ele se refere a andlise de cada conceito separadamente. (STEINER, op. cit.,
p. 47)
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O principio da superposicio a que o filésofo Mark Steiner se
refere?4’” nos diz que “causas ligadas operam como se estivessem
separadas”. (STEINER, op. cit, p. 30) Tomemos um exemplo para
esclarecer o uso do conceito de linearidade em fisica newtoniana. Seja o
movimento de um projétil em duas dimensdes. Podemos24® separar o
movimento do projétil em suas componentes vertical e horizontal. No
primeiro caso, para um corpo lancado a partir do solo, sendo 8 o angulo
de langamento (formado com o horizonte), podemos escrever para a

parte24? vertical y(t) do movimento do corpo:

1 2
y(t) = vyt + Egt

Para o movimento horizontal250, teremos que:
x(t) = vo,t
Neste caso, a velocidade do projétil é dada por:
U(t) = U, (6) + 1, ()

Esta expressio é a maneira matematica de expressar que os
movimentos horizontal e vertical podem ser analisados separadamente
(e independentemente251). Neste caso especifico, o principio recebe o
nome de principio de Galileu. Tal principio é de natureza fisica e se refere

a decomposicao do movimento. Ha inimeros exemplos da utilizacdo do

247”joint causes operate each though the others were not present”.

O que permite analisar separadamente o movimento em suas componentes é o
principio da superposicdo. Claro que, ao separarmos o movimento em horizontal e vertical,
estamos aceitando tal principio.

249g, Yoy, t se referem, respectivamente, a aceleragdo da gravidade, componente
vertical da velocidade de langamento e parametro tempo.

25ovo,cé a componente horizontal da velocidade de langamento.
Poderia ser o caso de haver algum fator de interferéncia, e, mesmo que o
fendbmeno pudesse ser analisado de acordo com suas partes, estas poderiam ser
dependentes umas das outras. E o que ocorre em fendmenos quanticos, e.g., o que deu
origem ao conhecido paradoxo de Einstein, Podolsky e Rosen (E.P.R) (BOHM, D. Quantum
theory, p. 611-619)

248

251
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principio da superposicdo na descricdo de fenOmenos fisicos por
conceitos matematicos. Poderiamos2°2 mencionar a utilizacdo de
equacdes diferenciais para descrever uma vasta quantidade de
fendmenos. Mas o que é importante para nossa discussdo é saber se é
verdade que, para todo conceito matematico aplicavel a uma teoria fisica,
tal conceito admite um andlogo fisico, i.e., se ele pode ser enunciado em
uma linguagem ndo-matematica. No caso da linearidade, tinhamos o
principio de Galileu como analogo fisico do principio matematico de
linearidade. Mostraremos que ndo é verdade que todo conceito
matematico aplicavel admita um conceito (analogo) fisico, mas vejamos
com um pouco mais de precisdo como se da a aplicabilidade descritiva
da matematica. No caso da aplicabilidade descritiva da matematica, ela

se da por uma identificagcdo entre estruturas?>3. Vejamos em que sentido

se da tal identificacao.

Dissemos que, ao descrever determinado fenémeno fisico, o
cientista separa aquelas propriedades que sdo tidas como relevantes a
descricao do fendmeno em questdo. Mostramos que via abstragdo e
idealizacao é que se da o processo de descrigdo. A matematica se aplica
precisamente a realidade?>* abstraida e idealizada pelos cientistas. Mais
precisamente, identificam-se estruturas matematicas a estrutura
daquela realidade. Retomemos o exemplo da utilizagdo do conceito de
linearidade para ilustrarmos como se da a aplicabilidade descritiva da

matematica. Para descrever o movimento de projéteis em duas

252, ~ ~ . .. . ~ a1s
Ndo faltam exemplos em que equagdes diferenciais lineares sdo utilizadas. A

equacdo de Schrodinger é uma equacdo diferencial parcial de segunda ordem e linear com
relagdo as componentes espaciais.

>3Resumidamente, seja um sistema estruturado de objetos S dado por um conjunto
de objetos, os quais satisfazem determinadas relagdes, i.e., S =< objetos, relagdes >. A
estrutura de S (EST.S) é a colegdo de todos sistemas de objetos isomorfos. Pode-se dizer
que uma estrutura é o aspecto comum de sistemas (abstratos) estruturados de objetos. E a
matematica ndo se aplica a realidade, mas a estrutura da realidade percebida!

>*Tal realidade é estruturante, como veremos no capitulo terceiro. Notemos que a
aplicabilidade descritiva da matematica se caracterizara pela identifica¢do entre a estrutura
da realidade como é percebida por nés e estruturas matematicas.
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dimensoes, a direcdo, o sentido e a intensidade da velocidade do projétil
sdo identificados com um vetor. O principio de Galileu permite utilizar o
conceito de linearidade, como vimos255 anteriormente. E importante
caracterizar a aplicabilidade descritiva por meio de algumas etapas.

Vejamo?25¢-las.

1) Abstracao e idealizacdo: os aspectos relevantes a descrigdo sao
separados por um sujeito (o matematico, fisico, quimico, etc.).
Tal sujeito é ATIVO257 no sentido de participar da estruturacao
da realidade dita percebida. Nesta primeira etapa, é assaz
importante mencionar que o sujeito s6 pode se referir a
realidade tal qual percebida por ele. Isso é equivalente a dizer
que temos que fazer a distingdo entre realidade percebida e
realidade em si. A matematica se aplica exatamente a estrutura
da realidade?2>8 percebida.

2) A aplicagdo de conceitos matematicos a estrutura da realidade
percebida se da pela identificacdo entre a estrutura imposta por
nos a realidade e estruturas matematicas. Estas ultimas sao

inventadas arbitrariamente259 pelos matematicos.

255 ~ - . ~ ~ . C e
A abstracdo e idealizagdo se dao ao considerarmos o projétil como um ponto

material. Em muitas aplica¢des praticas, desconsidera-se o atrito entre o objeto lancado e o
ar. E obvio que projéteis sdo objetos macroscépicos dotados de massa e que estdo sujeitos
a forcgas de atrito.

**Neste caso, partiremos da realidade idealizada e abstraida em direg3o 2 utilizacdo
de estruturas matematicas. No fim do capitulo, apds termos analisado a narrativa de
Steiner da invenc¢do do processo de quantiza¢do, nds discutiremos como é possivel utilizar
estruturas matematicas para a elaboragcdo de inferéncias a respeito da estrutura da
realidade empirica.

>’\eremos no préximo capitulo que concordamos (em partes) com Kant quanto 3
imposicdo de uma moldura a realidade percebida.

258Ora, para o realista empirista, existe uma realidade em si, sendo que tal realidade
é exatamente aquela que é percebida por nds. Nos ndo partilhamos dessa tese. Para a
finalidade de entender a aplicabilidade da matemadtica, basta nos determos no que é
percebido por nds, isso sem termos de nos comprometer com a hipdtese de que existe uma
realidade em si, que é sobre o que versa a tese realista.

%0 matematico pode sempre se perguntar se é possivel estender determinada
estrutura a outros dominios abstratos mais gerais. Pensemos em numeros complexos
(x4 + ix;) como pares ordenados (x;,x,) que podem ser adicionados e multiplicados de
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Vejamos um pouco mais a utilizacdo de conceitos matematicos
especificos para a descricdo de fendmenos fisicos. Dissemos que
conceitos matematicos podem ser criados arbitrariamente (e poderia ser
o caso de muitos conceitos ndo terem utilidade2¢?). Quanto aos conceitos
uteis, tomaremos como exemplo o rotacional de um campo vetorial

utilizado em um caso especifico dentro da mecanica de fluidos.

Todo fluido é dotado de uma determinada propriedade fisica dita
viscosidade2¢1. O movimento de um fluido arbitrario é descrito por uma
expressao bastante complicada conhecida por equagcdo de Navier-Stokes.

Para o caso de fluidos irrotacionais26?, é possivel obter uma equagdo

uma maneira especifica. Por que ndo pensar em n-uplas ordenadas de numeros do tipo
(%1, x5, ..., X,)? Neste caso, o préprio sistema notacional pode ser Util ao matematico para
a invencdo de novas estruturas matematicas. E sabido que a invencdo dos quaternions por
Hamilton ndo foi motivada por nenhum fato empirico, mas por curiosidade matematica.
Quatérnions sdo objetos do tipo (x4, X, x3,%4) (ou x; + ix, + jx3 + kx,) que podem ser
identificados com quadruplas de nimeros reais sujeitas a regras especificas de adicdo e
multiplicagdo.

*%entender as regras de um jogo de xadrez parece ndo ter utilidade para a descrigao
de fendmenos da nossa realidade empirica. Mas, poderia ser o caso de alguma espécie de
outra galdxia tentar nos atacar e que seus habitantes se movam de acordo com as regras
que ditam o movimento das pec¢as de um jogo de xadrez. Ainda com rela¢do ao xadrez,
suponhamos que haja uma estratégia vencedora e que essa estratégia exiba algum tipo de
simetria matematica. Suponhamos que o nimero minimo de jogadas requeridas para que a
estratégia vencedora possa ser efetuada seja 7. Para Steiner, um teorema referente ao
namero minimo de jogadas envolvidas nessa estratégia ndo seria um “teorema da
matematica”. O exemplo que ele utiliza é o seguinte: “por que ndo é um teorema da
matematica, o ‘teorema’ que afirma (...) dois cavalos ndo podem ser compelidos contra um
rei?”. (STEINER, op. cit., p. 63) E, na pagina 66, ele nos pergunta: “por que xadrez é um jogo
e os espacos de Hilbert, matematica?” A resposta dele é “estética”. A nosso ver, teoremas
que lidem com aspectos do xadrez sdo teoremas da matematica. O motivo de Steiner
mencionar esse exemplo do jogo de xadrez é que ele acredita que os conceitos
matematicos sdo criados por impulsos estéticos nos seres humanos. Esse é o préoximo
tépico de nossa discussao.

**1Tomamos emprestado de Pincock o exemplo que menciona a viscosidade de um
fluido e a equagdo ndo-linear de Navier-Stokes.

*2Na realidade, ha varias equacGes de Navier-Stokes, e 0 que se tem, entdo, é um
conjunto de equacdes. Elas sdo derivadas dos principios de conservagdo de energia,
momento linear, momento angular e conservacdo da massa. As equac¢les sdo bastante

complicadas, embora, simplificadamente, possamos escrever: pl';—z =-Vp—-V.po+ pf,
para a pressdo estatica p, a velocidade do fluido ¥, a densidade do fluido p, vetor forca f o

. . DV , . . - ~
é o trago de um determinado tensor. s €a derivada material de v com relagdo ao tempo.
V é o conhecido operador gradiente, e V. é conhecido por divergente. A equagdo acima é
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linear para o movimento do fluido. Mas, para fluidos irrotacionais, a
viscosidade263 deve ser nula, algo que ndo se observa na natureza. Todo
fluido existente na natureza é dotado de viscosidade nao-nula. A equacao
para fluidos irrotacionais pode ser obtida por um processo de limite no
qual a viscosidade do fluido deve tender a zero. Mas essa operacao nao
admite analogo fisico, como nota Pincock2é4. A operac¢do pela qual uma
equacdo linear é obtida (ao se tomar o limite para a viscosidade
tendendo a zero) é somente uma etapa auxiliar na obtencdo da
expressao linear. Nao ha nenhuma operacdo fisica referente a tal
processo, muito menos um conceito fisico referente ao processo em que
um fluido cuja viscosidade é ndo-nula possa se converter em um fluido
dotado de viscosidade nula. Podemos dizer, entdo, que ndo é o caso de
todo conceito matematico ter um correlato fisico. Vejamos algo mais a
respeito da invencao de conceitos matematicos uteis em fisica (e de

acordo com Mark Steiner).

Sabemos que ha muitos conceitos matematicos tuteis, como é o caso
de operadores lineares definidos em espacos de Hilbert, fibrados
(STEINER, M. The applicability of mathematics as a philosophical problem,
p. 33), linearidade (STEINER, op. cit.,, p. 30). Quanto a invencao de
conceitos matematicos pelos cientistas, vejamos o que Mark Steiner nos
diz, isso por meio de um argumento retirado de Wigner. (STEINER, op.

cit, p. 46) Vejamo-lo.

(1) Conceitos matematicos surgem de impulsos estéticos nos humanos.
(2) Nao é razoavel de se esperar que o que surge de impulsos estéticos em

humanos possa ser significativamente efetivo em fisica.

nao-linear. Para fluidos irrotacionais, ditos newtonianos, a expressdo admite uma forma
muito mais simples.
263, . . . " . -
A viscosidade (cinematica) T de um fluido é dada por: 7 = %, sendo u o coeficiente

de viscosidade do fluido e p, sua densidade.
264 . P ~ o ~
Ele nos diz que “esta transformagdo matematica ndo corresponde a nenhuma
propriedade fisica do movimento de fluido”. (PINCOCK, C. Mathematics and scientific
representation, p. 300)
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(3) Mas um grande nimero desses conceitos é significativamente efetivo em
fisica.

(4) Entretanto, conceitos matematicos sdo desarrazoadamente efetivos em fisica.

Dissemos que Steiner ndo tem uma teoria que explique o porqué de
os conceitos matematicos especificos serem uteis. O que mais se
aproxima de uma teoria da aplicabilidade dos conceitos de acordo com
Steiner partia da hip6tese de que para todo conceito matematico ha um
conceito analogo fisico. Vimos que tal hipotese é falsa. Quanto a invencao
de conceitos pelos matematicos, Steiner é mais ousado ao afirmar que o
matematico procede de modo analogo ao artista, i.e, “(..) como o
matematico - de modo mais préximo ao do artista que do explorador -,
ao dar as costas para a natureza, pode chegar as mais apropriadas
descricoes dela?” (STEINER, op. cit, p. 47) Afirmamos também que, além
de ndo ter uma explicacdo para a aplicabilidade de conceitos especificos,
Steiner considera desarrazoada a efetividade dos conceitos matematicos
em fisica. Mas desarrazoada com relacdo a que explicacdo? Isso nos
levara ao segundo objetivo do livro de Steiner, i.e., o de “explorar suas26>

implicagdes para nossa visao de mundo”. (STEINER, op. cit., p. 2)
2.112 Segundo objetivo de Steiner

Na secdo anterior, deixamos a pergunta: “desarrazoada (efetividade
dos conceitos) com relacdao a que explicacao?” Desarrazoada com relacdo
a determinada explicagdo (hipdtese) naturalista. Tal hipétese naturalista
deve basear-se na suposicdo de que a espécie humana se desenvolveu
(por um processo de selecdo natural) de modo a ter a habilidade de

conjecturar as leis da fisica266. Mas em que se sustenta a tese de Steiner

*Da aplicabilidade de conceitos matematicos

*steiner nos diz que o naturalismo se opde ao antropocentrismo, i.e., “eu vejo o
naturalismo, entretanto, na oposi¢do ao antropocentrismo — o ensinamento de que a raga
humana é de algum modo privilegiada, central ao esquema das coisas”. (STEINER, op. cit.,
p. 55) E curioso que na mesma pagina dessa citacdo, Steiner se referird ao naturalismo
como “mais uma ideologia que uma tese...” e, quanto ao antropocentrismo, por
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de que ndo ha uma explicacdo razoavel para a aplicacdo de conceitos
matematicos em fisica atbmica? Veremos isso com a analise que ele faz
do desenvolvimento do processo de quantizacdo canoOnica. Antes,

enunciemos explicitamente o segundo objetivo de Steiner.

Steiner nos diz que o segundo objetivo de seu livro é explorar as
implicacdes da aplicabilidade da matematica a nossa visdao de mundo.
Por nossa visdo de mundo, ele nos diz “o mundo, em outras palavras, nos
parece ‘amigavel’ "267, (STEINER, op. cit., p. 176) E nesta mesma citagdo,
ao mencionar o sucesso do processo de quantizacdo canodnica, ele
concluird que “isso é um desafio ao naturalismo”. Veremos também que
tal desafio surgiria268, caso aceitdssemos a narrativa que ele faz da
criacdo e do funcionamento do processo de quantizacdo. Vejamos, agora,

alguns exemplos referentes a mecanica quantica que Steiner utiliza.

Dentre os exemplos26® mencionados por Steiner, cremos que o0s

mais relevantes sejam a criagao do processo de quantizacao de Dirac e a

ensinamento. Ora, o naturalismo é uma tese sustentavel, i.e., de que o homem ndo tem um
papel fundamental no esquema das coisas. A partir de Copérnico, o homem deixou de
habitar o centro do universo, e neste sentido, o papel do homem no esquema das coisas
tornou-se periférico. E sabido que nossa galdxia é somente uma dentre 100 bilhdes de
outras galdxias, e nosso sol, um dentre cerca de 100 bilhGes de 100 bilhGes de estrelas.
Steiner parece estar mais preocupado com alguma variante de tese de que o homem possa
ter evoluido por selecdo natural e desenvolvido a habilidade para fazer matematica pura
que com o fato de o planeta Terra ser somente um pdlido ponto azul no universo
observavel. Sustentamos esta visdo, pois, ao se referir ao fildsofo Peirce, Steiner nos diz que
“Até Peirce (assim como John Locke) era pessimista com relagdo a habilidade da espécie
humana ser capaz de conjecturar as leis do 4&tomo. A evolugdo, ele argumenta, ndo poderia
ter equipado a espécie humana com a habilidade de descobrir as leis que se referem a
objetos que ndo fazem parte do nosso dia-a-dia. (Esse era exatamente o argumento de
Locke, exceto que ele dizia “Deus” em vez de “Evolucdo”) (STEINER, op. cit., p. 3)

*Em suma, a tese de Steiner é que “a natureza ndo é indiferente a presenca de
seres humanos”. Claro que ndo nos deteremos nas crengas especificas do filésofo, mas
somente nos argumentos. No nosso caso, os que se referem a mecanica quantica.

*%%Caso a narrativa de Steiner da invengdo do processo de quantizagdo canoOnica fosse
historicamente correta, ainda poderiamos explicar o uso de analogias formais em fisica sem
termos que renunciar a hipdteses naturalistas. Veremos isso no final da tese, ao
analisarmos as idéias de da Silva.

?9Sendo que os exemplos referentes ao desenvolvimento da mecanica quantica de
Dirac sdo os mais importantes, desde que atomos e elétrons ndo fazem parte das nossas
experiéncias empiricas basicas. Quanto a aplicabilidade de conceitos matemdticos, sejam
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invencdo da equacdao de Dirac. Discutiremos ambos os exemplos de
modo detalhado. Na segunda se¢do, mostramos como Dirac elaborou o
processo de quantizacdo candnica. Nas se¢des terceira e quarta,
mostramos como é possivel obter as regras de quantizagdo a partir da
mecanica classica de Poisson. Quanto a equacgado de Dirac, veremos como
o fisico inglés a desenvolveu e em que medida Steiner esta correto
quanto a inven¢do da equacgao relativistica do elétron. Sigamos, entdo,

com a analise que Steiner faz da invengao do processo de quantizacgao.

2.1121 Steiner e o mistério da quantizacao

Dissemos que a argumentacdo de Steiner se baseia em exemplos,
dos quais o principal é a invencao do processo de quantizacdo canonica.
Steiner nos diz, logo na primeira linha do capitulo 62, que “talvez o mais
flagrante uso do raciocinio formalista em fisica seja a tentativa bem-
sucedida dos fisicos para ‘adivinhar’ as leis de sistemas quanticos,
estratégia conhecida por ‘quantizacdao’. (STEINER, op. cit,, p. 136) Por
raciocinio formalista?’%, Steiner entende qualquer raciocinio que utilize

analogias formalistas. Apesar de ndo definir analogia, ele nos diz:

inventados por impulsos estéticos, ou ndo, veremos que a tese de Steiner ndo se apoiara
nesse critério; ela se apoiard na narrativa de como o processo de quantiza¢do e a equagao
de Dirac foram desenvolvidos. Alids, ndo vemos relagdo alguma entre a invengdo do
conceito e sua aplicabilidade. Steiner também ndo nos diz qual a relagdo. Ele supde que
conceitos matematicos sejam criados por impulsos estéticos. Mas ndo define nem se detém
em analisar o que é “estético”. Para Steiner, resultados a respeito do jogo de xadrez ndo
seriam classificados como “teoremas matematicos”. Mas isso é uma questdo de “estética”.
Cremos que seja uma conven¢do motivada por ndo haver aplicagdo para aqueles
resultados. Mas, se houvesse uma nagdo alienigena invadindo a Terra, e que se movesse
como pecas do xadrez, poderia ser o caso de dizermos que “resultados sobre xadrez sdo
teoremas matematicos”.

*"%Ele usa o termo “pytagorean reasoning” na quarta pagina, sendo o raciocionio
formalista um tipo de “raciocinio pitagdrico”. E um raciocinio pitagdrico é aquele que utiliza
analogias pitagdricas. E nos diz “Por uma analogia ou taxonomia ‘pitagdrica’ no instante t,
eu quero dizer uma analogia matematica entre leis fisicas (ou outras descricbes) ndo
parafrasedveis em uma linguagem n3o matemadtica no instante t" (pag.54). Discutiremos
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Por uma analogia ou taxonomia ‘formalista’ no instante t, eu quero dizer uma que se
baseie mais na sintaxe, ou até mesmo na ortografia da linguagem ou notagdo das teorias

fisicas, que naquilo (se houver algo) que ela possa expressar. (STEINER, op. cit., p. 54)

Vejamos, primeiramente, em que contextos ele usa o termo
analogia, antes de tentarmos entender o que é uma analogia formalista.
A citacdo acima da énfase exagerada a sintaxe da linguagem em que é

elaborada a analogia, referindo-se inclusive a ortografia!

Na terceira pagina da introdu¢do de seu livro, Steiner utiliza o
termo “analogia” pela primeira vez ao dizer: “Como, entdo, os cientistas
chegaram as leis atdmicas e subatdmicas da natureza? Minha resposta:
analogia matematica”. Ainda nessa pagina ele nos diz: “essas analogias
foram frequentemente pitagoricas, o que quer dizer que ndo poderiam
ser expressas em outra linguagem que nao fosse a matematica pura”. Na
pagina seguinte, ele usa a expressdo “analogias entre estruturas” ao se
referir ao uso do principio da correspondéncia de Bohr. Ele nos diz que o
atomo de Bohr ilustra o uso uma analogia, pois “mesmo onde as
analogias assumiram a forma de modelos fisicos aparentes (como, por
exemplo, o modelo de Bohr para o atomo de hidrogénio)”. E nos

perguntamos, entdo: o que é271 uma analogia para Steiner? Vejamos.

Quanto ao atomo de Bohr, a analogia se da entre o movimento de
um elétron ao redor do nucleo e 0 movimento de um planeta ao redor do
sol. Ndao se tem uma analogia formalista no sentido da definicao de
Steiner. A comparacdao ndo se baseia especificamente na sintaxe da
linguagem, mas na suposicdo de que o elétron seja entendido como um
pequeno errante que orbita o nucleo atdmico (o analogo do sol), de modo

que tudo que o fisico saiba do movimento orbital de planetas ao redor do

em breve as definicbes de Steiner relevantes para a compreensdo de nosso texto.
Precisamos entender, primeiramente, o que é uma analogia para Steiner.
271 . ~ . “ . .
Parece-nos que Bunge tinha razdo ao dizer que “A analogia, como o porquinho da
india, encontra-se em todas as casas e todo o mundo admira sua fertilidade, mas ninguém a
examina com cuidado...”. (BUNGE, M. Fisica e filosofia, p. 265)
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sol possa ser transferido para o estudo do movimento do elétron.
Sigamos, entdo, com o que é uma analogia, e em que sentido podemos
interpretar analogia formalista de modo a sermos fiéis a narrativa que

Steiner faz da invenc¢do do processo de quantizacao.

Vejamos algumas definicdes de analogia no Novo Diciondrio Aurélio

(p-92):

1-Ponto de semelhanca entre coisas diferentes. 2-Semelhanga, similitude,
parecenca... 6-Relacdo entre dois fendmenos fisicos distintos que podem ser descritos

por um formalismo matematico idéntico272.

Das definicoes acima, as duas primeiras sdao muito gerais e
caracterizam uma vasta gama de raciocinios por comparagao. Quanto ao
uso que Steiner faz de analogia, citamos apenas alguns exemplos, mas
ela (a analogia) aparece muitas vezes em seu texto e em varios contextos
distintos. Vimos que, no caso do atomo de Bohr, ele se refere a um
modelo fisico, i.e., o sistema “4tomo/elétron” que é descrito como um
sistema planetdrio?73. Ja no caso da quantizagdo canonica, a definicao de
Steiner para analogia formalista parece se adequar melhor274, mesmo
que o processo independa da ortografia da linguagem. Para Steiner, o
papel da sintaxe parece ser fundamental na discussdo da quantizagio. E
claro que uma nota¢cdo adequada pode ajudar na manipulacao dos
simbolos que se referem a determinados conceitos, mas isso ndo se

refere a ortografia, e sim somente a dindmica simbdlica, i.e., como 0s

272 T . . .. e~ ~
Bunge dividira as analogias em formais e substanciais, mas essa divisdo nao

acrescenta muito a nossa discussdo, embora seja importante mencionar tal distingdo.
(BUNGE, M. op. cit., p. 266)

Bsteiner utiliza exatamente a expressdo “planetary system”. (STEINER, op. cit., p. 3)

2pois a analogia se da entre teorias e via notacdo! “ Formulam-se equacGes por
analogia a forma matematica das equag¢des, mesmo se pouca, ou nenhuma, motivagdo
fisica existir para a analogia”. (STEINER, op. cit., p. 94) Entendemos “forma matematica das
equacgdes” como a prépria equagcdo. No caso do oscilador harmoénico, vimos como
Heisenberg procedeu ao manter a equagao do oscilador e reinterpretar os termos
referentes a posicdo e ao momento.
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simbolos permitem que os conceitos sejam manipulados. Quanto a
sintaxe, vimos que as regras de quantizacao podem ser obtidas por meio
de manipulagdes algébricas convenientes. Mostramos nas seg¢des terceira
e quarta como é possivel obter as regras de quantizacdo através da
preservacdao de expressdes da mecanica classica (via colchetes de
Poisson). De modo preciso, algumas relagcdes entre termos sao
preservadas, outras, reinterpretadas. No caso do desenvolvimento da
teoria de Heisenberg, a expressao referente ao oscilador harménico foi
preservada e os coeficientes da solucio em série de Fourier foram
reinterpretados. A reinterpretacao foi motivada por fatores empiricos,
como vimos. A preservagdo da estrutura cldssica das expressoes é sempre
uma tentativa natural a ser seguida pelo fisico desbravador de novas
areas do conhecimento. Para o cientista treinado, é sempre conveniente
lidar com expressdes matematicas conhecidas. Vejamos agora o caso da

analogia entre as teorias de Poisson e Dirac.

No caso da quantiza¢do, a comparacao se da entre formulagdes (ou
formalismos) de teorias, no caso a teoria de Poisson e a teoria quantica
de Dirac. E de acordo com Steiner, foi por uma analogia formal que se
deu a quantiza¢do canonica. Nds diremos, a partir de agora, que analogia
ndo é nada mais que um raciocinio por comparagcdo. Uma analogia
formalista devera ser aquela em que a sintaxe seja fundamental para a
comparacgao. Sigamos, entdo, com a comparacdo entre as teorias classica

e quantica de acordo com Steiner.

Quanto ao processo de quantizacdo, Mark Steiner nos diz que:

Essa estratégia comecga ao se assumir que o sistema obedece as leis classicas - uma
falsa premissa, claro. Entdo a descricdo classica é convertida (por meio de
transformacdes sintaticas) em uma verdadeira descricdo quantica do mesmo sistema.

(STEINER, op. cit,, p. 136)
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0 exemplo que Steiner utiliza é a derivacdo?’> da equacdo de

Schrédinger. Quanto a ela, ele afirmara que:

A resposta formalista de Schrédinger - para um sistema ndo-relativistico - foi a que a
comunidade de fisicos aceitou no fim de 1926. Para derivar uma equacao quantica para
um sistema (e.g, um atomo), finge-se que o sistema obedeca a mecanica classica,
escreve-se a equacdo classica da energia para tal sistema e entdo ‘quantiza-se’ a
equacdo. Isso é feito pela substituicdo das varidveis na equacdo por operadores

quanticos, chegando assim ao hamiltoniano H. (STEINER, op. cit., p. 138)

Mostremos com algum detalhe o que Steiner nos diz na citacdo
acima. Escrevamos para uma particula (cldssica) livre?7¢ com momento

linear p e massa (ndo-nula) m, sendo sua energia mecanica?’’E:

E = —1 2
2m
Para Steiner, o processo de quantizacao candnica parte da hipotese
de que a expressdo classica se aplica ao sistema quantico. Em seguida,

efetuam-se substitui¢des sintaticas, que para nosso exemplo, sdo:

Se escrevermos H para o andlogo qudntico?’8 de E, e 1) para uma
funcdo no dominio de H (y diferenciavel com relagdo a t), obteremos a

equacdo abaixo, conhecida por equacdo de Schrodinger.

9
lhal/) = Hl/)

275 . ~ . . ~
Derivagdo de acordo com a narrativa de Steiner, ndo de acordo com o modo pelo

qual Schrédinger obteve sua equagao.
276 , . . SR ~
Particula livre, isso é, livre da acdo de forgas.

277 S ) .
Para p = (py, Py, P,) €M um sistema cartesiano ortogonal.

278 = . = s .
A expressao que se obtém quando sdo efetuadas as substituicdes a que Steiner se
refere.
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Agora, vejamos como que Steiner utiliza o processo acima para
langar um desafio as teorias naturalistas. Para ele, vimos que o processo
de quantizacao candnico foi desenvolvido por analogias formalistas.
Mesmo que ele ndo seja claro quanto ao uso do termo analogia e que a
definicdo de analogia formalista seja obscura, daremos a seguinte
interpretacdo para o caso especifico do processo de quantizagdo

canoOnica.

Um raciocinio por comparagdo entre formulagbes de teorias e que se
dd via reinterpretagdo de expressdes cldssicas. De modo preciso, as
varidveis cldssicas, fungées reais (ou complexas), sdo substituidas por

varidveis qudnticas, operadores lineares.

O exemplo da derivagdao da equacdo acima nos leva a entender

“substituicdes sintaticas” por “reinterpretacio dos termos” (por
~ ~ 1
exemplo, aqueles que estdo presentes na expressdo E =ﬁp2). Na

nossa interpretacao do que Steiner entende por analogia formalista, nao
incluimos que a reinterpretacdo seja guiada por dados empiricos, pois,
para ele, o processo de quantizacdo se baseia?’? na notacao e nas regras
para manipulacdo dos termos, i.e, regras sintdticas. E quanto ao termo
“ortografia”, nés simplesmente o ignoraremos. Enfatizemos que, no caso
da quantizacdo, a comparagdo se dara entre a formulacdo da mecanica
classica por colchetes de Poisson e a formulacdo da mecanica quantica

de Dirac?28o,

7o importante sermos fiéis ao trabalho de Steiner, pois ele nunca diz que é somente
por analogias formalistas que a descoberta de leis ocorre, mas que foi daquele modo que se
deu a inveng¢do da quantizagao.

*\Mesmo que uma comparagéio entre teorias possa ser um termo problematico,
essa definicdo ilustra o que Steiner entende por analogia formalista. Outro problema é que
Schrodinger ndo desenvolveu sua equacgdo por substituicGes sintaticas e a comparagdo
entre a teoria de Dirac e de Poisson surgiu em outro contexto, no caso Dirac se baseou no
trabalho de Heisenberg, como mostramos no capitulo 29.
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Falta enunciar o argumento de Steiner que, segundo ele, coloca um
desafio as teorias naturalistas. Para isso, precisamos fazer a seguinte
ressalva: Steiner utilizard o termo analogia pitagérica em sua

argumentacao. Bem, sua definicdo para uma analogia pitagorica é:

Por uma analogia ou taxonomia ‘pitagdrica’ no instante t, eu quero dizer uma analogia
matematica entre leis fisicas (ou outras descricdes) ndo parafrasedveis em uma

linguagem niao matematica no instante t. (STEINER, op. cit., p. 54)

Agora, Mark Steiner se refere a uma compara¢do entre leis ou
outras descricobes em que é imprescindivel o uso de linguagem
matematica. Essa definicao ndo é menos problematica que a de analogia
formalista (que é um tipo de analogia pitagoérica?8l). Mas, para o
entendimento do argumento de Steiner, podemos tomar analogias
formalistas como sindnimas de pitagoricas, pois o exemplo de analogia
que ele utiliza é do tipo formalista. O aspecto pitagdrico denota uma
estratégia antropocéntrica, visto que a elaboracdo das leis fisicas a que
Steiner se refere deveu-se a manipulacdo sintatica de simbolos
matematicos. Ele nos diz até mesmo que “em alguns casos notaveis282, a
notacdo matematica (..) sustentou as analogias utilizadas nas
descobertas fisicas”. (STEINER, op. cit, p. 4) Sigamos com o argumento

de Steiner.

Para Steiner, a utilizacao de analogias formalistas é uma estratégia
pitagdrica e estas, por sua vez, sdo antropocéntricas, isto é, “uma
estratégica pitagorica é uma estratégia que ndo pode evitar ser uma

estratégica antropocéntrica”. Sendo que

281 o " . “ , . .
Ele diz, para as analogias formalistas, que “esse é um caso especial das analogias

pitagoricas”. (STEINER, op. cit., p. 6)
282 . . . . . ,
Dentre os casos notdveis, Steiner menciona varios outros além do processo de
guantizacdo candnica, como a teoria dos quarks de Murray Gell-Mann. (STEINER, op. cit., p.
4)
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..uma estratégia antropocéntrica é aquela que sé faz sentido se o estrategista acreditar,
seja implicitamente ou inconscientemente, que a espécie humana tem um lugar especial

no esquema das coisas. (STEINER, op. cit,, p. 5)

E visto que “..para o naturalista, analogias antropocéntricas sdo
invalidas”, ja que “hipoteses antropocéntricas ndo fazem sentido283”
(idem, p. 143), os fisicos que fizerem uso do processo de quantizagdo

“estdo implicitamente indo além do naturalismo?284. (idem, p. 145)

Com base nas citagdes acima, podemos escrever o argumento de

Steiner do seguinte modo:

No desenvolvimento da mecdnica qudntica, os fisicos fizeram uso
explicito de analogias formais para elaborar as leis que regem o
movimento dos dtomos. O processo de quantizacdo candnica desenvolvido
por Dirac ilustra como obter as leis que regem o movimento atémico via
manipulagdo simbdlica de expressdes da mecdnica cldssica. E o processo de
quantizagdo é um exemplo explicito do uso de analogias formais pelos

fisicos.

Desde que analogias formais sdo estratégias “antropocéntricas” e que
essas estratégias ndo fazem sentido para o naturalista, os fisicos que
utilizarem o processo de quantizagdo candnica estardo implicitamente
“indo além do naturalismo”. E justamente esta a leitura que fazemos do
argumento de Steiner, com base em citagdes e coerente com o objetivo

central do livro do filgsofo.

283 . .
Ele usa o termo “unprojectibles”.

Um pouco mais adiante, Steiner nos diz que “a histéria do processo de
quantizacdo reforca a tese desse livro (...) o mundo, em outras palavras, parece ser
‘amigavel’. Isso é um desafio ao naturalismo’. (STEINER, op. cit., p. 176)

284
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2.12 Analise do argumento de Steiner

Vimos que Steiner nos diz que o processo de quantizacdo candnica
comeca “ao se assumir que o sistema obedece as leis classicas - uma
falsa premissa, claro”. Retomemos o desenvolvimento da mecanica

quantica para ver que nao € verdade o que Steiner nos diz.

A primeira hipdtese assumida por Heisenberg na busca da sua
cinematica quantica foi que “a mecanica classica é falsa quando aplicada
ao nivel atdmico”. Exatamente a hipotese oposta aquela que Steiner
menciona. Sabemos também que a quantizacdo canénica foi elaborada
por Dirac a partir da leitura do trabalho de Heisenberg. De modo
bastante resumido, mas coerente com os fatos histéricos (ver secdes
primeira e segunda), o que ocorreu pode ser dito da seguinte maneira:
Bohr prop6s um principio de correspondéncia entre a mecanica classica
e a antiga teoria quantica. Born mostrou que era possivel estabelecer
uma relacdo entre as freqiiéncias previstas pela mecanica classica e a
antiga teoria quantica?®>. Em seguida, coube a Heisenberg a criacdo da
teoria quantica286, Por fim, Dirac, inspirado pelo trabalho de
Heisenberg?87, procurou encontrar uma reinterpretacdo para os

colchetes de Poisson da mecanica classica?28s.

Foi Dirac?8? quem disse que “NoOs consideraremos agora a que a
expressao (xy —yx) corresponde na teoria classica”. Finalmente,
analisamos como Dirac chegou a seguinte sugestdao de reinterpretacdo

dos colchetes de Poisson:

%Viimos, na ocasifo que arelagdo era: v(n + 7,n) = fol(vr)dy.

**Que partiu do principio de Bohr e da premissa de que somente observdveis
entrariam na formulagdo da teoria.

7g Heisenberg, inspirado pelo trabalho de Born que ja mencionamos.

2 Temos que as varidveis pj, q; sdo ditas candénicas conjugadaszsg; u, v sdo fungdes
diferencidveis com relacdo aquelas variaveis.

*®(DIRAC, P.A.M. “The fundamental equations of quantum mechanics”. Em VAN DER
WERDEN, B.L. Sources of quantum mechanics, p. 313).
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dX oYy odYox

Parece-nos natural a proposta de Dirac. Se Heisenberg elaborou
uma teoria partindo de uma comparag¢do com a mecanica classica, por
que ndo seguir com comparacdes mais gerais? Desde que a mecanica
classica admite uma formulacao via colchetes de Poisson, nao nos parece

desarrazoada a abordagem de Dirac.

A conclusdo a que chegamos é que nao foi por analogia

formalista2?? que o processo de quantiza¢do?°! candnica se desenvolveu.

*Pyjimos gue Steiner ndo é preciso quanto as definicdes. Mas é importante dizer que
ndo foi por algum tipo de manipulagdo sintatica que o processo de quantizacdo foi
desenvolvido. Steiner narra a histéria “do fim para o comego”. Ele parte de como os fisicos
utilizam o processo de quantizagdo. Mencionemos que hd casos em que a quantizagdo
canodnica, e.g., efeito Aharonov-Bohm (GRANDE, R.M. O efeito Aharonov-Bohm) ndo se
aplica, e que nesses casos se faz necessario um novo método de quantiza¢do. Para nossos
propdsitos, basta que saibamos da existéncia de casos em que a invengdo de Dirac requer
modificagdes.

*Embora tenhamos optado pela analise do desenvolvimento da mecanica quantica de
Heisenberg, vejamos (de maneira simplificada) como obter a equac¢do de Schrédinger por
meio de um processo de analogia (que ndo é formal) entre a mecanica de particulas e a
mecanica ondulatéria. E importante notar que ndo discutiremos o modo pelo qual
Schrodinger procedeu para obter uma equagdo para o movimento do elétron.
Resumidamente, tomemos a relagdo de Planck para a energia H: H = hv. Einstein havia
associado um momento P (de modulo p) a cada particula de luz por meio da express3o:

Energia _ H _ h_v

h . .
=— = - (c denota a velocidade da luz, e 4, o comprimento de onda). E,
velocidade c c A

S h . Aj r .
para cada componente p;de p, teremos: p; = F/lf' Seja b; = /1_; (tal termo é dito numero

de onda). Enfim, podemos escrever as relagbes: p = hb e p; = hb; (ditas relagdes de Planck
para o momento).Também é sabido que a energia (cldssica) H de uma particula é dada pela
soma das parcelas cinética (iZ?ﬂpf) e potencial (U), ou seja: H =$Z?=1pf+
U(q1,92,q3). U é uma funcdo da posicdo § = (g, g, q3) da particula (U = 0 para o caso
de uma particula livre). Assumiremos U = constante. De Broglie associou uma onda (de
comprimento A1) a uma particula. O comprimento de onda A seria obtido por meio da
expressdo p = h/A. Seria razodvel, entdo, tentar obter uma equagdo de onda (ou equagdo
para uma onda) a partir de uma equagdo para particulas. Pelas relacées de Planck para

energia e momento é possivel escrever: hv = % ?zlbjz + U (E1). Esta expressdo contém
termos referentes a frequéncia v e nimeros de onda b;. Ora, esbogamos, entdo, um modo
de obter um tipo de expressdo para uma onda a partir de uma expressdao para uma
particula. Assumamos que a onda possa ser descrita por uma funcdo complexa do tipo
Y = Pexp 2111(213-:1 qjbj —vt) para as constantes v, b; associadas a expressdo E1l e
P, = Y(0). Esta assungdo nos permite obter as seguintes expressdes para as derivadas de
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O exemplo que Steiner utiliza para a derivacdo da equagdo de
Schrédinger também ndo ilustra como a equacgdo foi desenvolvida.
Schrédinger, Klein e Gordon notaram que era possivel efetuar as
substituicdes indicadas por Steiner somente apds o desenvolvimento da

equacao.

O processo de quantizagdo canonica que Dirac desenvolveu se
refere a uma reinterpretacdao dos colchetes de Poisson e foi elaborado
com base na teoria de Heisenberg, ndo na de Schrodinger. Vemos, assim,
que a narrativa de Steiner é equivocada do ponto de vista do

desenvolvimento do processo de quantizacao.

Encerramos, entdo, a analise2°2 do trabalho de Steiner. Apds termos
analisado a criagdo da equacao de Dirac, nds nos deteremos na analise do
carater heuristico da aplicabilidade da matematica. @ De maneira
resumida, mostraremos como é possivel partir do estudo de estruturas
matematicas e chegar a previsdo de fatos relacionados a experiéncia293

empirica.

L Lo by, (1/2111')262—15 =bip e LW . Enfim, multiplicando ambos os
2mi dqy qy 2mi ot
lados de E1 por Y e utilizando as ultimas relagdes acima, obteremos a equagdo de
Schrodinger _—h_ﬂ = L,(Zi_laz—w) + Uy. Podemos, entdo, justificar a obtengdo de
2mi 9t 2m(2mi)? =l aq ’ ’

tal equagdo por meio de uma analogia entre a mecanica de particulas e a mecanica
ondulatdria. Obviamente tal analogia ndo é formal, pois parte das relagdes de Planck (para
energia e momento) e da pressuposicdo de que a cada particula é possivel associar uma
determinada onda. Lembremo-nos de que assumimos U como sendo constante no tempo!
Para o caso geral de U ndo ser constante e para uma discussao detalhada desse processo
de analogia entre a mecanica classica e quantica, ver (REICHEMBACH, H. Philosophic
foundations of quantum mechanics p. 66-72).

22 criacdo da equagdo de Dirac é outro exemplo que Steiner analisa, mas sua
argumentacgado se baseia em sua prdpria narrativa da invengdo do processo de quantizagdo
candnica, a qual é incorreta. Assim, ndo nos deteremos em sua andlise da criacdo da
equacao de Dirac.

***De modo preciso, veremos como é possivel descobrir somente fatos estruturais a
respeito de nossa realidade empirica.



Capitulo 32

3.1 A aplicabilidade da matematica do ponto de vista do

estruturalismo

Comecemos este capitulo com a recapitulacio dos objetivos

centrais de nosso trabalho. Visamos concluir que:

1-a matematica utilizada na formulacdo da mecanica quantica de

Heisenberg expressou somente dados empiricos e hipdteses fisicas;

2-é possivel explicar o porqué de a matemadtica se aplicar a
descricdo dos fendmenos fisicos sem assumirmos a hipdtese de que os

objetos matematicos existam?294;

3-0 uso e o sucesso das analogias2> formais no contexto da teoria
de Dirac podem ser justificados de acordo com a teoria estruturalista

sugerida2°6 por da Silva, a qual analisaremos em breve;

4-o0 argumento da indispensabilidade de Quine nao é convincente.

Ele serd formulado e discutido na parte final da tese.

Quanto a 1, mostramos no primeiro capitulo de nosso trabalho
como a teoria de Heisenberg foi desenvolvida. J4 no segundo capitulo,

ilustramos como é possivel justificar a introdu¢do de determinados

294 . . .
No sentido do realismo/platonismo.

Lembremo-nos de que ndo foi por analogia formal (no sentido de Steiner) que se
desenvolveu o processo de quantizagdo candnica. Mostraremos que se fosse o caso de a
quantizagdo se dar por um processo de analogia formal, também seria possivel explicar o
porqué de o raciocinio puramente simbdlico poder ser Util para a previsdo de novos
fendmenos fisicos. Isso sem termos que assumir as hipdteses de Steiner, i.e., de que o
universo é user friendly e de que os objetos matematicos necessariamente existem.
Analisaremos, entdo, o desenvolvimento da equac¢do de Dirac.

*®sabemos que a abordagem estruturalista da filosofia da matematica se originou do
trabalho de pesquisadores de um grupo denominado Bourbaki. Em nosso trabalho nos
deteremos especificamente no tipo de estruturalismo elaborado por da Silva.

295
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conceitos e estruturas matematicas suficientes a formulagdo da teoria
quantica de Heisenberg e Dirac. Retomaremos2°7 a hipétese 1 tdo logo
tenhamos discutido algumas das idéias fundamentais de Jairo José da

Silva referentes a aplicabilidade da matematica.
3.11 Aspectos essenciais do estruturalismo de da Silva

Dissemos que nossa abordagem se baseara em idéias de da Silva2°s.
Mencionaremos, mesmo que sucintamente, algo referente a explicacdo
de Chihara2°? para o problema da aplicabilidade. A escolha das teorias de
da Silva e Chihara se deveu ao fato de ambos os fil6sofos adotarem uma
abordagem estruturalista da filosofia da matematica e por ndo

partilharem da tese de que objetos matematicos existem300

297 . ; . sae . A
Veremos como é possivel obter o formalismo matematico basico para a mecanica

quantica a partir da andlise do texto The principles of quantum mechanics de Paul Dirac.

>%(DA SILVA, J.J. “Structuralism and the applicability of mathematics” Em SI. Essays in
non-Empiricist rigorous philosophy p. 229-253)

299(CHIHARA, C. S. A structural account of mathematics). Veremos também (no
apéndice 3.3) como Hartry Field (em seu Science without numbers) visa explicar a
aplicabilidade da matematica a fisica.

300Quanto ao platonismo/realismo, Chihara nos diz que “Na filosofia da matematica,
o realista mantém que os objetos matematicos existem; o nominalista toma a posi¢do
oposta de que tais coisas ndo existem”. (CHIHARA, C. S. A structural account of
mathematics p. 6) E importante dizer que n3o defenderemos o ponto de vista dito
nominalismo e que é adotado por Chihara. Ele nos diz que “o tipo de nominalismo que
tenho em mente é um anti-realismo (platonismo)”. (Idem, Ibidem p. 6) De maneira mais
precisa, Chihara se refere a “reconstru¢des nominalistas da matematica que ndo requerem
a existéncia de objetos matematicos que o matematico é capaz, de alguma maneira, de
descobrir”. (ldem, p. 7) A reconstrugdo de Chihara, dita teoria da construtibilidade, versa
sobre “sentengas abertas: ela nos diz que sentengas abertas (de um certo tipo) sdo
construtiveis e como estas sentengas abertas construtiveis estariam relacionadas umas as
outras (...)". (Idem, p. 170) A linguagem ldgica utilizada por Chihara é de primeira ordem.
Além dos quantificadores universal e existencial, a teoria de Chihara requer uma nova
classe de quantificadores, ditos quantificadores construtiveis. Ele nos diz que
“Quantificadores construtiveis sdo sequéncias de simbolos primitivos: ou (C —) ou (4—),
onde ‘—’ deve ser preenchido por uma varidvel de um tipo apropriado. Usando ‘“W¢’ para
abreviar ‘¢’ satisfaz ¥, ‘C¢pWP¢’ pode ser entendido por dizer: é possivel construir uma
sentenca aberta @ tal que @ satisfaz ¥, enquanto que A¢pW¢ pode ser entendido por
dizer: toda sentenga aberta ¢ que pode ser construida é tal que ¢ satisfaz ¥”. (Idem, p.
170) Pelo termo “é possivel”, Chihara nos diz que se refere a “possibilidade conceitual”.
“Um tipo de possibilidade metafisica, até onde ela estiver concernida com como o mundo
poderia ter sido”. (ldem, p. 170)
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independentemente de nds (e das teorias matematicas em que sao
utilizados). Quanto ao termo estruturalismo, visto que ha varias posicoes
filosoficas caracterizadas por tal termo, vejamos o que é estruturalismo

para noés.

Concordamos com da Silva em que o

..estruturalismo3°! (..) é a visdo de que a matematica ndo é a ciéncia de um tipo
particular de objetos (os objetos matematicos usuais, tais como, tipicamente, nimeros,
conjuntos ou formas geométricas), mas o estudo de propriedades estruturais de
dominios arbitrarios de entidades, independentemente de sua natureza ou estatuto302
ontoldgico (existindo de maneira real, meramente pressupostos ou somente
intencionais). (DA SILVA, ].J. “Structuralism and the applicability of mathematics” p.
229)

Ora, uma estrutura3 é um dominio3%4 de objetos com uma ou mais
relacdes nesse dominio. De maneira mais precisa, a matematica se

caracteriza pelo estudo de dominios formais. Sendo que

Um dominio formal (uma variedade) é essencialmente um sistema estruturado de
objetos materialmente (em particular, quantitativamente) indeterminados (i.e., objetos

indeterminados quanto a natureza e quantidade); suas relagdes estruturantes sendo

01 nogcdo de estrutura se deve a Bourbaki. (BOURBAKI, N. “The architecture or

mathematics” Em. EWALD, W. From Kant to Gauss p. 1269) O tipo de estruturalismo que
nos interessa é aquele desenvolvido por Da Silva. Lembremo-nos de que Bourbaki é um
termo que denota um grupo de matematicos que visava fundamentar a matematica na
teoria dos conjuntos Zermelo-Fraenkel com axioma da escolha (ZFC).
*®Estamos definindo estrutura de uma maneira bastante ampla. Da Silva nos diria
que “Estruturas podem ser caracterizadas como aspectos abstratos formais comuns de
dominios isomorfos”. (DA SILVA, J.J. “Structuralism and the applicability of mathematics p.
232) E sabido que ha outras maneiras especificas de definir estruturas, como o faz Resnik
ao se referir a padrbes (patterns) “consistindo de um ou mais objetos que chamo de
posicGes e que permanecem em varias relagdes”. Em seguida, Resnik dird o que entende
por objeto no contexto de sua teoria estruturalista. (RESNIK, M. Mathematics as a science
of patterns p. 203) Ndo é de nosso interesse analisar varias teorias estruturalistas como a
de Resnik ou de Shapiro. (SHAPIRO, S. Philosophy of mathematics: structure and ontology)
Para nossos propdsitos, bastara a teoria de da Silva.

*%No caso, no precisamos dizer o que sdo os objetos no dominio de uma estrutura.
E também n3o é necessario dizer que propriedades os objetos devem ter, ou que relagdes
fisicas, espaciais ou temporais existem entre os objetos. Os objetos matematicos serdo
somente os suportes das operagdes matematicas definidas em certo dominio.
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caracterizadas apenas formalmente, independentemente da natureza particular de seus
objetos. Outro modo de definir este conceito é o seguinte: um dominio formal é
simplesmente um dominio objetual tomado como o representante da classe todos os

dominios isomorfos a ele (...). (DA SILVA, ].]. Mathematics and the crisis of science, p. 2)

A noc¢do que da Silva nos da de estruturalismo, de acordo com as
citagdes acima, sugere que a matematica ndo tem um objeto de estudo
cuja natureza ontolédgica seja relevante - pelo menos para nossa analise
da aplicabilidade. De modo sucinto, o que é relevante para a matematica
sdo as propriedades estruturais dos dominios de objetos, ndo os objetos
propriamente ditos3%5. E as propriedades estruturais sdo aquelas que s6
envolvem relacbes estruturantes3%© que possam ser descritas
plenamente em uma linguagems397 formal. Se tomarmos os axiomas de
Peano como exemplo, as relagdes estruturantes serdo aquelas dadas

pelos axiomas ndo interpretados. Vejamos tais axiomas.

(a) 0 é um nimero.

(b) O sucessor de qualquer niimero é um numero.

(c) 0 nao é sucessor de nenhum nimero.

(d) Se os sucessores de dois nimeros sdo iguais, esses nameros
sdo iguais.

(e) Se um conjunto de nimeros contém 0 e o sucessor de qualquer

numero nele contido, entdo ele contém todos os nimeros.

3%Tal visio se deve originalmente a Bourbaki. Ver (BOURBAKI, N. “The architecture
of mathematics” Em EWALD, W. From Kant to Hilbert p. 1268 )

306Argumentaremos, mais adiante, que a nossa percepcdao da realidade é
estruturante, i.e., nds impomos uma estrutura aquilo que é percebido.

%705 axiomas de Peano podem ser escritos em uma linguagem cujos simbolos sdo 0
(simbolo para uma constante), S (simbolo para a funcdo sucessor), + , . (simbolos para
funcdes binarias referentes a adicdo e multiplicacdo respectivamente), < (simbolo para o
predicado bindrio cujo significado é menor que). Enfim, uma linguagem formal (de primeira
ordem) consiste em simbolos légicos (parénteses, simbolos para conectivos, varidveis, etc)
e parametros (simbolos para quantificadores, predicadores, constantes, fungdes). Claro que
ha linguagens de ordens superiores, mas ndao é relevante para o nosso trabalho nos
determos nesse tipo de discussdo. Na formulacdo acima, a afirmacdo (e) estd expressa em
uma linguagem de segunda ordem. Para nossa discussdo, o que é importante saber é que
os axiomas podem ser interpretados de mais de uma maneira, e é irrelevante se estdo
formulados em uma linguagem de primeira ou segunda ordem.
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Seguindo da Silva, “se os termos em negrito sdo entendidos
segundo seu significado habitual, os axiomas (a)-(e) sdo assercoes
verdadeiras sobre os numeros naturais”. (DA SILVA, ].J. Filosofias da
matemadtica, p. 185) Mas é necessario que os axiomas acima se refiram a

numeros? A resposta308 é NAO. Vejamos o porqué.

Pensemos em sequéncias de barras (denotemo-las por ////). Para
nos, a sequéncia de barras vazia é denotada por “0”, a sequéncia / por
“1”, // por “2”. O simbolo “+” significara justaposicdo de barras, i.e.,
“1 + 2 = 3” denotara a justaposicao de / e // a fim de obtermos: ///. O
sucessor o tde uma sequéncia de barras arbitraria ¢ nada mais é que o
elemento obtido pela justaposi¢io de uma barra a sequéncia original 0. E
facil ver que a adi¢do é comutativa, e ndo é dificil mostrar que todos os
axiomas de Peano sdo verdadeiros para o caso de nosso exemplo. Temos,

entdo, a aritmética das sequéncias de barra.

Tomemos a expressdo “5+ 7 = 12”. No caso da aritmética das
sequéncias de barra, teremos a justaposicdo das sequéncias ///// e
///////- Neste caso, “5” e “7” nao se referem a objetos abstratos que nao
podemos apreender. E, para fins de aplicacio de sentengas3?® da
aritmética em uma inferéncia, notaremos que nao serd necessario que
existam ndmeros. Perguntamo-nos, entdo: que propriedades dos
numeros310 estarfamos utilizando em uma inferéncia como aquela

utilizada por Steiner (ao concluir que havia 12 frutas sobre a mesa)?

*%pligs, a resposta acima se deve a David Hilbert. Hilbert mostrou que os termos

presentes nos axiomas de uma teoria matematica podiam ter mais de uma interpretacao.
(HILBERT, D. “On the concept of number ” Em. EWALD, W. From Kant to Hilbert p. 1089-
1095)
Bvero capitulo 22, em que analisamos o trabalho de Mark Steiner.

Atribuidas a sequéncias de barras, ou a qualquer objeto que seja suporte para as

operag0Oes que puderem ser provadas pelos axiomas de Peano.

310
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Parece-nos que somente as ditas propriedades estruturais, pelo menos

para o caso do exemplo311 de Steiner.

0 estudo das propriedades estruturais de dominios arbitrarios de
objetos caracteriza o que da Silva chama de teorias formais. Mais

precisamente,

..uma teoria formal (..) é uma descricdo de propriedades estruturais compartilhadas
por todos os seus modelos (uma teoria interpretada3!2, por outro lado, é uma descricdo
estrutural de um modelo particularmente pretendido). (DA SILVA, ].J. Structuralism and

applicability of mathematics, p. 233)

Na geometria euclidiana, por exemplo, os termos presentes nos
axiomas313 da teoria estdo todos interpretados. Mas um gedmetra nao
precisa interpretar ponto como uma posicdo no espaco fisico para
estudar geometria como ciéncia pura e deduzir algumas dentre as

possiveis consequéncias logicas obteniveis de um determinado conjunto

311 . . . ~
Ora, se pensarmos no exemplo que retiramos de Steiner e na interpretagdo dos

axiomas de Peano de acordo como sugerimos acima (a partir das idéias de Hilbert), temos
gue assumir que sequéncias de barras existam para que possamos utilizar uma sentenca do
tipo 5+ 7 = 12? As sequéncias a que nos referimos existem como marcas no papel,
evidentemente, e nos as visualizamos, por exemplo, ad oculi, isso ao contarmos a
quantidade de barras presente em cada sequéncia. Enfim, a conclusdo de que 5+ 7 =12
independe do estatuto ontolégico dos axiomas de Peano, i.e., tais axiomas, quando ndo-
interpretados, ndo se referem a nimeros. Alids, eles ndo se referem a absolutamente nada.
E lembremo-nos de que foi David Hilbert quem apontou que ndo é necessario que os
axiomas de uma teoria da matematica se refiram necessariamente a algum tipo de objeto.
(ver nota 298)

2poy questdes didaticas, vamos distinguir entre teorias axiomaticas interpretadas e
nao-interpretadas. As primeiras sdao aquelas “cujas asser¢des tém significado determinado
e descrevem um dominio especificado de objetos (...) como a teoria de Os elementos, de
Euclides”. As segundas “podem ser vistas como uma sucessdo de simbolos da linguagem
em que a teoria é expressa”. (DA SILVA, l.). Filosofias da matemdtica, p. 185-186) E
importante dizer que teorias ndo-interpretadas sequer sdo verdadeiras ou falsas, pois
somente sentengas de uma teoria interpretada sdo passiveis de serem verdadeiras, ou ndo.
Da Silva nos diz que “teorias axiomatizadas no contexto de sistemas formais ndo tratam a
rigor de nada; ndao tém um objeto determinado, nem lhes cabe uma nogdo de verdade”.
(DA SILVA, J.J. Idem, p. 212) Nao se faz necessario que a matematica seja verdadeira no
sentido que Quine requererd, como veremos ao discutirmos o dito argumento da
indispensabilidade.

*3para os axiomas da geometria euclidiana, ver (LINDSAY, R.B e MARGENAU, H.
Foundations of physics, p. 63-64).
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de axiomas. A presenca de termos indefinidos nas teorias matematicas
faz com que possamos interpreta-los de acordo com a necessidade de se
aplicar a teoria em estudo314. Cohen defende a posicdo de que a
geometria estudada do ponto de visto 16gico, em que os axiomas ndo sdo
interpretados, deve ser encarada como pertencente a matematica pura.
Se estudada como “descricdo da natureza do espac¢o”, ela pertence a
matematica aplicada. (COHEN, M. R. Reason and nature, p. 179) Achamos

pertinente tal disting¢ao.

Ainda com relagdo a geometria de Euclides, ela é utilizada na
descricdao315 de fendmenos fisicos em mecanica newtoniana. Em fisica
newtoniana, o deslocamento de um corpo31¢ entre dois pontos é
calculado a partir da expressdo3!’ ds? = dx? + dy? + dz2. Ora, até a
invencdo das teorias da relatividade de Einstein, poucos318 fisicos,
matematicos e filésofos duvidavam de que a geometria subjacente a
descricdo do espaco fisico era essencialmente euclidiana. Mais
precisamente, antes do advento da teoria geral da relatividade, as

geometrias nao-euclidianas eram tidas como exercicios matematicos

314 . . . ~ .
Estamos assumindo serem as teorias consistentes. Ndo estamos dizendo que

teorias inconsistentes ndo sdo Uteis. Parece haver inconsisténcias nas ditas “teorias
quanticas de campo”. Mas claro que podemos nos referir somente a uma parte menor de
uma teoria, caso ela seja inconsistente, e nos determos em uma subteoria consistente da
teoria. Retomaremos esta questdo na parte final deste capitulo ao analisarmos o
argumento da indispensabilidade.

*Enfatizemos que a geometria se aplica aos modelos da realidade empirica que os
cientistas desenvolvem e que sdo utilizados para descrever os fendmenos fisicos.

®Mais precisamente, estamos nos referindo ao caso de um corpo cujas dimensdes
fisicas sdo pequenas com relagdo ao deslocamento, o qual é denominado ponto material.
De modo geral, corpos cujas dimensGes podem ser ignoradas na analise de determinado
problema fisico sdo ditos pontos materiais. E sabido que corpos (materiais) sio dotados de
massa, mas a expressao para o calculo da distancia entre dois pontos ndo contém nenhum
termo referente a massa de um corpo que se desloca entre aqueles pontos. Obviamente o
ponto da geometria euclidiana ndo tem massa e corpos materiais ndo sdo pontos. Temos
aqui uma operacgao de idealizagdo.

*’De modo preciso, a expressdo ds é dita diferencial da funcdo distdncia s. Esta
funcdo s, no contexto da teoria de Newton, recebe o nome de métrica euclidiana.

*®pentre os que se deram o trabalho de questionar se a natureza do espaco fisico
era euclidiana, destacam-se Gauss, Helmholtz e Riemann.
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sem aplicacdes a fisica. As proposi¢cdes da geometria nao-euclidiana31?

ndo pareciam se referir a algo da nossa possivel experiéncia empirica.

Sabemos que a inven¢do das geometrias ndo-euclidianas é um
assunto da época do matematico Carl Friedrich Gauss, provavel
criador320 do primeiro sistema geométrico que nao satisfazia ao quinto
axioma de Euclides32!, E possivel que Gauss tenha sentido algum receio
de publicar seu trabalho seminal sobre geometrias ndo-euclidianas
devido a possiveis polémicas com intelectuais de sua época, dentre eles,
o filésofo alemdo Kant. Quanto a geometria do espago da intuicao, é fato
que “(...) Kant acreditava ter uma estrutura intrinsecamente euclidiana”.
(DA SILVA, ].]. Filosofias da matemdtica, p. 104) Kant poderia afirmar que
geometrias ndo-euclidianas ndo seriam mais que exercicios légicos e que
ndo poderiam referir-se a algo do nosso mundo fisico. Porém, a historia
da fisica nos mostrou exatamente o contrario. As geometrias nao-

euclidianas sdo tao verdadeiras quanto a geometria euclidiana. O

319 N T . . ~ . ys
Quanto a possibilidade de se construir uma geometria nao-euclidiana, Cohen nos

diz que “Cayley, Klein e Whitehead mostraram que para toda proposi¢do na geometria
Euclidiana existe uma correspondente nas geometrias Lobatchevskiana e Riemanniana, de
modo que se houver uma inconsisténcia em uma das ultimas, isto também deve ser em
encontrado na primeira”. (COHEN, M R. Reason and nature, p. 174) O que Cohen nos diz é
verdadeiro se restrito ao caso de um tipo de consisténcia dita relativa. Enfim, se nesse
sentido, as geometrias sdo equi-consistentes, talvez seja uma questdo de conveniéncia qual
geometria deve ser adotada para a descricdo de determinado fendmeno fisico. Além do
resultado a que Cohen se refere, Cayley estudou, nos diz Russell, a “teoria projetiva da
distancia e angulo” em seu Sixth memoir upon quantics de 1859. O mesmo o fez Klein, cujo
trabalho se encontra nos Math. Annalen Vols. IV, VI, VII, XXXVI - ver (RUSSELL, B. Principles
of mathematics, p. 422). Whitehead foi coautor de Russell em seu famoso Principia. Quanto
aos termos Lobachevskian e Riemannian, sabemos que Lobatchevsky foi um matematico
russo que mostrou ser possivel conceber geometrias nas quais o quinto postulado de
Euclides ndo era vilido. Faltou mencionar o nome de Bdlyai, matematico hungaro, que é
também considerado um dos inventores das geometrias ndo-euclidianas. E quanto a
natureza do nosso espago fisico, veremos no apéndice 3.1 que Riemann argumentou ser
nossa geometria do espaco somente uma dentre muitas outras matematicamente
possiveis.

320Lobatchevsky foi o primeiro matematico a publicar um trabalho no qual o quinto
axioma de Euclides ndo era valido, embora seja sabido que Gauss foi o primeiro
matematico a conceber sistemas geométricos ndo-euclidianos.

321De modo bastante simplificado, “dados uma reta r e um ponto P ndo-pertencente
a reta, existe uma Unica reta s que passa por P e é paralela a r”. E importante dizer que
esta formulagdo do axioma nao é a que Euclides utilizou em seu texto Os Elementos.
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exemplo mais conhecido do uso de geometria ndo-euclidiana se deveu as
teorias da relatividade de Einstein. Vejamos, entdo, algo a respeito das

teorias de Newton e Einstein.

Na fisica newtoniana, o movimento é descrito por trés leis. A
segunda lei de Newton é aquela que nos interessa aqui. Ela nos diz que a

componente em x da forga resultante aplicada a particula P dotada de

~  d?x , .
massa m e aceleracao s dada (no instante de tempo t) por f,, sendo

d?x

fx = m——. 0 termo m ¢é interpretado como uma constante (positiva) e

que se refere a massa da particula. A derivada segunda da fung¢do que

nos dé a posicdo x(t) da particula, 2 refere-se a aceleracdo instantanea

d?x
d

da particula no eixo-x. O termo f, denotara, entdo, uma componente do
vetor for¢a resultante que atua na particula de massa m. Para o

movimento em trés dimensdes, escrevemos o termo (fy, f,, f;) para a

S
forga resultante f na particula P. E o termo t denota o parametro tempo.
Em mecanica classica, o tempo flui da mesma maneira em qualquer

referencial inercial322.

Historicamente, Albert Einstein desenvolveu primeiro a teoria
restrita da relatividade. Foi em 1905 em um artigo cujo titulo era “Sobre
a eletrodinamica dos corpos em movimento” que surgiu aquela que viria

ser conhecida por teoria restrita323 ou teoria especial da relatividade.

*2quanto ao termo referencial inercial, Landau nos diz que “Para estudarmos os
fenbmenos mecanicos, precisamos escolher um sistema de referéncia. As leis do
movimento ndo tém, em geral, a mesma forma em sistemas de referéncia diferentes. Se
adotarmos um sistema de referéncia qualquer, é possivel que as leis de fenébmenos muito
simples assumam formas extremamente complicadas. Em relagdo a um sistema de
referéncia qualquer, o espago ndo é homogéneo nem isotropico. Isso significa que mesmo
no caso de um corpo ndo interagir com outro, as suas diferentes posicdes no espago e as
suas diversas orienta¢Oes nao serdo equivalentes do ponto de vista mecanico”. (LANDAU,
L.D. E LIFCHITZ, E. Mecdnica, p. 10) Referencial Inercial serd exatamente um meio
homogéneo e isotrdpico, no qual as leis de Newton sdo validas. Por termo homogéneo
entendemos invariante por translagdes, e por isotrdpico, invariante por rotagdes.

33De maneira sucinta, porém precisa, a teoria restrita parte de dois principios, que
denominaremos (a) e (b).
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Hermann Minkowsky, em seu belo artigo32¢ “Space and time”,
estabeleceu as bases da geometria subjacente a teoria restrita da
relatividade. No contexto de nosso trabalho, iremos apenas contrapor de

modo simplificado as teorias de Einstein325 e Newton visando entender a

a) Principio da relatividade (covaridncia das leis da fisica) — as leis que governam os
fendmenos fisicos sdo as mesmas em quaisquer dois sistemas de referéncia relacionados
um ao outro por uma translagdo uniforme linear. (DUGAS, R. A history of mechanics, p. 474)

b) Constancia da velocidade da luz — “a velocidade da luz é independente de sua
fonte”. (PAULI, W. Theory of relativity, p. 5) Costuma-se dizer que a velocidade da luz,
denotada por ¢, assume o mesmo valor em todos referenciais inerciais. A partir de (a) e (b)
é possivel derivar a matematica basica da teoria restrita da relatividade, a qual parte de um
conjunto de transformag¢Ges denominadas transformagbes de Lorentz. Simplificadamente,
elas refletem o fato de observadores que se movem a velocidades distintas medirem
valores distintos de distancia e tempo. Os observadores deverdo se deslocar a velocidades
constantes e em linhas retas. Quanto a (b), a época de Einstein, ndo havia evidéncia da
existéncia de particulas que pudessem se deslocar a velocidades superiores aquela da luz.
Porém, nos dias de hoje, ha pesquisadores do CERN que questionam sua validade, visto que
medidas efetuadas com neutrinos sugeririam que tais particulas poderiam se deslocar a
velocidades superiores a c. Visto que ainda ndo ha consenso (nem referéncias suficientes)
sobre os resultados a respeito das medidas elaboradas por pesquisadores do CERN, é
mister esperar por novos experimentos pra que se possa saber se (b) foi violado, ou nao.

3E1e comega seu artigo com a seguinte proposicao: “As visdes de espago e tempo
que eu desejo estabelecer perante vocés surgiram do solo da fisica experimental, e ai
encontram sua forga. Elas sdo radicais. Doravante o espago por si mesmo, e o tempo por si
mesmo, estdo fadados a desaparecer como meras sombras, e somente um tipo de unido
deles preservard uma realidade independente”. (MINKOWSKY, H. “Space and time” Em
LORENTZ, H.A e EINSTEIN, A. e WEYL, H. e MINKOWSKY, H. The principle of relativity, p. 45).
A fusdo (unido, a que Minkowsky se refere) de espago e tempo em espagotempo pode ser
expressa do seguinte modo:

ds? = dx? + dy? + dz* + i*c*dt?

Na expressdo acima, temos um meio para efetuar o cémputo da distancia ds entre
dois pontos (ditos eventos) em um espacotempo de quatro dimensdes, conhecido por
espagotempo de Minkowsky. Ele é descrito por elementos espaciais denotados por x,y,z e
o elemento temporal t. A separagdo espacial entre os eventos é denotada por trés
componentes espaciais, i.e., dx,dy,dz. A separagdo temporal é denotada por dt. Na
expressdo acima para ds?, notemos que dt estd sendo multiplicado pela velocidade da luz
¢ e pela unidade imaginaria i. Resumidamente, o produto de tempo por velocidade tem
dimensdo de espacgo. A unidade imaginaria surge por questdes técnicas que ndo interessam
a nossa discussdo. E é um fato conhecido dos fisicos e matematicos que a geometria de
Minkowsky é essencialmente ndo-euclidiana.

*No caso mais amplo, i.e., da teoria geral da relatividade, Einstein assume que “as
leis da natureza devem ser de modo que elas sejam equivalentes em todos sistemas de
referéncia; i.e, que elas sejam covariantes sob qualquer mudanga de coordenadas”. E
sabido que os sistemas de referéncia em questdao devem poder ser associados por um tipo
especifico de transformagdo. De maneira intuitiva, na teoria geral, as transformacgdes entre
sistemas de referencia devem ser tais que “a teoria especial da relatividade deve ser valida
para toda regido infinitamente pequena do mundo quadridimensional, isso apds um
sistema de referéncia adequado ter sido escolhido”. (DUGAS, R. A history of mechanics, p.
504) Historicamente, o principio mais geral (que regeria as transformacgdes de coordenadas
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aplicabilidade da geometria a descricao do espaco (ou espacotempo) da

fisica. Sigamos com esse propésito.

De acordo com teoria restrita da relatividade, a velocidade da luz é
finita e seu mddulo tem o mesmo valor em todos referenciais inerciais326.
Por meio desta hipdtese e da hipdtese de covaridncia das leis da fisica
(ver nota de rodapé 29), Wolfgang Pauli nos mostra como os postulados
da relatividade restrita nos levam naturalmente ao uso de uma métrica
ndo-euclidiana para a descricio dos fendmenos fisicos, a qual é
exatamente a métrica estudada na geometria de Minkowsky. (PAULI, W.
Theory of relativity, p. 4-20) O fato de a geometria euclidiana parecer-nos
mais natural??’ que outras geometrias provém da nossa experiéncia
empirica. Vejamos, entdo, algumas observacdes que podemos tecer a

respeito dessas notas sobre geometrias e teorias fisicas.

Dissemos anteriormente que o gedbmetra ndo precisa interpretar
ponto como posicdo328 no espaco fisico329. Vimos, inclusive, que Cohen
sugere ser a distincao entre matematica aplicada e pura equivalente
aquela entre teorias interpretadas e teorias ndo interpretadas. Desde que
David Hilbert desenvolveu a primeira axiomdatica para a geometria
euclidiana, cremos que seja razoavel aceitar a sugestio de Cohen. E

sabido que o estudo de geometria - vista como ciéncia pura - ndo requer

entre sistemas de referencias) recebeu o nome de principio de equivaléncia. Devido a
complexidade matematica da teoria geral da relatividade, nés nos deteremos com um
pouco mais de detalhes somente na teoria restrita.

3%Conforme vimos na nota 322, Referencial inercial é o sistema de referéncia que
torna validas as leis de Newton, de modo que as expressdes sejam invariantes por
transformag¢des de Galileu, as quais refletem a isotropia e homogeneidade do sistema de
referéncia. Sabemos também que Isotrdpico significa invariante por rotagdes, e
homogéneo, invariante por translagdes. Notemos que tais hipdteses sdo fisicas.

327 respeito da origem e significado dos postulados geométricos, deixaremos uma
breve discussdao no apéndice 3.1, no qual analisaremos um artigo de Helmholtz e outro de
Riemann.

328 igs, tal interpretacdo nao é intuitiva, pois a entidade geométrica ponto ndo é um
fato (ou objeto) da nossa experiéncia empirica.

**Estamos nos referindo ao espaco da mecanica cldssica que deve ser homogéneo e
isotrépico.
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nenhuma aplicagao ou interpretacdo dos termos presentes nos axiomas
da teoria. Alias, interpretacoes de entidades matematicas sdo sugeridas,
em geral, pelo matematico que visa aplicar a teoria. Ora, ndo subjaz a
estrutura formal de uma teoria nenhuma indicagdao de como interpretar
determinado termo ou axioma da teoria. Uma primeira observacao que
elaboramos é que podemos dividir a matematica em pura e aplicada de
acordo com Morris Cohen. Nossa segunda observacao requerera uma
breve nota sobre as teorias da gravitagdo de Newton e Einstein. Sigamos

com ela.

Quanto a teoria da gravitagdo de Newton, assume-se a existéncia de
uma forg¢a330 atrativa entre quaisquer dois corpos massivos no universo.
Tal forca tem modulo expresso, exceto de uma constante multiplicativa,
pelo produto das massas dos planetas dividido pela distancia quadratica
entre os centros de massa dos planetas. A teoria de Newton é de
natureza vetorial, visto que os entes matematicos que representam as
forcas sdo vetores. E costume escrevermos para a for¢a gravitacional

entre dois corpos de massas m,M separados por uma distancia33! r,

sendo G uma constante e i, um versor (vetor cujo modulo é 1, i.e, U =

Rl It

parar = ||7|)

Em geral, a aplicacdo da segunda lei de Newton ao problema de um

corpo de massa m que orbita outro cuja massa é M se resume em

~ Mm .
encontrar o termo x = x(t) na equagao: f, = m— = G?. Na teoria

newtoniana, a geometria é euclidiana, como dissemos. For¢a é uma

3304The areas, which revolving bodies described by radii drawn to an immovable

centre of force do lie in the same immovable planes, and are proportional to the times in
which they are described”. (NEWTON, . “Principia” Em HAWKING, S.W (editor) Over the

shoulders of the giants, p. 765)
331>

r=(x,9,2).
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entidade fisica presente na teoria do fisico inglés, e os vetores sdo os
entes matematicos que as representam. Jad na teoria da gravitacao de
Einstein, os entes matematicos receberdao outra33? denominacao, i.e.,
serdo chamados de tensores333, Na mecanica classica, a distdncia entre
dois pontos no espaco fisico é calculada334 por ds? = dx? + dy? + dz>.
Esta expressdo é somente uma dentre as varias que podem ser obtidas

dentre aquelas dadas por:

4
dSZ = Z gl-jdxl-dxj

ij=1
A fim de que a expressdo acima faga33> sentido, é mister que sejam
impostas condi¢bes aos termos g;;,dx;, dx;. Deixaremos os detalhes
técnicos de lado - para isso, ver (PAULIL, W. Theory of relativity, p. 22-41).
Enfatizemos que a interpretagdo dos termos g;;dx; dx; ndo esta
explicita em ds?. Para que esta ultima expressdo possa ser entendida

como uma métrica, ela devera satisfazer a algumas propriedades, as

quais serdo impostas pelo matematico e que ndo estao subentendidas em

32¢ um fato conhecido dos mateméticos gue os vetores podem ser vistos como um
tipo particular de tensor. O que é importante é sabermos que, na teoria de Einstein, sdo
necessarios outros objetos matematicos para o desenvolvimento da teoria. Uma
observagdo importante que devemos fazer é que a teoria dos tensores incorpora a dos
vetores. De modo mais preciso, um vetor pode ser identificado com um tensor. Podemos
dizer que o espagco matemdtico dos tensores contém uma cépia isomorfa do espago dos
vetores. Neste sentido, a andlise tensorial estende a vetorial.

333Imaginemos que x*(u = 1,2, ...,n) sejam coordenadas arbitrarias (cartesianas, ou
n3o) de um ponto P no sistema de coordenadas S. Suponhamos que S’ seja outro sistema
de coordenadas do mesmo ponto P, sendo que as componentes x'* de P em S’ sejam
fungdes daquelas componentes de P em S. Em notagdo matemadtica, escreve-se:
x'* = x""(x%). Esta expressio transforma as coordenadas de P em S nas coordenadas de
P em S’. De acordo com a regra de mudanca de coordenadas de S para S', é que se
classifica o objeto matemdtico (sujeito a regra) como sendo um vetor, tensor, spinor, etc. O
conceito de tensor é introduzido visando estender o de vetor por meio da introdugdo de
regras mais gerais de mudangas de coordenadas.

**Mais uma vez estamos nos referindo ao quadrado da diferencial da fungdo
distancia (ou métrica) s, i.e.,ds = (dx, dy, dz).

*Mais precisamente, a fim de que a expressdo seja uma funcdo denominada
distdncia ou métrica, é necessario impor restricGes (matematicas) aos termos presentes na
expressdo. A analise de tais restricdes ndo nos interessa no contexto do presente trabalho.
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ds?. Claro que, para que tal expressdo seja aplicavel as ciéncias
empiricas, serdo necessarias também imposi¢des de natureza fisica. Para
uma discussdo técnica, deixamos mais uma vez o excelente texto de
Pauli, cuja andlise33¢ matematica da ultima expressao se encontrara nas

sec¢des contidas nas paginas de 34 a 41 do seu Theory or relativity.

No caso da teoria de Einstein, a matematica subjacente é mais
complexa e envolve aqueles objetos matematicos ditos tensores. Na
teoria de Newton, dissemos que ha a entidade fisica forca. Na teoria de

Einstein, algo diferente337 ocorre.

Em teoria geral da relatividade, fala-se em curvatura33® de um
espacotempo quadridimensional, dada por um tensor, ndo por um
numero real (Pauli discutira isso em detalhes na obra citada, p. 41-44). E,

com relacdo ao termo curvatura, vejamos algo.

Quando o fisico diz (em teoria geral da relatividade) que “o espaco
(espacotempo) fisico é curvo”, ele quer dizer que o modo de se calcular a
distancia entre dois pontos33° requer uma expressao que ndo é aquela

dada pela métrica euclidiana. Isso pode ser dito de um modo mais

30Em seguida, até a pagina 62,Wolfgang Pauli discutird algumas aplicagGes das
métricas ndo-euclidianas (a problemas fisicos), sendo que, na pagina 48, ele analisard a
geometria euclidiana como um caso particular. A métrica euclidiana é aquela dada por
ds? = ¥ty gijdx;dx; = dxf + dx + dx5 + dx;. Enfatizemos que a matematica
(aplicada) visa buscar estruturas cada vez mais complexas para que mais fenédmenos
possam ser descritos matematicamente. No exemplo acima, a métrica euclidiana é
somente uma dentre uma imensa quantidade de expressGes. A geometria euclidiana é
somente mais uma geometria. Para o caso euclidiano, identifica-se g;; = §;; (tensor delta
de Kronecker, i.e), i.e., 6l-j =1 parai=j, eigual a 0 para todos outros casos, sendo que
i,j =1,2,34.
il importante notar que é possivel falar em teoria einsteiniana da gravitacdo e
forgas em um mesmo contexto, mas esta descri¢cdo é apenas uma maneira bastante restrita
de se estudar a teoria de Einstein.

***Na teoria de Newton, a curvatura do espaco é nula, o que é caracterizado pela
expres:io gij = 6y i

O termo técnico correto é evento. A época da publicacdo de seu livro Theory of

relativity, Pauli utilizava o termo world point para qualquer ponto no espago
quadridimensional, i.e., dado por suas 3 coordenadas espaciais e uma temporal. (PAULI,
W.Theory of relativity, p.21)
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preciso e elaborado pelo uso do termo curvatura gaussiana. A curvatura

gaussiana de uma esfera (uma superficie bidimensional )340 de raio

_ ~ . 1 1, ]
finito (ndo-nulo) r é dada por = No caso, ~ € a curvatura de um circulo

. , 1 1
no plano, e a curvatura gaussiana é o produto de ~ por - Cada um desses

termos recebe o nome de curvatura principal (ou curvatura3*! de Euler).
E um fato matematico que o produto das curvaturas principais é igual a
curvatura gaussiana. De modo bastante simplificado (e para o exemplo
acima) a curvatura gaussiana mede o quanto a esfera deixa de ser plana.
Neste caso, uma esfera ndo pode ser deformada continuamente até se
transformar em uma superficie plana, diferentemente de uma superficie
cilindrica (finita, por exemplo), cuja curvatura gaussiana é nula. Um
cilindro pode ser visto como um segmento finito de reta que percorre
uma circunferéncia perpendicularmente ao plano que contém a

circunferéncia. E as curvaturas principais do cilindro sao devidas as
. a1 . Ly
curvaturas de uma circunferéncia, - e de uma reta, que € nula. Assim, é

nula a curvatura gaussiana.

Enquanto na teoria de Newton a resultante de for¢cas em um corpo
determinara seu movimento no espaco fisico, na teoria de Einstein a
curvatura do espagotempo é que sera a responsavel pela trajetoria
seguida por um corpo. Neste sentido, a gravidade é produto da curvatura
do espago, nao sendo oriunda de uma forca no sentido newtoniano.

Enfim, é importante dizer que as teorias de Newton e Einstein nao

*%pensemos que a esfera se encontra em R3(espaco tridimensional), mesmo
sabendo que a curvatura é uma propriedade intrinseca, i.e., ela ndo depende de medidas
elaboradas externamente a superficie. Esse resultado referente a curvatura de uma
superficie é dito Teorema Egrégio de Gauss.

A curvatura gaussiana de uma superficie bidimensional pode ser obtida pelo
produto das curvaturas de duas curvas especificas contidas na superficie, ditas curvaturas
principais. Quanto aos detalhes técnicos referentes ao termo curvatura principal, ver
(ARAUJO, P.V. Geometria diferencial, p. 41). Basta sabermos que curvatura principal se
refere a curvas, e curvatura gaussiana, a superficies. E ndo definimos matematicamente o
que sdo curvas e superficies, pois tais termos nos parecem bastante intuitivos. Somente ao
analisarmos os artigos de Riemann e Helmholtz é que seremos mais precisos quanto a esses
termos.
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diferirdo somente na fundamentacdo matemadtica e na interpretacao
fisica, mas também nas previsdes. Um exemplo muito conhecido é o caso
do movimento do periélio3*2 de mercurio, cuja andlise se mostrou
dificil343 dentro da teoria newtoniana. A teoria de Einstein levou aos
resultados observados34* dentro das margens de erro. Agora podemos
fazer nossa segunda observacdo sobre geometrias no contexto de nosso

trabalho.

A observacdo a que nos referimos acima é que a geometria
euclidiana ndo é necessariamente a geometria intrinseca34> do nosso
espaco da percepcao empirica. Ela é somente uma dentre varias
possiveis. E importante lembrarmo-nos de que a métrica euclidiana é
somente uma dentre todas que puderem ser obtidas por ds? =
Zﬁjzlgijdxidxj. Ora, a fim de que tal expressdo seja uma métrica,
dissemos serem necessarias algumas imposi¢cdes de ordem matematica.
Para que seja aplicavel, é necessario que os termos sejam interpretados
fisicamente, como dissemos também. E finalmente, observemos que
ambas as teorias de Einstein e Newton sdo legitimas teorias da
gravitacao. Mesmo que a teoria de Newton seja mais limitada, ela é muito
mais simples, i.e, é mais facil elaborar calculos com vetores do que com
tensores. Para contextos em que efeitos relativisticos puderem ser

desprezados, a teoria de Newton sera aplicavel sem problema algum.

342 T ; .~ , . . ;.
Periélio é a posi¢do da drbita de um planeta que se encontra mais préxima do sol.

Neste caso, talvez fosse possivel remendar a teoria de Newton para explicar o
avanco do periélio de mercurio, mas a teoria de Einstein levou as predi¢des corretas sem
precisar de alteragOes. Neste sentido, a teoria de Einstein se mostrou mais simples. Temos
um exemplo claro de qudo ilusério é um critério de simplicidade em fisica, que parte da
hipdtese de ser a geometria euclidiana sempre preferivel as demais

**Houve guem contestasse os resultados obtidos por Eddington em Porto Principe
quanto ao avango do periélio de mercurio, mas é fato aceito que a teoria geral leva a
previsdes corretas quanto ao fendmeno em questao.

345Ora, sequer sabemos se existe tal geometria intrinseca. Diremos algo a respeito
disso no apéndice 3.1, ao discutirmos artigos de Helmholtz e Riemman.

343
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3.12 Extensao de linguagens matematicas

Nossa ultima observacdo se refere ao desenvolvimento da
matematica. E sabido que todo vetor pode ser identificado com um
tensor. Neste sentido, a teoria dos tensores estende a teoria dos vetores.
Ora, desde que ambas as teorias vetorial e tensorial podem ser
formuladas em uma mesma34¢ linguagem matematica, a teoria mais geral
estende trivialmente aquela que for mais restrita. Um exemplo mais
simples é o de um numero real r que pode ser identificado com um
numero complexo do tipo z = r + i0. Neste caso, a teoria dos niumeros
complexos também estende a teoria dos reais, i.e, o conjunto dos

complexos contém uma copia isomorfa do conjunto dos reais.

Em suma, concordamos com Granger que

Toda ciéncia se produz numa linguagem, ou seja, mais geralmente num sistema
simbdlico (..). O uso de um sistema simbélico ndo é apenas um trago acessoério e
secundario do conhecimento cientifico. S6 pode haver ciéncia, no sentido estrito do
termo, expressa, ou seja, que represente seus objetos em um sistema simbédlico.

(GRANGER, G.G. A ciéncia e as ciéncias, p. 52)

Em alguns contextos, o cientista visa elaborar linguagens (formais)
cada vez mais ricas3*’ a fim de sempre poder descrever um numero
maior fenomenos fisicos. No caso do corpo34® dos complexos, a
linguagem € mais rica no sentido de conter mais simbolos (e.g., i de modo
que i? = 1) e de permitir que o matemdtico possa efetuar operagdes que

ndo podiam ser elaboradas dentro da linguagem do corpo dos reais. O

346 . . . ~ , .
E evidente que pode ser necessaria a inclusdo de novos simbolos na linguagem da

teoria mais rica. No nosso exemplo, a teoria dos tensores é a teoria mais rica, ou mais geral.
*Claro qgue ndo estamos nos referindo a qualquer tipo de linguagem. Estamos
pensando no contexto da Iégica em que uma linguagem L estende outra /.
***Tanto os numeros reais guanto os complexos satisfazem a todos os axiomas da
teoria de corpos. Neste sentido, a estrutura algébrica dita corpo é geral o bastante para
descrever tanto o conjunto dos reais quanto o dos complexos.
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teorema34? fundamental da algebra, por exemplo, é formulado na
linguagem dos nuimeros reais, mas é necessariamente demonstrado no
contexto dos numeros complexos. Por vezes, é importante ao
matematico construir dominios3>? mais ricos, de modo que seja possivel
obter sub-dominios que sejam cépias isomorfas35! daqueles dominios
estendidos. E exatamente o que se observa no caso dos nimeros
complexos. Sigamos, entdo, com a questdo da aplicabilidade no contexto
da mecanica quantica. Indicaremos agora como obter o formalismo
basico da mecanica quantica3>2 de Heisenberg a partir de um exemplo

simples.
3.13 A percepgdo é estruturante

Lembremo-nos de que também visamos mostrar que:

i- nossa percepc¢do da realidade empirica é estruturante;

349 . ~ sy e . . . .
O teorema diz que toda equagdo algébrica de grau n a coeficientes reais admite n

solugdes. Foi o brilhante Carl Friedrich Gauss quem demonstrou tal teorema, isso em sua
tese de doutorado. Alids, Gauss daria outras demonstragdes do teorema ao longo de sua
vida.

3% stamos nos referindo a dominios (matematicos) estruturados. Em principio,
precisamos de um conjunto ndo-vazio de objetos (o dominio de objetos) e de relagOes
estruturais. Da Silva nos dira que “Propriedades estruturais sdo propriedades de um
dominio que 1) envolvem somente suas relagdes estruturais e 2) podem ser
completamente expressas formalmente (i.e., propriedades estruturais sdo propriedades
formais) (...) Estruturas podem ser caracterizadas como aspectos abstratos formais comuns
de dominios isomorfos”. (DA SILVA, J.). Structuralism and the applicability of mathematics,
p. 232)

*1Um caso interessante em que temos dominios isomorfos é aquele do conjunto de
vetores no plano e o conjunto dos numeros complexos. No primeiro caso, temos uma
interpretacdo geométrica para cada vetor. E sabido que todo nimero complexo pode ser
visto como um par ordenado (a,b). Interpretados de maneira conveniente, os axiomas
referentes a adigdo e multiplicacdo de numeros complexos se referirdo a adigdo e produto
escalar entre vetores.

*?Resolvemos analisar outra maneira de justificar a utilizagdo de certas estruturas
matematicas na formulagdo da mecéanica quantica para ilustrarmos melhor nossa visdo de
como a matemdtica se aplica a fisica. Heisenberg criou a teoria, como vimos, por meio de
varias analogias. Ja a andlise de Dirac, por ser posterior aquela do fisico alemdo, é mais
didatica — como veremos.
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ii- a matematica é utilizada para a descricio de fendmenos
fisicos de duas maneiras: expressa dados da experiéncia e

leis da fisica - tese que ja foi discutida, e que retomaremos.

Tomemos, entdo, o seguinte experimento fisico. Seja um cristal
homogéneo feito de certo material (e.g., turmalina353). E sabido que,
quando iluminado por um feixe de luz, o cristal desvia-o de um modo
especifico. Se o feixe (planar3>4) é emitido formando um angulo a (ndo-
nulo) com o eixo Optico3>> do cristal, observam-se duas situagoes
excludentes: aparecimento35¢ de uma marca pontual em um detector

(e.g., uma chapa fotografica) ou o nao-aparecimento da marca.

Para cada angulo a entre o eixo 6ptico e a inclinagdo do feixe,
observa-se que uma fracdo357 (do feixe) proporcional a sin’a é
observada na chapa fotografica. Agora, para um unico féton, o que se
pode dizer? Primeiramente, é importante saber que é possivel elaborar o

experimento para o caso de um unico f6ton.

353 . ;. ;g
Um cristal composto de aluminio, ferro, sddio e alguns outros elementos, mas que

se comporta como um material homogéneo.

%0 feixe e 0 eixo Optico do cristal deverdo estar contidos em um mesmo plano.

355Direg§o em que os raios sdo transmitidos com a mesma velocidade.

38Claro gue estamos omitindo os detalhes referentes a realizagdo do experimento.

»7NFo é rigoroso o uso do termo uma fragdo do feixe. O que estamos querendo dizer
é que, para o caso de se poder realizar o experimento varias vezes, o0 nUmero de casos em
que se observa a presenca de uma marca no detector é proporcional a sin? a e ao nimero
de vezes em que se efetuou o experimento. O que sera relevante para nossa discussdo é o
experimento com uma unica particula, i.e, estamos imaginando o feixe de luz como sendo
constituido de particulas. E muito importante notar que se tivermos um feixe de fétons
dividido em duas componentes de intensidades distintas (de luz), poderia ser o caso de
fotons de um feixe interferir com fétons do outro - o que nunca é observado neste nosso
experimento. Mais precisamente, se assumirmos que a intensidade de um feixe possa
sempre ser analisada pelo numero total de fétons do feixe, poderia ser o caso de, devido a
interferéncias, o cientista encontrar um numero maior de fétons no detector que aquele
presente no feixe inicial. Isto contraria o principio conservagdo da energia. O que se faz em
teoria quantica é atribuir probabilidades a cada féton individual, e ndo ao feixe visto como
um todo. A cada foton estara associada uma fungdo que nos dara a probabilidade de
encontra-lo em dado estado, i.e., presente na chapa, ou ausente. Faltou dizer que um féton
sO interfere consigo mesmo, nunca com outro féton. Mas, visto que no contexto da
discussdo a hipdtese parece razoavel, pois estamos nos colocando na posi¢cdo de questionar
a validade de hipéteses formuladas no contexto da mecanica classica.
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Para o experimento com um unico foéton, a situacdo em que se
observa a marca no detector é proporcional ao sina - sendo o nio-
aparecimento da marca na chapa fotografica proporcional a 1 — cos?a.
Este resultado é estranho, se visto de acordo com a mecanica classica.
Desde que é possivel realizar o experimento para o caso de um unico
féton358, a Unica descricdo probabilistica compativel com a mecanica
classica nos diria que, conhecidas as condi¢des iniciais do féton, é
possivel prever (com certeza) se havera presenca ou auséncia de uma
marca no detector. E é sabido que tal descricdo classica ndo é coerente
com o que se observa. Excetuando-se o caso de o féton ser emitido
perpendicularmente ou paralelamente ao eixo éptico do cristal, ndo é
possivel dizer com certeza o resultado final do experimento. Se o féton
for emitido ortogonalmente ao eixo dptico, o resultado é a auséncia de
marca no detector. Se for emitido paralelamente, é certa a presenca da
marca no detector. Estes sdo os unicos casos de certeza. Isso sugere a
introducao de termos referentes a probabilidades, mas de um modo
distinto daquele da mecanica classica, pois parece haver uma nog¢ao de
probabilidade intrinseca3>? a deteccdo do estado do féton. Ora, visamos
preservar a individualidade3¢? do féton, i.e., se aceitarmos a hipotese
fisica de que ele é uma particula, somos obrigados a aceitar que nao

podemos saber precisamente quando é que vamos encontrar uma marca

*¥sabemos que a luz pode ser analisada tanto do ponto de vista ondulatério quanto
daquele da mecanica de particulas. Neste segundo caso, as particulas constituintes da luz
recebem o nome de fétons. E o experimento acima pode ser elaborado tanto para um feixe
de fétons quanto para um Unico féton.

*°Em mecanica classica, conhecidas as condic¢des iniciais do movimento de uma
particula, é possivel dizer com certeza o estado final da particula. Observemos que estado
fisico é tomado como um ente primitivo para nds. Apenas utilizaremos simbolos para
denotar os dois possiveis estados do foton, i.e, presenca ou auséncia de marca no detector.

N30 faria sentido dizer que um pedago do féton é desviado e outro, ndo. “Uma
fragdo de um fdéton nunca é observada”, diz Dirac. ([DIRAC, P.A.M. Principles of quantum
mechanics, p. 2) O que se observa, no caso de um Unico féton, é a presenca (ou auséncia)
da particula no detector, nada mais. Sua energia, no primeiro caso, é a energia total do
foton emitido. Observemos também que ndo é de nosso interesse discutir aqui outro
aspecto interessante da teoria quantica, que é o estudo das propriedades ondulatdrias da
luz. Em principio, tomamos a luz como constituida de fétons, sendo estes, particulas.
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no detector ou ndo. Desde que a descricao classica é incompativel com o

que se observa, seria mister buscar uma outra descrigao.

Continuando a explorar nosso exemplo, facamos a seguinte
analogia: utilizemos o simbolo 10> para denotar o caso em que nao
houver marca na chapa fotografica, e3¢1 |15, para o caso em que ocorrer
marca na chapa. Ora, sabemos que, exceto em dois casos isolados,
sempre havera uma probabilidade associada a medicao do estado final
do foton no nosso detector. Visto que ndo podemos ter certeza sobre o
resultado final do experimento, seria tutil pensar em termos de uma
espécie de sobreposicdo362 dos estados (no sentido da coexisténcia dos

estados) 10> e | 1>.

Visamos entender o féton como uma particula que existe em um

estado de superposicao, o qual é - de alguma maneira - intermediario363
entre |1> e 10>. A fim de que possamos definir um estado intermediario,
é razoavel saber como adicionar3®* |1> e 10>. O minimo que devemos

esperar é que a adigdo de estados fisicos seja um estado fisico.

**'Estamos utilizando 11> para indicar, tanto antes quanto depois da medida, o

estado do féton, mesmo que, apds a medida, tudo que tenhamos seja uma marca na chapa.
Também é verdade que sempre que o féton estiver em |15, observaremos uma marca na
chapa, e sempre que a observarmos, poderemos afirmar que ele estava em |1>.

362Primeiramente, ndao parece ser o caso de observarmos objetos em estado de
superposicdo, embora nao possamos excluir tal possibilidade. Mas, quanto ao nosso
experimento, fétons ndo sdo observados diretamente, e ndo podemos saber realmente se
eles existem em um estado de superposi¢do, ou ndo. No caso do féton, se quiséssemos
observd-lo diretamente, seria necessario ilumina-lo com algum tipo de feixe de luz. Feito
isto, estariamos causando uma interferéncia no estado inicial do féton. O que importa ao
fisico é se as hipdteses fisicas levam a previsdes corretas ou ndo. Se for o caso de haver
acordo entre as previsGes e as medi¢cdes, mesmo que nunca possamos saber como é a
realidade material, tudo se passa como se a realidade fosse de acordo com as hipdteses
elaboradas a seu respeito. E é isso que importa ao fisico. Veremos que o objeto de estudo
das ciéncias empiricas, em particular da fisica, sdo as propriedades estruturais do mundo
(ou da realidade — se é que existe uma), e ndo as propriedades materiais.

363Veremos, em breve, o que é este estado intermedidrio.
Tal idéia de adicionar estados de modo a obtermos um estado intermedidrio ja soa
como uma hipétese estatistica, isso no sentido de ponderarmos de algum modo os estados
iniciais de modo a obtermos um estado intermedidrio.

364
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Até aqui, estamos dizendo que sempre que tomarmos dois estados
fisicos e os virmos como superpostos, a superposicdo é outro estado
fisico. Neste sentido, dizemos que a adicdo de estados fisicos deve
resultar em outro estado fisico. O que estamos afirmando é que os
termos que representam os estados devem satisfazer a um tipo de
propriedade de fechamento com relacdo a adicao, i.e., a soma de estados
fisicos é um estado fisico. Claro que a adicdo se aplica aos termos que
denotam os estados fisicos. Sabemos haver inumeras estruturas
matematicas que sdo fechadas com relacdo a adicao. Dentre elas,
encontram-se o conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais, reais,
matrizes finitas, tensores. Mas sabemos que, para uma descri¢do precisa
do fendmeno, devemos introduzir os termos referentes as frequéncias
com que se observa, ou ndo, a marca no detector. Nos nos referiremos a

eles, respectivamente, por A e 3.

Em termos matematicos, devemos ter que 0 + 1L =
12> € S sempre que 10> €S e 11>€e S, onde “e S” significa “é um estado
fisico”. Claro que ainda ndo sabemos exatamente o que significa “+” na
equacdo acima. Ora, também é necessario poder introduzir os termos

relacionados as frequéncias, os quais sdo fungoes do angulo3¢> a.

Sabemos que estados fisicos e frequéncias de ocorréncia desses
estados sao fatos distintos. Assim, se quisermos ser mais precisos quanto
a descricdo do experimento, é necessario incluir outros termos
relacionados as probabilidades de se observar (ou ndo) o féton no
detector. Utilizemos, entdo, as letras A e u a que nos referimos acima,

mesmo que ndo tenhamos dito (ainda) como elas se relacionams3¢® as

365 . 2 .2 . .
sin“ ¢ e 1 — sin® @, como vimos anteriormente.

**Deixaremos a maior parte dos detalhes técnicos do texto de Dirac como
referéncia, pois vimos a relacdo entre os conceitos da matemadtica e a mecanica quantica
nas secOes 32 e 42 do capitulo 12. Mostramos como Heisenberg desenvolveu a teoria
qguantica. O texto de Dirac, por ser bastante didatico, nos pareceu de interesse. Nos o
utilizaremos para elaborar nossa discussao a respeito de a realidade fisica ser estruturante,
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probabilidades de se observar (ou ndo) a presenc¢a da marca no detector.
Escrevamos 410> + ull> = [2>. Neste caso, entendemos esta expressao
do seguinte modo: sempre que 410> e ull> denotarem estados fisicos,
A10> + wll> = 12> também denotara um estado fisico. Mesmo que nao
tenhamos definido o que é a superposicao de termos 410> e ui1», o fisico-
matematico com o minimo de treino em algebra linear sabe que seria
razoavel pensar na estrutura matematica de espagos vetoriais para

descrever o experimento acima. Vejamos o porqué disso.

Vetores vy, v4,..,V, sdo elementos de um conjunto H dito espaco
vetorial3¢? (sobre o corpo k). E sabido que vetores podem ser
adicionados (entre si) e multiplicados por elementos do corpo k, ditos
escalares. A adicao de vetores é um vetor e o produto de um vetor por
um escalar é também um vetor. Enfim, vetores denotarido estados e
escalares se referirdo aos termos associados as probabilidades de
ocorréncia de tais estados. Vejamos, entdo, como é possivel sugerir o uso
da estrutura matemadtica de espacos vetoriais para a fundamentagao

basica da mecanica quantica.

Dissemos que estados fisicos e probabilidades se referiam a fatos

distintos. Em geral, vetores e escalares sdo objetos matematicos de
naturezas distintas3¢8. Ora, se sugerirmos que 10> seja denotado por um

vetor vy, e |1> por v4, seria de se esperar que A e u se referissem a

elementos de k, isso para podermos escrever Avy + uvy; = v, , sendo v,

i.e, nds atribuimos a ela uma estrutura ao observarmos. Apenas nos deteremos no que for
fundamental a discussdo do nosso exemplo. Para este caso, a probabilidade de se
encontrar o féton no estado 11> (para o estado 12> ser um vetor de comprimento unitdrio) é
dada por A%. Analogamente, 32 para 10>.

**’N3o é de nosso interesse discutir a teoria bésica dos espagos vetoriais. Apenas
definiremos aquilo que for relevante para nosso trabalho, pois ndo queremos introduzir
detalhes que apenas dificultariam a compreensdo da nossa tese. Até aqui, basta saber,
intuitivamente, que vetores podem ser adicionados e multiplicados de modo a descrever
corretamente o experimento de interferéncia do féton com o cristal.

*%Claro que ha casos em que vetores e escalares sdo elementos de um mesmo
conjunto, como é o caso do espaco vetorial dos nimeros reais sobre o corpo dos reais.
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utilizado para denotar 12>. Neste contexto especifico, podemos dizer que
“+” se refere a adicdo de vetores, e a sobreposicdo de termos Av, (uv4) a
multiplicacdo de um vetor por um escalar. O conjunto de todos3¢? os
estados fisicos serd descrito por um conjunto de vetores. Para nosso
exemplo, temos somente dois estados possiveis. Sdo eles |1> e 10>. Estes
estados nunca sdo observados simultaneamente, e neste sentido, sio
independentes. Matematicamente379, diz-se que sdo denotados por

vetores linearmente independentes.

Nosso exemplo se refere a um experimento limitado a medicdo de
dois estados371. Mostramos na 42 secdo do capitulo 1° que é infinito o
numero dos possiveis estados fisicos relacionados a energia de um

sistema atémico simples. Ora, neste caso é razodavel utilizarmos um

o

espaco vetorial (sobre o corpo dos complexos3’2) cuja dimensao

o

infinita. Ainda no contexto do experimento, sabemos que o f6ton
descrito matematicamente pelo vetor Avy + uvy = v,. E sabido que
somente um estado é observado no detector. Sabemos também que é
necessario descrever matematicamente3’3 o que ¢é observado

empiricamente, caso queiramos ser precisos na descricdo do

369 . ) .
No nosso exemplo, temos apenas dois estados, mesmo que seja infinito o conjunto

de nuimeros reais relacionados a sin?a e 1 —sin? a. Neste caso, teremos um espaco
vetorial constituido de dois vetores sobre o corpo dos nimeros complexos. Vimos na
quarta secdo do capitulo 12 o porqué da utilizacdo de nimeros complexos. Mesmo no caso
de haver somente dois estados possiveis, a utilizagdo de nimeros complexos pode ser
necessaria. Para ver isso, deixamos a titulo de referencia o texto Modern quantum
mechanics, de Sakurai. No primeiro capitulo, Sakurai discutird o conhecido exemplo do spin
do elétron, que requer a utilizacdo de um espaco vetorial de duas dimensdes sobre o corpo
dos complexos.

*®De maneira bastante simplificada, um conjunto de dois vetores (ndo-nulos) é
linearmente independente se um vetor do conjunto ndo for multiplo do outro.

¥IN6s também diremos, de modo indistinto, estados medidos, observados,
detectados.

43 trabalhos técnicos em que se procura desenvolver um tipo de mecanica
quantica em que o corpo sobre o qual se define o espago vetorial é o conjunto dos
quaternions. Mas, isso ndo é de relevancia alguma para nosso trabalho, e parece que
sequer é relevante para a fundamenta¢do matematica da mecanica quantica.

*”Dirac também sabia. Lembremo-nos gue estamos seguindo o texto The principles
of quantum mechanics, de Paul Dirac.
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experimento e na fundamenta¢do da teoria quantica. De posse de uma
algebra (vetorial) para descrever os estados, Dirac visara obter uma
dlgebra dos observdveis3’*. Antes de seguirmos com tal algebra,
resumamos o que foi dito a respeito da analise do experimento acima e
analisemos com um pouco mais de profundidade as hipoteses (i) e (ii)

mencionadas anteriormente.

Partimos de um exemplo referente a um experimento fisico que nao
admitia uma explicagdo no contexto da fisica classica. Indicamos como
conceitos elementares da matematica (e.g., vetor) podem ser utilizados
na descricdo do experimento de espalhamento de um féton por um
cristal. A hipétese fisica de que o foton existe em superposicio dos
estados indicados por 1> e 10> recebe o nome de principio da
superposi¢do. Por meio deste principio é que podemos escrever a
seguinte expressdo: 110> + ull> = |2>. Dissemos que tinhamos o intuito
de analisar duas hipoteses, as quais denotamos por (i) e (ii). A primeira
delas se referia ao fato de a percepcdo ser estruturante. E a segunda nos
dizia algo que dissemos anteriormente, i.e.,, que a matematica expressa

corretamente os dados da experiéncia empirica e hipoteses fisicas.

Quanto a (i), partilhamos da visao de que as ciéncias empiricas se
aplicam a realidade como a percebemos. Ora, nossa visdo esta préxima
daquela partilhada por Kant. Vejamos, por meio de uma exposicdo
bastante simplificada, algumas das idéias do filésofo alemao que

julgamos relevantes para nosso trabalho.

374 . . ~ . , . ~
Definimos na sec¢do 42 do capitulo 12 o que é um observavel e sua relagdo com as

medidas elaboradas pelos fisicos. No contexto do experimento de interferéncia, suporemos
que essas e definicdes sdao conhecidas pelo leitor. Notemos que o exemplo acima se refere
a fotons, aos quais ndo se aplica a equagdo de Schrodinger, mas de Klein-Gordon. Nosso
exemplo é propedéutico a compreensdo de como o fisico pode proceder visando
matemadtizar a natureza.
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Kant375 tratava asser¢des gerais como atribui¢cdes de um predicado
(p) a um sujeito (S), i.e., S é p. E quanto as asser¢des matematicas, de
modo preciso, as sentencas (verdadeiras) serdo divididas em analiticas e
sintéticas (a priori e a posteriori). Kant se referia as asser¢oes por juizos.

De modo esquematico, temos que:

1-Os juizos podem ser de dois tipos: analiticos e sintéticos. Juizos
sintéticos sao divididos em dois grupos, i.e., sintéticos a priori e
sintéticos a posteriori. Juizos analiticos sdo aqueles em que a idéia
denotada pelo predicado esta contida na idéia denotada pelo sujeito.
Juizos sintéticos sdo aqueles em que tal relacdo nao ocorre. Verdades
sintéticas a priori sdo aquelas em que a idéia denotada pelo sujeito nao
contém aquela denotada pelo predicado e que ndo sdo empiricamente
demonstraveis. Ja as verdades sintéticas a posteriori sio aquelas cuja
idéia denotada pelo sujeito também nao esta contida naquela denotada
pelo predicado, mas que podem ser empiricamente verificadas (estas sao
as verdades de fato de Leibniz37¢). A filosofia (da Critica da razdo pura)
de Kant foi elaborada para explicar a possibilidade dos juizos sintéticos a

priori.

2-A forma dos enunciados, segundo Kant, da-se pela cépula de um
predicado a seu sujeito. O sujeito e o predicado referem-se a ideias dos
objetos representados em nossas consciéncias. No caso analitico, a
representacdo denotada pelo sujeito do enunciado contém aquela

denotada pelo predicado.

375 . . P . . ~ .
Kant e Leibniz. E nds nos referimos a afirmac¢des que podem ser enunciadas em

uma linguagem e se referir a nossa realidade empirica ou somente a fatos da matematica
pura.

3%para Leibniz, as asser¢bes verdadeiras se dividiam em dois grupos
complementares: verdades de fato e verdades da razao. As verdades da razdo sdo aquelas
cujas negagdes sdo contradigcdes ldgicas. As verdades de fato sdo asser¢les cuja negacgao
ndo implica uma contradigdo légica. As primeiras sdo verdadeiras em todos os mundos
possiveis. Retomaremos esta discussdo sobre Leibniz adiante, mas somente em notas de
rodapé.
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3-Além da andlise dos conceitos envolvidos em um enunciado
sintético, a fim de se conhecer a veracidade do enunciado, far-se-ia
necessaria sua verificacdo. No caso da geometria, a construcao
geométrica é a verificacdo. No caso da aritmética, a contagem. Mas nao é
possivel verificar que a soma dos dngulos internos de um triangulo é igual
a dois dngulos retos para todos os triangulos. Também nao é verdade que
o simples fato de 7 macgds juntadas a 5 peras nos darem 12 frutas é
suficiente para concluirmos que ¢é sempre verdadeira a sentenca

aritmética5+ 7 = 12.

4-A intuigdo sensivel denota os dados dos sentidos; ja a sensibilidade
é a capacidade de sermos afetados pelo mundo por meio dos sentidos. A
sensibilidade empirica é a solucdo para a possibilidade dos juizos
sintéticos a posteriori. Ja os juizos sintéticos a priori dependem de outro
tipo de intuicdo, ditas intuicées puras. As intuicdes sensiveis sdo
apresentadas sempre no espacgo e no tempo. Estes se impdem aos dados
sensoriais como sua forma, sendo a forma a priori de toda intuicdo
sensivel possivel. Espaco e tempo sdo os moldes que revestem toda

intuicao sensivel.

5-Espaco e tempo sdo intuicdes puras. As verificacdes3??
matematicas se dao na intuicdo pura. Desde que espago e tempo sdo as
formas necessarias de toda experiéncia, e sendo a matematica a ciéncia,
por exceléncia, do espaco e do tempo, nossa experiéncia é
automaticamente matematizdvel. Isto se da pelo fato de nosso mundo

ser um mundo espagotemporal.

377 e , , L.
Quanto a intuicdo sensivel, sabemos que, de acordo com Kant, é necessaria a

ligacdo dos conceitos ao sensivel a fim de que algo possa fazer parte da nossa experiéncia.
Os proéprios objetos matematicos seriam também construidos a partir das formas a priori,
espaciais e temporais da intuicdo sensivel. NUmeros imaginarios, por exemplo, que ndo
podem ser construidos em nossa intuigdo sensivel, seriam objetos impossiveis para Kant.
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6-0 conhecimento matemadtico é fundado na construcdo378 de
conceitos aos quais nos referimos por simbolos. Estes devem se referir a
algo, no caso, a objetos que deverdo ser representados na intuicao
sensivel ou na pura. E relevante dizer que a filosofia kantiana nunca
eliminou as duvidas sobre a natureza sintética da aritmética. Ela era
incapaz de lidar com numeros irracionais e imaginarios, pois estes nao
podem ser construidos na intuicdo pura3’®. Se a geometria é a moldura
que impomos as representacdes do espaco fisico, ndo é o6bvio que a
aritmética seja aquela imposta as nossas representagdes do tempo.
Houve quem pensou (e.g., Frege) que a geometria seguia os moldes
kantianos e que aritmética se daria de acordo com uma moldura
leibniziana380, Mas, do trabalho de Kant, vejamos em que medida ele nos

é util.

378 e . . ; .. . .~
Especificamente falando, “Construir um conceito é apresentar a priori a intuicdo

que lhe corresponde”. (KANT, I. “Critica da razdo pura” p. 580. Em DA SILVA, J.J. Sobre o
predicativismo em Hermann Weyl, p. 40) E no caso da matematica, “...os conceitos devem
estar imediatamente presentes in concreto na intuigdo pura”. (Idem, ibidem p. 41)

*”’Imaginemos, ent3o, o fatorial de um cardinal transfinito, e.g., no fatorial de N 17
Tais entidades sao legitimas, como nos mostrou Cantor.

**pe modo esquematico, para Leibniz, retomando a divisdo entre verdades de fato e
da razdo:

1-as asser¢des verdadeiras se dividem em dois grupos complementares: verdades de
fato e verdades da razdo. As verdades da razdo sdo aquelas cujas negacbes sdo
contradicBes ldgicas. Ja as verdades de fato sdo assergBes cuja negacdo ndo implica uma
contradigao ldgica. As primeiras sdo verdadeiras em todos os mundos possiveis .

2-Para Leibniz, uma asser¢do pode ser analisada como a atribuigdo de um predicado
a um sujeito. Uma assercdo verdadeira é aquela em que o predicado estd contido no
sujeito.

3-Leibniz diferenciard verdades logicamente necessarias de verdades contingentes.
As verdades da matematica sdo verdades da razdo, assim, necessarias e a priori.

4-Para Leibniz, toda identidade matematica pode ser reduzida a uma instdncia do
principio de identidade a = a. A matematica é, para ele, uma cole¢do de tautologias. Ele
acreditava que toda asser¢do matematica verdadeira é sempre uma instancia do principio
da identidade; inclusive os axiomas da geometria euclidiana deveriam ser redutiveis a
instancias do principio da identidade.

5-As verdades matematicas estariam dormentes na mente humana, tendo chegado
|4 por vontade de Deus. E para Leibniz, “Deus, por seu turno, ndo imprimiu a matematica
apenas na alma humana, mas também na natureza”. (DA SILVA, l.J. Filosofias da
matemadtica, p. 92)
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Concordamos com Kant que a prdpria percepgdo envolve a
imposicao de uma forma aquilo que é percebido. Na visdo kantiana, o
objeto de nossas representacdes3®! mentais nao é criado pelas formas a
priori do entendimento, mas moldado de acordo com elas. Ruscio nos

diria que (quanto a posi¢ao kantiana)

Transposta em uma linguagem, esta posi¢do conduz a: linguagem contém formas; estas
formas funcionam como formas de objetos: é entdo a linguagem que da forma ao objeto
do qual se fala. (RUSCIO, A. “Pensée formelle et symbolisme chez Gilles Gaston Granger”

p. 62 Em Alguns aspectos do pensamento formal-homenagem a Gilles Gaston Granger)

Embora ndo estejamos preocupados com uma abordagem
linguistica das criticas kantianas, como é o caso de Ruscio, parece-nos

relevante esta Ultima citagdo. Vejamos o porqueé.

Kant restringia a intuicdo pura as verificacbes matematicas. E é
neste sentido que discordamos do filésofo alemao. Para nds, a
matematica nao pode restringir-se a intuicao pura, pois ha conceitos que
nao podem ser construidos nessa intui¢do382, como por exemplo a raiz
quadrada de um nimero negativo. Para nos, ha outros tipos de intuicao,

como por exemplo a intuicdo formal ou simbdlica. Esta383 intuicdo é

*#lquanto as representacdes mentais de um sujeito consciente, a “estrutura
transcendental do sujeito consciente (formas a priori da sensibilidade e conceitos puros do
entendimento) constituem um conjunto de formas presentes a priori no sujeito; essas
formas determinam os modos segundo os quais o real (...) receberd a forma de um objeto,
forma de ligagdo a outros objetos (...)” (RUSCIO, A. Pensée formelle et symbolisme chez
Gilles Gaston Granger, p. 61). Concordamos com Ruscio e Kant, mas ndo restringimos a
intuicdo pura a constru¢ao matematica.

*2quanto a filosofia transcendental de Kant, Granger opina que “(...) pode-se dizer
que a filosofia transcendental tentava introduzir um contetdo formal no préprio nivel do
sensivel, por meio das formas a priori da sensibilidade (...) ( GRANGER, G.G. Por um
conhecimento filosdfico, p. 32). Granger refere-se a tese de que “(...) o elemento sensivel
fundamental do conhecimento manifesta-se ao mesmo tempo como um contetdo objetivo,
desvinculado de toda referéncia aos atos de percepg¢do do sujeito e, como substitutivo, ou
ao menos a réplica exata, na percep¢do, do que seria, na linguagem, um certo tipo de
simbolo” (Idem, p. 33).
3N intuicdo formal associamos um tipo especifico de conhecimento dito simbdlico,
i.e, “O conhecimento simbdlico tem a ver exclusivamente com o modo pelo qual os objetos
ser relacionam uns com os outros independentemente de suas naturezas particulares ou da
natureza particular das operagdes e relagdes envolvidas, i.e., com as propriedades formais
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constituida por tudo aquilo que puder ser representado38* em uma
linguagem formal. No caso dos nimeros complexos, eles sdo construidos
na intuicdo formal. E, quanto a citacdo acima de Ruscio, os objetos da
matematica sdo representados (ou constituidos) em uma linguagem
puramente formal. Cremos que esteja claro nosso ponto de vista e que é

possivel seguir com (ii).

Quanto a utilizacao da matematica para descrever o estado do foéton
no experimento de dispersdo da luz pelo cristal, o fisico parte de dados
obtidos empiricamente. Via experimentos é que se chega a conclusdo de
que, mesmo sendo conhecido o estado inicial da particula de luz, nao é
possivel ter certeza do seu estado final. Vimos que ha sempre uma
probabilidade intrinseca relacionada a medicdo do estado do féton. A
hipétese fisica relevante e que permite a utilizacdo da algebra vetorial
elementar para a descricdo do experimento é o principio385 da
superposicdo. Ora, ao utilizar uma estrutura de espaco vetorial para a
analise/descricdo do experimento, o fisico estard de posse de uma
ferramenta matematica muito mais rica que aquela dada pela mera
utilizacdo de fungdes trigonométricas (e.g., sin? a). Neste ultimo caso,
elas servem somente para a descricio de resultados obtidos

empiricamente. Pela utilizacdo de vetores, o fisico podera adicionar38é

de variedades matematicas gerais de determinado tipo; ele nos diz absolutamente nada a
respeito da natureza especifica dos objetos das variedades.” (DA SILVA, J.J. Away from the
facts - Husserl on symbolic knowledge p. 22) Os objetos da intuigdo formal sdo denotados,
obviamente, por simbolos. Estes ultimos sdo os suportes de determinadas operagdes
(matematicas) exequiveis no contexto de um sistema formal. Para fins da aplicabilidade,
exigiremos que as teorias formuladas em linguagens formais sejam consistentes ou que
partes dessas teorias o sejam.

**Ppara fins da aplicabilidade, exigiremos que as teorias formuladas em linguagens
formais sejam consistentes ou que partes dessas teorias o sejam.

*0 principio da superposicdo também “leva a uma teoria matematica na qual as
equacgdes que definem um estado sdo lineares nas incégnitas”. (DIRAC, P.A.M. The
principles of quantum mechanics, p. 14) Vimos nas se¢des 32 e 42 do capitulo 12 como a
teoria dos operadores lineares é Gtil a fundamentacdo da mecanica quantica. Essa ultima
citacdo nos diz que o principio da superposicdo nos leva naturalmente a formulagdo
matematica que discutimos no capitulo 19.

386Obviamente, o fisico adiciona termos matematicos referentes aos estados.
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estados e mesmo elaborar previsdes tedricas dentro dessa estrutura
matematica. Paul Dirac nos mostrara com algum detalhe (mas sem muito
rigor matematico) como obter a estrutura matematica basica da
mecanica quantica nao-relativistica3®’. Para noés, apenas alguns detalhes
basicos da analise de Dirac serao relevantes a nossa discussdo. Vejamo-

los, entio.

Dirac chamava de vetor do tipo ket (ou somente ket) os termos que
denotavam os estados fisicos, i.e., termos do tipo la;> (para um indice
arbitrario j). Dirac introduzird também vetores que ele chamara de bra,
e que serdo denotados por «ay|. Faltava relacionar os vetores do tipo bra
aqueles do tipo ket. Dirac conhecia um teorema matematico da algebra
linear388 que relacionava vetores e funcionais lineares. E importante
lembrar que vimos a definicdo de operador linear no capitulo 12. Ja um
funcional linear ¢ é uma transformacgdo linear cujo dominio é um espaco
vetorial H'e contradominio é o corpo38° k sobre o qual H é definido. Em
notacdo3%0 matematica, escrevemos ¢:H — k, de modo que @(Av +
w) = 1p(v) + ¢(w). E sabido3°! que para todo vetor v pertencente a um
espaco de Hilbert392, ha um tnico funcional linear ¢, de modo que a agdo
do funcional em um vetor w de H é dada pelo produto escalar de v por

w, i.e, ¢,(W) = v.w. Na notacgdo de Dirac, o produto escalar é denotado

387 ~: . ; . ~ e s . , .
Dirac analisard, posteriormente, a equagdo relativistica para o elétron do atomo

de hidrogénio, a qual recebe o nome de equagdo de Dirac.

¥ Claro gue nos referimos ao teorema de Riesz, que é valido para qualquer espago
de Hilbert, ndo se limitando a espagos vetoriais de dimensao finita.

*0u seja, se ' é um espaco vetorial sobre o corpo k, um funcional linear é uma
transformacdo linear do espaco vetorial H em k, sendo que k é visto como espago vetorial
sobre si mesmo.

**No contexto da matemética pura, é costume utilizar v ou ¥ para denotar um vetor.
Somente escreveremos |a;> quando estivermos nos referindo a estados fisicos. A diferenca
é simples, pois vetores v e Av (para A e v ndo-nulos) denotam vetores distintos, enquanto
Ala> e lay> denotardo exatamente o mesmo estado fisico.

**!V/ia teorema de Riesz.

Na secdo terceira do capitulo primeiro discutimos o porqué de se utilizar espacos
vetoriais de dimensdo infinita dotados de um produto interno e que sdo completos com
relacdo a norma oriunda desse produto. Como sabemos, tais espacos sdo ditos espacos de
Hilbert.

392
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por <viwy, e o elo entre bras e kets é dado por um principio3?3 dito
principio de dualidade. Vejamos, entdo, apenas de maneira intuitiva3?4,
como surgem as nog¢des de operadores lineares e autovalores e

autovetores no contexto da mecanica quantica.

Sejam |a» e la’> estados fisicos arbitrarios. Por meio de uma
operacgdo 0, associemos a eles determinados estados fisicos |Fp» e 1G,»,
respectivamente. Suponhamos que a soma de |a> + |a’> esteja associada
IF,>» + 1G,» - tal associacdo também deve se dar pela operacdo O.
Assumamos que |F,> + 1G,» denota um estado fisico. Exigiremos
também que Al @ seja levado em Al F,» por 0. Vejamos, entdo,

intuitivamente, a no¢do de operador linear.

Coloquemos a questdo da seguinte maneira: Ola = IF,>,
Ola’> =1Gy, > de modo que Ol + 1a») = A0la> + Ola”. Essa
hipétese a respeito de O é coerente com o principio da superposicdo e
nos permite (permitiria) introduzir a no¢do de operador linear,
autovalores e autovetores e elaborar uma discussao da relacao entre
conceitos matematicos e dados da experiéncia empirica como fizemos na

terceira3?> secdo do capitulo primeiro. E nesse contexto, O denotara um

39373l principio exerce o papel do teorema de Riesz. De maneira sucinta, o teorema
de Riesz permite associar a cada vetor ¥ do espaco de Hilbert H o funcional linear
@3(.) = (¥].). O principio dual permitird associar a cada vetor do tipo ket |a;> um Unico
vetor do tipo bra «a;|. Precisamente, o principio dual nos diz que o dual da soma de kets
A layy t‘vk lay> é dado por Aj<a;| + vpayl

Visto que ja discutimos no capitulo 12, com precisdo, a relagdo entre os termos
matematicos e as grandezas empiricas.

**Na sec¢do terceira mostramos o porqué de se utilizar espacos de Hilbert (p. 51 da
terceira se¢do), operadores autoadjuntos (p. 63). No caso da analise desenvolvida por Dirac
em seu Principles of quantum mechanics, ndés ndo a seguiremos passoO a pPasso, Pois
estariamos reescrevendo as se¢des terceira e quarta deste trabalho. Lembremo-nos de que
o exemplo acima se refere ao movimento um féton, ao qual a equagdo de Schrédinger ndo
se aplica! Claro que Dirac sabia deste fato e apenas utilizou o exemplo referente ao féton
em seu principles of quantum mechanics para justificar a utilizacdo do principio da
superposicdo na elaboragdo de uma teoria quantica, mesmo sem dizer qual formulacdo da
teoria ele tinha em mente. No capitulo 52 de seu texto é que Dirac discutira a formulagdo
de Schrodinger.
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operador linear. Quanto a andlise subsequente a fundamentagdo
matematica da teoria quantica, ela seria exatamente3¢ aquela que
elaboramos na terceira se¢do do capitulo primeiro do nosso trabalho.
Enfim, chegariamos ao porqué de se utilizarem espagos vetoriais de
dimensdo infinita, nimeros complexos e outros conceitos matematicas
na fundamenta¢do matematica da mecanica quantica nio-relativistica. E
exatamente isso o que Dirac fard nos capitulos de 12 a 52 de seu
Principles of quantum mechanics. No capitulo 52 é que Dirac analisara a
equacdo de Schrodinger. Tal equagdo, como sabemos, nos permite
desenvolver uma dindmica quantica, i.e., possibilita a analise de como os

estados fisicos evoluem no tempo.

No contexto da criacdo da teoria quantica por Heisenberg, o que

tinhamos era (de acordo com as se¢des 12 e 22 do capitulo 19):

1-dados empiricos que nao eram corretamente descritos pela
antiga teoria quantica de Bohr, Einstein, Planck, Sommerfeld e muitos
outros; Heisenberg simplesmente aceitou que a fisica classica nao se

aplicava a descrigao dos fendmenos no nivel atdmico;

2-uma expressdo para o oscilador harmoénico que ndo mais se
aplicava a descricdo correta dos fendmenos atémicos, pois incluia
termos que ndo podiam ser observados diretamente pelos fisicos. Dentre
eles, a posicdo de uma particula. Heisenberg reinterpretou a expressao
para o oscilador classico. Para isso, foi guiado pelo principio heuristico
da correspondéncia de Bohr, dados3?7 empiricos e hipodteses fisicas,

como por exemplo a lei de Planck.

396 . ; . .
Ou seja, mostrariamos que O pode ser entendido como um operador autoadjunto

associado a um determinado observavel, sendo que vetores de um espago de Hilbert
denotariam os estados fisicos la» e la”. Enfim, chegariamos a utilidade (em mecanica
quantica) do conceito de autovetor, autovalor, etc.

A lei de Ritz-Rydberg expressava como adicionar as frequéncias quanticas.
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Em seguida, mostramos que Dirac foi capaz de estender a teoria de
Heisenberg, obtendo também a equagdo que leva o nome deste fisico
alemao. Vimos que Born e Jordan mostraram a relevancia da algebra de
matrizes para a fundamentacdo matematica da teoria criada por Werner
Heisenberg. Essa discussdo sumariza com precisao a hipdtese que
denominamos de (ii). Vejamos, agora, o que da Silva nos diz a respeito da
existéncia de objetos abstrata e sua relevancia para a epistemologia da

matematica.

3.14 Numeros existem ?

Quanto aos objetivos tracados para este capitulo, cremos que 1
tenha sido atingido. Quanto a 2, i.e., a ontologia, o tipo de caracterizagdo

que da Silva nos da do estruturalismo nos remete a visdo de que ele

..nd0 nega a existéncia de objetos matemadticos usuais; ele somente clama que
matematica ndo estd particularmente interessada neles (..) i.e., o conhecimento
matematico ndo é um conhecimento, ou pelo menos - ndo exclusivamente - de um tipo
particular de objetos. Objetos matematicos, se eles existem, sdo somente os suportes de
estruturas matematicas (...). Em uma casca de noz398, teorias matematicas sdo somente
descrigdes estruturais de dominios arbitrarios de objetos3??. (DA SILVA, ].J.

“Structuralism and the applicability of mathematics” p. 229)

Pelo menos para fins de aplicacdo da matematica, é irrelevante se
0s objetos matematicos existem#%0 de acordo com os realistas ou ndo. da

Silva ainda nos diz que

3%41n a nutshell”. Optamos por traduzir de modo literal.

**pa Silva usa “arbitrary objetal domains”. Optamos por evitar “objeta
peculiaridades da lingua portuguesa.

“Opara Poincaré, “A palavra ‘existéncia’ ndo tem o mesmo significado quando ela se
refere a uma entidade matematica ou quando se refere a um objeto material. Uma
entidade matematica existe desde que ndo haja uma contradicdo implicada em sua
definicdo, ou em si mesma, ou com a proposicdo previamente admitida”. (CHIHARA, C.S A
structural account of mathematics, p. 17) Para Hilbert, “Se atributos contraditérios sdo
dados a um conceito, eu digo que matematicamente o conceito ndo existe. Assim, por
exemplo, um numero real cujo quadrado é —1 ndo existe matematicamente. Mas se puder

III

devido a
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..0s ditos objetos matematicos exercem, ndo mais que o papel de suporte para as
estruturas matematicas, e que a utilidade da matematica jaz em sua habilidade de
prover conhecimento formal4%, aplicivel em principio a qualquer contexto material.

(DA SILVA, ].]. On the nature of mathematical knowledge, p. 5)

0 conhecimento que a teoria formal4%2 da aritmética pode nos dar a

respeito de seus objetos de estudo é que eles possuem todas, e somente

ser provado que atributos dados ao conceito nunca podem levar a uma contradi¢cdo pela
aplicagdo de um numero finito de inferéncias ldgicas, eu digo que a existéncia matematica
do conceito (por exemplo, de um nimero ou uma func¢do que satisfaca a certas condigGes)
é entretanto provada. No caso anterior, onde nds nos concernimos (sic) com os axiomas
dos numeros reais na aritmética, a prova da consisténcia dos axiomas é ao mesmo tempo a
prova da existéncia matematica do sistema completo de nlimeros reais ou do continuo”.
(ldem, p. 18) Para ambos os matematicos, existir é equivalente a estar livre de
contradigdes. Poincaré é bastante claro em sua citagdo, independentemente do contexto
matematico em que nos refiramos a existéncia de objetos matematicos. Quanto a Hilbert,
mencionemos uma citacdo devida a da Silva, e com a qual concordamos: “No caso de
defini¢cOes por sistema de postulados, dizemos que o termo definido existe (no caso de uma
nogao ou termo geral, quando pudermos toma-la extensivamente e afirmar que o que
existe é sua extensdo estendida como um objeto) quando o sistema é consistente e toda
sua extensdo por adjungdo de sentencas ja admitidas também o é”. (DA SILVA, J.J. Sobre o
predicativismo em Hermann Weyl, p. 15) Mencionemos, finalmente, a nogdo de existéncia
devida a Newton da Costa. Da Costa desenvolveu um tipo de ldgica dita paraconsistente e
mostrou que a trivializagdo de uma determinada teoria matematica ndo segue
necessariamente da existéncia de uma contradic¢do na teoria. Entretanto, de acordo com da
Costa, pode-se definir existéncia por ndo-trivializa¢éo. (ver GOMES, E.L. E D’OTTAVIANO, I.
M. “Aristotles theory of deduction and paraconsistency” Em Principia — revista internacional
de filosofia p. 89-90) A respeito da origem e desenvolvimento das légicas ndo-cldssicas, ver
(D'OTTAVIANO, I. M. L. “A Lbgica Classica e o Surgimento das Ldgicas
N&o-Classicas” Em Século XIX: o nascimento da ciéncia contempordnea p. 11-16).

“10ra, é claro gue ndo estamos dizendo que a formalizacdo de teorias matematicas é
relevante para que sejam aplicaveis. Um exemplo é a matematica desenvolvida pelos
babil6nios, a qual era aplicavel a problemas elementares, e.g., o célculo do volume de
certos sélidos, e que nao tinha absolutamente nada de formal. O que da Silva quer dizer é
que o Unico tipo de conhecimento que a matematica pode nos dar é formal.

*Estamos pensando no conjunto de axiomas ndo interpretados. Em uma teoria
puramente formal, podemos dizer que os objetos existem, mas somente intencionalmente.
Numeros naturais, por exemplo, podem ser entendidos como existindo a medida que sdo
Uteis em uma teoria matematica (aritmética) e que haja acordo dentre os membros da
comunidade cientifica que pratica aquela ciéncia. E tal acordo ndo é um contrato social,
obviamente, mas a constatacdo da utilidade os elementos da teoria pelos membros da
comunidade cientifica. Quanto a existéncia intencional daqueles objetos, ela também esta
amarrada a consisténcia ldgica. Da Silva nos dira que “A existéncia matematica estd (...)
amarrada de modo intimo a consisténcia ldgica, assim como Hilbert e Poincaré, dentre
muitos, queriam. Entendo que Frege ndo estd muito distante desta perspectiva. O dito
principio do contexto, afinal de contas, nos diz para ndo perguntar pelo significado de um
termo fora do contexto em que ele ocorra. NUmeros sdo, para Frege, objetos légicos que
existem a medida que eles ocorrem como referentes de termos numéricos no contexto



174

aquelas, propriedades atribuidas a eles pelos axiomas. A fim de
deixarmos clara a idéia de propriedades formais dos objetos, tomemos
um exemplo bastante conhecido, a invencdo dos nimeros complexos.
Ora, veremos que os numeros complexos exemplificam com clareza a
nossa posicdo de que os objetos matematicos funcionam exatamente

como alicerces para operagdes (ou estruturas) matematicas.

Sabemos que a expressio x?+ 4 =0 admite exatamente duas
solugbes, i.e, x; = +V—4 e x, = —3/—4. Também é sabido que nio é
possivel obter uma solucdo para tal expressio em termos de nimeros
reais, pois ndo existe um nimero real cujo quadrado seja igual a —4. Isso
felizmente nao impossibilitou o desenvolvimento da matemadtica a
época*?3 de Cardano e Bombelli. Vejamos, entdo, como é possivel lidar
com o problema da raiz quadrada de niimero negativo em um contexto
puramente simbdlico. Se introduzirmos o simbolo i com a propriedade
de i? = —1 e levarmos-se em conta somente a solu¢do positiva da

equacio anterior, poderemos escrever:
2 A .
x = V4i%=2i

Temos na expressdo acima a mera justaposicdo de simbolos, i.e., 2i.
A principio, sequer falamos na multiplicagdo do numero real 2 por i,
embora estejamos operando com os simbolos como se fossem fatores do
produto de um nimero real por i, e embora ndo saibamos a que classe de
nimeros pertencerd i. A expressio x?+ 4 que tomamos é bastante
simples, e apenas nos sugeriu a inser¢do de um simbolo para indicar a
raiz quadrada de —1. Visto que a justaposicdo de 2 e i nos leva a crer que

é possivel multiplicar nimeros reais arbitrarios b por i, é razoavel que

daquilo que Frege tomou por uma teoria logica, aritmética”. (DA SILVA, J.J. On the nature of
mathematical knowledge, p. 3, nota de rodapé)

““N30 discutiremos aspectos histdricos do desenvolvimento da teoria dos nimeros
imaginarios, apenas mencionaremos aquilo que for relevante para nossa discussao, i.e., o
desenvolvimento de uma digebra de nimeros complexos, que exemplificard nossa nogao de
formal.
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pensemos também na adi¢do de ndmeros reais a por bi. Claro que esses
objetos ndo podem ser nimeros reais, pois tais nimeros ndo podem ser
solugdes de equacgdes do tipo x? —hb%i?2 = 0. E, entdo, razoavel40+
assumir que a adicdo entre nimeros reais e os novos objetos possa ser
denotada por a + bi. Chamemos a parte denotada por a de real, e aquela

denotada por bi, de imagindria.

Do fato de as partes real e imaginaria serem de naturezas
distintas*%5, suponhamos que a adicdo de dois objetos denotados por

a + bi e z + wi satisfaca a
(a+bi)+ (z+wi)=(a+2)+(b+w)i

Para a multiplicagdo, visto que sabemos adicionar os novos objetos
e que i = —1, a fim de sermos coerentes com a defini¢do de adicdo e de

quadrado da unidade imaginaria i é razoavel sugerir4%¢ que
(a + bi).(z + wi) = (az — bw) + (aw + bz)i

N6s omitimos, de maneira propositada, algumas passagens
relevantes?’”, Na nossa definicio de adicao*%® esta implicita a
associatividade da operacdo. Ja na expressao referente a multiplicacao,

estdo implicitas#0® outras propriedades, como a distributividade da

404 . . . .
E importante dizer que estamos apenas investigando como entender os novos

objetos da teoria, e que n3dao estamos dando definicGes rigorosas. Estas podem ser
encontradas em qualquer livro introdutdrio sobre varidveis complexas.

“®No sentido de gue o quadrado de um numero real é sempre positivo, o que ndo é
verdadeiro com relagdo a parte imaginaria.

“CEm geral ndo utilizamos nenhum simbolo para a multiplicacdo de nimeros, mas
somente a justaposicdo dos simbolos. Para fins de clareza (no contexto acima), denotamos
a multiplicacdo entre nimeros complexos por “.”.

por exemplo, ao escrevermos x = W=2i, claro que operamos a expressdo da
seguinte maneira: x = ¥a?b? = Ya?3/b? = ab.

“08p verificagdo da a associatividade da operagdo é um fato trivial.

“OEsta nossa investigacdo apenas indica um caminho a ser seguido. Haveria vdrias
lacunas a serem preenchidas, caso quiséssemos estudar de modo preciso os objetos do tipo
z + wi. Se quisermos caracterizar de modo rigoroso estes novos objetos, que chamamos de
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multiplicacdo pela adicdo. Da nossa investigacao intuitiva, podemos
imaginar que os numeros complexos z + wi deverdo satisfazer algumas

propriedades que mencionaremos agora.

Primeiramente, z é um numero real, w é um numero real e i, um
objeto que deve satisfazer a i = —1. Chamaremos tal objeto i de unidade
imagindria. E chamaremos os objetos do tipo z+ wi de numeros
complexos. Queremos que a adicdo de dois nimeros complexos seja
associativa e que a multiplicacdo seja distributiva com relacdo a adicao.
Na nossa analise da multiplicacao*19, assumimos (implicitamente) nao
somente a distributividade da multiplicacdo pela adi¢do, mas a
comutatividade (e associatividade) da multiplicacdo ao escrevermos
para a parcela biwi seu correspondente -bw. Até aqui, parece-nos

razoavel sugerir os seguintes axiomas:

1-a adicdo e a multiplicagdo de dois numeros complexos sdo

comutativas;

2-a adicdo e a multiplicacdo de dois numeros complexos sdo

associativas;
3-a multiplicac¢do é distributiva com relacao a adicao.

Ora, do fato de os numeros reais poderem ser obtidos*!1 pela
anulagdo da parte imaginaria, podemos postular que a + 0i = a + 0 = a.
Sabemos que 1 é o elemento neutro (dito unidade) da multiplicacao dos

reais e 0, o elemento neutro da adi¢ao. No caso dos nimeros complexos,

numeros complexos, é razoavel proceder exatamente da maneira pela qual os matematicos
fazem, i.e, dar os axiomas que devem satisfazer aos nUmeros complexos.

“Opara o caso da adicdo, obviamente separamos os termos para reorganiza-los em
(a+2)+ (b+w)i.

“De modo preciso, os numeros complexos contém uma cdpia isomorfa dos
ndmeros reais. O conjunto dos reais é isomorfo ao conjunto dos nimeros complexos da
forma x + 0i.
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0+ 0i é o elemento neutro da adicdo e 1+ 0i, o elemento neutro da

multiplicacdo. Em suma, podemos escrever:

4-04+0i é o elemento unidade da operacdo de adicdo entre

numeros complexos.

5-1 4+ 0i é o é o elemento unidade da operacdo de multiplicagdo

entre nimeros complexos.

Também é razoavel definir, dado z = a + bi, o inverso aditivo de z
por w = —1(a + bi) = —a — bi. Assim, z+ w = 0 + 0i. Prova-se, com
base no que foi definido até aqui, que w é o Unico nimero complexo que

satisfaz a ultima expressao. Assim, podemos dizer:

6-Para todo 2z, existe um unico w, de modo a satisfazer a

z4+w=0+0i.

Pl

E menos 6bvio o modo de definir o inverso multiplicativo w de
. 1 N e 1 ,
z=a+bi,ie,w= Fap? (a — bi). Visto que prre deve ser um nimero
real, devemos requerer que a® + b? nio seja nulo. Mas é simples mostrar
. .. ~ 1 .
que z.w =1+ 0i. Se definirmos, entdo, w = e (a —bi) como o
inverso multiplicativo de z, podemos provar (de maneira simples) que

ele é Gnico. Portanto, escrevemos:

1
a%+b?

7- Para todo z = a + bi, existe um Unico w = (a — bi) que

satisfaz a412 zw = 1.

Os axiomas acima#l3 caracterizam os ditos nimeros complexos.
Vimos que, por meio de uma investigacdo preliminar, podemos
simplesmente operar com os simbolos de acordo com certas regras. Da

Silva nos diz que “(...) a no¢do de numero imaginario surgiu de uma

412 e . .
Omitiremos, a partir de agora, 0i

413 . , o . .
Faltou mencionar que é necessdrio que o corpo seja algebricamente fechado!
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decisdo ‘irresponsavel’ e absolutamente livre de justificativa de conferir
dignidade a operagdes simbolicas sem sentido”. (DA SILVA, ].J. On the
nature of mathematical knowledge, p. 9) Quanto aos nimeros complexos,
é bastante claro que sdo suportes para determinadas operacoes
algébricas. Ora, historicamente os niumeros complexos foram inventados
pelos matematicos visando resolver equag¢des algébricas. Na citagdo
acima de da Silva, cremos que livre de justificativa se refira a questao de
o conceito de nimero imaginario ter alguma relagdo com nossa intuicao
sensivel. E fato que eles ndo tém relagdo com tal intuicdo e que serviram
apenas como ponto de apoio para a realizacdo de operacdes+14 que ndo
podiam ser efetuadas no conjunto dos nimeros reais. E nesse sentido
que os numeros ditos imagindrios existem como suportes#l5 das
estruturas em que se efetuam determinadas operagoes. E com relacdo
aos numeros naturais? Vejamos, inclusive na andlise de Frege, o que é

relevante para a caracterizacgao de tais objetos.

Por trds da definicdo de Frege estd a idéia de colegbes
equinuméricas. Vimos, na secao referente ao trabalho de Steiner, que
Frege define niimero de um conceito. Na mesma dire¢do, Russell definira
um numero natural (o ntimero de uma classe*1®) como a classe de todas as
classes que satisfizerem a propriedade P, sendo esta propriedade aquela

de as classes serem similares (equinuméricas). Podemos dizer, por

“ips operagdes matemdticas a que os numeros complexos devem satisfazer
caracterizam a estrutura algébrica dita corpo. O conjunto dos reais também pode ser visto
como um corpo. Mesmo que ambos 0s conjuntos possam ser exemplos de corpos, o
conjunto dos complexos é mais rico que o dos reais no sentido de sua linguagem conter
mais simbolos e permitir a realizagdo de operagdes outrora impossiveis no conjunto dos
reais. De maneia técnica, diz-se que o corpo dos complexos é uma extensdo algébrica
daquele dos reais. E costume escrevermos que C = {a + bi/a,b € R}. Também é costume
dizer que C é o fecho algébrico de R[i]. Quanto a terminologia, basta que saibamos de sua
existéncia.

*BNés diremos suportes das estruturas ou das operagdes, isso sem perda de
generalidade e precisdo.

“®para a definicdo de classe, ver (RUSSELL, B. Introdugdo a filosofia matemadtica, p.
19).
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exemplo, que o nimero 2 é o ndmero da classe de todos os casais*!’. Ora,
para cada marido existe uma tUnica pessoa, dita esposa, que estd na
relacdo de casamento com seu conjuge. E ndo é preciso saber quantos
casais ha no mundo para falarmos do nimero da classe de todos os
casais. Basta que a relacdo seja biunivoca*18. Neste sentido de cole¢des
equinumeéricas, estamos pensando em ndmeros naturais como o0s
aspectos comuns aquelas colegcdes. Mas, é razoavel definir nimero
natural por meio daqueles aspectos? E por que operar somente os

aspectos comuns aquelas cole¢des pode ser ttil? Da Silva nos diz que

Isto funciona porque o dominio de nimeros e operagcdes conceituais é isomorfo aquele
de numerais e operagdes simbdlicas. Podemos calcular simbolicamente ‘jogando com

simbolos’. (DA SILVA, ]. ]. On the nature of mathematical knowledge, p. 8)

De modo preciso, o que se da é que substituem-se nimeros por
numerais e operacdes numéricas por operacdes simbolicas. Estas sao
operagdes equivalentes, pois o dominio de todos nimeros (naturais) é
isomorfo ao de numerais, e aquele de opera¢cdes numéricas ao de

operagoes simbdlicas.

A conclusdo a que chegamos a partir desta analise da natureza de

um numero (seja complexo, real ou natural) é que existem*1? no contexto

*Claro qgue no sentido de a palavra casal se referir a um homem e uma mulher
nascidos em um pais cujas leis ndo permitem a poligamia, além da ressalva de que o termo
casal s6 se aplica a individuos que estejam vivos.

“8poderiamos falar em casais de pavdes, andes.

Quanto a existéncia de numeros, da Silva nos diz também que “A resposta dbvia é
sim, eles existem; nds realmente falamos deles, investigamos suas propriedades (em
particular, suas propriedades estruturais), nds mesmos os utilizamos na vida pratica e na
ciéncia”. Em seguida nos diz que “acredito que foi Husserl quem deu a melhor resposta a
questdo: objetos matemadticos sdo um tipo de objetos intencionais, constituidos ou
intuitivamente, em experiéncias conscientes como abstragdo, idealizagdo e identificacdo
com base no material extraido do ‘mundo de vida’ (Lebenswelt), ou mais
representativamente, por meio, seja de conceitos (objetos matematicos tidos
simplesmente como objetos que caem sob conceitos determinados) ou sistemas simbdlicos
(...)”. (DA'SILVA, J. ). Structuralism and the applicability of mathematics, p. 229) Esta citacdo
ficara clara no contexto da discussdo acima, mesmo sendo ela bastante precisa e ja tendo
noés discutido os processos de abstracao e idealizagdo em matematica no capitulo 29.

419
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de serem os suportes de operagdes que caracterizam certas estruturas
matematicas. Vimos no capitulo 12 como foi criado o processo de
quantizagdo canonica. Discutimos no capitulo 29 as idéias de Steiner a
respeito da quantizacao canonica e em que sentido discordamos de sua
abordagem. Veremos, agora, como é possivel explicar o uso de analogias
formais em mecanica quantica. Sigamos, entdo, com o topico 3 que

mencionamos no comeco deste capitulo.

3.15 A equacdo de Dirac e o papel heuristico da

matematica

Retomemos o exemplo de um suposto uso de analogia formal, a que
se referiu Mark Steiner e que analisamos no segundo capitulo deste

trabalho. Vimos que, para o caso de uma particula livre em mecanica

classica, cuja energia cinética era dada por E =%p2, era possivel
P ., 0 N
elaborar as substituicoes: E — lha,P - —lha, isso para obtermos

.. 0 : . :
Lhalp = Hy. Mostramos que a narrativa (feita por Steiner) de como se

da o processo de quantizacdo candnica se baseia em hipoteses falsas e

em uma distor¢do historica do desenvolvimento de tal processo.
. . ~ 1 .0 < e
Também dissemos que a equacdo de Schrodinger, lhal/) = Hi, nao foi

desenvolvida por analogia formal. Agora, tomemos um outro exemplo
em que uma suposta mera manipulacao simbdlica de termos teria levado
o fisico a descobertas. Tal exemplo é a invencdo da equacao de Dirac.

Steiner420 se detera também na criacao dessa equagao.

E sabido que a equacdo de Schrodinger ndo é uma equagdo
relativistica para o elétron. Dirac se prop6s o problema de achar uma
equacdo para o elétron que estivesse de acordo com os principios da

teoria restrita da relatividade de Einstein. Por meio de tal equacao, Dirac

420 . . N ~ ~ . .
A narrativa de Steiner concernente a inven¢do da equacgdo de Dirac se baseia

também em uma distorgdo histérica de como se deram os fatos.
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previu#?l a existéncia de antiparticulas, que para muitos fisicos foi
elaborada via mera manipulacdo de simbolos matematicos. Ora, desde
que os fisicos sabiam que era possivel obter a equacao de Schrodinger
pela substituicdo que vimos acima, alguns fisicos, dentre eles Klein,
Gordon e Schrodinger, efetuaram as mesmas substitui¢des supra
indicadas, mas para a equagdo E? = m?c* + p?c?. Esta equacdo é a

versao relativistica para a energia do elétron.

As substitui¢des sugeridas, tomadas aqui ao pé da letra, nos levam a

92 22 92 92
-5 - m2ctp =0

t2  ax?  9xZ ox2  R2

Tal expressao recebe o nome de Equagdo de Klein-Gordon(KG). Mas
qual o problema com ela? Ndo é uma equacgao relativistica? Sim, mas nao
é compativel com a equagdo de Schrodinger, pois nesta dltima equacao, a
dependéncia em relagdo ao tempo é de primeira*??2 ordem, ou seja: % -

diferentemente do que se da com a expressdo acima de Klein e Gordon.

Outro problema com a equacgao de Klein-Gordon é que ela ndo é
invariante por transformagées*?3 de Lorentz. Em principio, tal equacao foi

descartada. Vejamos, entdo, o caso da invencao da equacdo de Dirac.

“Antes da descoberta do positron em 1932 por Carl Anderson, sequer Dirac sabia

realmente o que havia previsto. Na realidade, Dirac aceitou a hipdtese de que particulas de
energia negativa poderiam existir, como veremos muito em breve. Posteriormente,
verificou-se ser possivel identificar uma das solugbes da equagdo de Dirac como
descrevendo o movimento de uma particula de massa e spin idénticos ao do elétron, mas
carga q oposta aquela do elétron, i.e, g = +1. Tal particula receberia o nome de pdsitron,
e sua descoberta seria o coroamento do trabalho de Paul Adrien Maurice Dirac.

422 N . a . , . .
Ora, a dependéncia temporal denotada 5 os diz que é possivel determinar a

funcdo de onda da particula para qualquer instante de tempo a partir do conhecimento da

funcdo de onda em qualquer outro instante arbitrdrio de tempo. Isso ndo seria valido para
2

o caso de :?, gue requereria o conhecimento de um maior nimero de condicGes
referentes a funcdo de onda.

4B transformagdes de Lorentz descrevem, no contexto da teoria restrita da
relatividade, como as medidas de espaco e de tempo feitas por dois observadores em

movimento se relacionam. Elas refletem o fato de observadores que se deslocam a
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Em seu artigo seminal, intitulado de The quantum theory of electron,
Dirac analisara as dificuldades oriundas do uso de KG, e percebera*24
que uma equacdo relativistica para o elétron deveria ser linear com
relagdo ao parametro t. Vimos que, no desenvolvimento do processo de
quantizacdo candnica, Dirac obteve, primeiramente, a equa¢do de
Heisenberg visando elaborar uma operacao de diferenciacdo quantica.
Dentre as hipéteses utilizadas pelo fisico britanico para a obtengdo de
diferenciacao, lembremos que ele exigiu que aquela operacdo deveria
satisfazer a um determinado critério de linearidade. Por um lado, do
ponto de vista da teoria quantica, far-se-ia mister manter o critério de
linearidade. Por outro lado, i.e., aquele referente a teoria restrita da
relatividade, Dirac sabia que as transformacgdes de Lorentz também eram
lineares. Entretanto, seria razoavel que uma expressao que descrevesse
o movimento do elétron e que fosse compativel com ambas a teorias, da
relatividade e mecanica quantica, satisfizesse a algum critério de
linearidade com relacdo aos parametros t e x. E, assim, parece-nos
bastante plausivel a hipétese de linearidade da equagao que Dirac visava

desenvolver.

Da natureza quadrdtica de KG (e da expressdo para a energia
relativistica do elétron), Dirac percebeu que tanto particulas de carga
negativa - e como de carga positiva e poderiam ser descritas por uma

mesma equacdo. Vejamos exatamente o que ele nos diz.

“A equacdo relativistica correta deve poder ser separada em duas

partes que ndo se combinem, e que se refiram respectivamente a carga

-eeacargae”. (DIRAC, P.A.M. Quantum theory of the electron, p. 612)

velocidades distintas medirem valores distintos para espago e tempo. E importante dizer
que o termo relativistico ndo se restringe a invariancia por transformagdes de Lorentz.
Tanto é verdade que KG é uma equagéo (relativistica) para particulas de spin zero, mas no
contexto da teoria quantica de campos.

424(DIRAC, P.A.M. “Quantum theory of the electron” Em Proceedings of the Royal
Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical Character,
Vol. 117, No. 778 (Feb. 1, 1928), p. 610-624).
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Ainda com rela¢do a equagdo KG, Dirac notara que na possibilidade
de se obter expressdes idénticas para particulas de carga e e - ¢, caso se
aceitasse KG, algo estranho poderia ocorrer. Para o caso de KG se aplicar
a descricao do movimento de particulas de carga negativa (os elétrons),
seria de esperar que suas cargas elétricas pudessem ser invertidas sob a
hipétese de pequenas*2> perturbacgdes arbitrarias. Mas tal fendmeno nao
era observado. Disso Dirac notard que as solu¢des para energias de
valores negativos e positivos deveriam, em principio, poder ser
separadas em duas partes que ndo se combinassem (“two non-
combining sets”). Vemos uma indicagdo clara de que algo deveria ser
feito para que se separasse a expressao descritora do movimento do
elétron em duas equacdes. Vejamos, entao, como Dirac procedeu em seu
artigo, no qual as hipoteses de linearidade e de fatoragdo (separacao das

equagdes) foram fundamentais.

Quanto a hipétese de linearidade, ao buscar a expressao
matematica propriamente dita, Dirac vai nos dizer explicitamente que a
equacao deve ser linear em ¢, i.e, “desde que o hamiltoniano que
buscamos deve ser linear com relacao a p,, ela também deve ser linear
com relacdo a pi,p,,p3”. (DIRAC, P.AM. The quantum theory of the
electron, p. 613) Ora, o operador hamiltoniano deve ser linear com
relacdo a todas os termos p; (i =0,1,2,3). Estes se referem as
componentes do quadrivetor momento relativistico. Em suma, Dirac se
propos a tarefa de encontrar, a partir da equacdo KG, uma expressdo da

forma (a,;p; + a,p, + azp; + ay,me)yY = 0.

Outra hipotese que Dirac usara é a de que os coeficientes

a;(i=1,..4) ndo deveriam depender das componentes de momento

425 . . . . A . . .
Este fato é um pouco tecnico e deixamos referéncias apenas. Para nos, o que é

relevante é que Dirac tinha motivos para fatorar a equacgdo de Klein-Gordon a fim de obter
sua equacao relativistica para o elétron.
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p;j(Jj =1,..4)*26. Disso decorrera que os coeficientes deverdo comutar
com as componentes de posicdo xi(k=1,..4), para x, = ict.
Lembremo-nos de que x; e py ndo comutam. Da hipétese fisica de
restringirmos a analise a uma particula livre, i.e.,, no vacuo, seria de
esperar que o hamiltoniano nao dependesse das componentes espaciais
(e temporais). Isso decorre da hipotese de isotropia e homogeneidade do
espaco, que por sua vez implicaria que os coeficientes a; deveriam
comutar com as componentes p;. Feitas todas essas hipoteses fisicas,
somente entdo Dirac prosseguiu com a manipulagdo algébrica para obter
uma expressao relativistica para o elétron. Mais uma vez, enfatizamos
que ndo foi por analogia formal que a expressao foi desenvolvida.
(DIRAC, P.AM. The quantum theory of the electron, p. 613) Vejamos de

maneira muito resumida a abordagem algébrica de Dirac.

Dirac conhecia a seguinte expressao:

202 2 2 _
‘/P1 +p; +p3 = 01p1 + 0P + 03D3

~ . . .y 0 .
01,02, 03 sdo as matrizes de Pauli e p; = —ih 2% paraj = 1,2,3.

Dirac supos ser possivel escrever

i/Pf +p3 +pi +mc? = aypy + azp; + azps + agme

E se perguntou a que condi¢des cada coeficiente a; teria que
satisfazer para que a expressdo acima fizesse sentido. Apds uma
empreitada algébrica, o fisico britdnico descobriu que cada a; deveria
ser uma matriz do tipo 4x4. Somente entao Dirac foi capaz de chegar a
famosa equacdo que recebe seu proprio nome e que foi originalmente

escrita assim:

426 . A A s ~ s T T
Fato oriundo da mecanica quantica ndo-relativistica para as variaveis dinamicas.
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(po + p1(o,p) + psmc)yY =0

Vejamos agora algumas das previsdes que puderam ser elaboradas

pelo uso da equacgao relativistica para o elétron.

1-Ela se aplica ao movimento do elétron e é uma equagao

relativistica*?? invariante por transformacoes de Lorentz;

2-Pela equacdo de Dirac foi possivel prever a existéncia de
particulas de energia negativa. Dirac ndo sabia, a priori, o processo
envolvido na producdo de tais particulas em um laboratério e sequer o

que tais particulas significariam;

3-A equacgdo de Dirac sé6 se aplica a particulas de spin %. (A equagdo
de Klein-Gordon mostrou-se perfeita para a descricio do movimento de

particulas de spin nulo);

4-Somente com o advento da eletrodindamica quantica foi possivel

compreender a interacdo entre matéria e energia no nivel microscépico.

Quanto a 1, vimos que o fisico inglés exigiu que a equacao fosse
linear e pudesse ser obtida pela fatoracdo da equacao KG, a qual é obtida
da expressdo relativistica para a energia de uma particula. Logo, nao é
desarrazoado que a equacdo seja invariante por transformacdes de

Lorentz.

Quanto a 2, é muito importante sermos precisos neste ponto.
Anderson detectou em 1932 uma particula de carga positiva, spin 1/2,
massa idéntica a do elétron e que era produzida por meio de colisoes
entre particulas em aceleradores. Tal particula recebeu o nome de
positron. A producdo de poésitrons estava sempre acompanhada da

produgdo de um elétron. Apenas apds a descoberta do pésitron, buscou-

427 . ~ e s . ~ ;. .
Lembremo-nos que KG é uma equagdo relativistica e ndo é invariante por

transformacgdes de Lorentz. De modo preciso, KG é uma equagao de campo.
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se uma interpreta¢do para a equacgao de Dirac que fosse coerente com a
existéncia*28 de pdsitrons e elétrons. Ora, Dirac ndo sabia exatamente o
que seria uma particula cuja energia fosse negativa. Ele procurou
desenvolver um modelo fisico compativel com a detec¢do, mesmo que
indireta, de tais particulas. O que é importante para a nossa discussdo é

que, ao fatorar KG, Dirac notou que, para obter uma solu¢do para

Vp? + p? + p? + mc? = ayp; + ayp, + azp; + aume  seria  necessério
que os termos «; fossem, pelo menos, objetos matematicos
quadridimensionais. Se escrevermos Y = (Y4,Y,,¥3,¥,4) para uma
solucdo arbitraria da equacao de Dirac, poderia ser o caso de algumas
componentes de W serem destituidas de significado fisico. Se nao
existissem positrons, é sabido que somente duas componentes de ¥
seriam uteis a descricdo de problemas fisicos; digamos, ¥;,1,. Mas,
restaria sempre a possibilidade de as duas componentes restantes Y3, 1,
poderem ser aplicadas a algum problema fisico. O desenvolvimento da
fisica experimental poderia levar o fisico a utilizacao destas dltimas duas
componentes. Foi exatamente isso que ocorreu com relagdo a equagao de

Dirac.

A teoria relativistica de Dirac tem por base duas teorias:
relatividade especial e mecanica quantica ndo-relativistica. A primeira
descreve fendmenos no espacotempo fisico. A segunda refere-se a

estrutura da matéria. Ora, as duas teorias sdo suficientemente gerais

428 2 . s . ape .
E sabido que os fisicos somente medem valores positivos para energias de

particulas. Dirac havia proposto uma explicacdo para o caso de solu¢des que pudessem ser
interpretadas como descrevendo particulas de energia negativa. Ele imaginou a existéncia
de um pogo de particulas de energia negativa completamente preenchido e que
satisfizessem ao principio de exclusdo de Pauli. Tal principio nos diz, de maneira
simplificada, que para particulas de spin 1/2 hd somente uma particula em cada vaga. Caso
surgisse alguma vaga no pocgo, isso poderia ser interpretado como o aparecimento de uma
particula de mesma massa, spin e carga invertida. E, assim, seria possivel detectar
indiretamente o pdsitron. Claro que a sugestdo de Dirac esta repleta de inconsisténcias,
pois ele nunca disse a origem e nem onde estaria tal pogo de particulas.
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para englobar grande parte dos fendmenos fisicos possiveis*2?. Ndo nos
parece desarrazoado que haja concordancia entre experimentos e
previsdes elaboradas no contexto de uma teoria que vise unificar duas
teorias fundamentais. A propria estrutura matematica subjacente a
unificacdo das teorias deve ser rica o suficiente para englobar ambas as
teorias. Também ndo é desarrazoado que em tal estrutura matematica
haja termos nao interpretados, como 3, y, acima. Em um determinado
contexto, esses termos podem vir a ser interpretados fisicamente (ou
ndo). Mostramos no capitulo 292 que ha termos matematicos que nao
precisam ser interpretados fisicamente, ou sequer o podem ser. Vejamos
as conclusdes a que podemos chegar com relagdo a invenc¢do da equacgao
de Dirac no contexto da nossa discussdao sobre o uso de analogias

formais.

Primeiramente, é necessario repetir que Dirac desenvolveu uma
equacdo relativistica para o elétron a partir de algumas hipdteses. Dentre
elas, a hipo6tese de linearidade e de fatoracdo de KG. A obtencdo de uma
equagao relativistica para o elétron que satisfizesse as hipdteses acima
requeria que os coeficientes «; fossem matrizes do tipo 4 X 4, como
dissemos. Em principio, duas componentes de uma possivel solucao
Y = (Y41,9¥,,¥3,,) para a equacao de Dirac pareciam ser destituidas de
significado fisico - a menos que se assumisse a possibilidade de
existéncia de particulas de energia negativa. £ fato que a prépria

notacdo*3%, em que os termos yP; funcionam como os suportes de

429 L. ~ . . . .
Espaco, tempo e matéria sao os elementos mais gerais com 0s quais uma teoria

fisica pode lidar.

9 Tomemos um exemplo mais simples, i.e., o algoritmo da multiplicacdo de nimeros
inteiros. Seja 89.3 = 267. Agora, escrevamos 89.33 = 89.(30 + 3) = 267 + 2670 =
2937. Ora, é conhecido de estudantes do ensino fundamental um arranjo bidimensional
para obter o produto de 89 por 33 e que reflete exatamente a ultima operagdo efetuada.
Tal algoritmo utiliza o sistema de notagdo decimal e permite a geracdo indefinida de
nameros (a prior, ao infinito). De maneira simplificada, é sempre possivel acrescentar mais
um numero 3 a operag¢do acima, i.e., 89.3,89.33,89.333,89.3333. Da Silva nos diria que
“De acordo com Husserl, ndés somos capazes simultaneamente de produzir conceitos
numeéricos, e por meio de sistemas notacionais — que sdo, claro, sistemas simbdlicos, de
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determinadas operag¢des, auxilia o fisico na elaboracdo de previsdes.
Mesmo que a teoria de Dirac ndo represente o que Steiner chamou de
analogia formal, ndo vemos nenhum problema em justificar o uso de
analogias formais na previsdao de novos fendmenos fisicos. As analogias
formais partem do pressuposto de preservagdo de forma, ou, mais
especificamente, de algum tipo de estrutura matematica de uma teoria
fisica. Claro que novas relagdes sdo definidas e a estrutura matematica é,
de algum modo, enriquecida ou estendida. Novos termos sao inseridos,
novas relacdes sdo definidas e surge a possibilidade de realizacao de
novas previsdes. Pode ser o caso de algumas previsdes vingarem e de
termos matematicos serem interpretados no contexto de alguma teoria

fisica. E isso justifica o porqué de ndo ser miraculoso o fato da

representar simbolicamente os niUmeros que eles caracterizam”. (DA SILVA, J.J. Away from
the facts-Husserl on symbolic knowledge p. 13) e continua na pagina seguinte “Nds
formamos conceitos numéricos simultaneamente com representagdes simbolicas dos
numeros que eles denotam”. Ora, sistemas notacionais (e.g., o algoritmo de multiplicagdo
que citamos) sdo utilizados na geragdo de novos numeros, estando estes associados
univocamente as operagdes efetuadas no contexto do sistema de notagdo e das quais eles
sdo gerados. Também é claro que somente operamos com numeros a medida que
operamos com suas representacdes em um sistema notacional. E quanto ao fato de os
numeros gerados em um sistema de notagdo serem Uteis em tarefas basicas do nosso
cotidiano (e.g., contagem), podemos dizer que “Desde que o dominio de niUmeros e aquele
dos simbolos sdo isomorfos, manipulando simbolos corretamente podemos produzir
resultados numéricos corretos”. (Idem, Ibidem p. 14)

Outro exemplo importante, mas em um contexto completamente diferente, se deve
a teoria de Linus Pauling para os orbitais atdmicos. Visto que, para d&tomos contendo varios
elétrons, pode ser bastante complicado obter uma solugdo para a equacgdo de Schrédinger,
omitiremos os detalhes técnicos subjacentes a analise desse exemplo. De maneira assaz
simplificada, um dtomo A é um sistema fisico constituido de prétons, elétrons e néutrons. O
numero atémico de um atomo A (n3o-ionizado) é dado pela quantidade de elétrons que
orbitam o nucleo atdémico. Por definicdo, orbital atémico é a regido fisica em que é mais
provavel detectar um elétron especifico de certo atomo A. O orbital é caracterizado por
nameros ditos qudnticos. Tais niUmeros surgem naturalmente ao se buscar solugdes para a
equacdo de Schrodinger pelo método matematico de separagGes de varidveis, sendo esses
ndimeros determinados parametros necessarios a obtencdo da solugdo. Dado um nimero
atdémico, Linus Pauling desenvolveu um diagrama (um arranjo bidimensional) para
descrever o orbital atdmico relacionado a um elétron arbitrdrio de um atomo qualquer.
Teoricamente, a teoria de Pauling ndo descarta a existéncia de elementos de elevados
nuimeros atdmicos, mesmo que muitos deles ndo tenham sido observados empiricamente.
Pode ser que tais elementos nunca sejam observados, mas havera sempre a possibilidade
de serem detectados com o desenvolvimento da quimica e da fisica. E, neste ultimo caso,
ndo seria um milagre a concordancia entre as previsGes tedricas e os experimentos
relacionados a descoberta de novos elementos quimicos.
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possibilidade de alguma teoria fisica obtida por analogia formal ser um
dia util a ciéncia. Antes de discutirmos o argumento da
indispensabilidade de Quine, é necessario analisar com algum detalhe o
aspecto heuristico da matematica, ao qual nos referimos no final do
capitulo 29. Dividiremos nossa analise em algumas etapas. Sigamos com
elas. Em seguida, mostraremos como tais etapas nos serdo uteis a

compreensao do aspecto heuristico da matematica.

1- Aplicacao da matematica a si mesma. Vejamos por meio de um

exemplo como tal aplicagdo se da.

E sabido de estudantes dos cursos de matematica (fisica,
engenharia, etc.) que é possivel utilizar a teoria dos nimeros complexos
para resolver varios problemas formulados na linguagem dos nimeros

reais. Dentre esses problemas, destaca-se o calculo de integrais reais.

Seja, por exemplo, a integral real Iy = fjoooxz—iazdx. Podemos definir a

. . 1 1
seguinte integral complexa: I¢ = f_rrmdx+gﬁmdz, sendo esta

ultima integral calculada sobre o contorno de um semicirculo de raio r

(r # 0). Sem entrarmos em detalhes técnicos, é possivel demonstrar que

Ir==,sea>0, oulg=—1 para a < 0. No caso desse exemplo do
a a

calculo da integral Iy, ela é exatamente a componente real da integral
complexa obtida pelo processo de limite: I' = lim,_,lc. De modo
preciso, efetua-se o calculo de Iz em um contexto mais amplo (i.e, Iy é
calculada como parte de uma integral complexa), e o resultado obtido é
transferido para o contexto particular. Visto que o conjunto dos
complexos contém aquele dos reais como uma cépia isomorfa e que a
componente complexa (ou, parte imaginaria) de I' é nula, transfere-se
por meio de um isomorfismo o resultado obtido no contexto mais amplo
para aquele particular. Precisamente, identifica-se a integral complexa I’

com a integral real Iy. Lembremo-nos também de que todo nimero real

r pode ser identificado com um numero complexo do tipoz = r + i0.
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2- Interpretacao de estruturas matematicas.

Vimos no exemplo acima como a matematica pode ser aplicada a si
mesma. Nesse exemplo, utilizamos o fato de que toda propriedade que
puder ser demonstrada para nimeros complexos do tipo%3! z=r + i0,
podera ser transferida (via isomorfismo) para nimeros reais. Enfim, um
numero complexo z do tipo acima é interpretado como um nimero real
r. E o que isso pode nos dizer a respeito do aspecto heuristico da

matematica? Vejamos.

Suponhamos que, visando estudar um determinado problema
fisico, o cientista utilize uma teoria especifica da fisica que esteja
elaborada em uma linguagem matematica L. Nada impedird um
matematico de procurar por uma linguagem formal32 L' que estenda L.
Tomemos, por exemplo, a mecanica quantica nao-relativistica de
Schrédinger elaborada no contexto da teoria matematica dos operadores
lineares. Vimos que é possivel obter a equagdo de Schrodinger por meio
da reinterpretacao de determinadas expressdes da mecanica classica,

p?

2m

eg,E =

Sabemos que, via equacdo de Schrodinger, é possivel desenvolver
uma cinemadtica quantica nao-relativistica. Visando elaborar uma
mecanica quantica relativistica, vimos como Dirac foi capaz de
desenvolver uma equacao relativistica que se aplica ao movimento do

elétron. No contexto da matematica pura, dissemos que uma possivel

solugdo W para 3/p? + p? + p? +mc? = a;p; + ayp, + azp; + ayme

requereria que os termos «; fossem matrizes do tipo 4 X 4. A solugdo ¥

10y para algum z’ = a + b,i, de modo que b,, = 0 por algum processo de limite

paran — 0, como no exemplo sobre integrais.

2seremos precisos com relagdo a extensdo de linguagens formais no final de nosso
trabalho. Neste momento, basta saber que linguagens matematicas podem ser estendidas
pela insercdo de simbolos para objetos e relacdes. Para a linguagem obtida L' obtida a
partir da linguagem (inicial) L, devemos ter que toda sentenca verdadeira ¢ formulada em
L deve permanecer verdadeira em L'.
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recebe o nome de spinor433 (ou espinor a quatro componentes) e sera

representada da seguinte maneira:

V1
P
Vs
Vs

Wy =

Primeiramente, é importante notar que a solu¢do ¥, antes de
interpretada, ndo se refere a absolutamente nada de nossa experiéncia

empirica. Somente apds os termos serem interpretados de algum modo

conveniente é que o fisico pode dizer que as componentes ¢ = (il)
2

referem-se ao movimento de uma particula relativistica de carga
negativa dotada de energia positiva. E434 Xz(ii) poderia ser

interpretada de modo a se referir a uma particula cuja energia seria
negativa? Em principio, y poderia nao ser passivel de interpretacdo, mas
ndo seria miraculoso*35, caso viesse a ser interpretada de modo a se
referir a algo do nosso mundo fisico. Sabemos que Dirac sugeriu que y
poderia se referir ao movimento de uma particula de carga positiva e
energia negativa por meio de um modelo fisico ficticio*3¢. Dirac sugere o

seguinte:

433 . . ~ . sae
Assim como o0s tensores, espinores sdao objetos matematicos dotados de

componentes. O modo pelo qual as componentes se transformam sob mudancgas arbitrarias
de coordenadas determinara se determinado objeto é um tensor ou um espinor. A
diferenga entre tensores e espinores é que as componentes dos espinores admitem
invers@o de sinal ao findar de determinadas transformagdes. De maneira simples, pode
ocorrer inversao da dire¢do de alguma componente de um espinor apds a aplicagdo de uma
mudanca de coordenadas. Para detalhes técnicos, ver: (DIRAC, P.A.M. Spinors in Hilbert
spaces p. 26)

434@ e y devem satisfazer, respectivamente, as equagdes (de Weyl-Dirac):

ih%(p + co. (ihV)p = moc?y e ih%){ —co.(ihV)y = myc?p sendo que
o = (04, 0,,03). Os termos g; sdo matrizes do tipo 2 X 2 conhecidos por matrizes de Pauli.
Ja os termos ¢ e y recebem o nome de espinores (a duas componentes) de Weyl.

435Veremos, em breve, o porqué de ndo ser desarrazoado que o espinor y possa ser
interpretado de modo referir a algo da nossa realidade fisica.

**Retiramos a citacdo acima do ensaio Antimatter. (ver MAURICE, J. “Antimatter” Em
PAIS, A. E MAURICE, J. E OLIVE, I. D. E ATYIAH, S. Paul Dirac — the man and his work p. 50)
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Aceitemos que, no universo como o conhecemos, quase todos os estados de energia
negativa estejam preenchidos e que sua distribuicdo de carga ndo seja detectavel
devido a sua homogeneidade sobre o espaco. Nesse caso, qualquer estado ndo-
preenchido representa uma quebra de tal uniformidade. Isso apareceria como um
buraco e seria possivel admitir que esses buracos sdo pésitrons. O principio da exclusao
de Pauli afirma que qualquer estado dindmico disponivel a um elétron pode ser
ocupado por somente uma particula. Um elétron nido pode,entretanto, liberar energia
ao passar para um estado de energia inferior que ja estiver ocupado. (JACOB, M.

“Antimmater” p. 50)

Ora, de acordo com a sugestdo de Paul Dirac, o problema de
deteccdo de particulas de energias negativas estaria resolvido, pois o
buraco ao qual Dirac se refere agiria como uma particula de carga
positiva, energia positiva e massa igual a do elétron. Sempre que um
buraco surgisse, ele seria preenchido por um elétron e o par
elétron/positron (o dito buraco) se aniquilaria de modo a liberar energia
em forma de particulas energéticas (em geral, fétons), as quais seriam
detectadas experimentalmente. Sabido como um poésitron poderia, em
principio, ser detectado, sigamos com nosso objetivo de explicar o
porqué de a matematica (e.g., via teoria de espinores de Dirac) ser util a

previsdo de novos fenémenos fisicos.

A linguagem matematica em que é formulada a teoria dos espinores
€ muito mais rica que a linguagem em que é formulada a teoria dos
vetores. Ao elaborar calculos no contexto da teoria do espinores, o fisico
pode chegar a conclusdes ndo obteniveis a priori na linguagem da teoria
dos vetores. O fisico pode, inclusive, chegar a conclusées referentes a
teoria dos vetores. Vimos acima como é possivel resolver uma integral
real por meio da utilizagdo de técnicas referentes a solucao de integrais
complexos. Nesse caso, a matematica foi aplicada a si mesma e nenhuma
descoberta cientifica (e.g, de uma particula) foi realizada. Vejamos,

entdo, o porqué de ser possivel elaborar descobertas cientificas a partir
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da manipulacao de simbolos a partir da andlise da invencdo da equacgao

de Dirac.

No caso da mecanica quantica relativistica, uma solucao ¥ para a
equacdo de Dirac deve ser necessariamente dotada de quatro*3’

componentes, como sabemos. A prépria notagdo pode sugerir ao fisico

algumas perguntas do tipo: é possivel interpretar (ﬁ) de modo que

X = (ﬁz) tenha algum significado fisico? Alias, é sempre possivel

elaborar perguntas a respeito do significado fisico de termos. E muitas
vezes, o fisico pode se deparar com teorias cujos modelos fisicos ndo
refletem#38 propriedades do nosso universo observavel. E quando as

solucdes @ e y, Leite Lopes nos diz que, de acordo com Feynman:

..se um elétron com energia E se propaga com momento linear p para o futuro, um
elétron com energia negativa - E se propaga com impulso -p e este equivale a uma
particula, de carga oposta a do elétron, propagando-se para o futuro com energia

positiva e impulso p. (LEITE LOPES, . A estrutura qudntica da matéria p. 786)

Na citacdao acima, considera-se, primeiramente, que a componente y
de W se refira a um elétron de energia negativa que se move em diregdo

ao passado. Em seguida, mostra-se que é possivel interpretar y de modo

437 . . , P ;. . o~ . .
De maneira precisa, 4 é o numero minimo de dimensdes das matrizes a; requerido

para que seja possivel obter uma solu¢gdo matematica para i/pl2 +p2+pZ+mc?=
a,p; + a,p, + azps + a,me. E importante dizer que ndo estamos afirmando que pode
haver solugBes para o caso de qualquer nimero natural n (n = 4) de dimensdes. Existem
restricdes matematicas a obtencdo de solugdes, as quais ndo sdo de nosso interesse.

“Um exemplo bastante conhecido é dito “universo de Godel”. E sabido que o légico
austriaco Kurt Godel obteve solugdes exatas para as equacgdes de campo de Einstein. Tais
solugcbes podem ser interpretadas de modo a descreverem um universo fisico de 4
dimensdes que é homogéneo e anisotrépico. A distancia entre dois eventos no universo de
Goédel é calculada por: ds? = a?[dx? + %ez"dy2 +dz? — (e*dy + cdt?)] - para a
constante a. No universo de Gédel, uma pessoa pode influenciar seu préprio passado, pois,
em tal universo, é possivel construir uma familia de curvas ditas curvas fechadas do tipo
tempo. Outra propriedade matematica interessante do universo de Godel é que ele
descreve um meio fluido no qual a matéria estd em rotacdo. E sabido que Einstein
considerou interessante a solugdao de Godel, mas a descartou por nao descrever algo que se
pareca com nosso universo observavel. Para detalhes matemadticos, ver (STEPHANI, H.
General relativity, p. 288)

III
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a se referir a uma particula de energia positiva que se propaga para o
futuro, sendo sua massa idéntica a do elétron, e sua carga oposta aquela
do elétron. Ora, é irrelevante se poésitrons sdo elétrons que viajam para o
passado, ou elétrons de carga positiva que viajam para o futuro. O que
importa é o que os fisicos medem nos laboratorios, e para ambas as
interpretacdes, as previsoes sao exatamente as mesmas. Visto que a
matematica é util para descrever propriedades estruturais da realidade
empirica, ndo é por meio de calculos matematicos que os cientistas

poderdo dizer exatamente o que é um pdsitron .

A abordagem estruturalista sugerida por da Silva (que
mencionamos ao longo deste capitulo) nos permite explicar mostrar o
porqué de a matematica ser util a previsio de novos fendmenos. De
modo preciso, a matematica nos permite elaborar previsdes puramente

estruturais a respeito da nossa realidade empirica. Podemos dizer que:

1- O matematico estende teorias matematicas pela insercdo de
simbolos para objetos e relagdes entre objetos, ndo importando
o motivo pelo qual ele é levado a elaborar teorias mais
complexas. Nao cabe a nos a andlise da invengao de estruturas
matematicas, basta sabermos que matematicos as criam

arbitrariamente;

2- As teorias matematicas obtidas pela extensao de antigas teorias
podem permitir ao matematico a solugdo de problemas
matematicos insoliveis no contexto da antiga teoria. Também
pode ser o caso de as novas teorias conterem termos
matematicos passiveis de interpretacao fisica. Neste caso, cabe
aos fisicos testarem a validade, ou ndo, de hipéteses referentes a
interpretacao desses termos matematicos;

3- A matematica pode ser util a descoberta de fatos estruturais da

realidade empirica. Desde que nossa percepcao da realidade é
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estruturante, e que a matematica é uma ciéncia que trata de
estruturas, é razoavel que a matematica se aplique a descricdo
de propriedades da nossa realidade percebida. Enfatizemos que
ndo partilhamos das posi¢cdes empirista, realista, ou da vertente
dita realismo-empirista. Para nds, a visao de que a matematica é
uma ciéncia puramente estrutural, aliada ao fato de nossa
percepcdo da realidade ser estruturante sdo suficientes para
explicar a aplicabilidade da matematica a fisica;

4- Ndo podemos afirmar que existe uma relagdo de isomorfismo
entre os modelos das teorias matematicas e aqueles referentes a
estrutura da realidade empirica. Se fosse o caso de a relacado ser
de isomorfismo, seria natural que todo termo matematico em
uma teoria admitisse uma interpretacao fisica. Ora, é sabido que
nao é verdade que toda teoria matemadtica contenha termos
passiveis de interpretacao fisica;

5- Visto que a relacdo entre nossas teorias matematicas e a
estrutura da realidade nao é de isomorfismo, pode ser o caso de
muitos termos matematicos ndo se referirem a nada. Isso ndo
impede o fisico de elaborar hipéteses. Foi exatamente isso que
Dirac fez. Anderson testou a hipdtese de Dirac a respeito da

existéncia de positrons.
3.16 O argumento de Quine

Enfim, discutido o aspecto heuristico da matematica, sigamos com a
analise do argumento de Quine, como dissemos no comeco deste

capitulo.

Primeiramente, é importante dizer que nao ha um tUnico argumento
da indispensabilidade. Colyvan3° analisara com detalhes varios desses

argumentos em seu texto The indispensability of mathematics. A ndés,

*%(COLYVAN, M. The indispensability of mathematics).
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cabera somente a andlise de uma variacdo do argumento de Quine, dito
argumento da indispensabilidade de Quine-Putnam. A escolha da analise
desse argumento se justificara pelo fato de ele ser bastante geral e
abranger aspectos da maioria dos ditos argumentos de

indispensabilidade.

Resnik nos dira, com relagdo a Quine e Putnam, que

..eles mantém que aplicar a matematica é uma parte indispensdvel da pratica cientifica.
Primeiramente, a linguagem matematica é necessaria para prover os cientistas de um
aparato para representar descobertas cientificas. Referindo-se a objetos é possivel aos
cientistas a introducdo de conceitos como aceleracdo e vetor de estado em fisica (...).
Em segundo lugar, as leis matematicas sdo requeridas para elaborar conclusées nao-
matematicas a partir de assung¢des nido-matemadticas que foram formuladas com o
auxilio de um vocabuldrio matematico. Eliminar a matemadtica seria drasticamente

prejudicial a ciéncia. (RESNIK, M. Mathematics as a science of patterns, p. 43)
Em seguida, na mesma pagina, Resnik nos dira que

Quine e Putnam enfatizam que, ao usar terminologia matematicas e premissas, os
cientistas ndo estio meramente usando o formalismo da matematica, eles estdo
pressupondo a existéncia dos objetos matemdticos e a verdade dos principios

matemdticos.

Antes de discutirmos estas opinides de Resnik, vejamos como ele

enuncia o argumento de Quine-Putnam, ao qual nos referiremos por QP.

Resnik enuncia a tese*4? da indispensabilidade divididindo-a em

trés topicos. Vejamo-los.

“Indispensabilidade: referir a objetos matematicos e invocar principios

matematicos é indispensavel a pratica das ciéncias naturais”.

“Holismo confirmacional: A evidéncia observacional para uma teoria cientifica
depende do aparato teérico como um todo assim como das hipdteses individuais

constituintes”.

*““Diremos argumento ou tese da indispensabilidade.
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“Naturalismo: a ciéncia natural é nosso ultimo arbitro de verdade e existéncia”.

(RESNIK, M. Mathematics as a science of patterns, p. 45)

A tese sumarizada nos trés itens acima pode ser entendida da
seguinte maneira: a matematica é indispensavel a ciéncia, e qualquer
evidéncia para uma teoria cientifica sera também uma evidéncia para a
veracidade do aparato matematico em que a teoria é formulada.
Colocado de outra maneira, temos que as ciéncias naturais sdo o nosso
melhor meio de julgar a verdade e existéncia de objetos. Ora, aceitas as
duas primeiras hipéteses, a veracidade de teorias matematicas e
existéncia de objetos abstratos ficam a mercé de teorias fisicas.
Comecemos, entdo, nossa discussdo com a andlise das citacdes anteriores

do livro de Resnik.

Aceitamos que a matematica é uma ferramenta indispensavel*4! a
formulacao de teorias da fisica moderna. E é razoavel a afirmacao de que
a ciéncia atual nao pode ser elaborada sem a utilizagdo de uma
linguagem matematica. Dissemos que a matematica descreve dados
empiricos e leis fisicas, mas ndo aceitamos que, para fins de
aplicabilidade de estruturas matematicas a fisica, € necessario que
objetos matematicos existam. Veremos, muito em breve, em que medida

nés nao concordamos com QP.

A fisica matematica propriamente dita nasceu*4?2 com o trabalho de

Isaac Newton. E sabido que foi principalmente sobre os ombros dos

441 . . . . ,
Alguém poderia dizer que a matematica é uma ferramenta extremamente

conveniente, e no momento, indispensavel. Claro que ndo podemos afirmar que a
matematica sempre serd indispensavel ao estudo de fen6menos fisicos.

“2¢ sabido que Descartes (no livro 22 de seu Principios da filosofia) enunciou leis do
movimento e colisdo de corpos. E assaz relevante dizer que, ao pressupor que o espago
fisico podia ser visto como extensdo, ele estava possibilitando a geometrizagdo da fisica.
Também é mister dizer que Kepler elaborou trés leis referentes ao movimento orbital dos
planetas, as quais seriam muito importantes para o desenvolvimento de uma mecénica dos
corpos celestes. E finalmente, mencionemos o fisico Galileu Galilei, cuja descricdo
matematica do movimento de queda livre marca o surgimento da ciéncia moderna
propriamente dita.
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gigantes Galileu, Kepler e Descartes que Newton erigiu seu monumental
Principia. Antes da criacdo de uma fisica matematica, o conhecimento
cientifico era essencialmente qualitativo. Ora, dissemos no capitulo 22
que ha dois processos referentes a utilizagdo de conceitos matematicos
em ciéncias empiricas. Sao eles a abstracdo e a idealizacao*43. Por meio
deles, sao isolados os aspectos relevantes a descricdo matematica,
ficando de fora os aspectos qualitativos. O sucesso da utilizagdo da
matematica em ciéncias empiricas é, em grande medida, devido a
peculiaridade de a matematica se referir ao estudo de propriedades
formais ou estruturais de certos dominios de objetos. O surgimento da
ciéncia moderna esta atrelado a utilizacdo da matematica na descricao
das leis da fisica e de experimentos. Quanto a isso, somos remetidos ao
desenvolvimento da fisica matematica moderna, cujas bases foram
langadas a partir dos trabalhos promissores de Kepler, Descartes e

Galileu. Vejamos um exemplo bastante ilustrativo, que deixara claro o

tipo de descricao com o qual a matematica se ocupa.

Dissemos anteriormente que a lei da gravitagdo de Newton nos
mostra como é possivel descrever o movimento de um sistema

constituido de dois planetas de massas m e M, sujeitos a uma forca
o 5 . T M
gravitacional F cujo modulo é ||F|| = Gr:—z. Suponhamos m< M e

tomemos o centro de massa do planeta de massa M como origem de
nosso sistema de referéncia. E possivel mostrar que a érbita de m ao
redor de M estara confinada*** a um determinado plano e sera descrita

por uma elipse#45. Tal curva pode ser imaginada de uma maneira

443 . . .. . , sy
Da Silva, em Mathematics and the crisis o science, deter-se-a na analise destes

processos sob o ponto de vista de Husserl. A crise a que Husserl se refere ndo reside
especificamente na utilizagdo da matematica em ciéncias empiricas, mas no fato de se
acreditar que as entidades matematicas existam independentemente das teorias em que
sdo construidas.

*1sso pode ser dito de uma maneira mais elegante: “o momento angular do sistema
se conserva”.

445EIipses sdo curvas geomeétricas e sdo Uteis em outras areas do conhecimento
cientifico, como na estatistica, analise do crescimento de bactérias, teoria do caos.
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bastante simples. Tomemos trés pontos distintos 4, B, C em um plano, de
modo que ndao haja uma reta que os contenha. Seja r a distincia
(euclidiana) do ponto C ao ponto 4, e s a distancia de C a B. Imaginemos
todos os pontos C’ de modo que a soma das distinciasde C'aAe C'a B
seja sempre igual a r + 5. O conjunto de todos esses pontos determina

um lugar geométrico, que sera uma curva planar dita elipse.

E possivel determinar uma expressdo geral para qualquer elipse

2 2
gerada pelo método anterior. Sem perda de generalidade*46, Z—z + 2’—2 = d*

é a equacdo de uma elipse. Ora, a elipse é uma curva bidimensional que

pode ser determinada pelo procedimento construtivo acima. E o que isso

X

2 2
tem a ver com a equacdo — + % = d?? Se tomarmos todos os pontos do

a
tipo (x,y) que satisfizerem a ultima equacio, obteremos exatamente a
mesma curva que pode ser construida pelo método acima. Temos aqui
duas maneiras de nos referirmos a mesma figura geométrica. Construida
uma curva geométrica pelo procedimento anterior, é possivel

determinar a equagdo que descreve tal curva. Determinada tal expressao,

é possivel obter a curva pelo conjunto dos (x,y) que satisfizerem a
~  x2  y? 2 . . . ~
equagao — + 5= d“. Para cada curva dita elipse, essas determinac¢des
sdo univocas, i.e., dado um procedimento especifico para se construir a
. .. . x%  y? 2
curva, existe uma tnica expressao — + - = d® que descreve tal curva,

sendo a reciproca verdadeira. Temos, entdao, duas maneiras equivalentes

de nos referirmos a elipse. Alids, o que se tem sao duas descri¢des

Movimento de planetas e crescimento de bactérias ndo parecem ter nada em comum, em
principio. De modo preciso, materialmente, eles ndo tém nada em comum. Mas nada
impede que determinadas curvas matematicas possam ser Uteis ao estudo do crescimento
de bactérias.
446 . . . . .
Em um sistema cartesiano ortogonal, e para numeros reais positivos a, b, d. Claro
que estamos supondo que a elipse tem sua equacdo geral reduzida a forma acima.
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(isomorfas) de uma determinada curva*4? geométrica. E o que isso tem a

ver com a teoria de Newton?

No caso da teoria de Newton, ndo importa de que material é
composto cada planeta. Suponhamos que, por algum motivo arbitrario, o
planeta cuja massa denotamos por m seja constituido essencialmente de
ferro e o planeta cuja massa era M seja constituido de argonio. A curva
que o planeta de massa m descreveria ao redor do planeta de massa M
seria uma elipse*4® e. Suponhamos conhecer outros dois planetas
constituidos de sodio e carbono, respectivamente, sendo suas massas m
e M, estando eles sujeitos a forca gravitacional newtoniana. A érbita do
planeta de massa m ao redor daquele de massa M seria dada pela mesma
expressdo para e. Para a determinacao de e, basta conhecer m, M, r, além
da constante gravitacional G. Também estamos assumindo ser universal
a constante G. Realmente, nio é relevante o conhecimento das
propriedades materiais dos planetas, pois a matematica é uma ciéncia
puramente estrutural e os aspectos com que se detém sdo apenas
dominios formais. Também nao seria desarrazoado que a expressao para
uma curva eliptica pudesse ser util em outro contexto, e.g., o estudo do
crescimento de bactérias - claro que a matematica pouco se importa com

as bactérias#4°. Retomemos, entdo, o argumento QP.

447 . ;. , .
Mais uma vez, é importante lembrarmo-nos de René Descartes. Foi ele quem

possibilitou a analise de problemas geométricos por meio de equagdes algébricas. Essa
analise é possivel desde que haja uma operagdo de isomorfismo entre a geometria e
algebra. No caso da descricdo de uma curva por uma equac¢do, o isomorfismo capta
exatamente o que é comum as descricbes algébricas e geométricas, i.e, a forma
matemdtica da curva. No caso da elipse, essa forma pode ser escrita tanto por meio de uma
equacgdo quanto pela construgdo geométrica a que nos referimos.
448 . . ~ B
Claro que estamos supondo que a lei da gravitagdo de Newton se aplique a todos
os corpos materiais do planeta.
449 . o ‘. - .
Suponhamos, por algum motivo arbitrdrio, haver uma espécie de bactéria cuja

. . . . . dq _ K
taxa de crescimento satisfaca a uma equagdo diferencial do tipo primbri para q a

quantidade de bactérias em um instante t e K uma constante positiva. A expressdo para
q = q(t) sera dada por uma elipse.
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No contexto da ciéncia atual, é correto dizer que a matematica é
indispensavel as ciéncias empiricas. E quanto a segunda hipdtese da tese
QP, ndo é verdade que a confirmac¢do de uma hipoétese cientifica engloba
a verificacdo de toda a estrutura tedrica subjacente. Vejamos isso por
meio de um exemplo bastante conhecido pelos fisicos modernos. E
sabido haver teorias fisicas muito mais complexas que a mecéanica
quantica*s? nao-relativistica e a versdo relativistica de Dirac. Dentre
estas, destacam-se as teorias estudadas por Michio Kaku em seu texto
Quantum Field theory — a modern introduction, ditas teorias quanticas de
campo. Lembremo-nos de que Richard Feynman desenvolveu uma teoria
da interacdo entre energia e matéria, amplamente conhecida por
eletrodinamica*>! quantica. Kaku a analisara no capitulo 7¢ de seu texto
tal teoria%>2. Na pagina 213, ele se detera em um tipo bastante especifico
de eletrodinamica quantica denominada teoria ndo-renormalizdvel. De
maneira simplificada (e sem rigor matematico), vejamos o que é uma

teoria nio-renormalizavel.

Em principio, sabemos que os fisicos utilizam numeros racionais
para descrever medidas empiricas. E é 6bvio que toda medida é
necessariamente expressa por um numero finito. Seria razoavel exigir
que uma formulagdo matematica coerente com uma teoria fisica nao
admitisse termos de ordem infinita. A formulagdo matematica da teoria
quantica (na década de 30 do século XX) que tratava da interacdo entre

energia e matéria previa termos de ordem infinita*>3. O processo de

**De Heisenberg/Dirac.

Ndo foi Feynman quem propds a primeira teoria dita eletrodinamica quantica.
Dirac, Heisenberg, Pauli e muitos outros fisicos também tentaram elaborar uma teoria da
interacdo entre energia e matéria.

?Existem vérios tipos de teorias quanticas de campo denominadas eletrodindmica
qudntica.

*Tais divergéncias ocorriam ao se aplicar a teoria a fend6menos referentes a
absorcdo de energia cuja frequéncia estivesse contida na parte do espectro conhecida por
radiagdo ultravioleta.

451
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renormalizacdo#>* foi criado por Feynman#>> para eliminar divergéncias
matemdticas presentes na formulagdo da teoria da interagdo entre
energia e matéria. Também é sabido haver teorias*® cujos termos
infinitos nao podem ser eliminados por um procedimento matematico.
Por outro lado, muitas dessas teorias nao-renormalizaveis sdo aplicaveis
a descricao de fendmenos fisicos. Vejamos simplificadamente como tais

teorias servem para refutar parte do argumento QP.

Vejamos, entdo, o porqué de a confirmacdo de uma teoria fisica ndo
implicar a confirmag¢do de todo aparato tedrico subjacente a teoria. Seja
o caso de uma teoria nio-renormalizavel. E sabido também que h4 uma
concordancia*>? entre experimentos e a teoria matematica da
eletrodinamica quantica*>8 da ordem de 11 casas decimais, tanto para
teorias renormalizaveis quanto para ndo-renormalizaveis. Ora, dissemos
que o fisico s6 utiliza nimeros finitos para descrever suas medidas. No
caso das teorias ndo-renormalizaveis, é absurdo supor que os termos de
ordem infinita tenham qualquer significado fisico, ou que o aparato
matematico seja, de alguma maneira, verdadeiro. Vejamos agora a parte
de QP em que se assume que as teorias fisicas sdo o arbitro supremo dos

julgamentos que podemos emitir sobre o mundo.

E importante enfatizar que as teorias fisicas sdo falsificacdes da
nossa percepc¢do empirica. No caso da teoria de Newton, um referencial

inercial é um meio isotrépico e homogéneo, como dissemos

***para nossos propdsitos, renormalizagéio ndao sera mais que um procedimento
matematico criado para eliminar divergéncias matematicas em teorias fisicas.
455 . S
Schwinger e Tomonaga desenvolveram o processo de maneira independente de
Feynman, e foi Dyson quem mostrou a equivaléncia matematica dos trabalhos dos trés
fisicos em questdo.
*® ver (KAKU, M. Introduction to quantum field theory, p. 213).
Ver (PENROSE, R. “Quantum theory of spacetime” Em HAWKING, S.W. e PENROSE,
R. The nature of spacetime, p. 78). Penrose nos dird que, para o caso da teoria geral da
relatividade, chega a 14 casas decimais a concordéancia.
458 P ~ ; ;. .
Independentemente de ser renormalizavel ou ndo. Também é importante dizer
qgue ndo ha uma justificativa matematica que estabeleca com rigor o(s) processo(s) de
renormalizagdo.

457,



203

anteriormente. Mas é 6bvio que o espaco da nossa percepg¢ao visual ndo
€ nem homogéneo nem isotropico. Por exemplo, ao olharmos para uma
casa distante e para um lapis encostado em nosso nariz, o lapis nos
parecera maior que a casa. A medida que nos aproximarmos da casa, de
modo a ficarmos muito préoximos dela, ela nos parecera maior que o
lapis. Assim, podemos notar que o espago de nossa percepg¢ao visual ndo
€ homogéneo. A matematica se aplica*>° ao modelo fisico que utilizamos
para descrever aquilo que é dito ser nossa realidade empirica. As teorias
fisicas estdo distantes de serem verdadeiras descri¢cdes dessa realidade. E
vejamos também que uma teoria matematica ndo precisa sequer ser

verdadeira*©0,

Dissemos que ha teorias matematicas puramente formais, i.e., ndo-
interpretadas. Bem, tomemos os axiomas de Peano mais uma vez. Tais
axiomas caracterizam uma determinada estrutura matematica que pode
ser interpretada de modo a referir-se a nimeros naturais. Ela também
pode referir-se a sequéncias de barras, como dissemos. E a aritmética
dos numeros naturais é aplicavel a contagem, por exemplo, como vimos
no capitulo 2. Mas o fato de podermos concluir que ha 12 frutas sobre
uma mesa, a partir de sabermos que havia 5 peras e 7 magds sobre tal
mesa, ndo nos permite dizer que os nimeros 5 e 7 existem. Ora, a mesma
inferéncia a respeito da quantidade de frutas sobre a mesa pode ser
elaborada a partir da aritmética de sequéncias de barras. E para isso
bastam as propriedades que chamamos de estruturais, como foi dito

anteriormente.

*%Resumidamente, se quisermos descrever o movimento de uma mosca que voa em
uma sala, utilizaremos nogdes como de ponto material, velocidade instantdnea, referencial
inercial. Isso no contexto da descricdo fisica. No ambito da matematica, utilizaremos
geometria euclidiana para falar de ponto, célculo diferencial para falar de velocidade
instantanea e o conjunto R3para descrever o espaco fisico em 3 dimensdes.

*0Teorias matematicas puramente formais, i.e., ndo interpretadas, ndo sdo nem
verdadeiras nem falsas!
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Enfim, das hipéteses de QP, concordamos parcialmente com a
primeira, reformulando-a da seguinte maneira: matematica ¢é
indispensavel a ciéncia moderna tal como ela é feita nos dias de hoje. E
lembremo-nos, claro, de que a matematizagdo da natureza tem suas
raizes nos trabalhos de Descartes, Kepler e Galileu. Mas a
indispensabilidade da matematica se deve ao fato de a comunidade
cientifica ter optado por uma descricdo quantitativa da natureza em

detrimento da qualitativa.
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Conclusoes

Neste trabalho, procuramos mostrar como é possivel explicar a
utilidade da matematica em fisica sem termos de nos comprometer com
hipéteses realistas*¢! quanto a natureza da matematica. Precisamente,
visamos argumentar que nao é desarrazoada*t? a efetividade de
conceitos matematicos na formulacdo matematica da mecanica quantica

ndo*63-relativistica desenvolvida primeiramente por Heisenberg.

Também mostramos que a hipotese de Steiner de que nosso
universo € amistoso (“user friendly”464) é desnecessaria para
explicarmos o quao prolificos sdo os conceitos matematicos empregados
em teorias cientificas. Enfim, foi no capitulo 32 deste trabalho que nos
detivemos em uma discussao um pouco mais filoséfica da aplicabilidade
da matematica. Fomos guiados por algumas das idéias de Jairo José da

Silva a respeito da natureza do conhecimento matematico.

Enfatizemos que os conceitos matematicos sdo utilizados para a
elaboracao modelos fisicos da realidade empirica. Mais precisamente, a
matematica é util a descricdo de aspectos formais#6> dessa realidade. As
teorias fisicas sao as redes que lancamos para compreender a realidade

que percebemos, sendo que elas “podem expressar somente

461 . aA .
De modo geral, teorias platénicas.

Wigner diria ser “desarrazoado” o fato de muitos dos conceitos da matemadtica
serem Uteis a descrigdo e previsdo de fendmenos da nossa realidade empirica. Para ele, era
um “milagre”, “um presente maravilhoso que ndo entendemos e ndo merecemos” o fato de
a matematica ser Util a formulagdo de teorias fisicas tdo prolificas como aquelas do século
passado (e.g., mecdnica quantica de Heisenberg). (WIGNER, E.P. “The unreasonable
effectiveness of mathematics in natural sciences” Em Communications on pure and applied
mathematics, vol.13, 1960)

*3Vimos também a criacdo da equacgdo relativistica do elétron no contexto da
mecanica quantica relativistica desenvolvida por Dirac.

*%imos que foi Mark Steiner quem sugeriu a hipdtese antinaturalista, que diz ndo
ser nosso universo indiferente a presenca de seres humanos.

**|nvariantes por isomorfismos. Lembremo-nos de que uma teoria formal é uma
descricdo de propriedades estruturais partilhadas por todos os seus modelos.

462
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propriedades formais de seus dominios, as quais podem subsistir em
varios contextos distintos”. (DA SILVA, ].J. On the effectiveness of
mathematics in natural sciences p. 8) Ilustramos (ver capitulo 22) como
os processos de abstracao e idealizacdo sdo uteis a formulacdo de uma
teoria fisica. Por meio destes dois ultimos processos, separam-se as
propriedades relevantes a formulacdo de uma teoria fisica. A matematica
se aplica a uma descrigdo estrutural*®® da realidade empirica. Ora, se a
matematica se aplica a descri¢des de propriedades formais da realidade
empirica, € razoavel dizer que o problema da aplicabilidade da
matematica a fisica nos remetera a aplicabilidade da matematica a si%¢7

mesma. Podemos, entdo, sumarizar nossa tese a respeito da

aplicabilidade da matematica da seguinte*8 maneira:

i) Nossa percepcao da realidade é estruturante. Isso quer dizer
que impomos*t? uma estrutura a realidade percebida;

ii) As teorias fisicas sdo descricdes puramente estruturais da
realidade empirica, e toda atividade cientifica visa a criacao
e linguagens formais cada vez mais ricas;

iii) A matematica se aplica as teorias fisicas, i.e., ela se aplica a

descricdes de aspectos estruturais da realidade empirica. Via

% Tomemos o caso da mecanica de Newton. Os conceitos da geometria euclidiana se
aplicam com grande exatiddo a uma descricdo bastante especifica da realidade empirica.
Essa descricdo requer a utilizagdo de conceitos assaz relevantes como o de referencial
inercial (i.e., um meio isotréopico e homogéneo). Sabemos que nossa realidade empirica ndo
é exatamente o meio isotrépico e homogéneo da mecanica cldssica. Mas sabemos também
que os conceitos da geometria euclidiana se aplicam a descricdo fisica da realidade
empirica, ndo a realidade propriamente dita.

*’Pois a matematica é uma teoria que lida essencialmente com o estudo de
estruturas e a nossa percep¢do da realidade empirica é estruturante.

“8Nossa tese se coloca em posicdo diametralmente oposta aquela assumida por
Steiner e que nos diz que nosso universo é user friendly.

**N3zo importa o que a realidade seja, pois o conhecimento que temos dela é
necessariamente limitado pelos sentidos da percep¢do empirica (dos quais somos
literalmente reféns). E, nesse caminho de impormos uma estrutura a realidade, estamos
necessariamente partindo de uma hipdtese transcendental muito préoxima daquela de Kant,
a qual mencionamos no capitulo 32. Isso ao discutirmos aspectos elementares da filosofia
do pensador alemao.
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abstracdo e idealizagdo sdo construidos os modelos fisicos
aos quais as estruturas matematicas se aplicarao;

iv) O aspecto descritivo da matematica se refere a identificacao
entre estruturas matematicas e a estrutura da realidade

empirica;

V) A compreensdo do aspecto heuristico da matematica nos
remetera a questdo da aplicabilidade da matematica a si

mesma.

Vejamos um exemplo470 bastante elementar para analisarmos com
um pouco de rigor a ultima*’! das afirmag¢bes acima. Sejam D e D’
dominios estruturados*’2. Seja Lp a linguagem formal (sintaticamente
completat’3) em que toda sentenca ¢ possa ser interpretada no contexto
do dominio D. Tomemos 474 Ly, por uma linguagem formal que estenda
Lp. Suponha que D seja um modelo da teoria4’> T. Se D' é modelo de

uma teoria T' que é uma extensio consistente de T, e se ¢ é verdadeira

470 . ~
Nosso exemplo é uma adaptagdo de outro (exemplo), o qual encontramos em um

texto de da Silva. (DA SILVA, J.J. On the effectiveness of mathematics p. 11-12)

*As demais afirmagdes foram discutidas de maneira enfatica nos capitulos 19, 22 e
32 deste nosso trabalho.

*?Vimos no capitulo anterior que um dominio estruturado é um conjunto ndo-vazio
em que sdo definidas determinadas relagdes entre os elementos do conjunto.

“3Uma linguagem L em que é possivel demonstrar a veracidade ou falsidade de toda
sentenca ¢ que puder ser enunciada nela. Estamos nos restringindo a um caso bastante
especifico. Claro que as teorias ndo precisam ser completas e nem mesmo suas extensoes
serdo necessariamente conservativas. Para a discussdo de casos mais gerais que aquele que
analisamos, ver (DA SILVA, op. cit., p. 11).

474LD, é obtida de L, pela adi¢cdo de simbolos e relagdes de modo que D' seja um
dominio estruturado mais rico que D, de modo que toda asser¢do verdadeira em T seja
verdadeira em T".

*>No contexto de nossa discussdo, uma teoria é o conjunto de todas as proposi¢coes
obteniveis por meio de derivagdes ldgicas. Russell nos diria (ao se referir a matematica) que
é “a classe de todas as proposi¢des da forma p — g, onde p e g sdo proposi¢cdes contendo
uma ou mais varidveis...” (RUSSELL, B. The principles of mathematics, p. 3).
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em T', entdo ¢ devera ser necessariamente verdadeira?’6 em T. Mas em

que sentido esse exemplo é util para esclarecer (iv)?

Dissemos#7’7 que a criagao de linguagens formais é relevante para a
utilizagdo da matematica em ciéncias empiricas. Elaborada uma
linguagem Lp para a formulacdo de determinada teoria T, pode ser o
caso de tal linguagem nao ser suficientemente rica para a finalidade de se
obter o maior numero de sentencas*’8 verdadeiras de T. Ora, é razoavel
que se desenvolva uma linguagem L, que estenda L, (de acordo com o
que foi dito no pardgrafo anterior). Para ilustrar esse processo de
extensao de teorias, e visando encerrar nossa discussdo, observemos que
foram discutidos (no capitulo 32) dois exemplos desse processo de
desenvolvimento da ciéncia. Um desses exemplos*7? é a invencao*80 dos
numeros complexos. Vimos que a linguagem Ly (na qual a teoria dos dos
numeros reais foi desenvolvida) é estendida pela insercio de um
simbolo*8! para 3/—1 no dominio (dos niimeros reais R). Mencionamos o
teorema fundamental da algebra, o qual pode ser formulado no contexto

de R, mas é necessariamente demonstrado no contexto de C.

476 . ,
Claro que supomos ser ¢ sempre interpretavel em ambos os contextos referentes
asteoriasT' eT.
477 pys s . . . . . . o .
Alias, Gilles Gaston Granger discutira essa tese em seu livro A ciéncia e as ciéncias.
Para o caso de linguagens de primeira ordem, sabemos da existéncia de um
teorema de completude que relaciona sentencas verdadeiras a teoremas.
479 . ™ ~ . .
O outro exemplo é a utilizacdo da teoria dos tensores em teoria geral da
relatividade, sendo que um todo vetor pode ser identificado com um determinado tensor.

480, ,. , . ; (e} 1
Vimos no capitulo 32 como é possivel calcular Iy = |

—0 x24q2
r 1 1
de I(C = f_rmdx + §mdz.
481

478

dx como parte real

Vimos também, no capitulo 32, como pode ser justificada a introdugdo de regras
(via axiomas) na formulagdo da teoria dos nimeros complexos.



Apéndice 1.1

Computo das freqiiéncias e amplitudes

A fim de determinar os termos relacionados as amplitudes e
frequéncias, Heisenberg introduziu a hipétese de existéncia de um
normal state, i.e, um estado fisico fundamental no qual ndo ha emissao de

energia via radiacao*82, Tal estado é descrito do seguinte modo:
a(n,n—a) =0,paran=ngea >0

A existéncia de um estado fundamental é necessaria para a
determinacdo das amplitudes. Por exemplo, se tomarmos f(x) = —kgx,
poderemos escrever, onde k, = mw(z), os termos da série de Fourier

terdo como coeficientes:
tiw(n,n+a)
{fa(n,n+ a)e }

Mas, a solugdo para o oscilador harménico com a fun¢do acima
admite um Unico termo na solugdo (é 6bvio que as hipdteses fisicas nos
dao as condi¢cdes de contorno). Da existéncia de um unico termo na
expansdao em série de Fourier, é plausivel assumir que somente
a(n,n+1) #0. Usando a existéncia de um estado fundamental

(condicdo de contorno), temos que: a(n,n — 1) = 0.

Agora, substituindo a(n,n + a)et@®n+®  n3  equacio do

movimento (para o Unico termo nao-nulo), obtemos que

wmnnt1) =Fw,.

*pugas usa o termo normal (DUGAS, R. A history of mechanics p. 574), j& van der

Waerden, ground state (VAN DER WAERDEN, B.L A source book of quantum mechanics
p.35). Piza se refere a ele como estado estaciondrio ‘fundamental’, termo que utilizaremos
(PIZA, AF.R. Mecénica qudntica, p. 21).
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Usemos agora a condi¢do de quantizagao:
h=2mm¥.(la(n,n + Q)Pon,n +a) — lla(n,n — )|Pw(nn — a))

Paras n = 0, teremos:

la(@DI? = ;—
Tmaw,

Analogamente, paran = 1, obteremos:

la(1,2)I1> = la(1,0)]1* = yP——
maw
De w(1,0) = wge w(0,1) = —w,, é facil concluir que ||a(0,1)]|? =
la(1,0)]|%2. Tal igualdade pode ser entendida fisicamente se nos
lembramos de que a*(n), = a(n)_,, que se traduzira, para esse caso

particular, por: a(1,0) = a*(0,1).

Por fim, teremos que:

la(1L,2)I? =2 ——
4mtmaw,

Devemos notar que a condicdo de quantizacao é que estabelece
uma relacio de recorréncia entre os coeficientes a(n,n + a) da série de
Fourier. Heisenberg seguira o procedimento acima para a determinacao
dos termos relacionados as amplitudes e frequéncias, mas para um caso

geral.

0 computo dos termos de freqiiéncia e amplitude que Heisenberg
efetua parte da seguinte funcdo f(x) = wyx + Ax? (oscilador harmonico

amortecido).
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O procedimento é exatamente o mesmo para 0 nosso caso, para o
qual f(x) = —kox. No nosso exemplo, faltou mostrarmos como se calcula

a energia total do sistema fisico. Vejamos, entdo.

Parte-se da expressao da energia para o oscilador, que para nosso

caso:
1 m
E(t) = mez(t) + 7a)0x2(t)

Repete-se o procedimento utilizado na obtencao dos termos
a(n,n+ a), agora para a obtencdo dos termos a(n,n+ a). Por fim,

obtém#*83-se:
E(n,n—k)=(mn+ ! 1)

Comparemos, a titulo de ilustracdo, as expressdes previstas para as

energias classicas e quanticas:
E(t) = %ma’cz(t) + %woxz(t) - energia classica do sistema.
E(nnn—k)=mn+ %) % Ok 0 - energia quantica do sistema.
Faltou mencionar algo? SIM.
E,=n % -energia prevista pela antiga teoria quantica.

A primeira das trés expressoes prevé valores incompativeis com a
experiéncia. A segunda se aplica ao atomo de hidrogénio, sendo
incompativel com os resultados referentes ao espectro do atomo de

-
7

hélio. A terceira é compativel com os experimentos. E necessario

4836,{‘0 serd utilizado para denotar o tensor simétrico dito delta de Kronecker.
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observar que a descricao de Heisenberg sé se aplica a sistemas fisicos em
que efeitos relativisticos possam ser ignorados. Encerremos este
apéndice com um quadro ilustrativo da relagdo entre as hipéteses fisicas

e 0s termos matematicos relacionados ao computo das frequéncias e

amplitudes.

Hipoteses fisicas Termos matematicos

Existéncia de um estado |a(n,n—a)=0, para n=n;, e
fundamental a>0

Condicdo (hipotese) de realidade a'(n)g =an)_q

Hipoétese de quantizacao ] =nh




Apéndice 1.2

Principios basicos da mecanica quantica nao-

relativistica

Neste apéndice nds nos deteremos em alguns dos principios da
mecanica quantica, os quais sdo assumidos implicitamente ao se

formular matematicamente a teoria.
Principio do espago e tempo:

0 espago é homogéneo, isotrdpico e de curvatura nula, o que significa
que o espago é euclidiano. O tempo é homogéneo. (DOROBANTU, V. The

postulates of quantum mechanics, p. 4)

Em mecanica quantica ndo-relativistica, os fend6menos fisicos sdo
descritos em espaco e tempo newtonianos. Em mecanica classica, tal

principio estd contido na Lei da Inércia.
Principio da relatividade de Galileu:

As leis da fisica sdo covariantes por transformagcédes de Galileu.

(DOROBANTU, V. The postulates of quantum mechanics p. 4)

Tal principio basico nos diz que ndo sao incluidos possiveis efeitos
oriundos da teoria restrita da relatividade. Cremos que tal principio seja

6bvio por si mesmao.

Sakai (em DOROBANTU, V. The postulates of quantum mechanics, p.
5) inclui o principio da minima a¢do de Hamilton como principio da
mecanica quantica. Podemos pensar essa inclusiao por duas maneiras.
Primeiramente, do mesmo modo que ocorre em mecanica classica, na

formulacdo da teoria via principio de Hamilton. E nesse sentido que
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Sakai inclui o principio de Hamilton. Poder-se-ia pensar em uma
formulacdo da mecanica quantica via integrais de trajetdrias. Nesta
formulacgao, o principio de minima acao é utilizado de maneira bastante
particular. Deixamos como referéncia a tese de doutorado de Feynman
(FEYMMAN, R.P. A new approach to Quantum Theory), na qual tal

formulagdo foi desenvolvida pela primeira vez.

Por fim, os demais principios basicos a que Sakai se refere sao:
superposi¢do, probabilidade e indestrutibilidade. Com exce¢do do
principio da superposi¢do, os demais nao requerem esclarecimentos,
pois o principio da probabilidade é equivalente a interpretacao que
demos aos autovalores dos operadores lineares. O principio da
indestrutibilidade nos diz que ndo ha criacdo nem aniquilacdo de

particulas.

O principio da superposicdo nos permite elaborar a seguinte

associacdo entre estados fisicos e vetores:

1= calfu)

n

Dirac utiliza (no primeiro capitulo de seu texto The principles of
quantum mechanics) o principio da superposicdo como propedéutica ao
uso de vetores para o estudo de estados fisicos. Tal principio nos diz que
um sistema fisico pode existir em uma superposicdo de estados, nada

mais.

Sabemos que um estado fisico pode ser representado por um vetor
If), denotado por uma combinagdo linear de outros vetores, no caso os

vetores de uma base para o espago vetorial.



Apéndice 1.3

O teorema de Ehrenfest
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Neste apéndice, analisaremos (de maneira bastante simplificada) o

teorema de Ehrenfest. E sabido que a utilizacio da estrutura matematica

subjacente a formulacdo da mecanica classica por colchetes de Poisson

nos permite ilustrar como obter o andlogo qudntico dos colchetes, ditos

comutadores. O teorema de Ehrenfest nos mostrara como obter uma

expressao analoga a segunda lei de Newton para um sistema quantico.

Vejamos, entdo, como obter a segunda lei de Newton no contexto da

mecanica quantica.

Seja uma particula livre, i.e., aquela cuja energia classica é dada por

1 s~
E = ﬁp,% . Tomemos a substituigao48+

. 0
px_)px=_lha

0 hamiltoniano quantico serd dado por

A=-1p
= omPx

Visto que nio utilizamos a notagio ‘L’ em nosso texto, omitiremos o

‘A’ Conhecido o operador hamiltoniano H, podemos escrever (na

descricao de Heisenberg):

dp, 1
E_E[px'H]

484

qguadrado integravel em R.

Com um dominio dom p, especifico, por exemplo, o espago das fungdes de
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d : ~
Px _ , pois p, comuta com qualquer funcao

E verdade que ”

polinomial de p,. Assim, p, sera uma constante do movimento.

Analogamente, para x (o operador de posicao), sem muito esforco
algébrico, podemos mostrar que (SAKURAI, ].J. Modern quantum

mechanics, p. 85):

Para p,(t) = p,(0), obteremos:
x(t) = x(0) + 2 (0)
m

Se nos detivermos no caso de uma particula cldssica cuja energia
contenha um termo V(x), denotando um potencial485, o hamiltoniano
quantico podera ser obtido pela substituicio p, — —ih% mais a
hipdtese*86 de que V(x) é uma funcdo do operador x. O operador H se

escrevera, entdo, como

1 2
H = %px + V(X)

Se utilizarmos duas vezes a equacdao de Heisenberg para x,

obteremos (SAKURALI, ].J. Modern quantum mechanics, p. 86):

d*x av

T T T ox

485 = ; ~ . - .
Uma fun¢do com dimensdes de energia e que, para nossos propdsitos, s6 dependa

da posicdo da particula.

8 definicdo precisa de fungcdo de um operador requereria conhecimento da analise
de Fourier e pode ser encontrada em (JUNIOR, R.l. Tépicos na equagdo de Schrédinger, p.
43).
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Tal expressao se assemelha a segunda lei de Newton, mas, para que
possamos tragar uma analogia com base no principio da
correspondéncia de Bohr, efetuaremos o seguinte procedimento

(tomando os valores esperados para os termos da igualdade):

d?x

m{Gz

av
)= (==
Tal expressdo nos diz que, exceto nas constantes multiplicativas, o
valor esperado do operador derivada segunda de x com relagdo ao
tempo é o valor esperado do operador derivada de Vcom relagdo a x. Mas,
sob pressupostos fisicos plausiveis, poderemos escrever (SAKURAI ].J.
Modern quantum mechanics, p. 87):

d?(x) ov

ez = ox

m

A expressdo acima foi obtida por Ehrenfest. Ela nos d4 uma versao
. .- av
da segunda lei de Newton para os valores médios do operador x e de P

Tal resultado é o que chamamos de teorema de Ehrenfest. Ele esta em
completo acordo com o principio da correspondéncia de Bohr, o qual nos
diz, que para sistemas com varios graus de liberdade, as expressoes da
mecanica quantica devem se reduzir aquelas da mecanica classica. Claro
que tal resultado ndo diz que a teoria classica é consequéncia da

quantica, mas que existe uma relacao plausivel entre elas.
Observacao final:

A mecéanica quantica de Heisenberg foi desenvolvida por meio de
um processo de preservagdo de estrutura cldssica, no sentido de que
certas expressoes fossem mantidas sob a condicdo de serem
reinterpretadas. O principio de Bohr e a hipdétese de que somente
grandezas observaveis deveriam ser tomadas como necessarias ao

desenvolvimento da teoria levaram a formulagdo da mecanica quantica
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de Heisenberg, cujo desenvolvimento posterior levaria ao processo de
quantizacdo canonica de Dirac. Para uma descricdo mais detalhada do
processo de quantiza¢cdo, recomendamos o bom texto de mecanica
quantica de Isham. (ISHAM, C.. Lectures on quantum theory-

mathematical and structural foundations, se¢ao 5.2).



Apéndice 3.1

Riemann e Helmholtz

Neste apéndice, analisaremos algumas idéias contidas em dois
artigos que consideramos muito importantes para nossa compreensao
da relagdo entre geometria e o espago da nossa percep¢do empirica. Mais
precisamente, o que nos interessa é o porqué de a geometria euclidiana
nos parecer mais natural que as nao-euclidianas, isso do ponto de vista
da sua aplicabilidade a descricdo de fendmenos relacionados a nossa
percepcdo espacial. Os artigos a que nos referiremos sdo “On the
hypothesis which lie at the bases of geometry”, de Riemann,*87 e “The

origin and meaning of geometrical axioms”, de Helmholtz*88, Comecemos

pelo excelente artigo de Riemman*89.

Riemann visa analisar algumas propriedades métricas de
superficies geométricas, que, no caso geral, sdao chamadas de
variedades*?°. Antes de comecar sua andlise das propriedades métricas
que julga mais importantes, ele indicara dois tipos distintos de
variedades**l. Em geral, o termo variedade ¢ introduzido pelo

matematico em geometria diferencial visando generalizar o conceito de

**/(RIEMANN, B. “On the hypothesis which lie at the bases of geometry” Em

HAWKING, S.W. God created the integers, p.865-876).

488(HELMHOLTZ, H. V. “The origin and meaning of geometrical axioms” Em EWALD,
W. From Kant to Hilbert, p. 663-689).

**Mesmo que o0 espaco da nossa percepcdo, o espaco fisico e o espaco matematico
sejam distintos, nds utilizaremos os termos espaco fisico, espaco geométrico e espaco da
percepcdo como sindnimos no contexto desta discussdo do artigo de Riemann. Para fins de
aplicabilidade da matematica, é importante fazer distingdes, mas, para a mera andlise do
artigo de Riemann, tal distingdo seria supérflua. Riemann esta interessado em entender a
natureza das relagdes métricas em variedades e sua relagdo com nosso espago fisico.
90g importante dizer que o termo variedade n3do se restringe a superficies
geométricas.

*“Manifold é o termo utilizado para variedade. Um subconjunto finito dos nimeros
naturais pode ser visto como uma variedade discreta, dada uma definicdo razoavel e geral.
Mas isso é pouco relevante para nossa discussao.
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superficie#?2, Obviamente, o matematico pode interessar-se pelo estudo
de propriedades das variedades ditas discretas, em oposicdo aquelas
superficies estudadas em geometria diferencial, que sdo continuas. Para
o caso do estudo das variedades, sejam discretas (e.g., conjunto dos
numeros naturais) ou continuas, é importante poder classifica-las. Para
isso, sera necessario poder compara-las. A comparacao sera feita por
algum método de contagem para o caso das variedades discretas. Ja para
0 caso continuo, ela se dara por meio de medidas sobre as superficies,
por exemplo, tomado um determinado padrdo de medida. Em sua analise
do conceito de variedades continuas, Riemann se interessari

particularmente pela relacdo métrica dita distdncia entre dois pontos*93.

Quanto a relacdo de distancia, Riemann percebera que - fixada uma
posicdo na superficie (ou variedade) - é necessario obter uma expressao
para o computo da distancia entre dois pontos pertencentes a superficie.

Ele sabia que

492 . ;. . ~ .
Intuitivamente, uma superficie de duas dimensdes imersa em um espago de 3

dimensdes é um conjunto localmente equivalente a um subconjunto de um espacgo de duas
dimensdes. Pensemos em um cilindro. Se tomarmos um ponto p sobre a superficie
cilindrica e nos restringimos a uma vizinhanga de p, tal vizinhanga se comportard como um
subconjunto de R2. Neste caso, visto que a curvatura gaussiana do cilindro é nula em todos
os pontos, é possivel, inclusive, deformar continuamente a vizinhanga de p de modo a
obter uma superficie plana. Tecnicamente, uma superficie (regular) bidimensional é um
subconjunto £ de R? sujeito & seguinte definicdo: para todo p € I existem uma vizinhanga
abertade p, I, < R3, um conjunto aberto U € R%e uma bijecdo ¢: U — 7, N Z, de modo
que ¢ é um homomorfismo de classe C*, e para todo q € U, a matriz jacobiana J@(q) tem
posto dois.

**pado um conjunto ndo vazio X, uma fungdo d: X X X — R é dita uma distdncia se
satisfizer, para quaisquer x,y,z€ X, dois a dois distintos, as seguintes
propriedades: (i) d(x,x) = 0, (ii) d(x,y) =d(y,x) > 0, (iii) d(x,y) +d(y,z) = d(x, z).
De maneira intuitiva, para trés elementos de X, dois a dois distintos, (i) nos diz que a
distancia de um ponto a si mesmo é nula; (ii) nos diz que a distancia de x a y é idéntica a
distancia de y a x, sendo sempre ndo nula; (iii) nos diz que a distancia de x a z é sempre
menor (ou igual) que a distancia de x a y adicionada aquela de y a z. Isso é bastante
intuitivo, pois, para nos deslocarmos de uma cidade A até uma outra cidade B, deveremos
percorrer uma distdncia menor (ou igual) aquela referente ao deslocamento de A até B,
mas passando por uma cidade arbitraria C. Se C estiver no caminho natural de A até B, a
distancia D(A,C)+D(C,B)=D(A,C). Em todos os outros casos, a igualdade ndo serd valida. Aqui
o termo D denota a distancia euclidiana, por exemplo.
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..desde que a posicdo de um ponto em uma variedade n-dimensional pode ser
consequentemente expressa por meio de n variaveis*%* x,, x,, ..., X, a determinacio de
uma linha vem a dar essas quantidades como fun¢io de uma variavel”, e tinha em
mente que “o problema consiste em estabelecer uma expressdo matemadtica para o
comprimento da linha (..)(RIEMANN, B. “On the hypothesis which lie at the bases of
geometry” Em HAWKING, S.W op. cit. p. 869).

Por linha, entendemos uma curva continua arbitraria sobre uma
superficie n-dimensional. Nesta cita¢cdo, vemos claramente que Riemann
visava encontrar uma expressdo para o computo da distancia entre dois
pontos arbitrarios em uma variedade. Ele considerara, entdo, varios
tipos de expressdes matematicas, sendo que, para o caso geral de
variedades n-dimensionais, ele serd capaz de escrever a seguinte

expressao para o quadrado da diferencial da métrica s.

n
dSZ = z gljdxldxj

ij=1

E quanto a classificagcdo das superficies, as variedades em que for
valido o teorema de Pitagoras, i.e., ds? = | dxiz, serdo ditas flat, ou de
curvatura-nula (curvatura gaussiana da variedade). Com relacdo ao

nosso espaco fisico, seria razoavel querermos saber qual expressao*9>

**primeiramente, Riemann discute em seu artigo porque que n coordenadas sao
suficientes para a determinagdo da posigdo de um ponto em uma superficie (ou variedade).
Mas isso ndo é relevante para nossa discussdo. Uma superficie n-dimensional, definida de
modo rigoroso, é dada por um subconjunto Mde R"se para todo ponto x € M existirem
um conjunto aberto U contendo x, um conjunto aberto V ¢ R"™ e um difeomorfismo
h:U->V tal que hAUNV)=VNn@RFX{0})={y€EV:yp =-=y"=0} Tal
definicdo nos quer dizer que (@ menos de um difeomorfismo) U NV pode ser visto como
Rk x {0}. Claro que estamos lidando com variedades continuas, mas no caso das discretas
precisariamos efetuar algumas modifica¢des, no entanto irrelevantes para nossa discussao.
E notemos que Riemann ndo se preocupa em demonstrar que nosso espago €
tridimensional, pois isso é uma hipdtese! Quanto a esta hipdtese, nos diria Borel,
chamando-a de primeira hipdtese: “a primeira hipdtese consiste na assun¢do de que é
possivel definir no espago um sistema de coordenas em trés dimensdes, u, v,w...” .(BOREL,
E. Space and time, p. 202)

*Lembremo-nos de que, no caso da teoria geral da relatividade, fala-se em distancia
entre dois eventos no espagotempo. Na frase acima, nds escrevemos “qual a melhor
expressdo para o calculo da distancia entre dois pontos” e ndo especificamos “quais dois
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descreve com maior precisdo a distancia entre dois pontos naquele
espaco. Para isso, seria necessario saber se nosso espaco fisico é curvo*9

ou nao.

Quanto a curvatura do nosso espaco#?? fisico, Riemann nos dira de

maneira explicita?8 que

Se supusermos que corpos existam independentemente da posi¢cdo, a curvatura é
constante em toda parte (..) mas, se essa independéncia ndo existir, nds ndo podemos
tecer conclusdes partindo das relagdes métricas de grande escala até aquelas de
pequena escala. (RIEMANN, B. “On the hypothesis which lie at the bases of geometry”
Em HAWKING, S.W op. cit., p. 875)

Ora, tal observagdo parece-nos profética em dois sentidos. Por um
lado, de acordo com a teoria geral da relatividade, a distribuicao de
matéria no espacotempo fisico sera responsavel pela curvatura dele. A
gravidade é consequéncia de tal distribuicao de matéria. Trocando em
miudos, a matéria diz para o espago como se curvar, e dessa curvatura
surge a gravidade, a qual diz para os corpos como se mover. Por outro
lado, nos perguntamos a respeito do sentido de expressées do tipo “a
distancia entre duas particulas subatémicas”. Quanto a primeira
observacao, o que estamos dizendo é que Riemann ja havia percebido

que as relagdes métricas em uma variedade arbitraria n-dimensional

pontos”. Ora, a teoria de Einstein surgiu alguns anos apds o trabalho de Riemann, e no
contexto do trabalho deste ultimo, poderiamos dizer “distancia entre dois pontos no
espaco fisico”, simplesmente.

*®Uma primeira tentativa para se saber se nosso espaco fisico é curvo ou ndo seria
por meio do calculo da soma dos angulos internos de tridngulos construidos sobre a
superficie da Terra. Se houvesse desvios significativos de 180 graus, os matematicos
poderiam desconfiar da hipdtese de a geometria euclidiana ser a geometria do nosso
espaco da percepgao empirica.

*’N3o nos esquegamos de que ndo é de nosso interesse discutir a diferenca entre
espaco fisico e espaco da percepgdo empirica no contexto do trabalho de Riemann.

*®Riemann é bastante preciso em suas observagoes, alertando-nos para o fato de
que elas sdo validas desde que assumamos que a métrica (sua diferencial) ds dependa
linearmente de cada diferencial dx;, sendo esta uma fungdo continua de x;(i = 1, ...n).
Também nos alerta para o fato de que as variedades ndo sdo passiveis de deformagdes
descontinuas.
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dependeriam de um fato fisico, i.e., de a presenca de corpos no espago
afetar, ou ndo, o modo de se calcular a distancia entre pontos no espaco.
Quanto a segunda observag¢do, ndo é um fato da nossa percepgao
empirica que nos permitira dizer qual a melhor geometria a ser utilizada
na descricdo do mundo microscopico. Enfim, visto que estamos nos
detendo na relagdo entre o espaco fisico (no nivel da nossa percepcao
sensorial), deixaremos de lado as especulagdes sobre a geometria do
mundo microscopico. Vejamos agora um exemplo que consideramos

esclarecedor.

Suponhamos que a distancia entre dois pontos A e B sobre uma
haste rigida dependa da posicdo da haste no espago. Tomemos dois
casos. Primeiramente, suponhamos que a haste esteja na superficie da
Terra. No segundo caso, assumamos que ela esteja préxima a um corpo
celeste muitas milhares de vezes mais macigo que o nosso planeta Terra.
Hoje é sabido*°que a distancia entre os pontos A e B ndo seras% a
mesma para o caso de uma medida elaborada na superficie da Terra e
outra elaborada proxima a um corpo muito mais maci¢o - caso seja
possivel efetuar e comparar as medidas, obviamente. Riemann percebeu
que nosso espaco fisico é somente um dentre varios outros possiveis -

pelo menos, teoricamente possiveis. Se for o caso de a geometria do

499 . ™ . ~ . 4 e
Deixamos a excelente anadlise de Pauli sobre a relagdo precisa entre a métrica do

espaco e a distribuicio de matéria. (PAULI,W. The theory of relativity, p. 145-149).
Poderiamos mencionar casos bastante atipicos, como aqueles previstos por Hawking e Ellis
em seu Large scale structure of spacetime, mas apenas sugerimos, a titulo de curiosidade,
esse texto, cujo grau de abstracdo matematica é elevadissimo, mas os resultados ndo sao
menos complexos. Ele se refere a teoria de Hawking dos buracos negros, regies do
espacotempo onde as relagGes métricas seriam alteradas de modo dréstico. Uma discussdo
mais atual e filosodfica, ndo menos profunda, encontra-se no conjunto de palestras de
Hawking (em coautoria com Roger Penrose), cujo titulo é A natureza do espagotempo, mais
precisamente na primeira palestra de Hawking.

>%¢ evidente que estamos simplificando ao extremo a discussdo a fim de evitarmos
tecnicalidades matematicas. Stephen Hawking e George Ellis elaborardo um estudo muito
aprofundado, assaz técnico, e delicado a respeito da relagao entre a geometria e a presenca
de corpos macigos no espagotempo em Large scale structure of spacetime. O texto em si é
de leitura pouco digerivel, isso no sentido de estar repleto de detalhes técnicos. Os autores
partem da geometria diferencial basica e chegam a teoria dos buracos negros em
relatividade geral.
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espacotempo ser determinada pela distribuicdo de matéria nele, nao
teremos por que acreditar que a geometria euclidiana nos provera da
melhor descricao das relacdes espacotemporais de nosso universo
perceptivel em todos os niveis de descri¢do. Neste sentido, nada impede
as relacbes métricas de serem completamente diferentes no nivel
subatomico da matéria. Cabera somente a experiéncia a decisdo sobre a
natureza de nosso espaco fisico. Assim, parece-nos ndo ser cabivel a
afirmacdo de que o espago de nossa percep¢do serd - a priori>0! -
euclidiano. Vejamos agora, resumidamente também, o que Helmholtz
nos diz, em seu artigo, referentemente ao espaco da nossa percep¢ao>%z e

a utilizacao da geometria euclidiana para descrevé-lo.

O ponto central das indagacdes de Helmholtz>%3 serd norteado pela

afirmacao de que

O alicerce de toda prova pelo método de Euclides consiste em estabelecer a

congruéncia de retas, angulos, figuras planas, so6lidos, etc. Para que a congruéncia seja

501 - . .
Curiosamente, vemos no texto de Ewald que Gauss escreveu: “E inclusive em Kant

nao se observa melhora no assunto; sua distingdo entre proposi¢cdes analiticas e sintéticas
me parece ser uma trivialidade ou falsa”. Quanto ao assunto em questdo, Gauss se refere
as defini¢des dadas por filésofos “que deixam o cabelo de pé”. Ele havia se referido a Hegel,
Schelling, Nees von Esenbeck e Platdo, mas colocou Aristételes como excegdo. (EWALD, W.
From Kant to Hilbert, p. 293) Em geral, concordamos com Gauss no que concerne a Hegel.

>N livro editado por Ewald mencionado na citacdo anterior, ha uma traducdo para
o Inglés do texto de Helmholtz. E essa a versdo que utilizaremos em nossa discussdo, a qual
nos referiremos como na nota acima, mas tendo em mente o titulo do artigo editado, “The
origin and meaning of geometrical axioms”.

Margenau e Lindsay nos dizem, quanto a geometria euclidiana, cujo espago é
aquele em que “é possivel construir uma teoria na qual os conceitos sdo pontos, retas,
planos, etc, que sdo abstracdes feitas a partir de hastes e chapas*, etc, e pela assuncdo de
que certos postulados parecerdo operacionalmente razoaveis para deduzir os resultados de
medidas feitos em hastes rigidas e corpos rigidos. Esta teoria é geometria, o tipo particular
que parece melhor moldar os experimentos sobre corpos reais é a geometria de Euclides”.
(LINDSAY, R. B. E MARGENAU, H. Foundations of physics, p. 63) Veremos que Helmholtz
também atribui o fato de a geometria euclidiana ser aparentemente a mais intuitiva as
nossas experiéncias sensiveis. E quanto ao termo que traduzimos por “chapas”, os autores
acima usam sheet, que é frequentemente traduzido por folhas, isso para folhas de papel
como, por exemplo, as de sulfite. Mas, pra evitar ambiguidade com a palavra ledf,
traduzimos por chapa, traducdo que também estd de acordo com aquelas sugeridas por
dicionarios e reflete o que os autores tém em mente.
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correta, supde-se que as figuras geométricas podem ser aplicdveis umas as outras,
obviamente sem modificar suas formas e dimensdes. (HELMHOLTZ, H. VON. “The origin

and meaning of geometrical axioms” Em EWALD, op. cit.,. p. 667)

0 “método de Euclides” a que Helmholtz se refere é exatamente o
de supor que duas figuras sao congruentes se puderem ser superpostas
(obviamente, de modo que coincidam). E a essa suposicao subjaz algo
que nao é mencionado por Euclides. Primeiramente, que as figuras (as
retas, os so0lidos) podem ser transladadas (se necessario, rotacionadas)
de modo a nao sofrerem deformacdes. Mas essas exigéncias de
invaridncia por translagédes e por rotagdes sdo hipdteses sobre o mundo

fisico. Vejamos isso por meio de um exemplo

Suponhamos haver seres bidimensionais>%4 dotados de inteligéncia.
Partindo de medidas feitas em seu mundo, eles poderiam ser levados a
algumas conclusoes elementares. Se sempre constatarem que duas retas
paralelas podem ser prolongadas (dentro dos limites da observacao) de
modo a nunca se encontrarem, eles terdo evidéncias de que seu mundo é
plano - pelo menos, localmente>%>. Se seguissem com medidas, e
tivessem dados suficientes para concluir que a soma dos angulos de um
triangulo é 360 graus, suas conclusdes seriam ainda mais plausiveis.
Mais uma vez, localmente, a geometria desenvolvida por aqueles
habitantes haveria de concordar com a nossa geometria euclidiana
plana. Caso eles habitassem a superficie de uma esfera, suas conclusdes
seriam distintas. A soma dos angulos internos do tridngulo seria sempre
maior que 360 graus, por exemplo. Mas é importante dizer também que,

a partir de medidas efetuadas em seu universo, aqueles seres poderiam

504Adaptamos o exemplo acima de Helmholtz.

*®No caso, dentro dos limites da observagdo e para todos os propdsitos praticos.
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desenvolver sua geometria de modo independente de tudo que pudesse

haver fora5% de seu mundo>97.

Retomando a hipdtese de Helmoltz de que figuras podem ser
superpostas, imaginemos um mundo deformavel, como uma geléia, cujos
seres se estendam pelo meio que habitam. Tomemos, mais
especificamente, um exemplo retirado do reino dos protozoarios. Seja o
caso de uma ameba, cujo movimento para obter alimento se dé pela
emissdo de pseudopodos. Tal movimento é caracterizado pela
deformacgdo do corpo do protozoario. A forma geométrica do animal ndo
é invariante, como a de um tridngulo que é utilizado em demonstragao
arbitraria de certo teorema da geometria de Euclides. Para seres
deformaveis, habitantes de meios gelatinosos, o proprio termo linha reta
poderia ter um significado bastante distinto (no caso de eles serem
capazes de formula-lo). Para nossa discussao, o importante é notarmos

que, de acordo com Helmoltz,

..0s axiomas da geometria euclidiana, tomados por si mesmos, fora de toda conexio
com proposi¢cdes mecanicas, ndo representam relacdes de coisas reais. Quando assim,
isolados, se nés os considerarmos, segundo Kant, como formas a priori da intui¢ao
transcendentalmente dados, eles constituem uma forma dentro da qual qualquer
conteddo empirico se encaixard, e que, entretanto, ndo limita de nenhum modo ou
determina de antemao a natureza do conteudo. Isto é verdade, entretanto, nio somente
dos axiomas de Euclides, mas também dos axiomas da geometria esférica e
pseudoesférica. (HELMHOLTZ, H. von. “The origin and meaning of geometrical axioms”

Em EWALD, op. cit., p. 663-689)

506Supondo que tal afirmacgdo faga algum sentido, pelo menos para nds, pois, para
tais habitantes, “fora” talvez fosse destituido de qualquer sentido.

*Esse ¢ o conteldo do belissimo Teorema Egrégio de Gauss. De modo bastante
simplificado, ele nos diz que a curvatura de uma variedade pode ser determinada a partir
de medidas elaboradas na variedade. Assim, a geometria (local) fica totalmente
determinada por essas medidas. E claro que poderia ser o caso de haver um universo cuja
curvatura variasse de ponto a ponto, mas pensemos, de modo simplificado, que a curvatura
seja (localmente) constante.
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Em suma, é possivel estudar geometria de modo isolado de
qualquer aplicagdo fisica (mecanica, por exemplo). Tal estudo é de
interesse do matematico puro. Cabe a ele saber que consequéncias
seguirdo de certas hipdteses e axiomas. E, estudada dessa maneira, a
geometria nao precisa ter a menor conexdao com nosso mundo das
percepgdes>%8, Em segundo lugar, se os axiomas da geometria euclidiana
servem como moldura para conteidos empiricos, eles ndo sdo os
Unicos>%. A segunda e ultima conclusao a que chega Helmholtz é que “Se
tal sistema fosse tomado como uma forma transcendental de intuicao e
pensamento, deveria haver uma harmonia pré-estabelecida entre forma
e realidade”. (HELMHOLTZ, H. VON. “The origin and meaning of
geometrical axioms” Em EWALD, op. cit., p. 689)

Quanto a conclusdo acima, Helmoltz tem em mente que os
principios que regem a geometria sao inferidos da experiéncia, sendo
assim nela validados. Neste sentido, concordamos com Helmholtz. Mas
discordamos dele em outro aspecto. Ora, a filosofia kantiana nos parece
um excelente guia para a compreensao da aplicabilidade da matematica,
feitas algumas ressalvas, claro. E mister, a nosso ver, acrescentar outros
tipos de intuicdo, e.g, intuicdo formal, como vimos ao mencionar o
trabalho de da Silva. Uma revisdo do trabalho de Kant possivelmente nos
mostraria a grande relevancia do pensamento do fildsofo alemdo em
toda filosofia ocidental posterior a ele. E também nao é verdade que deve
haver alguma harmonia pré-estabelecida entre forma e realidade no

idealismo de Kant.

508 s . . e s .. .
O matematico pode inventar geometrias arbitrarias. Ele pode definir uma maneira

arbitraria de medir distancias entre dois “pontos”, definir uma expressdo matematica que
seja uma métrica e desenvolver uma geometria. Uma pessoa imaginativa e ociosa poderia
pensar em uma geometria das cores, procurar definir distdncia entre duas cores e ficar
brincando com as consequéncias tedricas de seu mundo geométrico.

*®Helmholtz discutird com algum detalhe tal afirmacdo. Para isso, deixamos seu
artigo para maiores detalhes. Na versdo editada por Ewald, hd um apéndice interessante
com algumas notas técnicas também.
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Apendice 3.2

A aplicabilidade da matematica de acordo

com Hartry Field

Neste apéndice analisaremos as idéias fundamentais de Hartry
Field a respeito da aplicabilidade da matematica. NOs restringiremos

nossa analise a seu livro>10 Science without numbers.

Hartry Field se propos a tarefa de explicar a aplicabilidade da
matematica a fisica de modo que nenhuma mencdo a objetos
matematicos fosse feita. E sabido que nossas melhores teorias fisicas
estdo fundamentadas em teorias matematicas, e que, nestas ultimas, ha
referéncia explicita a nimeros, funcdes, espacos vetoriais etc. Field esta
interessado em uma das variantes do argumento da indispensabilidade
de Quine>11, a qual pode ser colocada da seguinte maneira: desde que

nossas teorias cientificas requerem necessariamente que nos refiramos a

*1%Fjeld escreveu outros trabalhos sobre a aplicabilidade da matematica, dentre eles
um livro (publicado em 1989) cujo titulo é Realism, mathematics and modality. Mesmo que
consideremos interessantes alguns desses trabalhos, eles ndo solucionaram os principais
problemas referentes a teoria de Field que mencionaremos neste apéndice. Para uma
discussao detalhada de Realism, mathematics and modality, ver (CHIHARA, C. A structural
account of mathematics, p. 320).

*"Marcus Russell coloca o argumento da indispensabilidade de Quine (-Putnam) da
seguinte maneira: “Deveriamos acreditar que objetos matematicos existem, visto que
nossas melhores teorias cientificas necessariamente se referem a eles”. (RUSSELL, M. Why
the indispensability argument does not justify belief in mathematical objects, p. 4)
Conforme dissemos, ha varios argumentos de indispensabilidade, sendo que algumas
variagdes visam concluir que a matemdtica empregada em uma teoria cientifica é
verdadeira. Quanto a isso, Field diria que “O mais dificil em mostrar que a aplicagdo da
matematica ndo requer que a matematica aplicada seja verdadeira é mostrar que entidades
matematicas sdo teoricamente dispensaveis enquanto que as entidades tedricas em ciéncia
ndo o sdo”. (FIELD, H. Science without numbers, p. viii, prefacio) Entidades tedricas sdo
aquelas empregadas na formulagdo de teorias cientificas, e.g., particulas subatdmicas,
quarks etc. Enfim, lembremo-nos de que mostramos no capitulo terceiro, que uma teoria
matematica ndo-interpretada ndo é verdadeira nem falsa.
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entidades>!? abstratas, estas entidades devem existir. Field nos dira

explicitamente que

Eu ndo proponho reinterpretar qualquer parte da matematica classica; em vez disso,
proponho mostrar que a matematica necessaria para a aplicagdo ao mundo fisico ndo
inclui nada que mesmo a primeira vista contenha referéncia a entidades5!3 abstratas

(quantificagdes sobre) como nimeros, fungdes ou conjuntos. (FIELD, H., op. cit., p. 2)

Field visa minar o argumento de Quine mostrando que ndo é
necessario fazer mencao a objetos matematicos na formulacdo de teorias
fisicas. Observemos que a abordagem de Field nos levara a entender a
matematica, nos diria Chihara5!4, como um extrator de suco, i.e., um
instrumento para obtencdo de conclusdes a partir de certas

premissas>15,

Antes de seguirmos com a analise do trabalho de Field, precisamos
fazer algumas ressalvas. Na ultima citacdo, Field ndo é preciso ao utilizar

a expressdo mundo fisico>'6. Ora, se estiver referindo-se a nossa

0u a quantificagdes sobre tais entidades. Estamos entendendo “entidades

abstratas” como sindnimo de “objetos matematicos”.

*BField usa e abusa da expressao entidades abstratas em seu livro. Excetuando-se o
caso em que estivermos utilizando uma passagem de seu texto, procuraremos evitar tal
abuso.

1A matematica é entdo um extrator de suco”. (CHIHARA, C. S. A structural account
of mathematics p. 111) Embora ndo gostemos do termo extrator de suco, optamos por
manté-lo em nosso texto.

>Field se referird a premissas (e conclusdes) enuncidveis em um determinado tipo
de teoria, que sera denominada nominalista, como veremos adiante.

>®para ilustrar sua teoria, Field utilizard a teoria da gravitacdo de Newton. Ora,
poder-se-ia objetar nossa afirmag¢do de que Hartry Field ndo é preciso quanto a expressao
mundo fisico com base no exemplo que ele préprio utiliza. Mas é somente no capitulo
oitavo de Science without numbers que o filésofo norte-americano langa mao de seu
exemplo. Mesmo neste capitulo, Field ndo nos diz o que entende por mundo fisico, mas
tudo nos levar a crer que ele se refere aos modelos fisicos da realidade empirica. No
capitulo quarto, intitulado “Nominalism and the structure of physical space”, Field diz que

“a estrutura do espaco fisico € um assunto empirico”. (FIELD, op. cit., p. 31) De maneira
precisa, os modelos fisicos da estrutura do espago da nossa percepc¢do sdo sugeridos pela
nossa percep¢ao empirica. Nos discutimos tal fato no apéndice 3.1. Enfim, entenderemos
que Field se refere aos modelos fisicos da percepcdo. Finalmente, lembremo-nos de que
nosso estudo de caso se refere a matematica utilizada na fundamentacdo da mecénica
quantica, sendo esta teoria também estudada via modelos fisicos. No caso de Heisenberg,
vimos que o fisico alemao utilizou o0 modelo do oscilador harmdnico.
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realidade empirica, é 6bvio que a matematica ndo se aplica diretamente
a ela, mas a modelos>17 fisicos dessa realidade. Quanto a dltima citacao
de Field, ele é claro ao dizer que visa mostrar que uma teoria fisica pode
ser formulada de modo que nenhuma referéncia a entidades
matematicas seja feita. Ele nos diz também que sua proposta ndo é de
reinterpretar>® a matemadtica. Field tem mente uma doutrina®!? dita

nominalismo. Para o fil6sofo norte-americano,

517 y . ~ . ~ ,
A prépria percepgdo estruturante nos sugere tais modelos. N3o é relevante se tal

modelo corresponde materialmente ao que chamamos de realidade, mas apenas
estruturalmente. A matematica ndo pode dizer absolutamente nada sobre o que é a
realidade, mas somente pode descrever propriedades estruturais da realidade como a
conhecemos. Dissemos, anteriormente, que a percep¢do envolve a imposicdo de uma
estrutura ao que é percebido, e a matematica se aplica a esta realidade que é estruturada
pela nossa percepgao empirica.

*®Field nos dira: “Eu acredito que a reformulagdo nominalista é matematicamente
atraente, e que ha consideragdes mais que ontoldgicas que a favorecem em detrimento das
formulagdes platonistas usuais”. (FIELD, op. cit., p.3) Esta citagdo nos leva a considerar
duvidosa a afirmagcdo de Field de que sua proposta ndo seja uma reinterpretagcdo
nominalista da matematica. Outro fato que julgamos curioso se deve ao titulo (completo)
do livro de Field, que é Science without numbers — a defence of nominalism, e a seguinte
observagdo que encontramos no seu livro: “Gostaria de deixar claro que nada nesta
monografia se propde a ser um argumento positivo em favor do nominalismo. Meu
objetivo é tentar dar conta dos argumentos mais convincentes oferecidos contra a posicao
nominalista” (FIELD op. cit., p. 4). Ora, é no minimo estranha essa afirmagdo em vista do
titulo do seu livro. H3 ainda outras citacdes em Science without numbers que ndo nos
parecem menos estranhas, beirando a falta de sentido. Dentre elas, temos a seguinte: “se
eu for capaz de provar platonisticamente que entidades abstratas ndo sdo necessarias para
inferéncias ordinarias sobre o fisico ou para a ciéncia, entdo qualquer pessoa que quiser
arguir em prol do platonismo sera incapaz de repousar seus argumentos no principio
quineano de que a existéncia de entidades abstratas é uma hipdtese indispensavel”. (FIELD
op. cit., p. 5-6) Veremos que Chihara também se deterd nessa ultima citagdo (CHIHARA, C. A
structural account of mathematics, p. 320) Primeiramente, quanto ao que Field diz ser
provar platonisticamente - “métodos platonistas de provas”- (FIELD op. cit., p. 5-6) visando
mostrar que entidades abstratas sdo desnecessdrias para a elaboracdo de inferéncias sobre
0 nosso mundo fisico, Chihara nos dira que “Se estas provas fossem elaboradas somente,
por assim dizer, por ‘argumentos do tipo de reducdo ao absurdo’ contra a posicdo
platonista, entdo a citagdo acima poderia fazer algum sentido”. (CHIHARA op. cit., p. 320)
Em principio, faria sentido o que Field nos diz, caso ele ndo assumisse a veracidade dos
principios matematicos subjacentes as demonstra¢cdes elaboradas de determinados
principios (ditos principios conservativos, os quais veremos adiante). O método de redugao
ao absurdo deveria ser a ferramenta matemdtica utilizada por Field. Ora, concordamos com
Chihara que “Parece claro que Field acredita nos vérios teoremas metaldgicos e principios
que ele cita em seu livro: ele certamente escreve como se acreditasse, por exemplo, que os
principios da conservac¢do fossem verdadeiros”. (CHIHARA, op. cit., p. 320) Dentre alguns
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Nominalismo é a doutrina de que ndo existem entidades abstratas. (...) Ao defender o
nominalismo, estou negando, entretanto, que nimeros, fungdes, conjuntos ou qualquer
outra entidade similar exista. Desde que nego que numeros, fungdes, conjuntos etc,
existem, eu nego que é legitimo usar termos que se proponham referir-se a tais

entidades (...). (FIELD, op, cit., p. 1)

Cremos que esteja claro>2? o objetivo principal de Field, que se
resume em mostrar que a mengao a objetos matematicos em uma teoria

fisica é desnecessaria.

Field expord suas idéias centrais no primeiro capitulo de sua
monografia>2l. Ele diz que “argumentarei que a utilidade de entidades
matematicas ndo é estruturalmentes22 analoga a utilidade de entidades
tedricas em fisicas”. (FIELD, op. cit, p. 7) Por essa crenca na
dessemelhanga estrutural, Field refere-se especificamente ao fato de, por
um lado, ndo ser possivel eliminar entidades teéricas das formulagdes
cientificas de teorias e, por outro, ser possivel eliminar objetos abstratos
das teorias. Claro que a tese de Field visa mostrar exatamente esta
ultima observacao. Dentre as entidades tedricas, Field mencionard, por

exemplo, particulas subatdmicas>23. Ele nos diz que

..a utilidade de entidades tedricas repousa em dois fatos: (a) elas exercem um papel em
poderosas teorias a partir das quais podemos deduzir uma ampla variedade de
fendmenos; e (b) ndo ha teorias alternativas conhecidas (..) que expliquem esses

fendmenos sem entidades similares. (FIELD, op. cit., p. 8)

dos principios metaldgicos que Field utiliza, destaca-se o teorema da completude da légica
de primeira ordem de Kurt Gédel.

Sers por meio do termo doctrine que Hartry Field se referird ao nominalismo.
“Nominalismo é a doutrina de que...” (FIELD, op. cit., p. 1)

>2%Estamos omitindo grande parte dos detalhes técnicos que encontramos no
trabalho de Field.

>?'Field se refere ao seu livro por monogradfia.

>22 “structurally disanalogous”.

*Buteorias sobre particulas subatomicas...” (FIELD, op. cit., p. 9)
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Antes de seguirmos com a analise de Hartry Field sobre a
aplicabilidade da matematica, precisamos dizer algo sobre estas ultimas

citagoes.

Ao elaborar uma teoria quantica da matéria, o fisico se refere a
particulas subatdomicas, potenciais escalares, campos quanticos etc.
Mesmo que as teorias fisicas utilizem entidades tedricas, é irrelevante>24
0 que tais entidades realmente sdo. Ora, é sabido que, no contexto das
teorias quanticas de campo, o termo particula é teoricamente
eliminavel>25. No caso de uma teoria arbitraria de campo, o que é
relevante é que uma particula da antiga teoria possa ser identificada com

alguma propriedade do campo. Nesse caso, busca-se uma analogia

524 . - sa N . A .
Irrelevante para entendermos a aplicabilidade da matematica as ciéncias

empiricas. Consideramos muito relevantes os estudos sobre ontologia da fisica, dentre eles
os que Krause tem elaborado. Ver (KRAUSE, D. e FRENCH, S. Identity in physics: a historical,
philosophical and formal analysis)

>®Claro que é possivel falar de particulas no contexto de uma teoria quantica de
campo, mas ndo é necessario. As teorias de campo visam estender aquelas que se referem
a particulas. As particulas deverdo ser identificadas com alguma propriedade ou oscila¢éo
do campo. Embora ndo seja de nosso interesse entrar em detalhes, pois a teoria quantica
de campos ndo é objeto de estudo nosso neste trabalho, vejamos um exemplo, i.e.,
equacdo de Klein-Gordon. De maneira independente, Klein, Gordon, Schrodinger, Fock e
Kaluza obtiveram uma expressao relativistica para o movimento do elétron - alids, a
expressdo que obtiveram se aplica a fétons! A expressdo obtida ndo era compativel com
um dos aspectos fundamentais da teoria relativistica de Einstein, i.e., ela ndo era invariante
por transformacdes de Lorentz. Vimos também que Dirac obteve uma expressdo invariante
por aquelas transformacdes e que se aplicava ao movimento do elétron. Ora, a equacgdo de
Klein-Gordon (KG) mostrou-se relevante para a descrigdo do comportamento de particulas
de luz (as quais sdo dotadas de spin-0). Michio Kaku (KAKU, M. Quantum Field theory a
mordern introduction, p. 63-96) descrevera como interpretar a equagdo de Klein-Gordon de
modo que seja aplicavel a descricdo de sistemas fisicos. Para isso, a equagdo KG é adaptada
a descricdo de sistemas contendo infinitas particulas (mais precisamente, sistemas fisicos
de graus infinitos de liberdade constituidos de particulas de spin-0). Graus de liberdade é
um termo estatistico, mas para nossos propdsitos, podemos pensar que significa o nimero
de dimensdes independentes em que cada particula pode deslocar-se. Uma Unica particula
classica pode deslocar-se, a priori, por 3 dimensdes espaciais, por exemplo. Retomando a
questdo da equacgdo KG, a expressao obtida receberd o nome de equagdo de campo, pois
ela descreverd um tipo de campo dito quantico. Posteriormente, Kaku mostrara como é
possivel obter uma equagdo de campo a partir da equagdo de Dirac. (KAKU, op. cit., p. 77-
94) Vimos, por exemplo, que a equagdo de Dirac se aplicava a um elétron. Neste caso, é
finito o nimero de graus de liberdade da particula — embora a expressdo graus de liberdade
inclua outras dimensédes fisicas como o spin.
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estrutural>2¢ entre o que a entidade tedrica particula significa em uma
teoria e determinada propriedade de um campo fisico>27 que possa ser
identificada com aquela particula, agora no contexto da teoria de campo.
O fisico ndo esta interessado no significado>28 real de particulas, ou de
campos, mas somente em suas propriedades estruturais. Enfim, também
é evidente que a existéncia de objetos matematicos nao é analoga a
existéncia de objetos da nossa percepcdo empirica, se assim nos
referirmos aos objetos>2? fisicos. Observemos que o ponto central da
argumentacdo de Field ndo residira no fato de nao haver uma suposta
analogia estrutural entre o uso de entidades tedricas e abstratas na
formulacdo de teorias fisicas. Mesmo assim, cremos que algumas
observagdes sobre (a) e (b) serao relevantes para a nossa compreensao

do trabalho de Hartry Field.

526Suponhamos que seja possivel identificar o termo particula utilizado em uma
teoria quantica ndo-relativistica com alguma propriedade de um campo quantico em uma
teoria de campo, isso de modo que as previsGes tedricas sejam as mesmas em ambas as
teorias. Na teoria de campos, a estrutura matematica é, em geral, mais complexa, podendo
conter uma cépia isomorfa da estrutura matemdtica em que foi formulada a teoria de
particulas. Suponhamos, entdo, que a estrutura matematica da teoria de campos estende
aquela subjacente a teoria de particulas no sentido de conter uma cdpia isomorfa desta
ultima. Nesse contexto, um termo matematico presente na teoria de campos seria
interpretado como referindo-se a uma particula.

>>’Em mecanica cldssica, é mais claro o que o fisico entende pela identificacdo entre
particulas e propriedades de um campo, pois o campo tem uma interpretacdo fisica
sugerida diretamente pela nossa intuicdo empirica. No caso da mecanica quantica, o fisico é
guiado por uma analogia tipicamente estrutural, embora o caso classico sirva de guia. Por
exemplo, McMahon nos mostrara como é possivel interpretar o estado de uma particula de
spin-0 no contexto da mecanica quantica de campos. Para os detalhes técnicos, ver
(MCMAHON, D. Quantum field theory desmystified, p. 127).

>8Claro que é legitima qualquer discussdo sobre a natureza das particulas. Também
ndo é o caso de ndo haver fisicos interessados em ontologia da fisica.

>>Estamos cometendo um nitido abuso da linguagem. Tomemos o exemplo de uma

, L1 A s . . . ;.
particula de spin 2 Massa idéntica aquela do elétron, mas cuja carga seja positiva, embora

de mesmo médulo da carga do elétron. Tal particula recebe o nome de pdsitron (ou
antieletrén). Ela ndo é uma particula pertencente a nossa percepgdao empirica, embora seja
uma entidade tedrica util, e que é detectada por meios indiretos. O pdsitron é gerado pelo
decaimento radiativo (ou emissdo beta) de certos elementos quimicos (e.g., decaimento
um isétopo do potassio em um isdtopo do argdnio mais um pdsitron), também podendo ser
detectado por meio da interagdo entre fétons (dotados de altas energias) e a matéria.
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Quanto a primeira observacao (a), Field nos diz que sdo as
entidades tedricas que exercem um papel em teorias poderosas.
Tomemos o caso da funcdo de onda de um elétron. Tal expressdo
matematica ndo é o elétron, mas um objeto matematico. Ela sequer
denota um elétron, i.e, uma entidade teérica. E por meio da func¢do de
onda da particula que sdo efetuadas operacdes matematicas e, entdo,
determinadas probabilidades sdo calculadas, como mostramos no
capitulo 12 da nossa tese. Ora, para fins de aplicabilidade da matematica
a mecanica quantica, é irrelevantes30 o estatuto ontoldgico do elétron,
pois nenhum fisico tem algum tipo de acesso direto a particula. Somente
por meio de medidas (indiretas) elaboradas em laboratério que foi
possivel dizer que existe uma particula cujas propriedades sdo tais e que
foi chamada de elétron. E, quanto ao que Field expde em (b), seria no
minimo tautolégico dizer que o fisico utiliza entidades teoéricas na
formulagio de suas teorias. E 6bvio que é necessaria a referéncia a algum
tipo de entidade tedrica, pois a ciéncia é um fendmeno cultural passivel
de ser comunicado e compreendido por pessoas. Para isso, é necessaria
uma linguagem e determinado acordo entre os cientistas. Mas o que
Field nos quer dizer é que ndo ha teorias que ndo utilizem entidades
tedricas. Concordamos que toda teoria cientifica se referird a entidades
tedricas (e que nao ha ciéncia moderna sem a utilizacio de uma
linguagem). Discordamos, entretanto, de que ndo haja teorias
alternativas que descartem determinadas entidades em detrimento de
outras entidades tedricas mais gerais. Isso é claro no caso da teoria de

campos, como dissemos anteriormente. Nesse sentido, é indispensavel>31

530 . . ~ . . ~
Obviamente ndés ndo consideramos irrelevantes as questdes levantadas pelos

fildsofos da fisica, logicos e epistemdlogos em geral. Mas para a analise da aplicabilidade da
matematica a fisica é que julgamos irrelevante debater questdes relacionadas a natureza
das particulas, e.g., se elétrons sdo ondas, particulas ou qualquer outra coisa.
>'Procuramos ser mais precisos na discussdo quanto a utilizacdo de entidades
tedricas, pois pareceu-nos ser o caso de Field ser realista com relacdo a teorias fisicas, que é
uma posicdo filoséfica de que ndo partilhamos. Field diria, inclusive, que “particulas
subatomicas sdo teoricamente indispensdveis”. No caso de uma teoria quantica de campo,
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0 uso de tais entidades em teorias cientificas, embora novas entidades
possam ser invocadas para substituir antigas. Desde que ndo é nosso
objetivo central discutir detalhadamente o porqué de Hartry Field se
preocupar com a indispensabilidade das entidades teodricas, podemos
seguir com uma breve analise das idéias centrais do autor de Science

without numbers.

A abordagem de Field pode ser exposta da seguinte maneira
simplificada. Suponhamos que S seja uma teoria matematica arbitraria e
que N seja um conjunto de asser¢ées nominalistas>3? elaboradas na
mesma linguagem formal®32 de S. Field visa obter uma teoria%3
T =S+ N que seja uma extensdo conservativa de N. Ele pretende

mostrar que

identifica-se determinada propriedade do campo com uma particula. Isso ndo quer dizer
que uma particula é dada por aquela propriedade! No caso da matematica pura,
poderiamos dizer que algo parecido se da quando identificamos um ndmero real r com um
ndimero complexo do tipo r + 0i. No primeiro caso, as propriedades estruturais da
particula sdo identificadas com determinadas propriedades de um campo. No segundo
caso, existe uma relacdo de inclusdo do conjunto dos reais naquele dos complexos, também
chamada de imersdo. Alids, o conjunto dos complexos contém uma coépia isomorfa do
conjunto dos reais, a qual é dada pela fungdo dos complexos nos reais, dita proje¢do
w(a + bi) = a.

>?Dizer que uma asser¢do A (pertencente a N — um conjunto de assercBes) é
nominalisticamente enuncidvel é afirmar que o vocabuldrio em que a asserc¢do é formulada
ndo coincide com o vocabulario ndo-légico da teoria matematica em questdo, no caso, a
teoria arbitraria S supramencionada.

>*para a definicdo precisa de linguagem formal de primeira ordem, ver (ENDERTON,
H.B A mathematical introduction to logic, p. 68-69). Embora Field utilize uma linguagem de
segunda ordem, é possivel elaborar a discussdo que o filésofo norte-americano elabora no
contexto de uma linguagem de primeira ordem. Visando rebater criticas ao seu trabalho
referentes a utilizagdo de uma linguagem de segunda ordem, Field escreveu outros textos,
em cuja andlise ndo nos deteremos. Para a andlise da resposta de Field a tais criticas, ver
(CHIHARA, C. A structural account of mathematics, p. 320).

>**Intuitivamente, T, é uma teoria légica dita extensdo conservativa de uma teoria T;
se a linguagem (formal) L,de T, estender a linguagem L, de T; de modo que todo teorema
de T, seja teorema de T,. E também necessario que todo teorema de T, que puder ser
formulado (e demonstrado) em L; também seja teorema de T;. Quanto a teoriaT = S + N,
é evidente que o simbolo “+” ndo se refere a adicdo usual de numeros inteiros.
Informalmente, a linguagem L sera obtida por meio das linguagens Lg e Ly, denotada por
Ly =Lg + Ly. T serd a teoria formulada em Ly. Para uma discussdo de como sdo
construidas extensdes de teorias, ver (CURRY, H. B. Foundations of mathematical logic, p.
94-96).
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..se vocé tomar qualquer corpo de asser¢bes N nominalisticamente enunciadas,
supridas de uma teoria matematica S, vocé ndo obtém nenhuma conclusdo
nominalisticamente enuncidvel que ndo possa ser obtida a partir de N isoladamente.

(FIELD, op. cit., p.9)

Colocada a questdo por meio de uma notagdo légica, escreve-se: se
N+ S E @, entdao®3> N E ¢ (para uma sentenca ¢ que puder ser
enunciada nominalisticamente). Ora, a matematica seria o dito extrator
de suco mencionado por Chihara, pois ela funcionaria como uma espécie

de escada que poderia ser abandonada apds sua utilizacao.

Ainda com relacao a construcao da teoria T, ela poderia, a priori, ser
inconsistente, pois obviamente nada impede a teoria N de se referir a
objetos matematicos>3¢. Visando formular uma teoria consistente, Field
elaborara um processo de reconstrugdo ou reaxiomatizag@o>3’
nominalista da matematica. Vejamos isso de modo resumido. Se A é uma
assercdo de N, é possivel obter uma nova assercdo A* de modo que nela

ndo haja referéncia a entidades matematicas. Definamos “M(x)” como o

535, A . , . . .
Lé-se: “se é possivel demonstrar (semanticamente) ¢ a partir das teorias N e S,

entdo é possivel demonstrar ¢ a partir de N tomada isoladamente”. O simbolo “I+” refere-
se a dedutibilidade semdntica. Por outro lado, o simbolo “+” refere-se a dedutibilidade
sintatica. Observemos que é um abuso de linguagem dizer dedutibilidade semdntica, pois
define-se deducdo (de uma sentenca em uma teoria) sintaticamente. E costume escrever
“T + ¢”, i.e., @ é demonstravel na teoria T enquanto que “T I ¢” deve ser lida por ¢ é
vdlida em T. Para as defini¢gdes rigorosas de T ¢ e T IF ¢, ver, respectivamente
(ENDERTON, H.B. A mathematical introduction to logic p.103) e (idem, ibidem, p. 83). E
sabido que ha um famoso teorema devido a Godel para a légica de primeira ordem que nos
diz em que condig¢Bes deduzir semanticamente uma sentenga ¢ é equivalente a deduzi-la
sintaticamente, i.e, quando T + ¢ é equivalente T I+ ¢. Tal teorema é dito teorema de
completude da I6gica de primeira ordem. Em geral, sistemas légicos de ordens superiores a
primeira ordem sdo incompletos (claro que no sentido do teorema de Godel). Isso quer
dizer que as dedutibilidades sintatica e seméntica ndo sdo equivalentes.

>**poderia ser o caso de S e N atribuirem propriedades contraditdrias a um mesmo
objeto matematico. Por exemplo, se a teoria S se referisse somente a nimeros naturais
menores que 20 e a teoria N postulasse a existéncia do nimero 21 + 35.

>*Ora, Field havia dito que ndo visava reinterpretar a matematica e muito menos
defender o nominalismo, conforme dissemos anteriormente. E interessante notar que
agora ele se refere a uma reaxiomatizacdo da matematica. Ele nos diria que “de fato, para
que seja suficientemente poderosa para nossos propdsitos, uma teoria matematica deve
diferir de uma teoria de conjuntos puros (...) ela deve também permitir que termos ndo-
matematicos aparegam nos axiomas...”
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predicado cujo significado é “x é uma entidade matematica”. Para cada 4,
seja A*a asserc¢do obtida de A pela seguinte restricdo visando eliminar
toda e qualquer mencdo a objetos matematicos na nova assercdo, i.e.,
utiliza-se “ndo-M(x;)” para cada ocorréncia de um quantificador em A
para a variavel x;. Seja>38 N*o conjunto de todas as asser¢des A*para

cada A em N. O que Field visa mostrar, entdo, é que

SeN*"+ S E @,entdo’3? N* &= ¢

\

Field se referira a sentenga acima por principio conservativo>4.
Observemos que estamos apenas nos detendo nos aspectos centrais do
trabalho de Hartry Field, pois ha detalhes>*! técnicos que somente

criariam obstaculos a compreensao de nossa exposicao.

>**Field, por exemplo, afirmard que “se N diz que todos objetos obedecem as leis de

Newton, entdo N*dira que todos objetos ndo-matemadticos obedecem as leis de Newton”.
(FIELD, op. cit., p. 11)

>*Mais precisamente, "Ix — M(x)"+ N*S E ¢@,entdo N* E ¢. “M(x)” significa “x é
um objeto matematico” e “3” é o quantificador dito existencial. O porqué desta Ultima
formulagdo é bastante simples, pois poderia ser o caso de ndo existir nenhum x que ndo
fosse objeto matematico, e entdo a proposta de Field seria indcua.

o) principio conservativo ao qual Field se referird por Principio C sera enunciado
exatamente da seguinte maneira: “Seja A uma sentenga nominalisticamente enuncidvel, e
N um corpo arbitrario de tais sentencas; seja S qualquer teoria matematica. Entdo A*ndo
serd uma consequéncia de N* + § + 3x-M(x) a menos que A seja uma consequéncia de N”
(FIELD, op. cit., p. 12) Observemos que por meio do teorema da completude de Gédel da
l6gica de primeira ordem (e do teorema soundness, também da logica de primeira ordem) é
possivel obter uma versao sintdtica para o principio da conservagao, o qual pode ser escrito
da seguinte maneira: “3Ix-M(x) +N*S F ¢, entdo N* I ¢”. Na notagdo, a Unica diferenga é
que se escreve “” no lugar de “I+".

A reconstru¢do nominalista” de Field parte também de sua crenga de que é
possivel obter os modelos matematicos utilizados pelos cientistas por meio de
determinados teoremas, ditos teoremas da representa¢do. Visto que Field visa elaborar
uma reconstru¢do nominalista da teoria gravitacional de Newton, é necessario desenvolver
o calculo vetorial que é a ferramenta matematica basica utilizada nessa teoria fisica. Ele
mostrard que é possivel desenvolver os fundamentos basicos do calculo diferencial de
vetores por meio de relagdes de congruéncia e paralelismo entre segmentos de retas. Field
quer mostrar que basta a conservatividade da matemdtica para que as teorias matematicas
sejam aplicaveis. A conservatividade é descrita pelo principio conservativo. Para os detalhes
técnicos do trabalho de Hartry Field, ver o capitulo 82 do trabalho aqui discutido. Para uma
analise pormenorizada da reconstrucdo que Field propGe, ver a excelente discussdo feita
por David Malement em sua resenha do livro de Field publicada em The journal of
philosophy (vol 79, edicdo 9, set/1982, p. 523-534). A discussdo da natureza do teorema da
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A titulo de ilustracao (do principio conservativo), seja S a teoria de
Zermelo-Frankel>#2 ZF. A primeira observacao relevante que fazemos é
que ndo é possivel obter conclusdes nominalisticamente enunciaveis a
partir somente de premissas nominalisticamente enunciaveis>43. De
acordo com o nominalismo, objetos abstratos ndo existem. Visto que as
teorias fisicas versam sobre objetos da nossa percep¢do empirica e as
teorias matematicas versam sobre objetos abstratos, Field nota que é
necessario incluir algum tipo de entidade que funcione como uma
ponte>** entre os objetos da matematica pura e os objetos da nossa
intuicao empirica. Esses objetos intermedidrios serdao ditos urelementos.
A respeito deles, é importante saber que ndo sio os objetos da
matematica pura, como conjuntos, nimeros e fun¢des, mas podem54> ser
agrupados de modo a satisfazerem a uma relacdo de pertinéncia, i.e,
podem ser tomados como elementos de conjuntos. Para o caso da teoria
S = ZFU (ZF modificada de modo a incluir urelementos), Field nota que
é suficiente adicionar o axioma Vx(Set(x) - M(x)) para o predicado
Set(x) (“x € um conjunto”). E se S incluir parte da teoria de nimeros
(irredutivel a teoria de conjuntos ZFU), seria mister adicionar os
axiomas Vx(N(x) = M(x)) e 3(x)(N(x)) para o predicado N(x) (“x é um
numero”). Vejamos, agora, que conclusdes elaborar a respeito do

trabalho de Field.

representacdo encontra-se na pagina 524 dessa resenha. A denominagdo do mencionado
teorema se deve, originalmente, a um resultado obtido por David Hilbert para a geometria
euclidiana (FIELD, op. cit., p. 50).

A teoria de conjuntos ZF com o axioma da escolha.

Field nos dirda que “N&o existe um modo no qual elas podem a primeira vista ser
Uteis em nos tornar aptos a deduzir consequéncias nominalisticamente enuncidveis a partir
de premissas nominalisticamente enunciaveis”. Por “elas”, Field refere-se a teorias da
matematica pura, e.g., ZF.

**Referindo-se a esses objetos, Field diz que “eles servem como uma ponte entre as
entidades abstratas puras e os objetos fisicos; sem tal ponte, os objetos puros seriam
indcuos (FIELD, op.cit., p. 9) Traduzimos idle por “indcuos”. Outra opgdo seria “inertes”.

>*Para nossa discussdo, ndo ¢é relevante saber exatamente como os ditos
urelementos sdo introduzidos na teoria de conjuntos. Muito resumidamente, modifica-se a
estrutura axiomatica (via modificacio do axioma da separacdo) da teoria de modo a
permitir a existéncia desses objetos, também chamados de impuros.

543



240

Primeiramente, ele surgiu como uma proposta original para
explicar a utilidade da matematica em fisica de modo que nao fosse
necessario assumir a existéncia de objetos matematicos. Sabemos que
Field visava refutar o argumento da indispensabilidade de Quine. A
énfase do trabalho do filésofo norte-americano é dada no principio
conservativo. Tal principio permitiria mostrar que a matematica
funcionaria como uma etapa anterior (segundo Chihara, um “extrator de
suco”) a reformula¢do nominalista das teorias matematicas utilizadas em
fisica. Vemos claramente a preocupacdo de Field em defender um ponto
de vista filoséfico, visando, inclusive, enquadrar a filosofia da
matematica nos moldes da escola regida pela doutrina nominalista.
Quanto aos resultados e a abordagem técnica do trabalho de Hartry
Field, concordamos com Malement54¢ que ela pode ser de interesse para
grande parte da comunidade de légicos, independentemente do sucesso
ou fracasso da abordagem proposta. Alids, ndo cremos que o fil6sofo
norte-americano tenha conseguido atingir sua meta. A estratégia de Field
requer que TODA a ciéncia possa ser reaxiomatizada de acordo com sua
proposta. Caso a proposta de Field fosse a Unica conhecida, seria no
minimo, duvidoso que ela fosse passivel de ser concluida (ou que seria
proveitoso nominalizar a fisica). Ora, para cada teoria cientifica seria

necessario reescrevé-la de acordo com a férma nominalista4’. Parece-

546 a . .
Malement, em sua resenha (ver nota 541 para referéncias), nos diz, quanto ao

trabalho de Field, que ele “tem um resultado técnico relevante em seu centro. Ele
apresenta uma abordagem original de problemas centrais na filosofia da matematica”.
>Uma teoria nominalista seré aquela que ndo contenha termos referentes a objetos
abstratos ou quantificacGes sobre tais objetos. Se pensarmos na aritmética usual dos
ndmeros naturais, ela ndo é uma teoria nominalista, pois se refere aos objetos ditos
nameros. Para elaborar uma versdo nominalista da aritmética, poderiamos, por exemplo,
seguir Field no capitulo 29 de Science without numbers. Para isso, Field requerera que a
linguagem formal em que sua teoria nominalista N da aritmética dos naturais contenha
varios simbolos, dentre eles o simbolo “=" para identidade, simbolos para os
quantificadores existencial e universal , i.e., respectivamente, 3, V. Além dos
quantificadores existencial e universal, a teoria requerera quantificadores denotados por
simbolos do tipo 34, (que significa “ha exatamente 94”) e 34, (“ha pelo menos 94). Enfim,
Field assumira, obviamente, a validade dos axiomas da identidade e mostrard que sua
teoria é axiomatizavel (recursivamente, alids). Claro que nao estamos expondo os detalhes
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nos mais razodvel entender como a matematica é aplicada e que
propriedades matemadticas sdo requeridas para que a aplicacdo as
ciéncias empiricas seja possivel. Para isso, claro que nao é necessario nos

prendermos a uma filosofia da matematica restrita>48.

da abordagem de Field, mas apenas mencionando o que é essencial para nds. Para uma
discussao detalhada, ver o capitulo 22 de Science without numbers.

>*8precisamos voltar nossos olhos na matemética que é feita pelos matematicos, e
ndo em doutrinas preestabelecidas que visam direcionar o desenvolvimento da
matematica. Parece ser o caso de alguns filésofos ndo terem aprendido com o fracasso de
Kant. Dissemos que, para Kant, numeros complexos eram entidades teoricamente
impossiveis. Para o bom andamento da matematica, o matematico (e.g., o brilhante Gauss)
fechou os olhos para o dogmatismo Kantiano e continuou com seu trabalho.
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