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Resumo

Este trabalho tem por objetivo desenvolver um algoritmo computacional para otimizacao
de forma da superficie de mancais hidrodinamicos. O algoritmo usa a teoria de lubrificacao
elastohidrodinamica que leva em conta a deformacao elastica do mancal devido a distribuicao
de pressao hidrodinamica. Esta distribuicao de pressao é calculada resolvendo-se a equacao
de Reynolds por meio do Método de Elementos Finitos (MEF). O MEF também foi usado
para calcular a deformagao radial do mancal. Uma metodologia de otimizacao foi entao apli-
cada para obter um novo mancal com melhor desempenho, mudando-se apenas a geometria

da superficie do mancal.

Palavras Chave: Mancais, Hidrodinamica, Elastohidrodinamica, Otimizagao, Método de El-

ementos Finitos, MatLab, Motores.
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Abstract

The aim of this work is to develop a computational algorithm for bearing surface shape
optimization. The algorithm uses the elastohydrodynamic lubrication theory that takes
into account the elastic bearing deformation due to the hydrodynamic pressure distribution.
This pressure distribution is calculated by solving the Reynolds equation using the Finite
Element Method (FEM). The FEM is also used to calculate the bearing radial deformation.
An optimization methodology is applied to obtain a new bearing with better performance

characteristics by changing only the geometry of the bearing surface.

Keywords: Bearings, Hyrodynamics, Elastohydrodynamics, Optimization, Finite Elements

Method, MatLab, Engines.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

A constante busca da industria automobilistica por inovagao e ganhos de mercado tem
impulsionado o desenvolvimento de motores com desempenho e eficiéncia cada vez maiores,
e com consumo, custos e peso cada vez menores. Uma pratica que atualmente tem tomado
forca na indidstria automotiva é o aumento da pressao de combustdo nos cilindros (PCP
ou Peak Cylinder Pressure), com o objetivo de alcangar as restrigdes impostas pelas leis de
emissoes em todo o mundo. Neste contexto, também surge a constante exigéncia, por parte
dos consumidores, de reduzir o consumo de combustiveis. Estes fatos tém levado a industria
automotiva a uma constante busca por novas solucoes técnicas e idéias inovadoras. Altos
niveis de PCP é uma das solucoes técnicas para reduzir emissoes. No entanto, esta solugao
resulta em maiores forgas aplicadas aos mancais de virabrequins e bielas. Deste modo, os

mancais devem ser projetados para resistir a estas condigoes.

Para permitir tais realizacoes, a simulagao computacional e algoritmos de otimizacao
desempenham um papel fundamental e sao ferramentas usadas para se alcancar tais objetivos.
Estas técnicas fornecem informagoes confidaveis acerca das caracteristicas do mancal que po-
dem ser usadas no desenvolvimento de melhores componentes. Por exemplo, a espessura do
filme de 6leo é um indicador da durabilidade do mancal, pois quanto menor a espessura maior
é a probabilidade de haver contato entre o eixo e o alojamento, gerando assim desgaste. A
pressao de filme de déleo esta diretamente relacionada com as solicitacoes que a estrutura ira

sofrer e que podem eventualmente levar a falha do componente. E desejavel ter um pico de



pressao menor, mas com uma distribuicao de pressao tal que seja suficiente para equilibrar
as cargas impostas. A perda de poténcia por atrito viscoso esta relacionada com o maior
consumo de combustivel do motor. Por fim, a velocidade do eixo tem impacto direto no ruido
gerado pelo motor (Goenka e Oh 1986). Apenas listando alguns dos parametros que podem
ser avaliados computacionalmente, é possivel verificar o grande volume de informacoes que
estas técnicas podem fornecer para auxiliar o projeto destes componentes, justificando assim

seu estudo.

Os mancais sao importantes elementos mecanicos presentes nao apenas em motores
de combustao interna, mas em uma grande variedade de méquinas e sistemas, tipicamente
onde ha movimentos de rotagao. De maneira geral, suas funcoes sao a de suportar, guiar
e diminuir o atrito do movimento entre partes de maquinas, evitando o contato entre elas.
Ao longo dos anos, diversos estudos sobre mancais e lubrificagdo hidrodinamica vém sendo
realizados. A maioria deles envolvem simulacoes computacionais ou praticas experimentais,
na busca pelo entendimento dos fenomenos fisicos que ocorrem neste componente e assim

realizar melhorias nos projetos.

Varios tipos de mancais podem ser encontrados nas mais variadas aplicacoes. Podem
ser classificados em: mancais axiais, mancais radiais, mancais hidrodinamicos, mancais de
elementos rolantes, dentre outros. No entanto, o presente trabalho se restringe ao estudo de

mancais hidrodinamicos radiais.

1.2 Revisao Bibliografica

Os principios da lubrificagao por filme de 6leo sao hoje bem entendidos e utilizados
amplamente. As bases desta disciplina foram lancadas no final do século XIX, conforme
relatado por Pinkus 1987 e sumarizado a seguir.

Trés nomes foram os responsaveis pela descoberta e formulacao dos principios da lubri-

ficagao hidrodinamica vélidos até os dias de hoje: o russo Nicolai P. Petrov (1836-1920) e dois

britanicos, Beauchamp Tower (1845-1904) e Osborne Reynolds (1842-1912). Durante os anos



de 1883 a 1886 foram concretizados por estes nomes, de forma independente, as bases tanto
tedricas quanto experimentais desta area da tribologia. A elaboracao dos conceitos inciou-se
com Petrov, quando formulou em 1883 a relacao entre forca de atrito e os parametros de um
mancal. No mesmo periodo, o Comité de Pesquisas em Atrito a Altas Velocidades, formado
pelo Instituto de Engenheiros Mecanicos da Gra-Bretanha, nomeou Tower para conduzir uma
série de experimentos em atrito de mancais ferrovidrios. Estes famosos experimentos, realiza-
dos nos anos de 1883 e 1884, levaram ao descobrimento da presenca de pressao hidrodinamica

no filme de fluido de um mancal.

Petrov e Tower formularam os conceitos através de experimentos, mas nao havia uma
base tedrica sélida que explicasse os resultados experimentais. Este formulacao tedrica foi
elaborada por Reynolds, quase que simultaneamente aos experimentos, porém sem ter con-
hecimentos destes. O artigo técnico escrito por Reynolds contendo a dedugao da equagao
diferencial, que hoje leva seu nome, foi lido na Royal Society em 1886. Neste trabalho, a
equagao aparece da seguinte na forma

0 (,50p 0 (,30p\ dh
o7 (h al‘) + 9> (h 82) =6u |:(U0—|—U1)dx + 2V, (1.1)

onde = é a coordenada na direcao de U, z é a coordenada normal a U, h é a espessura de
filme de 6leo, p é a pressao hidrodinamica, u ¢é a viscosidade do fluido, Uy e U; as velocidades

lineares do alojamento e do eixo, respectivamente, e V' é a velocidade na direcao normal.

Devido a dificuldade se obter uma solucao para esta equacao diferencial parcial nao
homogénea de segunda ordem, foram estudadas, no inicio, apenas versoes simplificadas da
mesma. Uma das abordagens é considerar o mancal como infinitamente longo, e esta solugao
analitica foi apresentada por Sommerfeld em 1904, embora Reynolds a havia proposto e
tentado uma solugao em seu artigo de 1886, mas sem sucesso. Oposta a idéia do mancal
infinitamente longo, surge a proposta de solucao da equacao de Reynolds para um mancal
infinitamente curto por Michael em 1929 e Cardullo em 1930. No entanto, a solu¢ao completa

s6 foi alcancada em 1952 por Ocvirk.
Embora 1til para uma primeira analise, estas solugoes analiticas nao forneciam dados
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quantitativos confidveis acerca do comportamento do mancal que pudessem ser usados por
projetistas. Algumas outras formas de solucao foram propostas como Hays 1959 que usou

principios do célculo variacional, obtendo solugoes por séries para o problema bi-dimensional.

A primeira solucao da equagao de Reynolds usando computadores foi feita por Pinkus
1956, que avaliou mancais circulares e elipticos para varias relagoes de L/D, onde L e D
sao a largura e o diametro do mancal, respectivamente. A partir de entao varios trabalhos
buscaram a solucao da equacao por meio de métodos computacionais. Um importante ex-
emplo é o artigo de Booker e Huebner 1972 onde aplicou-se o método de elementos finitos ao
problema geral de lubrificacao liquida usando o método direto para o caso unidimensional e o
método indireto ou variacional para o caso bidimensional. Mostrou-se que o método é capaz
de tratar todos os efeitos encontrados neste tipo de problema, sendo que irregularidades na
geometria foram facilmente tratadas pelo método, mostrando o potencial para aplicacao em

problemas reais e complexos de lubrificagao por fluido.

Durante muito tempo o projeto de mancais foi feito considerando-se o eixo e o alo-
jamento como corpos rigidos. No entanto, como apresentado em Carl 1963, deformacoes

significativas dos componentes ocorrem em operacao devido a pressao.

Em mancais hidrodinamicos, a pressao do filme 6leo presente entre as partes moéveis,
responsavel pela separagao dos elementos, é gerada pelo préprio movimento relativo entre o
eixo e o alojamento. Esta pressao ¢ responsavel por suportar o carregamento aplicado ao
eixo. Dependendo da magnitude da pressao hidrodinamica pode ocorrer deformacao do alo-
jamento do mancal, dando origem a lubrificacao Elastohidrodinamica (Elastohydrodynamic
lubrication - EHL ou EHD). O problema EHD consiste em: dados dois sélidos elasticos, com
rotacoes independentes, separados por um filme de dleo e pressionados um contra o outro
por uma forga externa, encontrar a distribuicao de pressao e a regiao de contato, levando em
conta os efeitos da pressao nas propriedades do fluido e na geometria dos sélidos. E entdo

possivel obter o perfil da espessura do filme de 6leo no mancal.

O estudo da teoria EHD data de 1936 quando Peppler estudou a lubrificacao no contato

entre dentes de engrenagens (Oh 1984). O primeiro trabalho notével deve-se a Ertel em



1939, que incorporou os efeitos elasticos e de viscosidade em funcao da pressao na andlise de
lubrificagdo (Hamrock, Steven e Jacobson 2004). Os resultados obtidos estavam mais perto
daqueles encontrados experimentalmente para engrenagens e mancais com elementos rolantes
do que os resultados obtidos utilizando-se a teoria hidrodinamica. A andlise EHD baseia-se no
calculo da pressao do lubrificante e da espessura do filme de éleo, sendo que estes parametros
estao relacionados pela equacao de Reynolds e pela equagao da elasticidade. Ha varias fontes
de nao-linearidade na formulacao EHD, tais como a dependéncia da espessura do filme em
relacdo a pressao do lubrificante, a dependéncia da viscosidade em relagao a pressdo (nao
tratada neste trabalho) e a restricdo de pressdo positiva, o que torna o problema de dificil
solucao.

O’Donoghue, Brighton e Hooke 1967 apresentou uma solugao para o problema de lubri-
ficacao hidrodinamica para mancais de deslizamento, levando em consideracao as deformacoes
elasticas do eixo e do alojamento, considerando fluido isoviscoso em um mancal infinitamente
longo. A distribuigao de pressao hidrodinamica foi encontrada a partir das condig¢oes de con-
torno do problema e por um processo de tentativa e erro, através do qual se definiu o angulo
de pressao de cavitacao. A deformacao do mancal e do eixo foi entao calculada utilizando-se
esta distribuicao de pressao expressa por séries de Fourier. O processo se inicia com um
fator de excentricidade baixo e aplicando-se um coeficiente de relaxacao, que é reduzido a
medida que o fator de excentricidade aumenta, de modo a obter convergéncia. Os resulta-
dos mostraram uma reducao no pico de pressao, bem como uma reducao na relacao pico
de pressao/pressao média, e um aumento na espessura minima de filme de éleo no mancal

flexivel quando comparado com um mancal rigido.

Oh e Huebner 1973 demonstraram como os efeitos da deformacao eldstica na perfor-
mance de mancais radiais podem ser calculados pra geometrias tridimensionais de mancais
reais. A equacao de elasticidade do modelo tridimensional foram resolvidas simultaneamente
a equacao hidrodinamica, usando um esquema iterativo direto de modo a prever a deformacao
do alojamento e a distribuicao de pressao no filme de éleo. Foi aplicado o Método dos Elemen-

tos Finitos (FEM) para ambos os problemas por tratar bem as irregularidades da geometria



de um mancal real e a facilidade de acoplar a equacao de elasticidade e hidrodinamica com
uma metodologia unificada. O esquema iterativo apresentado foi efetivo para fatores de
excentricidade de até 1,15. Os resultados mostraram que a distribuicao de pressao elasto-
hidrodinamica difere significativamente da distribuicao de pressao obtida sem a consideracao

de deformacao elastica.

LaBouff e Booker 1985 propuseram um tratamento unificado para o problema hidro-
dinamico e elastohidrodinamico usando o Método de Elementos Finitos, capaz de avaliar
mancais com furos ou canais de alimentacao de 6leo, bem como irregularidades na superficie,
tais como barrelling e hourglassing. A formulacao de elementos finitos utilizada foi a mesma
detalhada por Booker e Huebner 1972. O acoplamento dos problemas hidrodinamico e estru-
tural foi realizado da seguinte forma. E feita uma suposicao inicial dos parametros necessarios
para caracterizar a posigao de equilibrio do eixo em um determinado tempo. A velocidade do
eixo no ponto de equilibrio é entao calculada juntamente com os esforcos nodais e a condicao
de cavitacao. Usa-se os valores de esforcos nodais para calcular a deformacao da estrutura,
que por sua vez, é utilizada para o calculo dos novos esforcos e condicao de cavitagao, até
que a convergéncia seja atingida. Dois critérios de convergéncia foram usados neste estudo.
O primeiro foi a diferenca da deflexao nodal entre iteragoes sucessivas, que deveria estar
abaixo de um fragao especifica da espessura do filme de éleo. O segundo foi a diferenca entre
valores de pressao nodal de duas iteracoes sucessivas estar abaixo de uma fracao da maxima
pressao de filme. Varias técnicas foram aplicadas para melhorar a convergéncia do algoritmo,
como a limitacao dos valores de deflexdo nodal, ponderacao destes valores pela média das
iteracoes anteriores, entre outras. Os resultados mostraram significativas redugoes do pico de
pressao no mancal elastico, em comparacao com o mancal rigido, para carregamento ciclico
e estatico, bem como um aumento na espessura do filme do 6leo no caso de carregamento
varidvel (a diferenca da espessura de filme de mancais eldsticos e rigidos foi minima no caso

de carregamento estatico).

O método de Newton-Raphson foi utilizado por Oh e Goenka 1985 em conjunto com

o algoritmo de Murty e o método dos elementos finitos para analisar as caracteristicas da



lubrificacao elastohidrodinamica de uma biela de motor de combustao interna sob carrega-
mento dinamico. O método de Newton-Raphson é capaz de tratar de forma robusta as
nao-linearidades que surgem do acoplamento da equacao de Reynolds com a equagao de
elasticidade. A regiao de cavitagao foi encontrada usando a formulagao de complementari-
dade, na qual a pressao do lubrificante em determinada regiao é governada pela equacao de
Reynolds ou pela equagao trivial p = 0. Logo, a regiao de interesse é dividida em duas sub-
regioes, uma onde a pressao é maior que zero (equacao de Reynolds pode ser aplicada) e uma
outra subregiao onde a pressao é menor que zero. Nesta ultima, assume-se a pressao igual
a zero, visto que uma pressao negativa nao tem sentido fisico na anélise em questao. Como
as solugoes para carregamento dinamico sao dependentes do tempo, foi utilizado o esquema
implicito, que trata a pressao e a excentricidade como incognitas, visto que a acumulacao de
erros de arredondamento sao mais provaveis no sistema explicito. A distribuicao de pressao
apresentou um comportamento bimodal decorrente da deformagao elastica do alojamento.
Verificou-se também que, devido a deformacao, a distribuicao de espessura de filme de 6leo
apresentou uma regiao plana no ponto de maxima carga. O tempo de simulacao do compo-
nente real foi de 36 horas, o que levou os autores a desenvolver um modelo simplificado, mas

com uma eficiéncia computacional maior.

Este modelo, publicado em 1986 (Goenka e Oh 1986), foi chamado pelos autores de
FEHD (Fast Elastohydrodynamic Analysis) para diferenciar do modelo anterior chamado de
DEHD (Detailed Elastohydrodynamic Analysis). Este modelo assume que a viscosidade do
fluido aumenta exponencialmente com a pressao e a solucao obtida pelo método de Newton-
Raphson. Para diminuir o tempo de simulagao, a pressao foi considerada como a multi-
plicacao de duas fungoes independentes, uma na coordenada 6 e outra na coordenada z, isto

¢,

p(e, Z) = g(@)f(z), (1'2)

onde f(z) é uma fungao conhecida que satisfaz as condigdes de contorno do problema. Esta

hipétese implica que apenas a funcao g(6) deve ser determinada. Assumindo uma distribuigao
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parabdlica para g(6), a solucao foi obtida em um tempo 50 vezes menor que no algoritmo
DEHD. A variacao dos valores de pico de pressao obtidos pelo métodos FEHD e DEHD foi
de 13% na regidao de maximo carregamento, sendo que nas outras regioes a diferenca nao foi
significativa. No entanto, a espessura de filme apresentou diferencas significativas entre os

modelos, devido a imposigao de um perfil parabélico para g(6).

Usando um método iterativo para avaliar o comportamento de mancais em condicoes
reais de velocidade e carregamento dinamico, Fantino e Frene 1985 compararam dois mancais
diferentes, um retirado de motor a gasolina e outro de um motor diesel. Ambos foram anali-
sados com o modelo rigido e flexivel. A pressao hidrodinamica foi encontrada integrando-se
analiticamente a equacao de Reynolds com a hipdtese de mancal curto. A deformacao elastica
foi calculada pelo Método dos Elementos Finitos usando uma malha com elementos ciibicos
isoparamétricos. A matriz de rigidez de cada elemento foi obtida por integral gaussiana e
combinadas para formar a matriz de rigidez [K] do mancal como um todo. A integragao
da pressao hidrodinamica gerou o vetor de forgas nodais [F]. Os deslocamentos foram entao

obtidos pela solucao da equacao

[F] = [K][d]. (1.3)

Os deslocamentos calculados foram inseridos na equacao de Reynolds pela expressao de espes-
sura de filme de 6leo e a pressao calculada novamente. Este processo iterativo foi realizado
até a convergencia, utilizando-se a técnica de sub-relaxagao para garantir estabilidade da
solucao. Fatores de excentricidade de até 3,8 foram encontrados para o caso do mancal
flexivel de motor a gasolina. A comparacao dos dois mancais mostrou que: o torque no
modelo flexivel aumenta em comparacao ao rigido para os dois tipos de motor; o fluxo axial
aumenta significativamente no motor a gasolina, mas nao varia para o motor diesel; a espes-
sura minima de filme de 6leo diminuiu em cerca de 15% no motor a gasolina e aumentou em
20% no motor diesel. Estas variacoes de comportamento devem-se as diferencas nas curvas

de carregamentos.

O método de sub-relaxacao, usado para garantir a convergéncia limitando a mudanga
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da espessura de filme ao longo das iteragoes, apesar de ser facilmente aplicavel é muito depen-
dente do fator aplicado, e sob grandes carregamentos pode ser dificil garantir a convergéncia.
Com um carregamento variavel, é necessario um fator de relaxacao também varidvel que as-
segure a convergéncia durante todo o ciclo, podendo consumir grande quantidade de recursos

computacionais e nao ser sempre convergente para carregamentos severos.

Um algoritmo mais robusto e rapido foi desenvolvido por Mclvor e Fenner 1989 uti-
lizando o método de Newton-Raphson e elementos finitos de alta ordem ao invés de elementos
lineares, o que permite obter solugoes com a mesma precisao com menos nos. Foram usa-
dos elementos isoparamétricos de 8 nés para a malha de fluido e elementos isoparamétricos
de 20 nos para a andlise estrutural. Para obter a matriz de rigidez da estrutura, ao invés
de se aplicar carregamentos unitarios ao nés e compatibilizar o efeito na estrutura toda,
foi aplicado o principio da condensacao, onde a matriz pode ser montada apenas para o
deslocamento radial dos nés da superficie e nao da estrutura toda. Trés métodos baseados
em Newton-Raphson foram investigados: o método de Newton-Raphson convencional (NR),
o método de Newton-Raphson modificado (MNR) e o método de Newton-Raphson répido
(FNR). No método NR, a matriz de coeficientes, que relaciona a variacao das equagdes do
problema em funcao das variaveis, é modificada a cada iteracao até que se obtenha a con-
vergéncia. No método MNR, a matriz é modificada apenas quando ha uma redefinicao da
regiao de cavitagao. J4 o método FNR foi desenvolvido pelos autores para diminuir o tempo
computacional necessario. Consiste em definir uma matriz inicial considerando que nenhum
dos nés esta em condicao de cavitagao. A medida que a regiao de cavitagdao é encontrada,
uma nova matriz é criada utilizando-se apenas as linhas e colunas dos nés fora da zona de
cavitacdo, mantendo a matriz inicial. A combinacdo do método FNR com elementos de
alta ordem obteve tempos de simulagao mais que duas ordens de magnitude menores que as

analises similares realizadas anteriormente.

A Tabela 1.1 resume as abordagens dos autores citados quanto ao método de solucao da
equacao de elasticidade (Modelo de Elasticidade), método de solucao da equacao de Reynolds

(Modelo de Lubrifica¢ao) e método de solugao das equagoes.



Tabela 1.1: Modelos de teoria EHD utilizado por diversos autores.

Autor/Ano Modelo de Modelo de Método de
Elasticidade Lubrificagao Solugao
O’Donoghue et al. 1967 | Analitico Infinitamente longo Iterativo + Relaxacao
Oh e Huebner 1973 FEM 3D FEM 2D I[terativo
Fantino e Frene 1985 FEM 3D Infinitamente curto Iterativo + Relaxacao
LaBouff e Booker 1985 FEM 2D FEM 2D Iterativo
Oh e Goenka 1985 FEM 3D FEM 2D Newton-Raphson
Goenka e Oh 1986 FEM 3D | Principio de minimizagao Newton-Raphson
Meclvor e Fenner 1989 FEM 3D FEM 2D Newton-Raphson

A maioria dos modelos EHD nao trata a conservacao de massa na cavitacao de filmes
lubrificantes, pois considera-se que seu impacto no calculo de espessura de filme e pressao
hidrodinamica é pequeno. No entanto, Kumar e Booker 1991 verificaram que os efeitos
desta consideracao no fluxo de lubrificante e na perda de poténcia do mancal podem ser
grandes, principalmente quando se considera efeitos de temperatura, e propuseram entao um
modelo que pode ser integrado a formulagao de elementos finitos. Em um segundo artigo
(Kumar e Booker 1991), o algoritmo foi comparado com dados numéricos e experimentais
ja publicados buscando a validacao do modelo. Os testes mostraram, que em alguns casos,
ha grande diferenca nos resultados considerando a conservacao de massa, porém em outros
casos a consideracao nao tem efeito, ou seja, o modelo nao acrescenta informacoes. Mostrou-
se necessario um estudo para avaliar em que casos a conservacao de massa na cavitacao deve

ser considerada e em quais ela pode ser negligenciada.

Similarmente, Bonneau et al. 1995 incluiram efeitos de inércia e um modelo de con-
servacao de massa na andlise EHD e compararam com o modelo de Goenka de uma biela
da General Motors. Os efeitos de inércia, além de modificar a forma da distribuicao da
espessura de filme, também reduziu o valor do seu minimo, mostrando que nao podem ser
desconsideradas e que, juntamente com a consideragao da conservacao de massa, tornam a
modelagem suficientemente precisa para projetar e otimizar a geometria e posi¢ao dos pontos

de fornecimento de lubrificante.

Uma formulacao mais detalhada da conservacao de massa foi feita por Boedo e Booker
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1997, considerando a rugosidade das superficies e forcas de corpo provenientes do movimento
da estrutura, esta tltima sendo importante em velocidades tipicas dos motores automotivos.

J& os efeitos da rugosidade na performance do mancal foram minimos.

Um modelo EHD nodal foi desenvolvido por Garnier, Bonneau e Grente 1999 para ex-
aminar o comportamento dinamico do conjunto bloco/virabrequim de um motor automotivo
de quatro cilindros em linha, com um modelo bi-dimensional do fluido e tri-dimensional da
estrutura, utilizando o método de Newton-Raphson e o Método de Elementos Finitos para
a solucao. Este trabalho mostrou a viabilidade de se aplicar a teoria EHD para todos os
mancais de um motor, de modo a obter e otimizar os parametros de funcionamento dos

componentes.

Varios trabalhos foram publicados considerando-se, além das deformacoes elasticas cau-
sadas pela pressao, as deformacoes de origem térmica, bem como a influéncia da temperatura
nas propriedades do fluido. Esta abordagem, conhecida como Termoelastohidrodinamica
(TEHD) foi desenvolvida por varios autores como Mounmousseau, Fillon e Fréne 1998, Kim

e Kim 2001, Fatu M. Hajjam 2006, e Michaud, Souchet e Bonneau 2007.

Ja os trabalhos envolvendo otimizacao de mancais sao menos numerosos, sendo que
nao é do conhecimento do autor algum trabalho que use a teoria EHD em conjunto com
uma rotina de otimizacgao. Seireg e Ezzat 1969 demonstrou a viabilidade de se aplicar uma
metodologia automatizada para a selecao do comprimento, folga radial e viscosidade do
lubrificante, que otimiza a performance de um mancal hidrodinamico sujeito a carregamento
e velocidade constantes ou varidaveis. O problema de otimizacao foi montado de forma a
minimizar o fornecimento de 6leo e o aumento de temperatura do fluido e utilizou métodos

baseados em gradiente para encontrar a solucao.

A partir da observacao de que no ser humano as juntas de articulacao do femur com
a bacia, que pode ser considerado como um mancal esférico, tem um formato nao esférico
resultando em um desempenho melhor, Goenka e Booker 1983 levantaram a hipdtese de que
mancais nao cilindricos poderiam ter uma performance melhor que o mancal comum (ideal-

mente cilindrico). Apesar de haver diversos trabalhos buscando a otimizagao de forma de
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mancais com carregamento estatico, até aquele momento nenhum estudo de otimizacgao de
mancais com carregamento dinamico havia sido feito. Os raios do eixo e do alojamento, ao
invés de constantes, foram considerados como sendo uma fungoes de dois sistemas de coor-
denadas, um fixo no eixo e outro fixo no alojamento. Como funcgoes arbitrarias aumentariam
significativamente o tempo de processamento até que a solucao étima fosse encontrada, essas
funcoes foram escolhidas de forma a se obter apenas eixos e alojamentos elipticos. O objetivo
da otimizacao foi aumentar a espessura minima do filme de éleo. Para isso, plotaram uma
curva de nivel relacionando a espessura minima de filme com vérias excentricidades do eixo
e do alojamento. Os valores 6timos de excentricidade do eixo e do alojamento encontrados
foram 0,0 e 1,5 respectivamente, ou seja, um eixo circular e um alojamento eliptico. Para
estes valores otimizados, a espessura minima de filme de 6leo aumentou por um fator de 36
e houve uma reducao de 5 vezes na maxima pressao de pico, quando comparados com um

mancal cilindrico convencional.

1.3 Objetivo

Dado um mancal hidrodinamico radial e a carga a qual o mesmo sera submetido, ¢é
possivel, através de técnicas matematicas, determinar a forma 6tima da superficie de desliza-

mento que garanta uma melhor performance e uma maior vida ttil do mesmo.

A revisao da bibliografia mostra que nao ha nenhum trabalho publicado que utilize
a formulacao EHD, juntamente com uma metodologia de otimizacao para mancais radiais.
No entanto, como ja visto, as deformacoes elasticas do alojamento tém grande influéncia no
desempenho destes componentes, de modo que um algoritmo de otimizacao que leve esses
efeitos em conta é de grande utilidade e importancia na fase de projeto. Sabendo desta
lacuna, neste trabalho foi proposto desenvolver uma metodologia que permita determinar a
forma 6tima da superficie de deslizamento de mancais hidrodinamicos, levando-se em conta
as deformagoes do alojamento (teoria EHD). Essa metodologia foi incorporada a um conjunto

de programa desenvolvidos em ambiente Matlab.
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1.4 Organizacao do Texto

Essa dissertagao estd organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2, descreve-se a
deducao da equacao de Reynolds e sua aproximacao pelo MEF, finalizando com os resultados
obtidos com a implementacao do solver de elementos finitos em Matlab. O Capitulo 3
descreve as principais caracteristicas do programa (hp)*FEM, desenvolvido em Matlab para
o Método de Elementos Finitos (FEM) de alta ordem. Este programa é empregado nesse
trabalho para a implementacao da solugao da equacao de Reynolds e no algoritmo de EHD
para a solucao da parte elastisca do mancal. O Capitulo 4 apresenta o algoritmo de EHD e
de otimizacao da superficie do mancal e os resultados obtidos. No capitulo 5 sao feitos os

comentarios finais.

O Apeéndice A aborda a aplicacdo do método de Newton-Raphson para o problema de

elastohidrodinamica, que foi implementado mas nenhum resultado pode ser obtido.
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2 MODELO MATEMATICO DO
MANCAL HIDRODINAMICO
RADIAL

Neste capitulo, apresenta-se a modelagem matemética de um mancal hidrodinamico
radial, incluindo a deducgao da equacao de Reynolds, a partir das equacoes de Navier-Stokes,
e a aproximacao pelo método dos elementos finitos. A formulacao que serd apresentada foi

baseada em Fox e Mcdonald 2002, DuarteJr. 2005 e Gerardin 2005.

2.1 Definicao dos Parametros de um Mancal

A Figura 2.1 apresenta as caracteristicas geométricas de um mancal radial com raio do

alojamento R, raio do eixo rotor r e comprimento L.

Define-se folga radial ¢ como a distancia entre a superficie do eixo e a superficie do

alojamento, quando ambos estao concéntricos, ou seja,
c=R-—r. (2.1)

O rotor gira no sentido anti-horario com velocidade angular {2 como mostrado na Figura 2.2.
Devido as cargas aplicadas ao rotor e a rotacao do mesmo, pode ocorrer desalinhameto radial

do eixo em relagao ao eixo do mancal (alojamento). A distancia entre os centros do rotor

14



Figura 2.1: Mancal radial.

e do alojamento é chamada de excentricidade e. Define-se entao o fator de excentricidade e

como a razao da excentricidade pela folga radial.

e=S 0<e<l (2.2)
&

E f4cil perceber que a espessura do filme de dleo h varia com o angulo 0, que é medido a
partir da linha de centros do mancal, definida como a linha que une os centros do alojamento

e do rotor, como mostrado na Figura 2.2. Usando a lei dos cossenos, tem-se
(r+h)? = (r+c)*+e* —2e(r +c) cos(a). (2.3)
Além disso,
cos(a) = cos(m — 0) = — cos(—0) = — cos(6). (2.4)
Substituindo (2.4) em (2.3), tem-se

r? +2rh + h* = 1r* + 2rc+ ¢® + €* + 2er cos(d) + 2e c cos(h). (2.5)

15



2

Desprezando-se os termos h?, ¢, €% e ec em (2.5), tem-se

h = c+ ecos(0) = ¢+ cecos(f) = c[1 + £ cos(0)]. (2.6)
Finalmente,
h(0) = ¢[1 + € cos(6)]. (2.7)

%\\\ \\

N\ .
L0
3

Figura 2.2: Pardmetros de um mancal radial (DuarteJr. 2005).

2.2 Deducao da Equacao de Reynolds

A equagao de Reynolds descreve o comportamento do fluido entre o rotor e o alojamento.
A resolucao desta equacao permite determinar o campo de pressao no fluido do mancal. A
seguir, apresentam-se as equacoes da conservagao de massa, da conservacao da quantidade

de movimento e de Navier-Stokes, a partir das quais serd deduzida a equacao de Reynolds.
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2.2.1 Equacao da Conservacao da Massa

Considere um volume de controle infinitesimal como ilustrado na Figura 2.3. A massa

especifica no centro O do volume é p e a velocidade é
V= wi 4+ vj + wk, (2.8)

sendo u, v e w as componentes de velocidade ao longo de x, y e z, respectivamente.

Ay

__________

U

z

Figura 2.3: Volume de controle (Fox e Mcdonald 2002).

Avaliando a densidade na face direita da superficie do volume de controle, por expansao

em série de Taylor a partir do ponto O, e desprezando os termos de ordem superior, obtém-se
p =0+ (50) 5 29)
Para a face esquerda,
pey=r-(5) 5 (2.10)
Analogamente, para as componentes de velocidade u na direcao x, nas faces direita e
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esquerda respectivamente, tem-se,

B ou\ dx
e =) 2

(e
Yogp = ox) 2°

As componnentes v e w sao avaliadas da mesma maneira.

(2.11)

(2.12)

O enunciado do Principio da Conservacao de Massa diz que a taxa liquida de fluxo de

massa para fora da superficie de controle somada a taxa de variacao de massa dentro do

volume de controle deve ser igual a zero. Avaliando-se a taxa de fluxo de massa nas 6 faces,

tem-se

[

@) E e (3 3o

= pudydz + [ (_p> +p (@>} dzdydz,
ox x

@)L

1 dp
= —pudydz + 5 [ (@

/

/

/

b @ ()2

= —pvdzrdz +
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(2.14)
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/

= pwdxdy +

e ()4 [ () e
@)@ e

b @53 2]
1 ) P

N —

/

= —pwdxdy

Para todas as seis faces, vem que

Jor- =) o)) () ()
(BB

ou

/ PV - dA = [ap“ (Z’y“ +a§:’} drdyds. (2.20)

A taxa de variacao de massa dentro do volume de controle pode ser escrita como

% dxdydz.

Obtem-se entao a equacao diferencial para a conservacao de massa

8pu+apv dpw 8,0

dxdydz = 0,
ox oy 0z 875 rayas =
ou ainda,
Opu  Opv  Opw  Op (2.21)

ox dy 0z ot
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Em notagao vetorial,

v. p7+8t 0. (2.22)

2.2.2 Equacao da Quantidade de Movimento

Para se obter a forma diferencial da equacao da quantidade de movimento, aplica-se a
lei de Newton a uma particula fluida infinitesimal de massa dm. Sabe-se que a resultante de

forcas é dada pela taxa de variagao da quantidade de movimento linear, ou seja,
d?
F=U o P= / Vdm.

Para um sistema infinitesimal de massa dm, tem-se

dv
dF = dm®.
dt
A velocidade de uma particula fluida em ¢ é dado por 71, = V(x, y,z,t). Logo, dvp,
a variacao da velocidade da particula ao mover-se de uma posicao 7 para 7+ d?, ¢ dada
por

ov ov oV ov

d‘/p = %dl‘p + a—ydyp + adzp + Edt

A aceleracao da particula é dada por

—

AV, oV, OVdy, 0Vdzy oV DV

=@ T ordt "oyar ozar Lot Dt
:uﬁ_V+UE)_V+w8_V+@V (V-V)V + o

ox dy 0z Ot ot
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Desta forma,

z
Figura 2.4: Esforgos atuantes na particula na direcao x.

Considere agora as forgas atuando em uma particula de fluido, para um elemento difer-
encial de massa dm e volume dV = dxdydz, mostrado na Figura 2.4. No centro do elemento,
as tensoes sao gy, Tyz; Taa-

Para obter a forca de superficie liquida na direcao x, somam-se todas as forcas atuantes

nessa direcao. Assim,

d d d
dFs, = (am + 00z x) dydz — (am + 0Tza _x) dydz + (Tyx + %_y) dxdz

or 2 Jxr 2 dy 2
OTye dy 0T,y dz 0T,y dz
— (Tym + 6_y?> drdz + (Tm + 9, ?) dxdy — (Tm + 5, ?) dzxdy.
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Simplificando,

iFs, — (80m N OTya N 0T

o By 5 ) dxdydz.

Analogamente para as componentes de forga de superficie em y e 2. Supondo a forga da

gravidade a unica forca de campo atuante, obtém-se que as resultantes das forcas nas direcoes

T, Yy e z sao, respectivamente

dF, = dFp, + dFs, = ( pf. + 004 + Oya + Oz drdydz,
Ox dy 0z

" 07_1 do 87—2
dF, = dFp, +dFg, = (pfy + a; + a;y + 8zy) dxdydz,

dF, = dFp, + dFs, = ( pf + 0oz | Oye y 9922 0,
ox oy 0z

Chega-se entao a equacao diferencial da quantidade de movimento

w004 OTyy  OTuy ou ou ou ou
pfe + + + =p +u—+v—+ ;
Ox dy 0z

o OTgy 00y OTsy ov ov ov ov
pfy+8x+8y+8z P * ’

f,,, N 0Ty n 07y 4 Jo.. ov ow ow L ow
Pl ox oy 5, "

2.2.3 Equacoes de Navier-Stokes
A equagao constitutiva para um fluido newtoniano é dada por

ou

axx:—P+)\V-‘7+2pJ%,

L0
ayy:—P—i-/\V-V—i—Zua—Z,
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0. =—P+AV-V+ Q,LZ—IZ”, (2.25)

ov Ou
ow Ov

Tyz = Ty = H (a—y + &) ; (2.27)
ou Ow

onde P é a pressao termodinamica e y é a viscosidade do fluido.

Define-se p como a pressao mecanica média dada por

(Oux + Oyy +022)

: (2.29)

p=
Substituindo (2.23), (2.24) e (2.25) em (2.29) tem-se

1 , , 2 _ . ; y 2
p=—g —3P+2w-v+3w-v]:P—gw-V—Avvzp—v-v(H :)

Para que p = P ¢ necessario que %“ + A = 0. Logo, tem-se que \ = 25‘, onde A\ é o
segundo coeficiente de viscosidade. Esta condi¢ao é chamada de hipotese de Stokes.

Obtém-se assim as equacoes de Navier-Stokes como

Du o[ ou 2 0 ou ov\| O [Oow Ou\]

o = Pl —ax e _“(28___V V)} By { (ay+%>_+a_y _M(%*@)_’
Dv ,//8p o[ [(Ou v ov 2_ =S\ 9 [ov Ow)]
i v - -7

(e a0 o b (509 e [ (52 3))

Do _ LCAY I

Dt Pl Ty T or dy
0 ov  Ow 0 ow 1
*a—y[ (a_+ay>}+a_[ (2%‘? V)_'

p -+
Jdy Ox
Para o caso de escoamento incompressivel com viscosidade constante, essas equacoes se

%— f _ap_|_g aw+@
Ppr =° dz Ox or 0z
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reduzem a

%+U,%+U%+wa—u —fﬁl—@+ 32u+32u+32u
P\t "%z "y TWaz) TP oy TH\ a2 T a2 T 022 )

@—i— @—i— @—i— @ . f”/—@—i— 82U+82U+82U
P uxvywz—py or M\ oz oy 022)7

%+ua—w+?}a—w+wa—w . f”/—@+ 82w+32w+82w
\'0 x Yy 2 ) TP Ty TH G oy2 022 )

2.2.4 Equacao de Reynolds

A equagao de Reynolds é deduzida a partir das equagoes de Navier-Stokes e da con-

servacao de massa. Para isso, sao feitas algumas hipdteses simplificadoras

1. Ignoram-se os efeitos de curvatura

Uma vez que h < r, esta hipotese se torna razoavel.

2. Escoamento Laminar

Para mancais hidrodinamicos convencionais, o nimero de Reynolds Re é da ordem de

1, bem abaixo do limite de 1000 para escoamento turbulento.

3. Fluido Incompressivel

Para fluidos incompressiveis, tem-se que

V-V =0

4. Fluido Newtoniano

Sao validas as equagoes para fluido newtoniano previamente apresentadas.
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5. Forcas de campo despreziveis

Na deducao das equacoes de Navier-Stokes, considerou-se apenas a forca da gravidade
como forca de campo. No entanto, como as forcas devido a pressao interna do mancal sao

muito maiores que a forga gravitacional, esta pode ser desprezada.

6. Forcas inerciais despreziveis

As forgas inerciais podem ser desprezadas pelo mesmo motivo das forcas de campo.

7. A wvelocidade do fluido na direcao radial é desprezivel
8. A pressao nao varia na diregcao radial
9. A viscosidade nao varia na direcao radial

Aplicando-se essas hipdteses, chega-se a seguinte equacao

o (Ko UN. 0 (K wy oh_,
Or \12u0x 2 0z \12u 0z o

Rearranjando a equagao anterior, obtem-se a equagao de Reynolds para carregamento

dinamico.
0 (,30p 0 (,30p\ oh oh

Escrevendo a equacgao (2.31) em fungao do angulo 6, usando x = rf, tem-se

10 (400 0 (40 . Oh ok
2 00 (h ae) "oz (h 82) =gy T 1205, (2:32)
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2.2.5 Equacao de Reynolds para Carregamento Estatico

No caso estatico, o qual nao ha variacao da carga ou da rotacao ao longo do tempo,
a altura do filme de fluido lubrificante h é constante no tempo. Portanto, o termo que
representa a variacao de h no tempo ¢é nulo. Tem-se entao a equacao de Reynolds para

carregamento estéatico

3 3
g h_@ + g h_@ = E@ (2.33)
Ox \ 12u Ox 0z \ 121 0z 2 Ox
ou em coordenadas cilindricas
10 op 0 op oh
29 (39PN L9 (139P 6t 2.34
206 ( 09) T oz (h az) 015 (2:34)

2.3 Resolucao da Equacao de Reynolds pelo Método

de Elementos Finitos

A solugao da equacao de Reynolds permite encontrar a distribuicao de pressao no filme
de 6leo lubrificante do mancal hidrodinamico radial. Existem varios métodos de resolucao
desta equacao, tais como Método das Diferencas Finitas e Método dos Elementos Finitos
(MEF). Neste trabalho, emprega-se o MEF para a obtencao da solu¢ao apenas da equagao

de Reynolds para carregamento estatico.

2.3.1 Forma Fraca da Equagao de Reynolds

A forma fraca da equacao (2.33) é obtida aplicando-se o Método dos Residuos Ponde-

rados, ou seja,

o ( h® op o ([ h® op rw oh
onde v é a funcao teste.
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Analisando o primeiro termo da integral de (2.35) e utilizando-se as identidades de

Green vem que

o ( h? op ov [ h® Op h® Op
— =— | = — = r. (2.
/QU L?a; (12,u 836)] ddz = /an (12u 83:') dwdz+ 7{1 <12u 837) nodl’.  (2.36)

Analogamente, para o segundo termo

d ( h3 dp ov ( h3 Op h* dp
/QU {% (12u 8z)] dwdz = / 9z (12u 82) d$dz+7{ (12u az) nodl', - (2:37)

sendo I" o contorno do dominio 2 e (n,,n,) as componentes do vetor normal em cada ponto

de I'.
Substituindo (2.36) e (2.37) em (2.35), chega-se a

q | 0x \12u 0z 0z 12,u 0z 2 Ox
h3 op h3 dp
—— | n, —— | n,|dl'=0. 2.
o (o) ne o (fgnie ) ne] ar =0 (239)
As integrais no contorno I' sao avaliadas de acordo com as condig¢oes de contorno do

problema. Neste trabalho, a equacao de Reynolds foi resolvida para dois tipos de condic¢oes

de contorno: uma condigao de simetria e outra sem simetria.

Mancal Completo (Sem Simetria)

No primeiro caso, a equagao de Reynolds foi resolvida para toda a superficie de desliza-

mento do mancal com pressao nula no contorno, como mostra a Figura 2.5, ou seja,

p=0 em T.
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Mancal com Simetria

No segundo caso, a equagao de Reynolds foi resolvida para 1/4 de mancal, ilustrado

na Figura 2.5 pela drea sombreada. Nota-se que para este caso, as seguintes condigoes de
contorno sao impostas

p=0 em x=0,

2
@—O em z—£
0z 2
z /p:()
L
p=0
a0 /
ﬁT_U
X
0 \ ro
p=0

Figura 2.5: Condigoes de contorno.

Para ambos os casos, o termo da integral no contorno de (2.38) se anula, obtendo-se
entao a seguinte expressao

h3 0vdp  h® dvdp rw oh
/Q [m%% + ma&] drdz = /qu?a—gcdxdz. (2.39)

Rearranjando os termos, chega-se a forma fraca da equagao de Reynolds em coordenadas
cartesianas

Opdv  Opdv oh

3 - - e _

/h {ﬁx pe + 3, az} dxdz /G,urw aIvala:dz. (2.40)
Q Q
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Em coordenadas cilindricas,

1 0podv Opdv oh
ppd LRV OOV g, M dbd-. 241
/Q {r20980+820z} ¢ /96”“’39” : (241)

Empregando-se uma aproximagao por Galerkin com n fungoes de interpolagao N; (i =

1,...,n), para a pressdo p e para a funcao teste v, ou seja,

n n
p= E Nip; e v = E Njvj,
i=1 j=1
chega-se a aproximacao da forma fraca

Z/ h3{ 1 ON; ON; N ON; 0Nj}d@dz _ / 6uw%Nid9dz i=1,...,n. (2.42)
j=179 .

2 00 00 ' 0z 0z a0

2.3.2 Utilizacao de Elementos Finitos Isoparamétricos

Para a solugao da equagao de Reynolds foram usados elementos finitos isoparamétricos,
que permitem representar a geometria do elemento a partir das coordenadas dos seus nos.
E utilizado um elemento local de referéncia e as mesmas fungoes de interpolacao sao usadas
para fazer o mapeamento entre elementos de referéncia e real. Neste trabalho, utilizou-se um

elemento quadrilateral com quatro nés, como ilustrado na Figura 2.6.

z

(0, 1) (O 2x)

n

(-1.1) 1)

0

(03, 2:) (05, 2)

(-1,-1 1,-1)

Figura 2.6: Transformagao de um elemento de referéncia para um elemento real. (Gerardin
2005)

O mapeamento entre as coordenadas do elemento de referéncia para um elemento real
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é dado por

Nnos
(&) = Ni(&n)b;,
=1

Nnos

sendo N,,,s 0 nimero de nés do elemento, (0;, Z;) as coordenadas nodais do elemento e NN; as

funcoes de forma ou interpolagao. Neste caso, foram escolhidas as fungoes lineares

Nign) = {0-90-m)

Nofen) = F(1+81-n),
Ny(en) = (1 +6)(1+n),
N&m) = 10— +m)

Estas fungoes permitem representar as coordenadas do elemento no sistema real a par-
tir das coordenadas locais do elemento de referéncia. Esta abordagem simplifica a imple-
mentacao do método de forma que a integragao numérica de qualquer elemento pode ser

feita no elemento de referéncia utilizando regras de integracao conhecidas.

As derivadas no sistema local e global sao relacionadas pela matriz Jacobiana da trans-

formagao geométrica [J], ou seja,

{0em} = [71{00.2)}

ou ainda,
ON; 00 0= (o,
ge | _| o o .
N, (= a0 a_ﬁ St i=1234
on on On 0z
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A transformacao inversa também é valida, ou seja,

{062} =[] {Oem } -

Deste modo, a forma fraca da equacao de Reynolds para o caso de carregamento

dindmico dada na equagao (2.32) ¢é

8]\7 ON; aN» ON; Oh
3 3 OV — :
/rQh %0 (90 % 0% }d@dz {p} = /6uw89de9dz

e

12#(9 dfdz. (2.43)
Qe
sendo {p} o vetor de incégnitas nodais do elemento.

2.3.3 Capacidade de Carga

A resolugao da equacao de Reynolds fornece a distribuicao de pressao hidrodinamica
no mancal. Integrando-se a pressao do filme lubrificante sobre a drea do mancal, determina-
se a forca de sustentacao resultante ou capacidade de carga do mancal. Esta forca pode
ser decomposta em duas componentes, uma radial e outra tangencial, conforme mostra a
Figura 2.7. Considerando-se um elemento da superficie do mancal de lado rdf por dz, a
forca resultante é prdfdz. Integrando-se ao longo de todo o mancal, tem-se as expressoes

para as componentes radial F, e tangencial F; da forca de sustentacao, ou seja,

/ / prcosfdhdz,
2w
F = / / prsinfdhdz,

para o caso sem simetria e

L/2
_2/ / prcos fdfdz,
Fi = 2/ / prsinfdhdz,

31



Figura 2.7: Forca hidrodinamica e suas componentes.

para o caso com simetria.

Portanto, a magnitude da forca hidrodinamica gerada pelo mancal , F},, e que equilibra

o carregamento externo aplicado, é dada por

Fh = \/FTZ—FFtQ.

O angulo entre o eixo vertical e a linha de centros do mancal é chamado angulo de

carga e ¢ calculado pela expressao:

Fy
= arct — . 2.44
= arctan (F > (2.44)

T

2.3.4 Resultados do Mancal Hidrodinamico Estatico

Os resultados para mancal hidrodinamico com carregamento estatico sao apresentados
nesta segao. Os resultados foram obtidos pela implementacao da dedugao mostrada an-

teriormente no programa (hp)?FEM, que serd apresentado com mais detalhes no préximo
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capitulo.

A Tabela 2.1 apresenta as dimensoes geométricas e caracteristicas do mancal hidrodinamico
usado. O carregamento aplicado a este mancal é encontrado integrando-se o campo de pressao

que, por sua vez, é funcao do fator de excentricidade.

Tabela 2.1: Parametros geométricos e de operagao do mancal hidrodinamico.

Rotagao do rotor w = 3000 rpm
Raio do eixo r = 36,69 mm
Folga radial c = 0,050 mm
Largura do mancal L=32,00 mm
Viscosidade do lubrificante = 0,010 Ns/m?
Fator de excentricidade e=0,6

As Figuras 2.8 a 2.10 apresentam as distribuigoes de pressao para o mancal da Tabela
2.1 usando trés malhas de elementos finitos diferentes. Nota-se que o refinamento da malha
nao traz mudangas significativas no valor da pressao maxima. No entanto, o tempo necessario

para que a solugao seja obtida aumenta consideravelmente.

Presséo (Pa)

Figura 2.8: Malha com 47 elementos na diregao 6 e 20 na dire¢ao z. Pressao de pico =
1,8316 x 10° Pa. Tempo para se obter a solucio = 3,5 segundos.

As Figuras 2.11 a 2.13 mostram as distribuicoes de pressao obtidas pela solucao de
apenas 1/4 do mancal para as mesmas malhas usadas anteriormente. Observa-se uma grande
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Figura 2.9: Malha com 90 elementos na direcao € e 40 na diregao z. Pressao de pico =
1,8290 x 10% Pa. Tempo para se obter a solucao = 13,9 segundos.
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Figura 2.10: Malha com 130 elementos na direcao 6 e 60 na direcao z. Pressao de pico
= 1,8286 x 10° Pa. Tempo para se obter a solucao = 46,9 segundos.
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reducao do tempo computacional, sendo que os resultados foram muito préximos dos obtidos

com a malha completa.

x 10

Presséo (Pa)
[EEN

Elementos 6

Elementos

10 5 10

Figura 2.11: 1/4 da malha com 47 elementos na diregao 6 e 20 na diregao z. Pressao de pico
=1,8317 x 10° Pa. Tempo para se obter a solucdo = 1,2 segundos.

| Método | Precisdo | Tempo(s) | Pressao Méxima (Pa) |
GCP 107° 6,604720 1,9877e+-006
GCP 107° 6,593835 1,9877e+4-006
GCP 1074 6,552678 1,9877e+-006
GCP 1073 6,538386 1,9878e+4-006
GCP 1072 6,543455 1,9854e+4-006
GCP 1071 6,464720 2,0270e+006
Método Direto - 6,310047 1,9877e+4-006

Tabela 2.2: Tempo necessario para a obtencao da solu¢ao com malha de 64x32 elementos.

Dois métodos de solugao para o sistema de equacoes resultante da formulacao de ele-
mentos finitos foram analisados. O primeiro deles é o método iterativo de gradiente conjugado
com pré-condicionamento (GCP), e o segundo é método direto, mais comumente usado em
Matlab. As Tabelas 2.2 e 2.3 apresentam os tempos necessarios para se obter a solu¢ao, bem
como os valores de pressao maxima para o método GCP com varios valores de precisao e
para o método direto. A andlise dos resultados mostra que nao ha diferencas significativas

tanto no tempo, quanto na precisao da solucao para ambos os métodos.
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Figura 2.12: 1/4 da malha com 90 elementos na diregao 6 e 40 na dire¢do z. Pressao de pico
= 1,8316 x 10° Pa. Tempo para se obter a solucao = 3,3 segundos.
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Figura 2.13: 1/4 da malha com 130 elementos na diregdo 6 e 60 na dire¢do z. Pressao de
pico = 1,8286 x 10° Pa. Tempo para se obter a solucao = 7,0 segundos.
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| Método | Tempo(s) | Pressio Maxima (Pa) |

GCP 107° 52,067436 1,9874e+006
GCP 107° 52,584977 1,9874e+006
GCP 1074 52,876234 1,9874e+-006
GCP 1073 52,314260 1,9874e+006
GCP 1072 51,130728 1,9880e+006
GCP 1071 50,492411 2,0071e+006
Método Direto - 54,219907 1,9874e+006

Tabela 2.3: Tempo necessario para a obtencao da solucao com malha de 128x64 elementos.
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3 PROGRAMA (hp)°’FEM

3.1 Introducao

No contexto de uso intenso de simulagao computacional na solucao de problemas de
engenharia, o desenvolvimento de programas é de fundamental importancia. Facilidades de
inclusao de novos modelos e técnicas de aproximacao e solugao, eficiéncia, confiabilidade
e facilidades de uso sao algumas das caracteristicas desejaveis nos softwares de engenharia
atuais. Além disso, com a disseminac¢ao de computadores no formato de clusters de varios

processadores, o uso de recursos de alta performance tornam-se fundamentais.

Nos tltimos 10 anos, um grupo da FEM/UNICAMP vem desenvolvendo programas de
simulagao computacional para problemas lineares e nao-lineares de Mecanica dos Sélidos.
Tem-se empregado conceitos de Engenharia de Sofware através do Processo Unificado Ratio-
nal e Programagao por Objetos. Atualmente, uma consideravel biblioteca de classes em C++
estd implementado para o Método de Elementos Finitos (MEF) de baixa ordem. Problemas
de elasticidade linear, hiperelasticidade, plasticidade, dano, grandes deformacoes, otimizagao
de forma e topologia estao implementados. Uma revisao do estagio atual da base de progra-

mas esta apresentada em Silva e Bittencourt 2000.

Nos ltimos anos, o grupo tem trabalhado em problemas de contato, otimizacao de
topologia em problemas de grandes deformacoes e hiperelasticidade e o MEF de alta ordem,
o qual permite evitar problemas comuns em métodos de baixa ordem, tais como o travamento
numérico da solucao. No entanto, o MEF de alta ordem requer algumas caracteristicas nao

empregadas nos métodos de baixa ordem, tais como funcoes de interpolacao e regras de
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integracao de alta ordem, diferenciacao numérica, mapeamentos especiais, geracao de malhas

e algoritmos eficientes de solucao, devido a maior densidade das matrizes envolvidas.

Assim, antes de migrar a base de programas em C++ para o MEF de alta ordem,
resolveu-se implementar uma base de estruturas de dados e procedimentos em Matlab. Essa
tem sido uma caracteristica do grupo envolvido, pois as implementagoes em Matlab permitem
testar mais facilmente os algoritmos, além de possibilitar uma rapida depuracao do cédigo
em C—++. Outro aspecto importante é permitir ter experiéncia nos procedimentos de alta

ordem e conceitos de alta performance.

Denominou-se essa versao em Matlab de (hp)?FEM, sendo que hp significa o uso de
funcoes de interpolagao dos tipos h e p, assim como high-performance. A idéia principal do
programa (hp)?FEMé ser um conjunto de rotinas escritas em linguagem MatLab, que torna
possivel a leitura de um modelo de elementos finitos e sua manipulacao, além de permitir
o uso de solvers para os mais diversos problemas presentes na engenharia estrutural. As

caracteristicas basicas do programa sao:

e ter arquivos de leitura de dados e saida de resultados compativeis com a base de pro-

gramas em C++;

e usar procedimentos de tensorizagao de fungoes de interpolacao de baixa e alta ordens,
assim como regras de integracao, usando produtos tensoriais, conforme apresentado em

Bittencourt 2005; Bittencourt, Vazquez e Vazquez 2007; Bittencourt e Vazquez 2008;

e prover uma implementacao dos operadores locais dos elementos de forma independente

das funcoes de interpolacao nodais e modais empregadas;
e considerar extensoes de alta performance.

Na versao atual, o programa implementa a solugao de problemas de Poisson, elastici-
dade linear, grandes deformacoes, contato, equacao de Reynolds e procedimentos de solucoes
globais e elemento por elemento. A seguir, apresentam-se os arquivos de dados emprega-
dos, as estruturas de dados implementadas, documentacao e aspectos a serem considerados
implementados futuramente.
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3.2 Arquivos de Entrada

O programa funciona através da leitura de dois arquivos ASCII. O primeiro arquivo,
com extensao .fem, contém definicoes do modelo de elementos finitos, tais como dimensao
do modelo, nimero de nds, coordenadas do nés, tipo de elementos, niimero de elementos,
grupo de elementos e topologia geometria-malha como definido em GRUPO COMET 2006.
O segundo arquivo, de extensao .def, contém parametros que definem o tipo de aplicagao,
condicoes de contorno, carregamentos, regras de integracao, fungoes de interpolacao e outros

procedimentos também definidos em GRUPO COMET 2006.

As rotinas ReadFEMFile e ReaDEFFile sao responsaveis pela leitura destes arquivos,
interpretacao e armazenamento das variaveis pertinentes a criacao do modelo de elementos

finitos. Essas informacoes sao armazenadas em estruturas.

3.3 Estruturas de Dados

O programa é composto por estruturas de dados, sendo cada uma responsavel por reunir
informacgoes para manipulacao dos dados e solugao do modelo de elementos finitos. Essas
estruturas funcionam como variaveis globais que permitem o acesso e alteragoes em qualquer
subrotina do programa. Em Hanselman e Littlefield 2004, tém-se maiores esclarecimentos

quanto ao uso de estruturas e variaveis globais.

As seguintes estruturas estao associadas ao armazenamento dos atributos do modelo

de elementos finitos:

Model : é uma estrutura usada para armazenamento de informacoes sobre o modelo de
elementos finitos, tais como titulo, graus de liberdade, tipo de problema a ser analisado,

coordenadas nodais, parametros de solucao, tipo de malha, dentre outros.

ElementGroups : é uma estrutura responsavel pelo armazenamento de informagoes do
grupo de elementos finitos. Um grupo consiste de um conjunto de elementos de mesma
forma, modelo mecanico, fungao de interpolagao, regra de interpolagao e propriedades
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geométricas. As informacoes armazenadas nesta estrutura sao: incidéncia; nimero de
nés por grupo de elementos; propriedades mecanicas do material; tipo de elemento do

grupo e propriedade geométrica.

MaterialGroups : armazena o numero do material, o seu tipo e os valores das propriedades.

Atualmente, apenas materiais de Hooke e Mooney-Rivlin estao implementados.
ElimDOF : armazena as informagoes sobre as condi¢oes de contorno de Dirichlet do modelo.
PrescDOF : armazena as informacgoes sobre as condi¢oes de contorno presccritas,

GeomProp : armazena as informagcoes sobre as propriedades geométricas dos elementos,

tais como area da secao e espessura.
ConcLoad : armazena os dados relativos as cargas nodais aplicadas na malha.

SurfaceLoad : armazena os dados das cargas de superficie aplicadas sobre as arestas e
faces dos elementos. O carregamento pode estar nas dire¢oes normal e tangencial e a

intensidade ser representada por um valor numérico ou expressao simbolica.

BodyLoad : armazena os dados das cargas de corpo aplicadas sobre um grupo de elemen-
tos. O carregamento pode estar nas diregoes normal e tangencial e a intensidade ser

representada por um valor numeérico ou expressao simbdlica.

As estruturas abaixo armazenam informacoes sobre como as entidades de malha se
relacionam com as entidades geométricas. Essa informacao é opcional para os casos onde se
deseja transferir condig¢oes de contorno aplicadas ao modelo sélido para nés e e elementos da

malha.

Line : ¢é a estrutura que armazena o conjunto de nés que estao contidos nas linhas do
modelo geométrico. O nds sao ordenados de maneira simples, isto €, a lista inicia com
o ultimo né na linha e termina com o primeiro da outra linha. A estrutura Line deve
ser utilizada quando se deseja obter informagcao topoldgica, tal como, converter uma
carga distribuida em uma linha do modelo geométrico em valores nodais da malha.
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Surface : estrutura que tem como objetivo armazenar o conjunto de nés que pertencem a

uma determinada superficie geométrica da malha do modelo tridimensional.

SurfaceGroups : estrutura que armazena para cada superficie geométrica tridimensional
o numero de faces de elementos finitos geradas nessa superficie, a forma e a incidéncia

das faces.

Algumas estruturas sao criadas durante o processo de solugao. Sao elas:

ElementNodeTable : armazena para cada nos os elementos que o compartilham.

NodeNodeTable : é responsavel por reunir na estrutura a informacao de dado um né quais

sao os seus nos vizinhos. Essa informacao é utilizada para gerar a matriz global.

ElementElementTable : reine para cada elemento, o niimero dos elementos vizinhos e a

aresta ou face compartilhada pelos vizinhos.

EquationEquationTable : cria a tabela de relagao de vizinhanca equagao-equacao, isto
é dada uma equagao (que corresponde a um grau de liberdade) é possivel dizer quais

equacoes (graus-de-liberdade) sao influenciados por esta equagao.

Equations : armazena a numeracao dos graus de liberdade dos nés do modelo, levando em

conta as condigoes de contorno.

Interpolation : gerencia o cédlculo das coordenadas dos pontos de integracao e ponderacoes,
pontos de colocacao, funcoes de forma e suas derivadas e a tensorizacao dessas entidades

para elementos bi e tridimensionais.

O programa implementa solvers globais e elemento por elemento. Para um solver global,
emprega-se a estrutura de matriz esparsa disponivel no Matlab. Armazena-se para cada co-
eficiente da matriz os ntmeros da linha e coluna, assim como o valor. A matriz esparsa é
construida pela fungdo nativa do MatLab chamada de sparse (THE MATHWORKS, Inc
2005). A topologia da matriz esparsa é construida pelo programa usando a tabela Equa-
tionEquationTable.
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3.4 Documentacao

A documentagao do programa (hp)?FEMfoi gerada automaticamente por uma rotina,
também escrita em MatLab, denominada de m2html (Flandin 2006). Essa documentagao,
que esta em html, permite a navegacao, através de hyperlinks, entre as diversas funcoes e

estruturas que compoem o programa.
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4 LUBRIFICACAO
ELASTOHIDRODINAMICA

4.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se o algoritmo de elastohidrodinamica utilizado como base
para a otimizacao de forma da superficie do mancal. Em seguida, o algoritmo de otimizacao

também é apresentado bem como os resultados das simulagoes realizadas.

4.1.1 Teoria EHD

A teoria EHD baseia-se no fato de a espessura variar de acordo com a deformacao do
alojamento do mancal, causada pela pressao hidrodinamica. A distribuicao de pressao é
encontrada resolvendo-se a equagao de Reynolds, apresentada anteriormente e reproduzida

aqui por conveniéncia

3 3
0 (h 8p)+8 <h 3p>_RQ@ Oh (4.1)

or \12por) Toz\12p02) " 2 0z "ot

Para resolver a equacao, é necessario saber a espessura do filme de 6leo h ao longo do

alojamento, que é dada pela expressao

h = ¢[1 + ecosf] + dh, (4.2)
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onde ¢ é a folga radial (distancia entre a superficie do alojamento do mancal e a do eixo,
quando estes de encontram concéntricos), € é o fator de excentricidade, definido como a
razao da excentricidade pela folga radial ¢; o termo 6h é devido a deformagao elastica do
alojamento, cujo valor é inicialmente zero, e 6 é o angulo medido a partir da linha de centros

do mancal e do eixo.

A solucao da equacao de Reynolds pode resultar em valores de pressao negativos. Emb-
ora matematicamente possiveis, tais valores nao possuem sentido fisico, uma vez que valores
negativos de pressao representam o fluido em tragao, e sabe-se que um fluido apenas pode
resistir a valores muito pequenos de tensao de tracao. Por este fato, impoe-se uma nova

condigao, expressa da seguinte forma:

P < Peav = P = Peav; (43)

onde peqy, pressao de cavitagao, é o valor de pressao abaixo da qual o fluido passa do estado
liquido para o gasoso. Neste trabalho, assumiu-se a pressao de cavitacao igual a pressao

atmosférica.

Uma vez obtida a pressao, calcula-se a forca de sustentagao hidrodinamica, gerada pelo

mancal, integrando-se a pressao na area da superficie de deslizamento.

A forga hidrodinamica total ou de sustentagao do mancal (F}) é dada por

F, = \/F2 + F2. (4.4)

A forca aplicada ao eixo do mancal desloca as superficies de deslizamento, mudando
o fator de excentricidade, até que seja atingido o equilibrio. Pode-se entao encontrar o
fator de excentricidade de equilibrio para o qual a forca aplicada ao mancal F, ¢é igual a
forca hidrodinamica F}, gerada pelo mesmo. O fator de excentricidade de equilibrio é obtido

usando o método da bisseccao: o valor minimo de € é €,,,;, = 0 e 0 valor maximo &€,,,, = 1.
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O valor inicial de € é dado por

(0) (0)
0) _ Emax —2+_ Emin ) (45)

A partir deste valor, a forca hidrodinamica é calculada novamente, bem como os fatores
de excentricidade limite, da seguinte forma:

o Se F(e®) > F, =l =0 o L) — 0

min min’

e Se Fh(a(o)) <F,= v e e 55}12195 = 87(7(22w-

min

Assim,

(1) (1)
1) — W (4.6)

Utilizando-se o valor de () (calculado na primeira iteracio) na expressio da espessura
do filme de 6leo, encontra-se o novo campo de pressao e conseqiientemente a nova forca de

sustentacao.
O processo se repete até que o critério de convergeéncia seja atingido, ou seja, até que:

F,(e™) — F,

4.
T <, (4.7)

onde ¢ é um nimero positivo e seu valor esta relacionado com a precisao desejada. Depois
de encontrado o fator de excentricidade que equilibra a forca externa aplicada ao mancal,
bem como o campo de pressao associado ao mesmo, a deformacao do alojamento pode ser
obtida. O vetor de forcas nodais é calculado integrando-se a pressao na area do elemento.
Conhecidas as forgas nodais é possivel encontrar a deformagao do alojamento por elementos
finitos. Assim, os valores de deformacao de cada n6 da malha podem ser introduzidos na

expressao (4.2). Todo o processo de céalculo apresentado é repetido até que o critério de
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Figura 4.1: Discretizagao do dominio do problema.

convergéncia da deformacao (que é andlogo ao critério de convergéncia para a forga) seja
atingido.

A Figura 4.1 mostra um exemplo de malha usada para a resolugao da equagao de

Reynolds. Divide-se o dominio em [, pontos na diregao x espacados de Ax = % eI,
pontos na direcao z, espacados de Az = ( 1551)'

4.2 Algoritmo EHD

Para que a metodologia de otimizacao de mancais pudesse ser aplicada, foi desenvolvido
um algoritmo computacional para simulacao de mancais, baseado no cédigo apresentado em

DuarteJr. 2005.

Os aspectos tedricos usados no programa ja foram apresentados. A seguir, apresenta-se

a estrutura do programa, as rotinas utilizadas e os resultados dos testes.
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4.2.1 Entrada de Dados

Os parametros necessarios para a caracterizacao do problema sao:

Carregamento estatico aplicado,

Rotacao do eixo,

Raio do mancal,

Largura do mancal,

Folga radial,

Viscosidade do dleo.

Além dos parametros do mancal, define-se a malha que sera utilizada para a solucao
da equagao de Reynolds. Com esses dados sao gerados os arquivos de entrada (.fem e .def)

do solver de elementos finitos.

4.2.2 Pressao Hidrodinamica

O campo de pressao hidrodinamica é obtido pela solucao da equacao de Reynolds. Os
arquivos .fem e .def gerados anteriormente sao utilizados pelo solver de elementos finitos, que

retorna a pressao hidrodinamica nodal.

Como ja foi dito, para se calcular a pressao hidrodinamica é necessario conhecer a
espessura do filme de éleo, que por sua vez é funcao da deformacao elastica do alojamento
do mancal. Assim, a cada iteracdo para a obtencao da deformacao eldstica é necessario
recalcular o campo de pressao, a partir dos valores atualizados da espessura do filme de 6leo.
A distribuigao de pressao é obtida fazendo-se variar o fator de excentricidade até que a forca

hidrodinamica equilibre a for¢a externa aplicada no mancal.

Aplica-se entdao a condi¢ao de contorno de cavitacao, igualando-se todos valores de

pressao negativos a zero.
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4.2.3 Fator de Excentricidade

A integracao do campo de pressao resulta na forca hidrodinamica gerada pelo mancal.
Esta forca deve equilibrar a forca externa aplicada. Assim, sempre que a distribuicao de
pressao ¢é obtida, um novo fator de excentricidade é calculado de modo que o equilibrio de

forcas seja satisfeito.

4.2.4 Forca Nodal

Satisfeita a condigao de equilibrio de forcas, a forga aplicada a superficie de deslizamento
do mancal é obtida integrando-se o campo de pressao. Para cada elemento da malha da
equacao de Reynolds, calcula-se a for¢a hidrodinamica através da expressao (4.4) nos nds
do elemento. A forga atuante no elemento é transformada em uma forca nodal utilizando-se
uma média ponderada pela area. Identificam-se os elementos vizinhos a um determinado
n6 e multiplica-se a forca pela area de cada um dos elementos. Soma-se o produto de
forca e area de todos os elementos vizinhos ao né e divide-se pela area que esses elementos
juntos ocupam, obtendo assim a forca nodal. Este processo é repetido para todos os nés da
malha. Em seguida todas as componentes nodais na direcao z sao somadas, resultando em
um vetor de dimensao igual ao nimero de nés na diregao €, ou seja, todas as forgas nodais
para uma mesma posi¢ao # sao concentradas em um unico ponto, transformando o modelo

tridimensional do mancal em bidimensional.

4.2.5 Deformacao Elastica

Para o cédlculo das deformacoes, uma malha de elementos finitos foi criada utilizando-se
o software Ansys. A partir dos dados desta malha bidimensional e do vetor de forcas nodais
foram criados os arquivos de entrada .fem e .def do solver de elementos finitos para estado
plano de tensao. A solugao fornece a deformacao do mancal devido a pressao do filme de dleo.
A deformagao modifica os valores da espessura do filme de 6leo, sendo necessario recalcular

o campo de pressao, como descrito anteriormente.

49



NODAL SOLUTICN AN

STEF=1 MER 13 200%
3UB =1 07:31:34
TIME=1

T3t (AVG)
R3¥3=0

DM =.315E-03
3MX =.315E-03

|
o _THE-D4 -180E-03 _Z10E-03 _EBOE-03
-351E-04 -105E-03 -175E-03 -Z45E-03 -315E-03

Figura 4.2: Deslocamento nodal para um modelo de biela plana.

Para cada iteragao, apenas uma pequena parte da deformagao calculada é realmente
aplicada, multiplicano-se a deformagao calculada por um fator 5 (< 1). Este procedimento
¢ usado para evitar instabilidade na convergéncia da solugao.

O programa ¢é encerrado quando o critério de convergéncia da deformacao é atingido,

ou seja,

(0h)" — (6h)"!
(o)1

<, (4.8)

onde o indice i refere-se a iteragao atual e ¢ é a precisao desejada (neste caso foi usado
¢ =1079).

Para simplificar a analise dos mancais, o programa EHD utiliza um modelo plano, onde
as forcas nodais de todos os nds que possuem a mesma coordenada # sao somadas. Logo,
todas as forcas distribuidas pelos nés na direcao axial do mancal sao somadas de modo a
se obter apenas uma forga para cada posicao #. Essa forca entao é aplicada ao modelo
bidimensional do mancal. Para validar essa simplificacao foram feitas simulagoes em Ansys
de um modelo tridimensional e de um modelo plano com os esforcos calculados da maneira

acima descrita. As Figuras 4.2 e 4.3 mostram os resultados obtidos para os dois casos, onde
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NODAL SOLUTICN AN

STEF=1 MER 13 200%
3UB =1 07:38:3%
TIME=1

T3t (AVG)
R3¥3=0

DM =.347E-03
3MX =.347E-03
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o _TT1E-04 _154E-03 _Z31E-03 -30BE-03
-3B5E-04 L1EE-03 -183E-03 _ZT0E-03 -347E-03

Figura 4.3: Deslocamento nodal para um modelo de biela tridimensional.

nota-se a equivaléncia dos modelos. Os mesmos resultados encontrados no Ansys foram

obtidos pelo programa (hp)*FEM.

A Figura 4.4 mostra o diagrama do algoritmo EHD.

4.3 Algoritmo de Otimizacao

O algoritmo de otimizacao utilizado é baseado nos métodos de gradientes e busca max-
imizar a minima espessura do filme de 6leo MOFT (Minimum Oil Film Thickness), definida

coImo
MOFT = hyin = min(hy), (4.9)

onde hy, sao os valores de espessura de filme nos pontos de discretizacao. Pode ser que existam
valores da espessura de 6leo menores que um valor minimo admissivel. Poderiam entao ser
feitas algumas alteracoes para modificar a espessura do filme de éleo, como aumentar a largura
do mancal, aumentar o diametro do eixo do mancal, entre outras alternativas. No entanto,

na maioria dos casos esses parametros ja estao definidos, sendo que a tnica alternativa viavel
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Figura 4.4: Fluxograma do algoritmo EHD.
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¢ aumentar a MOFT por meio de um perfilamento da geometria do mancal. Dando-se um

incremento F'Ry na folga radial do k-ésimo ponto da superficie de deslizamento, obtém-se

onde F'Rp é a folga radial de referéncia. Tem-se entao uma nova geometria circunferencial
no alojamento. Resolve-se novamente a equacao de Reynolds, usando-se os novos valores
de folga radial e obtém-se os valores da espessura do filme de dleo para a nova geometria.
Subtraindo os valores de h atuais pelos obtidos inicialmente, obtém-se os incrementos dhy
das espessuras de filme de d6leo. Se os incrementos nas folgas radiais sao suficientemente

pequenos, pode-se escrever:

oh oh
Pk (4.11)
OFR;,  O0FR;
que pode ser usada como aproximacao para a variacao da espessura de filme de 6leo
Ohy,
Ohy = OFR 1<k<I,—1. 4.12
¥ 8FRk o - ( )
Em notacao matricial:
[ 1 [om on on, | [ ]
0hy aFﬁ,l 8F§2 T 8FRIII OF R,
oh oh oh
Ohs = oFR: oFRs 5FR211 OF Ry (4.13)
ohy,  Ohp, ohy,
_5h1x_ _8F§21 8F§22 U 8F}§11 i _5FRICU_

A equacao acima permite modificar a espessura minima do filme de éleo através de
incrementos na folga de referéncia do mancal. Se deseja-se assegurar que a espessura minima
de filme nao apresente valores menores que um determinado dh, pode-se montar um sistema
linear com os valores de dh, = dh e a solucao deste sistema fornece o vetor de incremento da

folga radial que assegura os valores de espessura de filme de 6leo desejados. Desta maneira,
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’ Parametro \ Unidades \ Valores ‘

Rotacao do Eixo RPM 3000
Raio do Mancal mm 36,39
Largura do Mancal mm 32,00
Folga Radial microns | 50,00
Viscosidade do Oleo mPa 20,00

Tabela 4.1: Parametros utilizados na simulacao.

¢ possivel projetar um mancal com uma geometria nao circular cuja espessura minima de

filme seja maior que um limite desejado.

4.4 Resultados

A seguir, encontram-se os resultados obtidos pelos algoritmos EHD e de otimizacao.
Para a solucao da equacao de Reynolds foi utilizada uma malha de quadrados de 4 ndés com
47 elementos na direcao 0 e 20 elementos na direcao z, totalizando 1008 nds e 940 elementos.
O mancal foi simulado utilizando-se a geometria de uma biela. A malha de elementos finitos
foi criada pelo software Ansys e esta apresentada na Figura 4.5. A Tabela 4.2 mostra os
parametros do mancal utilizados na simulagao. Todos os resultados apresentados a seguir

foram obtidos para 5 = 1.

4.4.1 Resultados da Otimizagao para Incremento de Folga Radial

Positivo

O algoritmo de otimizacao apresentado anteriormente foi implementado em Matlab e
incorporado ao algoritmo EHD. Foi usado um incremento de folga radial inicial de 5 pm igual
para todos os pontos da discretizagao na diregao . Uma das caracteristicas do algoritmo
utilizado é que a forma da superficie otimizada segue o padrao do incremento de folga radial
inicial, ou seja, se um incremento inicial constante é assumido, o algoritmo ird encontrar um

valor de folga radial étimo, mas constante para todos os pontos da discretizacao. Portanto,
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Figura 4.5: Malha de elementos finitos utilizada.

foi utilizada uma funcao senoidal como peso para os valores de incremento de folga radial
encontrados a cada iteracao. Deste modo, os incrementos seguem um perfil senoidal onde um
incremento maior é aplicado na regiao de maior pressao e um menor é aplicado na regiao de
baixa pressao. Isto é feito multiplicando-se o vetor de incrementos por meio periodo de uma
funcao senoidal e fazendo com que o maximo valor da fun¢ao coincida com a posicao onde
ocorre maxima pressao no mancal. A Fig 4.6 ilustra esse processo. Logo, os incrementos de

folga radial sao dados pela expressao

A seguir, apresenta-se a evolucao dos parametros de um mancal, tais como pico de
pressao, fator de excentricidade, forca hidrodinamica e espessura do filme de 6leo durante o
processo de otimizacao para cargas de 10KN e 40kN considerando os casos de mancal rigido
e flexivel.

A geometria do mancal rigido e do mancal deformado é mostrada na Figura 4.11 para
carga de 10kN e na Figura 4.17 para 40kN. Os incrementos de folga radial inicial e final estao

apresentados na Figura 4.12 para o caso de carregamento igual a 10kN e incremento inicial
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Figura 4.6: Funcao seno utilizada como peso para os incrementos de folga radial.
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Figura 4.7: Pico de Pressao (Pa) para o mancal rigido e flexivel ao longo das itera¢oes do
processo de otimizacao para carga de 10KN.

o6



Rigido

g 10000 T

8 9999.8 1
§

€ 9999.6 :
g

5 9999.4 B
~

© 9999.2 .
S

w 9999 I I I I L L L

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Iteracé@o
EHD

g 10000.5

[}
98
£ 10000

c
£

2
S 9999.5

(o]

<o

(o]
L 9999 I I I I L L L

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Iteracé@o
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do processo de otimizacao para carga de 10KN.
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Figura 4.11: Geometria do mancal e geometria deformada para carga de 10kN com fator de
escala de deformagao igual a 20.
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Incremento final

Incremento inicial
*  Minima espessura de filme

Figura 4.12: Incremento de folga radial final obtido na otimizagao para incremento inicial de
S5u para carga de 10kN.

Para os dois valores de carregamento, observou-se no mancal flexivel otimizado um
aumento da pressao de pico e uma reducao do fator de excentricidade, quando comparado
com o mesmo mancal nao otimizado. Quando comparado com o mancal rigido, nota-se uma
significativa diferenca nos valores de pressao de pico. Essa diferenca era esperada e é devida a

deformagao da superficie do mancal que resulta em uma redugao no valor de pressao méxima.

A forma da curva referente a espessura do filme de éleo apresenta algumas diferencas
quando se compara o mancal rigido e o flexivel. Quando a deformacao elastica do alojamento
é levada em conta, ocorre uma suavizacao da curva de espessura de filme na regiao de
maxima pressao, gerando um patamar quase plano tipico do comportamento EHD, além de

um aumento da espessura minima do filme do 6leo para mancal flexivel.

As curvas de pressao hidrodinamica para carregamento igual a 10KN referente ao man-
cal rigido, EHD sem otimizagao e EHD com otimizacao estao mostradas nas Figuras 4.18,
4.19 e 4.20 respectivamente, e para carregamento de 40kN nas Figuras 4.21, 4.22 e 4.23.
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Figura 4.13: Pico de Pressao (Pa) para o mancal rigido e flexivel ao longo das iteracoes do
processo de otimizacao para carga de 40000N.
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Figura 4.14: Forca hidrodinamica (N) para o mancal rigido e flexivel ao longo das iteragoes
do processo de otimizacao para carga de 40000N.
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Figura 4.15: Fator de excentricidade para o mancal rigido e flexivel ao longo das iteracoes
do processo de otimizacao para carga de 40000N.
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Figura 4.17: Geometria do mancal incial e geometria deformada para carga de 40kN com
fator de escala de deformacao igual a 10.
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Figura 4.18: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 10kN para o man-
cal rigido.
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Figura 4.19: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 10kN obtida pelo
algoritmo EHD.
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Figura 4.20: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 10kN obtida pelo
algoritmo EHD apds a otimizacao.
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Figura 4.21: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 40kN para o man-
cal rigido.
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Figura 4.22: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 40kN obtida pelo
algoritmo EHD.
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Figura 4.23: Distribuicao de pressao hidrodinamica para carregamento de 40kN obtida pelo
algoritmo EHD apds a otimizacao.

4.4.2 Otimizacao com condicao de contorno de Reynolds

O mesmo caso de otimizacao foi avaliado utilizando-se a condigao de contorno de
Reynolds para uma carga de 10kN. As Figuras 4.24 a 4.27 apresentam os resultados obtidos

durante o processo de otimizagao.
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Figura 4.24: Pico de pressao hidrodinamica utilizando-se a condi¢ao de Reynolds.

A Figura 4.28 apresenta a distribuicao de pressao obtida utilizando-se a condigao de
contorno de Reynolds. Quando comparado com a Figura 4.19, nota-se uma pequena redugao
do pico de pressao, compensada por um ligeiro deslocamento do angulo de cavitacao, ou seja,
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Figura 4.25: Forca hidrodinamica utilizando-se a condicao de Reynolds.
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Figura 4.26: Fator de excentricidade utilizando-se a condi¢ao de Reynolds.
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Figura 4.27: Espessura do filme de 6leo utilizando-se a condi¢ao de Reynolds.
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o angulo onde a pressao cai a zero.

16
14
12+

10

Presséo (Pa)
©

Divisdes na direcéo teta

Figura 4.28: Distribuigao de pressao hidrodinamica para mancal nao otimizado com carrega-
mento de 10kN e condic¢ao de contorno de Reynolds aplicada.

4.4.3 Otimizacao com malha refinada

A rotina de otimizacao também foi aplicada utilizando-se uma malha refinada, com
177 elementos na direcao 6 e 8 elementos na diregao z. Os resultados estao apresentados nas

Figuras 4.29 a 4.34.
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Figura 4.29: Pico de pressao hidrodinamica utilizando-se uma malha de 177 por 8 elementos.
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Figura 4.30: Forca hidrodinamica utilizando-se uma malha de 177 por 8 elementos.
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Figura 4.31: Fator de excentricidade utilizando-se uma malha de 177 por 8 elementos.
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Figura 4.32: Espessura do filme de éleo utilizando-se uma malha de 177 por 8 elementos.

68



181

16

I P =
o N N
T T T

Presséo (Pa)
©
T

0 i i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Divisdes na direcédo teta

Figura 4.33: Distribuicao de pressao antes da otimizacao utilizando-se a malha refinada.
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Figura 4.34: Distribuicao de pressao apos a otimizagao utilizando-se a malha refinada
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4.4.4 Resultados da Otimizacao para Incremento de Folga Radial

Negativo

A otimiza¢ao do mancal descrito anteriormente foi feita utilizando também um incre-
mento inicial de folga radial negativo. Utilizou-se dois valores de carga, uma de 10kN e
outra de 40kN, sendo que para cada uma delas foram usados incrementos de —5um, —10um
e —15um. Os resultados estao agrupados primeiramente em funcao de cada parametro do
mancal (pressao hidrodinamica, espessura do filme e fator de excentricidade) e em seguida
pelo valor de carga aplicada. Nota-se que, para ambos os valores de carregamento, um incre-
mento inicial de folga radial negativo resulta em menores picos de pressao, sendo que a queda
de pressao ¢ mais acentuada a medida que se aumenta o valor em mddulo do incremento. A
espessura de filme de éleo também é modificada pelo processo de otimizacao. No entanto,
essas mudancas sao mais sensiveis na regiao de baixa pressao, visto que na regiao de alta

pressao, ela é insignificante.

Pressao Hidrodinamica

As Figuras 4.35, 4.36 e 4.37 mostram a variagao do valor de pico de pressao hidrodinamica,
ao longo do processo de otimizacao, para valores de incremento inicial de folga radial de
—5um, —10pum e —15um, respectivamente. A distribuicao de pressao para o mancal flexivel
é mostrada na Figura 4.38 e nas Figuras 4.39, 4.40 e 4.41 para valores de incremento inicial

de folga radial de —bum, —10um e —15um respectivamente.

| Carga(N) | Incremento (um) | hiin EHD (m) | By otimizado (um) |

10k 15 17,76 17,40
10k +10 17,76 17,06
10k 5 17,76 18,14
10k -10 17,76 18,55
10k 15 17,76 18,99
40k 5 15,22 15,46
40k -10 15,22 15,70

Tabela 4.2: Espessura minima do filme de 6leo para incrementos de folga radial negativos
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Figura 4.35: Pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial de —5um com
carregamento de 10kN.
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Figura 4.36: Pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial de —10um com
carregamento de 10kN.
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Figura 4.37: Pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial de —15um com
carregamento de 10kN.
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Figura 4.38: Distribuigao de pressao hidrodinamica para mancal nao otimizado com carrega-
mento de 10kN.
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Figura 4.39: Distribuicao de pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial
de —5um com carregamento de 10kN.
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Figura 4.40: Distribuicao de pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial
de —10pum com carregamento de 10kN.
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Figura 4.41: Distribuicao de pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial
de —15um com carregamento de 10kN.
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As Figuras 4.42 e 4.43 mostram os valores de pico de pressao para carregamento de
40kN para valores de incremento inicial de folga radial de —5um e —10um, respectivamente.
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Figura 4.42: Pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial de —5um com

carregamento de 40kN.
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Figura 4.43: Pressao hidrodinamica para incremento inicial de folga radial de —10um com
carregamento de 40kN.

Espessura do filme de dleo

As Figuras 4.44, 4.45 e 4.46 mostram a espessura do filme de dleo para o mesmo mancal
com e sem otimizacao, com incremento inicial de folga radial de —5um, —10um e —15um
respectivamente.

Para um carregamento de 40kN, a espessura do filme de 6leo no mancal é mostrada

nas Figuras 4.47 e 4.48.

74



-4

x 10

[any
T
L

Espessura do filme (m)

EHD

hOtm

Teta (rad)

Figura 4.44: Espessura do filme de éleo para incremento inicial de folga radial de —5um com
carregamento de 10kN.
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Figura 4.45: Espessura do filme de 6leo para incremento inicial de folga radial de —10um
com carregamento de 10kN.
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Figura 4.46: Espessura do filme de 6leo para incremento inicial de folga radial de —15um
com carregamento de 10kN.
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Figura 4.47: Espessura do filme de 6leo para incremento inicial de folga radial de —5um com
carregamento de 40kN.
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Figura 4.48: Espessura do filme de 6leo para incremento inicial de folga radial de —10um
com carregamento de 40kN.
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As Figuras 4.49, 4.50 e 4.51 apresentam a folga radial inicial e final para carregamento
de 10kN e incrementos iniciais de —bum, —10um e —15um respectivamente. Os valores de
folga radial inicial e final para carregamento de 40kN sao apresentados nas Figuras 4.52 e

4.53.
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Folga radial final
Folga radial inicial

Figura 4.49: Folga radial inicial e final obtido na otimizagao para incremento inicial de —5um
para carga de 10kN.

Fator de Excentricidade

As Figuras 4.54, 4.55 e 4.56 mostram os valores de fator de excentricidade ao longo do
processo de otimizagao com incremento inicial de folga radial de —bum, —10um e —15um
respectivamente.

Para um carregamento de 40kN, o fator de excentricidade é mostrado nas Figuras 4.47

e 4.48.
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Figura 4.50: Folga radial inicial e final obtido na otimizacao para incremento inicial de
—10pum para carga de 10kN.
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Figura 4.51: Folga radial inicial e final obtido na otimizacao para incremento inicial de
—15um para carga de 10kN.
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Figura 4.52: Folga radial inicial e final obtido na otimizacao para incremento inicial de —5Hum
para carga de 40kN.
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Figura 4.53: Folga radial inicial e final obtido na otimizacao para incremento inicial de
—10pum para carga de 40kN.
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Figura 4.54: Fator de excentricidade para incremento inicial de folga radial de —5um com
carregamento de 10kN.
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Figura 4.55: Fator de excentricidade para incremento inicial de folga radial de —10um com
carregamento de 10kN.
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2.051 b

Fator de excentricidade
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1.9% . . . . . . .
1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
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Figura 4.56: Fator de excentricidade para incremento inicial de folga radial de —15um com
carregamento de 10kN.
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25 3 35 4 4.5 5
Iteracé@o

Figura 4.57: Fator de excentricidade para incremento inicial de folga radial de —5um com
carregamento de 40kN.
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Figura 4.58: Fator de excentricidade para incremento inicial de folga radial de —10um com
carregamento de 40kN.
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5 COMENTARIOS FINAIS

Este trabalho consistiu na implementagao, em Matlab, de um algoritmo de otimizacao

de mancais hidrodinamicos radiais, utilizando-se a teoria elastohidrodinamica.

O solucao da equacao de Reynolds foi validada comparando-se os resultados obtidos
neste trabalho com os dados gerados pelo programa de simulacao de mancais encontrado em
DuarteJr. 2005, que utiliza para a solucao o método das diferencas finitas. Os resultados

foram os mesmos em ambos os programas.

A andlise dos resultados obtidos pelo programa EHD mostra uma reducao do pico de
pressao nos mancais flexiveis em comparacao com o mesmo mancal quando rigido. Além
disso, ha um aumento da espessura minima de filme de 6leo nos mancais flexiveis, bem como
uma mudanga no perfil do filme de dleo préximo a regiao de minima espessura. Essas carac-
teristicas estao de acordo com o que era esperado para uma modelagem elastohidrodinamica,

e que pode ser verificado pela literatura da area.

O algoritmo de otimizacao apresentou algumas limitagoes. Os valores de incremento
de folga radial obtidos ao final do processo de otimizacao seguem o mesmo padrao dos incre-
mentos inicias. Portanto, o algoritmo ¢é bastante dependente dos valores inicias, chegando a
nao obter resultado algum se esses valores iniciais nao forem adequados. Mesmo com essas
limitagoes, verificou-se um aumento da pressao de pico tanto para o mancal rigido quanto
para o flexivel apds a otimizacao, quando se utilizou um incremento inicial de folga radial po-
sitivo. Para incrementos negativos houve uma reducao nos valores de pressao de pico, sendo
que a espessura minima do filme de 6leo se manteve inalterada. Estes resultados mostram

que é possivel obter um mancal com caracteristicas mais interessantes do ponto de vista de
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desempenho, realizando-se pequenas modificacoes na geometria do mesmo.

Uma alternativa para que a otimizacao de mancais seja mais efetiva é utilizar algoritmos
genéticos ao invés de métodos baseados em gradiente, que tem grande dependéncia das
condicoes iniciais, e utilizar o método de Newton-Raphson para solucao acoplada das equacoes
do fluido e de elasticidade, que nao foi efetivamente utilizado neste trabalho devido aos
problemas apresentados. Esta abordagem permitirda obter um algoritmo de simulagao mais
robusto e estavel que o atual, com resultados menos dependentes dos dados de entrada do

programa. Esta metodologia é sugerida para trabalhos futuros.
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APENDICE A - Método de
Newton-Raphson

O método iterativo mostrado anteriormente mostrou-se eficaz para a solugao dos casos
abordados neste trabalho. No entanto, buscou-se criar um algoritmo mais robusto, com
convergencia em uma faixa maior de parametros operacionais e o consumo de um tempo
computacional menor. Para isso, foi implementado o método de Newton-Raphson, que é
conhecido pela sua alta taxa de convergéncia tanto para filmes finos quanto para espessos,
com solugoes obtidas em média apds apenas 5 iteragoes (Mclvor 1988). No entanto, nao
foram obtidos resultados utilizando este método devido a uma inconsisténcia no processo de
superposicao das matrizes derivadas do método. A formulacao apresentada aqui foi baseada

no trabalho de Mclvor 1988.

As equacgoes que modelam o problema de lubrificacao podem ser escritas da seguinte

forma
oh oh
— 3 _ " D _
fi=V(h’Vp) —6p <u7“39+28t> 0, (A-1)
fo= / pcosORAA — W, =0, (A -.2)
A
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fs= /Apsin ORIA — W, =0, (A -.3)

onde a primeira equacao é a equacao de reynolds e as duas seguintes sao derivadas do

equilibrio de forcas. A espessura de filme é dada pela expressao
h=c—ezcos —e,sinf + dh =c— e, cos —e,sinfd + Lp, (A -4)

onde L é o operador integral que relaciona a deformacao do mancal com o pressao hidrodinamica.
Esta expressao ¢ andloga a 4.2, porém sao usadas dois valores de excentricidade, e, e e, nas
direcoes x e y respectivamente ao invés do fator de excentricidade € e do angulo de atitude
©.

Pode-se resolver este sistema de equacoes usando expansoes em séries de Taylos. Para
uma funcao f(x) a expansido em série de Taylor é f(x + 0) = f(z) + 0 f'(x), ignorando os
termos de ordem maior ou igual a §%. Deseja-se entao encontrar a solugao para f(z) = 0,

assume-se um chute inicial z; e tem-se
0= f(z:) +f (%) (A -.5)

Assim a correcao para x; €

x.
5:—f,( l). (A -.6)
Para o caso especifico tratado aqui, supomos p®*) e;’“ e eg,k) a solucao para a k-ésima

iteragao e fi(k) o correspondente valor para a funcao f;. O método de Newton-Raphson pode
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entao ser escrito na forma

P = k) 4 50

et = eF) 4 gelk)

et = k) 4 e, (A-.7)

As correcoes opF), sel) e (56?(f) sao encontradas por expansao em séries de Taylor de

primeira ordem das fungoes fi(kH) dadas por

(k) (k) (k)
ilpeane) = 0= £70 = 4 () gy () o (G0) g

Op Oey Oey
(k) (k) (k)
folpreesey) = 0= £ = £+ (aa—];) o) + (g—f) e + (2—f) dey
z Y
" af:\" afs\* af;\®
fs(presrey) = 0= f§ = (V4 (a_@ op™® + (a_f) sell) + <8_£§) oey,
(A -.8)

ou em forma matricial

(k) (k) (k)
6f1 8f1 afl
Gl 0E) () ) |
(k) (k) (k)
o= |68 ()" ()" e o
k (k) (k) (k) k
L) () () ]l
ou
onde
Spk)
X = |ge® ]| (A -.11)
5€3E,k)
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As derivadas das fungoes fi, fo e f3 devem ser encontradas por expansao em séries de Taylor
em torno de um ponto da seguinte maneira

0
fl(p + 5p7 €z, ey) = fl(pa €z, 6y) + 6pa_Q<pa €z, 6y)

=V(R*V(p+dp)) — 6 (u% + 2%) =0
= V((ho + c(p+ p))*V(p + 6p))

d(ho + c(p+6p)) | ,0(ho + c(p+ dp))
~ou (u rof 2 ot ) =0

(A -.12)
onde a o valor de h foi substituido pela expressao A -.4. Expandindo os termos tem-se

filp+6p, e, ey) = V((h§ + 3hic(p + 6p) + 3hoc® (p* + 2pdp + 5p°)
+ A (p® + 3p*0p + 3pdp* + 6p°))V(p + dp))

(Aot en) | desp) | Ao tep) | Ole)
6,u<u 90 +u 90 +2 T +2 5 . (A-.13)

Eliminando os termos de ordem dp? ou superior

fi(p+6p, ex,e,) = V((hi + 3hiep + 3hiedp + 3hoc?p* + 3hoc*2pdp

O(ho + cp) J(cop)
3.3, 3q.2 _ _
+ p® + ¢*3p“op)V(p + p)) — 6uu 50 6 50
J(ho + cp) J(cop)
12p = 12u= (A -.14)

Organizando os termos

oh oh
_ 3 _ _ -
fl(p+ 5p7 €, ey) - V(h Vp) 6:u <u7“89 + 27"(915)

+ V (h*Vép + (3hicdp + 3hoc™2pdp + ¢*3p°dp) V(p + 6p))

d(cop) ,0(cop)
~ bu <“ 00 2 o

(A -.15)
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Por comparagao com a equagao A -.1 vemos que

filp +0p, eas €y) = f1(p, €x,€y) + V(h*Vp) + V(3coph®V (p + 6p))
6y <u0(05p) N 25(c5p))

rof rot (A -.16)
Deste modo, da equacao A -.8 tem-se que
ofi 5 5 J(cop) d(cop)
dp oy V(h*Vép) + V(3cdph™V (p + dp)) — 61 | u 90 +2 - (A -.17)
De forma andloga sao encontradas as expressoes para df;/0e,
ofi 9 u _ J(de, cosb)
0ey e, V(3h*de, cos OVp) — 6 (;5% sin 6 QT (A -.18)
e para Jf;/0e,
5ey% = —V(3h*Se, sin Vp) + 6u (Eéey cosf + 2M> (A -.19)
de, r ot

As derivadas de f; e f3 em relacao a p sao obtidas da mesma maneira em resultam em

5p@f2 /6p cosOdA

(A -.20)
5paf3 /6psm9dA (A -.21)
As derivadas restantes sao todas nulas, ou seja,

Ofa 0fy 0fs 0fs
2 _ Y _ Y8 A-22
de, Odey, Oey  Oey ( )

Com estas expressoes cria-se a matriz [A] do método aplicando-se o principio de Galerkin
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e o teorema de Green-Gauss, como pode ser visto em Mclvor 1988. Foram utilizados elemen-
tos de grau dois para criar o modelo tri-dimensional do mancal e a matriz de flexibilidade foi
obtida para os nés da superficie pelo principio da condensagao. Porém uma inconsisténcia na
superposicao das matrizes dos elementos para formar a matriz global do método de Newton-
Raphson impediu que fossem obtidos resultados com esta abordagem. O motivo de tal
inconsisténcia foi estudado mas nao se chegou a nenhuma conclusao. Por este motivo o

método foi descartado e considerados apenas os resultados apresentados no texto.
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