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Resumo

Este trabalho apresenta novas condi¢cdes na forma de desides matriciais lineares
para a sintese de filtros robusté’ e 77, de ordem completa, para sistemas incertos,
continuos e discretos no tempo. Os parametros incertosant@s no tempo pertencem
a um politopo com vértices conhecidos. Gracas a existéreciand nUmero maior de
variaveis de folga e a utilizacéo de relaxacdes baseadasatnzes polinomiais homo-
géneas, desigualdades matriciais lineares podem seaslo#s condicdes propostas para
o projeto de filtros robustos, com desempenho superior atlogexistentes. A superi-
oridade e eficiéncia do método proposto para o projeto dossfitbbustos sédo ilustradas
por meio de comparacdes numéricas e exemplos da literatura.

Palavras-chave: Sistemas incertos, Filtragem robusta 77;,, Funcdes de Lyapunov
polinomiais homogéneas, Desigualdades matriciais lesear
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Abstract

This work presents new convex optimization proceduresutofder robust’# and 7z,
filter design for continuous and discrete-time uncertaiadr systems. The time-invariant
uncertain parameters are supposed to belong to a polytape&kmown vertices. Thanks
to the use of a larger number of slack variables and homogesnamynomial relaxations,
linear matrix inequalities for the design of robust filteaside derived from the proposed
conditions, outperforming the existing methods. The siopi¢y and efficiency of the pro-
posed method for robust filter design are illustrated by medmumerical comparisons
in benchmark examples from the literature.

Key-words: Uncertain systems, Robugt and./%, filtering, Homogeneous polynomial
Lyapunov functions, Linear matrix inequalities.
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Introducao

O problema de obtencéo de uma boa aproximacéo para uma gaasateompida por ruidos, leva
o nome ddiltragem Quando a grandeza a ser aproximada € a saida de um sistémmacdinmuitos
autores se referem a esse problema cfittagem dindmicd3]. Se a saida do sistema é o préprio
vetor de estados, o problema de filtragem leva o nomestimador de estadaso filtro torna-se um
observador de estadobla literatura de controle, o problema de estimacgéo de @estattatado como
dual ao problema de controle por realimentacdo de estadpse @ermite que muitas das técnicas
desenvolvidas para o controle possam ser usadas no protéefitteagem.

O estudo de problemas de filtragem é um importante topicoamamntiento de sinais e controle de
sistemas dinamicos [3]. Como critérios de desempenho,rasaso?s e 77, da funcdo de transferén-
cia do sinal de ruido para o erro de estimacao estao entreissitiiaados. O problema torna-se mais
complexo quando o modelo do sistema dinamico é afetado pertézas e um filtro robusto precisa
ser projetado. Nesta dissertacdo, a robustez esta reddeia@om o desempenho do sistema, que €
uma das caracteristicas mais importantes em sistemas tleleon

Uma das formas de se resolver o problema de filtragem é por daesmlucdo de equacbes de
Riccati de forma iterativa [43]. Em sistemas de controlecamedes de Riccati sdo utilizadas extensi-
vamente [5, 15], principalmente em sistemas com incertaaiponorm-bounded40].

Outra forma é utilizando-se métodos de otimizacdo baseamadesigualdades matriciais linea-
res (LMls, do ingléd.inear Matrix Inequalitie}. Além da simplicidade e consisténcia algébrica, a
existéncia de algoritmos computacionais eficientes, pagramacao convexa, fizeram com que os
métodos de andlise e projetos baseados nas LMIs se popek®in. Em [20], transformagfes de
congruéncia e particionamento de varidveis permitiramoqueblema de filtragem para sistemas po-
litdpicos a tempo continuo fosse realizada por meio de LMIsrtigo [21] apresenta uma extenséo
de [20] para o caso discreto, considerando os cugfpe .77;,. Outro ponto importante apresentado
em [20, 21], é a facilidade de obtencéo de um filtro descéraidd, bastando para isso impor uma
estrutura bloco diagonal as variaveis do problema.

A abordagem mais utilizada, nesses casos, baseia-se téneidsle uma mesma funcao de Lya-
punov, comum a todo o dominio de incertezas, assegurandalalieade (denominada estabilidade
quadratica) do sistema dinamico associado ao erro de gstineglimitantes para os valores da norma
utilizada como critério de desempenho.

Desde entéo, diversos trabalhos proveram condi¢fes na fdenhMIs tanto para sistemas con-
tinuos no tempo [6, 14, 22], discretos [21], com alocacao desp[35, 36], sistemas com atrasos
[13, 34, 48] ou considerando outros critérios de desempemeo o ganho energia-a-pico [37].

Resultados menos conservadores, baseados em funcbespd@dyaependentes de parametros,
surgiram primeiramente no contexto de sistemas discre&tdempo, gracas a separacdo da matriz
de Lyapunov das variaveis utilizadas para sintese do f28045] e, mais recentemente, tratando o
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caso continuo a partir de uma formulacdo com matrizes eximEMIs que satisfazem uma estrutura
particular [4, 17, 18, 44]. E importante mencionar os reslds recentes baseados em LMIs para
projeto de filtro em diversos contextos [8, 10, 11, 16, 2643046, 48].

Na maioria dos casos, sdo usadas variaveis adicionais wedineento de linearizacao das de-
sigualdades, que provéem novos graus de liberdades naesitudiltro e custos garantidos menos
conservadores. Vale a pena mencionar também [25], com uardaaem baseada em uma técnica
de otimizagcao que trabalha diretamente no espago de paodnueis matrizes que definem o filtro
robusto.

Em [45] é apresentada a sintese de filtros robustbse .77, para o caso discreto, utilizando duas
variaveis de folga, cujas particdes provéem as matrizedtran #\ sintese do filtro depende da busca
de parametros escalares, tanto no c#éajuanto no casgzs,. Em [17], € apresentada uma extensao
dos resultados de [45], com a sintese de filtros robugtbe 7%,, para 0os casos continuo e discreto,
porém o projeto do filtro € baseado na subparticao das mattéolga, e, assim como em [45], as
variaveis de folga possuem particbes em comum relacionamtasscalares. Essa estratégia permite
que o filtro seja recuperado por simples mudancas de vasidvalizando variaveis polinomialmente
dependentes de parametros de grau genérico, seguinda@g@strapresentada em [33], obteve-se
em [18] uma significativa melhora nos resultados em relagédrabalhos anteriores.

Outra abordagem para o projeto de filtros pode ser encorgrada4], que trata os casos continuo
e discreto para a norm#>. O filtro é baseado em um certificado de desempenho, que é é&o p
diferenca entre um limitante superior e inferior de um peaid min-max. Essa abordagem prové
filtros de ordem superior a da planta, ou de mesma ordem, apascelamento de pélos e zeros,
guando possivel.

Este trabalho trata do problema de projeto de filtros rolsug&toe .77, para sistemas lineares, con-
tinuos e discretos no tempo, com incertezas politopicasd@aros invariantes no tempo. Utilizando
o Lema de Finsler, novas condi¢des na forma de LMIs depeesleiet parametros sdo obtidas para
a existéncia de um filtro robusto de ordem completa. Comérmitde desempenho, séo utilizados
limitantes das normag/ e 7%, da funcao de transferéncia do sinal de ruido para o erro iesgsto.

As condi¢cfes sdo mais gerais e contém como casos partolatr@as condicdes presentes na litera-
tura. Impondo uma estrutura particular para as variavededeséo, relaxacdes LMIs baseadas em
matrizes polinomialmente dependentes de parametros dggnerico sdo propostas para a resolucao
do problema, buscando um filtro robusto de ordem completargoiniza um limitante do critério

de desempenhg#s ou 7%,. Os resultados sao ilustrados por exemplos numéricosiitie compa-
racBes com técnicas da literatura. Os filtros obtidos comtado®gia proposta estdo associados a
limitantes menos conservadores do que 0s existentes rauite.

A dissertacao esta organizada da seguinte forma.

Capitulo 1

Apresenta as definicbes e conceitos utilizados no decoarelissertacdo, como a definicdo do
sistema, o problema de filtragem, o calculo dos critérios elehpenho7s e .77, para 0s casos
continuo e discreto por meio de LMIs, o Lema de Finsler @iz na demonstracdo dos teoremas, 0s
lemas utilizados para a obtencéo das condi¢des LMIs e aicksclas incertezas politopicas.

Capitulo 2

Apresenta as condi¢cdes LMIs para o projeto de filtise 7%, utilizando a particdo da funcao
de Lyapunov e de sua inversa. Esse foi um dos primeiros aesisltna teoria de filtragem robusta e
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serviu como referéncia para a extensao dos trabalhos ndéfidaagem.

Capitulo 3

No capitulo, sdo apresentados os métodos propostos pareesesile filtros robusto®? e %,
para sistemas continuos, as condi¢cées LMIs para filtragbuosta, além de experimentos numéricos
incluindo comparacdes com técnicas presentes na litargtier demonstram a eficiéncia do método
proposto.

Capitulo 4

No capitulo, os métodos propostos para a sintese de filtbostas 772 e .77, para sistemas dis-
cretos sdo apresentados. Novamente a eficiéncia dos métamsstos € verificada por meio de
experimentos numericos retirados da literatura e comfaragm outras técnicas.

Conclusoes

Apresenta as conclusdes, perspectivas para trabalheosddws artigos produzidos diretamente
relacionados com essa dissertacao.



Capitulo

Fundamentos Matematicos

Este capitulo tem como objetivo familiarizar o leitor connceitos e ferramentas que séao utili-
zados no decorrer da dissertacdo. Sao apresentados g dlesiwisistema investigado, o problema
de filtragem, os critérios de desempent e .77, 0 cOmputo dos limitantes das norm#s e 7,
por LMIs, o Lema de Finsler utilizado na obtencao das coreti¢gdMis, bem como a descricao das
incertezas politopicas.

1.1 Descricao do Sistema

Considere o sistema linear invariante no tempo livre deriazas

O[X| = Ax+Byw
Z2=CiXx+D1w (1.1)
y = Cox+ Doiw

com
Ac ]Rnxn, Bl eRnxr, Cl e Rpxn,DnE Rpxr, C2 Gqun eD21€ RA*F

em quex € R" representa o estadw, € R" uma entrada externa, que denota o vetor de ruidos nédo
mensuraveis, incluindo os ruidos que corrompem as medidasdésturbios do processnge RP a
saida de referénciayec RY a saida medida. O operaddjx] representa a derivadapara sistemas
continuos e o operador deslocamex{to+ 1) para sistemas discretos no tempo.
O problema abordado neste trabalho é: determinar um filbosto de ordem completa, linear e

invariante no tempo

5[Xf] = AiXs + By, (1.2)

zs =CsXs + Dty
com
A; e RV By e R™Y Cs e RP"eDs € RP*4

em quex; € R", nf = n, é 0 estado estimadozg € RP a saida estimada, que seja assintoticamente
estavel e minimize alguma medida de desempenho, como popéxea normass ou .77, da funcao
de transferéncia de para o erree = z— z;, como mostrado na Figura 1.1.
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z
—— Sistema y

I
L Filtro _

Zg
Figura 1.1: Problema de filtragem.

Definindo o sistema aumentado

[56[2(1‘]]} B [Bféz Aﬂ [Xﬂ * [BfB[;zJ W
e=[C;—D{C; —Ci] {xﬂ + [D11—D¢D21] w

comxX = [X x|, tem-se

3% = AX+Bw
. (1.3)
e=CX+Dw
A A 0 2nx2n S l B1 } 2nxr
A: E R 5 B: E R 9
[chz Af:| BtD21 (1.4)
C=[Ci—DiC, —Ci] eRP*®, D= [Dy1—D¢Dp) € RP
e a funcédo de transferéncia dearae é dada por
H(t)=C(tl —A)B+D (1.5)

com 1 denotandcs ou z para sistemas continuos e discretos, respectivament@ gBera norma
5 seja finita, é precis® = 0, ou sejaD;1 — D¢D21 = 0. Neste trabalho, adota-se uma condi¢éo
suficiente, impond®11 =0eD; =0 em (1.4), e, neste caso,

H(t)=C(tl—A) !B (1.6)

1.2 Sistemas Continuos

1.2.1 Estabilidade

A estabilidade assintética do sistema (1.1) € definida arpatteoria de Lyapunov [31]. O
conceito de estabilidade assintética esta diretamerdeioelado com a matria, que representa a
dindmica do sistema.

Lema 1.1 O sistemax = Ax é Hurwitz assintoticamente estavel se, e somente st Bxis P > 0
tal que
AP+PA<O a.7)
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Prova: Escolhendd/ (x) = X'Px como funcéo de Lyapunov tem-se:

V() = XPx+ X Px
= (AX)'Px+ X PAX
= X A'Px+ X PAX
=X (AP +PA)x

e assim, '
V() >0eV(x) <0,x#0 <= P>0, AP+PA<O

1.2.2 Critério de Desempenho

A norma.7# da funcéo de transferéncia dada em (1.6) é definida como

IHEIB= 4 [ TrH (o) H(jw)do 18)

Pelo teorema de Parseval tem-se que (1.8) é equivalente a

IHEIB= o [ Tr(hyh)ot (19)

Em sistemas SISO causais a norsgacorresponde a integral do quadrado da resposta impulsiva

+00
H 2=/ [ (i) (1.10)

com

Usando a defini¢céo d&t) dada em (1.11) a norm#> deH (s) & dada por

(1.11)

+oo +oo
IH(s)||5= 5 Tr(h(t)'h(t))dt = 5 Tr(h(t)h(t)")dt

+oo +oo

= Tr(B exp(A't)C'Cexp(At)B)dt = Tr(Cexp(At)BB exp(A't)C')dt
0 0

Os gramianos de controlabilidade @ B) e de observabilidade dé,C), sédo dados respectivamente
por (1.12) e (1.13)

~+o00
L= / exp(At)BE exp(A't )dt (1.12)
0
+0o0
Lo— / exp(A't)C'CexplAt)dt (1.13)
0
Logo,
AlL;+LA +BB =0 (1.14)

AlLo+L,A+CC=0 (1.15)
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e, portanto, tem-se
I[H(s)||5= Tr(B'LoB) = Tr(CLLC) (1.16)

Sendo assim, a norm#?% pode ser computada por meio de um procedimento convexordeagido
min Tr(B'PB)=Tr(BBP), P=P >0 (2.17)

sujeito a
AP+PA+CC<0 (1.18)

ou, de maneira equivalente,
min Tr(CWC) =Tr(C'CW), W=W'>0 (1.19)

sujeito a
ANV +WA +BB <0 (1.20)

Na solucédo 6tima tem-se
I[H(s)||3 = Tr(B'PB) = Tr(CWC) (1.21)

1.2.3 Critério de Desempenho’z,

A normaJ7, de um sistema continuo estavel, com fungéo de transfer@adepor (1.5), &€ dada
por
|[H(9)]eo = Maxomax(H (jw))) (1.22)
weR

Em sistemas SISO, a normi&, corresponde ao maximo do diagrama de magnitude de Bode.
Assim como a norma#s, a normas#;, possui uma equivaléncia no dominio do tempo

||z(t)|[?
IH(s)]1& = sup (1.23)
w120, [l je.25 W2

Se nenhuma caracteristicaw@ ) for conhecida, podemos interpretar essa norma como sends o m
ximo ganho para uma entrada com caracteristicas estasistsconhecidas. E possivel calcular um
limitante superior para esta norma por equacdes de Riceatitilizando LMIs como apresentado a
seguir. Note que

IH(9)]]= < y <= Yy < yWw

Escolhendo a fungao de Lyapunov quadratiocg = X Px, comP > 0, para garantir a estabilidade e
a normas#, menor quey, impde-sev+ Yy — y*Ww < 0, levando em conta as equacdes do sistema
(1.3), tem-se

x]' [NP+PA+C'C PB+CD] [x 0

M [ BP+DC DD- yzl} [w]

Entdo, chega-se dmunded real lemmE®], que garante a estabilidade assintotica da matriz diog&m
A e um limitantey para a norma#, da fungéo de transferéncia deparae, se, e somente se, existir
uma matriz simétrica definida positi¥aal que

(1.24)

/ / /
{AP+PA+CC PB+C D} 0 (1.25)

BP+D'C DD-yI
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Aplicando o complemento de Schur [9] em (1.25) obtém-sei¢bed equivalentes, como por exemplo

BP —I D
C D —yI

AP+PA PB C
<0 (1.26)

A norma.’%, pode ser computada a partir de um procedimento convexord&atido. Defingt = y?
e resolva

min yu, P=P >0 (1.27)
sujeito a
AP+PA+CC PB+CD
{ BP+D'C D’D—ul} <0 (1.28)
ou, de maneira equivalente,
min yu, W=W>0 (1.29)
sujeito a
AW+WA +BB WC +BD
[ CW+DB DD -yl } <0 (1.30)

1.3 Sistemas Discretos

1.3.1 Estabilidade

Lema 1.2 O sistema &+ 1) = Ax(k) & Schur assintoticamente estavel se, e somente se, existir
P=P > 0tal que

APA-P<0 (1.32)
ou, equivalentemente (por complemento de Schur)
P AP
{PA P ] >0 (1.32)

Prova: Escolhendd/ (x(k)) = x(k)’Px(k) como fungao de Lyapunov tem-se:

AV (x(k)) =V (x(k+1)) =V(x(k))
= x(k+1)'"Px(k+ 1) — x(k)'Px(k)
= (AX(K))'PAXK) + x(K)'Px(K)
— x(K)'A'PAX(K) + x(K)Px(K)
= x(k) (A PA+P)x(k)

e assim,
V(x(k)) >0eAV(x) <0,x#0 <= P>0, APA+P<0

|
No caso discreto, a utilizacdo do complemento de Schur peguée a form#'PA— P seja tratada
por uma LMl aumentada como em (1.32).
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1.3.2 Critério de Desempenho#?

No caso discreto, admite-se que a matriz de transmisséa digg@a diferente de zero, e a norma
% é acrescida de um valor constaftéD’'D) = Tr(DD’). A norma. da fungdo de transferéncia
dada em (1.6) é definida como

IH@IB= 5 [ "Tr(H(exnio) Hiex(iw))do= [ "5 a(H(exrjo))do (139

A resposta ao impulso é dada por

h(k) = 0,k=0 (1.34)
| CA“Bk>0 '
e a hormas# pode ser computada por
5 +o00 +00
IH@I3=Tr( S h(o'h(k)) =Tr( S h(kjh(k)') (1.35)
K=1 k=1

Substituindo a resposta ao impulsid) em (1.35) tém-se os gramianos de observabilidade e contro-
labilidade respectivamente dados por

foo
Lo = %Ak C'CAB (1.36)
k=
400 ,
Le=Y ABBAKC’ (1.37)
K=0
Os gramianos satisfazem as equacdes de Lyapunov paraassiesoretos
ALA-L,+CC=0 (1.38)
ALA —L.+BB =0 (2.39)
e, portanto,
IIH(2)||3 = Tr(B'LoB) = Tr(CLL) (1.40)
Entdo, a norma# pode ser computada por meio de um procedimento convexordeatiao
min Tr(B'PB)=Tr(BBP), P=P' >0 (1.41)
sujeito a
APA-P+CC<0 (1.42)
ou, de maneira equivalente,
min Tr(CWC) =Tr(C'CW), W=W'">0 (1.43)
sujeito a
AWK —-W+BB <0 (1.44)

Na solucéo 6tima, tem-se
IIH(2)||3=Tr(B'PB) = Tr(CWC) (1.45)
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1.3.3 Ciritério de Desempenho’zs,
Considere o sistema (1.3) com funcao de transferéncia @ Byrma.#, é dada por

IH (@) = UL Omax(H exp(jw))) (1.46)

’

Assim como no caso continuo, a norg, possui uma correpondéncia temporal,

z(k)||?
H@IE= s AL
[Iw(k)[[70, [lw(k)||t2

(1.47)

e seu calculo pode ser realizado por meio de LMIs, levandwrseonta que
IH@) < y <Yy < yWw

Escolhendo a fungao de Lyapunov quadraticg = X' Px, comP > 0, para garantir a estabilidade e a
norma.J#, menor quey, impde-sev(x(k+ 1)) — v(x(k)) + Yy — y’ww < 0, ou seja

X(k+ 1) Px(k+ 1) — x(k)'Px(k) +Yy— y’Ww < 0 (1.48)

Levando em conta as equacdes do sistema (1.3), tem-se

"TA'/DA / / /
{x} {APA P+CC  APB+CD }{x} 0 (1.49)

w BPA+D'C BPB+DD—yl| |w

e assim obtém-se lbounded real lemm¢{B] para o caso discreto, que garante um limitanfgara
a normasz, da funcdo de transferéncia deparae, se e somente se, existir uma matriz simeétrica
definida positivaP tal que

DA / / /
[APA P+CC APB+CD }<O (1.50)

BPA+D'C BPB+D'D—
Aplicando o complemento de Schur, transformacdes de céngia, trocando linhas e colunas em
(1.50), obtém-se condi¢des equivalentes, como por exemplo

P AP 0 C
PA. P PB O
0o BP | D|>0 (1.51)
C 0 D WV

A norma.7, pode ser computada a partir de um procedimento convexordeatdo. Defingu = y?
e resolva

min 4, P=P >0 (1.52)
sujeito a
APA—-P+CC  APB+CD
l BPA+DC BPB+ D'D—ul] 0 (1.53)
ou, de maneira equivalente,
min u, W=W>0 (1.54)
sujeito a
AWA —-W +BB AWC +BD/ 0 (1.55)
CWA-+DB CWC+DD —pl '
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1.4 Sistemas com Incertezas Politopicas

Nos casos em que é conhecida a faixa de variagdo de um pavanuetrto de um sistema dina-
Mico, OU NOS casos em que essa variacado pode ser estimadaj\éepeonstruir um sistema politdpico
convexo que represente o sistema incerto. As incertezasIes nos parametros podem ser inerentes
ao projeto, ou ocorrer devido a ndo-linearidades desceraids no modelo.

Neste trabalho as matrizes incertas pertencem a um dondliiégico parametrizado em termos
de um vetorxr e sédo definidas por

N
Z(a) = Ziaizi , aeNy (1.56)

sendoZ(a) qualquer matriz do sistema apresentado em (Z;19s vérticesN o numero de vértices
do politopo e\ € 0 conjunto conhecido como simplex unitario, dado por
N
/\Nz{aeRN:Zaizl, a;>0,i=1,...,N} (1.57)

1.5 Lemas Auxiliares

1.5.1 Lemade Finsler

O Lema de Finsler tem sido utilizado em varios trabalhos ea de filtragem nos ultimos anos,
com normaz 4], 7 [7], e energia-a-pico [47]. O Lema de Finsler é utilizado desonstracdes
das condicOes propostas neste trabalho, sendo reprodugetyuir.

Lema 1.3 Sejam we R", 2 ¢ R™" e # ¢ R™" com rank@)<n e %' uma base para o espago
nulo deZ (isto €%+ = 0). Entdo as seguintes condi¢bes sdo equivalentes:

i) W2w<0,YwW#0:%4w=0

iy L' 2%% <0

i) IueR: 2—uAB' %<0

V) 32 eRY"M: Q4+ ZAB+AB 2" <0

Uma das aplicacdes do Lema de Finsler é a eliminacao de garide projeto em desigualdades
matriciais, por exemplo ao se passar da condigipara a condicada), eliminando a variavel?".
No caso dos problemas tratados nesta dissertacéao, o seergmssar da forma para a forma da
condicaoiv), o que permite que variaveis de folga sejam acrescentadasespaco de busca maior
seja explorado. A prova do Lema 1.3, dada no Apéndice A.3 pardbém ser encontrada em [12].

1.5.2 Estabilidade com Funcdes de Lyapunov Afins

Seja o sistema
X =A(a)x (1.58)

comA(a) definida como em (1.56).
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ComoA(a) é dada pela combinacdo convexaNlmatrizesA;, i = 1,...N, imagina-se que a esta-
bilidade do sistema (1.58) pode ser investigada por umatude Lyapunov com a mesma estrutura,

ou seja,
N

P(a) = ZaiP. , a ey (1.59)

Uma condigao suficiente para a estabilidadée) é dada no lema a seguir.
Lema 1.4 Se existirem matrizes simétricas definidas positiyas#1,...,N tais que

AP +PA <0,i=1....N (1.60)
APj+PA+AP+RA <0i=1....N-1j=i+1...,N (1.61)

entdo Ra) = P(a)’ > O estruturada como erfl.56)é uma matriz de Lyapunov dependente de para-
metros de maneira afim, que certifica a estabilidade do ss{@mB8)para todoa € Ay.

Prova: Multiplicando (1.60) poniz, (1.61) porajaj e somando, tem-se

N N-1 N
Zlaiz(Ai/H+F)|Ai)+ 2, 2 Cia(APFRATAR+RA)
i= i=1 j=1+1

=A(a)'P(a)+P(a)A(a) <0 (1.62)

que, se as LMIs (1.60)-(1.61) sao satisfeitas, garanteahibdade do sistema (1.58) paise An. =

O Lema 1.4 pode ser encontrado em [39], e a contrapartidastabilidade robusta de sistemas
discretos em [38]. O Lema 1.4 foi utilizado nessa dissettggiia tratar produtos duplos entre as
matrizes dependentes de parametros de maneira afim, pelonifile sejam estabelecidas condi¢cdes
na forma de LMIs.

1.5.3 Estabilidade com Fung¢des de Lyapunov Polinomiais

Funcgbes de Lyapunov afins como em (1.59), produzem condapees suficientes de estabili-
dade. Como mostrado em [32], a estabilidade robusta de temsigolitépico pode ser investigada
de maneira suficiente e assintoticamente necessaria pordediun¢des de Lyapunov polinomiais
homogéneas de grau genérg;caumentando-se gradativamente os valoreg. d@or exemplo, para
g=2eN =2, tem-se a seguinte condig&o suficiente para a estabiliteier ), que é sempre menos
conservadora que ado Lema 1.4.

Lema 1.5 Se existirem matrizes simétricas definidas positiggsi® e Ry tais que

A1Po+ PoA; < 0 (1.63)
A1P11+ PriAg + AP+ PaoA2 < 0 (1.64)
A&Poz-i— PooA1 +A/2P11-|— P11A2 <0 (1.65)

A/2P02—|— Po2A2 < 0 (1.66)

entdo By, P11 e Ry, compdem uma matriz de Lyapunov dependente de parametiosmpal de grau
g = 2, que certifica a estabilidade do sisteifia58) para todoa € A\».
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Prova: Multiplicando (1.63) pora?, (1.64) pora?a,, (1.65) poraia2, (1.64) pora3 e somando,
tem-se
A(a)'Py(a) +Po(a)A(a) <0

com
Ala) = aiAr1+aAx , Po(a) = 012P20+ ar1ooP1+ CYZZPOZ

gue, se as LMIs (1.63)-(1.66) sao satisfeitas, garanteahibdade do sistema (1.58) parsc N\y. =

O Lema 1.5, apresenta uma condi¢ao suficiente para testtatalidade do sistema (1.58) com
uma funcéo de Lyapunov de grgt= 2 eN = 2. Note que se (1.60)-(1.61) sdo satisfeitas, sempre exis-
temPy, P11 € Py2 que verificam o Lema 1.5. A abordagem polinomial foi utilizatessa dissertacao
possibilitando que resultados menos conservadores fogsgdos. Em [18], solucdes polinomiais
também foram propostas para melhorar os resultados de [17].

Na medida em que o grau dos polinGmios cresce, a obtenca@udg@es LMIs torna-se mais
complicada, principalmente quando existem produtos daweis polinomiais. Nessa dissertacéo foi
utilizado um pacote computaciondd@bust LMI Parsey [2], também utilizado em [1]. Dado um
conjunto de operacdes com variaveis polinomiais com parameo simplex, esse pacote retorna
0 conjunto de LMIs resultantes que, se verificadas, garaat@xisténcia de uma solucdo para o
problema. O pacote foi utilizado nos experimentos destsediscdo e esta disponivel emtp:
//www.dt.fee.unicamp.br/ agulhari/Doutorado/polynomial_parser.zip.



Capitulo 2

Filtragem Baseada na Estabilidade Quadratica

Neste capitulo apresenta-se o projeto de filtigse .77, usando LMIs, baseados na estabilidade
quadratica e nas particbes da matriz de Lyapunov e de suaan\este foi um dos primeiros métodos
utilizados para realizar a sintese de filtros robustos pao me LMIs, caso continuo [20] e caso
discreto [21]. A mesma fun¢do de Lyapunov € usada para jlaeaestabilidade de todo o politopo.
Essa abordagem também permitiu que fossem projetados fikendentes de parametros, com taxas
de variacéao ilimitadas para o caso continuo [6].

2.1 Sistemas Continuos
2.1.1 Filtragem .74
Do capitulo 1, pode-se enunciar o seguinte Lema.

Lema 2.1 SejaA uma matriz Hurwitz estavel. Se existirem matrizes sigaPe RZ72" M e R" "
e um escalap > 0 tais que

Tr(M) < p? (2.1)
{;P Fl:/ﬂ >0 2.2)
N/ N~
[A Pg PA SJ <0 (2.3)

sejam satisfeitas, entgm> 0 &€ um custo garantidg#, para o sistema aumentado.

Lema 2.2 Existe um filtro de ordem completa que resolve o problegfiaom custo garantido dado
por p se, e somente se, existirem matrizes simétricas M*", Z ¢ R™" e X € R™", matrizes
F € RP" L e R™9, G € R™" tais que TtM) < p?

z z ZB
Z X XB +LDs1| >0 (2.4)
BiZ B X+DjL’ M
ANZ+ZA AX+ZA+CL'+G Cj—F
XA+AZ+LC+G AX+XA+CL'+LC, C] | <0 (2.5)
Ci—-F C1 —I

14
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Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por
Br = (U) 'L, Ar = (U)'G(V2) 4 Cr=F(vZ)

Prova: Particionando a matri2 € R2™?" e sua invers® 1(em blocos por n) da seguinte forma

C[xu 4 [y Vv
P—{u x] P —[v v}

tém-se as seguintes relacoes

. XY+UNV =1, XV +UY=0
PP "=l = ;O z
UV +XY =1, UY+XV=0
Definindo as matrizes ndo singulares
Y | Y O
S= {V }, R:{O I] (2.6)
com inversas L L
0 V- _ Y= 0
1_ 1_
S _L —YV_l]’ R _{o |}
tem-se
Y 1 1 y-1t vt £ Z vl nxn
SPS_[I X]’ R 'SPSR _[Yl x 1 =1z x| - Z=Y""€eR

Multiplicando a equac&o (2.2) a esquerda por (RagS, | ) e a direita por diagsR™1,1), tem-se

[Rls’ o] { P pé} {SFrl o} :{R_ls’PSFrl R—ls’Pé]:

o I||BP M|| O | BPSR?! M
y-1 y-1 Y~-1B;
= | y1 X XB;+U'B¢Dy (2.7)
ByY~! B}X+Dj,B;U M
Resultando na condicéo (2.4) do Lema 2.2.
Z Z B
Z X XB +LD>1| >0 (2.8)
ByZ B[X+DjL’ M

que é equivalente a (2.2), cdm= U'B;s.
De maneira similar, multiplicando a equacéo (2.3) & esqupatt diagR'S,1) e a direita por
diag SR'1,1), tem-se

RIS 0] [AP+PA C'|[SR! 0] _ [RISAPSR!+R!SPASR! R1SC| _
0o | C -1 o 1] - CSR'! —I
AY-t1y—ia AX+YIA+CBU + Y- VAU C—Y~V'C}
XA+AY 14 UBiC+U'AVY T AX+XA+C,B{U +U'BfCy C;

C,—CsvY1 C —I
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resultando (conZ = Y1) na condic&o

NZ+ZA AX+ZA+CLBU +2ZV/A U C,—2ZV'C
XA+AZ+U'B(C,+UAVZ AX+XA+CB{U+U'B(C,  C} <0
C1—CiVZ G -

Além disso, definindo
L=UBf e R™M G=UAVZeR™" F=C{VZecRP" (2.9)

tem-se a condicao (2.5) do Lema 2.2, que € equivalente a (2.3)

ANZ+ZA AX+ZA+CL'+G Cj—F
XA+AZ+LC+G AX+XA+CL +LC Ci <0 (2.10)
Ci—F C —I

Finalmente, note que

P>0sRISPSRI= E )ZJ >0=>X>7Z (2.11)
0 que impde que as matriz¥se Z sao definidas positivas. .

Note que as particoes eV sao obtidas a partir da identidade
XY+UV =1 (2.12)

e,comaZ > 0eX —Z > 0, existenU eV néo singulares solugéo de (2.12). Na verdade, as maRizes
e P~1 solucdes das equacdes sempre podem ser “perturbadashéntemente para que ndo ocorra
nenhuma singularidade nas particie® V. Note ainda que a restric& > 0 (equagédo (2.11)) ja
aparece no bloco 2 2 superior esquerdo de (2.4).

As transformacodes de equivaléncia valem nos dois senbdasgja, 0 Lema 2.2 apresenta condi-
¢cOes convexas necessarias e suficientes para a existénoiafdeo com desempenho 6timg? de
ordem completa. O filtro 6timg7 pode ser computado minimizando o valor@éal que as condi-
cbes do Lema 2.2 sao satisfeitas. Note que, nessa formulapéioblema deixa de ser convexo se a
ordem do filtrons for menor que a ordem da planigpois as matrized eV ndo mais sao quadradas,
impossibilitando a recuperagéao das matrizes do filtro.

2.1.2 Filtragem .7 Dual

Como apresentado no Capitulo 1 é possivel obter condiciesatantes a partir do sistema dual
para o célculo do filtro com custo garantigé.

Lema 2.3 SejaA uma matriz Hurwitz estavel. Se existirem matrizes sigaive R2™>20 M ¢
RP*P e um escalap > 0 tais que

Tr(M) < p? (2.13)
W WC
[évv M} >0 (2.14)
3 I
[AWE,WA _BJ <0 (2.15)

sejam satisfeitas, entgm> 0 € um custo garantidg7s para o sistema aumentado.
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Lema 2.4 Existe um filtro de ordem completa que resolve o problgffidom custo garantido dado
por p se, e somente se, existirem matrizes simétricas RP*P, Z ¢ R™", X € R™", matrizes
F € RPN, L€ R™9, G € R™M tais que TtM) < p?,

zZ zZ CG-F
Z X ¢ |>0 (2.16)
Ci—-F C M
AZ+ZA AX+ZA+CLL +G ZB;
XA+AZ+LC+G A’X+XA+C’2L’+L02 XB1+LD21| <O (2.17)
B, Z B X + D), L’ ~1

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por
Br = (UL, Ar = (U) 6Vt cr=F(v2)?
sendo Ue R™" e V € R™" matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam
XZ 14UV =1 (2.18)

Prova: Assim como no caso primal, a matriz de Lyapuitde R2™2" e sua invers®V—! s&o parti-
cionadas em blocaspor n dados por

wly ¥ vy
implicando nas relacé&d W = [, ou seja,
XY+UV =1, XV +UY=0
UV/+XY =1, UY+XV=0
Definindo as matrizes néo singulat®e R como em (2.6), tem-se

y-1 y-t zZ Z
1oy~ lep-1l_ p-law-lep1_ _
RSW'WW ‘SR*=R ‘SW 'SR _[Y—l x}_[z X]
comZ=Y 1eR™n,

Multiplicando a equac&o (2.14) a esquerda por @agSW1,1) e a direita por
diagW~1SR 1), tem-se

- -1 -1 /=y
RISw-1srR?! R-1SC Yil Yo Gy VG
EsR1 Mmoo Y X G
Ci—-CivY 1 ¢ M
resultando na condicéo (2.16) do Lema 2.4, que é equivade(2td4)

Z Z C—F
Z X C >0 (2.19)
Ci-F C M

comF =Cs{VZ
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De maneira similar, multiplicando a equacéo (2.15) a estgupor diagR *SW1.1) e a direita
por diagW 1SR 1), tem-se

RISWASR!+R ISAW-ISR! RISW1B]

Bw-1sr?! —I B
AY~1rY-IA AX+Y1A+CBU + Y WW/AU Y~1B,
= | XA+AY 1 HUBC,+U'AVY™E  AX+XA+CB{U+U'BfC,  XBy+U'BtDay
ByY 1 B} X — D},B}U —I

Fazend@ = Y1, obtém-se a seguinte condi¢éo LMI

ANZ+ZA AX+ZA+C,BU +ZV'AU ZB;
XA+AZ+U'BiC+U'AVZ AX+XA+CB{U+U'BfC, XBy+U’'BtD2;
B1Z B/ X —D5,B{U —I

DefinindoL, G eF como em (2.9), tem-se a condi¢ao (2.17) do Lema 2.4, equiteade(2.15)

AZ+ZA AX+ZA+CL'+G ZB;
XA+AZ+LCy+G AX+XA+CL' +LCy; XBi+LDy| <0 (2.20)
B Z B X + D5, —I

Note também que
Z Z

W>0s RISwlww Isrl = [z X

] >0 (2.21)

2.1.3 Filtragem J%,

O bounded real lemmaplicado ao sistema aumentado garante a estabilidadéaissinla matriz
dinamicaA e um limitantey para a norma#, da funcéo de transferéncia deparae. As condicbes
sdo dadas pela existénciadlec R™", By € R4, C; € RP*", D¢ € RP*Y9 e de uma matriz simétrica
definida positiveP € R2"*2" tais que

AP+PA C PB
r< * -1 D
* e

Condicdes equivalentes podem ser obtidas com o sistema/ii;éﬂ, B, f)’).

<0 (2.22)

Lema 2.5 Existem A, B¢, C; e Ds tais que a dindmica do err(l.3) é estavel com normazz, menor
do quey > 0 se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidas/ps Ze R™", X € R™",
matrizes Fe RP*", L € R™9, G e R™" e Dy € RP*9 tais que

AZ+ZA ZA+AX+CL'+G C;-C,Df—F’ ZB,
/ AN Ay
* * =l D11—D¢D2;

* * * —yA
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* X
No caso afirmativo, as matrizes do filtro sédo dadas por

[Z Z] >0 (2.24)
Af = (U/)ilG<VZ)717 Bf = (U/)illﬂ Ct = F(VZ)717 D¢
sendo Ue R™" e V € R™" matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam
XZ 14UV =1 (2.25)

Prova: Particionando as matriz&e P~1, definindo as matrizes ndo singulaB@feY 1 = Z tem-se

XUl o Y V] oY1, [vo
P_[u X},p _[V \?},s_ [V O_,R_[O J (2.26)

1 1[I YWV IX U 1] [yt vyl [z z
RSPSR‘L 0 U X||vyt o |yl x| |Z X

Assim, (2.24) é equivalenteRa> 0. DefinindoT = diag(SR™1,1,1) e as transformagdes de variaveis

L=UB; e R™9 G=UANVZeR™" F=CiVZeRP" (2.27)

pode-se mostrar quedado em (2.23) satisfaz

=TTT (2.28)

coml definido em (2.22). De fato

iR Neo1 |1 YW A o] [x U
RS (AP + PR)SR _[I o (%, AT1S Y

o5 5 [ores a]) s o)

_[AYTHYTIA AX+YTIALCIBIU + YT IV/AU
- * A'X+XA+C,BU +U'BtCy

rRlga _ ! Y-y [C;—CoDf] _ [C—CDf —Y~V'Cy
) ~C} C; —C,D}

1epi | Y WVIX U] B ] Y~1B;

RTSPB= L 0 U X||BfDo1| [XB1+U’BfiDyq

A equivaléncia (2.28) segue da mudanca de variaveis (2,Z0ne0 consequéncia,

N<0 «<— =<0
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2.2 Sistemas Discretos

2.2.1 Filtragem. %

Considerand®1; = 0 eD; = 0 por simplicidade (poderiam ser considerados diferergemed,
alterando o valor da norm#> de uma constante), tem-se o seguinte Lema.

Lema 2.6 Se existirem matrizes simétricassRR2"™2" M € R™*" e um escalap > 0 tais que

Tr(M) < p? (2.29)
o

{é,P Iv&>o (2.30)

P AP C

PA. P 0[>0 (2.31)

C 0 |

sejam satisfeitas, entgm> 0 € um custo garantidg7s para o sistema aumentado.

Lema 2.7 Existe um filtro de ordem completa que resolve o problgffidom custo garantido dado
por p se, e somente se, existirem matrizes simétricasM*", Z ¢ R™", X € R™", matrizes Fe
RPN L € R™4, G € R™" tais que T(M) < p?,

Z Z B
Z X XB +LD>1| >0 (2.32)
B’lz B’1X+D’21L’ M
Z Z KZ AX+CL'+G C|—F
* X ANz A’X—l—C’zL’ C’1
x x Z Z 0 >0 (2.33)
* Kk ok X 0
*x * ok * |

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por
Ar=UNtev L Br=WU)L, cr=F(v2t
sendo Ue R™" e V € R™" matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam
XZ14uv =1 (2.34)

Prova: Como no caso continuo, a matRz R?™?" e sua invers® ! so particionadas (em blocos
n porn) da seguinte forma

X U 4 [y Vv
P:[U x] Plz{v \?} (2.35)
ppl_| — XY+UNV =1, XV +U'Y=0
B UV +XY =1, UY+XV=0

Definindo as matrizes ndo singulares

Y | Y O
SRS 239
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com inversas
S A R A

| —vyv1 0 |
tem-se
Y 1 1 e £ Z vl nxn
SPS_[l x]’ R I1SPSR _[Yl < 1=17 x| Z=Y"1eR

Multiplicando a equac&o (2.30) a esquerda por @®adS, 1) e a direita por dia@SR™?,1), tem-se
{R‘ls’ o} { P Plﬂ {swl o} _ [RlsPSer Rlspé} _

0 I||BP M 0 | B'PSR1 M
vy-1 vy-1 Y-1B;
=| Y1 X XB+U'BfDo1| (2.37)
ByY~! B|X+Dj,B;U M
resultando na condi¢éo (2.32) do Lema 2.7
z Z ZB
z X XB +LDyi| >0 (2.38)
BiZ B;X+DjL’ M

que é equivalente a (2.30), cdm= U’B¢. De maneira similar, multiplicando a equacéo (2.31) a
esquerda por digg® 'S,R1S, 1) e a direita por dia@BR*,SR%,1), tem-se
R1SPSR! R ISAPSR! RISC
RI1SPASR! R !SPSR' 0 >0
CSR'* 0 |

resultando (conZ = Y1) na condicéo

Z Z KZ AX —i—CéB’fU —|—ZV’A’fU C’l—ZV’C’f
x X AZ AX +CB,U c
* x Z Z 0 >0
* K x X 0
* Kk ok * I
Definindo
L=U'Bf, G=U'AVZ, F =CtVZ (2.39)

tem-se a condicdo (2.33) do Lema 2.7, equivalente a (2.31),

[z Z KZ AX+CL'+G C—F']
x* X ANz  AX+CL Ci
* * Z Z 0 >0 (2.40)
* Kk ok X 0
B * I ]
Finalmente, note que
P>0s R ISPSRI= E )ZJ >0 (2.41)

e que essa restricao ja esta presente nas LMIs (2.38) e.(2.40) .
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2.2.2 Filtragem . Dual

Um custo garantido#z dado porp > 0 pode ser obtido das condi¢bes duais, como apresentado
no lema a seguir.

Lema 2.8 Se existirem matrizes simétricasd\R?"*2", M € RP*P e um escalap > 0 tais que

Tr(M) < p? (2.42)
~/
EARRE .43
W AW B
WA W 0| >0 (2.44)
B 0 |

sejam satisfeitas, entgm> 0 &€ um custo garantidg#z para o sistema aumentado.

Lema 2.9 Existe um filtro de ordem completa que resolve o problgfiaom custo garantido dado
por p se, e somente se, existirem matrizes simétricas RP*P, Z ¢ R™" e X € R™", matrizes
F c RP" L e R™9, G € R™" tais que T(M) < p?,

z Z C-F
z X ¢ |>o0 (2.45)
C.—-F C. M

Z Z KZ AX+CL+G ZB;

* X AZ AX+CL’ XB1+ LDy

* * Z Z 0 >0 (2.46)
* Kk ok X 0

* K* * * I

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por
Ar=UNev L Br=W) L, cr=F(v2t
sendo Ue R™" e V € R™" matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam
XZ 14UV =1 (2.47)

Prova: A matrizW € R?™2" e sua invers&V 1 sdo particionadas (em blocagor n) da seguinte
forma ) /
[y v 1 [X U
w=ly ¥] w0 %
implicando nas relacéad W = [, ou seja,
XY+UV =1, XV +U'Y=0
UV +XY =1, UY+XV=0
Definindo as matrizes néo singulat®e R como em (2.6), tem-se
y-1 Y—l} B [z z}

~ 11 lepl_ p-low-lap-l_
R 'SW "WW "SR *=R "SW SR‘—{Y_l X 7 %
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comZ =Y~1 e R™", Multiplicando a equac&o (2.43) a esquerda por @®@agSW-1,1) e a direita
por diagW 1SR 1), tem-se

y-1 Y-l ci-yW'C}

y-1 X C
Ci-CivY'1 ¢ M

RISW sSR! R1SC| _
CSR' Mo

resultando na condicéo (2.45) do Lema 2.9, equivalented@)2.

Z Z C-—F
Z X G >0 (2.48)
Ci—-F C M

comF =C;VZ
De maneira similar, multiplicando a equagéo (2.44) a estgugor diagR 'SW—1 R-1Sw-1 1)
e a direita por diay 1SR, W-1SR! 1), tem-se

RISwW-Isr? R I1SW-ASR! R ISwW !B
RISAW-ISR! RISw Isr' 0
BW-1sr? 0 |

Resultando (cord = Y 1) na condicdo

Z Z KzZ AX+CBiU+2zZVAU ZB;

* X Az A’X—i—CéB’fU XB; +U'B¢Dj1

* * Z Z 0 >0
* Kk ok X 0

* Kk ok * I

DefinindoL, G e F como em (2.39), tem-se a condicao (2.46) do Lema 2.9, eguieah (2.44),

Z Z AZ AX+CL'+G  ZB

* X AZ A'X —|—C§L’ XB1+ LDy

*x * Z Z 0 >0 (2.49)
* Kk ok X 0

* K* * * I

Note também que
Z Z

W>0s RISwiww Isrl = {z X

] >0 (2.50)

2.2.3 Filtragem J%,

Assim como no caso continuo, a versao discretdbaiended real lemmaplicado ao sistema
aumentado garante a estabilidade assintética da matémitaA e um limitantey para a norma
H, da funcdo de transferéncia deparae. As condicdes sdo dadas pela existéncidgde R"*",
Bf € R™9, Cs € RP*", D € RP*9 e de uma matriz simétrica definida positRa& R2™2" tais que
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P PA PB 0
Ap P 0 ¢
BP 0 | D >0 (2.51)
0 C D W

Condicbes equivalentes podem ser obtidas com o sistem#&A&lu@, B', D’). Utilizando as particdes
paraP e P~! como em (2.35), multiplicando a LMI (2.51) por di@y 'S,R~1S,1,1) a esquerda e por
diag SR1,SRL,1,1) a direita chega-se a condi¢do para a existéncia do filtragsesa no proximo
lema.

Lema 2.10 Existem A, B¢, C; e Ds tais que a dinamica do err@l.3) é estavel com normaz,
menor do quey > 0 se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidasvps Zc R™",
X € R™" matrizes Fe RP*", L € R™Y, Ge R™" e Ds € RP*Y tais que

[z Z ZA ZA B 0

* X XA+LC,+G XA+LC, XBi+LDsog 0

- z z 0 C|—C,D} —F'

. % x X 0 ci—coy |0 (2.52)
* ok * * I D11—DfD21

ESES * * * VA ]

No caso afirmativo, as matrizes do filtro sédo dadas por
Ar = UGV L Br=U)L, Cr=F(VZ2)te Dy
sendo Ue R™" e V € R™" matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam

XZ 14UV =1 (2.53)

2.3 Filtragem Robusta

As condi¢Bes apresentadas neste capitulo, para sistemi@suos e discretos, casog; e 7%
podem ser estendidas para tratar a filtragem robusta. Rargbssta considerar as matriZgsBy;,
Cii, Coi, D11i, D2y, € testar as LMIs para= 1,...,N, comP constante. Esse caso, conhecido na
literatura como filtragem robusta baseada na estabilidaddrgtica (isto €, uma mesma matriz de
LyapunovP € R?™2" assegura a estabilidade do sistema aumentado), perntéteténato parametros
variantes no tempo quanto incertos, desde que perten@nfEsitopo que descreve o sistema linear
incerto.

E importante ressaltar que o0s custos garantidéobtidos para o sistema primal e dual podem
ser diferentes em sistemas com incertezas politdpicasaagde serem idénticos no caso precisamente
conhecido.



Capitulo 3

Sistemas Continuos

Este capitulo da dissertacao apresenta os resultadoppignde filtrageny# e 77, para sistemas
continuos. Utilizando o Lema de Finsler, foi possivel autaiea niamero de variaveis de folga em
relacdo as abordagens existentes [24, 17, 18] e, assintasupdesempenho (isto €, obter filtros
robustos que asseguram normas menores) desses métodosiustrado na Se¢éo 3.5.

3.1 Resultados Preliminares

A partir das deducdes realizadas no Capitulo 1, € possiualce&ar os seguintes lemas, para 0s
cas0ss e .

Lema 3.1 SejaA(a) uma matriz Hurwitz estavel. A desigualddgié(s)||3 < p? € valida para todo
a € /\\ se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidits/ps dependentes de parametros
P(a) € R?™?" e M(a) € RP*P tais que

Tr(M(a)) < p? (3.1)
C(a)P(a)C(a) —M(a) <0 (3.2)
A(a)P(a)+P(a)A(a) +B(a)B(a) <0 (3.3)

sejam satisfeitas.

O bounded real lemmg0] aplicado ao sistema aumentado garante a estabilidatigt@tca da
matriz dindmicaA(a) e um limitantey para a norma#;, da funcao de transferéncia deparae.

Lema 3.2 SejaA(a) uma matriz Hurwitz estavel. A desigualddtié(s)||. < y é valida para todo
o € A\ se, e somente se, existir uma matriz simétrica definidaipasiependente de parametros
P(a) € R?™2" tal que

* —I D(a) <0 (3.4)

* * —yl

Considerando que um filtro estaVéls,B¢,Cs,Dy) é dadoa priori, os Lemas 3.1 e 3.2 caracte-
rizam o calculo da norma#; e 77, do sistema (1.3), respectivamente, a partir de condi¢bes LM
dependentes de parametros. Para calcular a norma de piodetss) (dado por (1.6) para o caso

25
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5 e por (1.5) para 0 casers,) para todoa € Ay, basta minimizap sob as restrigdes (3.1)—(3.3)
no casos7 e minimizary na condicao (3.4) para 0 cas&,, construindo uma solu¢ao polinomial
homogénedP(a),W(a)) de grau suficientemente grande [33].

3.2 Filtragem J%

Lema 3.3 SejaA(a) uma matriz Hurwitz estavel. A desigualddgié(s)||3 < p? é vélida para todo

a € /\\ se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidits/ps dependentes de parametros
W(a) € R?™21e M(a) € RP*P, matrizes dependentes de parametrog fc R2™2", K (a) € R2™2N,
Q(a) € R™?", tais que

Tr(M(a)) < p? (3.5)
{M(*") v?f(?) >0 (3.6)
Ala)K(a) +K(a)A(a) * *
[W~(a)+E(a)A(a)—[<(a)’ _—E(a)-E(a) ) * ] <0 (3.7
B(a)'K(a)'+Q(a)A(a)  B(a)'E(a) —Q(a) Q(a)B(a)+B(a)'Q(a) —I

Prova: Aplicando o complemento de Schur em (3.6) ten\ger) > C(a)W1(a)C(a)’, que é equi-
valente a condicao (3.2). Escolhendo

K(a) 0 W(a) O
%[E(a) , 2= 0 0|, #=[Aa) -1 Ba)] (3.8)
Q(a) *  x =l

na condicaav) do Lema 1.3, com

tem-se, pela condicdn do Lema 1.3,

[A(a)’V\{(a)+W(OI)A(G) W(a)B(a)] _,,

B(a)W(a) —I

e, portanto,
W(a) (A()W(a) 1 +W(a)*A(a)' +B(a)B(a) )W(a) <0

que é equivalente a (3.3) caPia) = W(a) 2. n

Vale a pena mencionar que a equivaléncia entre as condig8dsdas 3.1 e 3.3 foi estabelecida
sem a especificacdo de uma estrutura particular para aseiardependentes de parametros. Além
disso, as variaveis de projefq, Br e C¢ aparecem em alguns blocos multiplicando outras variaveis
do problema e, portanto, a sintese do filtro robusto a pagtisas condicdes é um problema de oti-
mizacao nao linear de dimensao infinita (uma vez que as dgddayles dependentes de parametros
precisam ser verificadas para togee Ay). A busca de uma solugédo convexa para essas desigualda-
des, sem conservadorismo, € um problema em aberto no cokedistemas incertos. Note ainda
que, impondd(a) = 0 em (3.7), obtém-se uma condig&o equivalente a apresesrtafib/, 18]. A
matrizQ(a) prové um grau de liberdade adicional.
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Para linearizar as desigualdades do Lema 3.3 de modo quaaseisde projeto do filtro possam
ser obtidas diretamente por mudancas de variaveis comverisj uma estrutura particular é imposta
as matrizeK (o), E(a) eQ(a), dada por

(@) = ) ] E@ = B ¢ o=l TR o)

sendo qu& € R™" e T e R™" é uma matriz a ser definida. Além disso, por conveniéncia,tdzna
W(a) é particionada em blocasx n como segue
Wia(a) Wiz(a)
W(a) =
(@) [w12<a>’ Weo(a)
e adotam-se as seguintes mudancas de varid¢eis KA; e K, = KBs. O teorema abaixo expressa
uma condicao suficiente para que exista uma solucdo paraa 8&n

(3.10)

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivés Y\particionada como er{8.10),
e M(a) € RP*P, matrizes Qa), K(a), E(a) como em(3.9), uma matriz pré-definida € R"™*", ma-
trizes K € R™"N, K, e R™9, Cs € RPN, p > 0 e escalared\, Ay, A, tais que

n})inTr(M(a)) < p? (3.11)

[M(a) Ci(a) —Cq ]
* W]_l(a) le(a) >0

* * Woo(ar)

(3.12)

r ! /
DN ot rsees
* Ao ( Ki+ Ki)
* *
* *
L * *

Was(er) =Kaala) + A@E1(@) yyo(a) - AR + Ala)Easla) + Cala)'Ky

+Co(a)'K} >
Wip(a)' — Koy (a) + Ky Woz(a) — A2K + K]
—E]_l(a) —E]_]_(a)/ —K —AE21'(CY)/
* —K —K’
* *

Kll(a)Bl(a) +A1K2D21(a) —l—A(CY)/ ll—l—Ang(CY)/KéT/
Koi(a)Bi(a) 4+ A2KoDog(a) 4+ AzK{ T’
E11(a)Bi(a) +KzD2a(a) — Qu(a)’ <0 (3.13)
Ez1(a)By(a) +KaDaa(ar) — AsK'T’
Ql(a)Bl(a) + Bl(a)’Ql(a)’+)\3T K2D21(a) +A3D21(C¥)/K5T/ —1
sejam verificada¥ a € A, entdo A = K 1Ky, Bf = K~1K, e G sdo as matrizes do filtro robusto
que assegura que a fungéo de transferéncia de w para e é gstéoreum custo garantidg7z dado
por p.
Note que a abordagem apresentada ndo poderia ser aplicetderdinte ao problema primad?,

que apresenta produtos do tidoa )K (a) +K(a)'A(a)’.
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3.3 Filtragem /7,

Lema 3.4 SejaA(a) uma matriz Hurwitz estavel. A desigualddtté(s)||. < y é valida para todo
o € A\ se, e somente se, existir uma matriz simétrica definidaipasiependente de parametros
P(a) € R2™2" matrizes Ea) € R2™2, K(a) € R?™2" Q(a) € R™?" tais que

K(a)A(a)+A(a)K(a) * * *
P(a)-K(a) +E(a)A(a) —E(a)-E(a) *x * | <o
B(a)'K(a)'+Q(a)A(a) B(a)E(a) —Q(a) B(a)Q(a)+Q(a)B(a)—1  «
F(a)A(a)+C(a) —F(a) F(a)B(a)+D(a) —y?l
(3.14)
Prova: Escolhendo
K(a) 0 P(a) 0 C(a)
7= Eg; o= % 0 5(2), , #=[A@) —1 B(a) 0] (3.15)
F(a) x k% =yl

na condicaav) do Lema 1.3 com

tem-se, pela condicdp do Lema 1.3, a equacao (3.4) (a menos da troca de linhas easdumn3).m

Assim como no casg#2, N0 caso, a equivaléncia entre o Lema 3.4 e o Lema 3.2 é estabelecida
sem a especificacdo de uma estrutura para as variaveis éepende parametros. Para que seja
possivel a obtengéo das matrizes do filtro robusto pelo Lerhaa3 matrizeX (o), E(a) e Q(a)
foram particionadas como em (3.9) e a mafizr) é particionada em blocgsx n como segue

F(a)=[Fi(a) A4ToK] (3.16)

sendo queék € R™" é a mesma matriz que aparece nos blocokK @e), E(a) e Q(a) em (3.9) e
T, € RP*" é uma matriz a ser definida, possibilitando graus de libe&rdadais na sintese de filtros.

O teorema abaixo expressa uma condi¢ao suficiente para igtee @xa solucdo para o Lema 3.4,
com as mudancas de variaveis,= KAs e K, = KBj.

Teorema 3.2 Se existir uma matriz simétrica definida positivd®Y, particionada como er(3.10),
matrizes Qo ), K(a), E(a) como en{(3.9)e F(a) como en(3.16)com K € R™", K, € R™9, com
matrizes pré-definidas € R"™*" e T, € RP*", matrizes G € RP*", D¢ € RP*4, y > 0 e escalares
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A1, A2, Az e A tais que

/ /
UL Mo asion o
* A2(K1+K7)
* *
* *
* *
L * *

Wll(a) - Kll(a) +A(a>/E11(a>/ le(a) —Alk +A(G)/E21(G)I+C2(CY)/Ké

+Co(a)'K; N
Wio(a)' — Ko(a) + Kg Woa(a) — A2K + K]
—E]_l(a) —E]_]_(a)/ —K —AE21'(CY)/

* —K —K’
* *
* *

Kia(a)Ba(a) +A1KoD2s(a) + A(a)'Qp + AsCa(a) KT’
Koi(a)Ba(a) 4+ A2KaDo1(a) +AsKi T’
Er1(a)Ba(a) +KoDay(a) — Qu(a)’
E21(0)By(a) + KaDaa(a) — AsK'T’
Ql(a)Bl(a) + Bl(a)’Ql(a)’ +A3T K2D21(CY) +)\3D21(0)/K5T/ —
*
A4C2(a)’K§T2’+A(a)’F1(a)’+Cl(a)’—Cg(a)’D’f T
—C;c +)\4K:/LT2/
—F(a)’
—AK'T)
A4D21(C¥)/KéT2/ + Bl(a)’Fl(a)’ + Dll(a)’ — D21(G)/le

—y |

seja verificaday a € A, entdo A = K~1Ky, Bf = K~1Ky, Ct e D; sdo as matrizes do filtro robusto
que assegura que a funcéo de transferéncia de w para e é £st@eeum custo garantidez;, dado

pory.
Observe que, no cas#s, tém-se quatro variaveis de folga, o dobro das variaveis lg@a foa

condicdo apresentada em [17]. Impor@@) =0 eF(a) = 0 em (3.14), obtém-se uma condicdo
equivalente a apresentada em [17].

<0 (3.17)

3.4 Condicdes LMIs para Filtragem Robusta

Os Teoremas 3.1 e 3.2 apresentam condi¢cdes LMI dependenpes@metros suficientes para a
existéncia de um filtro robusté? ou 7%, obtido diretamente dos Lemas 3.3 e 3.4, impondo estruturas
particulares para as matrizésa ), E(a), Q(a) eF(a). Note ainda que a existéncia dos parametros
escalares\;, Ay, A3 e A4 nos Teoremas 3.1 e 3.2 exige uma estratégia de busca linesadapa
resolucdo das LMIs (similarmente aos resultado de [17, B8Principal diferenca em comparacao
com os Lemas 3.3 e 3.4, é que as matrizes do #trd¢, C; e Dy podem ser obtidas diretamente de
uma solucao factivel por uma simples mudanca de variaveis.
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Para resolver as condi¢cdes LMI dependentes de paramesoedeemas 3.1 e 3.2, utilizou-se a
técnica proposta em [39] como apresentado no Lema 1.4 cogddsrde Lyapunov afins e [32] que
resolve LMIs dependentes de parametros por meio de apro@esgolinomiais homogéneas de grau
crescente como mostrado no Lema 1.5. Para isto, as matolieermiais (variaveis de decisdo nas
LMIs dependentes de parametros, Mé(a), Ki1(a), Koi(a), Er1(a), Ex1(a), Qi(a) e Fi(a)) séo
tratadas como polinémios homogéneos de grau arbitgaioondi¢cdes LMI suficientes sdo expressas
somente em termos dos vértices do politopo.

3.5 Experimentos Numéricos

Todos os experimentos foram implementados em Matlab v&rd440.246 (R14) SP 3 usando os
programas Yalmip [29] e SeDuMi [42] e Robust LMI Parsef2]. O computador utilizado foi um
Intel Quad Core, 3.00 GHz, 4 GB de RAM com sistema Operacidfatiows Vista. Nos exemplos
apresentados, utilizou-se como matriZesR"*" em (3.9) €I, € RP*" em (3.16) matrizes compostas
apenas por uns, i.e., usando o comando do Maflabpnes(r,n) e T, = ones(p,Nn) respectivamente

3.5.1 Funcoes de Lyapunov Afins
Filtragem 7%

Nessa secao o objetivo é verificar a sensibilidade do métagmpto frente as variagdes dle A
Tabela 3.1 apresenta uma comparacao entre o Teoremg 31, A3 = 1 e a técnica apresentada em
[17], considerandd@; = A> = 1 nos dois casos e utilizando-ae = a, = 1 em [17]. Para cada par
n (ordem do sistema)\(numero de vértices), foram gerados 100 sistemas aleatstaveis, isto é,
todos os autovalores da matAza ) com parte real & esquerda €6.05. Para gerar os politopos es-
taveis sdo seguidos os seguintes passos: 1) E gerada urimateaiioria com valores compreendidos
entre—1 e 1; 2) é feita uma varredura em todos os vértices e em cogil@adineares dos vertices
para encontrar a maior parte real dos autovalores do pojif)este valor € somado a distancia dese-
jada que o politopo esteja da origem, multiplicado por umatimaentidade de dimenséo apropriada
e subtraido de cada matriz que compde o veértice do politapaeRimento semelhante para a geracao
de politopos estaveis pode ser encontrado em [28]. Parancéntalo foi calculado o somatorio dos
valores de custo obtido.

100

Cm= ; Hi (3.18)

Os valores apresentados na tabela, correspondem a n@gdalido somatério dos custos para cada
parn, N com

J— Cm
=&
e Cx = maxCy,. Observa-se que quanto maiores os valoregs éeN maior é a reducao do custo
garantidas#, dado pelo Teorema 3.1 em comparacéo com [17]. Observade gue fazenda; =0
os resultados tendem a ser melhores.

Cn (3.19)

Filtragem 7,

A Tabela 3.2 apresenta a comparacao realizada entre [17¢@erera 3.2 comz = A4, =0 e com
Az = A4 = 1. Novamente considera-d4e = A = 1 nos dois casos e utiliza-sg = a» =1 em [17].
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Tabela 3.1: Comparacédo entre o TeoremaA3.& 0 e A3 = 1 utilizando funcéo de Lyapunov afim
e 0 método proposto em [17] para sistemas gerados aleaémiarG € o numero de estados\eo
namero de vértices do sistema).

n )\3:0 )\321 [17]

0.8490| 0.8758| 1.0000
0.8493| 0.8635| 1.0000
0.8089| 0.8113| 1.0000
0.8436| 0.8570| 1.0000
0.8068| 0.8243| 1.0000
0.7665| 0.7742| 1.0000
0.8307| 0.8411| 1.0000
0.7765| 0.7893| 1.0000

0.7943| 0.7998| 1.0000

2

A WONPPONPWONZ

ParaAsz = A4 = 0 os resultados séo ligeiramente melhores.

Tabela 3.2: Comparacao entre o Teorema\3d2 A4 = 0 eA3 = A4 = 1 utilizando fungéo de Lyapunov
afim e o método proposto em [17] para sistemas gerados aéeasmte (i € 0 numero de estados\e
0 numero de vértices do sistema).

n|N )\3:)\420 )\3:)\4:1 [17]
2 0.6499 0.6508 1.0000
213 0.6331 0.6334 1.0000
4 0.6162 0.6164 1.0000
2 0.5798 0.5873 1.0000
3|3 0.5585 0.5689 1.0000
4 0.5952 0.5950 1.0000
2 0.5880 0.5998 1.0000
4| 3 0.5765 0.5791 1.0000
4 0.5393 0.5393 1.0000

Considere o seguinte sistema continuo no tempo, geradordaaente, conm=2 eN = 2

: _|—-0.81 044 :-092 092 |. : _ | -020 002 -121 -1.37
AviAg| = 5 ; |B11iBi2 | = |
0.63 —-0.84: 024 -0.66 —0.85 -0.60: —2.62 002
(3.20)

1.01 163 |’ —0.70 —1.84]"

_ {—0.310.57} .
D212

_ [061—1.29} .

Dzn] _ [0.95—0-61} (3.21)

O custo garantido7s, obtido com o Teorema 3.2; = A2 = 1,A3 = A4 =0, foi 2.009. Aplicando-
se [17, Teorema 4], comiy = A, = 1, obteve-se um custo garantidé, igual a 1053, o que ilustra
que os filtros robustos projetados com a técnica proposta trabalho podem prover custos bem
menores que 0s obtidos com o método de [17].
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O filtro obtido pelo Teorema 3.2 é dado por

A — —1.4905 06437} B — l0.4808

~0.3263 —0.4639|’ 0.4038} ,Ci =[0.2518 01954, Dy = [-1.1926

A seguir sdo apresentadas as nuvens de valores singulaaeopzbinacdes lineares dos vértices
do sistema aumentado, ou s&fa- aZ; + (1—a)Z,, a=0:0.1:1, comZ; e Z, vértices do sistema.
A Figura 3.1 apresenta a nuvem obtida com o filtro robusto gattoTeorema 3.2, e o0 custo garantido
obtido com o Teorema 3.2 enquanto a Figura 3.2 mostra a nubtda@om o filtro dado pelo método
de [17], com seu respectivo custo garantido. Observa-sa queem de valores singulares obtida com
o filtro do Teorema 3.2 assegura limitantes bem menores.

Nuvem de Valores Singulares
T AR | AR | o
20t B

10 b

Valores Singulares (dB)

-60 PR | M| sl M| sl sl sl M
10" 10° 10° 10 10 10" 10* 10° 10*
Frequéncia (rad/seg)

Figura 3.1: Nuvem de valores singulares do sistema (32@}t) obtido com o Teorema 3.2, com o
limitante 6.0596 (dB).

A Figura 3.3 apresenta a saida do sistema aumentado, ow sl de erro do filtro robusto,
considerando-se 0 sistema no vértice 2, para a seguinsslargxterna

w(t) = exp(—0.1t) cog0.5t) + & (3.22)

com £ um sinal pseudo-aleatério de média zero e variancia uaita® graficoe;(t) apresenta a
resposta para o filtro obtido pelo método de [17], enquant@ficg e,(t) apresenta a resposta para o
filtro obtido por meio do Teorema 3.2. Observa-se que a régspbsida com o Teorema 3.2 apresenta
uma maior atenuacao do sinal de ruido.

Note que o filtro obtido com o Teorema 3.2 apresenta ganhweadsle em alta frequéncia, o que
acarreta a maior presenca de ruidos na andlise temporapasicéo ao filtro de [17], que possui uma
faixa de passagem menor.
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Nuvem de Valores Singulares
T AR | AR | o

20

101

Valores Singulares (dB)

107 107 1072 107t o° 1 2 3 4

10
Frequéncia (rad/seg)

Figura 3.2: Nuvem de valores singulares do sistema (32@}t) obtido com o filtro de [17], com o
limitante 20.4486 (dB).

|
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tempo

Figura 3.3: Analise temporal dos filtros robustos para @sist(3.20)-(3.21).

3.5.2 Funcodes de Lyapunov Polinomiais
Filtragem 7%

Considere o seguinte sistema continuo no tempo, tambéisataem [4, 17, 18, 24].
|0 —1+0.3a -2 0
| o[

“ |1 -o05
Cp=[~100+108 100,Ci=[1 0], Dy =[0 1]
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A Tabela 3.3 mostra o cust#? associado ao filtro robusto obtido com o Teorema 3.1, gar2
e g =3, comparado com os métodos de [4], [A7= A2 =1], [18,9g=3, a1 = a» = 1] e [24], em
duas situacdes: (&y| <3 ea =3, e (b)|a| <3 e|B| < 1. Foi utilizado um procedimento de busca
para encontrak, = —1.941,A, = 3.174 (a) eA;1 = 0.496,A, = 0.382 (b), que apresentam 0s menores
custos. Observa-se que o0 método proposto prové os mellem@sados, garantindo o menor custo
75 comg = 2. O limitante é levemente reduzido caye= 3. E importante ressaltar que o filtro em
[24] tem ordem igual ao (nimero de vértices) x (nUmero dalesdai.e. quatro neste caso, e 0 método
em [18] tem gralg = 3 nas matrizes polinomiais.

Tabela 3.3: Custo#3 obtido pelo Teorema 3.1 (T3.1) e outros métodos.

Casos| 13.1@=23) | 73.10=2)| [24] |[18](=3)| [17] [4]
(@) | 136553 136560 | 13.7425| 14.0900 | 14.2400| 14.6200
(b) 15.7432 15.7433 | 15.8921| 158000 | 158000 15.8000

O filtro obtido pelo Teorema 3.1, caso (a) pgra 3 é dado por

0.9386 —2.7653 0.0120
At = {1.4133 —3.0959] , Br = [0.0154 , 1 =[~0.3010 05153

e para o caso (by = 3,

{—0.5880 03068]
Af =

0.0119
25848 —2.6411) B { } Ci =[0.1733 —0.219]]

—0.0178]’

Filtragem %,

Considere o sistema continuo no tempo apresentado em [27]

m._|0 Of,
'Bl_[l.s o]’

Ci=[0 1];C=[0 —-12];D1=1[0 1]; Ja|<a.

A Tabela 3.4 mostra o custo garantigd, obtido com o Teorema 32, =A> =1, A3=A4=0,
(g=1,2), e com [17,A; = A, = 1], para varios valores de. Como pode ser visto, a abordagem
proposta prové os menores niveis de atenuacéo, espedealquamdax cresce.

_|-06 4+a
A_[—4 —-0.6

Tabela 3.4: Custo7, usando o Teorema 3.2 (T3.2, = A2 =1, A3=A4=0,e[17],comr1 = Ay =
1, em funcéo dos valores de

a 1 13 | 15 2 25
T32 (g=1) | 0.7017]| 0.7059| 0.7094 | 0.7208| 0.7366
T3.2 (g=2) | 0.6964| 0.6967| 0.6970| 0.6987| 0.7028

[17] 0.7496| 0.7763| 0.7976 | 0.8653| 0.9584




Capitulo |

Sistemas Discretos

Este capitulo apresenta os resultados principais obtiai@ssistemas discretos, cast#s, Secéo
4.2 edt,, Secao 4.3. O desempenho dos métodos propostos € ilusa&igao 4.5.

4.1 Resultados Preliminares

Lema 4.1 SejaA(a) uma matriz Schur estavel. A desigualddidé(z)||3 < p? é vélida para todo
a € Ay se, e somente se existirem matrizes simétricas dependinferametros Rr) € R2<2",
M(a) € RP*P tais que

)) < p? (4.1)
) —M(a) <0 4.2)
(a)' <0 (4.3)

sdo satisfeitas.

Lema 4.2 SejaA(a) uma matriz Schur estavel. A desigualdaté(z)||. < y é valida para todo
o € Ay se, e somente se, existir uma matriz simétrica definidaipasitdependente de parametros
P(a) € R?™2" tal que

>0 (4.4)

4.2 Filtragem 7%

Lema 4.3 SejaA(a) uma matriz Schur estavel. A desigualddie(z)||3 < p? é valida para todo

o € Ay Se, e somente se existirem matrizes simétricas definiddsrpssdependentes de parametros
W(a) e R?™2" M(a) € RP*P e matrizes dependentes de parametrts = R2™2", K(a) € R2™2",
Q(a) € R tais que

Tr(M(a)) < p? (4.5)
[Mi") chg)) >0 (4.6)

35
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[W(a)Jr (a)K(a) +K(a)A(a) * *
_ E(a)A(a) —K(a) ~W(a)—E(a)-E(a)’ ) * >0
B(a)'K(a)'+Q(a)A(ar) B(a)'E(a)’ —Q(a)  Q(a)B(a)+B(a)'Q(a) +I @

Prova: Aplicando o complemento de Schur em (4.6) obtém-se uma caodiquivalente a (4.2), com
P(a) =W(a)~L. Considerando

K(a) W(a) 0 0
2 =|E(a)|, 2=| x -W(a) 0|, #=[Aa) —I B(a)] (4.8)
Q(a) * * I
na condicaav) do Lema 1.3, com .
B | Al(a) O
0 B(a) |
tem-se, pela condicdp do Lema 1.3,
[W(a)—A(a)’W(a)A(a) —A(a)W(a)B(a) -0
* | —B(a)W(a)B(a)
Aplicando o complemento de Schur e rearranjando, tem-se
W(a) A(a)W(a) 0 ]
* W(a)  W(a)B(a)| >0
* I
ou .
W(a)™t W(a)*A(a) 0 ]
T [ * W(a)"t  B(a)|T>0
* * I

comT =diagW(a),W(a),l), implicando (pelo complemento de Schur) que (4.3) é vedfiazom
P(a) =W(a)™L. -

A mesma discusséo realizada no caso continuo € vélida pasoaltscreto. A correspondéncia
entre os lemas foi estabelecida sem a especificacdo de um@espara as variaveis de folga. Uma
condicdo LMI dependente de parametros suficiente que assagia solucao para o Lema 4.3 € dada
pelo teorema a seguir.

Teorema 4.1 Se existir uma matriz simétrica dependente de parametfosdipositiva W o) como
em(3.10)e M(a) € R™*", matrizes Qa), K(a), E(a) como em(3.9), uma matriz pré-definida &
RN matrizes K € R™", K, € R™4, C; € RP*", p > 0 e escalares\y, A, tais que,

n})inTr(M(a)) < p? (4.9)
M(a) Ci(a) —Cj
*  Wpi(a) Wig(a) | >0 (4.10)
* * Wos(ar)
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[ Waa(a) +Ku(a)A(a) +Ala)Ku(a)  Wia(a) +A(a) Ka(a)
+A1(Co(a)'K5 +KaCa(a)) +A2Co(a) K5+ A1Kq
* Woo(a) + A2(Kq+K7)
* *
L * *
—Ka1(a) + A(@) Eqs(a) +Co(a)'Ky  —A1K +A(@) Eza(a) +Ca(a)'K)
—Ko1(a) +Kj —AzK + K
—Wias(a) —Ena(a) — En(a)’ —Wip(a) —K — ﬂ )
* —Woo(a ) K —-K’
* *

Kll(a)Bl(a)+A1K2D21(a)+A(a)’ /1+A3C2(CY)/KéTl
Koi(a)Bi(a) 4+ A2KoDog(a) 4+ AzK{ T’
Ex1(a)By(a) + KoD2y(a) — Qu(a)’ >0 (4.11)
Eza(a)By(a) +KaDaa(ar) — AsK'T’
Qu(a)By(a) +Bi(a)Qu(a) +AsT KoDoy(ar) 4+ AzDa1(a) KT  + |

sejam verificada¥ o € A\, entdo A = K—1K1, Bf = KK, e G sé@o as matrizes do filtro robusto
estavel que assegura um custo garantidddado porp.

4.3 Filtragem J7%,

Lema 4.4 SejaA(a) uma matriz Schur estavel. A desigualdaté(z)||.. < y é valida para todo
a € \n Se, e somente se, existir uma matriz dependente de par&ysiretrica e definida positiva
W(a) € R?™2" e matrizes dependentes de parametrga Bc R?™2", K(a) € R?™2, Q(a) €
R™2" e F(a) € RP*?" tais que

W(a)+K(a)A(a)+A(a)K(a) *
—K(a)'+E(a)A(a) ~W(a)—E(a) —E(a)’
B(a)'K(a)' +Q(a)A(a) B(a)'E(a) —Q(a)
F(a)A(a)+C(a) —F(a

>0 (4.12)
F(a>§(a)+ ( ) V2l

Prova: A prova do Lema 4.4 segue 0s mesmos passos da prova do Lernargilerando

Wa) 0 0 C(a)
| —W(a) 0 O
2= . * | D(a)
* *x VI
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Teorema 4.2 Se existir uma matriz simétrica dependente de parametfosdie positiva Wa ) par-
ticionada como enf3.10) e matrizes dependentes de parametrog QK(a), E(a) como em(3.9)
e F(a) como em(3.16)K; € R™", K, € R™4, com matrizes pré-definidasd R"*" e T, € RP*",
matrizes G € RP*", Ds € RP*4, y > 0 e escalared\;, Ay, A3 e A4 tais que

[ Wag(a) +Ku(a)A(a) +A(a) Ku(a) Wag(a) +A(a) Ka(a)’
+A1(Co(a)'K; + KoCo(a)) +22Co(a) Ky +A1Kq
* Woo(a) +A2(K1+Kj)
* *
* *
* *
i * *
—Ki1(a) +A(a)’E11(a)’+Cg(a)’K§ —)\1K +A(a)’E%1(a)’+C2(a)’K§
—K21(a) + K:/L —AzK:l— K:/L
—W]_l(a) — E]_l(a) — E]_]_(CY)/ —le(a) —K —AE21’§CY)/
* —Waa(a) —K =K'
* *
* *

K]_]_(CY)B]_(CY) +)\1K2D21(C¥> -i-A(CY)/ 3_+)\3C2(CY)/K5T/
K21(C¥)B]_(CY) + )\2K2D21(C¥) + )\3K1T/
Er1(a)Ba(a) +KoDay(a) — Qu(a)’
Ex1(a)Bi(a) +KaoDoy(a) — AsK'T’
Qu(a)Bi(a) +By(a)Qu(a) +AsTKaDas(a) + AzDag(a) KoT +1
*
ACo(a)KSTy+A(a) Fi(a) +Ci(a) —Co(a) D}
—C;c +)\4K:/LT2/
—Fa(a)’
—AK'Ty
)\4D21(C¥)/KéTZ/ + Bl(a)’Fl(a)’ + D]_l(a)/ — D21(C¥)/D/f

V! |

seja verificadava € A\, entdo A = K 1K1, Bf = KKy, Ct e Ds sdo as matrizes do filtro robusto
que assegura que a funcéo de transferéncia de w para e é gst@eeum custo garantidez;, dado

pory.

>0 (4.13)

4.4 Condicbes LMIs para Filtragem Robusta

Para obter LMIs que provéem condic¢des suficientes para egsotlos teoremas apresentados, o
procedimento €: i) escolher uma estrutura para as variéeetecisdo do problema. Por exemplo,
matrizes dependentes de parametros na forma afim, como n@ L&mou matrizes polinomiais de
grau genéricay; ii) desenvolver as LMIs dependentes de parametros pandifidar os coeficientes
associados a cada um dos mon6mios; iii) programar as LMIs.

Em linhas gerais, segue-se o mesmo procedimento apregeraakcao 3.4 (caso continuo). As
LMIs séo obtidas com o auxilio d@obust LMI Parsef2].
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4.5 Experimentos Numéricos

4.5.1 Funcdes de Lyapunov Afins
Filtragem 7%

A Tabela 4.1 apresenta uma comparacao entre o Teoremasz410, A3 = 1 e a técnica apre-
sentada em [17], comy = A, =1 ea; = az =1 em [17]. Para cada pat N, foram gerados 100
sistemas aleatoérios estaveis, sendo que o maior autovalor@lulo do politopo tem uma distancia
minima de 005 do circulo de raio unitario, ou seja 0 maximo autovalonpédo em modulo é ®5.

A obtencado dos politopos estéveis é feita de maneira analogaso continuo apresentado no Ca-
pitulo 3. Para efeito de comparacdao, foi utilizado o mesmtodweapresentado na Subsecao 3.5.1.
Neste caso observa-se que fazeigle- 0, os resultados sdo melhores que os obtidos em [17].

Tabela 4.1: Comparacédo entre o TeoremaM.£ 0 e A3 = 1 utilizando funcdo de Lyapunov afim
com o0 método proposto em [17] para sistemas gerados abratarte 1l € o nimero de estados\eo
namero de vértices do sistema).

n )\3:0 A3:1 [17]

0.6278| 1.0000| 0.7067
0.7765| 1.0000| 0.9012
0.7814| 1.0000| 0.8973
0.7003| 1.0000| 0.7495
0.7995| 1.0000| 0.9099
0.8583| 0.9878| 1.0000
0.8423| 1.0000| 0.9556
0.8525| 0.9816| 1.0000

0.8663| 1.0000| 0.9962

2
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Filtragem %,

A Tabela 4.2 apresenta uma comparacao entre o Teoremi4=4), A3 = 1 e a técnica apresen-
tada em [17]. Neste caso, os valores obtidos dgm A4 = 0 e comAz = A4 = 1, foram idénticos.

4.5.2 Funcoes de Lyapunov Polinomiais
Filtragem 7%
Caso—-A

Considere o sistema discreto no tempo, ecom2 eN = 2, gerado aleatoriamente, dado por

[AliAz} _[07010606] [31352} _[08-02 -03 -12
0.8 0.302 0.6 09 03 -02 08

_ =01 10 _ 04 .0
. ’ 0.2 0.4

_ [—05—02} [P_z_l__l_
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Tabela 4.2: Comparacao entre o Teorema4:2 A, = 0 eA3 = A4 = 1 utilizando fungéo de Lyapunov
afim com o método de [17] para sistemas gerados aleatorianfegto nimero de estadosNe o
namero de vértices do sistema).

n|N )\3:)\420 )\3:)\4:1 [17]
2 0.7842 0.7842 1.0000
213 0.7205 0.7205 1.0000
4 0.7257 0.7257 1.0000
2 0.8921 0.8921 1.0000
3|3 0.8378 0.8378 1.0000
4 0.6978 0.6978 1.0000
2 0.9296 0.9296 1.0000
4| 3 0.8441 0.8441 1.0000
4 0.7900 0.7900 1.0000

Os custos garantido#? obtidos pelo Teorema4(A; = A2 =1, A3=0) sd0 118113 g=1) e 98195
(g = 2), enquanto pelas condi¢cdes em [&8,—= o, = 1], tem-se 18988 g = 1) e 153342 g = 2).
Para este exemplo o método proposto em [24] prové um cusdotido. 775 de 308397. Neste caso, 0
custo garantido7 obtido pelo Teorema 4.1 cogx= 1 € menor que o custo obtido em [18] cgm: 2
e muito menor que o limitante?s obtido por [24], ilustrando claramente que a abordagemqstapé
menos conservadora.

Parag = 1, o filtro obtido pelo Teorema 4.1 é dado por

0.4242 07321 05359
A= {0.3792 04634 Bt = {0.6562] , Cr=[~0.2249 01743
e parag = 2 por
0.4438 Q7452 —0.8882
Ar = [0.3353 05164 Bt = [0.8682] , Cr = [-0.1048 01097

Caso—-B

Considere o sistema discreto no tempo apresentado em {2d], ¢

A_[0 —08187+5] o [-6 O
|1 —09854+25]" "~ |1 o]

C,=[-100 10,Ci=[1 0], Da1=[0 1], |5 <0.08

Para este exemplo, o Teorema 4.1, dam- 1000Q A2 =0.001, A3 =0, prové um custo garantide?

de 542116 @ = 2), enquanto [24] fornece 5813 e [18g = 2, a1 = a2 = 0] prové um limitantes%

de 639823. Observe que, se um dominio de incertezas maior € evad@ por exempl@| < 0.15,

o0 Teorema 4.1 com; = 1000Q A, = 1le—5, A3 =0, prové um limitantes#3 de 724853 @ = 2),

o método de [24] fornece 78454 e [18,9 = 2, a1 = a = 0] garante um custo7s de 1229226,
ilustrando que o método proposto pode superar ainda maistossanétodos quando o sistema €
sujeito a mais incertezas.
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Caso-C
Considere o sistema discreto no tempo, analisado em [1d¢, jplar

0.9 0.1—1—0.06(1} B_ [1 0 0}

A= 0.01+0.058 0.9 01 o’

Co=[1 0,Ci=[1 1],Dn=[0 0 1414, |a|<1le|B|<L

O custo garantido7z obtido pelo Teorema 4.1 (T4.1); = —0.883 A, =—-0.913 A3=0, € 107730

(g = 2). Aplicando [18], coma; = —0.89, a, = —0.921, tem-se 18200, e aplicando o método
proposto por [24], o custa?s € 113220. Novamente, este exemplo ilustra o fato de que o método
proposto pode prover filtros robustos que garantem liméga#t menores que o0s outros métodos.

Tabela 4.3: Custe?#s para o Caso C, usando Teorema 4.1 (TA1) —0.883 A, =—0.913 A3=0,
[17], [18] e [24].

Métodos| T4.1@g=2)| [24] |[18](g=2)| [L17]
7 10.7730 | 113220| 10.8200 | 13.4600

E importante ressaltar que o filtro obtido por [24] € um filtevgliarta ordem, enquanto o filtro
obtido pelo Teorema 4.1 é um filtro de segunda ordem, dado por

0.3484 00297 _0.8457

Filtragem 7,

Considere o seguinte sistema discreto no tempo de [17]

0 —-05 -6 0
A:{l 1+5],B:{1 0],02:[—100 14,

C= [1 0}, Dy = [0 1], |5| < 0.45.

Para este exemplo, o Teorema 4.2 com= —1.43 Ao = —0.08, A3=A4=0eg=1, prové um custo
garantidosz, de 16577, enquanto [17]A\¢ = 0.05, A, = —0.33) obtém 17030 e [19, Corollary 5]
prové 18600 parag = 1 e 18208 parag = 2. Neste caso, o limitante;, obtido pelo Teorema 4.2
comg =1 é menor que o custo garantido obtido por [19] com matrizésqriais de grawg = 2.

O filtro obtido pelo Teorema 4.2 é dado por

A — —0.0070 —1.2289} B — [0.0058}

0.2619 —0.3566|’ 0.0130 * Cf = (00061 —0.0599, D = [-0.0079

A seguir sdo apresentadas as nuvens de valores singulaaesopzbinacdes lineares dos vértices
do sistema aumentado, ou séfasx aZ; + (1—a)Z,, a=0:0.1:1, comZ; e Z, vértices do sistema.
A Figura 4.1 apresenta a nuvem obtida com o filtro robusto gattbTeorema 4.2 e o custo garantido
obtido, a Figura 4.2 mostra a nuvem obtida com o filtro dado psétodo de [17] e o limitante
superior obtido com o método de [17]. Observa-se que, assino ©10 caso continuo, a nuvem de
valores singulares obtida com o filtro do Teorema 4.2 asadguitantes menores.
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Nuvem de Valores Singulares
5 T T

w
T

y, =

Valores Singulares (dB)
N
T

_2 I I I I I I
25 3

15 2
Frequéncia (rad/seg)

Figura 4.1: Nuvem de valores singulares obtida com o TeoreByaom o limitante 4.3901 (dB).

Nuvem de Valores Singulares
5 T T

w e
T

Valores Singulares (dB)
N
T

15 2 2.5 3
Frequéncia (rad/seg)

Figura 4.2: Nuvem de valores singulares obtida com o filtrfldg com o limitante 4.6243 (dB).



Conclusoes

Nesta dissertacdo foram abordados os projetos de filtrastabpara sistemas incertos lineares
invariantes, continuos e discretos no tempo. O projeto Hossfioi baseado em dois critérios de de-
sempenha/# e 7,. O Capitulo 2 apresenta o projeto de filtros baseados no itoieeestabilidade
guadratica para sistemas continuos e discretos no tengiosgth e %, resultados ja conhecidos da
literatura e que podem ser estendidos para o caso robustartrmimediata. No Capitulo 3 foram
propostas novas condi¢cdes LMIs dependentes de paramer@® projeto de um filtro robusto de
ordem completa para sistemas continuos. Como critériojmitahte da norma#s ou da normas,
da funcao de transferéncia do ruido para o erro € minimizadgontrapartida para o caso discreto foi
apresentada no Capitulo 4, novamente foram abordadogérsosi? e 7.

Foram utilizadas relaxa¢cbes LMIs baseadas em fungfes grihga afins nos parametros, tra-
tando os produtos duplos entre as variaveis dependentesatagiros como apresentado no Lema 1.4,
essa abordagem permitiu que fossem encontrados resutt@tos conservadores, além de relaxacdes
baseadas em polinbmios homogéneos de grau arbitrario, @engplificado no Lema 1.5, neste caso
foi utilizado o Robust LMI Parsef2], que retorna um conjunto de LMIs resultantes das opesaco
com variaveis polinomias, que se verificadas provéem o fitfpasto desejado.

O maior numero de variaveis de folga presentes nas condagresentadas nessa dissertacéo
aliadas a estruturas polinomias para as variaveis do pnabeoporcionaram resultados menos con-
servadores que os obtidos com abordagens da literaturaanéig;ées obtidas dependem de escalares
e, em principio os resultados poderiam ser melhorados amalgstratégia de busca fosse utilizada,
ao preco de um maior esforgo computacional.

Perspectivas

Extensdes para trabalhos futuros incluem:

Projeto de filtros dependentes de parametros.

Inclusdo de atrasos e nao linearidades, como saturacdearhanto, etc.

Projeto de filtros de ordem reduzida.

Realimentacao de estados estimados.

Tratar os casos de parametros variantes no tempo, com texearidcdo arbitrarias e taxas de
variacdo limitadas.
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Apéndice l \

Desigualdades Matriciais Lineares

A.1 Desigualdades Matriciais Lineares

A forma geral de uma desigualdade matricial linear (LMI)49]

F(X)éFO‘f’_iXiH >0 (A.1)

sendo que € R™ é o vetor de variaveis do problema e as matrizes simétficass’ ¢ R™™ j =
0,...,m, sdo dadas. O simbolo da desigualdade em (A.1) significdE@xeé definida positiva, o
que equivale a dizer quéF (x)u > 0,V u= 0. O objetivo é encontrar escalarggjue satisfacam a
restricdo em (A.1). A LMI é factivel se, e somente se, existal queF (x) > 0.
A.2 Complemento de Schur
O Complemento de Schur € utilizado para converter desigdakindo lineares em LMlIs [9].

Lema A.1 Considerando as matrizes©Q e R=R/, o conjunto,

Q>0, R>SQ!s (A.2)

E equivalente ao conjunto descrito pela LMI

Q S
{S R} >0 (A.3)
Prova: Seja a matriz R
r=|Q 0 (A.4)
|0 R-SQ!s '
que é definida positiva se, e somente@e; 0 eR— SQ1S> 0. Definindo uma matriz invertivél
| 0
T= [_ng I} (A.5)

49



A.3. Prova do Lema de Finsler 50

cujos autovalores sao todos iguais a um, tem-se

_+|Q S|
R=T {S R T (A.6)
Portanto conclui-se que (A.3) é verdadeira se, e somenkes@, ou seja, se (A.2) for satisfeita.m
Permutando linhas e colunas em (A.3), e seguindo o mesmedginento, é possivel mostrar que
(A.3) é equivalente a
R>0, Q>SR!S (A7)

A.3 Prova do Lema de Finsler
Esse resumo da prova segue 0s passos dados em [12].

i) — i) W2w < 0,V w=#0:%w=0. Todow tal que#w = 0 pode ser reescrito como= %"y.
Consequentemente pode-se escrevesmoy %' 2%y < 0, paratody # 0= B' 2%+ <
0

i) — i) Da mesma forma pré e pés multiplicanidopory ey respectivamente tem-gp
iii), iv) — ii) Multiplicando-seiii ) ouiv) a direita por%" e a esquerda paB-’ obtém-sei).

i) — iii) Assuma quei) é verificada. Particionand@ em duas matrizes corank completo% =
P, %, definindo uma matriz = %, (% %,)~*(%|%)*/? e aplicando a transformac&o de con-
gruéncia, dada por
9' 9 P29 —ul P25+
|:%J_/:| [Q_“%l%} [%L} - |: %L/Q@ %L/Q%L <O
Como o segundo bloco da diagonal € negativo, por definicd@o existe unu suficientemente
grande tal que a matriz é definida negativa.

iv) s iii) Basta escolhe®” — _—2“@’



