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RESUMO

Grande parte da teoria estudada em engenharia civil é permeada de conceitos
matematicos; desde & geometria analitica, passando pela algebra linear, pelo célculo
diferencial e integral. O estudo de aplicacdes de equacOes diferenciais ordinarias
compde o objetivo principal deste trabalho, centrando nossos exemplos na flexdo de
vigas. Este trabalho visa a confeccdo de um texto que auxilie no ensino de equagdes
diferenciais em cursos de engenharia e arquitetura, descrevendo a relagéo existente entre
conceitos puramente matematicos e um topico muito estudado quando da apresentacéo

da fundamentagéo para a formagéo de um engenheiro ou arquiteto.

PALAVRAS CHAVES: Equacbes diferenciais — Aplicages (Matematica) —

Flex&o (Engenharia Civil e Arquitetura) — Vigas — Elasticidade.
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ABSTRACT

Much of the theory studied in civil engineering is fraught with mathematical
concepts, since the analytic geometry, through linear algebra, the differential and
integral calculus. The study of applications of ordinary differential equations comprise
the main objective of this work by focusing our examples on the bending of beams. This
paper aims to elaborate a text to aid in the teaching of differential equations in
engineering and architecture, describing the relationship between purely mathematical
concepts and a much studied topic when submitting the reasons for the formation of an

engineer or architect.

KEYWORDS: Differential equations - Applications (Mathematics) - Flexing
(Civil Engineering and Architecture) - Beams — Elasticity.
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INTRODUCAO

O estudo das equagdes diferenciais atraiu a aten¢do dos maiores matematicos do
mundo durante os trés Gltimos séculos. Apesar disso, continua sendo uma éarea de
pesquisa dinamica hoje em dia, com muitas questdes interessantes em aberto. Para
alguns estudantes, o interesse intrinseco do assunto € motivacao suficiente, mas, para a
maioria, as possiveis aplicagdes importantes em outros campos € o que faz com que tal

estudo valha a pena.

Uma das aplicacbes constantes de equacOes diferenciais é o estudo do
comportamento de corpos sélidos sujeitos a diversos tipos de carregamentos e entre
esses corpos, podemos incluir as vigas que sdo elementos estruturais projetados para

suportar diversas cargas em sua extenséo.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar aplicacbes de equacdes
diferenciais no estudo sobre flexdes de vigas, descrevendo a relagéo existente entre uma

ferramenta matematica e um elemento da mecénica dos materiais.

No Capitulo 1 apresentaremos um estudo sucinto de equacgBes diferenciais,
enfatizando conceitos necessarios para o uso correto desta ferramenta matematica
enquanto matéria prima para o estudo que estamos propondo fazer; no segundo capitulo,
apresentaremos a base para o estudo de vigas. O dimensionamento e a verificacdo da
capacidade resistente de qualquer elemento estrutural dependem de grandezas chamadas
tensdes, as quais se distribuem ao longo das se¢des transversais de um corpo. Dai vem a
necessidade de se conhecer claramente as caracteristicas ou propriedades das figuras
geométricas que formam essas se¢Bes transversais. E este é o proposito do capitulo 2. J&
no terceiro capitulo, apresentamos uma sintese sobre tensdes e deformacdes a que estéo
sujeitos os elementos estruturais e entre eles, as vigas, principal objeto de estudo deste
trabalho. N quarto capitulo, discutimos e apresentamos equagdes diferenciais que regem
o comportamento de equilibrio dessas estruturas, com o propésito de modelar este
comportamento, bem como apresentar o papel das equacOes diferenciais nestas
estruturas. Finalizamos com o quinto capitulo, formado por estudo de casos, onde

exemplificamos as relacOes até entdo estudadas.
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1. EQUACOES DIFERENCIAIS

Muitos dos principios, ou leis, que regem o comportamento do mundo fisico séo
proposicdes, ou relagcbes envolvendo a taxa segundo a qual mudangas ocorrem.
Expressas em linguagem matematica, as relagdes sdo equacgdes e as taxas sdo derivadas.
Equagdes contendo derivadas sdo EquacOes Diferenciais. Uma equagdo diferencial que
descreve algum processo fisico é chamada, muitas vezes, de modelo matematico do

jprocesso.

Apresentaremos um texto basico sobre equacdes diferenciais enfocando seu
estudo qualitativo, em que se toma a atitude de extrair das equagdes informagdes sobre
0 comportamento de suas solucbes, o que se justifica pelo fato de que o nimero de
equacOes que podem ser resolvidas em termos de fungdes elementares, sem a utilizagao
de métodos numericos, é relativamente pequeno. Segundo Boyce & DiPrina (2006),
esse estudo qualitativo das solugBes é caracteristico da fase moderna da teoria das
equacdes diferenciais ordinérias. As aplicagdes em engenharia e outras ciéncias, como a
Biologia e a Fisica, necessitam de uma prévia andlise qualitativa das equacdes
diferenciais ordinarias ou parciais que as modelam como forma de se verificar se as

solucdes estédo de acordo com o problema que motivou o modelo.

DEFINICAO 1 Uma Equacéo Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equacgao da forma
F(x, y(x),y' (x),y" (x)..... y""(x)) = 0.

Utilizam-se diferentes notagdes para apresentar uma equacdo diferencial
ordinaria. As mais comuns sdo aquelas que aparecem nos exemplos de equagdes

diferenciais ordinrias a seguir:

dy t 1 t
—+by=e 5y =
dt+y y+oy=¢€

1.1 Classificagdes das Equacdes Diferenciais

As Equagbes Diferenciais se classificam por tipo, ordem e linearidade.
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1.1.1 Classificacao por Tipo

Se uma equacdo contiver somente derivadas de uma ou mais variaveis
dependentes em relacdo a uma Unica variavel independente, ela serd chamada de
equacdo diferencial ordinéria (EDO).

2
ﬂ+5y=ex OI—z/—OI—erGy:O %+ﬂ=2x+y
dx dx= dx dt dt

sdo exemplos equac0es diferenciais ordinérias.

Uma equacdo que envolve derivadas de uma ou mais variaveis dependentes de

duas ou mais variaveis independentes é chamada de equacdo diferencial parcial (EDP).

Por exemplo:
ou o _ ou_ou_,u u__ o
ox> oy’ ox* ot ot oy OX

1.1.2 Classificacao por Ordem

A ordem de uma equagdo diferencial (EDO ou EDP) é a ordem da maior

derivada na equagao.

d’ dy )’ )
d—)(ZJFS(d—iJ -4y =e

é um exemplo de uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem.

Em simbolos, podemos expressar uma equacéo diferencial ordinaria de ordem n

em uma variavel dependente na forma geral:
Fx, y(0).y'(x)y"(x)... y"(x))= 0 (i)

onde F é uma funcdo de valores reais de n + 2 varidveis (x,y,y',y“,...,y(”)) e onde




1.1.3 Classificagéo por Linearidade

Uma classificagdo crucial de equagdes diferenciais é se elas séo lineares ou ndo.
Dizemos que uma equacéo diferencial ordinaria de ordem n é linear se F é uma funcéo
linear das variaveis y,y',y",..,y". Isso significa que uma equacéo diferencial

ordinaria linear de n-ésima ordem pode ser colocada na forma:

a,()y" +a,(x)y" +...+ 2, (x)y = g (x) (L2)

Nesta equacéo observamos as duas propriedades caracteristicas de uma equagao
linear: primeiramente, a varidvel dependente e todas as suas derivadas séo funcdes de
primeiro grau. Segundo, cada coeficiente depende no méximo da variavel independente

X. As equagdes

" 1 d3y dy X
(y—x)dx+4xdy =0 y'-2y'+y=0 Wer&—Sy:e

sd0, respectivamente, equacdes diferenciais ordinarias lineares de primeira, segunda e
terceira ordem. Uma equacdo diferencial ordinaria que ndo obedece a defini¢do acima é

dita ndo-linear.

DEFINICAO 2 Uma equacio linear de segunda ordem, ou superior, é dita homogénea

se a fungéo g(x) de (1.2) for identicamente nula. Caso contrario, a equagao é dita ndo-

homogénea.

Agora classificadas, vamos considerar o conceito de solugcdo de uma equagao

diferencial ordinéria:

DEFINICAO 3 Solugéo de uma EDO: Toda fungio ¢, definida em um intervalo | que

tem pelo menos n derivadas continuas em 1, as quais quando substituidas em uma
equacgdo diferencial ordinaria de ordem n reduzem a equagdo a uma identidade, é

denominada uma solucéo da equacao diferencial no intervalo.

Em outras palavras, uma solucdo de uma equagdo diferencial ordinaria de ordem

n é uma funcdo ¢ que tem pelo menos n derivadas e para a qual

F(x,¢(x),¢'(x),.... 6™ (x)) = 0 para todo x em I.



N&o podemos pensar em solucdo de uma equacdo diferencial ordinaria sem,
simultaneamente, pensar em intervalo. O Intervalo | da definicdo 2 é alternativamente
conhecido por intervalo de definigdo, intervalo de existéncia, intervalo de validade ou

dominio da solugdo.

Associados a y™ = f(x, V.Y Y e y(”‘l)) podem existir condigdes cujo numero
coincide com a ordem da equacéo diferencial ordinéria. Se tais condicdes se referem a
um Unico valor de x do intervalo de defini¢do, tem-se um Problema de Valor Inicial

(PVI), caso contréario tem-se um Problema de Valor de Contorno ou Fronteira.

EXEMPLO 1 Considere o seguinte PVI de ordem dois:

y'=3y'-2y

Pretende-se encontrar fungdes y(x) que satisfacam a equacéo diferencial dada e

que verifique as condicdes iniciais fixadas.

Vérias aplicacbes fisicas levam, muitas vezes a um problema de valores de

contorno e um exemplo que podemos citar ¢ a equagdo u, +bu, +ku =a’u, + F(x,t)

onde a®>0,c>0ek >0 sdo constantes, conhecida como equacdo do telégrafo e

aparece no estudo de uma corda elastica sob tenséo.

Para resolver um problema de valor de contorno precisamos encontrar uma

funcdo y = ¢(x) que satisfaca a equacdo diferencial no intervalo | = [a,ﬁ] e que tenha

valores especificados y,e y,, nos extremos do intervalo.

As solugdes dos problemas de valor inicial e de contorno diferem sob aspectos
importantes. Os problemas de valor inicial tém, certamente, uma Unica solucdo. J& os
problemas de valores de contorno podem ter uma Unica solugdo, mas podem, também,
ndo ter solugéo ou, em alguns casos, ter uma infinidade de solugdes. Sob esse aspecto,

problemas de contorno lineares se assemelham a equacdes algébricas lineares.



1.1.4 Sistemas de Equacgdes Diferenciais

Outra classificagdo de equacbes diferenciais depende do niimero de fungBes
desconhecidas. Se existe uma Unica funcéo a ser determinada, uma equagdo € suficiente.
Se existem, no entanto, duas ou mais fun¢des que devem ser determinadas, precisamos
de um sistema de equagdes. Em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias duas ou
mais equacdes envolvem as derivadas de duas ou mais fung¢des incognitas de uma Unica
varidvel independente. Por exemplo, se x e y denotarem varidveis dependentes e t
denotar a variavel independente, um sistema de duas equacdes diferenciais de primeira

ordem seré dado por:

_:ft1 ]
0 (t.xy)
dy

—Z =gt

” g(t,x,y)

Uma solugdo para este tipo de sistema é um par de funcbes diferenciaveis
x=¢,(t) e y=g,(t) definidas em um intervalo comum I, que satisfazem cada equagio

do sistema nesse intervalo.

1.2 Equacdes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Vamos trabalhar agora com equagOes diferenciais de primeira ordem,
y'(x)= f(x,y) onde f é uma fungdo de duas variaveis dada. Qualquer fungio
diferenciavel y = ¢(x) que satisfaca essa equacdo para todo x em algum intervalo é dita

uma solugdo dessa equacao.

A equagcdo geral de primeira ordem ¢

dy _
o f(xy) (1.3)

VVamos considerar uma subclasse de equagdes de primeira ordem que podem ser
resolvidas por um processo de integracdo direta. Para identificar essa classe, vamos

primeiro observar a equagao (1.3) na forma

M (%, y)+ N(x, y)% =0 (1.4)



E sempre possivel fazer isso definindo M(x,y)=—f(x,y) e N(x,y)=1, porém

podem haver outras maneiras, como, por exemplo, no caso em que M depende apenas

de x e N depende apenas de y, quando a equacdo (1.4) fica

M (x)+ N(y)% 0 (1.5)

Essa equacdo é dita separavel, porque, se for escrita na forma diferencial
M (x)dx + N(y)dy =0 (1.6)
entdo, caso queira, as parcelas envolvendo cada varidvel podem ser separadas pelo sinal

de igualdade.

Uma equacgdo separavel pode ser resolvida integrando-se as fungdes M e N.
llustraremos essa resolucdo primeiramente através de um exemplo e depois

apresentaremos uma solugdo mais geral para a equagéo (1.5).

EXEMPLO 2Mostre que a equacdo

2

dy X
dx 1-y?

(1.7)

é separavel e encontre uma equagao para suas integrais.
SOLUCAO

Se escrevermos a equagéo (1.7) na forma
dy

~-x*+{l-y*)Z=0 1.8

-y (L8)

entdo ela tem a forma (1.5) e é, portanto, separdvel. A seguir, note que a primeira

3
parcela de (1.8) é a derivada de — X? e que a segunda, pela regra da cadeia, é a derivada

3

em relagdo a x de y — y? Assim, a equagdo (1.8) pode ser escrita na forma

3 3 3 3
i _x +i y_y_ :O,|ogo’i _X_+y_y_ =0
dx\ 3 dy 3 dx\ 3 3

portanto, integrando, obtemos
-x*+3y-y*=c (1.9)

onde ¢ é uma constante arbitraria.



Assim, qualquer funcdo diferencidvel y =¢(x) que satisfaz a equacdo (1.9) €

uma solugéo da equagéo (1.7).

Esse mesmo procedimento utilizado na resolucdo do exemplo anterior pode ser
seguido, essencialmente, para qualquer equagdo separavel. Voltando a equacdo (1.5),
sejam H, e H, primitivas de M e N, respectivamente. Entéo

H1(x)=M(x) H'2(x)=N(y) (1.10)

e a equacéo (1.5) fica

H1(x)+H 'z(y)ﬂ =0 (1.12)
dx
Pela regra da cadeia,
oondy d
H,(y)—~=—H 1.12
(V)5 =5 H0) (1.12)
Assim, podemos escrever a equagédo (1.11) na forma
d
S [Hi()+ H (y)]=0 (113)
E integrando a equagéo (1.13), obtemos
H,(x)+ H,(y)=c (1.14)

onde ¢ € uma constante arbitraria.

Qualquer funcdo diferenciavel y =¢(x) que satisfaca a equacéo (1.14) é uma
solucdo da equagdo (1.5). Na pratica, a equacdo (1.14) é obtida da equagdo (1.6), em

geral, integrando-se a primeira parcela em relagéo a x e a segunda em relagéo a y.

Se além da equacéo diferencial, é dada uma condicdo inicial
Y(%)= Yo (1.15)

entdo a solucdo da equacdo (1.5) que satisfaz essa condigdo € obtida fazendo-se x = x, e

y =Y, naequacgao (1.14). Isso implica que

c= Hl(X0)+ Hz(yo) (1.16)
Substituindo esse valor de ¢ na equacdo (1.14) e observando que
Hl(x)_ Hl(XO) = J.:O M (S)ds Hz(y)_ HZ(Y) = J.yyo N (S)ds

obtemos



[ M(s)ds+ [ N(s)ds (1.17)

Xo Yo

A equagdo (1.17) é uma representacdo implicita da solucdo da equagdo

diferencial (1.5) que também satisfaz a condicéo inicial (1.15).

EXEMPLO 3 Resolva o problema de valor inicial

dy 3x®+4x+2
=B 01

i« —Z(y—l) y (1.18)

e determine o intervalo no qual a solugéo existe.

SOLUCAO

A equacdo diferencial pode ser escrita como 2(y —l)dy = (3x2 +4x+ Z)dx.
Integrando a expresséo a esquerda do sinal de igualdade em relacdo a y e a expressao a
direita em relagdo a x, obtemos

y? -2y =x*+2x*+2x+c¢ (1.19)
onde ¢ é uma constante arbitraria. Para determinar a solugdo que satisfaz a condigéo
inicial dada, substituimos os valores x = 0 e y = -1 na equacéo (1.19), obtemos ¢ = 3.
Portanto a solugdo do problema de valor inicial é dada implicitamente por
y? -2y =x®+2x* +2x+3 (1.20)

Para obter a solugéo explicitamente, precisamos resolver a equagéo (1.20) para y

em funcdo de x. Como a equagdo (1.20) é quadrética na varidvel y, utilizando a formula

de resolucéo deste tipo de equagéo e obtemos

y=14~/x3 +2x% + 2x + 4 (1.21)
A equacdo (1.21) fornece duas solucgdes da equacdo diferencial, mas apenas uma
delas, satisfaz a condicéo inicial dada. Essa € a solugdo correspondente ao sinal negativo
na equacgéo (1.21), pois se a solu¢do com sinal positivo for escolhido, entdo obteremos a

solugio da mesma equagdo diferencial que satisfaz a condigo inicial y(0)=3. Sendo

assim,

y=¢(X)=1-x* +2x% + 2x + 4 (1.22)
Para determinar o intervalo no qual essa solucédo € valida, precisamos encontrar

o intervalo no qual a quantidade interna & raiz quadrada é positiva. O Unico zero real

dessa expressdo é x = -2, logo o intervalo desejado é x > -2.
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Outra classe de equagdes de primeira ordem y'(x)= f(x,y) que vamos trabalhar

sdo aquelas onde funcdo f depende linearmente da variavel y, entdo a equacdo é
chamada de equacdo diferencial ordinaria linear de primeira ordem, ou simplesmente,
equacdo linear de primeira ordem. Em um contexto geral, a equacdo linear de primeira

ordem pode ser escrita como:

% +p(x)y = g(x) (1.23)

onde p e g sdo fungdes dadas da variavel x.

Sejam p e g funcbes continuas e suponha uma funcdo ndo-nula u(x).
Multipliguemos a equagéo (1.23) por u(x).
u(x)y" () + u(x)p(x)y(x) = u(x)g(x)
Somando e subtraindo u'(x)y(x) no primeiro membro, obtemos
u(x)y' (%) +u (x)y(x) - u (x)y(x) + u(x)p(x)y(x) = u(x)g(x)
Assumindo que —u'(x)y +u(x)p(x)y(x)=0

teremos,

u(x)y"(x)+u' (x)y(x) = u(x)g(x)

Como agora a equacéo diferencial é separavel, temos
u(x)y() = fulxlglx)x s

logo, a solucéo seré

Para determinarmos u(x), temos que levar em consideragdo o fato de que, ao

assumir uma condicdo, a mesma deve ser obedecida, logo, de

—u'(x)y(x)+u(x)p(x)y(x) = 0 = y(x)(= u'(x)+u(x)p(x)) = 0 = —u’(x)+u(x)p(x) = 0

Assim, obtemos novamente uma equacgdo diferencial de primeira ordem

separdvel, logo, integrando os dois lados da igualdade, obtemos

11



Inu(x) = [ p(x)dx = u(x) = el P

Quando a equagdo linear de primeira ordem ndo tem com coeficientes
constantes, uma das opgdes para resolucdo é um método devido a Leibniz®, conhecido
como Método dos Fatores Integrantes que envolve multiplicar a equagdo diferencial por

uma determinada funcéo y(X), escolhida de forma que a equagéo resultante se torne
facilmente integravel. A funcéo y(X) é chamada fator integrante e a maior dificuldade

desse método é saber como encontra-la.

Considerando que o tema deste trabalho concentra-se em equagdes diferenciais
ordinarias lineares, é pertinente citarmos sobre a existéncia e a unicidade de solucbes
para esse tipo de equacdo. Mais que isso, falar sobre solucdes e familia de solucdes de

uma equacao diferencial, vale ressaltar as duas defini¢des a seguir.

DEFINICAO 4 Qualquer conjunto v,,Y,,.,y, de n solugdes linearmente

independentes para a equacdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem em um

intervalo | é chamado de conjunto fundamental de solucbes no intervalo.

DEFINICAO 5 Sejam y,,V,,..y, n solucdes linearmente independentes para a

equacdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem em um intervalo 1. A solucéo

geral para a equacéo no intervalo ¢ definida por

y= Clyl(x)+ CzYz(X)+ -+ CY, (X)

Ao nos deparar com um PVI durante algum dos problemas que seréo levantados
poderemos querer saber se ele tem solugdo antes de gastar tempo e esforgo para resolvé-
lo. Além disso, ao encontrarmos a solugdo, serd util saber se devemos continuar
procurando outras solugBes possiveis ou se pode ter certeza que ndo existem outras
solucdes. Para equacdes lineares, nossos questionamentos séo respondidos pelo seguinte

teorema:

! Gottfried Leibniz (1646 - 1716) - Matemético e Filésofo alem&o e notavel pensador que desenvolveu um
novo método de calculo chamado Calculo Diferencial. Disputou com o fisico inglés Isaac Newton (1642 -
1727) a gl6ria dessa descoberta; de fato eles a desenvolveram simultanea e independente.
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TEOREMA 1 EXISTENCIA E UNICIDADE DA SOLUCAO DE UM PVI:

Se as fungdes p e g sdo continuas em um intervalo aberto | =(a, ) contendo o

ponto x = x,, entdo existe uma dnica fungdo y = ¢(x) que satisfaz a equagio diferencial

y+p(x)y = g(x) (1.24)
para cada x em | e que também satisfaca a condicdo inicial
¥(%)=Yo. (1.25)

onde y, é um valor inicial arbitrario prescrito.

DEMONSTRACAO

Primeiramente, considerando a equacdo (1.24), onde p e g sdo fungdes dadas,
devemos determinar um fator integrante apropriado e, para isso, multiplicamos esta

equacdo por uma fungéo y(x) ainda indeterminada, obtendo

d
u(X)d—i +p(x)u(x)y = u(x)g(x) (1.26)
Vemos que a expressao a esquerda do sinal de igualdade na equacéo (1.26) é a

derivada do produto u(x)y, desde que u(x) satisfaga a equagio

d”d—(tx) = p(x)u(x) (1.27)

supondo x(x) positiva, temos

e

e, portanto,
In u(x) = I p(x)dx +k .

Escolhendo a constante arbitraria k como zero, obtemos a fungdo mais simples

possivel para u(x), a saber,
u(x)= exp_[ p(x)dx (1.28)
Vale notar que, por suposigao, y(x) é positiva para todo x. Voltando a equagao

(1.26), temos

< [uy)= ulx)a) (129

portanto,
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u(x)y = [ u(x)g(x)ax +c, (1.30)

onde ¢ é uma constante arbitraria.

Assim, vemos que, a equacdo (1.24) tem solugdo e esta € dada pela equagéo
(1.30). Como p(x) é continua para a < x < B, u(x) estd definida messe intervalo e &

uma funcéo diferencidvel ndo-nula. Substituindo a formula para y dada pela equacéo
(1.30) na equacéo (1.24) ou na equagdo (1.29), verificamos que y satisfaz a equagdo
diferencial no intervalo a <x < 8 e, finalmente, a condicéo inicial (1.25) determina a

constante ¢ de maneira Unica, de modo que existe apenas uma solucéo do problema de

valor inicial, completando entdo a demonstragéo.

1.3 Equacdes Diferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

Uma equacdo diferencial de segunda ordem tem a forma

d’y dyj
- = f Xa [ ]
dx? ( y dx

onde f é alguma funcéo dada. Ela é dita linear se a fungdo f tem a forma

f(x, yﬂj =g(x)- p(X)ﬂ—Q(X)y,

dx dx

isto é, se f € linear em y e y’. Assim, podemos reescrever uma equacdo diferencial

ordinaria linear de segunda ordem como:
p(x)y"+a(x)y+r(x)y = g(x) (1.31)

onde a linha denota diferenciacdo em relacdo a x.

Um problema de valor inicial consiste em um sistema do tipo:

y"+p(x)y-+a(x)y = g(x)
y(xo) =Y
y‘(xo) = y‘o

onde y, e y', séo valores dados.

Vale notar que as condigdes iniciais para uma equagédo de segunda ordem néo

indicam apenas um ponto particular (x,,y,) que tem que pertencer ao grafico da
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solucéo, mas também o coeficiente angular y', da reta tangente ao gréfico naquele

ponto.

Para efeito de nosso trabalho com flexdo de vigas, vamos concentrar nossa
atencdo em equacOes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem com
coeficientes constantes ou, simplesmente, equagdes de segunda ordem com coeficientes
constantes, ou seja, considerando na equacio geral p(x)=a, q(x)=b e r(x)=c. Assim,
nossa equagcdo torna-se:

ay"+by'+cy =0 (1.32)

Equagdes de segunda ordem com coeficientes constantes homogéneas ou
ay"+by'+cy = g(x) (1.33)

Equacgdes de segunda ordem com coeficientes constantes ndo-homogéneas onde

a, b e c sdo constantes dadas.

1.3.1 Equagbes Homogéneas com Coeficientes Constantes

Para efeito de familiarizacdo vamos exemplificar através da solugédo de um PVI
EXEMPLO 4 Considere o PVI:

y'-y=0
y(0)=2
y'(0)=-1

Na equacdo dada, temosa =1, b =0 e ¢ = 1. Nela procuramos uma fungédo com

a propriedade de que a derivada segunda seja igual a ela mesma. Podemos atentar para
uma funcdo bem conhecida do céalculo, a saber, a funcdo exponencial yl(x)zexque
possui essa propriedade, assim como yz(x) =e *. A partir dai, segue que a combinagao
linear dessas fungBes também é solugo, ou seja y(x)=c,y,(x)+c,y,(x)=ce* +c,e™
quaisquer sejam os valores de ce c,. Como consequéncia disso, essa expressao

representa uma familia infinita de solucdes para a equagao diferencial do PVI.

Considerando as condi¢des iniciais, procuramos a solugdo cujo gréafico contém o
ponto (0, 2) e tal que o coeficiente angular da tangente ao grafico nesse ponto seja — 1.

VVamos resolver o PVI citado. Sendo y (0) = 2, temos x =0 e y = 2, assim,
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y=ce +ce*=2=ce’+ce’=rc+c,=2 (1.34)
Derivando a equagéo, obtemos:
y=ce +ce = y'=ce —ce” (1.35)
E recorrendo novamente as condigdes iniciais, observamos que y‘(0)=—1, ou
seja, se x =0, entdo y'=-1, logo,

y'=ce*-ce*=>-1=ce’-ce’=c¢c-c,=-1 (1.36)

c +C, =
C,—C,=—

Obtemos assim o sistema de equacdes lineares { e, resolvendo-o,

obtemos ¢, =% ec,= g Substituindo na equacéo de y (x), teremos:

y(x)=%eX +§e_x (1.37)

a solucdo geral do PVI proposto.

Pelo que observamos no desenvolvimento do PVI do exemplo proposto, vamos
voltar a equacdo mais geral com coeficientes constantes reais e arbitrarios e procurar

também solucdes exponenciais para a mesma.

Seja ay”+ by’+cy = 0 com a,b,c € R .Suponhamos que y(x)=e™, onde r é um
pardmetro a ser determinado Segue que y'(x)=re™e y"(x)=r?"™ e dai,
ay"+by'+cy =0 = ar’e™ +bre™ +ce” = 0= e“(ar2 +br+ c)= 0 (1.38)
Como e™ #0, entdo ar’+br+c=0. Esta equacio ¢ chamada de equagio
caracteristica da equacéo inicial e seu significado estd no fato de que, se r € uma raiz
dela, entdo y(x)= e™ é solucdo da equacdo diferencial proposta, uma vez que r

validaria a identidade da mesma.

Como a equacdo caracteristica € de segundo grau, vamos considerar suas raizes

r, e r, e a partir dai, podemos ter trés casos distintos:

1° caso Raizes reais e distintas (r, #r,) : Considerando que duas solugdes da

_ ahX

equacdo diferencial sdo representadas por y,(x)=e"™ e y,(x)=e", como observamos

no exemplo citado, y(x)=c,e™ +c,e”* também é solugéo da equagio. Para verificarmos
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isso, basta encontrarmos y"(x)e y'(x) de acordo com a solugéo proposta e verificarmos
a validade da identidade da equag&o diferencial. Assim,

y(x) = ce™ +c,e?

= y'(X)=c,re™ +c,re?

= y'(x)=cre

Substituindo esses valores na expressdo ay"+by'+cy, obtemos:

X

2 hX
+c2r2ez

ay"+by'+cy = alc,r’e™ +c,r7e” )+ blc,re™ +c,re” )+ clce™ +c,e™
11 2 1%1 2'2 1 2

240X

=acre

2 rzx

+ac,r, e” +bcre™ +bc,r,e” +cce™ +cc,e”

=ce” (arl +br, + c)+ czerzx(ar2 +br, + c)

Como vimos anteriormente, r, e r, sdo raizes da equagéo caracteristica, portanto
ar’ +br,+c=0ear/ +br,+c=0, logo, ay"+by+cy=0, mostrando assim que
y(x)=ce™ +c,e” é solugdo da equago linear de segunda ordem com coeficientes
constantes quando r, er, sdo raizes distintas da equagdo caracteristica, ou seja, 0

discriminante b® —4ac da equagdo ar”+br+c=0 é maior que zero, como queriamos

mostrar.

2° caso Raizes complexas conjugadas (r, er, ¢ R): quando isso acontece,
estamos assumindo que, se considerarmos a equagéo caracteristica ar® +br+c=0, seu
discriminante é negativo, ou seja, b’ —4ac<0. Nesse caso as raizes sdo nimeros
complexos conjugados, que denotaremos por L =A+iuer,=A-iu, onde
A peR;i =J-1 e as expressdes  correspondentes  para y(x) séo
y,(x)=e™* e y,(x)=e" . Para atribuir significados a essas expressdes, vamos

definir a funcéo exponencial complexa. Vamos recorrer ao célculo de onde utilizaremos

a série de Taylor?.

8

exzz;‘XF —0< X< (1.39)

Nesta abordagem, vamos introduzir ix na definigdo, onde i2 = -1

e” - (ix) —00 < X < 00 (1.40)

* Brook Taylor (1965 — 1731) foi um matemadtico britanico com grande trabalho para o desenvolvimento
da matematica no século XVIII para a fungdo exponencial em torno de x = 0.
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Para n par, isto &, para n = 2k, para algum Kk inteiro,

i" =2 =2k = (<) (1.41)
Enquanto que para n impar, isto é, n = 2k +1, para algum k inteiro
i" =@ Z gt = (—1) (1.42)
assim,
:i i)' i(‘l i —1)f e (1.43)
~ o & (k) = (2k+1)

Onde separamos a soma em partes real e imaginaria e pela série de Taylor,

temos que:
i -1 X =COSX e Z b x = senx (1.44)
= (2k) p 2k 1)
portanto, substituindo (1.44) em (1.43), obtemos:
e™ = cos x +isenx (1.45)
Essa equacdo é conhecida como formula de Euler, em referéncia a Leonhard

Paul Euler (1707 — 1783)°.

A partir de agora, sempre que escrevermos e™, estaremos nos referindo a
CosX +isenx e, portanto, devemos levar em consideracdo as variantes da formula de
Euler, como por exemplo, substituindo x por —x e lembrando que cos (-x) = cos x e
sen(-x) = — sen(x), temos:

e ™ = cos X —isenx (1.46)

Considerando a validade das propriedades usuais da fungdo exponencial para
expoentes complexos, temos que:
gliiulx — ghxiix _ i g (1.47)
Como ™ =cos ux +isenux , obtemos:
e — % (cos ux + isenux) = e cos uux + ie™senux (1.48)

Assim, as expressdes correspondentes para y,(x) e y,(x) sdo:

¥, (x) = e™(cos ux +isenx) (1.49)

*Leonhard Paul Euler (1707 — 1783), matematico e fisico suigo, considerado um dos mais proeminentes

matematicos do século XVIII.

18



y,(x) = e™(cos ux —isenux) (1.50)
Utilizando o fato de que se y,(x)ey,(x) sdo solugBes da equagdo
ay"+by'+cy = 0, entdo qualquer combinagdo linear de y,(x)e y,(x) também é solugéo,
temos:

¥, (X)+ y,(x) = e (cos uax + isengx )+ e™(cos zx — isenpx)
= €™ cos ux +ie™senux +e™ cos ux — ie™senux (1.51)
= 2e™ cos ux

¥, ()= y,(x) = e™(cos wux + isenpx) — e™(cos ux — isenx)
= €™ cos ux +ie™senux —e™ cos ux + ie™senux (1.52)
= 2ie™senux

Logo, desprezando os fatores constantes 2 e 2i, respectivamente, obtemos um
par de solugdes reais,
u(x)=ecosux e v(x)=e™senux (1.53)
e a solugdo geral da equacdo ay"+by'+cy=0,comr er, R é:
y(x) = c,e™ cos ux + c,e™senux (1.54)
onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitréarias e pode ser escrita tdo logo sejam conhecidos 0s

valoresde A e u.

3% caso Raizes reais e idénticas (r,=r,) Esse caso ocorre quando 0

discriminante da equacio caracteristica ar®+br+c =0 da equagdo diferencial linear

ordinaria de segunda ordem com coeficientes constantes ay"+by'+cy =0 for igual a

zero, ou seja, b®> —4ac=0. Segue da formula para as solugdes de uma equagdo do

segundo grau que:

b
h=h=-o (1.55)
e, conseqlientemente,
b,
y,=y,=¢e"=e® (1.56)
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Para encontrarmos a solucdo geral da equagéo diferencial, precisamos de uma

segunda solucdo que nao seja multiplo de yl(x). Para encontra-la usaremos o método de

D’Alembert®,

Sabemos que se y,(x) é solugio da equagio diferencial, entdo cy,(x) também o
é para qualquer constante c. A idéia, usada por D’Alembert, foi generalizar essa

observagédo, substituindo ¢ por uma funcéo v(x) e depois determinar essa funcéo de

modo que o produto v(x).y,(x) também seja solugio da equagio.

Sendo assim, considerando (1.56), supomos que:

b

Y(x) = v(x)y,(x) = v(x)e = (157)

e, a partir dai, vamos encontrar y'(x) e y"(x) e substitui-los na equagdo diferencial para

encontrarmos v(x). Assim,

by p _by
y'(x)=v'(x)e 2 —z—a.v(x).e a (1.58)
b b by p? _by
n —\y" 2 _ /! 2a 2a
y'(x)=v"(x)e v (x)e 22 + 1 v(x)e (159)

E substituindo na equagdo diferencial ay"+by'+cy =0, teremos:

a a’ a
b b 2 b b 2 b b
w5 —X , oo —X —X
av'e 2@ —pyv'e 2 +4—.v.e 22 1 py'e 2 —2—.v.e 22 pcve 22 =0
a a

b b 2 b b b b
v 2aX b T 53 T b s -3
ajvie® ——v'e?® +——ve +bfve® ——uve +cve 2 =0
4 2

b, 2 2

e® laV+—vVv——uv+cv |=0
4a 2a

_by y
Como e 22 = (0 para qualquer valor de x, entéo:

b*> b’
av"+[— -——+ c}v =0 (1.60)
da 2a

* Jean D.Alembert (1717.1783), matematico francés contemporaneo de Euler e conhecido,
principalmente, por seu trabalho em mecanica e equagdes diferenciais.
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Organizando a expressao entre parénteses, temos:

b* b’ . b?-2b*+4ac -b’+4ac b’ -4ac

4a 2a 4a 4a 4a
2 b2

Mas por hipotese do problema, b?—-4ac=0, logo, 4——2—+c=0e dai,
a 2a

voltando a (1.50), temos que:
av'(x)=0
também por hipotese do problema, a = 0, logo,
v'(x)=0 (1.61)
Integrando os dois lados da igualdade de (1.61), obtemos:

Iv"(x)dx = Ide =V'(x)=c, (1.62)
e novamente recorrendo a integral dos termos da igualdade:

Iv‘(x)dx = Icldx = Vv(x)=c,x+¢, (1.63)
onde c, e c,sdo constantes arbitrarias.

Finalmente, substituindo (1.63) em (1.57), obtemos:

b b
y(x)=c,xe 22 +c,e 2 (1.64)

que é uma combinacao linear de duas solugdes, sendo elas:

b b
Y1(X)zxe_£ € 3’2()()29_g

Portanto, nesse caso, existe uma solucdo exponencial correspondente a raiz
repetida, enquanto uma segunda solugdo é obtida multiplicando-se a solugdo
exponencial por x.

Podemos entdo resumir os trés resultados obtidos para equagOes diferenciais

lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes da seguinte forma:

Se r er, sdo raizes do polindmio caracteristico correspondente, temos 0s
seguintes casos de solugéo para ay"+by'+cy =0:
1. Se r,er, sdo raizes reais distintas, entdo a solucdo geral da equagdo
diferencial seré:
y(x)=ce™ +c,e™ (1.65)
2. Se r,er, sdo raizes complexas e conjugadas, entdo a solucdo geral da
equacao diferencial sera:
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y(x) = c,e™ cos ux + c,e™senux (1.66)

3. Se r, e r, sdo raizes reais e iguais, entdo a solucéo geral é:

b b
y(x)=cxe 22 +c,e 2 (1.67)

A partir desses resultados que acabamos de apresentar, vamos obter uma viséo
mais clara da estrutura de solucOes de todas as equagOes lineares homogéneas de

segunda ordem.

Ao desenvolver a teoria de equacdes diferencias lineares, é conveniente usar a
notacdo de operador diferencial. Sejam p e q fun¢Bes continuas em um intervalo aberto

l, isto é, para a < x < . Entéo, para qualquer fungdo ¢ duas vezes diferenciavel em I,

definimos o operados diferencial L pela formula

Lg]=¢"+pg'+ag (1.68)

Note que L[¢] é uma fungio em I. O valor de L[¢] em um ponto x é

L p](x) = ¢"(x)+ p(x)p’ (x) + q(x)o(x)

Como é de costume usar o simbolo y para denotar ¢(x), escreveremos

normalmente, essa equagéo na forma
L[y]= y*+p(x)y+a(x)y =0 (1.69)

Vamos supor que y, e Yy, sdo duas solucdes da equagao (1.70). Entéo, sabemos
que podemos gerar mais solugdes formando as combinagOes lineares de vy, e y,. Esse

resultado pode ser enunciado como um teorema

TEOREMA 2 (Principio da Superposicdo) Se y, e y, sdo solucbes da equacéo
diferencial L[y]=y"+p(x)y+q(x)y =0, entdo a combinagio linear c,y, +c,y, também
é solucéo, quaisquer que sejam os valores das constantes ¢, e C, .

Esse teorema diz que, comegando com apenas duas solugdes da equagéo (1.69),

podemos construir uma familia duplamente infinita de solugbes definida pela equagéo

22



y =c,y,(x)+c,y,(x). E nesse caso, fica a pergunta: todas as solugBes da equagdo

(1.69) estao incluidas nessa equacdo ou podem existir solugdes com formas diferentes?

Responderemos essa questdo examinando se as constantes c, e ¢, podem ser escolhidas
de modo que a solugdo satisfaga as condices y(x,)=y, e y'(x,)= Y, - Essas condicbes

fazem com que c, e c, satisfagam as equacoes

Clyl(XO)+ G, Y, (Xo) = Yo,
Clyi(XO)—i_ C, y'z (Xo) = y(')

Resolvendo essas equacdes para ¢, e c,, encontramos

(1.70)

VoY (%)= YoV, (%)

Y06 ya06)= a2 W
c,=—— yO'Vi(Xo)"‘ )'/(')yl(XO)
Y1(Xo )yZ (Xo ) - yl(XO )yZ (Xo )
ou, em termos de determinantes,
Yo w&q ¥i(%) Yo
¢ = o Yol e o= Wi6) Y (165)

¥1(%) w&q ¥1(%) w&q
Yi(%,) s (% Yi(%,)  ¥a(%

Para que essas formulas facam sentido, € preciso que os denominadores sejam

diferentes de zero. Ambas possuem o mesmo denominador, a saber

v, (%) yz(Xoi =y (% )y 06 )= vi (%o )y (%) (1.72)

W =" .
yl(XO) yz(xo

O determinante W é chamado determinante wronskiano, ou, simplesmente,

wronskiano, das solucgdes y, e y,. Observamos que o wronskiano depende das fungdes
y, ey, e que é calculado em um ponto X,. Esse argumento estabelece o seguinte

resultado

TEOREMA 3 Suponha que 1y, ey, sdao duas solugdes da equacdo
L[y]= y"+p(x)y'+a(x)y = 0 e que o wronskiano néo se anula no ponto x,. Entéo existe
uma escolha das constantes ¢, e ¢, para as quais satisfaz a equacéo diferencial dada e

as condicdes iniciais do problema.
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A expressao “solugdo geral” é justificada pelo seguinte teorema

TEOREMA 4 Se vy, ey, sd duas solugbes da equacgdo diferencial
L[y]= y"+p(x)y'+a(x)y = 0 e se existe um ponto x, onde o wronskiano de y, e y, é
diferente de zero, entdo a familia de solugBes y =c,y,(x)+c,Y,(x) com coeficientes

arbitrarios c, e ¢, inclui todas as solucdes da equagdo diferencial dada.

Este teorema diz que, enquanto o wronskiano de y, e y, ndo for identicamente
nulo, a combinagéo linear c,y,(x)+ c,Y,(x) contém todas as solugdes da equago (1.62).
E, portanto, natural chamar a expressio y=c,Y,(x)+c,Y,(x) com coeficientes
constantes arbitrarios de solucéo geral da equacéo (1.69). As solucbes y, e y,, com

wronskiano ndo-nulo, formam um conjunto fundamental de solucGes dessa equacéo.

1.3.2 Equagdes N&o-Homogéneas com  Coeficientes
Constantes

Para uma equacgdo diferencial ndo-homogénea, os resultados s&o um pouco
diferentes das equacBes que estudamos até agora. Considerando a equagdo nado-
homogénea,

ay"+by'+cy = g(x) (1.74)
Com a,b,c e R, com a =0 e g(x) uma funcéo continua, destacamos a equacao
ay"+by'+cy =0 (1.75)

como equacdo homogénea associada a primeira.

Os dois teoremas descritos a seguir, descrevem a estrutura de solugbes da
equacdo (1.76) e fornecem uma base para construcéo de sua solucéo geral.
TEOREMA 5 Se Y,(x)eY,(x) sdo duas solugdes da equacio (1.74), entdo sua

diferenca Y,(x)-Y,(x) é uma solugdo da equagdo homogénea associada (1.75). Se
além disso, y,(x) e y,(x) formam um conjunto fundamental de solugbes da equagéo
(1.74), entéo

Y,(x)=Y,(x) = ¢,y,(x)+ ¢, Y, (x) (1.76)
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onde c, e ¢, sdo constantes determinadas.

DEMONSTRACAO

Partindo da hip6tese de que Y,(x) e Y,(x) sdo duas solucdes da equagio (1.74),
observamos que

aY, +bY, +cY, =g(x) e aY, +bY, +cY, = g(x)
Subtraindo a segunda da primeira dessas equagdes, temos:
(aY, +bY, +cY,)-(aY; +bY, +cY,)=g(t)- g(t)=0 (1.77)
No entanto, pela propriedade de derivada da diferenga de duas fungdes,
alY, =Y, )+bly, =Y, )+c(Y, -Y,)=(aY, +bY, +cY,)-(aY; +bY, +c¥,) (1.78)
portanto, por (1.71) observamos que
alY, =Y, )+bly, —Y,)+c(Y,-Y,)=0 (1.79)

e concluimos que a diferenca Y,(x)—Y,(x) é uma solugdo da equago (1.75).

Finalmente, como todas as solucbes da equagdo (1.75) podem ser expressas
como uma combinacdo linear das fungcdes em um conjunto fundamental de solugbes
segue que a solugdo Y,(x)-Y,(x)=c,y,(x)+c,y,(x) e assim a demonstracio esta

completa.

TEOREMA 6 A solugdo geral da equagdo ndo-homogénea (1.74) pode ser escrita na

forma

y =9(x) =y, (%) + ¢, ¥, (x) + Y (x) (1.80)
onde Y,(x)eY,(x) formam um conjunto fundamental de solugBes da equagio
homogénea associada (1.69), c, e ¢, sdo constantes arbitrarias e Y é uma solugdo

especifica da equagdo ndo-homogénea (1.68).

DEMONSTRACAO

Pelo teorema precedente, observamos que Y,(x)—Y,(x)=c,y,(x)+c,Y,(x).
Sendo Y,(x) uma solugdo arbitréaria da equacio (1.74) e Y,(x) uma solugio especifica

de Y obtemos:
¢(X)_Y(X) = Clyl(x)+ C, Y, (X) (1.81)

25



que é equivalente a equacdo (1.74) e como ¢(x) é uma solucgdo arbitréria da equacéao
(1.74), a expressdo a direita do sinal de igualdade na equacdo (1.80) inclui todas as

solucdes da equacéo (1.74) e é natural chamé-Ila de solucéo geral da equagdo (1.74).

Reescrevendo de maneira simplificada o teorema anterior, para resolver a

equacao ndo-homogénea precisamos fazer trés coisas:

1. Encontrar a solugéo geral c,y,(x)+c,Y,(x) da equagio homogénea associada.

Essa solugéo é chamada de solugio complementar e pode ser denotada por y, (x).

2. Encontrar uma Unica solucéo Y(x) da equacdo ndo-homogénea. Referimo-nos

a essa solugdo como uma solucéo particular.
3. Somar as duas fungdes encontradas nas duas etapas precedentes.

Uma vez que ja discutimos como encontrar y_(x) para equagdes homogéneas
com coeficientes constantes, vamos encontrar uma solugdo particularY(x) da

equacdo.ndo homogénea. Existem dois métodos que vamos apresentar o método dos

coeficientes indeterminados e o método de variagdo dos pardmetros.

Método dos Coeficientes Indeterminados: também conhecido como método dos
coeficientes a determinar, requer uma hipétese inicial sobre a forma da solugdo
particular Y(x), mas com os coeficientes nio especificados. Substituimos a expressio
hipotética na equacdo (1.74) e tentamos determinar os coeficientes de modo que a
equacdo seja satisfeita. Se tivermos sucesso, teremos encontrado uma solugdo da
equacdo (1.74) e podemos usa-la como solucdo particular Y(x). Se ndo pudermos
determinar os coeficientes, significa que ndo existe solucdo da forma que supusemos e,
nesse caso, temos que modificar a hipétese inicial e tentarmos de novo. A maior
vantagem deste método é que ele é facil de executar, uma vez feita a hipdtese sobre a
forma de Y (x). Sua maior limitagdo € que & Gtil principalmente para equagdes em que é
facil escrever a forma correta da solucgéo particular imediatamente. Por essa razdo, esse
meétodo sd € usado, em geral, para problemas nos quais a equagdo homogénea tem

coeficientes constantes e o termo ndo homogéneo pertence a uma classe relativamente
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pequena de fungbes. Em geral consideramos apenas termos homogéneos consistindo em

polindmios, fungdes exponenciais, Senos e CoSsenos.
EXEMPLO 5 Encontre uma solucéo particular de y"-3y'—4y = 3¢

SOLUCAO

Procuramos uma fungdo Y tal que Y"(x)—3Y'(x)—4Y(x) é igual a 3e**. Como
a derivada de uma funcdo exponencial é um multiplo dela mesma, a maneira mais
plausivel de se obter o resultado desejado é supondo que Y(x) é algum mdltiplo de e*,
isto &, Y(x): Ae®*, onde o coeficiente A ainda precisa ser determinado. Para encontrar
A, vamos calcular Y'(x)=2Ae™ e Y"(x)=4Ae®, e substituir na equagio solicitada.
Assim, obtemos

(4A—BA—4AR> =3
Portanto, —6Ae* tem que ser igual 3e*, logo, Az—%. Assim, uma solugdo

particular é:

Y(x)=-=¢

Método de Variacdo dos Parametros: esse método é devido a Lagrange® e
complementa muito bem o método dos coeficientes indeterminados. Sua principal
vantagem é que € um método geral; pelo menos em principio, pode ser aplicado a
qualquer equacédo e ndo precisa de hipodteses detalhadas sobre a forma de solucéo. Por
outro lado, podemos precisar calcular determinadas integrais envolvendo o termo néo-
homogéneo da equacdo diferencial, o que pode apresentar dificuldades. Mais
geralmente, a solugcdo sempre pode ser expressa em termos de integrais, como

enunciado no teorema a seguir.

> Joseph Louis Lagrange (Turim, 25 de janeiro de 1736 — Paris, 10 de abril de 1813) foi um matematico
francés, pois apesar de ter nascido na ltalia, naturalizou-se francés. Foi o Unico de dez irmdos que
sobreviveu a infancia. Napoledo Bonaparte fez dele senador, conde do império e grande oficial da
Legido de Honra. Exaltando a superioridade do calculo sobre os métodos aritméticos e geométricos dos
gregos, dedicou-se a matematica, e logo dominou a moderna andlise de sua época.
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TEOREMA 7 Se as funcgbes p,g e g sdo continuas em um intervalo aberto | e se as
funcbes y, e y, sdo solucbes linearmente independentes da equacdo homogénea
associada a equagdo ndo homogénea y"+p(x)y+q(x)y = g(x), entdo uma solugdo

particular é

O v (0 Y2896) 4oy Ya6)a(s)
V0= 0l e % iy, o) 182

onde x, é qualquer ponto em | escolhido convenientemente e W(yl, yz) é 0 wronskiano
dey, e y,. A solucéo geral é

y= Clyl(x)+ G, Y, (X)+ Y(X) (1.83)

EXEMPLO 6 Encontre uma solucéo particular de
y"+4y = 3csC X (1.84).

SOLUCAO

Observe que esse problema ndo é um bom candidato para o método de
coeficientes indeterminados por que o termo ndo homogéneo g(x)=3cscx, envolve
um quociente de senx ou cos x . Note, também, que a equagdo homogénea associada a
equacdo solicitada é

y"+4y =0 (1.85)
e que a solucdo geral desta equacéo é
Y. (X) = ¢, cos2x + ¢,sen2x (1.86)

A idéia bésica no método da variagdo dos pardmetros € substituir as constantes
c,ec, na equagdo (1.86) por fungdes u,(x)e u,(x), respectivamente, e depois
determinar essas funcdes de modo que a expresséo resultante

y = u,(x)cos 2x + u, (x)sen2x (1.87)
seja solucdo da equagdo ndo-homogénea (1.84).

Para determinarmos u,(x) e u,(x), precisamos substituir y da equagéo (1.87) na
equacdo (1.84). No entanto, podemos antecipar que o resultado sera uma Unica equacdo
envolvendo alguma combinagéo de u,,u, e suas derivadas primeiras e segundas. Ainda
podemos ser capazes de impor uma segunda condi¢do de nossa escolha, obtendo assim,
duas equacdes para as duas fungdes desconhecidas u,(x) e u,(x).

Voltando a equagdo (1.80), derivando-a e rearrumando os termos, obtemos

y'= 2u, (x)sen2x + 2u, (x)cos 2x + u, (x)cos 2x + u, (x)sen2x (1.88)
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Visando a possibilidade de se escolher uma segunda condicdo sobre

u,(x) e u,(x), vamos supor que a soma das duas Ultimas parcelas a direita do sinal e
igualdade na equacéo (1.88) seja nula; isto €, supomos que
U, (x)cos2x + u;(x)sen2x = 0 (1.89)
Segue entéo, da equacgéo (1.88) que
y'= —2u, (x)sen2x + 2u, (x)cos 2x (1.90)
E derivando essa equagéo, obtemos
y"=—4u, (x)cos 2x — 4u, (x)sen2x — 2u, (x)sen2x + 2u, cos 2x (1.91)
Entdo, substituindo y e y” na equagdo (1.84) pelas equagdes (1.87) e (1.88),
respectivamente, vemos que u,(x) e u,(x) tém que satisfazer
—2u, (x)sen2x +u, (x)cos 2x = 3csc x (1.92)
Queremos entdo escolher u,(x) e u,(x) de modo a satisfazer as equagdes (1.89)
e (1.92). Essas equagdes podem ser consideradas como um par de equagdes lineares

algébricas para as quantidades desconhecidas u,(x) e u,(x). Resolvendo a equagio

(1.89) para u,(x), temos

. ./ yCOS2X
uz(x): _ul(x) sen2x (1.93)

Substituindo u'z(x) na equacéo (1.92) por essa expresséo e simplificando, obtemos

u,(x)= _?)cstsean = -3C0s X (1.94)

Agora, substituindo essa expressdo para ui(x) de volta na equagéo (1.93) e usando as

formulas para &ngulo duplo, vemos que

_ 2
u'z(x)z 3C0S XCOS2X _ 3(1 sen X)zﬁcscx—3senx (1.95)
Sen2x 25enx 2

Tendo obtido u,(x) e u,(x), integramos a seguir para encontrar u,(x)e u,(x). O

resultado é
3
u,(x)=-3senx+c, e u,(x)= > In|csc x — cot x|+ 3cos x + ¢, (1.96)
Substituindo essas expressdes na equagéo (1.97), temos
3
y = —3Senxcos 2x + > In|csc X —cot x|sen2x +3C0S Xsen2x + ¢, CoS 2X + C,Sen2x

Finalmente, usando mais uma vez as férmulas para o dobro do angulo, obtemos
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y = 3senx + %|csc X —cot x|sen2x + C, COS 2X + C,Sen2x (1.98)

As parcelas da equagdo (1.98) envolvendo as constantes arbitrarias c, e c,
correspondem a solucéo geral da equacdo homogénea associada, enquanto que a soma
restante forma uma solugéo particular da equacdo ndo homogénea solicitada. Portanto a

equacdo (1.98) € a solugdo geral da equacéo (1.84)

Segundo Boyce e DiPrina (1996, p.103): “Uma grande vantagem do método de
variacdo dos parametros é que a equagdo (1.76) fornece uma expressdo para a solucéo
particular Y(t) em termos de uma funcdo ndo-homogénea arbitréria.” Essa expressdo é
um bom ponto de partida para investigar o efeito de variagbes no termo ndo-
homogéneo, ou se quiser analisar a resposta de um sistema sujeito a um ndmero de
forgas externas diferentes, como € 0 caso em que estamos estudando sobre flexdo de

vigas.

1.4 Equacdes Lineares de Ordem mais Alta

A estrutura tedrica e os métodos de resolugcdo desenvolvidos para equacgdes
lineares de segunda ordem podem ser estendidos, diretamente, para equacdes de terceira

ordem ou de ordem mais alta.

1.4.1 Teoria Geral para Equacgdes Lineares de Ordem n

Uma equagcéo diferencial linear de ordem n é uma equacéo da forma

d n d n-1 d
() g3+ RO Gt ot Poa(6) 2+ P (0)y =G(1) (199)

sendo que P,,...,P, e G séo funcdes reais e continuas definidas em algum intervalo

lla<x<p.

A teoria matemaética associada a equacdo (1.99) é inteiramente andloga a teoria
para equacdes lineares de segunda ordem. Por essa razdo, apenas enunciaremos 0S

resultados para o problema de ordem n.
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Como a equacéo dada envolve a n-ésima derivada de y em relagdo a x, serdo
necessarias, grosso modo, n integrac@es para se resolver essa equagéo. Cada uma dessas
integragBes vai gerar uma constante arbitrdria. Podemos esperar, portanto, que, para

obter uma Unica solucéo, seré preciso especificar n condices iniciais,
Y(Xo)z Yos y‘(xo)z Yoroo y(n_l)(xo)z Y(()n_l)
onde X, pode ser qualquer ponto no intervalo | e y,,..., y(()”‘l) é qualquer conjunto dado

de constantes reais.
A Equacdo Homogénea

Como no problema de segunda ordem, vamos discutir primeiro a equagéo

homogénea

L(y)=y" + p,(x)y"™ + ...+ p,, (X)y+p,(x)y =0 (1.100)

Se as fungbes y,,Y,,...,y, sdo solucdes da equacédo (1.100), segue, por calculo

direto, que a combinacéo linear
y :Clyl(x)+c2y2(x)+“'+Cnyn(x) (1101)

onde c,,...,c, Sd80 constantes arbitrarias, também ¢é solucdo da equacdo (1.100).

n

Podemos dizer ainda que todas as solugdes da equagdo (1.100) podem ser expressas

como uma combinacdo linear de vy,,Y,,..,Y,, desde que seja possivel escolher as
constantes c,,...,c, de modo que a combinacdo linear (1.101) satisfaca as condi¢Oes
iniciais, sejam elas quais forem. Isto quer dizer que para qualquer escolha do ponto x,
em | e para qualquer escolha de yo,...,y(()”‘l), precisamos ser capazes de determinar
C,,...,C, de modo que as equacoes

Clyl(X0)+ et Cnyn(XO): Yo
C,Y; (%) + e+ €Y (%) = o

C, yl(n_l)(xo ) ... +C, Yﬁn'l)(xo) = y(()n_l)
sejam satisfeitas. Essas equacbes podem ser resolvidas de maneira Unica para as

constantes c,,...,C,. desde que o determinante dos coeficientes ndo seja nulo. Por outro

lado, se o determinante dos coeficientes é nulo, entdo sempre é possivel escolher valores
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yo,...,yf)”‘l) de modo que as equagbes ndo tenham solucdo. Portanto, uma condigdo

necessaria e suficiente para a existéncia de uma solucéo para as equacgdes dadas, para

valores arbitrarios de y,,..., y"*, é que o wronskiano

(1.102)

ndo se anule em x = x,. Como X, pode ser qualquer ponto do intervalo I, é necessario e

suficiente que W(yl,..., yn) ndo se anule em nenhum ponto do intervalo.

Um conjunto de solugdes y,,V,,...,y, da equagdo (1.103) cujo wronskiano néo

se anula é chamado de conjunto fundamental de solu¢fes. Como todas as solucbes da
equacdo (1.100) sdo da forma da combinagéo linear (1.101), usamos o termo solugéo
geral para nos referirmos a qualquer combinagdo linear de qualquer conjunto

fundamental de solucdes da equacéo (1.100).
A Equacéo N&o - Homogénea

Consideremos agora a equagdo ndo-homogénea
L(y)=y®™ + p, )y + ..+ poy (X)y+p, (x)y = 9 (x) (1.103)
se Y, e Y, séo duas solucdes quaisquer da equagéo (1.97), segue imediatamente da

linearidade do operador L que

L(Y, =Y, J0x) = L{Y, J0x) - L(Y, J(x) = g(x) - g (x) =0
portanto, a diferenca entre duas solucfes quaisquer da equacdo ndo-homogénea é uma
solucdo da equagdo homogénea. Como qualquer solucéo da equagdo homogénea pode
ser escrita como uma combinagdo linear de um conjunto fundamental de solugdes

Yi: Yoeeen Y, SEQUE que qualquer solugéo da equacdo homogénea pode ser escrita na

forma
Y =y (x)+ €Y, (x) +. €y, (¥)+Y (%) (1.104)

onde Y é alguma solucéo particular da equacdo ndo-homogénea. A combinacéo linear

(1.104) é chamada de solugdo geral da equacéo ndo-homogénea.
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2. FIGURAS GEOMETRICAS E ESFORCOS
SOLICITANTES

O dimensionamento e a verificagdo da capacidade resistente de qualquer
elemento estrutural dependem de grandezas chamadas tensdes, as quais se distribuem ao
longo das se¢Bes transversais de um corpo. Dai vem a necessidade de se conhecer
claramente as caracteristicas ou propriedades das figuras geométricas que formam essas

secOes transversais.

2.1 Propriedades Geométricas de Figuras Planas

As principais propriedades geométricas de figuras planas séo:
e Area(A);
¢ Momento Estético (S);
e Centrdide de Gravidade (CG);
e Momento de Inércia (1);

e Moddulo de Resisténcia (W);

2.1.1 - Area (A)

A érea de uma figura plana é a superficie limitada pelo seu contorno. Para
contornos complexos, a area pode ser obtida aproximando-se a forma real pela
justaposicdo de formas geométricas de area conhecida (retdngulos, tridngulos, etc). A
area é utilizada para a determinacéo das tensdes normais (tracdo e compressdo) e das
tensGes transversais ou de corte. A unidade de medida da area é a unidade de

comprimento ao quadrado.

2.1.2 — Momento Estatico (S)
Define-se Momento Estatico (S) de um elemento de superficie como o produto
da &rea do elemento pela distancia que o separa de um eixo de referéncia.
S,=ydA e S =xdA



=<
\
|

I

A
\J

Figura 2.1 Representacdo Gréfica do Momento Estatico de um Elemento
Fonte: GASPAR: 2005.

Momento Estatico de uma superficie plana é definido como a somatoria de todos

0s momentos estaticos dos elementos de superficie que formam a superficie total.

S, =J.ydA e s, =J'di
A A

X
Figura 2.2 Representacdo Gréfica do Momento Estatico de uma Superficie
Fonte: GASPAR: 2005.

E utilizado para a determinacio das tensbes transversais que ocorrem em uma
peca submetida a flexdo. O Momento Estatico de uma superficie composta por varias

figuras conhecidas é a somatoria dos Momentos Estaticos de cada figura. A unidade de
medida é a unidade de comprimento ao cubo.
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2.1.3 — Centro de Gravidade (CG)

A fim de definir as coordenadas do centro d

e gravidade de uma éarea, utilizar-se-

a a area A e o sistema de coordenadas x,y mostrado na figura 2.3, onde também se vé

um elemento de area dA, de coordenadas x e .

integracao,

A=jdA

A érea total pode ser achada por

Figura 2.3 Representacédo grafica do Centro de Gravidade de uma Superficie

Fonte: GASPAR: 2005.

As distancias X.; € Y. ao centro de gravidade de uma superficie plana €, por

definicdo, o ponto de coordenadas:

_Sy

XCG

1
—|xdA e vy
A"[ CG

Iy.dA
A

> |-

Se
A

Centro de Gravidade de &reas compostas por Vvarias figuras

O Centro de Gravidade de uma superficie composta por vérias figuras é expresso

por:
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Y i 4, - x,

Figura 2.4 Representacéo gréafica do Centro de Gravidade de Vvérias figuras planas
Fonte: GASPAR: 2005.

EXEMPLO 1: Determinar o Centro de Gravidade da figura, medidas em centimetros:

15

Figura 2.5 Representacao grafica da figura do Exemplo 1
Fonte: GASPAR: 2005.

SOLUCAO:

Célculo da area hachurada:
A=A -A —A —> A=(8.15)-(6.4)—(4.3) > A=84 cm?

Calculo do Momento Estético do retangulo em relag&o ao eixo x:
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1x = Yeo,-A = 7,5.120 =900 cm?
x = Yeg,-A, =10.24 = 240 cm3
x = Yoo, P = 3,5.12=42 cm?3

=S,,-S,,-S;, =618cm’

Calculo do Momento Estatico do retangulo em relagéo ao eixo y:
= Xcg,-A =4.120=480 cm3

Siy

Sy = Xeg, Ay =4.24 =96 cm?3
S3y = Xcg, Py =4.12=48 cm?
S, =S5,,-5,,-5;,= 336cm®

Coordenadas do Centro de Gravidade da figura:

X —S—y—>x —@—m =4.cm
CG A CG 84 CG
S, 618
Yeo :K_) Yoo :8_4_) Yeo = 7,36 CM
Centro de Gravidade
CG(4;7,36)

2.1.4 — Momento de Inércia (I)

O momento de inércia de uma superficie plana em relacdo a um eixo de
referéncia é definido como sendo a integral de area dos produtos dos elementos de area
que compdem a superficie pelas suas respectivas distancias ao eixo de referéncia,

elevadas ao quadrado.

y il

I=| y'dd

I =[+%4

Figura 2.6 Representacéo grafica do Momento de inércia de uma Superficie plana
Fonte: GASPAR: 2005.
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7

O momento de inércia € uma caracteristica geométrica relacionada com a
distribuicdo (geométrica) das massas de um corpo em torno de um eixo de rotag&o.
Quanto maior for o momento de inércia de um corpo, mais dificil ser fazé-lo girar. O
momento de inércia é importante no dimensionamento dos elementos de construgéo,
pois fornece através de valores numéricos, uma nocdo de resisténcia da pega. A unidade

de medida do momento de inércia é a unidade de comprimento elevada a quarta

poténcia.

O Momento de Inércia total de uma superficie é a somatoria dos momentos de
inércia das figuras que a compde.

L=l + 1+l

X

2.1.4.1 —Translagé&o de Eixos

O momento de inércia de uma superficie em relagdo a um eixo qualquer é igual
ao momento de inércia em relagcdo ao eixo que passa pelo seu centro de gravidade,
acrescido do produto da éarea (A) pelo quadrado da distancia que separa 0s dois eixos.

I, =1,

X

2 2
CtAYee e =1 +AXe

c y Yc

I, = momento de inércia da figura em relagdo ao eixo x.

I, = momento de inércia da figura em relagdo ao eixo x.

I, = momento de inercia da figura em relagdo ao eixo X que passa pelo CG da
figura.

I,..= momento de inércia da figura em relagdo ao eixo Y., que passa pelo CG da

figura.
X = distancia do eixo y até 0 eiXo Y -

Yoo = distancia do eixo x até 0 eiXo X -

O momento de inércia é utilizado para a determinacdo das tensdes normais a que

estdo sujeitas as pecas submetidas a flexao.

Podemos relacionar o momento de inércia com momento estatico, da seguinte

forma:
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2

S, =y.A—S?=y>A? —>y2=S—X

AZ
S 2
) | =1, +>x
2 S X ce A
L=l F AV 2 L =l + 5 A -
Xco X A

EXEMPLOS 2e 3

2 - Determinar o momento de inércia do retangulo em relagdo aos seguintes €eixos:

a) X, passando pela base inferior.
dA=b.dy

Figura 2.7 Representacdo grafica para o Exemplo 2.a
Fonte: GASPAR: 2005.
SOLUCAO:

3" 3
IX=J'y2dA—>IX=J'Ohy2bdy—>lxz{bg } b
A

b) X, passando pelo CG.

+h/2

hi2

Figura 2.8 Representacéo Gréfica para o Exemplo 2.b

Fonte: GASPAR: 2005.

39



SOLUCAO:

|%G=IyHA—>km::jy%ﬂy-»kmz{ : } -1, =
A Ty 3 3

3 — Determinar o momento de inércia da superficie hachurada em relagdo ao eixo x que

passa pelo CG. (Medidas em centimetros)

S

Figura 2.9 Representacéo Grafica para o Exemplo 3
Fonte: GASPAR: 2005.

SOLUCAO:
3
sz-»kzimﬂt&wek =1024 cm*
CG 1 2 CG 1 2 CG

2.1.4.2 — Produto de Inércia ou Momento Centrifugo

O produto de inércia (momento centrifugo) de uma superficie plana, como na
figura 2.6, é definido através da integral de &rea dos produtos entre os infinitésimos de
area dA que compdem a superficie e as suas respectivas coordenadas aos eixos de
referencia.

Jy = _[xydA

O produto de inércia denota uma nogao de assimetria de superficie e relacdo aos

eixos de referéncia.
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2.1.5 — M6dulo Resistente

Define-se maddulo resistente de uma superficie plana em relacdo aos eixos que
contém o CG como sendo a razdo entre 0 momento de inércia relativo ao eixo que passa

pelo CG da figura e a distancia maxima entre o eixo e a extremidade da se¢do estudada.

X esq X dir

Figura 2.10 Mddulo Resistente de uma Superficie Plana
Fonte: GASPAR: 2005.

W IXCG e W = IYCG

x y
Y mex X

onde,

l,.. = momento de inércia da figura em relagdo ao eixo X que passa pelo CG

da figura.

I,.. = momento de inércia da figura em relagdo ao eixo Y. que passa pelo CG
da figura.

Ymax - distancia entre o eixo horizontal do CG e a extremidade vertical da peca;

Xma - distdncia entre o eixo vertical do CG e a extremidade horizontal da peca.

A unidade do médulo resistente é a unidade de comprimento ao cubo e 0 mesmo

é utilizado para o dimensionamento de pecas submetidas & flexao.
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2.2 Esforgos Solicitantes

Experimentalmente sabemos que, quando submetidos a forgas externas, os
corpos se deformam, ou seja, variam de dimensdes. Os esforgos internos que tendem a
resistir as forcas externas sdo chamados esforgos solicitantes.

Segundo Timoshenko/Gere (1994), denomina-se viga uma barra que suporta
cargas transversais em relacdo ao seu eixo. Admite-se sempre que a viga tenha um
plano de simetria paralelo ao da figura e, assim, que a segéo transversal tenha um eixo
vertical de simetria. As cargas aplicadas sdo sempre consideradas como atuantes no

plano de simetria, acarretando, portanto, flexdo da viga nesse plano.

Se as forgas externas produzirem tensdes abaixo do limite de proporcionalidade
das tensbes do material do corpo solido, ao cessarem, este readquire a forma e as
dimensdes originais. Esta propriedade chama-se elasticidade e a deformagéo chama-se,
entdo, elastica. Se as forcas, porém, passarem de um determinado valor, de modo que,
ao cessarem, 0 corpo ndo volta mais a forma primitiva, mantendo-se com uma
deformacdo residual, diz-se que o corpo foi solicitado além do limite de
proporcionalidade das tensdes. Se as forgas aumentarem ainda mais, as deformagdes
permanentes aumentam rapidamente até provocarem ruptura do corpo. A forga que
provoca ruptura do corpo serve para medir sua resisténcia a ruptura. Ao se dimensionar
uma peca deve-se ndo sO evitar a sua ruptura, como também evitar deformacdes

permanentes, ou seja, ao cessar a forga externa, as deformacdes devem também cessar.

2.2.1 — Classificacéo dos Esforgos Solicitantes

Quando uma viga sofre a acdo de forgas ou momentos, séo criadas tensdes e
deformagdes em seu interior. Para determinar essas tensdes e deformagdes, primeiro
devemos encontrar as forgas e 0S momentos internos que atuam nas se¢oes transversais

da viga.

Por meio da estatica, sabemos que a resultante das tensdes agindo na segdo
transversal pode ser reduzida a uma forca de cisalhamento V ou um momento fletor
M. Forgas de cisalhamento e momentos fletores, séo resultantes de tensdes distribuidas

sobre a secdo transversal e sdo conhecidos genericamente por resultante de tensoes.
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o Forca Normal (N)

Forca Normal € a componente da forca interna que age perpendicularmente a
secdo transversal. Se for dirigida para fora do corpo, provocando alongamento no
sentido da aplicacdo da forca, é chamada de forca normal de tracdo ou solicitacdo de
tracdo. Se for dirigida para dentro do corpo, provocando encurtamento no sentido de

aplicacdo da forgca, € chamada de forga normal de compressdo ou solicitacdo de

compressao.

e Forga Cortante (V)

Forga Cortante é componente de forca interna que equilibra uma dada se¢do
transversal de barra (ou viga), contida no plano da secéo transversal que tende a deslizar
uma porcao do corpo em relacdo a outra, provocando corte (deslizamento da se¢do em
seu plano). As tensdes desenvolvidas internamente que opdem resisténcia as forgas
cortantes sdo denominadas tensdes de cisalhamento ou tensGes tangenciais (forca por

unidade de area), representadas pela letra grega t (Thau).

e Momento Fletor (M)

Considerando a andlise de membros prismaticos sujeitos a dois conjugados ou
momentos, iguais e de sentidos opostos, M e M’, atuando no mesmo plano longitudinal.
Se passarmos uma se¢do transversal cortando a viga, as condicOes de equilibrio de uma
parte da viga exigem que os esforgos elementares exercidos sobre essa parte formem um
conjugado equivalente. Desse modo, a secdo transversal da barra subetida a flexao pura
apresentara esforcos internos equivalentes a um conjugado. O momento M desse
conjugado é chamado momento fletor da secéo. Por convengdo, indica-se como positivo
0 momento M que flexiona a barra e como negativo o caso em que M e M’ tem sentidos

inverso.

e Momento Torgor (T)
Consideremos pegas submetidas a efeito de torgéo. Os conjugados que tendem a
torcer as pecas de segdo transversal circular, gerando tensfes e deformacbes sdo
chamados momentos de tor¢do, momentos torcionais ou torque, T e T’. S&o conjugados

de mesma intensidade e sentidos opostos.
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2.2.2 — Convencgdes de Sinais

VVamos agora observar as convengdes de sinais para as forgas de cisalhamento e
momentos fletores. Deve-se ater ao fato de que o sinal algébrico de uma tenséo
resultante é determinado pelo modo como ela deforma o material em que atua em vez
de ser determinado pela sua diregdo no espago. No caso de uma viga, uma forca de
cisalhamento positiva tende a girar o material no sentido horario e uma forga de
cisalhamento negativa tende a girar o material no sentido anti-horério. Além disso, um
momento fletor positivo comprime a parte superior da viga e um momento fletor

negativo, comprime a parte inferior.

Convencdes de sinais para tensdes resultantes sdo chamadas de convencdes de
sinais para deformacédo, porque sdo baseadas em como o material é deformado. Por
exemplo, utilizamos uma convengédo de sinais para deformagéo para lidar com forgas
axiais em uma barra. Estabeleceu-se que uma forca axial produzindo alongamento (ou
tracdo) em uma barra é positiva e uma forca axial produzindo diminuicdo (ou
compressdo) em uma barra é negativa. Assim, o sinal de uma forca axial depende de

como ela deforma o material e ndo de sua direcdo no espaco.
Todavia, quando escrevemos as equagdes de equilibrio, usamos a convencéo de

sinais da estética, segundo a qual as forcas séo positivas ou negativas de acordo com sua

diregdo em relagdo aos eixos coordenados.
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3. TENSOES E DEFORMACOES

Os conceitos de tenséo e deformacao podem ser ilustrados em suas formas mais
elementares considerando uma barra prismética sujeita & forgas axiais. Uma barra
prismatica € um membro estrutural reto, tendo a mesma se¢do transversal ao longo de
seu comprimento e uma forca axial é uma carga direcionada ao longo do eixo do

memobro, resultando em tracdo ou compressdo da barra.

Figura 3.1 Barra prismética em tragdo
Fonte: GASPAR: 2005.

As tensdes internas de uma barra sdo expostas se fizermos um corte imaginario
através da barra em uma determinada secdo tomada perpendicularmente ao eixo
longitudinal da barra e por isso, chamada de se¢do transversal. Esse corte divide, de
forma imaginaria, a barra em duas partes. A agdo de uma parte sobre a outra consiste de
uma forca distribuida continua agindo sobre toda a sec¢éo transversal. Dessa forma, a
forca axial P que age na secdo transversal é a resultante das tensbes distribuidas

continuamente.

Assumindo que as tensbes sdo uniformemente distribuidas sobre a secéo
transversal, sua resultante deve ser igual & intensidade o vezes a area A da secdo
transversal da barra e assim obtemos a seguinte expresséo para a magnitude das tensoes:

o =% (3.1)

Essa equacdo fornece a intensidade de tensdo uniforme ou tensdo média em uma

barra prismatica, carregada axialmente e de se¢do transversal arbitraria. Quando a barra
45



é esticada pelas forgas P, as tensdes sdo tensdes de tracdo; se as forcas sdo reversas em
diregéo, fazendo com que a barra seja comprimida, obtemos tensdes de compresséo.
Visto que as tensbes agem em uma direcdo perpendicular a superficie de corte, sdo
chamadas de tensdes normais. Assim, tensdes normais podem ser de tracdo ou de
compressdo. Quando uma convencdo de sinais é necessaria para tensdes normais, é
comum definir as tensdes de tragdo como positivas e as tensdes de compressdo como

negativas.

A equacdo (3.1) e valida somente se a tensdo é uniformemente distribuida sobre
a secdo transversal da barra. Essa condigdo é realizada se a forga axial P agir através do
centro de gravidade da area da se¢do transversal. Quando a carga P ndo age nesse ponto,

tem-se flexao da barra.

Considerando a barra prismatica da figura 3.1, o alongamento § dessa barra €
resultado cumulativo do estiramento de todos os elementos do material através do
volume da barra. Em geral, o alongamento de um segmento é igual ao seu comprimento
dividido pelo comprimento total L e multiplicado pelo alongamento total 6. Essa
quantia é chamada de alongamento por unidade de comprimento, ou deformacgéo, e é

denotada pela letra grega ¢ (épsilon). Assim, a deformacéo é dada pela equagéo

s

€= (3.2)

onde,
¢ : deformacdo especifica;
o6 : alongamento ou encurtamento;

L: comprimento total da barra.

Se a barra est4 em tracdo, a deformagdo é chamada de deformacéo de tracéo,
representando um alongamento ou estiramento do material. Se a barra estd em
compressdo a deformacédo é chamada deformacéo de compresséo e a barra encurta. A
deformacdo de tracdo é usualmente tomada como positiva e a deformagdo de
compressdo é tomada como negativa. A de formacdo ¢ é chamada de deformacéo

normal porque esta associada com tensdes normais.
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Como a deformacdo normal é a razdo de dois comprimentos, ela ¢ uma
quantidade adimensional, isto €, ndo possui unidades. Por isso, a deformagéo expressa
simplesmente como um ndmero independente de qualquer sistema de unidades. Valores
numéricos de deformacdo sdo usualmente muito pequenos porque barras feitas de
materiais estruturais sofrem apenas pequenas mudangas no comprimento quando

carregado. A deformacdo as vezes é expressa também como uma porcentagem

especialmente quando as deformagdes séo grandes.

As defini¢es de tensdo normal e deformagéo normal séo baseadas puramente
em consideracdes estaticas e geométricas, o que significa que as equacdes (3.1) e (3.2)
podem ser usadas para cargas de qualquer magnitude e para qualquer material. A
principal exigéncia é que a deformacéo da barra seja uniforme ao longo de seu volume
que, por sua vez, exige que a barra seja prismatica, que as cargas ajam atraves do centro
de gravidade das segOes transversais e que o material seja homogéneo. O estado

resultante de tensdo e deformacéo é chamado de deformacéo e tenséo uniaxial.

A tensdo axial o é calculada pela equagdo (3.1) e quando a &rea inicial do corpo
é usada nos célculos, a tensdo é chamada de tensdo nominal. Um valor mais exato da
tensdo axial chamada de tensdo verdadeira pode ser calculado usando uma érea real da

barra na secéo transversal onde a falha ocorre.

A deformacdo axial média & é calculada pela equacédo (3.2) e se 0 comprimento
inicial for usado no céalculo, entdo obtemos a deformagdo nominal. Como a distancia
entre as marcas de medida aumenta enquanto a carga de tracdo é aplicada, podemos
calcular a deformacéo verdadeira em qualquer valor da carga usando a distancia real
entre as marcas de medida. Em tragdo a deformagdo verdadeira é sempre menor que a

deformagdo nominal.
Apoés executar um teste de tragdo ou compressdo e determinar a tensdo e a

deformacdo em varias magnitudes da carga, podemos colocar em um gréafico de tenséo

versus deformagdo. Tal diagrama de tensd@o-deformacdo é uma caracteristica do

47



material em particular sendo testado e contém informacdo importante sobre as

propriedades mecénicas e o tipo de comportamento®.

O diagrama comega com uma linha reta da origem O ao ponto A, o que quer
dizer que a relacdo entre tensdo e deformagéo nessa regido inicial ndo é apenas linear,
mas também proporcional. Além do ponto A, a proporcionalidade entre tensdo e
deformagdo ndo mais existe; dessa forma a tensdo em A é chamada de limite de

proporcionalidade.

Figura 3.2 Diagrama de tensdo-deformagao para um ago estrutural tipico em
tracdo (sem escala)
Fonte: UFPR: 2006

A inclinagdo da linha da primeira parte do grafico é chamada de modulo de
elasticidade. Com um aumento na tensdo além do limite de proporcionalidade, a
deformagdo comega aumentar mais rapidamente para cada incremento de tensdo.
Consequientemente, a curva de tensdo-deformacéo tem uma inclinagdo cada vez menor
até a curva comecar a ficar horizontal. Comegando neste ponto um alongamento
consideravel do corpo ocorre sem um aumento notavel da forca de tracdo. Esse
fendmeno é conhecido como escoamento do material, e ali determinamos o ponto de
escoamento. A tensdo correspondente é conhecida como tensdo de escoamento do ago.

Nessa regido o material fica perfeitamente pléstico, o que significa que ele se deforma

¢ Diagramas de tensdo-deformacdo foram originados por Jacob Bernoulli (1654-1705) e J. V. Poncelet
(1788-1867).
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sem um aumento na carga aplicada. Essa tensdo é também chamada de resisténcia de
escoamento. Resisténcia € um termo genérico que se refere a capacidade de uma
estrutura resistir cargas. Por exemplo, a resisténcia de escoamento de uma viga € a
magnitude da carga exigida para causar escoamento na viga. Quando conduzimos um
teste de tracdo de um material particular, definimos a capacidade de suportar cargas
pelas tensbes num corpo de provas em vez das cargas totais agindo nesse corpo. Como

resultado, a resisténcia de um material & usualmente dada como uma tenséao.

Considerando uma viga, podemos observar que cargas atuando a mesma, criam
tensdes resultantes na forma de cisalhamento e de momentos fletores. As cargas que
atuam na viga a fazem flertir (ou curvar) e assim deformar seu eixo em uma curva. O
eixo que estava inicialmente reto é entdo flexionado em uma curva, chamada curva

elastica da viga.

3.1 Elasticidade Linear, Lei de Hooke e Coeficiente de
Poisson

Muitos materiais estruturais, incluindo a maioria dos metais, madeiras, plasticos
e ceramicas, comportam-se elastica e linearmente quando carregados. Quando um
material comporta-se elasticamente e também exibe uma relacdo linear entre tensdo e
deformac&o, é chamado de elastico linear. Esse tipo de comportamento é extremamente
importante em engenharia por uma raz&o 6bvia — ao projetar estruturas e maquinas que

funcionem nessa regiéo, evitamos deformagdes permanentes devido ao escoamento.

Os diagramas tensdo-deformac&o ilustram o comportamento de varios materiais,
quando carregados por tracdo. Quando um corpo de prova do material é descarregado,
isto é, quando a carga é gradualmente diminuida até zero, a deformacéo sofrida durante
o carregamento desaparecera parcial ou completamente. Esta propriedade do material,
pela qual ele tende a retornar & forma original é denominada elasticidade. Quando a
barra volta completamente & forma original, diz-se que o material é perfeitamente
elastico; mas se o retorno ndo for total, 0 material é parcialmente elastico. Neste Gltimo
caso, a deformagdo que permanece depois da retirada da carga é denominada

deformagéo permanente.
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A relacéo linear entre tenséo e deformacdo para uma barra em tragdo ou
compressdo simples foi apresentada por Robert HOOKE em 1678 e é conhecida por LEI
DE HOOKE, definida como:

o=E¢ (3.3)
onde,
o : tensdo normal;
E : médulo de elasticidade do material;

¢ . deformagcdo especifica.

O Moddulo de Elasticidade representa o coeficiente angular da parte linear do
diagrama tensdo-deformac&o e é diferente para cada material. A lei de HOOKE ¢ valida
para a fase elastica dos materiais. Por este motivo, quaisquer que sejam 0S
carregamentos ou solicitacdes sobre o material, vale a superposicéo de efeitos, ou seja,

pode-se avaliar o efeito de cada solicitagdo sobre o material e depois somé-los.

. Ao x o P
Quando a barra é carregada por tracdo simples, a tensdo axial € o = ea

deformacdo especifica é ¢ :%. Combinando estes resultados com a Lei de HOOKE,

tem-se a seguinte expresséo para o alongamento da barra:

_PL

S=—
EA

(3.4)

Esta equacdo mostra que o alongamento de uma barra linearmente elastica é
diretamente proporcional a carga e ao comprimento e inversamente proporcional ao
maddulo de elasticidade e a area da secdo transversal. O produto EA é conhecido como

rigidez axial da barra.

Se forem consideradas as deformacdes longitudinal (¢,) e transversal (&), tem-

Se, respectivame nte:

(o)
gl — E gt = —E (35),
deformacao lateral

onde v é o coeficiente de Poissont, obtido pela relagdo v = — —.
deformacéo longitudinal
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No caso mais geral, no qual um elemento do material é solicitado por trés
tensbes normais oX, oy e oz, perpendiculares entre si, as quais correspondem

respectivamente as deformagdes eX, y e €z, a Lei de HOOKE se escreve:

1
E
&, = é[qT -ulo, +o, )]

o, g, = [cr_v_ - U(GT +0, ]]

¥

X &. = %[O-_- - U(G\ + 61]]

s

Figura 3.3 Lei de Hooke para trés tensdes normais
Fonte: GASPAR: 2005.

EXEMPLO 1 - Determinar a tensdo de tracdo e a deformacéo especifica de uma barra
prismética de comprimento L=5,0m, se¢do transversal circular com didmetro ¢ =5cm e
Maddulo de Elasticidade E=20.000 kN/cm2 , submetida a uma forca axial de tragdo P=30
KN.

P P=30 kN
< —>

o

Figura 3.4 Representacéo Grafica para o Exemplo 1
Fonte: GASPAR: 2005.

SOLUGAO:
Calculo da area da se¢do transversal circular:
2 2
A:E%"»A:ms—»A;wﬁcmz

Célculo da tensdo normal

O'=E—>O'=ﬂ—>0'=l,53 kN /cm? ou 15,3MPa
A 19,6
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Calculo do alongamento da barra
PL s 30.500

0=——>6=———"——>06=0,0382cm
EA 20000.19,6
Calculo da deformagcdo especifica
£= % > &= 0’20332 — ¢ =0,0000764 x 100 = 0,00764%

3.2 Tenséo e Deformacéo de Cisalhamento
Agora iremos considerar outro tipo de tensdo, chamada tenséo de cisalhamento,

que age tangencialmente a superficie do material.

A——

/ D
lf — \ k%\ /‘(.‘—__ __“‘*m] b

-~ s k e

Figura 3.5 llustracéo da tensdo de cisalhamento duplo em uma conexdo parafusada
Fonte: GERE: 2003.

Como ilustracdo da agdo de tensdes de cisalhamento, considere a conexao
parafusada mostrada na Figura 3.6. Essa conexdo consiste de uma barra achatada A,
uma junta C e um parafuso B que passa através dos buracos na barra e na junta. Sob a
acéo de forgas de tragdo P, a barra e a junta irdo exercer uma pressdo cortante contra o
parafuso, e as tensGes de contato, chamadas de tensdes cortantes, serdo criadas. Além
disso a barra e a junta tendem a cisalhar o parafuso, isto é, corta-lo, e essa tendéncia é

resistida por tensdes de cisalhamento no parafuso

B B
_ TN e \/
P m 1n \ P 0 m_)n
<— A ) C T =
Pl g P
—
pe }] lh_d.,J V

Figura 3.6 Conexao parafusada em que o parafuso é carregado por cisalhamento duplo
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Fonte: GASPAR: 2005.

A distribuicdo das tensdes cortantes é dificil de se determinar, por isso € comum
assumi que as tensbes sdo uniformementes distribuidas. Baseado na suposi¢do de
distribuicdo uniforme, podemos calcular uma tenséo cortante média dividindo a forca
cortante total pela &rea cortante.

LY (3.6)
A

O, =

A area cortante € definida como a area projetada da superficie cortante curva. O
diagrama de corpo livre da figura 3.4 mostra que existe uma tendéncia de cisalhar o
parafuso ao longo das segOes transversais mn e pg. A partir de um diagrama de corpo
livre da por¢do mnpq do parafuso vemos que forga do cisalhamento V agem sobre as
superficies cortantes do parafuso. Nesse exemplo da figura, h4d dois planos de
cisalhamento (Mn e pq), e dizemos que o parafuso est& sob cisalhamento duplo e nesse

caso, cada uma das forcgas é igual a metade da carga total transmitida pelo parafuso, isto

, P . x n .
g V= 5 As forgas de cisalhamento sdo as resultantes das tensdes de cisalhamentos

distribuidas sobre a éarea da secdo transversal do parafuso. Essas tensfes agem
paralelamente a superficie cortante. A distribuicdo exata das tensfes ndo é conhecida,
mas elas sdo maiores perto do centro e nulas em certas regides das bordas. As tensdes

de cisalhamento sdo usualmente denotadas pela letra grega r(tau).
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4. LINHA ELASTICA DE VIGAS

Vigas sdo elementos de barras, submetidas a cargas transversais em relagéo a seu
eixo e destinadas a vencer vdo. As cargas podem ser classificadas em relagdo a &rea em
que sdo aplicadas em concentradas e distribuidas. As cargas concentradas sdo aquelas
cuja superficie de contato com o corpo que lhe resiste é desprezivel comparada com a
area do corpo. As cargas distribuidas sdo aquelas aplicadas ao longo de um

comprimento ou sobre uma superficie, podendo ser uniforme ou néo uniforme.

Figura 4.1 Representac¢éo de uma Viga em 3D
Fonte: GASPAR: 2005.

Antes de entrarmos no assunto sobre flex&o vigas propriamente dito, se
faz necessério apresentarmos alguns conceitos que facilitardo o entendimento
do conceito apresentado. Vamos comecar com a Estética, que é a parte da

fisica que estuda sistemas sob a acéo de forcas que se equilibram.

4.1 Elementos da Estatica

4.1.1Forgcas no Plano

A forca representa a agdo de um corpo sobre outro e é caracterizada pelo seu
ponto de aplicacdo, sua intensidade, direcdo e sentido, sendo assim considerada
uma grandeza vetorial. Sua intensidade é expressa em Newton (N) no Sistema
Internacional de Unidades (SI). A direcdo é definida por sua linha de acéo, ou seja,

é determinada pela reta ao longo da qual a forga atua e é caracterizada pelo angulo



que forma com algum eixo fixo. J4 o sentido da forga € indicado por uma seta

(vetor).

Denomina-se grupo de forgas, o conjunto de forcas aplicadas em um Gnico
ponto de um corpo e sistema de forcas é o conjunto de forgas aplicadas em pontos

diversos de um mesmo corpo.

4.1.2 Equilibrio de um Ponto Material

Ponto material é todo objeto com dimensBes despreziveis, mas que ocupa
lugar no espacgo. Quando a resultante de todas as forgas que atuam sobre um ponto
material é nula, este ponto esta em equilibrio. Isto € uma consequéncia da Primeira
Lei de Newton: "se a forca resultante que atua sobre um ponto material é zero,
este ponto permanece em repouso (se estava originalmente em repouso) ou move-se
ao longo de uma reta com velocidade constante (se originalmente estava em

movimento)™.

Matematicamente as condi¢bes de equilibrio de um ponto material pode ser

expressa por:
> F=R=0 (4.1)
onde:
F = forca
R = Resultante das forgas

4.1.3 Resultante de uma forca

A resultante de um grupo de forcas é a forca que, atuando sozinha, produz
acdo idéntica & produzida pelo grupo ou sistema de forcas. Essa resultante pode ser
obtida por solucbes graficas ou analiticas. A resultante pode ser obtida por

solucdes gréficas ou analiticas.

a) Solugdes Gréficas: quando um ponto material estd em equilibrio sob a

acéo de duas ou mais forgas, utiliza-se regras como a regra do paralelogramo, regra do
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poligono, composicédo de forgas ou decomposicdo de forcas.

b) Solugbes Analiticas: utilizam a trigonometria e as equagdes de equilibrio.

4.2 Tipos de Apoios

Para o estudo do equilibrio dos corpos rigidos, além das forcas externas que
agem sobre ele, precisamos também conhecer como este corpo esta apoiado. Apoios
ou vinculos sdo elementos que restringem os movimentos das estruturas e recebem
as seguintes classificagoes:

1. Apoio Mdvel:
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Figura 4.2 Apoio Mdvel
Fonte: GASPAR: 2005.

e Impede movimento na dire¢do normal (perpendicular) ao plano de
apoio;

e Permite movimento na direcdo paralela ao plano de apoio;

e Permite rotacao.

2. Apoio Fixo

FAETEES AT

Figura 4.3 Apoio Fixo
Fonte: GASPAR: 2005.
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e Impede o movimento na direcdo normal ao plano de apoio;
e Impede o movimento na direcdo paralela ao plano de apoio;

e Permite rotacao.

3. Engastamentos

i

N
/

A A

Figura 4.4 Engastamento
Fonte: GASPAR: 2005.

e Impede movimento na dire¢do normal ao plano de apoio;
e Impede movimento na direcdo paralela ao plano de apoio;

e Impede rotacéo.

4.3 Tipos de Estruturas

Classificamos as estruturas em fungdo do numero de reacGes de apoio ou
vinculos que possuem. Cada reagdo constitui uma incognita a ser determinada. Para
as estruturas planas a Estética fornece as equacfes (4.4) que sdo conhecidas como

as trés equacgbes fundamentais da Estatica.

Estruturas Hipostaticas

Séo aquelas cujo numero de reacdes de apoio ou vinculo é menor que o nimero

de equagBes fornecidas pelas condi¢fes de equilibrio da Estética.

58



R, |

Figura 4.5 Modelo de Estrutura Hipostatica
Fonte: GASPAR: 2005.

A figura (4.5) € um tipo de estrutura hipostatica, onde as incognitas séo
duas (RA e RB ). Ela ndo possui restricdo a movimentos horizontais.

Estruturas Isostaticas

Séo aquelas cujo nimero de reagdes de apoio ou vinculo é igual ao ndmero
de equagBes fornecidas pelas condicdes de equilibrio da Estéatica.

P
Hy /
Ay

WY

JAY:

Figura 4.6 Modelo de Estrutura Isostatica
Fonte: GASPAR: 2005.

A figura (4.6) é um tipo de estrutura Isostatica, onde as incognitas sdo trés
(RA, RB e HA). Esta estrutura esta fixa e suas

incognitas s6 podem ser
encontradas pelas equacdes fundamentais da Estatica.
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Estruturas Hiperestéaticas

Séo aquelas cujo nimero de reacdes de apoio ou vinculo € maior que o nimero

de equagBes fornecidas pelas condicdes de equilibrio da Estéatica.
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Figura 4.7 Modelo de Estrutura Hiperestatica
Fonte: GASPAR: 2005.
A figura acima é um tipo de estrutura Hiperestatica, onde as incognitas
sdo quatro (RA, RB, HA e MA). As equacdes fundamentais da Estética ndo sdo
suficientes para resolver as equacBes de equilibrio. S80 necessarias outras condicdes

relativas ao comportamento da estrutura.

Pecas estruturais sdo usualmente classificadas de acordo com o tipo de
carga que suportam. Por exemplo, uma barra carregada axialmente suporta
forgas cujos vetores sdo direcionados ao longo de seu eixo, e uma barra em

torgao suporta torques que tém seus momentos direcionados ao longo do eixo.

Uma viga é classificada como estrutura plana quando se situa em um
Gnico plano. Se todas as cargas agem no mesmo plano e se todos os
deslocamentos ocorrem nesse plano, entdo nos referimos a ele como plano de
flexdo. Encontrar as forgas de cisalhamento e os momentos fletores sdo um
passo essencial para o dimensionamento de qualquer viga. Uma vez que as
forcas de cisalhamento e os momentos fletores sdo conhecidos, podemos
encontrar tens@es, deformacgdes e deslocamentos.

60



4.4 Tipos de Vigas e Cargas
Vigas sdo usualmente classificadas pela maneira como estdo apoiadas. Por

exemplo, uma viga com apoio fixo em uma extremidade e um apoio mdvel na outra

(figura 4.9) é chamada de viga simplesmente apoiada ou viga simples.

X
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Figura 4.8 Viga simplesmente apoiada submetida & uma carga concentrada
transversal ao seu eixo longitudinal
Fonte: Gere: 2003

A viga mostrada na figura 4.9, que tem uma das extremidades fixa e a outra
livre, é chamada viga engastada ou em balanco. No engastamento a viga ndo translada
nem tem rotagdo, ao passo que na extremidade livre ela pode ter ambos 0s movimentos.
Consequientemente, ambas as reacOes de forca e de momento podem ocorrer na

extremidade engastada.
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Figura 4.9 Viga em balanco submetida a carga concentrada na extremidade livre
Fonte: Gere, 2003

J& na figura 4.10 apresentamos uma viga simples em balango. Essa é uma viga
com apoio simples nos pontos A e B, ou seja, a viga tem um apoio fixo no ponto A e
um apoio moével no ponto B, mas ela se estende além do apoio no ponto B. O segmento
prolongado apds o ponto B € similar & viga em balanco, exceto que o eixo pode girar em
B.
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Figura 4.10 Viga Simples em Balango
Fonte: GASPAR: 2005.

Quando um carregamento é aplicado sobre uma area muito pequena, pode ser

idealizado como uma carga concentrada, que é uma forca simples. Quando um
carregamento esta distribuido pelo eixo da viga, é representado como um carregamento
distribuido. Um outro tipo de carregamento é o binario, caracterizado pelo momento

que atua sobre o balango da viga.

As cargas distribuidas sobre vigas sdo cargas por unidade de comprimento. Estas
cargas, uniformes ou variaveis, podem ser representadas por uma carga concentrada
equivalente (R), cujo valor corresponde & area (A) formada pela figura que representa a

carga distribuida e é aplicada em seu centro de gravidade (CG).

Figura 4.11 Carga Uniformemente Distribuida

o R: carga equivalente, definida como R = g.a (&rea do retangulo);
. O ponto de aplicagdo da carga equivalente é o centro de gravidade do
retangulo.
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Figura 4.12 Carga Distribuida Variavel
Fonte: GASPAR: 2005.

a. Triangular

L. x . a
o O valor da carga € a area do triangulo, ou seja, R = qT;
o O ponto de aplicacdo da carga equivalente é no centro de gravidade do
tridngulo.
b. Trapezoidal
. L - . (p+q)a .
o O valor da carga equivalente € a area do trapézio, ou seja, R = BT
o O ponto de aplicagcdo da carga equivalente € no centro de gravidade do

trapézio.

EXEMPLO 1 Viga simplesmente apoiada, submetida a uma carga concentrada.
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Figura 4.13 Representacdo Grafica para o Exemplo 1
Fonte: GASPAR: 2005.
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a) Calculo das reac0es:

> F,=0->HB=0 (1)

F, =0 >RA+RB-P=0->RA+RB=P (2
YR (2)
ZMA:O—>RB.L—Pa:O—>RB:%(S)

Substituindo (3) em (2), obtemos:

Pa Pa _PL-Pa

RA+-==P = RA=P--== RA P(L-a)

L

= RA=

Mas como L=a+b, logo b=L—a edali, RA=PTb

b) Célculo dos esforgos solicitantes internos
Secdo Slentre AeC,com0<x<a
Forca Cortante: V = +RA

Momento Fletor: M, = +RAX = PTb.x

Secdo S2 entreCe B,com a<x<L

Forca Cortante:

V2=+RA—P=PTb—P

Po-PL P(b-L) Pa
V2 = = = ——
L L L
Momento Fletor:

M, = +RAX—P(x-a)

Mzzp—b.x—Px+ pa:£=L
L X

Tem-se %—PL-F pa, como (b+a+L)= plb-L+a)

Obs.: o sinal +RA.x é positivo porque traciona a face inferior da viga e o sinal de
- P(x - a)é negativo porque traciona a face superior da viga em relacdo a secéo S.

Quando azbzgtem—se RA=RB=% Mmaxz&.
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4.5 Forcgas de Cisalhamento e Momentos Fletores

Quando uma viga sofre a agdo de forgcas ou momentos, sdo criadas tensdes e
deformagdes em seu interior. Para determinar essas tensdes e deformagdes, primeiro
devemos encontrar as forgas e 0S momentos internos que atuam nas segdes transversais

das vigas

A estética nos ensina que a resultante das tensbes agindo na se¢do transversal
pode ser reduzida a uma forca de cisalhamento e um momento fletor. Tanto a forca de
cisalhamento quanto o momento fletor atuam no plano da viga, ou seja, o vetor da forca
de cisalhamento estd no plano da figura e o vetor do momento fletor é perpendicular ao

plano da figura.

Forcas de cisalhamento e momentos fletores, assim como forgas axiais em
barras e torques internos em eixos, sdo resultantes de tensdes distribuidas sobre a secéo
transversal. Portanto, esses valores sdo conhecidos genericamente por resultantes de

tensoes.

As resultantes de tensdes em uma viga estaticamente determinada podem ser

calculadas a partir das equacdes de equilibrio.

Quando a forga de cisalhamento tende a girar o material em sentido horério e o
momento fletor tende a comprimir a parte superior da viga e alongar a parte inferior, é
usual assumir que a forca de cisalhamento e 0 momento fletor séo positivos. Nesse caso,

a forga de cisalhamento age para baixo e 0 momento fletor atua no sentido anti-horario.

No caso de uma viga, uma forca de cisalhamento positiva tende a girar o
material no sentido horério e uma forca de cisalhamento negativa tende a girar o
material no sentido anti-horario. Além disso, um momento fletor positivo comprime a
parte superior da viga e 0 momento negativo comprime a parte inferior. Todavia,
quando escrevemos as equagdes de equilibrio usamos a convencéo de sinais da estatica,
segundo a qual as forgas sdo positivas ou negativas de acordo com sua direcdo em

relacdo aos eixos de coordenadas.
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Sabemos que cargas atuando sobre uma viga criam agdes internas na forma de
forgas de cisalhamento e de momentos fletores. Vamos relatar as tensdes e deformagdes
associadas a essas ag0es. Conhecendo as tensdes e as deformacdes, poderemos analisar

vigas submetidas a uma gama de condigdes de carga.

As cargas que atuam na viga a fazem fletir e assim deformar seu eixo em uma
curva. Como por exemplo, vamos considerar uma viga engastada submetida a uma
carga P em sua extremidade livre (figura 4.14). O eixo que aparece inicialmente reto é

entdo flexionado em uma curva, chamada linha elastica da viga.

Figura 4.14: Flexdo em uma viga engastada
Fonte: SCHIEL, 1984

A eléstica da viga em qualquer ponto ao longo do seu eixo é o deslocamento
desse ponto em relagdo a sua posi¢do original, medida na dire¢do de y. A deflexdo é

denotada pela letra v para distingui-la da propria coordenada y.

4.6 — EquacOes Diferenciais da Linha Elastica

A maioria dos procedimentos para encontrar as linhas elésticas de vigas esté
baseada em equacdes diferenciais da curva de deflexdo e nas suas relagdes associadas.
Conseqlientemente, iremos iniciar derivando as equagBes bésicas para a curva de

deflex&o de uma viga.

Para fins de discussdo consideraremos uma viga engastada com um
carregamento concentrado atuando para cima na extremidade livre. Sob a acdo desse
carregamento, o eixo da viga deforma-se em uma curva. Os eixos de referencia tém sua
origem na extremidade fixa da viga, com o eixo x direcionado para a direita e 0 eixo y
direcionado para cima. Assumiremos que o plano xy é um plano de simetria da viga e

que todos 0s carregamentos atuam nesse plano.
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Para obter a equacdo da curva de deflexdo, precisamos expressar a deflexdo v

como uma fungdo da coordenada x. A deflexdo v em qualquer ponto m, na curva de
deflexdo é mostrada na figura 4.16a. O ponto m, esté localizado & distancia x a partir da

origem medida ao longo do eixo x. Um segundo m,, localizado a distancia x+dx a
partir da origem, é tambeém mostrado. A deflex&o nesse segundo ponto é v +dv, em que
dv € o incremento na deflexdo conforme nos movemos ao longo da curva desde m, ate

m, .

Figura 4.15 Curva de deflexdo de uma viga.
Fonte: UFPR, 2006

Quando a viga é flexionada, ndo hd somente uma flecha em cada ponto ao longo
do eixo, mas também uma rotacéo. O angulo de rotacédo (0) do eixo da viga € o angulo
entre 0 eixo x e a tangente a curva deformada, como mostrado para o pontom, na figura

4.16b.

O angulo de rotagdo no ponto m, € 6 +d6, em que d@ € o aumento no angulo
conforme andamos do ponto m, para o ponto m,. Construindo-se linhas normais as
tangentes, o angulo entre essas normais é d6 e o ponto de intersecdo dessas normais é o
centro de curvatura O’ (Figura 4.15a). A distancia do centro de curvatura a curva é

chamado de raio de curvatura p . Da Figura 4.15a, vemos que:

pd0 = ds (4.5)

Em que ds é a distancia ao longo da curva deformada entre os pontos m, e m, .
A curvatura x é dada pela equacdo:

K:lzd_e (4.6)
p ds
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Pela convencdo de sinal, a curvatura é positiva quando o angulo de rotagdo

aumenta conforme nos movemos ao longo da viga na dire¢do positiva de x.

T . I . dv x
A inclinacdo da curva deformada € a primeira derivada — da expresséo para
X

a flecha v. Em termos geométricos, a inclinagdo é o incremento dv na flecha, dividido

pelo incremento dx na distancia ao longo do eixo x. Uma vez que dv e dx séo

o oo odv . \ A x

infinitesimalmente pequenos, a inclinagéo ™ é igual a tangente do angulo de rotacéo 6.
X

Assim,

av_ tand = 0 = arctanﬂ (4.7)
dX dX

De modo similar, obtemos também as seguintes relagdes:

cosf = ax e seno = av (4.8)
ds ds

As estruturas encontradas na pratica sofrem variacGes relativamente pequenas na
forma enquanto estdo em servico. As mudangas sdo tdo pequenas que ndo S&o
percebidas por um observador casual. Conseqlientemente, as curvas dos eixos
deformados da maioria das vigas e das colunas tém angulos de rotagdo muito pequenos,
flechas muito pequenas e curvaturas muito pequenas. Sob essas condi¢cbes podemos
fazer algumas aproximagOes matematicas que simplificam a andlise. Se o angulo de
rotacdo € é um valor muito pequeno (e por isso a curva de deflexdo é praticamente
horizontal), vemos imediatamente que a diferenca ds ao longo da curva é praticamente a
mesma que o incremento dx ao longo do eixo x. Essa mesma conclusdo pode ser
diretamente obtida da equacéo (4.8). Uma vez que cos ~1quando o angulo 6 é pequeno,

a equacéo (4.8) resulta em:

ds ~ dx (4.9
e com isso, a equagao (4.6) torna-se
oot _do (4.10)
p dx

Uma vez que tanf~6 quando 6 € pequeno, podemos fazer a seguinte

aproximacéo para a equacao (9.7)
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O ~tanf =— (4.11)

Assim, se as rotagdes de uma viga sdo pequenas, podemos assumir que o angulo

n .o dv . ..
de rotacgdo 6 e a inclinagao ™ sdo iguais.
X

Tomando a derivada de 6 em relacdo a x na equagéo (4.11), obtemos
a9 _ d_zv (4.12)
dx dx? '
Combinando as equagdes (4.12) e (4.10), obtemos uma relagéo a curvatura da
viga e sua deflexdo:

1 d¥v

o

K=

Essa equacgdo é vélida para uma viga de qualquer material, com a condicdo de

que as rotacdes sejam pequenas.
Se o0 material de uma viga é elastico linear e segue da Lei de Hooke, a curvatura

M (4.14)

1
K=—
p El

em que M é o momento fletor e El é a rigidez de flexdo da viga.

Das equagOes (4.13) e (4.14) produz-se a equacdo diferencial da linha elastica

béasica de uma viga:

d>v. M

Equagdes adicionais podem ser obtidas a partir das relagdes entre 0 momento
fletor M, a forca de cisalhamento V e a intensidade q da carga distribuida. Para cada tipo
de carregamento podemos escrever duas equacdes de equilibrio para o elemento — uma
equacdo para equilibrio de forcas na diregdo vertical e uma para equilibrio de
momentos. Analisando a relacdo de carregamento distribuido de intensidade g com a

forca de cisalhamento temos:
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Figura 4.16 Esforgos atuantes em um elemento infinitesimal
Fonte: GASPAR, 2005

1 - O equilibrio de forcas na diregéo vertical fornece:
3 Fre = 0=V —qdx—(V +dV)=0= dV = —qdx
e dai,
dv

—_—=— 4.16
o - ¢ (4.16)

A partir dessa equacdo podemos observar que a taxa de variagdo da forca de
cisalhamento em qualquer ponto do eixo da viga é igual a intensidade da carga

distribuida, mas com sinal negativo, no mesmo ponto.

Algumas relagbes Uteis sdo Obvias observando-se a equacgdo (4.16). Por
exemplo, caso ndo haja carga distribuida no segmento da viga, entdo (:j—\; =0 e a forga
de cisalhamento é constante nesse pedaco da viga. Também, no caso em que o
carregamento seja uniforme em uma parte da viga (q = constante), entéo (:j—\; também &

constante e a forca de cisalhamento varia linearmente nessa parte da viga.

2 — Equilibrio de momento no elemento de viga mostrado na figura 4.....
Somando os momentos atuando sobre um eixo do lado esquerdo do elemento e

assumindo momentos no sentido anti-horario como positivos, temos

>M=0=-M —qu(%}—(v +dV)dx+M +dM =0
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Desconsiderando os produtos de diferenciais, por serem despreziveis quando
comparados aos demais, obtemos a seguinte relagao

- _ Y (4.17)
dx

Essa equagdo mostra que a taxa de variagdo do momento fletor em qualquer
ponto do eixo de uma viga é igual a forca de cisalhamento nesse mesmo ponto. Por
exemplo, caso a forca de cisalnamento seja zero em uma regido da viga, entdo o

momento fletor serd constante nessa mesma regido.

No caso de uma viga ndo prismatica, a rigidez de flexdo El é variavel e, em

conseqiiéncia, escrevemos a equagdo (4.15) na forma

d?v
El,—=M (4.18
v (4.18)

X

em que o subscrito x é inserido como um lembrete de que a rigidez de flexdo pode
variar com x. Diferenciando ambos os lados dessa equagéo e usando as equagdes (4.16)
e (4.17), obtemos:

2 2 2
dfg dvi M _y o S g 9V 4 (41908 b)
dx dx dx dx dx dx

A deflexdo de uma viga ndo-prismética pode ser encontrada resolvendo-se
qualquer uma das equacdes (4.18) ou (4.19a) ou (4.19b). A escolha depende usualmente

de qual equacéo fornece a solugdo mais eficiente.

No caso de uma viga prismética (El constante), as equaces diferenciais tornam-

se:
d?v ddv dv

El — =M El — =V El —=- 4.20a, b, c

dx? dx® dx* q ( )

A essas equagOes nos referimos como equacdo do momento fletor (4.20a),

equacao da forga de cisalhamento (4.20b) e equacéo do carregamento (4.20c).

Independentemente do nimero de equacbes de momento fletor para a viga, o

procedimento geral para resolver equacdes diferenciais € como segue:
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a) Para cada regido da viga, substituimos as expressdes para M na equacédo
diferencial e integramos para obter a inclinagdo v'. Cada uma das integracdes produz

uma constante de integracéo;

b) Integra-se cada equacéo da inclinag&o para obter a flecha v. Novamente, cada
integragdo produz uma nova constante. Assim, ha duas constantes de integracdo para
cada regido da viga. As constantes sdo avaliadas a partir de condigdes conhecidas

relativas as inclinagGes e flechas:

c) Condicdes de contorno séo relacionadas as flechas e inclinagdes nos apoios da
viga. Em um apoio simples, a flecha é nula e, em um apoio engastado, tanto a flecha

como a inclinagéo s&o nulas.

/N /;

A B
y ~ Ly
vy =0 vg=0

Figura 4.17 CondicOes de contorno em apoio simples
Fonte: UFPR, 2006

1A B
| 1
|

VAZO

V=

Figura 4.18 CondicOes de contorno no engaste
Fonte: UFPR, 2006

d) Condigdes de continuidade ocorrem em pontos em que as regides de
integragdo encontram-se, como no ponto C da Figura 4.19. A curva do eixo deformado

dessa viga € fisicamente continua no ponto C, e em conseqiiéncia a flecha no ponto C,
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determinada pela parte esquerda da viga, precisa ser igual a flecha determinada pela
parte direita. De forma similar, as inclinagcbes encontradas para cada parte da viga

precisam ser iguais no ponto C.

A C JB
A A
A = &

Atpoint C: (Wac=Wep
(Mac=0")ca

Figura 4.19 Condicdes de continuidade no ponto C
Fonte: UFPR, 2006

e) CondigcOes de simetria podem também ser avaliadas. Por exemplo, se uma
viga suporta uma carga uniforme em todo o0 seu comprimento, sabemos
antecipadamente que a inclinacéo da curva do eixo deformado no ponto médio precisa

Ser zero.

Assim, no proximo capitulo apresentaremos exemplos como estudo de casos de

aplicacOes de equagdes diferenciais para o estudo de vigas.
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5. ESTUDO DE CASOS

O objetivo deste capitulo € apresentar a teoria até aqui estudada de maneira
aplicada em exemplos ligados as aplicagdes da equagdes diferenciais no estudo de

flex&o de vigas.

EXEMPLO 1 Determine a equagdo da linha eldstica de uma viga simples AB
suportando um carregamento uniforme de intensidade g atuando por toda a extensdo da

viga. Determine também a flecha maxima &,,, no ponto médio da viga. (Nota: A viga

tem comprimento L e rigidez a flexdo EI constante)

v

< L
Figura 5.1 Viga biapoiada com uma carga uniformemente distribuida
(com o apoio da direita movel)

Fonte: GERE, 2003.

SOLUCAO

Momento fletor na viga. O momento fletor em uma secgdo transversal distante x

P . « L L
de um dos apoios fixo é obtido considerando a reagdo no mesmo que é igual a q7

Conseqlientemente, a expressao para 0 momento fletor M é:

aLx _gx*
2 2

M = (5.1.1)

Equacdo da linha eléstica: Considerando a equagdo diferencial do momento
fletor para uma viga prismatica EIv'=M e substituindo em (5.1.1), obtemos:
2
Eryr= 92X X (5.1.2)
2 2

Essa equacéo pode ser utilizada para se obter a inclinacéo e a eléstica da viga.



Inclinacdo da viga: Reescrevendo a equagdo diferencial (5.1.2) com a notagdo

% , Obtemos a seguinte equacdo:
X
d . gkx gx° n OLx gx?
El —(V)=——-— ou Eld(V") =(——-—-)dx 513
V)= (V)= (=) (5.13)

que é uma equacdo diferenciavel separavel. Logo, Integrando a equagdo (5.1.3) em

relacdo a dx, obtemos

2 3
o e

que novamente é separdvel. Agora, integrando a equacdo (5.1.4) em relagéo a x, vem

ElV' (5.1.4)

3 4
E|v=%—%+qx+c2 (5.1.5)

Para determinarmos c, na equacao (5.1.4) observamos, a partir da simetria da
viga e de seu carregamento, que a inclinagdo da curva de flexdo na metade da extensao
é igual a zero, e dai, temos a seguinte condicdo de simetria:

v'=0 quando x =%

Essa condigédo pode ser expressa mais sucintamente como

Aplicando essa condigdo em (5.1.4) obtemos
2 3
-] 8 e,
4\ 2 6\2

3
o o
24

A equacdo para a inclinagdo da viga torna-se entéo

Vi=——d(15-6Lx? +4x°) (5.1.6)
24EI

Eléstica da viga: A equacdo (5.1.5) fornece a elastica da viga e substituindo nela

o valor encontrado para a constante c,, temos

Lx®* gx* qLl’x
E|V=ql—2—(:12—4—(12—44-(:2 (517)
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A constante de integracdo C, pode ser calculada a partir da condi¢éo de que a
eléstica da viga no suporte fixo é igual a zero; isto é, v =0 quando x =0 ou
v(0)=0
Aplicando essa condi¢do em (5.1.7) encontramos C, = 0; por isso a equacao
para a elastica da viga é

gLx® ox* qgl’x

Elv= -4 -
12 24 24
ou
qX 3 2 3
V== L’ —2Lx° + X 51.8
24E]| ( ) ( )

Essa equacdo da o deslocamento vertical em qualquer ponto ao longo do eixo da
viga. Vale ressaltar que esse deslocamento é zero em ambas as extremidades da viga e

negativa em qualquer outra parte, pois flechas para baixo sdo negativas por conveng&o.

Flecha Mé&xima: Da simetria, observamos que a flecha m&xima ocorre no ponto

medio do comprimento. Assim, fixando x igual a % na equacgéo (5.1.8), obtemos

o
2 384El

em que o sinal negativo significa que a orientagdo positiva do sistema de coordenadas

adotado € para cima. Uma vez que &, representa a magnitude dessa flexo, obtemos:

max

4
5max = V(LJ = 5qL
2 384El

EXEMPLO 2 Determine a equacdo da linha eldstica para uma viga engastada AB
submetida a um carregamento uniforme de intensidade q (Figura 5.2a). Determine

também o angulo de rotacdo 6, e a deflexdo &, na extremidade livre (Figura 5.2b).

(Nota: a viga tem comprimento L e rigidez de flex&o El constante).
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)
J
[
=5'\"'
==}

(10 -

Figura 5.2 Linha elastica de viga engastada com um carregamento uniforme
Fonte: UFPR, 2006

SOLUCAO
Momento Fletor na viga. Considerando que a reagdo vertical no apoio é igual a

« L L2 A
gL e que areacdo do momento é igual a qT 0 momento fletor a distancia x do suporte

fixo é expresso pela equagdo
qL’ x>

M =——— +qLX — —— 5.2.1
, +a ) (5.2.1)

Equacéo diferencial da linha elastica: Quando a expressdo precedente para o

momento fletor é substituida na equacéo diferencial

2
E|%—¥==M,
X
obtemos
2 2 2
H%%:—%;+qU—g§- (5.2.2)

Agora integramos ambos os lados dessa equagdo para obter as inclinacdes e as

deflexdes

Inclinagdo da viga: A primeira integracdo da equacdo (5.2.2) d& a seguinte

equacdo para a inclinagéo

2 2 3
g dv__abx g @ o (523
dx 2 2 6
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A constante de integracdo C, pode ser obtida a partir da condi¢cdo de contorno de que a
inclinacdo da viga é zero no suporte; assim temos a seguinte condi¢éo

v'(0)=0
Quando essa condicéo é aplicada a equagdo (5.2.3), obtemos C, = 0. Em consequéncia,

a equacéo (5.2.3) torna-se

2 2 3
g dv__abx, g’ o< (5.2.4)
dx 2 2 6

E a inclinacéo é
dv__ax
dx 6EI

como esperado, a inclinagdo é zero no suporte (x=0) e negativa por todo o comprimento

(3L —3Lx+x?) (5.2.5)

da viga.

Linha el&stica da viga: A integracdo da equagéo da inclinagdo (5.2.4) produz

3

2,2 4
9% g oxt o

Elv=— +C,
6 24

(5.2.6)
A constante C, € encontrada a partir da condi¢do de contorno de que a flecha da viga é
zZero no suporte:

v(0)=0

Quando essa condi¢&o é aplicada na equacéo (5.2.6), vemos imediatamente que C, =0.
Em consequéncia, a equacdao para a deflexdo v é:

2
V=B (612 —4Lx+X?) (5.2.7)
24El

Como esperado, o deslocamento vertical v é zero no suporte (x = 0) e negativa (para
baixo) em outras partes.

Angulo de rotagdo na extremidade livre da viga: O angulo de rotagdo 6, na

extremidade B da viga € igual ao negativo da inclinagdo naquele ponto. Assim, usando a
equacéo (4.25), obtemos

gL’

0, =—v'(L)= SE]

(5.2.8)
Esse é o angulo de rotagdo méaxima para a viga.
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Flecha na extremidade livre da viga: Uma vez que a deflexdo &, € para baixo,
ela é igual ao negativo da deflex@o obtida a partir da equacéo (5.2.7)

_aw

5BZ_V“J_8E|

Essa flecha é o deslocamento vertical maximo da viga.

EXEMPLO 3 A viga simplesmente apoiada da figura 5.3 suporta um carregamento
triangular distribuido. Determinar seu maior deslocamento vertical. Considerar El

constante. do

X Linha Elastica
< I > |« T >
2 2
(@)
24,
=—=X
=7
S
7 I M )
1 X | . 2l L L
| o
%L 3
4
(b)

Figura 5.3 Viga simplesmente apoiada com carregamento triangular distribuido
Fonte: HIBBELER, 2000

SOLUCAO
Linha Elastica: Devido a simetria, apenas uma coordenada x é necessaria para a

. L . .
solugdo, neste caso, 0 < x < 5 A viga se desloca como mostra a figura 5.3a. Observe
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que o deslocamento vertical madximo ocorre no centro, uma vez que a inclinagdo nesse
ponto é nula.

Momento Fletor na viga: O carregamento distribuido atua para baixo e, portanto, de
acordo com nossa convengdo de sinais, é positivo. Um diagrama de corpo livre do
segmento a direita € mostrado na figura 5.3b. A equagdo de carregamento distribuido é:

q= 24, X (5.3.1)
L
Portanto,
3
_ X Gty (5.3.2)
3L 4

Inclinacdo e Linha Eléstica: Usando a equacéo (4.20a) e integrando duas vezes, temos:

2 3
AV L L (5.3.3)
dx 3L 4
Elﬂz—q—ox“r%x%rc1
dx 12L 8

Elv=—do ys Dol +C.x+C,
60L 24

Obtemos as constantes de integracdo aplicando a condigéo de contorno, v=0 em x=0

- . . dv L
e a condicgdo de simetria i =0emx= 5 Isso leva a:
X

L3
c,=—%L o o

Portanto:

dv_ G e, GLoo 59U
d« 12L° 8 192

Elv=——9 x5, dbye_Sdb
60L 24 192

. , . L
Determinando o deslocamento maximo em x = —, temos:

_ gl

Vméx
120El

81



EXEMPLO 4 A viga simplesmente apoiada mostrada na figura 5.4a esta submetida a
forca concentrada P. Determinar seu deslocamento vertical maximo. Considerar El
constante.

P
\A 2a 1 a ‘
B
— o C
A ii D o)
L,{
< x= »
)
C
Ap
B&\’D o
D \eﬂ—n
b
(®) P (x2-2a)
) 2a 1L‘
Ap i |
lo 1 M

(c)

Figura 5.4 Viga simplesmente apoiada submetida & forga concentrada em um ponto
qualquer da viga

Fonte: HIBBELER, 2000.
SOLUCAO

Linha Elastica: A viga se deflete como mostra a figura 5.3b. Devemos usar duas
coordenadas, visto que o momento fletor torna-se descontinuo em P. Nesse caso,
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admitiremos que x, € X, tenham a mesma origem em A, de modo que 0<x, <2a e

2a<X,<3a.

Momento Fletor da Viga: Pelos diagramas de corpo livre mostrados na figura 5.3c,

Ml =§Xl

M, =gx2 ~P(x, —2a)=2?P(3a—x2)

Inclinagdo e Linha Eléastica: Aplicando a equacéo (4.20a) para M, e integrando duas
vezes, temos:

d’v, P

El =—X
dx,> 3
El %:%xﬁ ic, (5.4.1)
Xl
P s
Elv, = 8 X" +Cx +C, (5.4.2)
De maneira semelhante para M ,:
d’v, 2P
El—2=""(3a-x,)
dx,’
2
El jﬁ =2?P[3ax2 —%J+CS (5.4.3)
XZ
3
Elv, = %P[g ax,” - %J +C,x,C, (5.4.4)

Calculamos as quatro constantes usando duas condi¢cbes de contorno, ou seja,

X, =0,v,=0e X, =3a, v, =0. Alem disso, devem ser aplicadas duas condicdes de
- . dv, dv,

continuidade em B, isto ¢, Foaar em X, =X,=2a e Vv, =V, em X, =X, =2a.
Xl XZ

Substituindo como especificado, resultam as quatro equacdes seguintes:

v,=0emx, =0; 0=0+0+C,

3

v, =0em x, =3a; 0=2—P[2

3 a(3a)’ - @j +C,(3a)+C,
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dvl(2a) _ de (23.) . E(za)z +C = 2_P 3&(2&)— (2&)2 i
dx, dx, 6 b3 2 ’

wea)=v,(ap P (eaP c,(2a)ec, - %P[g a(2a) - (22)3 J +C,(2a)+C,

Resolvendo essas equacdes, obtemos:

C, = —2pa? C,=0 c,=-22pa? c, = 4pa’
9 9 3

Desse modo, as equagdes de (5.4.1) a (5.4.4) tornam-se:

d, P _, 4Pa’

o - x?2 2 5.4.5
dx, 6EI ' 9 EI (54.5)
P , 4Pa’
Vi=—-X  ———X 5.4.6
' 18EI'Y 9 EI * (54.6)
2
dv, _2Pa, P, 22Pa (5.4.7)
dx, El 3EI 9 El
2 3
v, _Pa Zz—ixf—gpix2 4 Pa (5.4.8)
El 9EI 9 EI 3 El

Analisando a linha eléstica (Figura 5.4b), conclui-se que o deslocamento vertical

maximo ocorre em D, em algum lugar da regido AB. Nesse ponto a inclinacdo € nu
Pela equacéo (5.4.5):

Exf P N x, =1,633a
6 9
Substituindo na equagdo (5.4.6):

3
_ 0,442
E

Vméx

O sinal negativo indica que o deslocamento ocorre para baixo.

la.
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EXEMPLO 5: A viga da figura 5.5a esta submetida a uma forga concentrada em P na
extremidade. Determinar o deslocamento vertical em C. Considerar El constante.

]

e
B L4 Vc
L A
C
pe——a —»
(@)
P
(b)

Figura 5.5 Viga simples em balango submetida a forca concentrada em uma das
extremidades da viga

Fonte: HIBBELER, 2000.

SOLUCAO

Linha Elastica: A viga se deflete até adquirir a forma mostrada na figura 5.5a. Devido
ao carregamento, devem ser consideradas duas coordenadas x, ou seja, 0<x, <2a e

0<x, <a, onde x, orienta-se para a esquerda a partir de C, uma vez que 0 momento
interno € fécil de expressar.

Momento Fletor: Usando os diagramas de corpo livre mostrados na figura 5.5b temos:

Mlz_gxl e M, =-Px,
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Inclinacdo e Linha Eléstica: Aplicando a equagéo (4.20a), temos:

e Paral0<x <Z2a

2
o El d—\; =——=X
X 2
o Bd__Pyc (5.5.1)
dx, 4
P s
o] Elv, = BT X, +C, % +C, | (5.5.2)

e Para0<x,<a

2
o E9YVo py,
dx,
e __ Py c (55.3)
dx, 2
P s
o Elv,= 5 X, +C;X, +C, (5.5.4)

Determinam-se as quatro constantes de integragcdo usando trés condicOes de
contorno, ou seja, v, =0 em x,=0; v, =0 em x,=2a e v,=0 em X, =a e uma
equacdo de continuidade. Nesse caso, a continuidade da inclinagdo no rolete requer
dv, dv

—-—=% em x, =2a e X, = a. Aplicando essas condi¢des, temos:
dx, dx,

v,=0emx, =0; 0=0+0+C,
P\
v, =0em x, =2a; 0=—E(2a) +C,(2a)+C,
P 3
v,=0em x, =a Oz—ga +C,a+C,
dv,(2a) _ dv,(a) —E(Za)Z+C =—(—E(a)2+C j
dx, dx, 4 ! 2 ’

Resolvendo, obtemos:
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Substituindo C, e C, na equagéo (5.5.4), temos:

P , 7Pa’?_  Pa

> B6EI'? 6 EI > EI

O deslocamento vertical em C é determinado fazendo-se x, =0 e dai, obtemos:

Pa’
¢ El

EXEMPLO 6: Determinar, para viga e o carregamento indicado:
a) aequacdo da linha elastica;
b) adeclividade de viga no apoio A,
c) aflecha maxima

mx
Y q=qgesen L

< L >
(@)
Y,
o M=ol [x=L, M=0]
[X_ 'y— ] [X:L,yZO]

A
—
v

Figura 5.6 Viga biapoiada com uma carga uniformemente distribuida
Fonte: BEER, 1995
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SOLUCAO
Equacéo diferencial da linha eléstica: Da equacéo (4.20c),
2

dy X
dX4 q qO I_ ( )

Integrando essa equagéo duas vezes:

3

Hzg=V=+%%am%+Cl (5.6.2)
2 2

El 3)(2’ - M =+q0%sen%+ClX+C2 (5.6.3)

Condicdes de Contorno:

|x =0;M = O|: Da equacéo (5.6.3), determinamos C, =0

|x =L M= o|; Novamente da equagéo (5.6.3), temos

2

quoL—zsennJrClL C, =0
T
Y
yméx
A /eA ; )
« > |« :!
L L
2 2
@
Desse modo:
d’y L>
El — =+, —sen— 5.6.4
dXZ qo 7[2 L ( )

Integrando a equagéo (5.6.4) duas vezes:



3

dy L X
El —=ElI8=-q,—cos—+C 5.6.5
dx % rd L 3 ( )

4

Elyz—qoL—‘lsen%ﬁ-C3X+C4 (5.6.6)
V/a

Condigdes de Contorno:
[x=0, y=0|: Da equacéo (5.6.6), determinamos C, =0
[x =L, y=0/: Novamente, da equagéo (5.6.6), temos C, =0
Assim,
a) Equacdo da linha eléstica:

4
Ely=—q, L—4senﬁ
4 L

b) Declividade da linha elastica no apoio A: Para x = 0, temos
3

L q,L°
El6, = —-q,—cos(0 0, =
A qO 71_3 () A 7Z'3E|

c) Flecha Méaxima: Para x =%

4 L4
Elyméx =0 L_4sen£ Ymax = qO_
T 2



CONCLUSAO

Quando se propde a estudar o comportamento de corpos sélidos, tem-se em
mente a determinacdo de tensdes, deformagdes e deslocamentos em suas estruturas
devido a acdo de cargas sobre eles. Podendo encontrar essas quantidades para todos 0s
valores das cargas, até as que causam falhas, teremos uma nogdo completa do

comportamento mecanico dessas estruturas.

Um entendimento do comportamento mecénico é essencial para o projeto seguro
de todos os tipos de estruturas, como avides e antenas, prédios e pontes, maquinas e
motores ou navios e espagonaves. A estatica e a dindmica sdo essenciais por lidarem,
principalmente, com as forgcas em movimento associadas com particulas e corpos
rigidos. Com equagdes diferenciais damos um passo além, ao examinar tensfes e
deformacgdes dentro de corpos reais, isto é, corpos de dimensdes finitas que deformam

sob cargas.

Vimos assim a importancia do entendimento de equagOes diferenciais enquanto
ferramenta matematica disponivel para diversos ramos da ciéncia, e em especifico, para
a engenharia, na necessidade de determinar as tensdes e as deformacbes usando as
propriedades fisicas dos materiais, bem como as leis que regem 0 comportamento

desses estruturas.

As anélises teoricas e os resultados experimentais tém igual importancia no
estudo do comportamento de estruturas. Usa-se a teoria matemdtica para derivar
formulas e equacdes prevendo o comportamento mecanico, mas as mesmas ndo podem
ser utilizadas em projetos praticos, a menos que as propriedades fisicas dos materiais
sejam conhecidas. Tais propriedades estdo disponiveis somente apds experimentos
terem sido cuidadosamente conduzidos em laboratérios. Além disso, nem todos os
problemas praticos sdo contornaveis apenas com analise tedrica e, em tais casos, testes

fisicos sdo necessarios.

Portanto, o estudo apresentado tem sua importancia descrita na relagdo

matematica-engenharia, fornecendo ferramentas Uteis e indispensdveis para o
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entendimento de fendbmenos que estdo a nossa volta cotidianamente, mas que passam

despercebidos por serem estruturas prontas e acabadas.

Ao estudarmos o comportamento dos elementos de vigas, observamos uma gama
muito grande de aplicagdes de equacdes diferenciais e um estimulo a continuar nesse
campo de pesquisa, descobrindo assim a infinidade de aplicacbes que a matematica

possibilita para explicar fendmenos naturais e reais.

Neste trabalho, nos preocupamos com a determinacdo da linha elastica da viga
submetidas a um dado carregamento. O interesse particular da determinagdo do méximo
deslocamento vertical em uma viga estd no fato de que, geralmente, as especificacdes

do projeto de uma viga incluem um valor méximo admissivel para esse deslocamento.

Com esse estudo, observamos a gama de aplicacdes de equagdes diferenciais e
para 0s cursos de engenharia e arquitetura, que tenham um material conciso em maos
que visa apresentar uma maneira concreta para que os profissionais desses cursos,

possam facilitar o entendimento de uma de suas principais matérias prima de estudo.
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