View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Repositorio da Producao Cientifica e Intelectual da Unicamp

Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica

Tese de Doutorado
Dualidade em Espacos Poset
por

Allan de Oliveira Moura |

Doutorado em Matemaética - Campinas - SP

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Firer

Este trabalho contou com apoio financeiro da CAPES/CNPq.



https://core.ac.uk/display/296855679?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

Dualidade em Espacos Poset

Este exemplar corresponde & redacao
final da tese devidamente corrigida e de-
fendida por Allan de Oliveira Moura

e aprovada pela comissao julgadora.

Campinas, 25 de Fevereiro de 2010.

W/ﬂfuu/& fr ho

Prof. Dr. Marcelo Firer

Banca examinadora:

Prof. Dr. Marcelo Firer.

Prof. Dr. Marcelo Muniz Silva Alves.

Prof. Dr. Orlando Stanley Juriaans.

Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Jr.

Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa.
Tese apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica, UNICAMP como requisito

parcial para obtencao do titulo de
Doutor em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Fabiana Bezerra Miller — CRB8 / 6162

Moura, Allan de Oliveira
MS865d Dualidade em espagos poset/Allan de Oliveira Moura-- Campinas,
[S.P. :s.n.], 2010.

Orientador : Marcelo Firer
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1.Métricas sobre ordens parciais. 2.Hierarquia de pesos. 3. Peso
generalizado de Hamming. 1. Firer, Marcelo. II. Universidade Estadual
de Campinas. Instituto de Matematica, Estatistica e Computagio

Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: Duality for poset codes

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Poset metric. 2. Weight hierarchy. 3. Generalized
Hamming weight.

Area de concentragdo: Geometria e Aplicagdes
Titulagdo: Doutor em Matematica
Banca examinadora: Prof. Dr. Marcelo Firer IMECC-UNICAMP)
Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa (IMECC-UNICAMP)
Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Junior (FEE-UNICAMP)
Prof. Dr. Marcelo Muniz Silva Alves (UFPR)
Prof. Dr. Orlando Stanley Juriaans (IME-USP)
Data da defesa: 25/02/2010

Programa de P6s-Graduacdo: Doutorado em Matematica

i



Tese de Doutorado defendida em 25 de fevereiro de 2010 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Y il oinmn,

Prof(a). Dr(a). MARCELO FIRER

g A2 A 7L(

—

Prof(a). Dr(a). SUELI IRENE RODRIGUES COSTA

/%6:(4:(&’43 -/3(‘?9@_)%:“" )

Prof(a). Dr(a). REGINALDO PALAZZO JUNIOR

Sy

Prof(a). Dr(a). MARCELO MUNIZ SILVA ALVES

R e

{DO STANLEY JURIAANS

Prof(a). Dr(a). ORLAAR

il



v

Aos meus pais,

Juscelino e Madalena.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais Juscelino e Madalena por estarem sempre presentes, me apoiando nas
horas mais dificeis, apesar da distancia.

As minhas irmas Francerly e Talita por me darem forca, sabendo o quanto é dificil a
carreira académica.

A Daniela por ter me proporcionado momentos felizes e por ter me apoiado sempre e
apesar de toda dificuldade estar sempre do meu lado.

Aos meus amigos da reptblica, Marcelo Pereira, Marcelo Gonsalves, Neiton, Vinicios,
Rafael, Weber, Leandro, Juca e Sr. Luis.

Aos meus amigos Jacson, Marcelao, Tiago e Heriveltom, que sempre me fizeram esquecer
de todos os problemas durante minhas supostas férias e pela nossa amizade.

Aos meus amigos de curso que sempre me fizeram dar boas rizadas na hora do café e
nos churrascos.

Aos meus amigos do grupo, Cristiano, Joao, Carina, Grasieli, Anténio, Muniz, Panek,
Francis e Agnaldo, que de alguma forma ajudaram na elaboracao desta Tese.

A todos os meus professores da UFV, UnB e Unicamp que contribuiram com o meu
amadurecimento, em especial a Olimpio, Marinés, Sueli, Sueli Costa, Lana, Lucy e Roitman
que me orientaram nesta vida academica com paciéncia, disposicao e compreensao.

Ao meu orientador, Marcelo Firer, que ¢ um "cara que dispensa comentarios".

A CAPES/CNPq pelo apoio financeiro e a todos que contribuiram diretamente ou

indiretamente com este trabalho.



Resumo

Considerando uma generalizacao da métrica de Hamming, a métrica ponderada por uma
ordem parcial, fazemos uma descricao sistematica para os espacos com a métrica ponderada,
dando énfase aos codigos poset e & hierarquia de pesos contextualizada nesse novo ambiente.
Técnicas de multiconjunto, para cdédigos ponderados, sao utilizadas para estender o Teorema
da Dualidade de Wei, uma relacao entre as hierarquias do cédigo e do seu dual. Como
consequéncia desta Dualidade estendemos certos resultados sobre a discrepancia, codigos
MDS e uma relacao entre a condi¢ao cadeia do cédigo e do seu dual.

Palavras Chaves: Codigos poset, peso generalizado, dualidade de pesos.
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Abstract

Considering a generalization of the Hamming metric, the metric weighted by a partial
order, we make a systematic description of the spaces with those metrics, emphasizing poset
codes and the weight hierarchy of weights of those codes. Techniques of multiset, for weighted
codes, are used to extend the Duality Theorem of Wei, a relationship between the hierarchy
of a code and its dual. As a consequence of Duality we extend some results about the
discrepancy, MDS codes and a relationship between a chain code and its dual.

Keywords: Poset codes, generalized weight, weight duality.

Vil



Lista de Simbolos

| Al cardinalidade do conjunto A

F, corpo finito com ¢ elementos

Fy espaco vetorial de dimensao n sobre I,
supp (x) supporte do elemento x

d(C) peso minimo

supp (D) supporte do subespaco D

%6 conjunto dual do conjunto V'

<p ordem segundo o poset P

P poset oposto do poset P

(A)p ideal do poset P gerado pelo conjunto A
1" (P) conjunto de todos os ideais de carnidanidade r em P
M (J) conjunto de elementos maximais em J

[n] o conjunto {1,2,...,n}

wp (X) P-peso de x

wp (D) P-peso generalizado do subespago D

") () r-ésimo P-peso minimo generalizado de C'
QCP P é um refinamento de @)

me multiconjunto das colunas de uma matriz geradora do cédigo C
m multiconjunto associado ao codigo C

P (IF;) {X X C IF’; é um subespaco Vetorial}
By {ViijeJ}comV; =[{e i€ (j)p}]

dp (C) P-discrepancia

viil



Sumario

Introducao

1 Cobdigos Corretores de Erros
1.1 Definigoes Béasicas . . . . . . . . . .

1.2 Pesos Generalizados e Dualidade . . . . . . . . . .. .. ... ... ...

2 Cobdigos Poset
2.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados . . . . . . . .. ... ... ... .....
2.2 (Codigos Ponderados por Ordens Parciais . . . . .. .. .. ... ... ....
2.3 Isometrias do Espaco Poset . . . . . . .. . ... ... ..
2.4  P-Pesos Generalizados . . . . . . . . ... ..
2.5 Refinamento de um Poset . . . . . ... ... oL
2.6 Codigos P-MDS . . . . . . . e

3 Multiconjuntos
3.1 Multiconjuntos . . . . . .. L
3.2 Levantamento . . . . . . . . . .. e e e e e

3.3 Submulticonjunto . . . . . ...
4 Teorema da Dualidade para Cddigos Poset

5 Algumas Consequéncias do Teorema da Dualidade
5.1 Codigos do Tipo Cadeia . . . . . . . . .. ... oo
5.2 Codigos MDS . . . . oL

Conclusao
Referéncias Bibliograficas

Indice Remissivo

X

10

14
15
21
25
27
28
29

32
32
37
38

43

48
48
%)

58

60

63



Introducao

A teoria de codigos corretores de erros foi fundada por C. E. Shannon no trabalho “A
mathematical theory of communication” [Sha48| publicado em 1948. Ele construiu o modelo
matematico para a teoria de comunicacao que é estudado até hoje.

Um sistema de comunicacdo, esquematizado pela figura 1 abaixo, é formado por:

canal

fonte »| codificador decodificador »| destinatario

Figura 1: Sistema de Comunicagao

Uma fonte é um conjunto de possiveis mensagens a serem enviadas por um codificador.

Um codificador é um dispositivo que transforma a fonte em um sinal que pode ser
enviado por um canal.

Um canal é um meio fisico pelo qual o sinal obtido do codificador ¢ enviado para o
decodificador.

O decodificador é um dispositivo que transforma o sinal enviado pelo codificador através
do canal, em uma mensagem para o destinatario. Essa mensagem tem que ser uma das
possiveis mensagens da fonte.

O destinatdrio pode ser uma pessoa ou qualquer outra coisa em que a mensagem esta
sendo encaminhada.

Nesse sistema de comunicacao consideramos um conjunto finito A, chamado alfabeto,
que sao os digitos. Um cddigo é um subconjunto C' de A" = A x A--- x A, onde n é um
numero natural. Uma palavra-codigo é um elemento do codigo. Um sistema de codificacao
¢ um algoritmo utilizado no codificador que transforma a fonte em um codigo, que por sua
vez é enviada pelo canal como um sinal. O decodificador recebe o sinal e aplica o algoritmo
inverso para obter a mensagem.

Durante a transmissao da mensagem pode ocorrer uma interferéncia (erro) no canal de
modo que o sinal recebido pelo decodificador nao seja o enviado pelo codificador, comprome-

tendo a mensagem original enviada. Uma forma simples para reduzir a probabilidade de erro



Introducao

nessa comunicacao ¢ introduzir redundancia na mensagem, por exemplo repetir a mensagem
varias vezes.

Suponhamos que a fonte utilize o alfabeto binario, isto é, o conjunto {0, 1}, e que a prob-
abilidade p de 0 ou 1 ser enviado errado pelo canal seja a mesma e menor que meio, p < 1/2.
O codificador produz uma palavra-cédigo de comprimento n, que repete a mensagem n > 3
vezes, e a envia pelo canal, entao decodificamos, fazendo o uso da légica majoritaria, isto
é, pelo maior numero de digitos 0's ou 1’s. Nesse caso o codigo é {00---0,11---1}. Por
exemplo, fixando a mensagem a ser enviada como 0. O codificador envia uma palavra-cddigo
00---0. Se houver algum erro pelo canal, digamos que foi recebida como 010 - - -0, decodifi-
camos a palavra-codigo errada como a mensagem 0 e o destinatario recebera corretamente a
mensagem.

As possiveis palavras-codigo a serem decodificadas podem ser quantificadas e divididas
pelos erros:

n
Y

(g) palavras com 0 erros, cada erro com probabilidade p° (1 — p)

(flb) 7 7 1 7 77 7 7 7 pl (1 _ p)n—l7
(721) 5 b2 2 5 99 5 99 5 p2 (1 _ p)n*27
(Z) ’” i n 2 ’” i 9 9 pn (1 . p)O

Logo, a probabilidade da palavra-c6digo ser recebida pelo decodificador com no maximo

1 erro é

(g)po (1-p)"+ @p(l - =0 1 (= 1))

(n—1)

como p < 1/2, temos que (1 — p) vai a zero mais rapido do que 1+ (n — 1) p vai a infinito,

quando n tende a infinito, isto é,
lim (1—-p)" '(1+(n—1)p)=0.
n—00
Assim, a probabilidade do decodificador corrigir 1 erro aumenta quanto maior for n. Entre-
tanto, enviamos uma palavra-codigo de comprimento n para transmitir uma mensagem de 1
digito, tendo n — 1 digitos de redundancia.
Uma medida para a quantidade de informagao do codigo ¢ a taxa de informacao do
codigo.
A taza de informagao de um codigo é R = w digitos por palavra-codigo, onde ¢ ¢é
a cardinalidade do alfabeto, n é o comprimento de uma palavra-codigo e M é quantidade de
mensagens da fonte.
Na codificacao por repeticao, obtemos ¢ = 2 e M = 2 implicando em uma taxa de

informacao de 1/n digitos por palavra-codigo. Entretanto, nessa proposta de codificacdo
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quando n tende a infinito a taxa de informacao tende a zero.

Uma outra estratégia de codificagdo, com uma taxa 4/7 maior que a codificacdo por
repetigdo, ¢ dada pela codificagio de Hamming [Hamb50|, que corrige um erro. Considere
uma palavra-codigo zqz; - - - x7, com digitos no alfabeto binéario {0,1}. Desses w3, x5, z6 € 7
sao os digitos de uma mensagem escolhida arbitrariamente pela fonte. Os outros 3 simbolos
sao redundancias e calculados da seguinte maneira:

x4 € escolhido para fazer o = x4 + x5 + 26 + 27 par, igual a 0 mod 2

2 bb bbl bbl bb

T 0 = x9 4+ 13+ 16 + X7 par ,

77 2 7

1 v =1+ 23+ x5+ 7 par 7 K

Quando uma palavra-codigo é recebida, «, 3 e v sao calculados. O niimero binario a3~y
¢ transformado no indice i do digito onde ocorreu o erro (se i = 0 ndo houve erro).

A capacidade de um canal é€ o supremo de todas as possiveis taxas de informacao com
probabilidade baixa de erros na transmissao, que podem ser transmitidas pelo canal.

Shannon determinou que a capacidade do canal é atingida assintoticamente por algum
sistema de codificacao, isto é, o supremo da defini¢ao da capacidade do canal é na verdade um
méaximo quando o comprimento do bloco tende a infinito. Entretanto, a demonstracao desse
teorema nao ¢é construtiva, originando interesse em construcoes explicitas de bons codigos

As codifica¢oes mais utilizadas usam a métrica de Hamming e a de Lee [HP03]. Se uma
palavra-codigo tem n digitos, a distancia de Hamming entre duas palavras-codigo x e y é o
numero de coordenadas de x que sao diferentes de y.

O problema de decodificar um sinal y, enviado pelo codificador através do canal como
um sinal x, consiste em maximizar a probabilidade de y ser enviado dado que x foi recebido,
isto é, escolher uma palavra-codigo y que é mais provavel de ser recebida como x depois da
transmissao. Em certos tipos de canal, esse problema é equivalente a encontrar a distan-
cia minima de Hamming para o cédigo. O problema de encontrar a distancia minima de
Hamming, para um cédigo de comprimento n e com uma quantidade M de mensagens, é o
problema cldssico em teoria de codigos.

Uma generalizagao do problema cldssico de teoria de codigos foi encontrada por Nieder-
reider [Nie91]|, a partir de um tipo especial de conjunto parcialmente ordenado, ele definiu
um nova classe de métricas para generalizar o problema classico da teoria de codigos.

Mais tarde em [BGL95|, Brualdi, Graves e Lawrence esquematizaram um modelo geral
para essas métricas, obtendo uma métrica ponderada por ordem parcial, originando os espacos
poset, que estudaremos no Capitulo 2. A métrica de Hamming e a obtida por Niederreider
sao casos particulares de métrica ponderada, correspondentemente generalizando o problema
classico da teoria de codigos.

Um codigo em A™ é perfeito se ele empacota o conjunto A”. Essas métricas se mostraram
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frutiferas na abordagem de co6digos perfeitos, pois o raio de empacotamento do coédigo com a
métrica ponderada é maior que o raio de empacotamento com repeito a métrica de Hamming.
A meétrica ponderada por um ordem parcial, por ser uma classe muito ampla, vem sendo
intensamente estudada para alguns casos particulares de conjuntos parcialmente ordenados,
tais como as ordens coroa [KC07, CK06, AKKKO3], hierarquica (ordem fraca) [KO05, K1.03|,
e Rosenbloom-Tsfasman [PFSA09, DS02b, PLB08, Lee03, DS02a).

Em [RT97|, Rosenbloom e Tsfasman obtiveram uma aplicacdo, para a métrica de
Rosenbloom-Tsfasman (RT-métrica), em interferéncia nos canais paralelos. Em um canal
paralelo, queremos enviar uma mensagem, sendo que cada uma das palavras-codigo é uma
s-upla de m-uplas de digitos, transmitidos por m canais paralelos. Considera-se um ruido
interferindo da seguinte natureza: algumas partes consecutivas do canal, comecando a partir
da ultima m-upla delas, sao ocupadas por usuérios prioritarios, o qual vai tendo a preferéncia
diminuida, na ordem inversa a ordem de ocupacao. O grau de interferéncia ¢ medido pelo

ntmero total de digitos enviado pelo usuario prioritario sobre a mensagem principal.

Passando a uma outra questdo, visando aplicagoes a criptografia, Wei |Wei91| definiu
os pesos generalizados de Hamming de um c6digo para dimensoes mais altas. Uma aplicacao
desse conceito é o canal Ware-Tap tipo II, que acrescenta um adversario que pode obter uma
quantidade p limitada de digitos da informagcao. Wei determinou qual a confiabilidade da in-
formagao transmitida, ou seja, que condi¢oes o adversario nao consiga obter a palavra-codigo
mesmo sabendo esses p digitos. Posteriormente, varios autores obtiveram novas aplicacoes
para os pesos generalizado de Hamming, tais como complexidade de trelias [Var98, secao 5]
e decodificagao por lista [Gur03].

O peso generalizado de Hamming de um subespaco é o ntimero de coordenadas que
nao se anulam neste. Para cada dimensao temos um peso minimo generalizado, o conjunto
desses pesos é chamado de hierarquia do subespago. Wei derivou algumas propriedades
basicas da hierarquia. Uma das mais interessantes relacoes que encontrou ¢ um certo tipo
de Identidade de MacWilliams da hierarquia. Existe uma relagao intima entre a hierarquia
do codigo e a hierarquia do seu codigo dual. Esta relacao entre as hierarquias é conhecida
como Dualidade, que ¢ muito utilizada para calcular os pesos generalizados de um codigo,
pois sabendo a hierarquia de um cédigo podemos calcular, usando a Dualidade, facilmente a

hierarquia do seu cédigo dual.

Para trabalhar a questao de Dualidade, no contexto de espacos poset, utilizaremos a
técnica de multiconjunto. Um multiconjunto é uma colecao nao ordenada de elementos de um
conjunto, podendo haver elementos repetidos. Uma formalizacao para a relagao de codigos e

multiconjuntos foi feita em [DS98|, por Dodunekov e Simonis. Nessa relagao transforma-se a
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relacao métrica para uma geometria de incidéncia. Na literatura existem outras denominacoes
desta relagao: sistemas projetivos [TV95] e multiconjuntos projetivos [Sch04].

A parte principal desse trabalho generaliza o conceito Dualidade para métricas pon-
deradas. Um outro resultado ¢ obtido devido a no¢ao de condigcao cadeia, apresentada por
Wei. Ele utilizou a Dualidade para mostrar que um codigo satisfaz a condigao cadeia se, e
somente se, o seu codigo dual a satisfaz também. Assim, como Wei, aplicamos a Dualidade
sobre os codigos ponderados e obtemos que um codigo ponderado satifaz a condicao cadeia

se, e somente se, o seu codigo dual satisfaz a condicdo cadeia.

A organizacao do trabalho é esquematizada da seguinte forma. No Capitulo 1, fazemos
uma breve introducao sobre a teoria de codigos classica, utilizando a métrica de Hamming.
Descrevemos também sobre os pesos generalizado de Hamming. No Capitulo 2, apresentamos
os codigos ponderados por uma ordem parcial e algumas de suas caracteristicas. No Capitulo
3, estudamos os multiconjuntos e suas relagoes com codigos. Apresentamos também algu-
mas propriedades relacionadas os pesos generalizados e aos codigos poset. No Capitulo 4,
demonstramos o Teorema da Dualidade para o caso de um c6digo ponderado por uma ordem
parcial. No Capitulo 5, apresentamos algumas consequéncias da Dualidade, apresentada no

capitulo anterior.




CApriTULO 1

CODIGOS CORRETORES DE ERROS
.

O principal objetivo deste capitulo é apresentar algumas definicoes béasicas de codigos

corretores de erros e introduzir o conceito de pesos generalizados.

1.1 Definicoes Basicas

Em teoria de codigos consideramos um conjunto finito A, chamado alfabeto. A cardi-

nalidade do conjunto A é denotada por |A|.

Definicao 1.1. Um cddigo corretor de erros, ou simplesmente cddigo, € um subconjunto C

de A" para algum ntimero natural n. Os elementos de C' sao chamados de palavras-codigo.

Na teoria de codigos, os alfabetos mais utilizados sao aqueles com a estrutura algébrica
de corpos finitos. Um corpo finito é denotado por [Fy, onde ¢ ¢ a cardinalidade do corpo. Um
codigo ¢ entao um subconjunto do espaco vetorial de todas as n-uplas sobre F,, denotado
por F.

Se a cardinalidade do cédigo C' C Fyy é M, entao dizemos que é um [n, M| -cddigo. Em
geral, por simplicidade, denotaremos um vetor (z1,xs,...,2,) € [y por 12y ... &y, pois nos
nossos exemplos consideraremos F, = Fo = {0,1}. Isto ndo gera ambiguidades em F,, mas
¢ inadequada para ¢ > 9. Por exemplo o elemento 110 € F?,, que poderia representar tanto
(11,0) como (1, 10).

Exemplo 1.2. O codigo de Hamming, como exemplificado na introducdo, é um [7,16],-

codigo.

Para desenvolver a teoria de cédigos, precisamos estabelecer uma forma de medir os

elementos de Fy, afim de saber o quao distante ele estd de um outro elemento dado.



CAPITULO 1 ¢ CODIGOS CORRETORES DE ERROS

A imensa maioria da teoria de codigos utiliza a métrica de Hamming para medir ele-

mentos. Antes de falar desta métrica, vamos definir o peso de Hamming.

Definigao 1.3. Dado x € [y, define-se o peso de Hamming de x como sendo a cardinalidade
w (x) == |supp (x)]

de supp (x) := {i : x; # 0}, o suporte de x.

Pela defini¢do acima, o peso de Hamming w (x) de um vetor x € F; é o nimero de
coordenadas nao-nulas em x.
O peso de Hamming induz uma métrica em Fy, que enunciamos em forma de um

Teorema.

Teorema 1.4. [HV02] A fun¢ao definida por

d:FZ‘XFZ — IFZ
(x,y) — d(x,y),

onde

¢ o nimero de coordenadas no qual x difere de 'y, define uma métrica, chamada métrica de

Hamming ou distancia de Hamming em Fy'.

A distancia minima de Hamming de um codigo é a menor distancia entre duas palavras-

c6digo, mais precisamente

d(C)=min{d(x,y) :x,y € C,x #y}.

No espago métrico (FZ, d), definimos a bola de raio r e centro em X, como feito usual-

mente:
B(x,r) = {y cd(x,y) <nry EFZL}.

O raio de empacotamento de um codigo C' é o maior namero real x = x (C) tal que as
bolas de raio x e centro nas palavras-c6digo sao disjuntas. Para corrigir erros podemos utilizar
o raio de empacotamento. Se um vetor x for enviado e recebido com erros como y, entao
y nao serd reconhecido pelo destinatario como uma palavra-cédigo, detectando que houve

algum erro. Mas, se y foi recebido com até k erros, entdo y € B (x, k), assim corrigimos o
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vetor recebido y pelo centro dessa bola x. Chamamos esse fato de decodificacao por vizinho

mais prozimo. O préoximo Teorema relaciona a distancia minima e essa correcao de erros.

Teorema 1.5. [HV02| Seja C um cédigo com disténcia minima de Hamming d. Entao C

d—1
2

nteira de um numero real t.

pode corrigir até Kk = L J erros e detectar até d — 1 erros, onde |t| representa a parte

No exemplo do codigo de Hamming temos d = 3, sendo assim possivel corrigir até 1
erro e detectar até 2 erros.

Note que, em virtude do Teorema 1.5, um codigo terd maior capacidade de correcao de
erros quanto maior for a sua distancia minima. Portanto, é fundamental, para a teoria de

codigos, poder calcular d ou pelo menos determinar uma cota inferior para este valor.

Definicao 1.6. Diremos que uma funcao F : X — X é uma isometria de um espaco métrico

(X, d) se esta preserva a distancia d, isto é:
d(F(x),F(y)=d(xy) VxyecX

Uma isometria linear é uma transformacao linear que também é uma isometria.

Como uma isometria deve ser injetiva, ela também é uma aplicacao inversivel. Denote

por F~1: X — X essa aplicacdao. Usando o fato de que F' ¢ uma isometria, temos que

d(F'(x),F(y) =d(xy)

para todos x,y € X. Assim, F~! é uma isometria.

Sejam F' e R duas isometrias entao
d(FoR(x),FoR(y)=d(R(x) R(y) =d(xy),

x,y € X. Assim F' o R é uma isometria. Originando a Proposi¢ao:

Proposicao 1.7. O conjunto Iso(X,d) das isometrias de um espago métrico (X,d) € um

grupo.

Se X =V, espaco vetorial, entao o conjunto das isometrias lineares é um subgrupo de

Iso(X,d), e portanto é um grupo.

Corolario 1.8. [HV02]| O conjunto Iso (]Fg,d) de isometrias do espago métrico Fy dotado

da métrica de Hamming, d, € um grupo.

Como Iso (IFg, d) ¢ um grupo podemos separar os codigos em classes de equivaléncia.

8
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Definigao 1.9. Dado dois codigos C' e C” em Fy, diremos que C' é equivalente a C' se existir
uma isometria F' de Fy tal que F' (C) = C".

Em geral, se nao colocarmos uma boa estrutura no codigo sua utilidade ¢ bastante

limitada. A estrutura utilizada mais comum ¢é a linearidade.
Definigao 1.10. Um cddigo linear ¢ um subespago vetorial de [y .

Se a dimensao de um codigo linear é k entdo o chamaremos de um [n, k]q-co’digo linear.
Observamos que um [n, k] -codigo linear ¢ um [n, qk}q—c()digo.

O peso minimo de Hamming de um co6digo linear C' é o inteiro
Wy, (C) = min{w (x) : x € C\ {0}}.

Uma das vantagens da linearidade é que o peso minimo e a distincia minima estao

diretamente relacionados. Como explicitado no préoximo Teorema.

Teorema 1.11. [HV02] Sex,y € F , entdo d (x,y) = w(x —y). Se C é um cddigo linear,

a distdncia minima e o peso minimo de Hamming sao iguais.

Como uma consequéncia deste Teorema, para codigos lineares, a distancia minima de
Hamming é também chamada peso minimo de Hamming.

Existem duas maneiras tradicionais de representar um codigo linear, por uma matriz
geradora ou por uma matriz verificacao de paridade.

Para descrever a primeira considere uma base ordenada B = {x1,..., X} de um [n, k] -

codigo linear C' e considere a matriz G, cujas linha sao os vetores da base, isto é,

X1

Xk

Essa matriz k x n é chamada matriz geradora do cédigo C'. A matriz geradora define uma

transformacao linear por
T: IF’; —

v — v.G.

cuja imagem Im (T') é o codigo C.

Exemplo 1.12. O c6digo de Hamming, visto na introducao, é gerado pelos vetores 1000110, 0100011, 001
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e 0001111. Entao uma matriz geradora é

o O O =
o O = O
o = O O
= O O O
— = O
_— O =)
e =)

e ele é um [7,4],-codigo linear.

Observamos que para cada base do c6digo obtemos uma outra matriz geradora. Por-
tanto, em geral, existem muitas matrizes geradoras para um [n, k] ,~codigo linear C', a saber
(" =1) (" —q) - (¢" — ¢""). Uma forma comum de escrever uma matriz geradora para
C é da forma G = [I;, A], onde I}, é uma matriz identidade k£ x k e A é uma matriz de
redundéancias k x (n — k), essa forma é chamada forma padrao.

A segunda forma de descrever um c6digo linear segue do fato dele ser um subespaco de
um espaco vetorial. Assim, ele é o nucleo de uma transformacao linear, isto é, existe uma

matriz H (n — k) x n tal que
C={xeF;:H.x =0},

a qual chamamos de matriz verificacao de paridade para o codigo linear.

Note que as linhas de H sao também linearmente independentes e, em geral, existem
muitas matrizes teste de paridade, a saber (¢"* —1) (¢" % —¢q) -+ (¢" " — ¢" 7).

O préximo Teorema apresenta uma forma para a matriz verificacao de paridade a partir

de uma matriz geradora.

Teorema 1.13. [HV02| Se G = [I}, A] ¢ uma malriz geradora na forma padrio para um

[n, k:]q—cddigo linear C', entao H = [—AT, In_k} ¢ uma matriz verificacao de paridade para C'.

Exemplo 1.14. Usando o Teorema 1.13 na matriz geradora (1.1), temos a matriz verifica¢ao

de paridade

1011100
H=]11101010
0111001

1.2 Pesos Generalizados e Dualidade

Motivado por aplicag¢oes em criptografia, Wei, em [Wei91], estudou a estrutura de codi-

gos lineares sobre uma nova perspectiva. Observou que os pesos de Hamming sdo invariantes

10
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de subespacos de dimensao 1. Generalizou os pesos de Hamming para subespacos de dimen-
sao mais alta.

Um subcodigo D C C' de dimensao 1 consiste de todos os miltiplos de uma palavra-
codigo nao-nula. Como o suporte dessas palavras-codigo nao-nulas sao iguais, o suporte de
D é definido como o suporte de qualquer palavra-c6digo nao-nula no subcodigo. Com esta

perspectiva, Wei definiu:

Defini¢ao 1.15. O suporte de um subespago D C Fj ¢ o conjunto de coordenadas nem

sempre nulas do subespaco:

supp (D) :={i:3Ix € D,z; # 0} = U supp (x) .

xeD

A partir desta definicao Wei definiu o peso generalizado para um subespaco:

Definigao 1.16. O peso generalizado de Hamming de um subespago D C Fy é a cardinali-

dade do suporte deste subespaco:
w (D) = |supp (D)) .

Assim, definimos o r-ésimo peso minimo generalizado de Hamming de um coédigo como o

menor peso dos subespacos de dimensao r,
d, (C):=min|{w(D): D C C,dim D =r}|.

Note que d; (C) é igual ao peso minimo de Hamming do codigo C. Chamamos a sequéncia

de inteiros
{d1 (C),d2(C), ..., di (C)}
de hierarquia do codigo.
Wei desenvolveu algumas caracteristicas principais da hierarquia.

Teorema 1.17 (Monotonicidade). [Weid1, Teorema 1] Para um [n, k| -cddigo C' com k > 0,

a hierarquia € uma Sequéncia crescente:

Demonstracao. Como um subcodigo de dimensao r contém um subcodigo de dimensao r — 1,
temos d,—1 (C) < d,.(C). Seja D um subcoddigo tal que d, (C) = w(D) e dimD = 7.
Considerando i € suppD e D; := {x € D :2; =0}. Entdo dimD; =r —1e d,_1(C) <
|suppD;| < |suppD| —1=d, (C) — 1. O

11
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Corolario 1.18 (Limitante de Singleton Generalizado). [Wei91, Coroldrio 1] Para um [n, k] -
codigo C', temos
r<d.(C)<n—k+r.

Demonstrac¢ao. Basta observar que di (C) <ned,_1(C)+1<d,.(C). O

Definigao 1.19. Dado um conjunto V' € Fy definimos o seu conjunto dual
V= {ueIFZ:u.V:O,‘v’VEV},

onde
n
u.Vv = E U;V;
i=1

é uma forma bilinear simétrica, nao-degenerada (se u.v = 0, Vv entdo u = 0), mas um vetor
pode ser dual a si mesmo. Por exemplo, se u € F§ e w(u) é par.
Observe também que, assim como ocorre no produto interno do espaco vetorial R”

sobre os nimeros reais, V1 & sempre um subespaco vetorial de [y, mesmo que V' nao seja.

Seja C' um [n, k] -codigo. O cddigo dual de C' ¢ o subespago formado pelo seu conjunto
dual, C+. Se um codigo tem matriz geradora G e matriz verificacao de paridade H, entdo o
codigo dual tem matriz geradora H e matriz verificacao de paridade G. Desse modo o cédigo
dual ¢ um [n, n — k| -codigo.

O Teorema da Dualidade de Wei estabelece uma forte relacao entre as hierarquias de

um co6digo e a do seu cédigo dual.

Teorema 1.20 (Dualidade). [Wei91, Teorema 3] Seja C um [n, k| -cddigo, entao a hierarquia
X =A{d (C),d>(C),....dr (C)}

e o conjunto

Y={n+1-d (C"),....,n+1—d, (CH)}

sao disjuntos, isto €,
XNy =40

XUY ={1,2,...,n}.

A prova deste Teorema sera feita para um caso mais geral no Capitulo 4.

12
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Exemplo 1.21. Seja C o [7,4],-codigo de Hamming. Sua matriz geradora é

o O O =
o oo = O
o = O O
_ o O O
— = O
_— O =
e i =)

e entao sua hierarquia de pesos é
{3,5,6,7}.

O seu codigo dual C* ¢ um [7, 3],-codigo linear com matriz geradora dada por
g 2

1011100
H=| 1101010
0111001
e com hierarquia de pesos:
{4,6,7}.
Temos os conjuntos
X =1{3,5,6,7}

Y ={8-4,8-6,8—T7={4,2,1},

donde se verifica X UY = {1,2,3,4,5,6,7} e XNY = (), validando o Teorema da Dualidade.

13



CAPITULO 2

CODIGOS POSET
.

Existem muitas métricas que podem ser definidas em Fy, sendo que as mais comuns
sdo as métricas de Hamming e de Lee [HP03].

Em [Nie91|, Neiderreiter generalizou o problema classico em teoria de codigos de en-
contrar a distdncia minima. Brualdi, Graves e Laurence em [BGL95| também estabele-
ceram uma definicdo mais ampla para o problema: usando conjuntos parcialmente orde-
nados e definindo o conceito de cédigos poset, eles comegaram o estudo com as métricas
poset, que generalizam a métrica de Hamming. Este tipo de abordagem tem sido frutifera,
pois muitos novos codigos perfeitos foram encontrados com tais métricas poset como em
[BGL95, AKKKO03, JP03, HK04, Lee04, JKOROS§|.

Uma situacao particular de codigos poset e espacos com a métrica poset sao os espagos
introduzidos por Rosenbloom e Tsfasman em [RT97]. Esses espacos sdo tteis no caso de
interferéncia em canais paralelos.

Na Secao 2.1, abordaremos alguns conceitos de conjuntos parcialmente ordenados, prin-
cipalmente os finitos. As referéncias principais sobre esse assunto sao os livros de Stanley
[Sta97] e o de Neggers e Kim [NK98]. Na Se¢ao 2.2, definimos o codigo poset e algumas
de suas caracteristicas. Na Se¢ao 2.3, comentamos sobre isometrias em espacos com métrica
poset. Na Secao 2.4, generalizamos os conceito de pesos generalizados para o ambiente de
codigos poset. Na Secao 2.5, abordamos refinamentos poset e algumas de suas consequéncias
em codigos poset e na Secao 2.6, generalizamos o conceito de codigos MDS. Apresentamos,
principalmente nas Secoes 2.5 e 2.6, diversos resultados simples, alguns ja conhecidos, mas

nao disponiveis de forma organizada na literatura.

14
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2.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Uma ordem parcial sobre um conjunto X é uma relacao binaria < que satisfaz as

seguintes propriedades para todo a,b,c € X :
1. Reflexiva: a < a,
2. Anti-simétrica: Se a < be b < a entdo a = b,
3. Transitiva: Sea <be b<centiaoa < c.

Defini¢ao 2.1. Seja X um conjunto. O par ordenado (X, =) é chamado de conjunto par-
cialmente ordenado (abreviadamente, poset) se < é uma ordem parcial sobre o conjunto
X.

Se um elemento a € X se relaciona com um outro elemento b € X, isto é a < b ou
b < a, dizemos que a e b sao compardveis, caso contrario eles sao ditos incompardveis.

Um poset (X, x) é dito totalmente ordenado se quaisquer dois elementos do conjunto
X sdo comparaveis, também nos referimos a tal poset por poset linear (ou cadeia). Um poset

é dito antilinear, ou anticadeia, se quaisquer dois elementos sao incomparaveis.
Exemplo 2.2. O conjunto dos ntimeros naturais com a ordem natural forma um poset linear.

Dado um poset (X, <) tal que o conjunto X ¢ finito dizemos que o poset é um poset
finito. A cardinalidade do conjunto X é chamada de comprimento do poset.

Existe uma forma especial de representar graficamente os posets finitos, através dos
diagramas de Hasse. Dado um poset finito (X, <) os elementos de X sdo representados por
vértices e as comparacoes entre dois elementos a,b € X sao representadas por arestas, onde
se convenciona que um elemento a estd abaixo de b se, e somente se, a < b e nao existe

c#a,btal queaxc<x0.

Exemplo 2.3. Considere a ordem = sobre um conjunto X = {a, b, c,d, e} com as compara-
¢oes {a < b,c < b,d < e}, entdo o diagrama de Hasse desse poset (X, <) é representado na

Figura 2.1 abaixo.

Para determinar a forma de um diagrama de Hasse para um poset (X, <) para elementos
distintos a e b em X usamos a transitividade da ordem parcial. Assim a < b se, e somente se,
existe um caminho crescente no diagrama de a para b. Na Figura 2.1, o caminho crescente
de a para b mostra a relagdo a < b. A mesma figura mostra que os elementos ¢ e d sdo
incomparaveis.

Dessa forma, podemos representar os posets linear e antilinear de comprimento 4 através

dos diagramas de Hasse na Figura 2.2:
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a C d

Figura 2.1: Diagrama de Hasse do poset (X, X).

4

3@
1. 2. 3. 4.

5@

[

1
Figura 2.2: Diagrama de Hasse para os posets linear e antilinear, respectivamente.
Exemplo 2.4. O poset Coroa é um conjunto X = {1,2,--- 2k} k > 1, com as seguintes

comparagoes, i X k+14,i+1 < k+iparacadai € X —{k —1}, 1 < 2k e k < 2k, e os outros

elementos nao sao comparaveis. Seu diagrama de Hasse para k = 4 é exposto na Figura 2.3:

5 6 7 8

1 2 3 4

Figura 2.3: Poset Coroa.

Exemplo 2.5. O poset Rosenbloom-Tsfasman (RT) é a uniao disjunta finita de posets linea-
res. Um exemplo de diagrama de Hasse para 3 posets lineares de comprimento 3 é apresentado

na Figura 2.4 abaixo:

Exemplo 2.6. O poset Hierarquico de comprimento n = ny +ns + - - - + ny, com n; inteiros,

16
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L L J @
1 2 3

Figura 2.4: Poset RT.
sobre o conjunto X = {(i,7) : 1 <i <t,1<j<mn;}, éapresentado com as comparacoes
(a,b) < (¢,d) & a < c.

Um exemplo do diagrama de Hasse paran =9 e t = 3 ¢é exibido na Figura 2.5:
9

P

7

%
K

Figura 2.5: Poset Hierarquico.

Observagao 2.7. Frequentemente, denotaremos a ordem de um poset P = (X, <) simples-
mente por <p. Abusando da notacao, podemos representar o conjunto X por P. Assim um

elemento a € X é denotado por a € P.

Definicao 2.8. Sejam P e () dois posets. Uma aplicacao f : P — @) ¢ uma homomorfismo

ordem se para quaisquer dois elementos a,b € P

aspb= f(a) <q f(b).
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Exemplo 2.9. Se P é um poset com diagrama de Hasse
a b
C
e () é um poset com diagrama de Hasse
2
1 ?

entao

o o9 N

R A

Q
2
2
1
é uma homomorfismo ordem.

Observamos que uma homomorfismo ordem pode ser bijetiva sem que a sua inversa seja

uma homomorfismo ordem.

Exemplo 2.10. Seja P um poset com diagrama de Hasse
b

e seja () um poset com diagrama de Hasse

entao

111l
Now o~ QO

@)
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¢ uma homomorfismo ordem bijetora. Entretanto, a sua inversa ¢! ndo é uma homomorfismo

ordem, pois 2 < 3, mas g~ (2) = ce g (3) = b sdao incomparaveis.

Definicao 2.11. Uma homomorfismo ordem é um isomorfismo se é bijetiva e a sua inversa

é uma homomorfismo ordem. Um isomorfismo do poset sobre si mesmo é um automorfismo.

Exemplo 2.12. Seja P um poset dado pelo diagrama de Hasse abaixo:
2 3

1

Entao os automorfismos poset de P sao a identidade e

(Yol

w N o~ N

11711

Definicao 2.13. Uma bijecao ordem f : P — () entre os posets P e () é um anti-isomorfismo

se para quaisquer dois elementos a,b € P

aspbe f(b)<q f(a).

Se o poset P é anti-isomorfo a (), entao a relacao de ordem em P é invertida quando

olhamos no poset ). Mostramos isso no seguinte exemplo.

Exemplo 2.14. Seja P um poset com diagrama de Hasse
2

w

e () um poset com diagrama de Hasse




CAPITULO 2 ¢ CODIGOS POSET

Defina a aplicacao f: P — @ por f (i) = 4. Assim,
ispj = j <q7.

Portanto a aplicacao f é um anti-isomorfismo.

Definicdao 2.15. Chamamos de poset oposto o poset P, definido sobre o mesmo conjunto

que P, e com a ordem, <3, dada por:
IsSpJ] = J=pl

A aplicacdo identidade, Idp : P — P, é um anti-isomorfismo. Mais ainda, a ordem em

P ¢ a tnica que faz com que a identidade, Idp : P — P, seja um anti-isomorfismo.

Proposicao 2.16. Sejam P e Q) posets e seja ¢ : P — @ um isomorfismo poset, entao

@0 P — Q € também um isomorfismo poset.

Demonstracao. A prova segue diretamente de
jspi=ispi=¢(i)<qv () = ¢() sSge(),

para todos j,i € P. O

Defini¢ao 2.17. Um ideal (ordem) de P é um subconjunto I C P com a propriedade de que
se
ueElev<pu=vel

Dado A C P, denotamos por (A), o menor ideal de P contendo A, chamado ideal de P
gerado por A. Se conhecemos os elementos do conjunto A, digamos A = {a,b, e}, entao

denotamos (A), por (a,b,e), em vez de ({a,b,e})p.

Exemplo 2.18. Seja o poset letra-N com diagrama de Hasse
c d

a b
Podemos ver que os conjuntos {b},{a,b},{a,b,c} sdo ideais de N, mas o conjunto
{a, ¢} nado é um ideal.
Note que o ideal gerado pelos elementos {a,c} e o ideal gerado pelo elemento ¢ sdo

iguais, ou seja, (a,c)n = {a,¢,b} = (O)n-
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Definicao 2.19. Um elemento a € P é dito mazimal em relagao a ordem <p se a <p b

implica em b = a. Ele é dito minimal se b <p a implica em b = a.

Exemplo 2.20. No poset letra N acima os elementos c e d sao elementos maximais e a e b

Sa0 minimais.

Dado P um poset denotaremos por Z" (J) o conjunto de todos os ideais de cardinalidade

r em P, e dado um ideal J chamaremos M (J) o conjunto de elementos mazimais em J.

Proposicao 2.21. [HK08, Proposicio 1.1/

a) Seja0<r<s<nelecZ (P). Entio existe J € I (P) tal que I C J.

b) Seja 0 <s<r<nelecl (P). Entao existe J € I°(P) tal que J C I.

Demonstracao. Se s = r, entao J = I em ambos os casos.

a) No caso s = r + 1, seja j um elemento minimal de P\, entdo J = I U {j} satisfaz a

condicao.
b) No caso s = r—1, seja j um elemento maximal de I, entdo J = I'\ {j} satisfaz a condigao.
O caso geral s =r +t é provado por inducao. O

Proposicao 2.22. Sejam P um poset. FEntdao, dois ideais I e J em P sdo iguais se, e
somente se, M (I) e M (J) sao iguais.

Demonstracao. Se I = J entdo os seu elementos maximais também sdo iguais, dai M (J) =
M (I). Por outro lado, como o ideal I é gerado por M (I) e o mesmo acontece com o ideal

J. Se M (I) = M (J) entao

2.2 Codigos Ponderados por Ordens Parciais

Seja P um poset sobre o conjunto [n] := {1,2,...,n}. Sem perda de generalidade
podemos assumir que o conjunto [n] e as posigoes coordenadas dos vetores de [, estao em
bije¢ao, ou seja, um vetor x € Fj pode ser representado como X := x123---2,. Podemos

definir um peso ponderado para os vetores de Iy ponderado pela ordem <p.
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Definigao 2.23. O P-peso de um elemento x € Fy ¢ a cardinalidade do ideal de P gerado

pelo suporte de x,

wp (x) = |(supp (X)) p| -

De modo similar ao que ocorre com o peso de Hamming, o P-peso também determina

uma distancia em Fy, chamada P-distancia:

dp (X,y) :=wp (x—Yy).

Teorema 2.24 (Métrica poset). [BGL95, Lema 1.1] Se P é um poset sobre [n], entio a

P-distancia dp (X,y) = wp (x —y) € uma métrica em F.

Demonstracao. A funcao cardinalidade é nao-negativa para conjuntos nao-vazios:
wp (x) =0 <= [(supp (x))| =0 <= supp(x) =0 <= x=0,

assim a P-distancia é definida positiva. Ela ¢ simétrica, pois o suporte do vetor x —y é
igual ao suporte do vetor y — x. Para provar a desigualdade triangular é suficiente mostrar

a validade da desigualdade triangular para o P-peso:
wp (x +y) <wp(x) +wp(y),Vx,y € Fy,

pois dp (X,y) =wp (x—y) <wp (X —2z)+wp(z—y) =dp(X,z) +dp (z,y). Vamos provar
entdo a desigualdade triangular para os P-pesos. Como supp (x +y) C supp (x) U supp (y)

e a uniao de dois ideais ¢ também um ideal, temos

wp (x+y) < [(supp(x))p U (supp (y))pl
< [(supp (x)) p| + [{supp (¥)) p|
wp (x) +wp (y).

Exemplo 2.25. Seja o poset antilinear H e o poset letra-N dados pelo diagrama abaixo
3 4
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Para o vetor x = 0110 € I3, obtemos o H-peso ¢é igual a

wi (x) = | (supp (%)) ] = |supp ()] = [{2,3}] = 2

e o N-peso igual a

wn (%) = |(supp (X))n| = (2,3)] = {1,2,3}] = 3.

No poset antilinear H, H-peso e a H-distancia sao, respectivamente, o peso e a distancia
de Hamming da teoria classica de cédigos. Por esse motivo chamaremos o poset antilinear
de poset Hamming e o denotamos por H.

Chamamos a métrica dp em Fy' de métrica poset ou P-métrica. O par ordenado (FZ, dp)
é chamado de espaco poset ou P-espaco. Um subconjunto C' do espaco métrico (F;‘,dp) é
chamado codigo poset. Se a métrica corresponde ao poset P, entao dizemos que C' é um
P-cddigo. Se C' C Fy € um subespago de dimensdo k, entdao C' é um [n, k|, P-cddigo linear.

Sejam x € F} e r um inteiro nao negativo. A P-bola com centro em x e raio r ¢ o

conjunto
Bp(x,7)={y € Flidp (x,y) <1}

de todos os vetores em Fy onde a P-distancia para x ¢ no maximo igual a r. A P-esfera com

centro em X e raio r é o conjunto

Sp (X7 7’) = {y € IFZ; dp (va) = T}

de todos os vetores em F}' onde a P-distancia para x é igual a r. O namero de vetores na

P-esfera de centro no vetor nulo e raio ¢ é [BGL95|

1 se 1 =0,
S (g —1) ¢, (i) sei>0,
onde €2; (i) € o nimero de ideais de P com cardinalidade i tendo exatamente j elementos

maximais. Como dp (x,y) = dp (0,y — x), segue que o ntumero de vetores na P-bola de raio

r nao depende do seu centro e é [BGL95| igual a
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Em particular, se ¢ = 2 o ntimero de vetores na P-bola de raio r ¢ igual a

L+ 0> 2790, (i)
i=1 j=1
Definicdo 2.26. Seja P um poset sobre [n]. Um codigo C' C F é chamado r-corretor de

erros P-perfeito se as P-bolas de de raio r centradas nas palavras do cédigo sao disjuntas e

a uniao destas é todo o espago Fy.

Um dos méritos dos codigos poset é que existem muitos destes que sao perfeitos, mas

nao sao perfeitos no sentido classico.

Exemplo 2.27. Seja L o poset linear sobre [n|. Seja C'={00---0,11---1} C F% entdo C' é
um c6digo (n — 1)-corretor de erros L-perfeito.
De fato, as L-bolas de raio n — 1 e centro na origem (palavra-codigo nula) e na palavra-

codigo 11---1 sdo disjuntas. Isso ocorre pois se x € B, (00---0,n — 1) entdo
d, (00---0,x) = w, (x) <n—1. (2.1)

Assim, se x = x12y + - - T, 1T, devemos ter z,, = 0, sendo wy, (X) = n, 0 que é uma contradi¢do
com a equagao (2.1).

Se, por outro lado, x € By, (11---1,n — 1) entdo
dp, (11---1,x) =wp (x —11--- 1) =wr, (1y2 - - - Yn—11l) =n >n —1,

onde y; = x;—1 para,2=1,--- ,n—1, contradizendo x pertencer a L-bola de centro 11---1.
Para mostrar que a uniao dessas bolas é o espaco todo, observamos que a L-bola
B, (00---0,n — 1) tem 2"~! elementos, pois se x € B, (00---0,n — 1) devemos ter x,, = 0.

Como as L-bolas tem o mesmo niimero de elementos, temos
|Br (00---0,n — 1)|+|Bp (11---1,n — 1)| =21 4 271 = 9" — |F7|

Tornando o codigo C' um (n — 1)-corretor de erros L-perfeito.

n—1

5 J < n — 1 erros e nao é perfeito

Mas, na teoria classica de codigos, C' corrige até L

quando n ¢ par.

Analogamente, podemos obter que o L-cédigo

C={00---0,11---1,22---2,--- (¢ —1,q—1,--- ,q— 1)} CF}
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é um (n — 1)-corretor de erros L-perfeito.

2.3 Isometrias do Espaco Poset

Definicao 2.28. Uma isometria entre dois espagos métricos, (M,dy) e (N,dy), é uma

aplicacao T': M — N tal que dy (T (x),T =dy (x ara todos x,y € M.
p G q ) y vY) P Y

As isometrias do espago de Rosenboom-Tsfasman (F7, drr) sdo classificadas em [PFSA09).
As isometrias lineares do espagco (E’;, dp) sao classificadas em [PFKHO8|. Vamos descrever

algumas Proposigoes que os autores fizeram nesse tltimo.
Definicao 2.29. Uma isometria linear T" do espaco métrico (Fg‘, dp) ¢ uma transformacao

linear T': Fy — FJ' que preserva a P-métrica,

dp (T (x),T(y)) = dp (x,y),

para todo x,y € Fy. Equivalentemente, uma transformagao linear 7' ¢ uma isometria se
wp (T (x)) = wp (x) para todo x € F?. Uma isometria linear de (F7,dp) ¢é dita ser uma

P-isometria.
A partir da Proposi¢ao 1.7 segue o seguinte Teorema:

Teorema 2.30. Seja P um poset sobre [n]. O conjunto de todas as isometrias lineares do

espaco (Fg,dp) € um grupo.
Teorema 2.31. [PFKHO0S8, Teorema 1.1] Sejam P um poset sobre [n], {e1,eq,- - ,€,} a base

canonica de ¥y e T uma P-isometria. Entio a aplicagio ¢r : P — P dada por

¢r (i) = max (supp (T'(e;))) p

€ um automorfismo de P.
Uma descrigao das P-isometrias é dada no seguinte Teorema:

Teorema 2.32. [PFKH08, Teorema 1.2] Sejam P um poset sobre [n] e {ej,es, -+ ,e,} a

base candnica de ¥y. Entao T' € uma P-isometria se, e somente se,
T(e;) = Y Tij€pr (i),
1<pj

onde ¢r : P — P € um automorfismo associado com T como no Teorema 2.51 e x;; sao

constantes com x;; # 0 para todo j € [n].
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Corolario 2.33. [PFKHO08, Coroldrio 1.1] Seja P um poset sobre [n]. Dado T uma isometria
linear de (]FZ, dp) existe um ordenagdo 3 = {e;,,€;,, - ,€;,} da base canonica tal que [T, 4
¢ dada por um produto A -U onde A € uma matriz triangular superior e U € uma matriz de

permutagao correspondente ao automorfismo induzido por T

Seja M,,(F,) o conjunto de todas as matrizes n x n sobre I, consideramos
GP = {(aij) € Mn (]Fq) Ly = Oset 7‘\4]3 jean- 7é 0}

Corolario 2.34. [PFKH08, Coroldrio 1.3] Seja P um poset sobre [n]. O grupo de isometrias
de (]Fg,dp) é isomorfo ao produto semi-direto Gp x Aut (P), onde Aut(P) é o grupo de

automorfismos de P.

Exemplo 2.35. Seja L o poset linear sobre [n]. Seja T' uma isometria linear em (IF;‘, dp).
Pelo Teorema 2.31, o automorfismo ¢r de L induzido por T preserva ordem e, portanto,

¢r (i) = i. Usando o Teorema 2.32, temos
T(ez) = Zwijei
Jpi

onde x;; # 0. Assim T é representado por uma matriz n x n diagonal superior com diagonal
nao nula. Mais ainda, pelo Corolario 2.33, existe uma base ordenada ( de Fy na qual a
isometria linear T' pode ser representada pelo produto A - U de matrizes n X n, onde U
¢ uma matriz monomial que age mudando as coordenadas dos subespagos com suportes

isomorfos e A é uma matriz n X n diagonal superior com elementos nao nulos na diagonal.

Definigao 2.36. Um P-cédigo C' C Fy e um Q-cédigo C" C F sao equivalentes quando
existe uma isometria linear T : (F7, dg) — (IFZ, dp) tal que T (C) = C".

Sejam P e () posets isomorfos. Considere ¢ esse isomorfismo, entao a transformagao
linear T, : (FZ,dQ) — (Fg,dp) definida por

n
Ttp (X) = E xiew(i)
i=1
¢ uma isometria linear. De fato, como ¢ : P — ) é um isomorfismo

(supp (X)) p = (in,i2, -+ yis)p = (@ (1), (ia) - -+, 0 (i) g = (supp (T (X)) -

Assim,

wp (x) = |(supp (x)) p| = |(supp (T (x))) | = wq (T' (%))
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e, portanto,
dp (x,y) = do (T (x), T(y)) -

Chamaremos a transformacao linear T, de transformagao induzida por .

Apresentamos agora um primeiro resultado relacionando cédigos e seus duais:
Proposicao 2.37. Seja ¢ : P — Q um isomorfismo. Se C é um Q-cddigo entdo C' =
Im(T,) é um P-cidigo equivalente a C' e o Q-codigo CF, conforme introduzido na pdgina

12, € equivalente ao P-cédigo (C')*.

Demonstragao. De fato, para x,y € Fy

T, (x) = inew(i)
i=1

T, (y) = _yieoq).
i=1

Assim

Tp () To (y) = D> Tii€uiy «€o() = O D _Tilli0(ines);

i=1 j=1 i=1j=1

e como ¢ (1) = ¢ (j) se, e somente se, i = j, temos

T, (x).T,(y) = Zinyj(Sij =X.y.

i=1j=1

Segue que T, (C*) =T, (C)" = (C")". Mas, pela Proposicio 2.16 ¢ (P) = Q. Portanto, o
Q-codigo O é isométrico (por T,,) ao P-codigo (C)*. O

Corolario 2.38. Se dois P-cdodigos C' e C' sao equivalentes por uma transformagao induzida

~ - P 1 ~ . ~
entio 0s P-codigos C+ e (C')™ sdo equivalentes por essa mesma transformacao.

2.4 P-Pesos Generalizados

Aplicando os conceitos de Wei, ao caso de P-codigos, definimos a nocao de P-peso

generalizado.

Definigao 2.39. Seja D C F um subespago. O P-peso generalizado de D ¢ a cardinalidade

wp (D) = [(suppD) p|
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do menor ideal de P que contém o suporte de D, lembrando que suppD = |J supp (x).
xeD

Considerando C' um P-codigo linear, podemos definir o r-ésimo P-peso minimo gener-

alizado como o menor P-peso
dP)(C) := min{wp (D) : D C C,dim D = r}
dos subespagos de C' com dimensao r. Se C' é um [n, /{:}q P-cédigo entao a sequéncia
{d"(©),d"(C),...d" )}

é chamada hierarquia de P-pesos de C.
Com estas definicoes podemos generalizar alguns resultados, obtidos por Wei, sobre a

hierarquia apresentados na Secao 1.2.

Teorema 2.40 ([PLB08] Monotonicidade). Para um [n, k|, P-cddigo linear C com k >0, a

hierarquia de P-pesos é uma sequéncia crescente:
1<dP @) <dP )< <d” () <n.

Demonstracao. Como um subcodigo de dimensao r contém um subcodigo de dimensao r — 1,
temos dg,lj)l ) < dt? (C). Seja D um subcodigo tal que d.(C) = w (D) e dimD = r.
Considerando i € M ({suppD)). Considere D; := {x € D :z; =0}, entdo dimD; =r — 1 e
d\”, (C) < |(suppDi) p| < |(suppD) p| — 1 = di"” (C) — 1. O

Corolério 2.41 (Limitante de Singleton Generalizado). [PLB0S] Para um [n, k], P-cddigo
linear C, temos

r<dP (C — k4

)<n
<ned? (C)+1<d" (). 0

r—

Demonstra¢ao. Basta observar que d,(gp) (C)

2.5 Refinamento de um Poset
Definigao 2.42. Sejam P e () posets sobre o mesmo conjunto [n] tais que se z <¢g y entao
r <p y. Entao dizemos que P é um refinamento de (Q e denotamos por Q C P.

Exemplo 2.43. Sejam N e () os posets com diagramas de Hasse como mostrados na Figura
2.6:

Entao N é um refinamento de (). De fato, N contém todas as comparagoes de () mais

uma comparacao, 2 <n 4, que nao esta em Q).
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~ @

1 2

Q N

Figura 2.6: Posets Q e N, respectivamente.

Proposicao 2.44. Sejam P, Q) posets com Q C P. Seja C' um cddigo linear com dim (C') = k.
Entao
4@ (C) <d” (C)

parar =1,--- k.

Demonstragao. Seja D um subespago de C, considere (suppD) e (suppD) p os ideais gerados
por suppD segundo as ordens ) e P, respectivamente. Se x € (suppD),,, entdao x <¢q Yo para
algum yy € suppD. Como P é um refinamento de ) temos x <p yo. Logo, (suppD>Q -
(suppD) p . Assim,

(suppD) | < |(suppD) |

Considere agora Dy o subespaco de C' com dim (Dg) = r tal que di”) (C) = |(suppDy) p|.

Juntando isto com a conclusao anterior temos,

T

A9 (C) < |(suppDo)g| < |(suppDy) ol = di”) (C)

m
Corolario 2.45. Sejam P um poset e C' um cddigo linear com dim (C) = k. Entao
di (C) < d" (C),
parar =1,--- k. Onde dﬁH) (C) indica o r-peso generalizado de Hamming.
Demonstracao. Seja H o poset Hamming entao H C P para todo poset P. O

2.6 Codigos P-MDS

Nesta secao, introduziremos o conceito de codigos MDS, ou separavel por distancia
méaxima, para co6digos poset e descreveremos algumas propriedades desses tipos de codigos.

Sabemos que o limitante de Singleton é valido para codigos poset, assim,
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Definicao 2.46. Um codigo C' é chamado cidigo MDS, ou separavel por distancia maxima,

quando dg (C) atinge o limitante de Singleton.

Wei em [Wei91], generalizou o conceito de codigos MDS. Um codigo C' é chamado de
codigo r-MDS se d (C) = n —k + r. Dougherty e Skriganov em |[DS02b|, introduziram
essa nocao em espacgos de Rosenbloom-Tsfasman. Podemos ainda generalizar este conceito

para um co6digo poset.

Definigao 2.47. Um [n, k], P-cédigo C' ¢ chamado cddigo (P,r)-MDS se

AP (C)y=n—k+r

r

A partir desta definicdo e do limitante de Singleton generalizado obtemos a seguinte

Proposicao.

Proposicao 2.48. Se para algum r um cédigo é (P,r)-MDS entao é também um cddigo
(P,s)-MDS para todo s > r.

Demonstracao. Considere k = dim C'. Se s = r entao nao temos nada a fazer. Se s =r + 1
entdo d\”) (C) > ¥ (C) =n —k+r o que implica que " (C)>n—k+r+1. Usando o
limitante de Singleton temos " (C) = n—k+s. Fazendo o mesmo argumento recursivamente

obtemos o resultado esperado. O
A Proposigao a seguir relaciona os conceitos de refinamento e de codigos (P, r)-MDS.

Proposicao 2.49. Sejam P e Q posets sobre [n] tal que Q@ C P. Seja C' um subespago de
Fy. Se C' € um codigo (Q,r)-MDS, entao C ¢ (P,r)-MDS.

Demonstragio. Seja k = dimC. Pela Proposicio 2.44, d\") (C) > 49 C)=n—k+r.

Agora use o limitante de Singleton. O

Corolario 2.50. Sejam P um poset sobre [n] e C um subespago de Fy. Se C € um cddigo
MDS, entio C € (P,r)-MDS.

Demonstracao. Seja H o poset anticadeia entao H C P para todo poset P. O

Teorema 2.51. [HK08, Teorema 3.12] Seja P um poset sobre [n] e P o seu poset dual. Um
cédigo C é (P,1)-MDS se, e somente se, C*+ ¢é (F, 1) -MDS.

Na Secao 5.2, apresentamos um contra-exemplo para o Teorema 2.51 quando um c6digo
é (P,r)-MDS para r > 1.
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Teorema 2.52. [HK08, Teorema 4.6] Para todo cddigo linear C' sobre [y, existe um poset
P para o qual C' é (P,1)-MDS.

Corolario 2.53. Para todo cddigo linear C sobre Fy, considere r = 1,--- ,dim (C) entao,

existe um poset P para o qual C é (P,r)-MDS.

Demonstra¢ao. Usando o Teorema 2.52, C' é um (P, 1)-MDS. Assim, pela Proposigao 2.48 C'
¢ um (P, r)-MDS para todo r > 1. O
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CAPITULO 3

MULTICONJUNTOS
-

Seja um codigo linear C'. Naturalmente definimos um co6digo linear fornecendo uma
matriz geradora G. As linhas de G formam uma base para C, e por isso elas sao muito
estudadas. Muitos trabalhos consideram as colunas interessantes. Isto d4 origem aos multi-
conjuntos e as multifuncoes.

Os multiconjuntos estao relacionados com os codigos e as multifuncoes estao rela-
cionadas com os pesos. A hierarquia de pesos é facilmente reconhecida nesta representacao
[HKY92, TV95, Lee04].

Outros termos para multiconjuntos, incluem multiconjuntos projetivos [DS98, Sch04] e
os sistemas projetivos [TVNO7, TV95, Lee04|.

Um grande avango dos multiconjuntos é que eles nao dependem do sistema de coor-
denadas. Codigos, por outro lado, dependem fortemente do sistema de coordenadas, pois
as coordenadas determinam os pesos, enquanto que as multifuncoes sao determinadas por
incidéncia.

Na se¢ao 3.1, introduzimos algumas defini¢oes béasicas de multiconjuntos e apresentamos
sua relagao com codigos. Na secao 3.2, apresentamos o levantamento de um multiconjunto
e na secao 3.3, definimos e exploramos os submulticonjuntos, generalizando para o contexto
de P-espacos os resultados apresentados em |[DS98| para o caso particular da métrica de

Hamming.

3.1 Multiconjuntos

Apresentamos aqui algumas definicoes basicas necessarias para este capitulo.

Definicao 3.1. Um multiconjunto sobre um conjunto S é uma colecao £ nao ordenada de

elementos de S, nao necessariamente distintos. A multiplicidade de um multiconjunto £ é
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uma aplicacao
v: S — N,

que associa para cada elemento s € S o niimero v (s) de ocorréncias de s em L.

Estamos interessados em multiconjuntos constituidos de vetores ou subespacos vetoriais
de um dado espaco vetorial. Frequentemente vamos identificar a multiplicidade v com a

colecao L, nos referindo a v como um multiconjunto. Exemplificamos abaixo:

Exemplo 3.2. Seja C' C F3 o [4, 2],-co6digo com matriz geradora:

1 11
G = 0.
0101

As colunas de G formam um multiconjunto v = mg = {10, 11, 10,01} sobre F2. A multipli-
cidade mg : F3 — N é:
2 se s = 10,
mg(s)=< 1 se s=11ou0l,
0 se s = 00.

Definicao 3.3. Dois multiconjuntos v e v, sao equivalentes se existe uma bijecdo o : S7 — Ss

tal que v = v 0 0.

Um codigo é dito degenerado se existe uma matriz geradora com uma coluna nula. Caso

contrario ele é dito nao-degenerado.

Exemplo 3.4. O codigo com matriz geradora

1 000
0110

é degenerado, pois a quarta coluna é nula. Enquanto um co6digo com matriz geradora
1 0 01
0110

Observacgao 3.5. O conceito de degeneracao nao depende de uma matriz geradora do codigo.

é nao-degenerado.

Existem outras formas equivalentes para definir um cédigo degenerado:

e (' C I} & nao-degenerado se, e somente se, a distancia minima de Hamming do c6digo

dual C*+ & maior ou igual a 2.
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e (' CF} ¢ ndo-degenerado se, e somente se, a base canonica {e1,eq,--+ ,e,} de [, nao

intersecta o codigo dual C*.

o ' C I} & degenerado se C esta contido no niicleo de alguma aplicagao coordenada

.
l’i.Fq — Fq

X — T

Vamos agora construir um multiconjunto a partir de um codigo linear nao-degenerado
com a métrica de Hamming:
Seja C' um [n, k] , H-codigo nao-degenerado e considere G uma matriz geradora para

esse codigo. Essa matriz induz uma transformacao linear injetora

¢:IF’; — FZ

(3.1)
v — v.G=(v.g,v.L,...,V.8)

onde g; é a i-ésima coluna de G e a imagem sob essa transformacao é o codigo C.
As colunas g; sao elementos de F’; . Esses vetores nao sao necessariamente distintos, de

modo que formam um multiconjunto sobre ]F’; com multiplicidade

mG:F’; — {0,1,2,...,n}

v — mg(v),

onde mg (v) é o nimero de vezes que o vetor v aparece como uma coluna de G.
Dada outra matriz geradora G’ para o cddigo C, entao existe uma matriz A quadrada

de ordem k e posto completo tal que
G =A.G.

O automorfismo dado por ¢ : v — A . v substitui cada coluna g; por A .g; e cada vetor
v por A.v. Assim, mg (A.v) = mg (v),Vv € F}, e os multiconjuntos mg e mg: sao
equivalentes pelo automorfismo o. Em outras palavras, a partir de equivalentes multiconjun-
tos obtemos diferentes matrizes, mas elas identificam o mesmo co6digo. Com isto em mente

vamos referenciar o multiconjunto me := mg em F’; com uma matriz geradora G qualquer.

Definicao 3.6. Dado C' um cédigo nao-degenerado, o multiconjunto m¢ é chamado de

multiconjunto induzido pelo codigo C.
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Exemplo 3.7. Seja C o [7,4], H-codigo de Hamming. Uma matriz geradora é

1000110

01 001O01
G =

0010011

0001111

O correspondente multiconjunto m¢ é formado pelos vetores
{1000, 0100,0010,0001,1101,1011,0111} .

Para um subespaco (ou subconjunto) U C IF’;, definimos naturalmente a multiplicidade

de U como

me (U) ==Y me (u).

uelU
A seguinte Proposicao foi provada inicialmente em [HKY92|, mas apresentamos uma

outra demonstracao que vai nos ajudar a estender a Proposicao para o ambiente de P-pesos.

Proposicao 3.8. [HKY92, Lema 1] Sejam C' C [y, um cddigo e w o peso de Hamming. Dado

um subespaco D C C' de dimensao r, existe um subespaco U C F’; de codimensao r tal que
me (U) =n—w (D).

Demonstracao. Seja G uma matriz geradora do codigo, ela gera um isomorfismo ¢ entre C' e
IF’;, como vimos em (3.1). Assim, para o subcodigo D existe um subespago V' C ]F"q€ isomorfo
aD,istoé ¢ (V)= D. Logo, i € supp (D) < Iv € V tal que a i-ésima coordenada de v.G é
nao-nula. Mas, se v.G = (y1, -+ ,¥y,) entdo y; = v.g;, onde g; é a i-ésima coluna da matriz

geradora G, e portanto, i € supp (D) < g; ¢ V. Donde segue que

w(D) = [{g ¢ V']
= n—|{g eV}
= n— [{{Colunas de G} N V*}|
= n—me (V).
Dai fazendo U = V= segue o resultado. O]

Dada uma cole¢ao {Ay, ..., A;} de subconjuntos de um espaco vetorial, escreveremos
t
[Ay, ..., A;] para indicar o gerado pela interse¢ao de todos os subespagos contendo |J A;.
i=1
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Estenderemos agora a Proposicao 3.8 para o caso poset. Primeiro notamos que dados

um P-codigo, com matriz geradora G, e v € IF’;, 0 P-pesode v.G é

wp(v.G) = |{i:3j €supp(v.G) comi =<p j}
= |{i:3jcomi=pj, g LV}
= n—|{i:jr-pi=g; LV}
= n—‘{i:[{gj:jipi}]gvl}y

Com isto em mente, podemos definir outro multiconjunto m& em
P (Fl;) ={X C IF'; : X é um subespaco vetorial de IF’;} .

Dado C' um [n, k], P-c6digo, considere G uma matriz geradora para C' e seja {g; : i € [n]}
o conjunto das suas colunas. O multiconjunto induzido pelo P-codigo mk é a colecio dos
subespacos U; = [{g; : j 2p i}], para i € [n], dos subespacos gerados pelas colunas g; com
j =p i, e a multifuncao
mg P (FF) — {0,1,2,...,n}
Vo mg (V),

¢ o ntimero m& (V) de i’s tais que U; C V.

Assim como no caso Hamming, duas matrizes geradoras para C, G = (81,82, * ,8n)
e G' = (g}, g, ,8g), definem uma matriz A k x k tal que g; - A = g/. Esta matriz define
uma transformagao linear A : F¥ — F! com A(g;) = g. Esta transformacao induz uma
bijecao de P (]F’;) sobre si mesmo. Se colocarmos U; = [{g; : j <p i} e U] = [{g; j =pi}],
obtemos A (U;) = U], tornando os multiconjuntos m& e m&, equivalentes. Portanto, podemos
nos referir ao multiconjunto induzido pelo P-codigo simplesmente por mf quando a matriz
geradora nao é relevante.

Podemos resumir esta discussao em uma defini¢ao:

Defini¢ao 3.9. O multiconjunto induzido por um |n, k]qP—cddigo nao-degenerado C' é o
multiconjunto sobre P (F})
mg = {U17U27”' JUn}7

onde U; = [{g; : 7 =p i}].

Proposicao 3.10. Sejam C um [n, k]q P-codigo e D C C um subcidigo de dimensdo r.

Entao, existe um subespaco U C F(f de codimensao r tal que
ws (D) =n —m& (U)
P C )

onde P ¢ o poset oposto de P.
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Demonstragao. Seja G uma matriz geradora de C, com vetores coluna {g;,82,...,8,} Seja

o E’;’ — (' o isomorfismo linear determinado por (3.1). Considere o multiconjunto
P ._
’ITLC = {Ul, UQ, ceey Un}
com U; = [{g; : j <p i}]. Dado um subcddigo ¢ (V) = D C C de dimensdo r, temos que

wp (D) = [i:3jcomi=pj g LV}
= n—i:jrpi=g; LV}
= n—|{i:[{g:j2pi}] SV}
= n—|{i:U; CV*}|

= n—m& (V4.

A Proposicao segue considerando U = V'+. [

3.2 Levantamento

Veremos agora um modo de representar os elementos do multiconjunto m& como sub-

mn

espagos de [y .
Seja 8 := {ei,ey,...,e,} a base canonica de Fy. Dado um [n, k] -codigo linear C' existe

um epimorfismo natural pc :Fy — Fp/ C*, definido por
pe (x) = x4 C*.

Seja {g1,82, - 8n} 0 conjunto das colunas de uma matriz geradora para o codigo C. Con-

sidere a transformagao linear n : Fy' — IE"; dada por
n(e:) = gi,

que ¢é sobrejetora pois dim C' = k. Claramente n(x) = G.x' e G.x' =0 < x € CL.

Utilizando o Teorema de homomorfismo para modulos, existe um isomorfismo 7

n n
Fq — F’q“
pe L ST

Fr/C+

entre F /C* e FE.

Para cada vetor x € Fy podemos associar uma forma linear em Fy, onde x (y) = x.y. Os
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CAPITULO 3 ¢ MULTICONJUNTOS

elementos de F'/C* podem ser considerados como formas lineares em C: se x+C* € Fir/C*
e ¢ € C definimos
(X+CL) «C=X.C.

Esta forma linear estd bem definida, pois se (x + C’l) = (x’ + CL) entdo x —x' =y € O+,

ex.c=(x'+y).c Parax = e; temos
,uc(ei)(c):(ei—i—CL).c:ei.c:ci:gi.v,

onde ¢ = v.G. Deste modo, associamos a coluna g; com o vetor e; através da aplicacao uc,

identificando IF’; com C. Assim, podemos associar ao P-cédigo C' uma colecao ordenada de

subespacos

BP = (‘/’17‘/2"/”),
chamada de conjunto de cobertura ortogonal, onde V; = [{e; : j € (i) p}], que determina o
multiconjunto

m¢ = pic (Bp) = {pc (V1) uc (V2) -, e (Vo) }

definido sobre P (F7/C+) =2 P (FF). Observe que uc (Vi) = [{g; : j € (i) p}]-

Deste modo, utilizando a Proposicao 3.10, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.11. Para um [n, k]q P-codigo C' o seu multiconjunto associado ¢ o multiconjunto
m?. = pc (Bp) definido sobre P (F2/CH).

3.3 Submulticonjunto

Definigao 3.12. Um submulticonjunto v C ~ é um multiconjunto(sobre o mesmo conjunto
S) tal que v/ (s) < 7 (s) para todo s € S.

Lema 3.13. Sejam C' C Fy um P-cddigo e mg o seu multiconjunto associado. Dado J C
{1,2,...,n}, considere By := {V;:j€ J} com V; = [{e;:i € (j)p}], entdo m; = pc (By)
¢ um submulticonjunto de mg e, mais ainda, todo submulticonjunto de mg pode ser obtido

dessa forma.

Demonstracao. Como B; C Bp, temos m; C mg. Assim, a partir da definicdo de um

submulticonjunto, segue que m; ¢ um submulticonjunto de mg. Um submulticonjunto de

mE = {pc (Vi) , po (Vo) - . o (Vi) }
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é uma colecao de subconjuntos do tipo

m = {MC (‘/11) y MC (‘/22) Ry le} (‘/;.s)} :

Colocamos J = {iy, s, ...,i5} e obtemos que m = m. ]

Nota 3.14. A partir da demonstracao da Proposicao 3.10, obtemos que o P-peso de um

subcodigo D C C esta relacionado com um submulticonjunto m; = pe (By), onde

J = {2 o (Vi) € (o7 (D))L}

e ¢ é o isomorfismo linear entre C' e F¥, dado em (3.1).

Também notemos que

J = Aiipevyc ot o)}

¢ um ideal de P. De fato, se j € J ei € P com i < j entdo, (i) C (j). Consequentemente

V; CV; e aplicando o epimorfismo jic, obtemos

Portanto, i € J e J é um ideal de P.

Com isso podemos reescrever a Proposicao 3.10 em termos de submulticonjuntos. Ob-

servamos que para a proxima Proposicao definimos B; como espaco nulo se .J é vazio.

Proposicao 3.15. Sejam C um [n, k]q P-codigo e D C C um subcidigo de dimensdo r.

Entao, existe um ideal J de P tal que a codimensio de [uc (By)] CFE ér e
wp(D)=n—1|J|=n—|By|.

Ilustraremos as informacoes anteriores de levantamento e submulticonjunto com um

exemplo.

Exemplo 3.16. Sejam P e P os posets ilustrados pelos diagramas de Hasse na Figura 3.1

abaixo, um oposto do outro.

Seja C' um P-cédigo com matriz geradora

1 11
G = ;
0101
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3 1 2
1 2 4 3
P P

Figura 3.1: Diagrama Hasse da ordem P e a seu oposto P.

gi_[1ro1o0
0111

uma matriz geradora para o P-codigo C*.

*~0

e considere

O epimorfismo uc : F§ — F3/C* e o isomorfismo entre F3/C+ e F3 sao resumidos

abaixo:
e (1000) 1000 + C+ «— 10 = Coluna 1 de G,
pe (0100) = 0100+ C*+ «— 11 = Coluna 2 de G,
pe (0010) = 0010 +C+ +— 10 = Coluna 3 de G,
pe (0001) = 0001 + C* «— 01 = Coluna 4 de G.

Note que 1000 — 0010 = 1010 € C+, de modo que 1000 e 0010 representam a mesma
classe em F3/C*.

Agora
Vi= [{el’efﬂ}] ) Vo = [{82,83}] )
Vs=[es}] e Vi=[{ed].

O multiconjunto associado é

pe (Bp) = {ne (1), pe (Vo) ne (Vs) , pe (Va)}
= {[{10}],73, [{10}], [{01}]} = m¢

com hierarquia de P-pesos

" (C) = wp (0101) = wp ([{0101}])

= wp ([{01}]. G)
= 4—mf ({o1")
— 4 —mk ([{10})

= 4—my ([{10}) =2

com J = (1,3)5 = {1,3} e codim ([uc (By)]) = codim ([{01}]) = 1, e
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P P

Figura 3.2: Diagrama Hasse da ordem P e a seu oposto P.

dy (C) = wp(C)
= wWp (F% . G)
= 4-mf (F)")
= 4 —m¢ ([{00}])
— 4=y ([{00}) = 4,
com I =0 e codim ([uc (Br)]) = codim ([{00}]) = 2.

Vamos fazer um exemplo sobre um corpo nao binario:

Exemplo 3.17. Sejam P e P os posets ilustrados pelos diagramas de Hasse na Figura 3.2,

um oposto do outro.

Seja C' um [5, 2], P-codigo com matriz geradora

1 200 2
G = .
1 0210

O epimorfismo pc : F} — F3/C+ e o isomorfismo entre F3/C* e F2 sdo resumidos na

tabela abaixo:

( ) = 10000+ C*+ «— 11 = Coluna 1 de G,
( ) = 01000+ C*+ +—20 = Coluna 2 de G,
pe (00100) = 00100+ C+ «— 02 = Coluna 3 de G,
( ) = 00010+ C*+ «— 01 = Coluna 4 de G,
( ) = 00001 +C*+ +—20 = Coluna 5 de G.

Agora
Vi=[{enes}], Vo= [{ese3}], Vz=[{es}]
Vi=[{eses}] e V5= [{es}]
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O multiconjunto associado é

po (Bp) = {uc(Vl%m(Vz),uc(%)wc(p)}
= {F%, F%, [{02}] van [{20}]} = mg’

com hierarquia de P-pesos

dP(C) = wp(12002) = wp ([{12002}])
wp ([{10}]. G)
= 5—mg ([{01}])
= 5—my([{01}]) =

com J = (3)5 = {3} e codim ([uc (By)]) = codim ([{01}]) =1, e

dy (C) = wp(C)

= U)P(IF%.G)
= 5—mg([{00}))
— 5 - mu ([{00}]) =

com I =0 e codim ([uc (By)]) = codim ([{00}]) =
A partir da Proposicao 3.15 temos que explorar as propriedades do conjunto B rela-

cionada com o ideal J. Lembrando que B; é definido como {Vj : j € J}, temos a seguinte:
Proposicao 3.18. [B;| = [{e; : j € (J)5}] para qualquer subconjunto J C [n].

Demonstragao. Dado j € (J)p, o vetor da base canonica e; € V; = [{e;:i € (j)p}], logo
- [BJ] e
{ej =5 € (J)p}] € [BJ].

Por outro lado, seja j € J entdo, (j)5 C (J)p, assim temos V; C [{e; : j € (J)5}| para todo
Vi € By. Logo, segue que B; C [{e; : j € (J)p}]. O

Proposicao 3.19. dim [By] > |By|, e a igualdade ocorre se, e somente se, J é um ideal de

P.

Demonstracao. De fato,
dim [B;] = dim [{e; : j € ()5} = [(J)p| = |J| = |B,|.

A igualdade segue do seguinte fato: J é um ideal de P se, e somente se, (J)p = J. ]
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CAPITULO 4

TEOREMA DA DUALIDADE PARA CODIGOS

POSET
]

A identidade de MacWilliams para cédigos lineares é uma das mais importantes iden-
tidades na teoria de codigos, assim como a sua expressao para o enumerador de pesos de
Hamming do co6digo dual de um codigo linear em termos do enumerador de pesos de Ham-
ming do c6édigo. Como a métrica de Hamming é um caso especial da métrica poset, é natural
tentar obter algum tipo de identidade de MacWilliams para o enumerador de pesos do codigo
poset como em [KL03, JP03, KO05].

O estudo da hierarquia de pesos é remanescente do estudo dos enumeradores de pesos
de codigos lineares. Existe uma forte relagdo entre as hierarquias de um codigo e o seu dual
como vimos no Teorema 1.20, obtido por Wei.

Neste capitulo, enunciamos e provamos esta relacao de dualidade entre a hierarquia de
um codigo poset e a do seu dual, caracterizada no Teorema 4.2, o principal resultado deste
trabalho.

Dualidade Poset

Dados um poset P, um P-codigo C' e uma matriz geradora G de C' podemos construir

um multiconjunto mg associado a C' como na Proposicao 3.10. Também para cada P-codigo
P P
C podemos associar parametros adicionais, {dg ) (C’l) e ,dfll (C’L) }, conforme visto na

secao 2.4. Vamos caracterizar estes parametros em termos do multiconjunto mg. Esse fato é
uma generalizagao de [TV95, Teorema 4.1], que foi provado para o caso do poset Hamming.

Com esse resultado observamos que apesar do multiconjunto associado a um cédigo depender
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da escolha de uma matriz geradora, a hierarquia de P-pesos pode ser determinada a partir

do multiconjunto, independentemente da escolha da matriz geradora.

Teorema 4.1. Sejam P um poset em [n], C' um [n, k], P-codigo e mg o multiconjunto em

P (IF?/CL) associado a C. Considerando pc como no Capitulo 3. Entao
dSP) (CF) =min{|By| : J ideal de P e |B;| —dim[uc (By)] >r}. (4.1)

Demonstracdo. Para D um subespago de C* tal que wg (D) = d@ (CL), considere o ideal
I = (suppD)%. Pela Proposicao 3.18, temos que [B;] = [{e; : ¢ € I}]. Como

D = [{e; :i € suppD}| N C*+ C [{e; : i € (suppD)5}| NC*H = [B/]NCH

para todo D C C, obtemos que D esta contido no niicleo de puc|(z,), a restri¢ao de pc a [By].
Assim,
dim [B;] — dim [pc (By)] = dim Ker (pclip,)) = dim D.

Como [ é um ideal, segue que dim [B;] = |B;| = wp (D). Portanto, wp (D) é um elemento
do conjunto do lado direito da equacao (4.1), e consequentemente

dgp) (C) > lado direito da equacdo (4.1).

Para mostrar a outra desigualdade, seja J um ideal de P que atinge o minimo no lado direito
da equagao (4.1). Entéo
|B;| — dim [ue (By)] > r. (4.2)

Se D' := [B;] N C* é o menor subcodigo de C*+ contido em [By] entdo D' ¢ o nicleo de

pelis,), logo
dim [ue (By)] = dim [By] — dim D".

Como (supp (D'))p C J entdo, dim[B;] > wp(D’). Como J é um ideal obtemos, pela
Proposicao 3.19, que dim [B;] = |By|, donde

|B,| > wp (D)

dim D' = |By| — dim [uc (By)] W >
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Pela monotonicidade (Proposigao 2.40),
A7 ety <d (v,
e portanto segue que
dgﬁ) (C*) < lado direito da equagdo (4.1).

]

Vamos agora enunciar e provar o Teorema da Dualidade para o caso de um poset

arbitrario.

Teorema 4.2 (Dualidade). Seja C' um [n, k|, P-cddigo e C*- o seu cddigo dual. Considere a
hierarquia de P-pesos de C

x={d"(©),d"(©),....d" ()}
e o conjunto
Yy = {n+1—d$P) @Yns1-d7 ey, omr1—d") (ci)}.
Entao X eY sao disjuntos e
XUY =In].

Demonstragao. Como X,Y C [n], |X|=ke |Y|=n—k, temos |X| + |Y| = n, sendo entao
suficiente provar que esses conjuntos sao disjuntos, isto ¢, X NY = (). Pelo Teorema 4.1,

dado r existe um ideal J em P tal que

By =d") () (4.3)

dim [pe (By)] < d,@) (Ch) —r.

Seja B
t := codim [uc (By)] > k — dSP) (CF) +r. (4.4)
A Proposigao 3.15 assegura a existéncia de um subcodigo D C C com ¢ ([uc (By)]) = D tal

quedimD =te
wp(D):n—\BJ]
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Utilizando a equacao (4.3), obtemos
wp (D) =n— d@ (CH).
Pela definicao de r-ésimo P-peso minimo generalizado, temos que
4" (C) < wp (E) ,VE C C com dim E = t.
Em particular, vale para o subespaco D. Segue entao que
i ) <n—d" (Y. (4.5)

(P)

Agora resta provar que o inteiro n + 1 — dy (CL) nao esta contido na hierarquia X do

P-codigo. Suponhamos o contrario. Entao a equagdo (4.5) restringe as possibilidades a
ﬁ
a0 () =n+1-d") (). (46)

para algum inteiro [ > 0. Pela Proposicao 3.15, existiria um subespaco [uc (Br)] = U C F}

de codimensao t + [ contendo um submulticonjunto puc (Br) de mg, I ideal de P, onde

mE(U) = |Bi| =n—d") (), (4.7)
dim [pc (Br)] =k — (t +1). (4.8)

Utilizando a equagao (4.6) na equagao (4.7), teriamos
B =" (¢t 1. (4.9)
e usando o valor de ¢ da inequacao (4.4) na equagao (4.8), obteriamos
dim [ue (Bn)] < 7 () —r — 1. (4.10)
Isto implicaria que a diferenca da equagdo (4.9) com a inequagao (4.10) seria
|B;| — dim [pc (B)]| >r+1—1>r.

Pelo Teorema 4.1, teriamos |B;| > dr(P> (CL), contradizendo a equacéo 4.9. ]
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Vamos ilustrar o Teorema da Dualidade Poset com um exemplo.

Exemplo 4.3. Sejam P e o seu oposto P dados pelo diagrama de Hasse na figura baixo:

P 1 3 ®f
2 4 7. 2 4 .7
1 3 6@ 5 @3

T
ol

Seja C' o P-co6digo dado pela matriz geradora

o O = O O O
o = O O O O
= O O O O O
e e e

o O O O O
o O O O = O
o O O = O O
_ o O = O =

Uma matriz geradora para o codigo dual C+ é

G - 1 0100101 ‘
11111110
Considerando C* como um P-cédigo, obtemos a sua hierarquia de pesos dada por {5, 8},

d@ (C*) = wp (01011011) =5

i7" (C1) = wp (1) = 8.

Utilizando o Teorema da Dualidade Poset, obtemos a hierarquia de pesos para o P-codigo C
dada por
{1,2,3,4,5,6,7,84\{9—-5,9—-8} ={2,3,5,6,7,8}.

Se fizermos o calculo diretamente, depois de muito tempo, teremos a hierarquia para o P-
codigo C' igual a
{2,3,5,6,7,8}.
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CAPITULO 5

ALGUMAS CONSEQUENCIAS DO TEOREMA

DA DUALIDADE
-

No exemplo apresentado no capitulo anterior, usamos o Teorema de Dualidade Poset
para determinar a hierarquia de pesos de um codigo poset. Neste capitulo, utilizamos esta
Dualidade para obter algumas consequéncia teoéricas. Na Secao 5.1, apresentamos os c6digos
tipo cadeia e generalizamos um resultado obtido por Wei [WY93, Teorema 5| para estes
codigos. Na Secao 5.2, apresentamos uma caracterizagdo de codigos MDS (que atingem o
limitante de Singleton) em termos do codigo dual e determinamos a discrepancia de um
codigo, também em termos do seu dual, generalizando assim resultado obtido por Wei em
[Weid1].

5.1 Cobdigos do Tipo Cadeia

Defini¢ao 5.1. Um [n, k:]q P-codigo é do tipo P-cddigo cadeia se existe uma sequéncia de
subespacos lineares
{0} =Dy CD;CDyC...CD,=C

tal que wp (D,) = a? (C) e dim D, = r para todo r € {1,2, ..., k}. Sob essas circunstancias,

podemos dizer que C' satisfaz a condicao P-cadeia.

Teorema 5.2. Sejam P um poset em [n] e 1 < dy < dy < ... < d, < n uma sequéncia de

numeros inteiros. Entao existe um codigo C satisfazendo a condi¢ao P-cadeia, com d, =

" (o).

Demonstracao. Pela Proposicao 2.21, existe uma sequéncia de ideais J; C --- C Ji de P tal
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que |J;| = d;. Seja v; = (x1, ..., 5, ..., z,) tal que

{mjzl se  jeM(Jy),

x; =10 caso contrario.

O conjunto {vy, vy, ..., v} € linearmente independente. Pois, se i < [ entdo pela Proposigao
222 e J; C J;, temos M (J;) © M (J;). Assim, existe 7 € M (J;) tal que r ¢ M (J;). O
P-codigo C' = [vy, ..., vi] por defini¢do satisfaz a condigdo P-cadeia, com ") (C)=d,. O

Afirmacao 5.3. Observamos que a escolha na prova do teorema anterior nao € unica. De
fato, quando definimos o vetor v; o unico requisito € que as coordenadas correspondentes aos
elementos marimais de J; devem ser nao-nulas, e podemos assim colocar qualquer elemento

de IFZ nos indices abaizo dos indices maximais.

Teorema 5.4. [PLB08| Se o suporte de um P-cddigo C' é um subconjunto de P totalmente

ordenado entao C' satisfaz a condicao P-cadeia.

Demonstracao. Seja k = dim C'. Como o suporte de C' ¢ um conjunto totalmente ordenado,

para todo x,y € C obtemos, (supp(x))p C (supp(y))p, ou (supp(y))p C (supp(x))p.
Segue entao que:

wp (D) = ‘< L supp (X)>

L (supp (),

= max {|(supp (x)) 5| : x € D},

xeD xeD
de modo que para todo ¢ € {1,---,k}, existe um v; € C tal que wp (v;) = dEP) (). O
conjunto {vq, vy, -+ ,vi} é linearmente independente, pois

wp (v1) <wp (va) < -+ <wp (V)

e o supp (C) é totalmente ordenado. Consequentemente, C' = [v, vy, -+, Vg] e assim, C
satisfaz a condicao P-cadeia. O
Se C' satisfaz a condigdo P-cadeia, existe uma base {vy,..., vy} tal que os primeiros r

vetores geram o r-ésimo subespaco minimo de C| isto é,

d\" (C) = wp (D),

T

com

D, = [vi,va, ..., v,].
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Estes vetores definem uma matriz geradora G para C"

Vi

Vi

Considere J, = (suppD,)p, temos que J, C J,41. Ordenamos as colunas {gi,..., 8.}
da matriz geradora G rotulando primeiro as colunas correspondentes as coordenadas do
menor P-peso para as de maior P-peso. Ordenamos as colunas correspondentes ao ideal Ji,
depois passamos a ordenar as colunas correspondentes as coordenadas J;\J; e repetimos o

processo de rotulamento sucessivamente até chegar em Ji\ Ji_1.

Podemos descrever esse processo de rotulamento da seguinte forma: Para ¢ € J; e
J € Js, temos

e set # s, entao g; aparece antes de g; sempre que J; C Jg,

e se t = s, entao g; aparece antes de g; sempre que ¢ <p j. Se i é incomparavel com j
entao nao importa a ordem das colunas.

Quando ¢t = s, estamos fazendo o rotulamento natrual como feito em [NK98|.

A partir deste processo obtemos uma matriz

u
G/: (gi17gi27"'7gin) = "
Uy
tal que os primeiros r vetores formam o r-ésimo subespago minimo D! = [uy,...,u,] do P-

codigo C” e seu r-ésimo P-peso minimo generalizado é a cardinalidade do ideal gerado pelas
primeiras d\”) (C) coordenadas nao-nulas da matriz G'.

O processo de rotulamento descrito acima define uma aplicacao

para s € [n]. Esta aplicagao induz um poset P’ em [n], isomorfo a P:

s Xply &< S=pT.
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Considerando C como um P-codigo e C' como um P’-codigo, afirmamos que esses sao iso-
morfos. De fato, a aplicacao ¢ induz uma aplica¢ao T, : (F;L,dp) — (]FZL,CZP/) definida

por
Tgo (Z /\Zel) = Z )\iew(i),
=1 i=1

tal que T, (C') = C’. A partir da Proposigao 2.37, segue que 7, é uma equivaléncia entre
codigos poset. Portanto, sem perda de generalidade, podemos considerar que em um P-
codigo cadeia é existe uma matriz geradora tal que o ideal gerado pelo suporte das primeiras
r linhas é dado pelas primeiras ") (C) coordenadas.

O teorema seguir é equivalente ao resultado provado em [WY93, Teorema 5| para o

peso de Hamming e a prova segue a mesma linha de raciocinio.

Teorema 5.5. Seja um poset P, um codigo C' satisfaz a condi¢cio P-cadeia se, e somente

se, Ot satisfaz a condicdo P-cadeia.

Demonstracao. Podemos assumir que a matriz geradora G de C' é tal que o ideal gerado pelo
suporte das primeiras r linhas é dado pelas primeiras dt (C) coordenadas. Afirmamos que

existem vetores linearmente independentes uy, Uy, ..., u,_; em C* tal que o P-ideal gerado

ﬁ
pelo suporte dos s primeiros destes vetores consiste das ultimas dg ) (CL) coordenadas. Va-
mos mostrar isto por indugao sobre s. O caso s = 0 é trivial. Assumimos que existam vetores
linearmente independentes uy, uy, ..., us_1 em C* tal que (supp [{ui,...,u;}])5 consiste das
(P)

altimas d; (C’L) coordenadas para qualquer 7,1 < j < s — 1. Denotemos a = aH (C’L) e

sejam

D ={(0,...,0,Zpi1 a0, Tnio—as - Tn) : (X1, ..., x,) € C},
e

D = {x =(0,..,0, Zpg1-a,-- Tn) 1 X .y =0,Vy € D} .
Entao

dimD +dimD' =ae D' C C*.

Uma matriz geradora G para D pode ser obtida de G substituindo todas as primeiras n —a

colunas por zero. Pela dualidade poset (d,ﬁp) (C)<n—acomt>k—(a—s)) obtemos
Hdﬁfp) C):1<r<k}n{n+l-an+2—a,.,n}| <a-s.

Mas, isto significa que G; tem no méximo a — s vetores linearmente independentes, assim
dim D < a—sedimD’ > s. Segue que o coédigo D' contém uy, us, ..., us_q, € um outro vetor

u, pode ser selecionado dentro de D'\ [{uy, ..., us_1}] e mais ainda, (suppD’)% consiste das
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CAPITULO 5 ¢ ALGUMAS CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DA DUALIDADE

altimas a coordenadas. O

Exemplo 5.6. Seja C' um codigo com matriz geradora dada por:

10111
G = .
<01101>

Como dim (C') = 2, ele é cadeia para qualquer poset dado. Seja P o poset dado pelo diagrama

de Hasse abaixo:

L
1 2 3

entdao a P-hierarquia do codigo C' é {3,5}. Mas, a primeira linha da matriz G nao tem peso
3. Modificando essa matriz para que o P-codigo tenha a forma de que as primeiras linhas

sejam formadas pelos vetores de P-peso minimo generalizado obtemos, uma outra matriz

o — 11010
01101)

Assim, escolhendo v; = 11010 e vo = 01101 temos que C' = [vy, V3|, donde

geradora para o codigo C"

4" (C) = wp (vi) = |(4) p| = [{1,2,4}| = 3,

ng) (C) = wp ([v1,v2]) = ’<3’5>P‘ =[{1,2,3,4,5} = 5.

Considere entdo, I = (4), = {1,2,4} e J = (3,5),, = [5]. Definimos o isomorfismo
¢ : [5] — [5] pondo

1—1
I > 2+ 2

4+— 3

3+—4
J\I >

5+ b.
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5 5
_—
4 3
L L
1 2 3 1 2 4

Figura 5.1: P — ¢ (P)

Como 3 ndo é comparavel com 5, podemos definir outro isomorfismo 7 : [5] — [5] pondo

1—1
I > 2+ 2

4+— 3

5—4
J\I >

3+ b.

5 4
>
4 3
[ [
1 2 3 1 2 5

Figura 5.2: P — 7 (P)

O isomorfismo ¢ gera uma isometria linear T, : (F3, P) — (F3, ¢ (P)) e o isomorfismo
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T gera uma isometria linear 7T, : (F5, P) — (F3, 7 (P)). Cujas matrizes sdo dadas por

&3
I
o o o o
o o o~ O
o~ o o o
o o~ o o
_ o o o o

s
I

o O O =

o O O = O

_ o O O O

o O = O O

_ o O O

0 0

Aplicando ¢ ou 7 nos indices das colunas da matriz G’ obtemos uma matriz geradora

w_ (11100
“\o1o01 1]/

Esta matriz gera um coédigo C”, onde o ideal gerado pelo suporte das primeiras r linhas é
dado pelas primeiras d.”’ (C) coordenadas. Considerando C” como um ¢ (P)-codigo, ele é
equivalente ao P-codigo C' pela isometria linear T,. Analogamente, considerando C” como
um 7 (P)-codigo, ele é equivalente ao P-codigo C' pela isometria linear T.,.

Agora o P-codigo C* tem uma matriz geradora da forma:

G’ =

=
—_ O
=
S = O
o O =

Enquanto que considerando (C”)" como um ¢ (P)-codigo ou 7 (P)-codigo, teremos uma

matriz geradora da forma:

0001 1
G =lo0o1101
10100

Dessa forma,

T, (CH) = (C")" =T, (CH),
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1
C = [V17V27V3 5

onde vi; = 00011, vy, = 01101 e v3 = 10100.

Donde obtemos

P 7(P
d§"(C) = wogpy ([Vi, V2, vs)) = 5 = wegs ([vi, va, va]) = d57 (C)
Os prosimos dois resultados seguem como consequéncia imediata do Teorema anterior.

Corolario 5.7. Se o suporte de um P-codigo C' é um subconjunto de P totalmente ordenado,

entdo C*+ é um cddigo P-cadeia.

Corolario 5.8. Qualquer [n,n — l]q ou [n,n — Q]q cédigo é do tipo P-cadeia para qualquer

poset P em [n].

5.2 Codigos MDS

A P-discrepancia é a medida de quanto longe um codigo estéa de ser (P, 1)-MDS (atingir
o limitante de Singleton): a P-discrepancia de um [n, k] -codigo C, denotada por ép (C), &
o menor inteiro s satisfazendo dii)l (C) > n — k. Nao é surprésa que as discrepancias de

P-codigos e P-codigos estejam relacionadas, como vemos a seguir:

Teorema 5.9. Dado um [n, k|, P-cidigo C, entdo

i) op(C) = ({1,2,...,n— k)N {d&” (C):1<r< k:}

i) 35 (C) = b5 ().

Demonstragao. A primeira parte segue direto do Teorema 2.40 (Monotonicidade). Para

provar a parte 2 utilizamos a primeira parte deste Teorema(a), o Principio de Inclusdo
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Exclusao(b), o Teorema 4.2(c), e igualdade basica de conjuntos(d) como segue:

Il=

5p (C) {1,2,...,n—k}m{dﬁp) (0):1§r§k}‘

LA - {n—k+1,n—k+2,...,n}ﬂ{dgp)(C):1§r§k}‘

[[o

k—lfn—k+1,n—k+2, ... n}n ({1,2, ...,n}\{n—dﬁP) (CH)+1:1<r< n—k})‘

[l

k= (1,2, kb0 ({1727 ---v”}\{dgp) () :1<r<n- k})‘
!

‘{1,2,...,k}ﬂ{dgp)( ):1<r<
55 (CF).

[lo
Q

[
—_
A
<
AN
S

|
T

H/_/

[|=

]

Proposigdo 5.10. Seja P um poset sobre [n]. Um [n, k|, P-cddigo C' é (P,r)-MDS se, e
somente se,
df(CL) >k+2—r.

Demonstracao. Pelo Teorema da Dualidade

@€l O =12 -\ {n+ 1=d (€ i+ 1-d, (C) - nt1-al (€],

A condigao d¥ (C) = n — k + r significa que nao existem lacunas na sequéncia
d; (C) <dy'y (C) <+ < dy (C) =n,

isto é, que
n+l—df (CH)<n—(n—r)—1l=n—k+r—1,

e vice versa. ]

Corolario 5.11. Seja P um poset sobre [n]. Para um [n, k] P-cddigo C sejar =n—k+2—
df (C). Entao C* é um (P,r)-MDS com dimensio n — k.

Demonstragdo. Basta observar que a equagdao r = n —k + 2 — d} (C) satisfaz a inequagao da

Proposicao 5.10, para o P-codigo C. O

Exemplo 5.12. Se um codigo é (P, r)-MDS entao nao é verdade que o seu dual seja (F, r)—
MDS. Mas, a discrepancia P-MDS é preservada.

De fato, sejam P e @) dois posets dados pelo diagrama de Hasse abaixo:
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® ® ®

3 6 3

o o o

2 5 2

[ [ o [ o o

1 4 7 1 4 5
P

Considere o (7, 3],-codigo C' dado pela matriz geradora

1100000
G=|0011110
000O0T1T1T1
Entao a P-hierarquia de C' é
{27677}’
e a (Q-hierarquia é
{2,5,7}.

Portanto

dp (C)=1=10d¢g (C).
Mas, C é (P,2)-MDS e (Q, 3)-MDS. E mais ainda, a P-hierarquia de C* &
13,4,5,7},

e a Q-hierarquia é
{2,4,5,7}.

Por isso,

5 (C4) = 1= 5 ()

e C*+é (P,4)-MDS e (Q,4)-MDS.

Concluimos entao que C' é um codigo (P, 2)-MDS sem que o seu dual seja (1_3, 2)—MDS.

Observamos que nao é possivel, a priori, determinar uma férmula para saber se um
codigo dado & (P,r)-MDS dado que o seu dual é (P, s (r))-MDS e vice-versa.
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Conclusao

O contetdo deste trabalho visa demostrar o Teorema da Dualidade de Wei para o codigo
poset. A dualidade permite calcular a hierarquia para codigos com dimensoes proximas a
dimensao ambiente, pois neste caso, o codigo dual tem dimensao baixa e portanto os pesos
minimos generalizados sao mais faceis de calcular. A partir da Dualidade também obtemos
resultados tedricos de codigos poset, como podemos observar na utilizagao em c6digos cadeia,
discrepancia e codigos MDS.

A Dualidade permite trabalhar com um codigo de alta taxa de informacao, n/k, estu-
dando o seu codigo dual, que por sua vez tem baixa dimensao.

Como construcao da teoria, podemos procurar os resultados existentes no caso Ham-
ming que possam ser validos para o caso poset, como limitantes, dualidades, codigos MDS
e Near-MDS. Hoje em dia procura-se construir para casos particulares de poset, como Hi-

erarquico, Coroa e Rosenbloom-Tsfasman.

A técnica de multiconjunto pode ser aplicada para o espectro, nimero de palavras de
determinado peso, do codigo poset, como foi feito em [Lee04|. Neste trabalho, Lee utilizou-se
de P-sistemas projetivos, determinando uma relacao entre os codigos poset nao-degenerados
e os P-sistemas projetivos nao-degenerados, e também explicitou uma féormula para calcular
o espectro para codigos poset. Ainda neste caso, o autor obtém um algoritmo para construir
codigos perfeitos. Uma perspectiva futura seria obter uma maneira de calcular o espectro
generalizado, nimero de subespacos de determinado peso, para codigos poset que permita

obter resultados teéricos.

Outra questao interessante, relacionada aos codigos perfeitos, é determinar fixado um
poset P, quais codigos sdo perfeitos com a P-métrica, como [AKKKO03]| fez para o poset Coroa.
Utilizando a técnica de multiconjunto podemos olhar de forma inversa, isto é, dado um cédigo

encontrar quais posets tornam este codigo perfeito.

Tentar relacionar codigos poset perfeitos com codigos P-MDS, como foi feito em [HKO08],
onde se apresenta que (P,1)-MDS é uma condi¢do necessaria para que um [n, k|, P-codigo

seja (n — k) P-perfeito.
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Outra perspectiva futura relevante é estender os resultados de dualidade para métricas
poset-block, introduzidas em [APF08|, para as quais a monotonicidade da hierarquia de pesos
nao é estrita e também tentar combinar as métricas poset e poset-block com a métrica de
Lee, problematica do ponto de vista de algoritmos de decodificacao mas muito mais sensivel

ao se trabalhar com corpo I, para ¢ grande.
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