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2. Prof. Dr. Antônio José Engler (IMECC-UNICAMP)

3. Prof. Dr. Pavel Zalesski (IE/MAT-UnB)

Data da defesa: 08/04/2009

Programa de Pós-Graduação: Mestrado em Matemática
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Resumo

Nesta dissertação discutimos propriedades homológicas de grupos discretos e grupos pro-p.
Em particular trabalhamos com grupos abstratos de dualidade de Poincaré orientáveis de
dimensão três e seu completamento pro-p.

Os primeiros caṕıtulos da dissertação incluem uma exposição sobre as propriedades ho-
mológicas básicas de grupos abstratos e grupos pro-p.

Finalmente, descrevemos um resultado recente de [KZ], publicado em Transactions AMS
( 2008), que classifica quando o completamento pro-p de um grupo de dualidade de Poincaré
orientável de dimensão três é um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
três.

Palavras-chave: Álgebra homológica, Dualidade (Matemática), Grupos profinitos, Te-
oria dos grupos, Grupos topológicos.
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Abstract

In this dissertation we discuss homological properties of discrete groups and pro-p groups. In
particular we work with groups of abstract of Poincaré duality of dimension three steerable
and its pro-p completion.

The first chapters of the dissertation include a presentation on the basic homological
properties of abstract groups and pro-p groups.

Finally, we describe a recent result of [KZ], published in Transactions AMS (2008), which
ranks as the pro-p completion of a group of Poincaré-steerable dual dimension of three is a
group of pro-p duality of Poincaré -steerable in three dimensions.

Key-words: Homological Algebra, Duality theory (Mathematics), Profinite groups, Group
theory, Topological groups.
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1.5.4 Módulos Planos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.6 Limite Direto e Limite Inverso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
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3.5.6 Caracteŕıstica de Euler de Grupos profinitos . . . . . . . . . . . . . . 109

4 Completamentos Pro-p de Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensão 3 111
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Introdução

O objetivo principal desta dissertação foi o estudo das propriedades homológicas dos grupos
pro-p. Para isso começamos discutindo as propriedades homológicas de grupos abstratos,
uma área da álgebra já consolidada. As principais idéias da álgebra homológica descendem
de duas outras áreas da matemática, estudadas no final do século passado, que posteriormente
tornaram-se topologia combinatória e álgebra moderna.

As origens da álgebra homológica podem ser remontadas ao século XIX, nos trabalhos de
Riemann (1857) e Betti (1871) sobre “números homológicos”, e no posterior desenvolvimento
rigoroso da noção de números homológicos devido a Poincaré em 1895. Em 1925, uma
observação de Emmy Noether deslocou a atenção para “grupos de homologia” de um espaço,
e na década 1930-1940 foram desenvolvidas diversas técnicas algébricas com propósitos de
computar os grupos de homologia de um espaço. Até esse momento, a álgebra homológica
permaneceu como uma parte da topologia algébrica, o que começou a mudar nos meados de
1945.

Durante o peŕıodo 1940-1955 as técnicas, de motivações topológicas para computar homo-
logia, foram aplicadas para definir e explorar a homologia e a cohomologia de vários sistemas
algébricos: Tor e Ext para grupos abelianos, homologia e cohomologia de grupos e álgebras
de Lie e a cohomologia de álgebras associativas. Além disso, Leray introduziu feixes, coho-
mologia de feixes e sequências espectrais.

Neste contexto o famoso livro “Homological Algebra” de H. Cartan e S. Eilenberg [CE],
escrito entre 1950 e 1953 e publicado em 1956, resumiu as realizações deste primeiro peŕıodo,
e introduziu algumas novas idéias que determinaram o desenvolvimento deste ramo da álgebra
pelos próximos anos. Até 1970, [CE] foi a principal referência da álgebra homológica, apesar
do livro de Mac Lane [ML] ser também popular. No ińıcio dos anos setenta a área ganhou
duas importantes referências: em 1970, Rotman publicou “Notes on Homological Algebra”
[R3], e em 1971 apareceu o livro de Hilton e Stammbach [HS].

Por outro lado, o principal impulso para o estudo de grupos pro-p veio da teoria de cor-
pos, especificamente no contexto de cohomologia de Galois, e da teoria de números. Apesar
dos inteiros p-ádicos, que são um exemplo de grupo pro-p, aparecerem no século anterior foi
recentemente que a teoria de grupos profinitos, em particular pro-p, foi estudada separada-
mente do contexto de extensões de corpos e vários livros interessantes sobre grupos profinitos
surgiram, tais como [RZ] e [W], vale ressaltar porém que a primeira discussão em livro de
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Introdução

grupos pro-p foi em “Cohomologie Galoisienne” de Serre [S].
Um grupo pro-p é o limite inverso de um sistema de p-grupos finitos, i.e. de grupos de

ordem potência de primo, onde o primo, convencionalmente denotado por p, é fixo. Isto
nos impulsa a querer deduzir propriedades de um grupo abstrato G das correspondentes
propriedades de suas imagens homomorfas finitas e finalmente por outro implica que grupos
pro-p são grupos topológicos Hausdorff compactos e totalmente desconexos.

Nesta dissertação também estudamos grupos de dualidade de Poincaré abstratos ori-
entáveis de dimensão 3 e seu completamento pro-p. O interesse em grupos de dualidade de
Poincaré surgiu na geometria, assim por exemplo grupos fundamentais de algumas variedades
sem bordo são grupos de dualidade de Poincaré. Os grupos pro-p de dualidade de Poincaré
foram primeiro estudados em teoria de números,veja [NSW] e recentemente outro tratamento
foi dado em [SW]. No caso geral de grupos profinitos não é claro se as definições de grupos de
dualidade de Poincaré de [NSW] e [SW] são equivalentes, mas no caso de grupos pro-p essas
definições coincidem. Neste texto nos adotamos a definição de [SW] e tratamos somente o
caso pro-p.

O proposito principal desta dissertação é apresentar/explicar os resultados do artigo [KZ]
sobre quando o completamento pro-p de um grupo abstrato G de dualidade de Poincaré
orientável de dimensão 3 é também um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável de
dimensão 3. O trabalho [KZ] surgiu como uma tentativa de entender um resultado recente
de Reznikov [Re] que mostra que se G é um contra exemplo da conjectura de Thurston (i.e.
se G é um reticulado hiperbólico cocompacto de dimensão 3, onde cada subgrupo de ı́ndice
finito em G tem abelianização finita) então o completamento pro-p de G é um grupo pro-p
de dualidade de Poincaré de dimensão 3. Infelizmente Reznikov utilizou em [Re] notações
que não foram definidas o que dificulta sua leitura. Em [KZ] e [Wg] foi mostrado, através de
técnicas homológicas, que de fato o resultado é verdadeiro.

Os principais resultados do artigo de [KZ] para o completamento pro-p de um grupo
abstrato de dualidade de Poincaré de dimensão 3, são os seguintes teoremas:

Teorema 4.15 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
3. Assuma que Gp̂, o seu completamento pro-p, é infinito. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. O homomorfismo ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) induzido pelo homomorfismo canônico
N → Np̂ é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de ı́ndice potência de p
em G, onde Np̂ é o completamento pro-p de N .

2. Gp̂ é um grupo de dualidade de Poincaré pro-p orientável de dimensão 3.

3. Todo subgrupo aberto de Gp̂ tem deficiência 0.

2



Introdução

4. G é um grupo p-bom.

Teorema 4.17 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
3 e seja Gp̂ o completamento pro-p de G. Então se satisfaz exatamente uma das seguintes
condições:

1. Gp̂ é finito;

2. Gp̂ é um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável de dimensão 3;

3. não existe cota superior na deficiência dos subgrupos de ı́ndice finito em Gp̂;

4. Gp̂ é infinito e o supremo da deficiência dos subgrupos de ı́ndice finito em Gp̂ é 1. Neste
caso Gp̂ é virtualmente Zp.

A dissertação for estruturada do seguinte modo: um primeiro caṕıtulo introdutório onde
apresentamos uma pequena descrição de módulos, categorias e funtores, introduzimos os
conceitos de homomorfismos de módulos, produto tensorial, limites diretos e inversos de uma
famı́lia de módulos assim como também suas propriedades elementares. O principal objeto
da álgebra homológica é o par de bifuntores, ou seja funtores nas duas variáveis, Hom e ⊗ por
isso neste caṕıtulo estudamos seus comportamentos em módulos, em especial nos módulos
projetivos, injetivos e planos.

A álgebra homológica pode ser aplicada ao estudo de funtores derivados de funtores aditi-
vos, em particular chamamos de Ext os funtores derivados de Hom que ganharam esse nome
pela sua relação com extensões, e os funtores Tor derivados do funtor ⊗ que ganharam esse
nome pela sua relação com torção. Para defińı-los é necessária a existência de resoluções pro-
jetivas e injetivas de cada módulo. Funtores derivados foram definidos no caṕıtulo 2, assim
como também foram enunciadas algumas propriedades especiais dos funtores Tor e Ext e fo-
ram aplicados a grupos para definir assim homologia e cohomologia de grupos. Neste caṕıtulo
apresentamos alguns teoremas de grande importância para a álgebra homológica, dentre eles
o Lema de Shapiro (2.3.13), o Teorema de Comparação (2.2.1), o Lema da Serpente (2.1.10) e
o Lema 3x3 (2.1.11). Também discutimos várias condições de finitude que podem ser impos-
tas num grupo infinito para garantir que suas homologias tenham certas propriedades. No
final deste caṕıtulo apresentamos teoria de grupos de dualidade e definimos a Caracteŕıstica
de Euler de um grupo G, para o qual adotamos as hipóteses de finitude: cd(G) < ∞ e ser
de tipo FP∞. A teoria de caracteŕıstica de Euler de grupos foi motivada pela topologia mas
tem aplicações na teoria de grupos e na teoria de números.

As principais referências para esta primeira parte, ou seja a teoria de grupos abstratos,
foram os livros [R] e [B].
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Introdução

O terceiro caṕıtulo fornece ferramentas básicas e as propriedades principais de grupos pro-
C que são limites inversos de grupos em C, onde C é uma classe conveniente de grupos finitos
que inclui a classe de todos os grupos finitos e os p-grupos finitos. Analogamente ao caso
abstrato, tratamos aspectos homológicos de grupos profinitos e consideramos módulos sobre
anéis profinitos, particularmente sobre os anéis de grupos completos [[FpG]] e [[ZpG]] onde
Fp é o corpo com p elementos, Zp é o completamento pro-p do anel dos inteiros (os inteiros
p-ádicos) e G é um grupo pro-p. Por último estabelecemos os resultados fundamentais de
homologia e cohomologia de grupo profinitos, seguindo o livro [RZ].

No quarto e último caṕıtulo, provamos que um grupo abstrato de dualidade de Poincaré
orientável G de dimensão 3 cujo completamento pro-p Gp̂ é infinito e todos os subgrupos
abertos de Gp̂ tem deficiência 0 é sempre p-bom. Também discutimos algumas condições
suficientes para que vários invariantes homológicos de G sejam preservados no completamento
pro-p, estes invariantes são, por exemplo, tipo homológico, caracteŕıstica de Euler, dimensão
cohomológica. Finalmente descrevemos as demonstrações dos teoremas 4.3.1 e 4.3.3 que
foram citados acima.
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Caṕıtulo 1

Módulos, Categorias e Funtores

Neste texto consideramos apenas anéis associativos e com unidade, 1. E reservamos o śımbolo
R para denotar tais anéis.

Neste caṕıtulo preliminar apresentamos alguns resultados sobre módulos. Introduzimos
os conceitos de limite direto e limite inverso e descrevemos algumas propriedades destes.
Definimos os grupos abelianos HomR(M,N) e A ⊗R B e algumas classes de módulos com
propriedades especiais que serão úteis no decorrer do texto: os módulos livres, projetivos,
injetivos e planos. Assim como também introduzimos os conceitos de categorias e funtores
e discutimos propriedades funtoriais de Hom, ⊗, lim−→, e lim←−, tais como preservação de somas
diretas, produtos diretos e exatidão.

1.1 Módulos e submódulos

A noção de R-módulo é uma generalização das noções de espaço vetorial e de grupo abeliano.

Definição 1.1.1 Um R-módulo à esquerda é um grupo abeliano aditivo M equipado com
uma ação de R, i.e. existe uma função R×M →M , que leva (r,m) 7→ rm, satisfazendo:

a) r (m+m′) = rm+ rm′;

b) (r + r′)m = rm+ r′m;

c) (rr′)m = r (r′m);

d) 1m = m;

onde m, m′ ∈M e 1, r, r′ ∈ R.

Definição 1.1.2 Uma função f : M → N entre dois R-módulos à esquerda M e N é um
R-homomorfismo se

f
(
m+m′

)
= f (m) + f

(
m′
)

e f (rm) = rf (m) .

5



Caṕıtulo 1. Módulos, Categorias e Funtores

Neste texto R-homomorfismos também serão chamados de homomorfismos de R-módulos
ou simplesmente homomorfismos quando for redundante fazer referência ao anel R.

As definições de R-módulo à direita e R-homomorfismos entre dois R-módulos à direita
são análogas às definições anteriores.

Observe que quando R é corpo, a definição de R-módulo à esquerda se reduz simplesmente
a definição de um espaço vetorial sobre R e um R-homomorfismo é uma transformação linear.
Já se R for o anel dos inteiros Z, então um Z-módulo à esquerda é um grupo abeliano e um
Z-homomorfismo é um homomorfismo de grupos abelianos.

Agora se consideramos a multiplicação à esquerda em R, esta define uma operação de R
no seu grupo abeliano subjacente satisfazendo as condições da definição acima, logo R é um
R-módulo à esquerda.

SejaG um grupo multiplicativo, então [RG] denotará o conjunto de todas as somas formais
finitas Σg∈Grgg, com rg ∈ R e rg = 0 exceto para um número finito de elementos g ∈ G.
Para Σg∈Grgg e Σg∈Gsgg ∈ [RG] dizemos que Σg∈Grgg = Σg∈Gsgg se e somente se rg = sg

para todo g ∈ G. Finalmente, definimos∑
g∈G

rgg +
∑
g∈G

sgg =
∑
g∈G

(rg + sg)g,(∑
g∈G

rgg

)
·

(∑
g∈G

sgg

)
=

(∑
g∈G

rgg

)
·
(∑
h∈G

shh

)
=

∑
g,h∈G

(rgsh)gh.

Com essas operações [RG] é um anel, chamado de anel de grupo do grupo G sobre o anel
R. No caso em que R é um corpo, [RG] é uma álgebra e é chamada de álgebra de grupo.
O anel [RG] é um R-módulo à esquerda.

A teoria dos anéis de grupo é um local de encontro de múltiplas teorias algébricas e de-
sempenha papel central no desenvolvimento da teoria de representações de grupos e na teoria
homológica de grupos, nosso principal interesse. Para esse fim consideramos essencialmente
módulos sobre o anel de grupo [ZG] do grupo G sobre o anel Z.

Definição 1.1.3 Seja f : M → N um R-homomorfismo. Dizemos que f é um monomor-

fismo se f é injetor; dizemos que f é um epimorfismo se f é sobrejetor. Dizemos que f é
um isomorfismo se f é ambos monomorfismo e epimorfismo.

Dado um anel R constrúımos a partir deste um novo anel Rop, chamado de anel oposto
de R. O conjunto subjacente e a estrutura aditiva de Rop são os mesmos de R. Mas a
multiplicação em Rop é na ordem oposta e será denotada por (r, s) 7−→ r ∗ s, i.e. r ∗ s = s · r
onde · é a multiplicação em R.

Todo R-módulo à direita M é um Rop-módulo à esquerda. Logo, daqui em diante diremos
“R-módulo” ou simplesmente “módulo” ao invés de “R-módulo à esquerda”. É imediato que
todos os resultados sobre R-módulos à esquerda se generalizam para resultados análogos para
R-módulos à direita.
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1.2. Categorias e Funtores

Definição 1.1.4 Se M é um módulo, então um submódulo M ′ de M é um subgrupo que
é fechado pelo produto por um escalar, i.e.,

m′ ∈M ′ implica rm′ ∈M ′, para todo r ∈ R.

Definição 1.1.5 Seja X um subconjunto de um módulo M . O submódulo 〈X〉 de M
gerado por X é definido como:

〈X〉 :=
⋂
j∈J

M ′j,

onde
{
M ′j : j ∈ J

}
é a famı́lia de todos os submódulos de M que contém X.

É fácil ver que a definição anterior equivale à 〈X〉 = {Σrixi : ri ∈ R, xi ∈ X}.

Definição 1.1.6 Um módulo M é finitamente gerado (f.g.) se existe um subconjunto
finito {x1, x2, · · · , xn} de M tal que 〈x1, x2, · · · , xn〉 = M .

Definição 1.1.7 Se M ′ é um submódulo de M , o módulo quociente M/M ′ é o grupo
quociente M/M ′, dotado da estrutura de R-módulo definida por r (m+M ′) := rm+M ′.

Dado dois R-módulos, M e N , definimos HomR (M, N) como sendo o conjunto de todos
os R-homomorfismos de M em N .

Sejam f , g um par de homomorfismos em HomR(M,N), vamos definir as seguintes
funções:

f + g : x 7−→ f(x) + g(x), onde x ∈M
(−f) : x 7−→ −f(x), onde x ∈M .

Cada uma delas é um R-homomorfismo de M para N . Pode-se provar ([AF, proposição
4.1, pág. 55]) que HomR(M,N) é um grupo abeliano com respeito à operação de adição
(f, g) 7→ f + g.

1.2 Categorias e Funtores

Definição 1.2.1 Uma categoria C consiste de uma classe de objetos, obj C, um conjunto
de morfismos Morc (A,B) disjuntos dois a dois, para cada par ordenado de objetos (A,B),
e composições Morc (A,B)×Morc (B,C)→ Morc (A,C), denotadas (f, g) 7→ g ◦ f , satisfa-
zendo os seguintes axiomas:

a) para cada objeto A, existe um morfismo identidade idA ∈ Morc (A,A) tal que f◦idA = f

para toda f ∈ Morc (A,B) e idA ◦g = g para toda g ∈ Morc (C,A);
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b) a composição é associativa: se f ∈ Morc (A,B), g ∈ Morc (B,C) e h ∈ Morc (C,D), então
h (gf) = (hg) f .

Exemplos 1.2.2

1. A categoria S de conjuntos na qual objetos são conjuntos, morfismos são funções,
e a composição é a composição usual de funções.

2. A categoria Ab de grupos abelianos, na qual objetos são grupos abelianos, morfis-
mos são homomorfismos de grupos, e a composição é a composição usual de funções.

3. A categoria RM de R-módulos à esquerda, na qual os objetos são R-módulos à
esquerda, os morfismos são R-homomorfismos, ou seja, Mor (A,B) = HomR(A,B), e a
composição usual de funções. Analogamente podemos considerar a categoria de todos

os R-módulos à direita que denotamos por MR.

4. A categoria Top de todos os espaços topológicos, na qual objetos são espaços
topológicos, morfismos são funções continuas, e a composição de morfismos é a com-
posição usual de funções.

Se C é uma categoria, dizemos que S é uma afirmação sobre C se as variáveis acontecendo
em S são interpretadas como objetos e morfismos em C. A afirmação dual de S, S∗, é a
afirmação sobre C, obtida invertendo a direção de cada morfismo (i.e. intercambiar “domı́nio”
e “imagem”) e substituindo cada composição αβ de morfismos por βα.

É natural considerar as categorias formando una categoria elas mesas. Neste caso os
morfismos seriam os funtores.

Definição 1.2.3 Sejam C e D duas categorias. Um funtor ou funtor covariante F : C→
D é uma função satisfazendo:

i. Se A ∈ obj C, então FA ∈ obj D;

ii. Se f : A→ B é um morfismo em C, então Ff : FA→ FB é um morfismo em D;

iii. Se A
f→ B

g→ C são morfismos em C, então F (gf) = FgFf ;

iv. para cada A ∈ obj C, temos F (idA) = idFA.
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Dado um funtor F : C→ D e um morfismo f : A→ B em C, denotamos Ff : FA→ FB

por f∗.

Exemplos 1.2.4

1. Seja A um objeto em C fixo, defina F : C → S, onde S é a categoria dos conjuntos
definida no exemplo 1.2.2 (1), por FC = Mor (A,C). Se f : C → C ′ é um morfismo em
C, defina então Ff : Mor (A,C)→ Mor (A,C ′) por g 7→ fg. Logo F , assim definida, é
um funtor covariante.

2. Seja M um R-módulo fixo. Vamos definir HomR(M, ) : RM→ Ab, por

HomR(M, ) : N 7−→ HomR(M,N);

se f : N ′ → N é um R-homomorfismo, então definimos

HomR(M,f) : HomR(M,N ′)→ HomR(M,N)

por g 7−→ fg, logo
HomR(M, ) : f 7−→ HomR(M,f).

Logo a função HomR(M, ) é um funtor covariante.

Um funtor contravariante é uma função que pode ser interpretada como um homomorfismo
de categorias que inverte as setas dos morfismos.

Definição 1.2.5 Sejam C e D duas categorias. Um funtor contravariante F : C→ D é
uma função satisfazendo:

i. Se A ∈ obj C, então FA ∈ obj D;

ii. Se f : A → B é um morfismo em C, então Ff : FB → FA é um morfismo em D (logo
F inverte setas);

iii. Se A
f→ B

g→ C são morfismos em C, então F (gf) = FfFg;

iv. para cada A ∈ obj C, temos F (idA) = idFA.

Dado um funtor contravariante F : C → D e um morfismo f : A → B em C, denotamos
Ff : FB → FA por f∗.
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Exemplos 1.2.6

1. Seja B um objeto fixo em C, defina F : C→ S por FA = Mor (A,B). Se f : A→ A′ é
um morfismo em C, defina então Ff : Mor (A′, B) → Mor (A,B) por g 7→ gf . Logo F

assim definida é um funtor contravariante.

2. Seja N um R-módulo fixo, vamos definir HomR( , N) : RM→ Ab, por

HomR( , N) : M 7−→ HomR(M,N);

se f : M ′ →M é um R-homomorfismo, então definimos HomR(f,N) : HomR(M,N)→
HomR(M ′, N) por g 7−→ gf , logo

HomR( , N) : f 7−→ HomR(f,N).

Logo a função HomR( , N) é um funtor contravariante.

Definição 1.2.7 Uma categoria C é dita pré-aditiva se

a) C tem um objeto zero; i.e. um objeto O tal que para todo objeto A de C, os conjuntos
Morc (O,A) e Morc (A,O) contém exatamente um elemento cada.

b) para cada par de objetos A e B de C o conjunto Morc (A,B) é um grupo abeliano em
relação à adição;

c) para quaisquer objetos A, B, C de C existe uma aplicação bilinear

Morc (A,B)×Morc (B,C)→ Morc (A,C) ,

i.e. para f , g ∈ Morc (B,C) e h, k ∈ Morc (A,B)

(f + g)h = fh+ gh e f(h+ k) = fh+ fk.

Por exemplo, as categorias Ab, RM,MR são pré-aditivas, mas S e Top não são pré-
aditivas.

Definição 1.2.8 Se C e D são duas categorias pré-aditivas, então dizemos que o funtor
(covariante ou contravariante) F : C→ D é aditivo se F (f + g) = Ff + Fg para cada f , g
∈ Morc (A,B).
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Como neste texto trabalharemos com a categoria pré-aditiva de de módulos sobre o anel
fixo R, o funtor Hom assim como também o funtor ⊗, que será definido na seção 1.3, serão
sempre aditivos.

Dizemos que um diagrama

A
α //

β′

��

B

β

��

A′
α′

// B′

comuta se βα = α′β′; dizemos que um diagrama

A
α //

β
��

B

C

γ

>>~~~~~~~

comuta se α = γβ; um diagrama maior composto de quadrados e triângulos comuta se
cada quadrado e triângulo comuta.

Nota A noção de “dual” se estende de maneira obvia a diagramas, invertendo cada seta e
retendo a comutatividade de qualquer quadrado ou triângulo.

Uma transformação natural é um modo de comparar dois funtores entre as mesmas cate-
gorias através da comutatividade de certos diagramas.

Definição 1.2.9 Sejam E e F funtores, E : U → B e F : U → B. Uma transformação

natural t : E → F é uma classe de morfismos tA : EA → FA, um para cada A ∈ obj U,
dando a comutatividade de

EA
Ef //

tA
��

EA′

tA′
��

FA
Ff
// FA′

para cada f ∈ MorU (A,A′).

Existe uma definição similar se E e F são funtores contravariantes, neste caso as setas de
E(f) e F (f) se invertem.

No caso em que os morfismos tA sejam isomorfismos para cada A ∈ obj U, chamamos a
transformação t de isomorfismo natural.
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1.3 Produto Tensorial

Existe outra classe importante de funtores aditivos, além dos funtores Hom: a classe dos fun-
tores “tensor” que surgiram do estudo da álgebra multilinear, ante a necessidade de linearizar
funções multilineares.

Definição 1.3.1 Se A é um R-módulo à direita, B um R-módulo à esquerda, e G um grupo
abeliano aditivo, então uma função R-biaditiva é uma função f : A×B → G tal que para
cada a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B, e r ∈ R,

i. f (a+ a′, b) = f (a, b) + f (a′, b);

ii. f (a, b+ b′) = f (a, b) + f (a, b′);

iii. f (ar, b) = f (a, rb).

O exemplo mais familiar de tais funções são os produtos internos da álgebra linear ele-
mentar.

Existe um modo natural de trocar cada função R-biaditiva por uma aplicação linear
usando o conceito de produto tensorial.

Definição 1.3.2 Um produto tensorial de A ∈MR e B ∈ RM é um grupo abeliano A⊗RB
e uma função R-biaditiva h que resolve o seguinte problema universal:

A×B h //

f

��

A⊗R B

f ′yyr r r r r r

G

para cada grupo abeliano G e cada função R-biaditiva f , existe um único homomorfismo
f ′ que faz o diagrama comutar.

O produto tensorial de R-módulos existe e é único, uma prova destes fatos pode ser
encontrada em [AF, Proposições 19.1-19.2, págs. 219-220].

O grupo abeliano A ⊗R B é o Z-módulo gerado por {h(a, b) := a⊗ b : a ∈ A, b ∈ B},
ou seja, cada elemento m ∈ A ⊗R B pode ser expressado como uma soma finita da forma
m = Σi(ai ⊗ bi). Observe, porém, que esta representação não precisa ser única.

Teorema 1.3.3 ([R, Teorema 1.5, pág. 11]) Seja f : A → A′ um homomorfismo de R-
módulos à direita e seja g : B → B′ um homomorfismo de R-módulos à esquerda. Então
existe um único homomorfismo A⊗R B → A′ ⊗R B′, com a⊗ b 7→ f (a)⊗ g (b).

Vamos denotar esta aplicação por f ⊗ g.
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Teorema 1.3.4 ([R, Teorema 1.12, pág. 14]) Seja B um R-módulo, então existe um R-
isomorfismo R⊗R B ' B, com r ⊗ b 7→ rb.

Também é verdade que A⊗R R ' A como R-módulos à direita.
Existe um resultado análogo para Hom: Se B é um R-módulo qualquer, então

HomR (R,B) ' B, com isomorfismo f 7−→ f(1). (1.1)

Ambos os isomorfismos são naturais, a demonstração desses fatos pode ser encontrada em
[AF, proposição 20.1, pág. 235].

Exemplos 1.3.5

1. Se R é um corpo e A, B espaços vetoriais sobre R (ou seja R-módulos), então A⊗RB
é o produto tensorial usual de espaços vetoriais.

2. Se R é o anel dois inteiros Z, A é o Z-módulo Z/2Z, e B é o Z-módulo Z/3Z, então
A⊗RB = 0. Pois, sejam a = 1̄ ∈ A e b = 1̄ ∈ B, então 2a = 0̄ ∈ A e 3b = 0̄ ∈ B. Logo

2 (a⊗ b) = (2a)⊗ b = 0̄⊗ b = 0

3 (a⊗ b) = a⊗ (3b) = a⊗ 0̄ = 0.

Como 2 e 3 são coprimos, existem números inteiros m e n tais que 2m+ 3n = 1, então
(a⊗ b) = 2 (a⊗ b)m+ 3 (a⊗ b)n, logo a⊗ b = 0.

3. Q⊗Z Z/pZ = 0 para todo p primo, pois: seja q1
q2
⊗m ∈ Q⊗Z Z/pZ, então

q1

q2
⊗m =

p

p

q1

q2
⊗m =

q1

pq2
⊗ pm = 0.

Seja A ∈MR definimos o funtor covariante aditivo A⊗R : RM→ Ab por

A⊗R : B 7−→ A⊗R B
A⊗R : f 7−→ idA⊗f

para cada f : B → B′, homomorfismo de R-módulos à esquerda.
Analogamente definimos o funtor covariante aditivo ⊗RB : MR → Ab, onde B ∈ RM por

⊗RB : A 7−→ A⊗R B
⊗RB : g 7−→ g ⊗ idB

para cada g : A→ A′, homomorfismo de R-módulos à direita.
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1.4 Exatidão

Definição 1.4.1 Dois homomorfismos M ′
f→ M

g→ M ′′ são exatos em M se im f =
ker g. Uma sequência (finita ou infinita) de homomorfismos

· · · →Mn+1
fn+1−→ Mn

fn−→Mn−1 → · · ·

é exata se cada par adjacente de homomorfismos é exato.

Seguem imediatamente da definição as seguintes observações:

1. Se 0→ M ′
f→ M é exata, então f é monomorfismo; se M

g→ M ′′ → 0 é exata, então g
é epimorfismo; se 0→M

f→M ′ → 0 é exata, então f é um isomorfismo.

2. Se M ′
f→ M

g→ M ′′ é exata com f epimorfismo e g monomorfismo, então M = 0. Se
0→M → 0 é exata, então M = 0.

3. Se 0→M ′
i→M →M ′′ → 0 é exata, então M ′ ' iM ′ e M/iM ′ 'M ′′. Tais sequências

são chamadas sequências exatas curtas.

4. Se f : M → N é um homomorfismo, então existe uma sequência exata:

0→ ker f i→M
f→ N

π→ coker f → 0,

onde i é a inclusão e π é a projeção canônica.

Exemplos 1.4.2 Considere a sequência 0 → Z m→ Z π→ Z/mZ → 0 onde π : Z → Z/mZ
é a projeção canônica, portanto é um epimorfismo e m : Z → Z é a multiplicação por m,
m(z) = mz; temos que ker m = {z ∈ Z : mz = 0} = 0, portanto m é monomorfismo. Logo
a sequência 0→ Z m→ Z π→ Z/mZ→ 0 é exata.

Definição 1.4.3 Uma sequência exata curta 0 → M ′
f→ M

g→ M ′′ → 0 de R-módulos
cinde se existe um homomorfismo h : M ′′ →M tal que gh = idM ′′.

A seguir definimos funtores exatos que são funtores que transforman sequências exatas
em sequências exatas.

Definição 1.4.4 Um funtor F é exato à esquerda se a exatidão de 0 → A
α→ B

β→ C

implica na exatidão de 0→ FA
Fα→ FB

Fβ→ FC; um funtor F é exato à direita se a exatidão
de A α→ B

β→ C → 0 implica na exatidão de FA Fα→ FB
Fβ→ FC → 0.
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Se F é exato à esquerda, então Fα : FA → FB é um monomorfismo e imFα = kerFβ;
logo F preserva monomorfismos e F “preserva kernels” no sentido que Fα : F (kerβ) →
kerFβ é um isomorfismo. Similarmente, se F é exato à direita, então F preserva epimorfismos
e F “preserva cokernels”.

Definição 1.4.5 Um funtor contravariante F é exato à esquerda se a exatidão de A α→
B

β→ C → 0 implica na exatidão de 0 → FC
Fβ→ FB

Fα→ FA; um funtor contravariante F é
exato à direita se a exatidão de 0 → A

α→ B
β→ C implica na exatidão de FC

Fβ→ FB
Fα→

FA→ 0.

Logo um funtor contravariante F é exato à esquerda se e só se F (cokerα) ' kerFα via
Fβ, e é exato à direita se e somente se F (kerβ) ' cokerFβ via Fα.

Definição 1.4.6 Um funtor é exato se é ambos, exato à esquerda e exato à direita.

É claro que um funtor exato à esquerda que preserva epimorfismos é exato, da mesma
forma que um funtor exato à direita que preserva monomorfismos é exato.

Teorema 1.4.7 ([R, Teorema 2.9, pág. 35]) Hom (M, ) é um funtor exato à esquerda e
Hom ( ,M) é um funtor contravariante exato à esquerda, para cada módulo M .

Nenhum dos dois funtores Hom (M, ) e Hom ( ,M) são exatos, pois considere a sequência
exata do exemplo 1.4.2 com m = 2. Aplicando o funtor HomZ(Z/2Z, ) a esta sequência,
temos a sequência exata

0→ HomZ(Z/2Z,Z) 2∗→ HomZ(Z/2Z,Z) π∗→ HomZ(Z/2Z,Z/2Z).

Note que HomZ(Z/2Z,Z) = 0, pois seja f : Z/2Z→ Z um Z-homomorfismo,

0 = f(0̄) = f (1̄ + 1̄) = f(1̄) + f(1̄) = 2f(1̄) =⇒ f(1̄) = 0,

logo f = 0. Mas, idZ/2Z ∈ HomZ(Z/2Z,Z/2Z) 6= 0. Logo π∗ não é um epimorfismo e o funtor
HomZ(Z/2Z, ) não é exato.

Aplicando o funtor HomZ( ,Z/2Z) à mesma sequência, temos a sequência exata

0→ HomZ(Z/2Z,Z/2Z) π∗→ HomZ(Z,Z/2Z) 2∗→ HomZ(Z,Z/2Z).

Para qualquer f ∈ HomZ(Z,Z/2Z) e a ∈ Z,

2∗(f)(a) = (f2)(a) = f(2a) = 2f(a) = 0̄,

logo 2∗ é a aplicação zero, e como HomZ(Z,Z/2Z) ' Z/2Z 6= 0 por (1.1), 2∗ não é um
epimorfismo e então HomZ( ,Z/2Z) não é um funtor exato.
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Teorema 1.4.8 ([R, Teorema 2.10, pág. 35-36]) Os funtores M⊗R e ⊗RN são funto-
res exatos à direita.

Os funtores M⊗R e ⊗RM não precisam ser exatos à esquerda. Considere o Z-módulo
Z/2Z e a sequência exata

0→ Z i→ Q π→ Q/Z→ 0, (1.2)

onde i é a aplicação inclusão e π é a projeção canônica. Suponha que a sequência

0→ (Z/2Z)⊗Z Z→ (Z/2Z)⊗Z Q→ (Z/2Z)⊗Z (Q/Z)→ 0 (1.3)

seja exata. Pelo exemplo 1.3.5 (3), (Z/2Z)⊗Z Q = 0, logo a sequência exata 1.3 fica

0→ (Z/2Z)⊗Z Z→ 0,

o que implica que (Z/2Z)⊗Z Z = 0, mas pelo teorema 1.3.4 (Z/2Z)⊗Z Z ' Z/2Z 6= 0, o que
é uma contradição. Logo (Z/2Z)⊗Z não é exato à esquerda.

Aplique agora, o funtor ⊗Z (Z/2Z) à sequência (1.2), logo

i⊗ idZ/2Z : Z⊗Z Z/2Z(' Z/2Z)→ Q⊗Z (Z/2Z) = 0

não é um monomorfismo, logo ⊗Z (Z/2Z) não é funtor exato.

Exemplos 1.4.9 Seja M um Z-módulo qualquer, então Z/mZ⊗Z M 'M/mM . Considere
a uma sequência exata curta do exemplo 1.4.2, então pelo teorema 1.4.8

Z⊗Z M
m⊗idM−→ Z⊗Z M

π⊗idM−→ Z/mZ⊗Z M → 0

é exata, e pelo teorema 1.3.4, Z⊗Z M 'M , com isomorfismo θ : z ⊗m 7→ zm, e assim

0→M
γ→M

β→ Z/mZ⊗Z M → 0

é exata e γ = θ (m⊗ idM ) θ−1, levando

m̃ 7→ θ (m⊗ idM ) θ−1 (m̃) = θ (m⊗ idM ) (1⊗ m̃) = θ (m1⊗ m̃) = mm̃,

logo im γ = mM . Por outro lado

Z/mZ⊗Z M ' imβ 'M/ kerβ 'M/ im γ 'M/mM .

16
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1.5 Módulos Projetivos, Injetivos e Planos

Nesta seção estudaremos algumas propriedades básicas dos módulos projetivos e injetivos, es-
tas serão necessárias para o estudo de funtores derivados. Uma classe de módulos importante
é a classe dos módulos livres, que são um caso particular de módulos projetivos, para defińı-
los precisamos dos conceitos de soma direta e produto direto e algumas de suas propriedades
básicas.

Definição 1.5.1 Seja {Aj : j ∈ J} uma famı́lia de módulos. Seu produto direto, denotado
Πj∈JAj, é o módulo cujo conjunto subjacente é o produto cartesiano dos Aj, i.e., se a ∈
Πj∈JAj, a = (aj), onde aj ∈ Aj, e as operações de módulo são definidas por:

(aj) + (bj) = (aj + bj) ,

r (aj) = (raj) .

Definição 1.5.2 A soma direta dos Aj, denotada ⊕j∈JAj, é o submódulo de Πj∈JAj, que
consiste de todos os (aj), para os quais, “quase todos” os aj são zero (i.e. todos os aj são 0
exceto um número finito ).

Observação 1.5.3 Se o conjunto de ı́ndices J é finito com n elementos, então Πj∈JAj =
⊕j∈JAj; neste caso escrevemos simplesmente A1 ⊕ · · · ⊕An.

Note que se M1 e M2 são submódulos de M com M1 ∩M2 = 0 e M1 + M2 = M , então
M = M1 ⊕M2.

Definição 1.5.4 Se A = ΠAj, definimos projeções pj : A → Aj e injeções λj : Aj → A

por pj : (ai) 7−→ aj e λj (aj) o elemento de A que tem aj na j-ésima coordenada e 0 nas
outras.

Note que pjλj = idAj e pjλk = 0 se j 6= k. Essas aplicações são também definidas quando
A é soma direta, nesse caso Σλjpj = idA.

Propriedade 1.5.5 ([R, Teoremas 2.4 e 2.6, págs. 30-31]) Sejam A, {Aj : j ∈ J}, B
e {Bi : i ∈ I}, R-módulos , então:

(a) HomR

(⊕
j∈J

Aj , B

)
'
∏
j∈J

HomR (Aj , B), com isomorfismo ϕ 7−→ (ϕλj) onde λj é a j-

ésima injeção;

(b) HomR

(
A,
∏
i∈I
Bi

)
'
∏
i∈I

HomR (A,Bi), com isomorfismo ϕ 7−→ (pjϕ) onde pj é a j-ésima

projeção.
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Esses isomorfismos são naturais nas duas coordenadas, veja [AF, Corolário 16.5, pág.
182].

Observe que Hom (A, ) preserva produto direto, em particular preserva somas finitas.
Agora vamos ver que o produto tensorial preserva somas diretas.

Propriedade 1.5.6 ([R, Teorema 2.8, pág. 33]) Sejam A e {Aj : j ∈ J}, R-módulos à
direita, B e {Bi : i ∈ I}, R-módulos à esquerda, então:

(a) A⊗R
(⊕
i∈I
Bi

)
'
⊕
i∈I

(A⊗R Bi), com isomorfismo a⊗ (bj) 7−→ (a⊗ bj);

(b)

(⊕
j∈J

Aj

)
⊗R B '

⊕
j∈J

(Aj ⊗R B), com isomorfismo (aj)⊗ b 7−→ (aj ⊗ b).

Esses isomorfismos são naturais.

O próximo exemplo mostra que produto tensorial não comuta com produto direto.

Exemplos 1.5.7 Q⊗Z (
∏

p primo
Z/pZ) 6'

∏
p primo

(Q⊗Z Z/pZ).

Pelo exemplo 1.3.5 temos que

∏
p primo

(Q⊗Z Z/pZ) = 0.

É claro que Q ⊗Z M = 0 se e somente se para cada m ∈ M , existe z ∈ Z \ 0 tal que
zm = 0. Logo, considere o elemento x =

∏
p primo

(1 + pZ) ∈
∏

p primo
Z/pZ, suponha que existe

z ∈ Z tal que zx = 0, então z (1 + pZ) = 0 para todo p primo, logo z = 0 e então

0 6= Q⊗Z (
∏

p primo
Z/pZ) 6'

∏
p primo

(Q⊗Z Z/pZ) = 0.

Teorema 1.5.8 ([R, Teorema 2.7, pág. 33]) Dados dois módulos A e B com i : A→ B

monomorfismo, então A é somando de B (i.e. B = iA⊕ C para algum submódulo C de B)
se e somente se existe um homomorfismo p : B → A tal que pi = idA.

18
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1.5.1 Módulos Livres

A continuação seguem duas definições de módulo livre, a equivalência delas é demonstrada
em [H, Teorema 2.1, págs. 181-182]

Definição 1.5.9 Um R-módulo à esquerda F é livre se é soma direta de copias de R, ou
seja F ' ⊕R.

Se Rai ' R e F ' ⊕i∈IRai, então o conjunto {ai : i ∈ I} é chamado de uma base de F .
Observe que R é sempre um R-módulo livre com uma base consistindo de um elemento

só.

Definição 1.5.10 Um módulo F é livre com base X = {ai : i ∈ I}, se dado qualquer
módulo B e qualquer função f : X → B, existe um único homomorfismo f̃ : F → B que
estende f , i.e. f̃ faz o seguinte diagrama comutar

F
f̃

  A
A

A
A

X
f
//?�

OO

B

Teorema 1.5.11 ([R, Teorema 3.2, pág. 58]) Seja X um conjunto qualquer, então existe
um módulo livre F que tem X como base.

Teorema 1.5.12 ([R, Teorema 3.3, pág. 58]) Todo módulo M é um quociente de um
módulo livre, i.e. existe um módulo livre F e um epimorfismo f : F →M .

O último teorema diz que M pode ser descrito por geradores e relações, i.e. se F é
livre com base X e f : F → M é um epimorfismo, então X é chamado de um conjunto de
geradores de M e ker f é chamado de seu submódulo de relações. Neste caso dizemos que
M é gerado por f (X).

Definição 1.5.13 Uma resolução livre de um R-módulo M é uma sequência exata longa

· · · −→ Fn
dn−→ Fn−1 −→ · · · −→ F1

d1−→ F0
ε−→M → 0

de R-módulos livres.

A definição nos diz que:

(i) cada Fi é R-módulo, e cada di é homomorfismo de R-módulos;

(ii) im di+1 = ker di para todo i;
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Caṕıtulo 1. Módulos, Categorias e Funtores

(iii) cada Fi é R-módulo livre.

Teorema 1.5.14 ([R, Teorema 3.8, pág. 60]) Todo módulo M , tem uma resolução livre.
Ressaltamos, porém, que resoluções livres não são únicas.

Teorema 1.5.15 ([R, Teorema 3.9, pág. 61]) Considere o diagrama com β epimorfismo:

F
γ

~~~
~

~
~

α

��
B

β
// C // 0

Se F é livre e α : F → C é qualquer homomorfismo, então existe um homomorfismo (mas
não necessariamente único) γ : F → B com α = βγ.

Corolário 1.5.16 ([R, Corolário 3.10, págs. 61-62]) Se o módulo F é livre, então o
funtor Hom (F, ) é exato.

1.5.2 Módulos Projetivos

Definição 1.5.17 Um R-módulo P é projetivo se o diagrama

P
γ

~~~
~

~
~

α

��
B

β
// C // 0

comuta, ou seja ∃γ : P → B homomorfismo de R-módulos, tal que βγ = α, onde P , B, C
são R-módulos, α, β homomorfismos de R-módulos e β é epimorfismo.

Note que o teorema anterior nos diz que R-módulos projetivos existem pois todo R-módulo
livre é projetivo. A rećıproca é falsa, mas antes de ver um contra-exemplo, precisamos de
alguns teoremas.

O teorema a seguir nos fornece uma série de caracterizações dos módulos projetivos.

Teorema 1.5.18 ([R, pág. 62,63]) As seguintes afirmações sobre um módulo P são equi-
valentes:

1. P é projetivo.

2. O funtor Hom (P, ) é exato.

3. P é somando de um módulo livre.

20
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4. Toda sequência exata curta 0→ A→ B → P → 0 cinde.

Em particular, a condição 3 implica que todo somando de um módulo projetivo é projetivo.

Teorema 1.5.19 ([R, Teorema 3.12, págs. 62-63]) Se P é projetivo e β : B → P é
epimorfismo, então B = kerβ ⊕ P ′, onde P ′ ' P .

Teorema 1.5.20 ([HS, proposição 4.5, pág. 24]) Seja {Pj : j ∈ J} uma famı́lia de mó-
dulos, e seja P = ⊕Pj. O módulo P é projetivo se e somente se Pj é projetivo para cada
j ∈ J.

Não é verdade que o produto direto de módulos projetivos seja projetivo. Por exemplo o
produto direto infinito Z×Z× · · · de Z-módulos projetivos não é projetivo, uma prova disto
pode ser encontrada em [L, Exemplo 2.8, pág. 22].

Como todo R-módulo é imagem homomorfa de um R-módulo livre e todo R-módulo livre
é projetivo, temos:

Teorema 1.5.21 ([V, teorema 3.1.9]) Todo R-módulo é uma imagem homomorfa de um
R-módulo projetivo.

Tendo esses resultados podemos exibir um exemplo da existência de módulos projetivos
que não são livres.

Exemplos 1.5.22 Se R = Z/6Z, então, pelo teorema chinês do resto, R = Z/2Z ⊕ Z/3Z.
Logo Z/3Z é projetivo pois é somando do módulo livre R. Se Z/3Z for livre então

Z/3Z = ⊕j∈JRaj = ⊕j∈J (Z/6Z) aj, mas 3 = |Z/3Z| = |Z/6Z| ·#J ≥ 6,

que é absurdo. Logo Z/3Z é um Z/6Z-módulo projetivo, mas não é Z/6Z-módulo livre.

A continuação alguns exemplos de anéis nos quais todo módulo projetivo é livre.

Exemplos 1.5.23

1. Se R é um corpo, cada R-módulo M (espaço vetorial sobre R) é livre e logo projetivo.
Neste caso módulo⇔livre⇔projetivo.

2. Seja R = Z, M é um R-módulo se e somente se M é um grupo abeliano. Suponha
que M é f.g. como R-módulo, então M é f.g. como grupo abeliano, isto implica que M

admite a seguinte decomposição:

M = Z⊕ · · · ⊕ Z⊕ Z/n1Z⊕ Z/n2Z⊕ · · · ⊕ Z/nkZ
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Se M é um módulo projetivo, então existe M̃ um Z-módulo livre tal que M̃ = M ⊕M ′.
Suponha que a parte Z/n1Z ⊕ Z/n2Z ⊕ · · · ⊕ Z/nkZ na decomposição de M seja não
trivial, então existe m ∈ M ⊆ M̃ = ⊕Z tal que n1m = 0, m 6= 0 mas M̃ é livre de
torção (um módulo M̃ sobre um domı́nio R é livre de torção se rm = 0 implica
r = 0 ou m = 0, onde r ∈ R e m ∈ M̃ , veja definição 2.2.28) que é um absurdo. Logo
M = Z⊕ · · · ⊕ Z, é um Z-módulo livre. Isto é cada Z-módulo f.g. projetivo é livre.

Definição 1.5.24 Uma resolução projetiva de um R-módulo M , é uma sequencia exata
longa

· · · −→ Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P1

d1−→ P0
ε−→M → 0,

onde todos os Pi são R-módulos projetivos.

É claro que existem resoluções projetivas pois já vimos que existem resoluções livres.
Vamos ver alguns exemplos:

Exemplos 1.5.25

1. Considere o grupo ćıclico finito de ordem m, Z/mZ. Existe uma sequência exata 0 →
Z m→ Z π→ Z/mZ→ 0 onde π é a projeção canônica e m : Z→ Z é a multiplicação por
m, veja o exemplo 1.4.2. Logo temos uma resolução projetiva do Z-módulo Z/mZ:

· · · → Pn+1 → Pn → · · · → P1
d1→ P0

ε→ Z/mZ→ 0

onde P0 = P1 = Z, Pn = 0 para n ≥ 2, ε = π, e d1 é a multiplicação por m.

2. Considere o grupo ćıclico infinito Z, então

· · · → Pn → Pn−1 → · · · → P1 → P0
ε→ Z→ 0

onde P0 = Z, Pn = 0 para n ≥ 1, e ε é a aplicação identidade, é uma resolução projetiva
do Z-módulo Z.

3. Seja G um grupo ćıclico infinito gerado por x. Então

· · · → 0→ · · · → 0→ [ZG] T→ [ZG] ε→ Z→ 0

onde T é a multiplicação por x − 1 e ε é o homomorfismo aumento (veja definição
2.3.2), é uma sequência exata e logo uma resolução projetiva do [ZG]-módulo trivial Z,
isto significa que G age trivialmente sobre Z: gz = z para todo g ∈ G e z ∈ Z.

Em geral, um R-módulo pode ter mais de uma resolução projetiva, mas quaisquer duas
delas estão relacionadas, isso vemos na seção 2.2 onde enunciamos o teorema de comparação
de resoluções.
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1.5.3 Módulos Injetivos

A noção de módulo injetivo é dual à noção de módulo projetivo.

Definição 1.5.26 Um módulo E é injetivo se, para todo módulo B e todo submódulo A

de B, cada homomorfismo f : A→ E pode ser estendido a um homomorfismo g : B → E. O
diagrama é

E

0 // A
� � //

f

OO

B

g
``@

@
@

@

Os módulos projetivos e injetivos tem efeito dual no funtor Hom, em particular, existe
um teorema dual ao teorema 1.5.18, caraterizando módulos injetivos.

Teorema 1.5.27 ([R, pág. 65-67]) As seguintes afirmações sobre um módulo E são equi-
valentes:

1. E é injetivo.

2. O funtor Hom ( , E) é exato.

3. Toda sequência exata curta 0→ E
i→ B → C → 0 cinde.

4. Todo homomorfismo f : I → E, onde I é ideal à esquerda de R, pode ser estendido a
R.

A condição 3 do teorema implica que, em particular, E é somando de B.
A condição 4 é conhecida como Critério de Baer e é um teste de injetividade muito útil.

Ele nos diz que a injetividade de um módulo E pode ser determinada por seu comportamento
no conjunto de diagramas

E

0 // I
� � //

f

OO

R

onde a linha é restrita a aplicações inclusão de ideais à esquerda.
O matemático R. Bear introduziu e estudou os R-módulos injetivos no ano 1940, ele

os designou pela expressão “grupos abelianos completos sobre o anel R”. O nome injetivo
apareceu por primeira vez, dez anos depois nos trabalhos de S. Eilenberg.

Vejamos agora como se comportam somas e produtos diretos em relação a módulos inje-
tivos:

Teorema 1.5.28 ([R, Teorema 3.17, pág. 65]) Se {Ej : j ∈ J} é uma famı́lia de módulos
e E = ΠEj. Então E é injetivo se e somente se cada Ej é injetivo.
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Não é verdade que soma direta de R-módulos injetivos é R-módulo injetivo, isto somente
acontece se R for noetheriano à esquerda (ou direita), i.e. se cada R-submódulo M1 de
um R-módulo à esquerda (ou direita) f.g. M , é f.g. Uma prova disto pode ser encontrada em
[AF, Propriedade 18.10 pág. 209].

Como produto direto de uma famı́lia finita de R-módulos é o mesmo que a soma direta
de essa famı́lia de módulos, temos:

Corolário 1.5.29 ([R, Teorema 3.18, pág. 66]) Todo somando direto D de um módulo
injetivo E é injetivo.

Vimos que todo módulo é um quociente de um módulo projetivo (livre), o seguinte teorema
afirma o resultado dual.

Teorema 1.5.30 ([R, Teorema 3.27, pág. 71]) Todo R-módulo à esquerda pode ser mer-
gulhado num módulo injetivo.

Alguns exemplos de módulos injetivos:

Exemplos 1.5.31

1. Q é um Z-módulo injetivo: como Z é domı́nio de ideais principais, todo ideal é da forma
〈z〉, para algum z ∈ Z. Seja f : 〈z〉 → Q um homomorfismo que leva z 7→ p

q , definimos
f̃ : Z → Q, como f̃ (1) = p

zq , claramente f̃ estende f , logo pelo Critério de Baer Q é
um Z-módulo injetivo.

2. Se R é um corpo, então todo espaço vetorial V sobre R, é um R-módulo injetivo. Pois,
como R não tem ideais próprios o problema de extensão de aplicações obviamente possui
solução.

3. Seja R o anel Z/mZ, onde m é um inteiro ≥ 2. Qualquer ideal de R é da forma
kZ/mZ onde k é divisor de m. Seja m = ks. Seja f : kZ/mZ→ R um homomorfismo
e suponha que f(k +mZ) = a+mZ. Então

0 = f(ks+mZ) = sf(k +mZ) = sa+mZ

que implica que m divide sa e portanto k divide a. Seja a = kb. Defina g : Z/mZ →
Z/mZ por g(n + mZ) = nb + mZ, n ∈ Z. A aplicação g é um homomorfismo que
estende f a R. Logo R é R-módulo injetivo pelo critério de Baer.
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O seguinte é um exemplo de um módulo que é projetivo mas não é injetivo. Este exemplo
também mostra que não todo anel R é um R-módulo injetivo.

Exemplos 1.5.32 O Z-módulo Z, é claramente projetivo pois é livre. Considere agora o
homomorfismo f : 〈2〉 → Z, que leva 2→ 1. Suponha que existe um homomorfismo f̃ : Z→ Z
que estende f , então

1 = f̃ (2) = 2f̃ (1) ⇒ f̃ (1) =
1
2
/∈ Z,

que é absurdo, logo f não pode ser estendida e pelo Critério de Baer, Z não é Z-módulo
injetivo.

Se R for um anel de divisão, i.e. se R for um anel com identidade tal que 1 6= 0 e para
todo 0 6= a ∈ R, existe b ∈ R com ab = ba = 1 , todo R-módulo à esquerda é projetivo e
injetivo.

Definição 1.5.33 Uma resolução injetiva de um R-módulo M , é uma sequencia exata
longa

0 −→M
ε−→ E0 d0−→ E1 d1−→ E2 d2−→ · · ·

na qual cada En é injetivo.

Usando repetidas vezes o fato que todo R-módulo pode ser mergulhado num R-módulo
injetivo podemos provar que:

Teorema 1.5.34 ([R, Teorema 3.28, pág. 71]) Todo módulo M tem uma resolução in-
jetiva.

1.5.4 Módulos Planos

Usando as propriedades de exatidão do funtor B⊗R or ⊗RC podemos definir

Definição 1.5.35 Um R-módulo à direita B, é plano se o funtor B⊗R é exato. Simi-
larmente um R-módulo à esquerda C é chamado de plano se o funtor ⊗RC é exato.

Como B⊗R é sempre exato à direita, um R-módulo à direita B é plano se e somente
se idB ⊗ preserva monomorfismo, analogamente como ⊗RC é sempre exato à direita, um
R-módulo à esquerda C é plano se e somente se ⊗ idC preserva monomorfismos.

A seguir enunciamos alguns resultados de módulos planos:

Teorema 1.5.36 ([R, Teorema 3.45, pág. 85]) Seja {Bk : k ∈ K} uma famı́lia de R-mó-
dulos à direita. Então ⊕Bk é plano se e somente se cada Bk é plano.
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Teorema 1.5.37 ([R, Corolário 3.46, pág. 85]) Todo módulo projetivo é plano.

Exemplos 1.5.38

1. A observação que segue do teorema 1.4.8 mostra que Z/2Z não é Z-módulo plano.

2. R é um R-módulo plano. Seja f : A→ A′ um monomorfismo, então idR⊗f : R⊗RA→
R⊗R A′, mas pelo teorema 1.3.4, temos que R⊗R A ' A, com isomorfismo tA, logo

t−1
A′ ◦ f ◦ tA : R⊗R A→ R⊗R A′ leva

r ⊗ a 7→ t−1
A′ ◦ f ◦ tA(r ⊗ a) = t−1

A′ ◦ f(ra) = t−1
A′ (rf(a)) = r ⊗ f(a),

logo idR⊗f = t−1
A′ ◦ f ◦ tA, portanto idR⊗f é monomorfismo.

3. O grupo aditivo Q dos número racionais é um Z-módulo plano mas não é um Z-módulo
projetivo. Isto segue dos resultados do próximo caṕıtulo pois Q é limite direto de copias
de Z e limite direto de módulos planos é plano.

1.6 Limite Direto e Limite Inverso

Definição 1.6.1 Seja I um conjunto quase-ordenado (i.e. I tem una relação binaria
≤ reflexiva e transitiva) e C uma categoria. Um sistema direto em C com conjunto de

ı́ndices I é um funtor F : I → C, tal que para cada i ∈ I, existe um objeto Fi e, sempre que
i, j ∈ I satisfaçam i ≤ j, existe um morfismo ϕij : Fi → Fj tal que:

1. ϕii : Fi → Fi é a identidade para cada i ∈ I;

2. se i ≤ j ≤ k, o seguinte diagrama é comutativo

Fi
ϕi

k //

ϕi
j

��

Fk

Fj
ϕj

k

>>~~~~~~~

Observação 1.6.2 Para que a definição de F faça sentido, constrúımos I como uma cate-
goria U, com obj U = I,

MorU (x, y) =

{ {
ixy
}

se x ≤ y
∅ outro caso,

e composição iyzixy = ixz quando x ≤ y ≤ z.

26



1.6. Limite Direto e Limite Inverso

Nos seguintes exemplos, a categoria C, é uma categoria de módulos.

Exemplos 1.6.3

1. Seja M um R-módulo, e seja I o conjunto de todos os subconjuntos finitos de M .
Para α ∈ I, seja Mα o submódulo de M gerado pelo subconjunto α de M . Para α,
β ∈ I dizemos que α ≤ β se Mα é um submódulo de Mβ e definimos iαβ : Mα → Mβ

como sendo a aplicação inclusão. A relação ≤ definida em I é claramente reflexiva e
transitiva, logo I com a relação ≤ é um conjunto quase ordenado. Mais ainda para
cada α, β ∈ I, existe γ ∈ I, que, neste caso, pode ser escolhida como γ = α∪β, tal que
α ≤ γ e β ≤ γ, i.e. I com a relação ≤ é um conjunto quase ordenado dirigido. Logo{
Mα, i

α
β

}
I

é então um sistema direto de R-módulos.

2. Seja R um domı́nio com corpo quociente Q. A famı́lia de todos os R-submódulos ćıclicos
de Q da forma 〈1/r〉 é quase ordenado pela relação: 〈1/r〉 ≤ 〈1/s〉 se e só se r | s, i.e.
rr′ = s para algum r′ ∈ R. Esta famı́lia com as inclusões é um sistema direto.

Definição 1.6.4 Seja F =
{
Fi, ϕ

i
j

}
um sistema direto em C. O limite direto desse sis-

tema, denotado lim−→ Fi, é um objeto e uma famı́lia de morfismos αi : Fi → lim−→ Fi com
αi = αjϕ

i
j sempre que i ≤ j, satisfazendo o seguinte problema universal:

lim
−→

Fi
β //_____________ X

Fi

αi

ffNNNNNNNNNNNNN

fi

99rrrrrrrrrrrrr

ϕi
j

��
Fj

αj

ZZ55555555555555555555555

fj

EE�����������������������

para todo objeto X e toda famı́lia de morfismos fi : Fi → X com fi = fjϕ
i
j sempre que i ≤ j,

existe um único morfismo β : lim−→ Fi → X fazendo o diagrama anterior comutativo.

O lim−→ Fi, se existir, é único a menos de isomorfismo. Pode ser encontrada em [R, Te-
orema 2.16, pág. 41] uma demostração de que o limite direto de um sistema de módulos{
Fi, ϕ

i
j

}
existe e é lim−→ Fi = (⊕Fi) /S, onde S é o submódulo gerado por todos os elementos{

λjϕ
i
j (ai)− λi (ai)

}
, onde λi : Fi → ⊕Fi é a i-ésima injeção, ai é um elemento de Fi e i ≤ j,

e αi : Fi → lim−→ Fi, levando ai 7→ λi (ai) + S.
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Exemplos 1.6.5

1. Seja
{
Mα, i

α
β

}
I

o sistema direto do exemplo 1.6.3 (1), logo lim−→ Mα = (⊕Mα) /S, onde

S é o submódulo gerado por todos os elementos λβiαβ (xα) − λα (xα), onde α, β ∈ I

com α ≤ β e xα ∈ Mα, λα : Mα → ⊕Mα é a α-ésima injeção, e ᾱα : Mα → lim−→ Mα,
levando xα 7→ λα (xα) + S.

Agora vamos definir a aplicação θ : M → lim−→ Mα. Para tanto, seja x ∈ M então
existe α ∈ I tal que x ∈Mα. Seja ainda β ∈ I outro elemento tal que x ∈Mβ. Escolha
γ ∈ I com α ≤ γ e β ≤ γ. Então x ∈Mγ e

ᾱα(x) = ᾱγi
α
γ (x) = ᾱγ

(
iαγ (x)− x

)
+ ᾱγ(x)

= ᾱγ(x) = ᾱγi
β
γ (x) = ᾱβ(x),

mostrando que ᾱα(x) é independente da escolha de α ∈ I para a qual x ∈ Mα. Então
seja θ(x) = ᾱα(x).

É fácil ver que θ é um epimorfismo. Se x ∈ M tal que θ(x) = 0, então ᾱα(x) = 0
para alguma α ∈ I tal que x ∈ Mα, logo existe um β ≥ α tal que iαβ(x) = 0, veja
[V, Lema 1.6.6]. Mas as inclusões iαβ são monomorfismos, logo x = 0. Portanto θ é
monomorfismo, logo θ é isomorfismo. Isto implica que lim−→ Mα = M , todo módulo é
limite direto de seus submódulos finitamente gerados.

2. Se R é um domı́nio com corpo quociente Q, então Q ' lim−→ 〈1/r〉, r 6= 0, i.e. Q é o
limite direto da famı́lia de submódulos ćıclicos isomorfos a R.

É claro que o conjunto quase ordenado I é uma categoria pequena, i.e. a classe de
todos os morfismos em I é um conjunto, logo todos os funtores I → C formam uma categoria
se definimos Mor (F,G) =todas as transformações naturais F → G. Deste jeito todos os
sistemas diretos de I em C formam uma categoria que chamaremos Dir(I). Assim t é um
morfismo em Dir(I), se t é uma transformação natural: t : F → G, onde F é o sistema direto{
Fi, ϕ

i
j

}
∈ obj Dir(I) e G é o sistema direto

{
Gi, ψ

i
j

}
∈ obj Dir(I), e F , G : I → C; t é a

famı́lia de aplicações ti : Fi → Gi fazendo os seguintes diagramas comutativos, quando i ≤ j

Fi
ϕi

j //

ti
��

Fj

tj
��

Gi
ψi

j

// Gj
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Suponha agora que C =RM. Sabemos que lim−→
({
Fi, ϕ

i
j

})
= (⊕Fi) /S ∈ RM, onde S é

definido como antes, analogamente lim−→
({
Gi, ψ

i
j

})
= (⊕Gi) /S′, então se definimos t̄ = lim−→

t : lim−→ Fi → lim−→ Gi por Σλiai +S 7→ Σλ′itiai +S′, onde ai ∈ Fi, e λi, λ′i são injeções em ⊕Fi,
⊕Gi respetivamente, podemos afirmar que lim−→ : Dir(I)→ RM é um funtor. Mais ainda se I
é um conjunto quase-ordenado dirigido, isto é para cada α, β ∈ I, existe γ ∈ I tal que α ≤ γ
e β ≤ γ, lim−→ é um funtor exato [R, pág. 46, teorema 2.18].

Teorema 1.6.6 ([R, Corolário 2.20, pág. 48]) Para qualquer R-módulo à direita A, o
funtor A⊗R preserva limites diretos.

Demonstração: Análoga à prova da propriedade 1.5.6 (a).

Teorema 1.6.7 ([R, Teorema 2.21, pág. 49]) Quaisquer dois limites diretos comutam,
i.e.

lim−→
i∈I

lim−→
j∈J

Fij = lim−→
j∈J

lim−→
i∈I

Fij.

Vamos considerar, agora, limites inversos, os quais vão aparecer como os duais de limites
diretos, portanto as provas de todos os teoremas são duais às dos teoremas apresentados no
inicio desta seção.

Definição 1.6.8 Seja I um conjunto quase-ordenado e C uma categoria. Um sistema in-

verso em C com conjunto de ı́ndices I é um funtor contravariante F : I → C, tal que para
cada i ∈ I, existe um objeto Fi e, sempre que i, j ∈ I satisfaçam i ≤ j, existe um morfismo
ψji : Fj → Fi tal que:

1. ψii : Fi → Fi é a identidade para cada i ∈ I;

2. se i ≤ j ≤ k, o seguinte diagrama é comutativo

Fk
ψk

i //

ψk
j

��

Fi

Fj
ψj

i

>>~~~~~~~

Definição 1.6.9 Um sistema inverso é chamado de torre se é indexado por um conjunto
enumerável totalmente ordenado, i.e. a relação binária de ordem em I, ≤, além de ser
reflexiva e transitiva, é antisimétrica e para cada i, j ∈ I ou i ≤ j ou j ≤ i.

Definição 1.6.10 Uma torre de grupos abelianos
{
Ai, ψ

j
i

}
satisfaz a condição de Mittag-

Leffler se para cada k ∈ I, existe j ∈ I, j ≥ k tal que a imagem de ψik : Ai → Ak é igual à
imagem de ψjk : Aj → Ak para todo i ≥ j, com i ∈ I.
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A condição de Mittag-Leffler é satisfeita se todas as aplicações ψi+1
i : Ai+1 → Ai na torre{

Ai, ψ
j
i

}
são sobrejetoras.

Definição 1.6.11 Seja F =
{
Fi, ψ

j
i

}
um sistema inverso em C. O limite inverso desse

sistema, denotado lim←− Fi, é um objeto e uma famı́lia de morfismos αi : lim←− Fi → Fi com

αi = ψji αj sempre que i ≤ j, satisfazendo o seguinte problema universal:

lim
←−

Fi

αi

&&NNNNNNNNNNNNN

αj

��55555555555555555555555
X

fj

�������������������������

βoo_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

fi

yyrrrrrrrrrrrrr

Fi

Fj

ψj
i

OO

para todo objeto X e morfismos fi : X → Fi com fi = ψji fj, sempre que i ≤ j, existe um
único morfismo β : X → lim←− Fi fazendo o diagrama comutativo.

Como é usual lim←− Fi, se existir, é único a menos de isomorfismo, . Pode ser encontrada
em [R, Teorema 2.22, pág. 51] uma demostração de que o limite inverso de um sistema de
módulos

{
Fi, ψ

j
i

}
existe. Como o limite direto é um quociente de uma soma, pela noção

dual, o limite inverso deve ser um submódulo de um produto. Para cada i ∈ I, seja pi a
i-ésima projeção pi : ΠFi → Fi, então lim←− Fi =

{
(ai) ∈ ΠFi : ai = ψji aj , sempre que i ≤ j

}
,

e αi : lim←− Fi → Fi é a restrição pi |lim←− Fi
.

Exemplos 1.6.12 Se I 6= ∅ é um ideal num anel comutativo R, então In = {Σa1a2 · · · an : ai ∈ I}
é um ideal e I = I1 ⊃ I2 ⊃ · · · . Se M é um R-módulo, então M ⊃ IM ⊃ I2M ⊃ · · · . A
famı́lia de módulos quocientes M/IiM , i = 1, 2, 3, . . ., e os homomorfismos ψji : M/IjM →
M/IiM , para j ≥ i, dados por x + IjM 7→ x + IiM , formam um sistema inverso indexado
pelos inteiros positivos. Seu limite inverso, lim←− M/IiM , denotado M̂ , é chamado comple-

tamento I-ádico de M .

De maneira análoga a que fizemos antes, podemos definir o funtor lim←−, que é exato à
esquerda mas, neste caso, não precisamos assumir que o conjunto de ı́ndices é dirigido.

Definição 1.6.13 Se I é um conjunto quase ordenado, um morfismo entre sistemas

inversos sobre I, t :
{
Fi, ψ

j
i

}
→
{
Gi, ϕ

j
i

}
é uma famı́lia de aplicações ti : Fi → Gi
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fazendo os seguintes diagramas comutar, quando i ≤ j:

Fj
ψj

i //

tj
��

Fi

ti
��

Gj
ϕj

i

// Gi

Todo sistema inverso com conjunto de ı́ndices I e seus morfismos formam uma categoria,
Inv(I). Dualmente, se definimos t̄ = lim←− t : lim←− Fi → lim←−Gi para um morfismo t :

{
Fi, ψ

j
i

}
→{

Gi, ϕ
j
i

}
por t̄ : (ai) 7→ (tiai), então podemos afirmar que lim←− : Inv(I)→ RM é um funtor.

Teorema 1.6.14 ([R, Corolário 2.25, pág. 55]) Se A é um R-módulo à esquerda, então
HomR (A, ) preserva limites inversos.

Teorema 1.6.15 ([R, Teorema 2.26, pág. 56]) Quaisquer dois limites inversos comutam,
i.e.

lim←−
i∈I

lim←−
j∈J

Fij = lim←−
j∈J

lim←−
i∈I

Fij.

Teorema 1.6.16 ([R, Teorema 2.27, pág. 56]) Para qualquer módulo B

Hom
(

lim−→ Aj , B
)
' lim←− Hom (Aj , B) .

.
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Caṕıtulo 2

Álgebra Homológica de Módulos
Abstratos

2.1 Homologia de Complexo

Nesta seção são introduzidos os conceitos de complexos e de aplicações de cadeias, assim
como também os de homotopia e homomorfismo de conexão. Estes últimos são usados para
obter uma sequência exata longa correspondente a uma sequência exata de complexos dada.

Definição 2.1.1 Um complexo (ou cadeia de complexo) A é uma sequência de módulos
e homomorfismos

A = · · · −→ An+1
dn+1−→ An

dn−→ An−1 −→ · · · ,

com dndn+1 = 0 para todo n ∈ Z. As aplicações dn, são chamadas diferenciais.

Considere a sequência de módulos e homomorfismos

A′ = · · · −→ An−1 dn

−→ An
dn+1

−→ An+1 −→ · · · ,

tal que dn+1dn = 0 para todo n ∈ Z, esta sequência é um complexo conforme à definição
original se invertemos os sinais dos ı́ndices da seguinte forma:

A′ = · · · −→ A−(n−1)
d−n+1−→ A−n

d−n−→ A−(n+1) −→ · · · .

Exemplos 2.1.2

1. Toda sequência exata é um complexo, onde as inclusões im dn+1 ⊆ ker dn, são igualdades
im dn+1 = ker dn, para todo n.

2. Se A é um módulo, toda resolução projetiva, P de A,

P = · · · −→ P1 −→ P0 −→ A −→ 0,
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e toda resolução injetiva E de A,

E = 0 −→ A −→ E0 −→ E1 −→ · · ·

são complexos. Rescrevendo E conforme nossa definição original, temos E = 0 −→
A −→ E0 −→ E−1 −→ E−2 −→ · · · .

3. Seja A um módulo e k ∈ Z um inteiro fixo, se constrúımos uma sequência onde todos
os termos são 0, exceto o k-ésimo que escolhemos como sendo o módulo A, então essa
sequência é um complexo, chamado de complexo concentrado no grau k.

4. Se A é um complexo e F um funtor entre módulos aditivo, então

F (A) = · · · −→ F (An+1)
Fdn+1−→ F (An) Fdn−→ F (An−1) −→ · · · ,

é também um complexo. Se F for funtor contravariante, então

F (A) = · · · −→ F (An−1) Fdn−→ F (An)
Fdn+1−→ F (An+1) −→ · · ·

= · · · −→ B−n+1
∆−n+1−→ B−n

∆−n−→ −B−n−1 −→ · · ·

onde B−n = F (An) e ∆−n+1 = Fdn, com estas convenções, F (A) é um complexo.

Definição 2.1.3 Se A e A′ são complexos, uma aplicação de cadeias f : A → A′ é uma
sequência de aplicações fn : An → A′n, para todo n ∈ Z, tal que os seguintes diagramas
comutem:

A : · · · // An+1
dn+1 //

fn+1

��

An
dn //

fn

��

An−1
//

fn−1

��

· · ·

A′ : · · · // A′n+1

d′n+1 // A′n
d′n // A′n−1

// · · ·

Na definição 2.1.1, a condição dndn+1 = 0 para todo n significa que a imagem do n + 1-
ésimo homomorfismo está contida no kernel do n-ésimo e logo podemos definir a n-ésima
homologia do complexo A como sendo o módulo quociente:

Definição 2.1.4 Se A é um complexo com diferenciais dn, sua n-ésima homologia é o
grupo abeliano

Hn (A) = ker dn/ im dn+1.

Emmy Noether, em 1925, foi a primeira a ter notado que homologia era um grupo abeliano
e não somente números de Betti e coeficientes de torção, mudando assim a percepção da época.

Observe também que Hn é um funtor entre a categoria de complexos e a categoria de
grupos abelianos, vamos definir agora, sua ação em morfismos.
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Definição 2.1.5 Se f : (A, d)→ (A′, d′) é uma aplicação de cadeias, defina

Hn (f) : Hn (A)→ Hn

(
A′
)

por zn + im dn+1 7→ fn (zn) + im d′n+1. O homomorfismo Hn (f) é chamado de homomor-

fismo induzido por f , e será denotado por f∗.

Observe que f∗ é bem definida, pois não depende da escolha do representante da classe
em Hn (A) e fn (zn) ∈ ker d′n. Para demonstrar o primeiro fato suponha que zn + im dn+1 =
z̃n + im dn+1, então zn − z̃n ∈ im dn+1, logo existe m ∈ An+1 tal que zn − z̃n = dn+1 (m). E
portanto

fn (zn)− fn (z̃n) = fn (zn − z̃n) = fndn+1 (m) = d′n+1fn+1 (m) ∈ im d′n+1

Para demonstrar que fn (zn) ∈ ker d′n, seja zn ∈ ker dn, logo dnzn = 0, e consequentemente
d′nfnzn = fn−1dnzn = fn−1 (0) = 0.

Um complexo A é uma sequência exata se e só se Hn (A) = 0 para todo n ∈ Z.
Se A é um complexo com diferenciais zero, i.e. dn = 0 para todo n, então Hn (A) ' An

para todo n.
Se
{
Ak : k ∈ K

}
é uma famı́lia de complexos, ou seja para cada k

Ak = · · · −→ Akn
dk

n−→ Akn−1 −→ ,

então Hn

(
⊕kAk

)
' ⊕kHn

(
Ak
)

para todo n ∈ Z, onde a soma direta de complexos ⊕kAk

é definida como o complexo

⊕Ak = · · · −→ ⊕kAkn
⊕dk

n−→ ⊕kAkn−1 −→ · · · .

Se K é um conjunto quase-ordenado, se define o limite direto de complexos, lim−→
k∈K
Ak,

de maneira análoga:

lim−→
k∈K
Ak = · · · −→ lim−→

k∈K
Akn

lim−→ dk
n

−→ lim−→
k∈K

Akn−1 −→ · · · .

Se K for dirigido, então Hn

(
lim−→ A

k
)
' lim−→ Hn

(
Ak
)
, para todo n ∈ Z, pois, nesse caso, lim−→

é funtor exato e portanto comuta com homologia.

Definição 2.1.6 Seja f : A → A′ uma aplicação de cadeias, defina os complexos

ker f = · · · −→ ker fn
dn−→ ker fn−1 −→ · · ·

im f = · · · −→ im fn
d′n−→ im fn−1 −→ · · ·
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onde dn e d′n são as restrições dos diferenciais An → An−1 e A′n → A′n−1 respectivamente.

Dizemos que a sequência de complexos A′ f→ A g→ A′′ é exata se im f = ker g. Isto é
equivalente a dizer que a sequência de módulos 0 → A′n

fn→ An
gn→ A′′n → 0 é exata para todo

n ∈ Z.

Teorema 2.1.7 ([R, Homomorfismo de Conexão, pág.171]) Se 0→ A′ i→ A p→ A′′ →
0 é uma sequência exata de complexos, então, para cada n, existe um homomorfismo ∂n :
Hn (A′′)→ Hn−1 (A′) definido por

z′′ + im d′′n+1 7−→ i−1
n−1dnp

−1
n z′′ + im d′n.

As aplicações ∂n : Hn (A′′)→ Hn−1 (A′) são chamadas de homomorfismos de conexão.
Estes homomorfismos apareceram pela primeira vez nos trabalhos de J. L. Kelley e E. Pitcher,
de 1947, bem como a demonstração do seguinte teorema:

Teorema 2.1.8 ([R, Sequência Exata Longa, pág. 172 ]) Se 0 → A′ i→ A p→ A′′ → 0
é uma sequência exata de complexos, então existe uma sequência exata de módulos

· · · → Hn

(
A′
) i∗→ Hn (A)

p∗→ Hn

(
A′′
) ∂n→ Hn−1

(
A′
) i∗→ Hn−1 (A)→ · · · ,

onde ∂n são os homomorfismos de conexão.

O seguinte teorema enuncia que os homomorfismos de conexão são naturais.

Teorema 2.1.9 ([R, Naturalidade de ∂, pág. 173]) Considere o diagrama comutativo
de complexos com linhas exatas:

0 // A′ i //

f

��

A
p //

g

��

A′′ //

h
��

0

0 // C′
j
// C q

// C′′ // 0

Então existe um diagrama comutativo de módulos com linhas exatas:

· · · // Hn(A′) i∗ //

f∗
��

Hn(A)
p∗ //

g∗
��

Hn(A′′) ∂ //

h∗
��

Hn−1(A′) //

f∗
��

· · ·

· · · // Hn(C′)
j∗
// Hn(C) q∗

// Hn(C′′)
∂′
// Hn−1(C′) // · · ·

O seguinte lema, chamado de “lema da serpente”, apareceu pela primeira vez no livro
[CE] e é um caso particular do teorema 2.1.8.
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Lema 2.1.10 ([R, Lema da Serpente, pág. 174]) Considere o diagrama comutativo de
módulos com linhas exatas:

A′ //

α

��

A
p //

β

��

A′′ //

γ

��

0

0 // C ′
i
// C // C ′′

Então, existe uma sequência exata

kerα→ kerβ → ker γ ∂→ cokerα→ cokerβ → coker γ,

onde ∂ : a′′ 7→ i−1βp−1a′′ + imα. Mais ainda, se A′ → A é monomorfismo, então kerα →
kerβ é monomorfismo, e se C → C ′′ é epimorfismo, então cokerβ → coker γ é epimorfismo.

Teorema 2.1.11 ([R, Lema 3× 3, pág. 175]) Considere o diagrama comutativo de mó-
dulos:

0

��

0

��

0

��
0 // A′

α′ //

��

A
α //

��

A′′ //

��

0

0 // B′ //

��

B //

��

B′′ //

��

0

0 // C ′ //

��

C //

��

C ′′

��

// 0

0 0 0

Se as colunas são exatas e se as duas últimas linhas (ou duas primeiras) são exatas, então
a primeira linha (ou a última) é exata.

Lema 2.1.12 ([R, Lema de Mayer-Vietoris, pág. 176]) Considere o diagrama comu-
tativo de módulos com linhas exatas:

· · · // An
in //

αn

��

Bn
pn //

βn

��

Cn
∂n //

γn

��

An−1
//

αn−1

��

Bn−1

βn−1

��

// Cn−1
//

γn−1

��

· · ·

· · · // A′n jn
// B′n qn

// C ′n
// A′n−1

// B′n−1
// C ′n−1

// · · ·

Se todo γn é um isomorfismo, então existe uma sequência exata

· · · // An
(αn,in)// A′n ⊕Bn

jn−βn// B′n
∂nγ
−1
n qn// An−1

// A′n−1 ⊕Bn−1 // B′n−1
// · · · .
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Definição 2.1.13 Seja f : A → A′ uma aplicação de cadeias, dizemos que f é homotópica

a zero se existem homomorfismos sn : An → A′n+1 tal que fn = d′n+1sn + sn−1dn, para todo
n.

· · · // An+1
dn+1 // An

dn //

fn

��

sn

||zzzzzzzz
An−1

//

sn−1||zzzzzzzz
· · ·

· · · // A′n+1 d′n+1

// A′n d′n

// A′n−1
// · · ·

.

Se f e g são aplicações de cadeias A → A′, então f é homotópica a g se f−g é homotópica
a zero, i.e. existem homomorfismos sn : An → A′n+1 tal que fn− gn = d′n+1sn + sn−1dn, para
todo n. Os homomorfimos {sn : n ∈ Z} formam uma homotopia.

A homotopia é uma relação de equivalência em Hom(A, A′), o grupo de todas as aplicações
de cadeias A → A′:

1. f ∼ f se escolhermos os sn = 0, para todo n.

2. Se f ∼ g, então existe {sn : n ∈ Z} uma homotopia tal que fn− gn = d′n+1sn + sn−1dn,
mas isto implica que gn− fn = d′n+1(−sn) + (−sn−1)dn, logo existe {−sn : n ∈ Z} uma
homotopia, o que implica que g ∼ f .

3. Se f ∼ g e g ∼ h, então existem homotopias {sn : n ∈ Z} e {s̃n : n ∈ Z}, tal que
fn − gn = d′n+1sn + sn−1dn e gn − hn = d′n+1s̃n + s̃n−1dn, somando temos fn − hn =
d′n+1(sn+ s̃n)+(sn−1 + s̃n−1)dn, logo existe {sn + s̃n : n ∈ Z} homotopia, o que implica
que f ∼ h.

Teorema 2.1.14 ([R, Teorema 6.8, pág. 178]) Se f e g são aplicações de cadeias ho-
motópicas A → A′, então:

f∗ = g∗ : Hn (A)→ Hn

(
A′
)

para todo n ∈ Z.

2.2 Funtores Derivados

Dado um funtor T entre duas categorias de módulos, construiremos uma sequência de novos
funtores, chamados funtores derivados. Vamos calcular esses novos funtores em um módulo
M , escolhendo primeiramente uma resolução projetiva ou injetiva de M , logo aplicando o
funtor T e depois tomando homologia do complexo resultante.

Nosso principal interesse é estudar funtores derivados de funtores aditivos, em particular os
funtores derivados dos funtores Hom e ⊗, que serão denotados por Ext e Tor respetivamente.
Esta notação apareceu por primeira vez em [CE], assim como também os conceitos de módulos
projetivos e funtor derivado.

38



2.2. Funtores Derivados

Os resultados mais importantes desta seção são o teorema de comparação e o lema da
ferradura, considerados fundamentais para o estudo da álgebra homológica.

Vamos fixar a notação:

Seja X um complexo da forma X = · · · → X1 → X0 → M → 0. O complexo obtido
apagando M é XM = · · · → X1 → X0 → 0 e é chamado de complexo apagado de X .
Similarmente definimos o complexo apagado YN obtido do complexo Y = 0 → N → Y 0 →
Y 1 → · · · , apagando N .

O seguinte resultado para complexos nos permite comparar duas resoluções projetivas do
mesmo módulo.

Teorema 2.2.1 ([R, Teorema de Comparação, pág. 179]) Considere o diagrama onde
as linhas são complexos

· · · // X2
d2 //

���
�
� X1

d1 //

���
�
� X0

ε //

���
�
� A //

f

��

0

· · · // X ′2 d′2

// X ′1 d′1

// X ′0 ε′
// A′ // 0

Se cada Xn na primeira linha é projetivo e se a última linha é exata, então existe uma
aplicação de cadeias f : XA → X ′A′, fazendo o diagrama completo comutativo. Mais ainda,
quaisquer duas de tais aplicações de cadeias são homotópicas.

O resultado correspondente para resoluções injetivas também é verdadeiro, as sequências
crescem à direita, a linha superior é assumida exata, e cada termo na última linha, exceto
o primeiro, é assumido injetivo. A prova é similar e pode ser encontrada em [V, Teorema
5.2.6].

Nas definições seguintes só consideraremos funtores T que sejam aditivos.

Dado um funtor aditivo T , vamos descrever seus funtores derivados à esquerda LnT .
Para cada módulo A, escolhemos uma resolução projetiva P de A. Seja PA o correspondente
complexo apagado, aplicamos o funtor T a PA e tomamos homologia. Então, para cada
módulo A,

(LnT )A = Hn (TPA) =
kerTdn

imTdn+1
.

O funtor LnT vai da categoria de R-módulos na categoria de Z-módulos, para completar
sua definição devemos descrever sua ação em R-homomorfismos f : A → B. Sejam P e
P ′ resoluções projetivas de A e B, respetivamente, pelo Teorema de Comparação (teorema
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2.2.1), existe f : PA → P ′B aplicação de cadeias, que faz o seguinte diagrama comutativo

P : · · · // P1
d1 //

f1
���
�
� P0

ε //

f0
���
�
� A //

f

��

0

P ′ : · · · // P ′1 d′1

// P ′0 ε′
// B // 0

Defina (LnT ) f : (LnT )A → (LnT )B por (LnT ) f = Hn (Tf) =
(
Tf
)
∗, i.e. se zn ∈

kerTdn, então
(LnT ) f : zn + imTdn+1 7−→

(
Tfn

)
zn + imTd′n+1.

Note que dado um funtor T , LnT é um funtor aditivo para cada n.

Teorema 2.2.2 ([R, Teorema 6.11, pág. 182]) Para cada módulo A, (LnT )A não de-
pende da escolha da resolução projetiva P de A.

Definição 2.2.3 Se T = ⊗RB, para algum R-módulo à esquerda B, então definimos LnT =
TorRn ( , B). Em particular,

TorRn (A,B) = Hn (PA ⊗R B) = ker (dn ⊗ 1) / im (dn+1 ⊗ 1) ,

onde P : · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0 → A→ 0 é uma resolução projetiva do R-módulo à direita A.

Suponha agora que T seja o funtor A⊗R para algum R-módulo à direita A, defini-
mos seu funtor derivado à esquerda como LnT = torRn (A, ). Em particular torRn (A,B) =
Hn (A⊗R P ′B), onde P ′ é uma resolução projetiva do R-módulo à esquerda B.

O teorema 7.9 de [R, pág. 198], mostra que o valor de torRn (A, ) em B é o mesmo que
o valor de TorRn (, B) em A, ou seja Hn (PA ⊗R B) ' Hn (A⊗R P ′B) para P e P ′ resoluções
projetivas de A e B respectivamente. Por isso, de agora em diante, abusaremos da notação
e denotaremos por Tor a ambos os funtores.

Dado um funtor covariante T , vamos descrever seus funtores derivados à direita RnT .
Para cada módulo A, escolhemos uma resolução injetiva

E = 0→ A→ E0 d0→ E1 d1→ E2 → · · ·

= 0→ A→ E0
d0→ E−1

d−1→ E−2 → · · · ,

seja EA o correspondente complexo apagado, aplicamos o funtor T a EA e tomamos homologia.
Então, para cada módulo A,

(RnT )A = H−n (TEA) =
ker (Td−n)

im (Td−n+1)
,

40



2.2. Funtores Derivados

ou analogamente

(RnT )A = Hn (TEA) =
ker (Tdn)

im (Tdn−1)
.

Vamos descrever a ação de RnT em cada R-homomorfismo f : A → B. O dual do
Teorema de Comparação (teorema 2.2.1) assegura a existência de uma aplicação de cadeias
f : EA → E ′B, única a menos de homotopia, e logo uma única aplicação é induzida em
homologia Hn (TEA)→ Hn (TEB).

Cada funtor derivado RnT de um funtor aditivo covariante T , é um funtor aditivo cuja
definição é independente da escolha da resolução injetiva.

Definição 2.2.4 Se T = HomR (C, ), para algum R-módulo C, então definimos RnT =
ExtnR (C, ). Em particular,

ExtnR (C,A) = Hn (HomR(C, EA)) = ker dn∗/ im dn−1
∗ ,

onde E : 0→ A→ E0 d0→ E1 d1→ E2 → · · · é uma resolução injetiva do R-módulo A.

Se T é contravariante, então seus funtores derivados à direita são

(RnT )C = Hn (TPC) = kerTdn+1/ imTdn,

onde P : · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0 → C → 0 é uma resolução projetiva do R-módulo C, e a ação
de RnT em cada R-homomorfismo f : C → C ′ é dada por:

Se P e P ′ são resoluções projetivas de C e C ′, respetivamente, pelo Teorema de Com-
paração (teorema 2.2.1), existe f : PC → P ′C′ aplicação de cadeias, que faz o seguinte
diagrama comutativo

P : · · · // P1
d1 //

f1
���
�
� P0

ε //

f0
���
�
� C //

f

��

0

P ′ : · · · // P ′1 d′1

// P ′0 ε′
// C ′ // 0

Como T é contravariante, Tfn : TP ′n → TPn para cada n ∈ Z. Defina então (RnT ) f :
(RnT )C ′ → (RnT )C, i.e. (RnT ) f : kerTd′n+1/ imTd′n → kerTdn+1/ imTdn por (RnT ) f =(
Tf
)
∗, i.e. se z′n ∈ kerTd′n+1 ⊆ TP ′n, então

(RnT ) f : z′n + imTd′n 7−→
(
Tfn

)
z′n + imTdn.

Se T é um funtor contravariante aditivo, cada RnT é um funtor contravariante aditivo e
sua definição é independente da escolha da resolução projetiva.

Funtores derivados de um funtor contravariante são chamados de funtores cohomológicos.
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Definição 2.2.5 Se T = HomR ( , A), para algum R-módulo A, então definimos RnT =
extnR ( , A). Em particular,

extnR (C,A) = Hn (HomR(PC , A)) = ker dn+1∗/ im dn∗,

onde P : · · · → P2
d2→ P1

d1→ P0 → C → 0 é a resolução projetiva de C escolhida.

O teorema 7.8 de [R, pág. 196], mostra que o valor de ExtnR (C, ) em A é o mesmo valor
de extnR ( , A) em Ċ, ou seja Hn (HomR (PC , A)) ' Hn (HomR (C, EA)) para P uma resolução
projetiva de C e E uma resolução injetiva de A. Por isso, de agora em diante, abusaremos
da notação e denotaremos por Ext a ambos os funtores.

Lema 2.2.6 ([R, Lema da Ferradura, pág. 187]) Considere o diagrama

0 0

0 // A′

OO

i
// A p

// A′′

OO

// 0

P ′0

ε′

OO

P ′′0

ε′′

OO

P ′1

d′1

OO

P ′′1

d′′1

OO

...

OO

...

OO

P ′ P ′′

onde as colunas são resoluções projetivas e a linha é exata. Então existe uma resolução
projetiva de A e aplicações de cadeias, tal que as colunas formam uma sequência exata de
complexos, i.e. existe P resolução projetiva de A e aplicações de cadeias tal que 0 → P ′ →
P → P ′′ → 0 é sequência exata curta de complexos.
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O teorema dual também é verdadeiro: considere o diagrama

0

��

0

��
0 // B′

��

// B // B′′

��

// 0

E′0

��

E′′0

��
E′1

��

E′′1

��
...

...

E ′ E ′′

onde as colunas são resoluções injetivas e a linha é exata. Então existe E resolução injetiva
de B tal que 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 é sequência exata curta de complexos. A prova é similar
e pode ser encontrada em [V, Proposição 5.3.12].

Teorema 2.2.7 ([R, Teorema 6.21, pág. 188]) Seja 0 → A′ → A → A′′ → 0 sequência
exata curta de R-módulos. Se T é um funtor covariante aditivo, então existe uma sequência
exata longa

· · · → Ln+1T
(
A′′
)
→ LnT

(
A′
)
→ LnT (A)→ LnT

(
A′′
) ∂→ Ln−1T

(
A′
)
→

· · · → L0T
(
A′
)
→ L0T (A)→ L0T

(
A′′
)
→ 0.

Aqui ∂ é homomorfismo de conexão.

Do teorema se conclui que para qualquer funtor covariante aditivo T , o funtor derivado
L0T é exato a direita.

Teorema 2.2.8 ([R, Teorema 6.26, pág. 192-193]) Se 0 → A′ → A → A′′ → 0 é uma
sequência exata curta de R-módulos e T é um funtor covariante aditivo, então existe uma
sequência exata longa

0→ R0TA′ → R0TA→ R0TA′′ → · · ·

· · · → RnTA′ → RnTA→ RnTA′′
∂→ Rn+1TA′ → · · ·

com homomorfismo de conexão natural ∂.
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Do teorema se conclui que para qualquer funtor covariante aditivo T , o funtor derivado
R0T é exato à esquerda.

Teorema 2.2.9 ([R, Teorema 6.27, pág. 193]) Se 0 → A′ → A → A′′ → 0 é uma
sequência exata curta de R-módulos e T é um funtor contravariante aditivo, então existe
uma sequência exata longa

0→ R0TA′′ → R0TA→ R0TA′ → · · ·

· · · → RnTA′′ → RnTA→ RnTA′
∂→ Rn+1TA′′ → · · ·

com homomorfismo de conexão natural ∂.

Um corolário do teorema anterior é que para qualquer funtor contravariante aditivo T , o
funtor derivado R0T é exato à esquerda.

2.2.1 Ext

Apresentaremos nesta seção algumas propriedades básicas do funtor Ext.

Propriedade 2.2.10 ([R, Teorema 7.1, pág. 194]) Se n é negativo, então ExtnR (A,B) =
0 para quaisquer módulos A e B.

Propriedade 2.2.11 ([R, Teoremas 7.2 e 7.4, págs. 194-195]) O funtor Ext0
R (A, ) é

naturalmente equivalente a HomR (A, ) e o funtor Ext0
R ( , B) é naturalmente equivalente a

HomR ( , B).

De modo geral temos que para qualquer funtor exato à esquerda T , R0T é naturalmente
equivalente a T .

Teorema 2.2.12 ([R, Teorema 7.3, pág. 195]) Se 0 → B′ → B → B′′ → 0 é uma
sequência exata curta, então existe uma sequência exata longa com homomorfismos de co-
nexão naturais

0→ HomR

(
A,B′

)
→ HomR (A,B)→ HomR

(
A,B′′

) ∂→ Ext1
R

(
A,B′

)
→ · · · .

Demonstração: É um caso particular do teorema 2.2.8.

Teorema 2.2.13 ([R, Teorema 7.5, pág. 195]) Se 0 → A′ → A → A′′ → 0 é uma
sequência exata curta, então existe uma sequência exata longa com homomorfismos de co-
nexão naturais

0→ HomR

(
A′′, B

)
→ HomR (A,B)→ HomR

(
A′, B

) ∂→ Ext1
R

(
A′′, B

)
→ · · · .
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Demonstração: É um caso particular do teorema 2.2.9.

Propriedade 2.2.14 ([R, Teoremas 7.6 e 7.7, págs. 195-196]) Se A for R-módulo pro-
jetivo ou B for R-módulo injetivo então ExtnR (A,B) = 0 para cada n ≥ 1.

Demonstração: Segue direto da definição de Ext e ext e do fato que Ext = ext.

Propriedade 2.2.15 ([R, Corolário 7.12, pág. 199]) Se Ext1
R (A,B) = 0 para todo B,

então A é projetivo; se Ext1
R (A,B) = 0 para todo A, então B é injetivo.

A próxima propriedade mostra que Ext se comporta como Hom respeito de somas e
produtos diretos.

Propriedade 2.2.16 ([R, Teoremas 7.13 e 7.14, pags. 199-200])

1. Para todo n, ExtnR (⊕Ak, B) ' Π ExtnR (Ak, B).

2. Para todo n, ExtnR (A,ΠBk) ' Π ExtnR (A,Bk).

Exemplos 2.2.17

1. Seja B um grupo abeliano, vamos calcular Ext1
Z (Z/mZ, B). Considere a sequência

exata curta de Z-módulos do exemplo 1.4.2: 0→ Z m→ Z π→ Z/mZ→ 0.

Pelo teorema 2.2.13 existe sequência exata longa em Ext:

0→ HomZ (Z/mZ, B) π∗→ HomZ (Z, B) m∗→ HomZ (Z, B) ∂∗→
→ Ext1

Z (Z/mZ, B)→ Ext1
Z (Z, B)→ · · · .

Como Z é Z-módulo livre, então é projetivo e pela propriedade 2.2.14 Ext1
Z (Z, B) = 0,

logo ∂∗ é epimorfismo. Pelo resultado (1.1) HomZ (Z, B) ' B. Vejamos que m∗

continua sendo multiplicação por m: m∗ (f) = fm, seja f (1) = b então

m∗ (b) = m∗ (f (1)) = fm (1) = f (m) = mf (1) = mb.

Com isto a sequência exata fica

0→ HomZ (Z/mZ, B) π∗→ HomZ (Z, B) m∗→ HomZ (Z, B)
∂∗

� Ext1
Z (Z/mZ, B)→ 0.

Logo Ext1
Z (Z/mZ, B) = Im ∂∗ = HomZ (Z, B) / ker ∂∗ = B/ im m∗ = B/mB.

45
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2. Se A e B são grupos abelianos arbitrários, então ExtnZ (A,B) = 0 para todo n ≥ 2.
Como todo grupo abeliano é quociente de um grupo abeliano livre, (veja [R2, Corolário
9.19, pág. 188]), existem F um grupo abeliano livre e g : F � A, um epimorfismo. A
definição de grupo livre será dada na seção 2.3.3.

Considere a sequência exata curta de Z-módulos 0 → K = ker (g) ↪→ F
g
� A → 0,

então existe sequência exata longa em Ext (teorema 2.2.13):

0→ HomZ (A,B)→ HomZ (F,B)→ HomZ (K,B)→ Ext1
Z (A,B)→

Ext1
Z (F,B)→ Ext1

Z (K,B)→ Ext2
Z (A,B)→ Ext2

Z (F,B)→ Ext2
Z (K,B)→ · · · .

Como F é livre, pela propriedade 2.2.14, ExtnZ (F,B) = 0, para n ≥ 1, e como K é
subgrupo de um grupo abeliano livre, então K é grupo abeliano livre, logo ExtnZ (K,B) =
0 para n ≥ 1. Assim temos · · · → 0 → ExtnZ (A,B) → 0 → · · · , logo ExtnZ (A,B) = 0
para todo n ≥ 2.

2.2.2 Tor

Apresentaremos nesta seção algumas propriedades básicas do funtor Tor.

Propriedade 2.2.18 ([R, Teorema 8.1, pág. 220]) Se n é um inteiro negativo, então
TorRn (A,B) = 0 para quaisquer módulos A e B.

Propriedade 2.2.19 ([R, Teorema 8.2, pág.220]) O Z-módulo TorR0 (A,B) é natural-
mente equivalente a A⊗R B.

De modo geral temos que: se T é qualquer funtor aditivo exato à direita, então L0T ' T .

Teorema 2.2.20 ([R, Teorema 8.3, pág. 221]) Se 0 → B′ → B → B′′ → 0 é uma
sequência exata curta de R-módulos, então existe uma sequência exata longa

· · · → TorR1
(
A,B′′

)
→ A⊗R B′ → A⊗R B → A⊗R B′′ → 0

com homomorfismos de conexão naturais. De modo análogo existe sequência longa exata na
outra variável.

Demonstração: É um caso particular do teorema 2.2.7.

Propriedade 2.2.21 ([R, Teorema 8.4, pág. 221]) Se P é um R-módulo projetivo, então
TorRn (P,B) = 0 para todo B e todo n ≥ 1; similarmente na outra variável.
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Demonstração: Segue direto da definição de Tor e tor e do fato que Tor = tor.

Propriedade 2.2.22 ([R, Teorema 8.7, pág. 222]) Se F é plano, então TorRn (F,B) = 0
para todo B e todo n ≥ 1; similarmente na outra variável.

Demonstração: Segue direto do fato que F⊗R é funtor exato se F for plano.

Propriedade 2.2.23 ([R, Teorema 8.9, pág. 222-223]) Se TorR1 (F,B) = 0 para todo
B, então F é um R-módulo plano; similarmente na outra variável.

Seja Rop o anel oposto de R, então para todo n ≥ 0 e quaisquer R-módulos A e B,
TorRn (A,B) ' TorR

op

n (B,A) (veja [R, Teorema 8.5, pág. 221]), por isso, de agora em diante
vamos supor todos os resultados válidos na outra variável.

A próxima propriedade mostra que Tor se comporta como ⊗ respeito de somas diretas.

Propriedade 2.2.24 ([R, Teorema 8.10, pág. 223]) Para todo n ≥ 0 temos que:

TorRn (⊕kAk, B) ' ⊕k TorRn (Ak, B) .

Propriedade 2.2.25 ([R, Teorema 8.11, pág. 223]) Se o conjunto de ı́ndices for diri-
gido, então

TorRn
(

lim−→ Ak, B
)
' lim−→ TorRn (Ak, B) ,

para todo n ≥ 0.

Exemplos 2.2.26

1. Vamos calcular TorZ
1 (Z/nZ, B), para qualquer Z-módulo B. Considere a sequência

exata curta de Z-módulos: 0→ nZ α→ Z π→ Z/nZ→ 0, onde α é a aplicação inclusão e
π é a projeção canônica. Então, pelo teorema 2.2.20, existe sequência exata longa em
Tor:

· · · → TorZ
1 (Z, B)→ TorZ

1 (Z/nZ, B)→ (nZ)⊗Z B
α⊗idB→ Z⊗Z B → (Z/nZ)⊗Z B → 0.

(2.1)

Como Z é projetivo, pela propriedade 2.2.21, TorZ
1 (Z, B) = 0, por outro lado nZ ' Z

com isomorfismo nz 7−→ z e pelo teorema 1.3.4 Z ⊗Z B ' B, com isomorfismo γ :
z ⊗ b 7−→ zb. Logo (nZ) ⊗Z B ' Z ⊗Z B ' B, com isomorfismo β : b 7→ n ⊗ b. Assim
temos o seguinte diagrama

(nZ)⊗Z B
α⊗idB // Z⊗Z B

γ

��
B

β

OO

µ // B
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onde µ : B → B é dada pela composição µ = γ ◦ (α⊗ idB) ◦ β, levando

b 7−→ γ ◦ (α⊗ idB) ◦ β(b) = γ ◦ (α⊗ idB) (n⊗ b) = γ(n⊗ b) = nb.

Logo a sequência (2.1) fica:

0→ TorZ
1 (Z/nZ, B)

θ
↪→ (nZ)⊗Z B

α⊗idB→ Z⊗Z B → (Z/nZ)⊗Z B → 0,

o que implica

TorZ
1 (Z/nZ, B) ' im θ ' ker (α⊗ idB) ' kerµ = {b ∈ B : nb = 0} .

Podemos generalizar este fato para qualquer domı́nio de integridade D:

TorZ
1 (D/nD,B) = {b ∈ B : nb = 0} ,

veja [V, proposição 6.3.11].

2. Se A e B são grupos abelianos arbitrários, então TorZ
n (A,B) = 0, para todo n ≥ 2.

Analogamente ao exemplo 2.2.17 (2), existem F um grupo abeliano livre e g : F � A,
um epimorfismo.

Considere a sequência exata curta de Z-módulos 0→ K = ker g ↪→ F
g
� A→ 0, então

existe sequência exata longa em Tor (teorema 2.2.20):

· · · → TorZ
2 (F,B)→ TorZ

2 (A,B)→ TorZ
1 (K,B)→ TorZ

1 (F,B)

→ TorZ
1 (A,B)→ K ⊗Z B → F ⊗Z B → A⊗Z B → 0.

Como F é livre, pela propriedade 2.2.21 TorZ
n (F,B) = 0, para n ≥ 1, e como K é um

subgrupo de um grupo abeliano livre então K é grupo abeliano livre, logo TorZ
n (K,B) =

0, para n ≥ 1. Assim temos a sequencia exata longa

· · · → 0→ TorZ
n (A,B)→ 0→ · · · , para n ≥ 2.

Logo TorZ
n (A,B) = 0 para todo n ≥ 2.

No que segue nesta seção D denotará um domı́nio, Q seu corpo quociente e K denotará
o módulo K = Q/D.

Definição 2.2.27 O submódulo de torção tA de um D-módulo A é definido por

tA = {a ∈ A : da = 0 para algum d ∈ D não nulo} .
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Observe que tA é realmente um submódulo de A: sejam a1, a2 ∈ tA, então existem d1 6= 0
e d2 6= 0 tal que d1a1 = 0 e d2a2 = 0, logo

d1d2 (a1 + a2) = d1d2a1 + d1d2a2 = d2d1a1 + d1d2a2 = d20 + d10 = 0

e d1d2 6= 0 pois D é domı́nio, então a1 + a2 ∈ tA. É claro que −a1 ∈ tA e da1 ∈ tA para
todo d ∈ D, pois D é comutativo.

Desta demonstração vemos que tA poderia não ser um módulo se D não for um domı́nio.

Definição 2.2.28 Dizemos que um D-módulo A é de torção se tA = A e, pelo contrário,
dizemos que um D-módulo A é livre de torção se tA = 0.

Observação 2.2.29 O módulo A/ tA é sempre um módulo livre de torção, pois seja ā ∈
t (A/ tA), então existe d ∈ D\0 tal que dā = 0̄. Então da ∈ tA, logo existe d1 ∈ D\0 tal que
d1da = 0, ou seja existe d1d ∈ D\0, tal que d1da = 0, logo a ∈ tA, portanto ā = 0̄.

Lema 2.2.30 ([R, Teorema 8.14, pág. 224]) Para cada D-módulo de torção A, existe
um isomorfismo natural TorD1 (K,A) ' A.

Lema 2.2.31 ([R, Teorema 8.15, pág. 224-225]) Para todo D-módulo A e todo n ≥ 2,
TorDn (K,A) = 0.

Lema 2.2.32 ([R, Teorema 8.16, pág. 225]) Se A é um D-módulo livre de torção, então
TorD1 (K,A) = 0.

O submódulo de torção define um funtor: seja f um homomorfismo de D-módulos f :
A→ B, então definimos o funtor t f = f |tA. Isto é uma razão para explicar o nome Tor que
vem de torção, pois o funtor t é naturalmente isomorfo a TorD1 (K, ), veja ([R, teorema 8.17,
pág. 225]). Outra razão que explica o nome Tor é que TorDn (A,B) é sempre um Z-módulo
de torção para todo A, B e n ≥ 1, ([R, Teorema 8.21, pág. 226]).

Teorema 2.2.33 ([R, Corolário 8.18, pág. 225]) Para todo D-módulo A, existe uma se-
quência exata

0→ tA→ A→ Q⊗D A→ K ⊗D A→ 0.

Demonstração: Segue direto da existência de sequência exata longa em Tor para a
sequência exata curta 0→ D → Q→ K → 0.

Teorema 2.2.34 ([R, Corolário 8.19, pág. 225]) Um D-módulo A é de torção se e so-
mente se Q⊗D A = 0.
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2.3 Homologia e Cohomologia de Grupos

Nesta seção estudamos homologia e cohomologia de grupos e consideramos G como sendo um
grupo abstrato, A um [ZG]-módulo à esquerda, onde [ZG] é o anel de grupo do grupo G sobre
Z; e consideraremos Z, os inteiros, como um [ZG]-módulo trivial, i.e. G age trivialmente sobre
Z, gz = z para todo g ∈ G e z ∈ Z. Para um grupo G descrevemos H i(G,A) e Hi(G,A),
para i = 0, 1 e apresentamos a fórmula de Hopf para H2(G,Z).

Definição 2.3.1 Seja G um grupo abstrato, A um [ZG]-módulo à esquerda e considere Z
como um [ZG]-módulo trivial, definimos para cada n ≥ 0

Hn (G,A) = Extn[ZG] (Z, A)

Hn (G,A) = Tor[ZG]
n (Z, A) .

Os grupos Hn são os grupos de cohomologia de G com coeficientes em A e os grupos Hn

são os grupos de homologia de G com coeficientes em A.

É claro da definição que Hn (G, ) e Hn (G, ) são ambos funtores covariantes aditivos indo
de [ZG]M a Ab.

Observe que se G1 e G2 são grupos distintos, então Hn (Gi, ) e Hn (Gi, ) i = 1, 2 se
aplicam a módulos sobre anéis distintos [ZG1] e [ZG2].

Se A for [ZG]-módulo à direita, então Hn (G,A) = Tor[ZG]
n (A,Z), com Z considerado

como um [ZG]-módulo à esquerda trivial, e Hn (G,A) = Extn[ZG] (Z, A) com Z considerado
como um [ZG]-módulo à direita trivial.

Definição 2.3.2 Definimos o homomorfismo aumento ε : [ZG] � Z como a aplicação
que leva Σzgg 7−→ Σzg. Seu kernel I = {Σzgg ∈ [ZG] : Σzg = 0} é chamado de ideal au-

mentado de [ZG].

Lema 2.3.3 Seja I o ideal aumentado de [ZG], então

H0 (G,A) = Tor[ZG]
0 (Z, A) ' Z⊗[ZG] A ' A/IA.

Demonstração: Considere a sequência exata curta de [ZG]-módulos

0→ I
i
↪→ [ZG]

ε
� Z→ 0.

Como ⊗[ZG]A é funtor exato à direita temos a seguinte sequência exata

I ⊗[ZG] A
α→ [ZG]⊗[ZG] A

β
� Z⊗[ZG] A→ 0. (2.2)
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Como β é epimorfismo, pelo teorema de isomorfismos temos

Z⊗[ZG] A '
[ZG]⊗[ZG] A

kerβ
' A

imα
,

onde o último isomorfismo se justifica pela exatidão da sequência (2.2) e pelo teorema 1.3.4.
Mas imα = IA, pois se λ ∈ I e a ∈ A

α(λ⊗ a) = i(λ)⊗ a ∈ [ZG]⊗[ZG] A ' A,

logo α(λ⊗ a) = λa, logo imα é o Z-módulo gerado por λa com λ ∈ I e a ∈ A.
Portanto Z⊗[ZG] A ' A/ imα ' A/IA.
Em particular se A é um [ZG]-módulo trivial, então IA = 0 e H0 (G,A) = A.

Teorema 2.3.4 ([R, Teorema 10.1, pág. 266]) Se I é o ideal aumentado de [ZG], então
H1 (G,Z) = I/I2, onde Z é o [ZG]-módulo trivial.

Teorema 2.3.5 ([R, Teorema 10.2, pág. 266]) Para qualquer grupo G, o grupo aditivo
I/I2 é isomorfo ao grupo multiplicativo G/[G,G], onde [G,G] denota o subgrupo comutador
de G, [G,G] =

〈
ghg−1h−1, para todos g, h ∈ G

〉
. Logo H1 (G,Z) ' G/[G,G].

Se G é um grupo, veremos na seção 2.3.3 que existem F um grupo livre, e um epimorfismo
π : F → Ġ, tal que para R = kerπ, F/R ' G.

Definimos [F,R] como o subgrupo de F gerado por todos os comutadores [f, r] = frf−1r−1,
onde f ∈ F e r ∈ R. Com esta notação podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.3.6 ([R, Fórmula de Hopf, pág. 274]) Para qualquer grupo G,

H2 (G,Z) ' (R ∩ F ′)
[F,R]

.

Observe que (R ∩ F ′) / [F,R] depende só do grupo G e não da escolha de F e R.

Propriedade 2.3.7 Homologia comuta com soma direta, Hn (G,⊕iAi) ' ⊕iHn (G,Ai).

Demonstração: Pela proriedade 2.2.24, Tor comuta com soma direta.

Lema 2.3.8 O grupo de cohomologia para n = 0 é

H0 (G,A) = Hom[ZG] (Z, A) = AG = {a ∈ A : ga = a ∀ g ∈ G} .
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Demonstração: O homomorfismo θ : Hom[ZG] (Z, A) → AG definido por f 7−→ f(1) é
claramente um isomorfismo. Observe que se g ∈ G então

f((g − 1)1) = (g − 1)f(1) = gf(1)− f(1),

e por outro lado

f((g − 1)1) = f(0) = 0, pois G age trivialmente em Z.

Logo gf(1) = f(1)∀g ∈ G e portanto f(1) ∈ AG.
No caso em que A seja um [ZG]-módulo trivial, H0 (G,A) = A = H0 (G,A).

Definição 2.3.9 A derivação é uma função ϕ : G → A que satisfaz ϕ (g1g2) = g1ϕ (g2) +
ϕ (g1).

O conjunto de todas as derivações Der (G,A) = {ϕ : G→ A tal que ϕ é derivação} é um
grupo abeliano com elemento neutro a aplicação 0 e inversa de ϕ é −ϕ.

Definição 2.3.10 Uma derivação principal é uma função f : G→ A que satisfaz f (g) =
(g − 1) a0 onde a0 ∈ A é fixo.

O conjunto de todas as derivações principais

PDer (G,A) = {f : G→ A tal que existe a0 ∈ A : f (g) = (g − 1) a0}

é um subgrupo abeliano de Der (G,A):

1. PDer (G,A) ⊆ Der (G,A), pois seja ϕ ∈ PDer (G,A), então ϕ (g1g2) = (g1g2 − 1) a0,
por outro lado

g1ϕ (g2) + ϕ (g1) = g1 (g2 − 1) a0 + (g1 − 1) a0

= (g1g2 − g1 + g1 − 1) a0 = (g1g2 − 1) a0,

logo ϕ (g1g2) = g1ϕ (g2) + ϕ (g1), portanto ϕ ∈ Der (G,A).

2. Sejam ϕ1, ϕ2 ∈ PDer (G,A), então ϕ1 (g) = (g − 1) a1 e ϕ2 (g) = (g − 1) a2, logo

(ϕ1 + ϕ2) (g) = (g − 1) (a1 + a2) ,

para todo g ∈ G, e a1 + a2 ∈ A, portanto ϕ1 + ϕ2 ∈ PDer (G,A).

3. Se ϕ ∈ PDer (G,A), então sua inversa −ϕ (g) = (g − 1) (−a0) ∈ PDer (G,A).
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Teorema 2.3.11 ([R, pág. 280]) O grupo de cohomologia para n = 1 é

H1 (G,A) ' Der (G,A)
PDer (G,A)

.

No caso em que A seja um [ZG]-módulo trivial, PDer (G,A) = 0 e toda derivação é um
homomorfismo. Logo teŕıamos H1 (G,A) = Hom (G,A).

Propriedade 2.3.12 Cohomologia comuta com produto direto, Hn (G,ΠiAi) ' ΠiH
n (G,Ai).

Demonstração: Pela propriedade 2.2.16 (2), Ext comuta com produto direto na segunda
variável.

Teorema 2.3.13 (Lema de Shapiro) Seja G um grupo, S um subgrupo de G e B um
[ZS]-módulo, então para todo n ≥ 0

1. Hn (S,B) ' Hn

(
G, [ZG]⊗[ZS] B

)
;

2. Hn (S,B) ' Hn
(
G,Hom[ZS] ([ZG] , B)

)
.

A prova do teorema pode ser encontrada em [V, Proposição 12.1.3].

Note que se B é um [ZS]-módulo, e se definimos, para cada x, y ∈ G, b ∈ B, x ⊗ b ∈
[ZG]⊗[ZS] B e f ∈ Hom[ZS] ([ZG] , B):

y(x⊗ b) = (yx)⊗ b,
(yf)(x) = f(xy).

Então com essa ação [ZG]⊗[ZS] B e Hom[ZS] ([ZG] , B) são [ZG]-módulos chamados de [ZG]-
módulo S-induzido e [ZG]-módulo S-coinduzido respetivamente.

Definição 2.3.14 Um [ZG]-módulo A é chamado de um módulo S-induzido se existe um
[ZS]-módulo X tal que A = [ZG] ⊗[ZS] X e é chamado de um módulo S-coinduzido se
existe um [ZS]-módulo Y tal que A = Hom[ZS] ([ZG] , Y ).

Proposição 2.3.15 ([V, Proposição 12.1.6]) Seja G um grupo, S um subgrupo de G e B
um [ZS]-módulo, se [G : S] <∞ então [ZG]⊗[ZS] B ' Hom[ZS] ([ZG] , B).
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2.3.1 Dimensão Cohomológica

Definição 2.3.16 Seja M um R-módulo e n um inteiro não negativo, então dizemos que a
dimensão projetiva de M é menor ou igual a n e o denotamos (proj dimRM) ≤ n, se M
admite uma resolução projetiva:

P : 0→ Pn → · · · → P1 → P0 →M → 0.

Lema 2.3.17 ([B, Lema 2.1, pág. 184]) Seja M um R-módulo e n um inteiro não nega-
tivo, então as seguintes condições são equivalentes:

1. proj dimRM ≤ n.

2. ExtiR (M, ) = 0 para todo i ≥ n+ 1.

3. Extn+1
R (M, ) = 0

4. Se 0 → K → Pn−1
α→ · · · → P0 → M → 0 é qualquer sequência exata de R-módulos,

com cada Pi projetivo, então K é projetivo.

Definição 2.3.18 Seja G um grupo, a definimos a dimensão cohomológica de G como
sendo proj dim[ZG] Z, onde Z é considerado como [ZG]-módulo trivial e a denotaremos cd (G).

Corolário 2.3.19 ([B, pág. 185]) Seja G um grupo então:

cd(G) = sup {n : ∃A [ZG] -módulo tal que Hn (G,A) 6= 0} .

Demonstração: Segue direto do lema 2.3.17.

Proposição 2.3.20 ([B, Proposição 2.3, pág. 186]) Seja G um grupo, se cd(G) < ∞,
então cd(G) = sup {n : Hn (G,F ) 6= 0 para algum [ZG] -módulo livre F}.

Proposição 2.3.21 ([B, Proposição 2.4, pág. 187]) Seja S um subgrupo de G, então:

1. cd(S) ≤ cd(G);

2. Se [G : S] <∞ e cd(G) <∞, então cd(S) = cd(G).

Exemplos 2.3.22
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1. Seja G = Z/nZ = 〈t〉, t 6= 1. Seja

P : · · · g→ P3
f→ P2

g→ P1
f→ P0

ε→ Z→ 0,

onde Pi = [ZG] para cada i ≥ 0, ε é o homomorfismo aumento, f : [ZG]→ [ZG] dada
por a 7→ (t− 1) a e g : [ZG] → [ZG] dada por a 7→

(
1 + t+ · · ·+ tn−1

)
a, então P é

uma resolução livre do [ZG]-módulo trivial Z.

Aplicando Hom[ZG] ( ,Z) obtemos o complexo:

0→ Z ε∗→ Z f∗→ Z g∗→ Z f∗→ · · · .

Queremos conhecer a ação de f∗ e g∗:

(a) Se h ∈ Hom[ZG] ([ZG] ,Z) então f∗ (h) = h ◦ f . Aplicando f∗ (h) em 1 temos:

f∗ (h) (1) = (h ◦ f) (1) = h ((t− 1) 1) = (t− 1)h (1) .

Como t ∈ G e h (1) ∈ Z e G age como 1 em Z temos:

(t− 1)h (1) = th (1)− h (1) = h (1)− h (1) = 0.

Logo f∗ = 0.

(b) Se α ∈ Hom[ZG] ([ZG] ,Z) então g∗ (α) = α ◦ g. Aplicando g∗ (α) em 1 temos:

g∗ (α) (1) = (α ◦ g) (1) = α
((

1 + t+ · · ·+ tn−1
)

1
)

=
(
1 + t+ · · ·+ tn−1

)
α (1) =

= α (1) + tα (1) + · · ·+ tn−1α (1) = nα (1)

pois t age como 1. Logo g∗ é multiplicação por n.

Agora

Hj (G,Z) = Hj
(
Hom[ZG] (PZ,Z)

)
=

{
ker g∗/ im f∗ = 0/0 = 0 se j é impar,
ker f∗/ im g∗ = Z/nZ = G se j é par.

Logo Hj (G,Z) 6= 0 quando j é par, o que implica cd(G) =∞.

2. Seja G um grupo finito não trivial então existe e 6= g ∈ G, considere o subgrupo ćıclico
gerado por g que também é finito, ou seja 〈g〉 ' Z/nZ para algum n ≥ 2. Então, pelo
exemplo anterior, cd(〈g〉) =∞ o que implica pela proposição 2.3.21 (1) que cd(G) =∞.
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3. O grupo trivial é o único grupo de dimensão cohomológica zero: Seja G um grupo tal
que cd(G) = 0, então o [ZG]-módulo trivial Z, admite resolução projetiva

0→ P0 → Z→ 0,

logo P0 ' Z, ou seja Z é [ZG]-módulo projetivo. Pelo teorema 1.5.18 (4), toda sequência
exata curta de [ZG]-módulos

0→ A→ B → Z→ 0

cinde, em particular a sequência exata curta

0→ ker ε→ ZG ε→ Z→ 0,

onde ε é o homomorfismo aumento, cinde. Logo existe f : Z→ [ZG] tal que εf = idZ.
Considere 1 ∈ Z e seja

∑
g∈G

λgg = f(1), então para todo h ∈ G tem-se h
∑
g∈G

λgg =∑
g∈G

λgg. Seja Y = {g ∈ G | λg 6= 0}, então Y é finito. Logo existe um monomorfismo

ϕ : G→ Sym(Y ),

onde Sym(Y ) = {g : Y → Y | g é bijetiva} e ϕ é dada por ϕ(h)(y) = hy. Observe que
se y ∈ Y então hy ∈ Y para todo h ∈ G pois λhy = λy 6= 0. Portanto G é grupo finito,
mas se G fosse um grupo finito não trivial, pelo exemplo anterior, teria dimensão coho-
mológica infinita, logo G é o grupo trivial.

4. Seja G um grupo livre (veja definição na seção 2.3.3) e não trivial, então existe

P : 0→ ker ε→ [ZG] ε→ Z→ 0

uma resolução livre do [ZG]-módulo trivial Z, logo
(
proj dim[ZG] Z

)
≤ 1, i.e. cd(G) ≤ 1,

mas como G é não trivial, cd (G) = 1. Aqui o ideal aumentado ker (ε) = ⊕ [ZG] (x− 1)
onde x ∈ X e X é uma base de G (veja [R, Teorema 10.4, pág. 268]).

Proposição 2.3.23 Seja G um grupo não trivial tal que cd(G) < ∞ então G é um grupo
livre de torção.

Demonstração: Seja e 6= g ∈ G, considere S = 〈g〉 o subgrupo ćıclico de G gerado pelo
elemento g. Pela proposição 2.3.21 (1) cd(S) ≤ cd(G) <∞. Logo S não pode ser um grupo
ćıclico finito, pois pelo exemplo 2.3.22 (1), cd(Z/nZ) = ∞ para todo n ≥ 2, portanto S é o
grupo ćıclico infinito. Isto implica que g tem ordem infinita, portanto G é um grupo livre de
torção.
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2.3.2 Resoluções de Tipo Finito

Definição 2.3.24 Uma resolução ou resolução parcial P é de tipo finito se cada Pi é f.g.
Um R-módulo M é de tipo FPn (n ≥ 0) se existe uma resolução parcial projetiva

Pn → Pn−1 → · · · → P0 →M → 0

de tipo finito. Dizemos que um R-módulo M é de tipo FP∞ se M é de tipo FPn para todos
os inteiros n ≥ 0.

Observação 2.3.25 Se P é um R-módulo projetivo f.g. então pode ser expressado como
somando direto de um R-módulo livre de posto finito. Pois: seja X o conjunto finito que
gera P e seja P ⊕M = ⊕j∈JRej, então para cada xi ∈ X existe Ji ⊆ J , Ji finito tal que
xi ∈ ⊕j∈JiRej logo X ⊆ ⊕j∈JRej com J finito, e portanto P ⊆ ⊕j∈JRej. Logo existe um
R-módulo projetivo Q tal que P ⊕Q = ⊕j∈JRej.

Proposição 2.3.26 ([B, Proposição 4.3, pág. 193]) Seja M um R-módulo e n ≥ 0 um
inteiro. As seguintes condições são equivalentes:

1. Existe uma resolução parcial livre de R-módulos: Fn → Fn−1 → · · · → F0 → M → 0
com cada Fi f.g. para todo i ≤ n.

2. M tem tipo FPn.

3. M é f.g. e, para cada resolução projetiva parcial Pk → · · · → P0 → M → 0 de tipo
finito com k < n, ker {Pk → Pk−1} é f.g.

Teorema 2.3.27 ([B, Teorema 4.8, pág. 196]) As seguintes condições são equivalentes:

1. M é de tipo FP∞.

2. ExtiR (M, ) comuta com limite direto, se o conjunto de ı́ndices for dirigido.

3. TorRi (M, ) comuta com produto direto.

Proposição 2.3.28 ([Bi, Proposição 1.4, pág. 12]) Seja 0 → M ′ → M → M ′′ → 0
uma sequência exata curta de R-módulos. Então

1. Se M ′ é de tipo FPn−1 e M é de tipo FPn, então M ′′ é de tipo FPn,

2. Se M é de tipo FPn−1 e M ′′ é de tipo FPn, então M ′ é de tipo FPn−1,

3. Se M ′ e M ′′ são de tipo FPn, para algum n ≥ 0, então M é de tipo FPn,

4. Se M é de tipo FP∞ e n ≥ 1, então M ′′ é de tipo FPn se e somente se M ′é de tipo
FPn−1.
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2.3.3 Grupos Livres, Geradores e Relações

Seja X um conjunto e F um grupo contendo X, dizemos que F é livre em X se para
cada grupo G, cada aplicação de conjuntos f : X → G tem uma única extensão a um
homomorfismo de grupos f̃ : F → G, i.e. o seguinte diagrama comuta:

F
f̃

  @
@

@
@

X
f
//?�

i

OO

G

Chamamos X de base de F .
Uma pergunta natural que surge nesse contexto é se existem grupos livres, a resposta é

dada no seguinte teorema:

Teorema 2.3.29 ([R2, Teorema 11.1, pág. 238]) Se X é um conjunto então existe um
grupo F que é livre em X.

Corolário 2.3.30 ([R2, Corolário 11.2, pág. 240]) Todo grupo G é um quociente de um
grupo livre.

Definição 2.3.31 Um grupo G é definido por geradores X = {xk : k ∈ K} e relações

∆ = {rj = e : j ∈ J} no caso em que F é livre em X, R é o subgrupo normal de F gerado
por {rj : j ∈ J}, e G ' F/R. Dizemos que 〈X | ∆〉 é uma apresentação de G.

Definição 2.3.32 Um grupo G é finitamente apresentável se existe uma apresentação
〈X | ∆〉 com X e ∆ finitos.

Agora que sabemos sobre a existência de grupos livres, a segunda pergunta que nos
fazemos é se dado um conjunto X, o grupo F livre em X é único, a resposta é dada no
seguinte teorema,

Teorema 2.3.33 ([R2, Teorema 11.4, pág. 242]) Sejam X e Y conjuntos não vazios, F
livre em X, e G livre em Y . Então F ' G se e somente se X e Y tem a mesma cardinalidade.

Como corolário do teorema temos a resposta da nossa segunda pergunta, dois grupos
livres em X são isomorfos.

Corolário 2.3.34 Se F é livre em X, então F é gerado por X, F = 〈X〉.

Demonstração: Segue da definição de grupo livre, pela unicidade de f̃ .

58



2.3. Homologia e Cohomologia de Grupos

Exemplos 2.3.35

1. O grupo ćıclico de ordem 6, C6 tem geradores X = {x, y} e relações

∆ =
{
x2 = e, y3 = e, x−1y−1xy = e

}
,

logo C6 é um grupo finitamente apresentável:

C6 =
〈
x, y : x2 = e, y3 = e, x−1y−1xy = e

〉
.

Uma outra apresentação é C6 =
〈
x : x6 = e

〉
.

2. O grupo diedral Dn admite os seguintes geradores X = {s, t} e as seguintes relações
∆ =

{
sn = e, t2 = e, tst = s−1

}
.

3. Os quatérnios admitem os seguintes geradores X = {a, b} e as seguintes relações ∆ ={
a4 = e, b2 = a2, b−1ab = a−1

}
.

4. Um grupo livre com base X = {xk : k ∈ K} tem geradores X = {xk : k ∈ K} e não tem
relações.

5. Um grupo livre em X = ∅, tem um único elemento, o elemento trivial. Um grupo livre
em X = {x} é ćıclico infinito.

2.3.4 Grupos de Tipo FPn.

Definição 2.3.36 Um grupo G é de tipo FPn, (0 ≤ n ≤ ∞) se Z é de tipo FPn como um
[ZG]-módulo, i.e. existe resolução projetiva parcial de [ZG]-módulos

Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Z→ 0

com cada Pi f.g. para i ≤ n.

Observe que todo grupo G é de tipo FP0. Um grupo G é de tipo FP1 se e somente se G
é f.g. como grupo. Todo grupo G finitamente apresentável é de tipo FP2. A demostração
destes fatos pode ser encontrada em [Bi, Proposições 2.1 e 2.2 págs. 19-20].

Proposição 2.3.37 ([B, Proposição 5.1, pág.197]) Seja G um grupo e S um subgrupo
de G de ı́ndice finito. Então G é de tipo FPn se e somente se S é de tipo FPn.

Proposição 2.3.38 ([B, Proposição 5.2, pág. 197]) Seja G um grupo de tipo FP∞ e
seja n um inteiro tal que Hn (G, [ZG]) = 0. Então Hn (G,F ) = 0 para todo [ZG]-módulo
livre F .
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Exemplos 2.3.39

1. O grupo trivial tem tipo FP∞, pois existe 0→ 0→ · · · → 0→ [ZG] ε→ Z→ 0 resolução
livre do [ZG]-módulo trivial Z.

2. Seja G um grupo finito, então G tem tipo FP∞. Para vermos isso, seja S = {e} ≤ G,
então [G : S] < ∞, e pelo exemplo anterior S tem tipo FP∞, então pela proposição
2.3.37, G tem tipo FP∞.

3. Seja G um grupo tal que [ZG] é anel noetheriano à direita e à esquerda, então G é

FP∞. Para vermos isso, seja Pk
∂k→ Pk−1 → · · · → P0 → Z → 0 uma resolução

projetiva parcial de Z, com Pi f.g. para todo i ≤ k < n, logo Pk é [ZG]-módulo f.g. e
ker ∂k ⊆ Pk, como [ZG] é anel noetheriano então ker ∂k é f.g. como [ZG]-módulo, logo
pela proposição 2.3.26 G tem tipo FPn. Mas isto vale para cada n ≥ 0, logo G tem tipo
FP∞.

Definição 2.3.40 Uma resolução é dita finita se é de tipo finito e tem comprimento finito.
Um grupo G é de tipo FP se Z admite uma resolução projetiva finita sobre [ZG].

Proposição 2.3.41 ([B, Proposição 6.1, pág. 199]) Um grupo G é de tipo FP se e so-
mente se

1. cd(G) <∞ e

2. G é de tipo FP∞.

Analogamente à definição de dimensão cohomológica de um grupo G, temos a definição
de dimensão homológica, que denotaremos por hd(G) e é dada por

hd(G) = sup {n : Hn(G,M) 6= 0 para algum [ZG]-módulo M} .

Teorema 2.3.42 ([Bi, Teorema 4.6, pág. 60])

1. Para qualquer grupo G, hd(G) ≤ cd(G).

2. Se G é um grupo de tipo FP∞ então cd(G) = hd(G).
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2.4 Grupos Abstratos de Dualidade de Poincaré

Nesta seção estudaremos grupos G que satisfazem H i (G,A) ' Hn−i (G,D ⊗Z A), onde D é
o [ZG]-módulo à direita Hn (G, [ZG]). Estes grupos foram considerados por primeira vez por
Bieri e Eckman (1973), que provaram a seguinte caracterização:

Teorema 2.4.1 ([B, Teorema 10.1, pág. 220]) Seja G um grupo de tipo FP, então as
seguintes condições são equivalentes:

1. Existe um inteiro n e um [ZG]-módulo à direita D tal que H i (G,A) ' Hn−i (G,D ⊗Z A),
para qualquer [ZG]-módulo à esquerda A e para todo i inteiro.

2. Existe um inteiro n tal que H i (G, [ZG]⊗Z B) = 0, para todo i 6= n e todo grupo abeliano
B.

3. Existe um inteiro n tal que H i (G, [ZG]) = 0 para todo i 6= n e Hn (G, [ZG]) é livre de
torção como grupo abeliano.

4. Existem isomorfismos naturais H i (G, ) ' Hn−i (G,D ⊗Z ), onde D = Hn (G, [ZG]) e
n = cd(G). Estes isomorfismos são compat́ıveis com os homomorfismos de conexão da
sequência exata longa em homologia e cohomologia associadas a uma sequência exata
pequena de módulos.

Observação 2.4.2 D ⊗Z A é um [ZG]-módulo à esquerda via ação diagonal g (d⊗m) =
(dg)⊗ (gm).

Definição 2.4.3 Um grupo G é dito grupo de dualidade se satisfaz o teorema 2.4.1, e o
[ZG]-módulo D = Hn (G, [ZG]) é chamado de módulo dualizante de G.

Originalmente Bieri e Eckman definiram um grupo de dualidade como um grupo G, não
necessariamente de tipo FP, tal que existam produtos cap

∩z : H i (G,A) '→ Hn−i (G,D ⊗Z A)

para todo i e A, onde n é um inteiro fixo, D um [ZG]-módulo fixo, e z um elemento de
Hn (G,D). Mas pode-se provar que as duas definições são equivalentes ([B, pág.222]).

Definição 2.4.4 Um grupo G é dito grupo de dualidade de Poincaré se seu módulo
dualizante D é ćıclico infinito como grupo abeliano, D ' Z. Neste caso, G é dito orientável

se G age trivialmente em D. Em outro caso G é dito não orientável e age em D via
multiplicação por ±1. O inteiro n que oferece o teorema 2.4.1 é chamado de dimensão de

Poincaré.
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Note que se G é um grupo de dualidade de Poincaré orientável então o item (4) do teorema
2.4.1 tem a forma: H i (G,A) ' Hn−i (G,A).

Propriedade 2.4.5 ([B, Proposição 10.2, pág. 224]) Sejam G um grupo livre de torção
e S um subgrupo de ı́ndice finito. Então G é um grupo de dualidade se e somente se S é
um grupo de dualidade. Mais ainda, se G e S são grupos de dualidade então tem o mesmo
módulo dualizante, mais precisamente se D é o módulo dualizante para G, então o módulo
dualizante para S é isomorfo ao módulo D com ação de S igual à restrição da ação de G a
S.

Proposição 2.4.6 Seja G um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n finita, então
existe um subgrupo S ≤ G de ı́ndice [G : S] ≤ 2 tal que S é um grupo de dualidade de Poincaré
orientável.

Demonstração: Como G é um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n, temos
que Hn (G, [ZG]) ' Z e pela proposição 2.3.23, G é um grupo livre de torção. Se G não
for orientável, G age em Z via multiplicação por ±1. Logo existe ρ : G → Aut(Z) = Z× =
{1,−1}, ação de G em Z não trivial. Seja S = ker ρ C G, então pelo teorema de isomorfismos
G/S ' {1,−1} logo [G : S] = 2. Pela propriedade 2.4.5 S é grupo de dualidade com o mesmo
módulo dualizante de G, i.e. Hn (S, [ZS]) ' Hn (G, [ZG]) ' Z, logo S é grupo de dualidade
de Poincaré. Mais ainda S age em Hn (S, [ZS]) com a restrição da ação de G, mas G age
como 1 no ker ρ = S, logo S age trivialmente em Hn (S, [ZS]). Portanto S é um subgrupo de
G de ı́ndice 2, de dualidade de Poincaré orientável.

Exemplos 2.4.7

1. Zn é um grupo de dualidade de Poincaré orientável de dimensão n.

2. Qualquer grupo f.g. nilpotente e livre de torção é grupo de dualidade de Poincaré
orientável.

3. O grupo fundamental de uma variedade compacta fechada, n-dimensional é um grupo
de dualidade de Poincaré de dimensão n.

2.5 Caracteŕıstica de Euler de Grupos Abstratos

Para qualquer grupo abeliano f.g. B, definimos o posto de B por

postoZ(B) = dimQ(Q⊗Z B).
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Se B for livre esta definição coincide com a definição de posto no sentido de cardinalidade
de uma base. Em geral, postoZ(B) é igual ao posto, no sentido clássico, da “parte livre” de
B, i.e. do quociente de B por seu subgrupo de torção. Em particular, postoZ(B) = 0 se e
somente se B é finito.

Na literatura podem ser encontradas diversas definições da caracteŕıstica de Euler de
grupos, sob um grande número de diferentes condições de finitude. Para nosso propósito as
seguintes condições são as mais convenientes a se impor: G será um grupo abstrato de tipo
FP∞ e cd(G) <∞.

Definição 2.5.1 ([B, pág. 247]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP∞ e cd(G) < ∞,
definimos então a caracteŕıstica de Euler de G, χ(G), por

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z)) .

Observe que postoZ (Hi (G,Z)) está bem definido pois Hi (G,Z) é grupo abeliano aditivo
e f.g:

Seja P : 0 → Pn → · · · → Pi
di→ · · · → P1 → P0 → Z → 0 uma resolução projetiva do

[ZG]-módulo trivial Z, com cada Pi f.g. (existe pela proposição 2.3.26), então

Hi (G,Z) = Hi

(
PZ ⊗[ZG] Z

)
=

ker(di ⊗ idZ)
Im(di+1 ⊗ idZ)

,

onde Pi ⊗[ZG] Z
di⊗idZ−→ Pi−1 ⊗[ZG] Z. Cada Pi é f.g. como [ZG]-módulo, logo existe um

epimorfismo [ZG]k � Pi. Por outro lado

Zk = ⊕k vezesZ = ⊕k vezes

(
[ZG]⊗[ZG] Z

)
= ((⊕k vezes [ZG])⊗[ZG] Z)

=
(

[ZG]k ⊗[ZG] Z
)
� Pi ⊗[ZG] Z pois ⊗ é funtor exato à direita.

Logo Pi ⊗[ZG] Z é f.g. como Z-módulo, e cada subgrupo de Pi ⊗[ZG] Z também é f.g. como
Z-módulo, portanto ker (di ⊗ idZ) e im (di+1 ⊗ idZ) são f.g. como Z-módulos, logo Hi (G,Z)
é quociente de Z-módulos f.g. então é f.g. como Z-módulo (grupo abeliano).

Segue que Hi (G,Z) = ⊕(Z-módulos ćıclicos) = Zα⊕T , onde T é um grupo abeliano finito
e Zα é a parte livre de torção. Logo temos que postoZ(Hi (G,Z)) = α = dimQ(Hi (G,Z)⊗ZQ),
onde α é a quantidade de copias de Z.

Exemplos 2.5.2 Vamos calcular χ(Z). Seja G = Z = 〈t〉 com t 6= 1. Então o kernel do
homomorfismo aumento ε, ker ε = [ZG] (t− 1) ' [ZG], assim temos que

P : 0→ ker ε→ [ZG] ε→ Z→ 0
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é uma resolução livre do [ZG]-módulo trivial Z, logo cd(Z) ≤ 1, mas como Z é não trivial, pelo
exemplo 2.3.22 (3) cd(Z) = 1. Por outro lado, pelo teorema 2.3.5 H1 (G,Z) = Z/[Z,Z] = Z,
logo postoZ(H1 (G,Z)) = 1 e pelo lema 2.3.3 H0 (G,Z) = Z, logo postoZ(H0 (G,Z)) = 1. Isto
implica que χ(Z) = 1− 1 = 0.

Proposição 2.5.3 Seja C : 0 → Cn → · · · → Ci
di→ · · · → C1 → C0 → 0 um complexo finito

de Z-módulos, então

n∑
i=0

(−1)i postoZ (Hi (C)) =
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Ci) .

Demonstração: Considere as sequências exatas curtas, para cada 0 ≤ i ≤ n,

0→ im di+1 → ker di → Hi(C)→ 0,

0→ ker di → Ci → im di → 0.

Como Q é Z-módulo plano, as seguintes sequências curtas também são exatas:

0→ Q⊗Z im di+1 → Q⊗Z ker di → Q⊗Z Hi(C)→ 0

0→ Q⊗Z ker di → Q⊗Z Ci → Q⊗Z im di → 0.

Logo temos que

Q⊗Z ker di ' (Q⊗Z im di+1)⊕ (Q⊗Z Hi(C)) e

Q⊗Z Ci ' (Q⊗Z ker di)⊕ (Q⊗Z im di) ,

o que implica que

dimQ (Q⊗Z ker di) = dimQ (Q⊗Z im di+1) + dimQ (Q⊗Z Hi(C)) e

dimQ (Q⊗Z Ci) = dimQ (Q⊗Z ker di) + dimQ (Q⊗Z im di) ,

que, por definição, é

postoZ (ker di) = postoZ (im di+1) + postoZ (Hi(C)) e

postoZ (Ci) = postoZ (ker di) + postoZ (im di) .

Multiplicando cada igualdade por (−1)i+1 temos:

−(−1)i postoZ (ker di) = (−1)i+1 postoZ (im di+1)− (−1)i postoZ (Hi(C))
−(−1)i postoZ (Ci) = −(−1)i postoZ (ker di)− (−1)i postoZ (im di) .
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Somando em i

−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (ker di) =
n∑
i=0

(−1)i+1 postoZ (im di+1)−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Hi(C))

−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Ci) = −
n∑
i=0

(−1)i postoZ (ker di)−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (im di) .

Somando cada lado das igualdades anteriores

−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (ker di)−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Ci) =

=
n∑
i=0

(−1)i+1 postoZ (im di+1)−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Hi(C))

−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (ker di)−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (im di) ,

o que implica

−
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Ci) = −
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Hi(C))−postoZ (im d0)+(−1)n+1 postoZ (im dn+1) ,

mas im d0 = im dn+1 = 0, portanto

n∑
i=0

(−1)i postoZ (Ci) =
n∑
i=0

(−1)i postoZ (Hi(C)) .

Observação 2.5.4 A proposição análoga para cohomologia também é verdadeira.

Como, pela definição de χ(G)

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z))

=
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
Hi

(
PZ ⊗[ZG] Z

))
onde P : 0 → Pn → · · · → Pi

di→ · · · → P1 → P0 → Z → 0 é uma resolução projetiva do
[ZG]-módulo trivial Z, com cada Pi f.g; a proposição anterior nos diz que

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
Pi ⊗[ZG] Z

)
.

Proposição 2.5.5 Seja G um grupo abstrato de tipo FP∞ e cd(G) <∞, então

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z)) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
H i (G,Z)

)
.
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Demonstração: Seja P uma resolução projetiva do [ZG]-módulo trivial Z

P : 0→ Pn → · · · → P0 → Z→ 0,

onde cada Pi é f.g, e seja C o complexo de [ZG]-módulos f.g:

C = PZ ⊗[ZG] Z : 0→ Pn ⊗[ZG] Z→ · · · → P0 ⊗[ZG] Z→ 0,

onde PZ é a resolução apagada de P.
Pela proposição 2.5.3,

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Ci) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
Pi ⊗[ZG] Z

)
.

Seja, agora, S o complexo de [ZG]-módulos f.g:

S = Hom[ZG](PZ,Z) : 0→ Hom[ZG](P0,Z)→ · · · → Hom[ZG](Pn,Z)→ 0,

então ∑
0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
H i (G,Z)

)
=

∑
0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
H i
(
Hom[ZG](PZ,Z)

))
=

∑
0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
Hom[ZG](Pi,Z)

)
,

onde a última igualdade vem da observação 2.5.4.
Vamos provar que

postoZ
(
Hom[ZG](Pi,Z)

)
= postoZ

(
Pi ⊗[ZG] Z

)
, (2.3)

assim temos que
χ(G) =

∑
0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
H i (G,Z)

)
.

Suponha que Pi é [ZG]-módulo livre f.g. para cada i, então Pi = [ZG]mi , para algum mi ≥ 0.
Logo temos, por um lado

Hom[ZG]([ZG]mi ,Z) = Πmi

(
Hom[ZG]([ZG] ,Z)

)
pela propriedade 1.5.5 (1),

= ⊕miZ = Zmi ,

pois o produto direto é finito e pelo teorema 1.1. E pelo outro,

[ZG]mi ⊗[ZG] Z=⊕mi

(
[ZG]⊗[ZG] Z

)
, pela propriedade 1.5.6 (2)

= ⊕miZ = Zmi , pelo teorema 1.3.4.

Logo postoZ
(
Hom[ZG](Pi,Z)

)
= mi = postoZ

(
Pi ⊗[ZG] Z

)
.
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Suponha agora que Pi é é [ZG]-módulo projetivo f.g. para cada i, então pela observação
2.3.25, Pi é somando direto de um [ZG]-módulo livre de posto finito: Pi⊕Qi = [ZG]mi , logo
a igualdade 2.3 vale para Pi ⊕Qi:

postoZ
(
Hom[ZG](Pi ⊕Qi,Z)

)
= postoZ

(
(Pi ⊕Qi)⊗[ZG] Z

)
, (2.4)

mas

postoZ
(
Hom[ZG](Pi ⊕Qi,Z)

)
= postoZ

(
Hom[ZG](Pi,Z)⊕Hom[ZG](Qi,Z)

)
= postoZ(Hom[ZG](Pi,Z)) + postoZ(Hom[ZG](Qi,Z)),

e

postoZ
(
(Pi ⊕Qi)⊗[ZG] Z

)
= postoZ

((
Pi ⊗[ZG] Z

)
⊕
(
Qi ⊗[ZG] Z

))
= postoZ

(
Pi ⊗[ZG] Z

)
+ postoZ

(
Qi ⊗[ZG] Z

)
.

Sabemos que Pi⊗[ZG]Z = Pi/PiI onde I é o ideal aumentado de [ZG], pelo lema 2.3.3. Como
Pi é f.g. como [ZG]-módulo então Pi/PiI é f.g. como Z-módulo, logo Pi/PiI = Zki ⊕ Γ, com
Γ finito. Asim,

postoZ
(
Pi ⊗[ZG] Z

)
= postoZ (Pi/PiI) = ki. (2.5)

Por outro lado

HomZ(Pi/PiI,Z) = HomZ(Zki ,Z)⊕HomZ(Γ,Z) = Zki , (2.6)

pois um elemento de ordem finita vai, por um homomorfismo, para um elemento de ordem
finita, mas Z é livre de torção, logo HomZ(Γ,Z) = 0.

Considere agora, ϕ ∈ Hom[ZG](Pi,Z), este homomorfismo induz um outro homomorfismo

ϕ̃ ∈ HomZ(Pi/PiI,Z) dado por ϕ̃ (p+ PiI) = ϕ(p).

Observe que ϕ̃ está bem definido pois ϕ(PiI) = 0, já que ϕ(PiI) = ϕ(Pi)I, mas ϕ(Pi) ⊆ Z e
I = ⊕ (g − 1) [ZG] e G age trivialmente em Z, logo Z (g − 1) = 0 em Z.

Isto define um monomorfismo de grupos abelianos:

Hom[ZG](Pi,Z)→ HomZ(Pi/PiI,Z) = Zki , por (2.6).

ϕ 7−→ ϕ̃,

o que implica que Hom[ZG](Pi,Z) ⊆ Zki , portanto

postoZ
(
Hom[ZG](Pi,Z)

)
≤ ki = postoZ

(
Pi ⊗[ZG] Z

)
por (2.5). (2.7)

O mesmo acontece com o [ZG]-módulo projetivo f.g. Qi:

postoZ
(
Hom[ZG](Qi,Z)

)
≤ postoZ

(
Qi ⊗[ZG] Z

)
. (2.8)
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E, como somando termo a termo (2.7) e (2.8) temos a igualdade (2.4), tem-se:

postoZ
(
Hom[ZG](Pi,Z)

)
= postoZ

(
Pi ⊗[ZG] Z

)
.

Proposição 2.5.6 Se G for um grupo orientável de dualidade de Poincaré de dimensão n

impar, então χ(G) = 0.

Demonstração: Como G é grupo de dualidade de Poincaré, então pelo teorema 2.4.1
H i(G,Z) ' Hn−i(G,D ⊗Z Z) ' Hn−i(G,D) ' Hn−i(G,Z).

Pela proposição anterior χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
H i (G,Z)

)
, logo

2χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z)) +
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hn−i (G,Z))

=
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z)) +
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)n−j postoZ (Hj (G,Z))

=
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ (Hi (G,Z)) +
∑

0≤i≤cd(G)

− (−1)j postoZ (Hj (G,Z))

(pois n é ı́mpar)

= 0.

Como χ(G) ∈ Z, então χ(G) = 0.

Teorema 2.5.7 ([B, Teorema 6.3, pág.248]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP∞ e
cd(G) <∞ e seja S um subgrupo de G de ı́ndice finito, então χ(S) = [G : S]χ(G).

Corolário 2.5.8 Nas condições do teorema anterior, χ(S) = 0 se e somente se χ(G) = 0.

O seguinte corolário prova que a proposição 2.5.6 continua sendo válida se tiramos a
condição de orientabilidade.

Corolário 2.5.9 Seja G um grupo de dualidade de Poincaré de dimensão n impar, então

χ(G) = 0.

Demonstração: Pela proposição 2.4.6, existe S um subgrupo de G de ı́ndice ≤ 2 tal que S é
um grupo de dualidade de Poincaré orientável, pela proposição 2.3.21 (2), cd(S) = cd(G) = n

impar, ou seja S tem dimensão de Poincaré impar, então pela proposição 2.5.6, χ(S) = 0 e
pelo corolário anterior χ(G) = 0.
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2.5. Caracteŕıstica de Euler de Grupos Abstratos

Teorema 2.5.10 ([B, Proposição 7.3, pág. 250]) Seja G um grupo abstrato de tipo FP∞
e cd(G) <∞, então

χ(G) =
∑

0≤i≤cd(G)

(−1)i postoFp
(Hi (G,Fp)) ,

para qualquer primo p, onde Fp é o corpo com p elementos.
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Caṕıtulo 3

Álgebra Homológica de Módulos
Profinitos

Neste caṕıtulo estudamos propriedades homológicas de grupos profinitos, centrando nossa
atenção especificamente nos grupos pro-p.

Primeiramente, apresentaremos uma série de definições com o intuito de fixar termos e
notações referentes a espaços topológicos, em seguida definiremos um grupo topológico que
é basicamente um grupo dotado de uma topologia compat́ıvel com as operações de grupo.

Posteriormente, apresentaremos os grupos pro-p que são exemplos de grupos topológicos
Hausdorff compactos e totalmente desconexos. Eles são definidos como o limite inverso de
algum sistema de p-grupos finitos, i.e. de grupos de ordem potência de p, onde p é um número
primo fixo.

A teoria dos grupos pro-p é profundamente marcada pela confluência de duas estruturas,
i.e., a estrutura de espaço topológico totalmente desconexo e, em certo modo, a estrutura de
grupo finito, uma caracteŕıstica que torna o estudo dos grupos pro-p interessante e rico.

O termo ‘grupo profinito’ foi introduzido pelo matemático francês Jean Pierre Serre no
final dos anos 50, para abreviar ‘limite projetivo de grupos finitos’. Um limite projetivo é um
limite inverso para o qual todos os homomorfismos associados são sobrejetores.

3.1 Preliminares Topológicas

Damos a seguir uma serie de definições relacionadas a espaços topológicas que serão úteis no
resto do texto.

Definição 3.1.1 Um espaço topológico é um conjunto X munido de uma famı́lia de sub-
conjuntos, chamados abertos, satisfazendo as seguintes condições:

i. o conjunto vazio ∅ e X são conjuntos abertos;

ii. a interseção de quaisquer dois conjuntos abertos é um conjunto aberto;

iii. a união de qualquer coleção de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

71
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A famı́lia de conjuntos abertos é chamada de topologia em X.
Um subconjunto de X é chamado fechado se seu complemento é aberto. Se Y é um

subconjunto de X o fecho Y de Y é a interseção de todos os conjuntos fechados que contém
Y . Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma base para uma topologia τ em X é uma coleção {Uλ : λ ∈ Λ} ⊆ τ tal que cada
conjunto aberto é uma união de alguns dos conjuntos Uλ.

Uma vizinhança de um elemento x de X é qualquer conjunto que contém um conjunto
aberto contendo x. Chamamos de sistema fundamental de vizinhanças de um ponto x
ao conjunto V de vizinhanças de x tal que para qualquer vizinhança V de x existe uma
vizinhança W ∈ V tal que W ⊂ V .

Qualquer conjunto X pode ser interpretado como um espaço topológico dotado da topo-
logia na qual cada subconjunto é aberto; essa topologia é chamada de topologia discreta
em X, e X é chamado de espaço discreto.

Se Y é um subconjunto de um espaço X, então a coleção de todos os subconjuntos da
forma Y ∩ U com U aberto em X é uma topologia em Y chamada de topologia induzida;
Y é chamado de subespaço topológico de X.

Definição 3.1.2 Um espaço topológico X é chamado de compacto se para qualquer famı́lia
{Uα : α ∈ A} de subconjuntos abertos cuja união seja X, existe {Uα1 , · · ·Uαn} uma subfamı́lia
finita cuja união é X.

Definição 3.1.3 Um espaço X é chamado Hausdorff se dados quaisquer dois elementos
distintos x, y de X existem vizinhanças abertas U ,V de x e de y respectivamente, tal que
U ∩ V = ∅.

Definição 3.1.4 O espaço X é chamado conexo se não pode ser decomposto como união
disjunta de dois subconjuntos abertos não vazios. O espaço X é totalmente desconexo se
todo subespaço conexo tem no máximo um elemento.

Sejam X e Y espaços topológicos. Uma aplicação f : X → Y é dita cont́ınua se para
cada conjunto aberto U de Y o conjunto f−1(U) = {x ∈ X | f(x) ∈ U} é aberto em X. Uma
aplicação f é dita homeomorfismo se é bijetiva e ambas, f e f−1 são cont́ınuas.

Seja ρ uma relação de equivalência num espaço topológico X, e escrevemos X/ρ para o
conjunto quociente e q para a aplicação quociente de X em X/ρ que leva cada elemento de X
na sua classe de equivalência. A topologia quociente em X/ρ é a topologia cujos conjuntos
abertos são os subconjuntos V de X/ρ tal que q−1(V ) é aberto em X. Logo se X/ρ tem a
topologia quociente então a aplicação quociente q é cont́ınua.

O produto cartesiano de uma famı́lia {Xλ : λ ∈ Λ} de conjuntos é o conjunto C =
Πλ∈ΛXλ cujos elementos são aplicações x indo de Λ em ∪λXλ com a propriedade que x(λ) ∈
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Xλ para cada λ. A aplicação projeção πλ é a aplicação que leva um elemento de C a seu
valor em Xλ. Se cada Xλ é um espaço topológico, então a topologia produto em C é a
topologia cujos conjuntos abertos são todas as uniões de conjuntos da forma π−1

λ1
(U1) ∩ · · · ∩

π−1
λn

(Un) com n finito, cada λi em Λ e Ui aberto em Xλi
. Cada aplicação projeção é cont́ınua

e a topologia produto é a menor topologia para a qual cada aplicação projeção é cont́ınua.

3.2 Grupos pro-C

Um grupo topológico é nada mais que a união de duas estruturas matemáticas básicas: um
grupo e um espaço topológico.

No estudo de grupos nós estudamos a operação algébrica da multiplicação, do mesmo jeito
no estudo de espaços topológicos estudamos a operação de passagem ao limite. Desde que
ambas as operações estão entre as mais básicas de toda a matemática, elas são encontradas
frequentemente juntas, e o grupo topológico é precisamente a estrutura matemática na qual
elas são unificadas e inter-relacionadas.

Além de apresentar a definição formal descrevemos algumas propriedades básicas dos
grupos topológicos assim como também exemplos simples.

Nesta seção definimos grupos pro-C, para C uma classe não vazia de grupos finitos. Por
classe de grupos finitos vamos a entender uma classe no sentido usual à qual adicionamos
a propriedade de ser fechado ao respeito de imagens isomorfas, i.e. se C é uma classe e se
F1 ∈ C e F2 ' F1, então F2 ∈ C.

A definição de grupos pro-C envolve limites inversos, até agora só trabalhamos com limites
inversos na categoria de R-módulos à esquerda, mas nesta seção consideramos limites inversos
na categoria de grupos topológicos, G Top, onde objetos são grupos topológicos, morfismo
são homomorfismos de grupos cont́ınuos e a composição usual de funções. Estes limites serão
sempre calculados sobre conjuntos de ı́ndices parcialmente ordenados dirigidos, ou seja o
conjunto de ı́ndices será quase-ordenado dirigido e a relação binária ≤ será anti-simétrica.

Definição 3.2.1 Um grupo topológico G é um grupo cujo conjunto subjacente está munido
de uma topologia compat́ıvel com o produto no grupo, no sentido em que

i. o produto p : G ×G → G, p(g, h) = gh, é uma aplicação cont́ınua, quando se considera
G×G como um espaço topológico com a topologia produto e

ii. a aplicação i : G → G, i(g) = g−1, é cont́ınua (e, portanto, um homeomorfismo, já que
i−1 = i).

Todo grupo pode ser trivialmente interpretado como um grupo topológico se consideramos
nele a topologia discreta, tais grupos são chamados de grupos discretos.

Seja G um grupo e suponha que V é uma famı́lia de conjuntos satisfazendo
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(a) O elemento neutro pertence a todos os conjuntos U ∈ V.

(b) Dados dois conjuntos U , V em V, U ∩ V está em V.

(c) Para todo U ∈ V, existe V ∈ V tal que V 2 ⊂ U .

(d) Dado U ∈ V, U−1 ∈ V.

(e) Para todo g ∈ G e U ∈ V, gUg−1 ∈ V.

Se definimos T como sendo a famı́lia dos subconjuntos A ⊂ G tais que para todo g ∈ A,
existe U ∈ V tal que gU ⊂ A, então T é a única topologia que torna G um grupo topológico
de tal forma que V é um sistema fundamental de vizinhanças do elemento neutro em relação
a T .

Os número reais R junto com a soma como operação e sua topologia usual formam um
grupo topológico. De modo mais geral, o n-espaço Euclideano Rn com a soma e a topologia
padrão é um grupo topológico, assim como Cn com a soma e a topologia usual. Também o
grupo das matrizes invert́ıveis com coeficientes em R, Gl(n,R), com o produto matricial e a
topologia padrão.

No final desta seção apresentaremos uma famı́lia de exemplos de grupos topológicos, os
grupos pro-C dos quais os inteiros p-ádicos são um exemplo de destacada importância.

Teorema 3.2.2 Seja G um grupo topológico.

1. Se H é um subgrupo de G, então H é um grupo topológico se consideramos a topologia
induzida.

2. Se H é um subgrupo normal de G, então o grupo quociente, G/H é um grupo topológico
se considerarmos nele a topologia quociente.

3. Se H é um subgrupo de G então o fecho de H é também um subgrupo, do mesmo modo
se H é um subgrupo normal de G, o fecho de H é um subgrupo normal de G.

A prova destes fatos básicos de grupos topológicos pode ser encontrada em [SM, seções
2.4 e 2.5.3].

Lema 3.2.3 ([W, Lema 0.3.1, pág. 6]) Seja G um grupo topológico.

1. Se H é um subgrupo aberto (ou fechado) de G então toda classe Hg ou gH de H em
G é aberta (ou fechada).

2. Todo subgrupo aberto de G é fechado e todo subgrupo fechado de ı́ndice finito é aberto.
Se G é compacto então todo subgrupo aberto de G tem ı́ndice finito.
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3. Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto não vazio U de G então H é
aberto em G.

4. G é Hausdorff se e somente se {1} é um subconjunto fechado de G; e se H é um
subgrupo normal de G então G/H é Hausdorff se e somente se H é fechado em G. Se
G é totalmente desconexo , então G é Hausdorff.

Proposição 3.2.4 ([P, Teorema H, pág. 109]) Seja G um grupo topológico compacto e
seja H um subgrupo fechado, então H é compacto com a topologia induzida.

Para tornar as ideias mais claras, vamos redefinir limite inverso, mas agora o faremos
na categoria dos grupos topológicos: definimos um sistema inverso de grupos topológicos
com conjunto de ı́ndices I como o funtor contravariante G : I → G Top, tal que para cada
i ∈ I, existe um grupo topológico Gi e, sempre que i, j ∈ I satisfaçam i ≤ j, existe um
homomorfismo de grupos cont́ınuo ψji : Gj → Gi tal que:

1. ψii : Gi → Gi é a identidade para cada i ∈ I;

2. se i ≤ j ≤ k, existe um diagrama comutativo

Gk
ψk

i //

ψk
j

��

Gi

Gj
ψj

i

>>}}}}}}}}

Definição 3.2.5 Um sistema inverso
{
Gi, ψ

j
i

}
é chamado de sistema inverso sobrejetor

se cada homomorfismo de grupos ψji , com i ≤ j, é sobrejetor.

Exemplos 3.2.6 Seja I = N , seja p um primo, e sejam Gi = Z/piZ para cada i, e para
cada j ≥ i seja ψji : Gj → Gi o homomorfismo de grupos cont́ınuo definido por

ψji (z + pjZ) = z + piZ

para cada z ∈ Z. Então
{
Gi, ψ

j
i

}
é um sistema inverso de grupos finitos. Este exemplo é

também um sistema inverso de anéis finitos.

Seja
{
Gi, ψ

j
i

}
um sistema inverso de grupos topológicos sobre o conjunto parcialmente

ordenado dirigido I. Um limite inverso desse sistema, lim←− Gi, é um grupo topológico e uma
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famı́lia de homomorfismos de grupos cont́ınuos αi : lim←− Gi → Gi com αi = ψjiαj sempre que
i ≤ j, satisfazendo o seguinte problema universal:

lim
←−

Gi

αi

''NNNNNNNNNNNNN

αj

��66666666666666666666666
H

fj

�������������������������

βoo_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

fi

xxrrrrrrrrrrrrr

Gi

Gj

ψj
i

OO

para todo grupo topológico H e homomorfismos de grupos cont́ınuos fi : H → Gi com
fi = ψji fj , sempre que i ≤ j, existe um único β : H → lim←− Gi homomorfismo de grupos
cont́ınuo fazendo o diagrama comutativo.

Analogamente ao caso de R-módulos, limites inversos de grupos topológicos existem e são
únicos a menos de isomorfismos topológicos. A demostração destes fatos pode ser encontrada
em [RZ, proposição 1.1.1, pág. 2]. Por isso vamos-nos referir ao limite inverso do sistema
inverso.

Define-se analogamente sistema e limite inverso para espaços topológicos e para anéis
topológicos, nestes casos homomorfismos de grupos cont́ınuos são substitúıdos por aplicações
cont́ınuas e por homomorfismos de anéis cont́ınuos, respectivamente.

Vejamos agora quais caracteŕısticas do sistema inverso são herdadas pelo limite.

Proposição 3.2.7 ([W, Proposição 1.1.5, pág. 14]) Seja
{
Gi, ψ

j
i

}
um sistema inverso

de grupos topológicos indexado por I, e seja G o limite inverso desse sistema, G = lim←− Gi.

1. Se cada Gi é Hausdorff, então G é Hausdorff.

2. Se cada Gi é totalmente desconexo, então G é totalmente desconexo.

3. Se cada Gi é compacto e Hausdorff, então G é compacto e Hausdorff.

Observe que dado um sistema inverso
{
Gi, ψ

j
i

}
existe um correspondente sistema inverso

sobrejetor
{
αi(lim←− Gi),

(
ψji

)′}
onde

(
ψji

)′
é a restrição de ψji a αi(lim←− Gi), com o mesmo

limite inverso.
Seja C uma classe não vazia de grupos finitos, chamamos um grupo F de um C-grupo se

F ∈ C, e chamamos G de um grupo pro-C se é um limite inverso de C-grupos. Note que com
esta definição C-grupos são grupos pro-C.
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Definição 3.2.8 Seja C uma classe não vazia de grupos finitos. Dizemos que G é um grupo

pro-C se G é o limite inverso G = lim←− Gi de um sistema inverso sobrejetor
{
Gi, ψ

j
i

}
de

grupos Gi em C, onde cada grupo Gi tem a topologia discreta.

Interpretamos um tal grupo pro-C G como um grupo topológico, cuja topologia é herdada
da topologia produto de Πi∈IGi.

Definição 3.2.9 A classe C é dita fechada por subgrupos se sempre que G ∈ C e H ≤ G,
então H ∈ C.

Logo, se a classe C é fechada por subgrupos, então o limite inverso de qualquer sistema
inverso (não necessariamente sobrejetor) de grupos em C é um grupo pro-C.

As propriedades dos grupos pro-C dependem do tipo de classe C que estejamos conside-
rando. Neste texto consideraremos classes de grupos finitos C que satisfazem uma ou mas
das seguintes propriedades:

C1. C é fechada por subgrupos.

C2. C é fechada sob quocientes, i.e. se G ∈ C e K C G, então G/K ∈ C.

C3. C é fechada sob produtos diretos finitos, i.e. se Gi ∈ C para i = 1,· · · , n, então
Πn
i=1Gi ∈ C.

C4. Se G é um grupo finito com subgrupos normais N1 e N2 tal que G/N1, G/N2 ∈ C, então
G/ (N1 ∩N2) ∈ C.

C5. C é fechada sob extensões, i.e. se 1 → K
ϕ→ G

ψ→ H → 1 é uma sequência exata curta
de grupos e H, K ∈ C, então G ∈ C.

Definição 3.2.10 Seja C a classe de

a) todos os grupos finitos, então chamamos um grupo pro-C de grupo profinito,

b) todos os grupos ćıclicos finitos, então chamamos um grupo pro-C de grupo proćıclico,

c) todos os grupos solúveis finitos, então chamamos um grupo pro-C de grupo prosolúvel,

d) todos os grupos abelianos finitos, então chamamos um grupo pro-C de grupo proabeliano,

e) todos os grupos nilpotentes finitos, então chamamos um grupo pro-C de grupo pronilpo-

tente,

f) todos os p-grupos finitos, para p um número primo fixo, então chamamos um grupo pro-C
de grupo pro-p,
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A classe de todos os p-grupos finitos é uma classe particularmente importante neste texto
e é relevante destacar que satisfaz as propriedades C1 a C5.

O seguinte teorema nos fornece uma caracterização dos grupos pro-C.

Teorema 3.2.11 ([RZ, Teorema 2.1.3, pág. 22]) Seja C uma classe não vazia de grupos
finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4 anteriores. Então as seguintes condições num
grupo topológico G são equivalentes.

1. G é um grupo pro-C;

2. G é totalmente desconexo, Hausdorff, compacto e para cada subgrupo normal aberto U
de G, G/U ∈ C;

3. G é compacto e o elemento identidade 1 de G admite uma base U de vizinhanças abertas
U tal que ∩U∈UU = 1 e cada U é um subgrupo normal aberto de G com G/U ∈ C;

4. o elemento identidade 1 de G admite uma base U de vizinhanças abertas U tais que
cada U é um subgrupo normal de G com G/U ∈ C, e

G = lim←−
U∈U

G/U .

Observação 3.2.12 Note que a única classe C da definição 3.2.10 que não se enquadra
nas hipóteses do teorema é a classe de todos os grupos ćıclicos finitos pois não satisfaz a
propriedade C4.

Vamos ver agora algumas propriedades dos grupos pro-C herdadas das correspondentes
propriedades de C.

Proposição 3.2.13 ([RZ, Proposição 2.2.1, pág. 28]) Seja C uma classe não vazia de
grupos finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4. Então

1. Todo grupo quociente G/K de um grupo pro-C G, onde K C G fechado, é um grupo
pro-C. Se, além disso, C é fechado sob subgrupos (ou subgrupos normais), então todo
subgrupo fechado (ou subgrupo normal fechado) de G é um grupo pro-C.

2. O produto direto Πi∈IGi de qualquer coleção {Gi | i ∈ I} de grupos pro-C com a topo-
logia produto, é um grupo pro-C.

3. O limite inverso lim←−i∈I Gi, de um sistema inverso sobrejetor
{
Gi, ψ

j
i

}
de grupos pro-C,

é um grupo pro-C.
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Definimos o subgrupo de Frattini Φ(G) do grupo profinito G como sendo a interseção
de todos seus subgrupos abertos maximais. Chamaremos um subgrupo M de maximal se
não existe um subgrupo M ′ de G tal que M < M ′ < G.

O nome destes subgrupos é devido ao matemático italiano Giovanni Frattini quem os
definiu num trabalho publicado em 1885.

Observe que se G é um grupo profinito não trivial, então G sempre tem subgrupos abertos
maximais e assim Φ(G) � G.

O subgrupo de Frattini Φ(G) é um subgrupo caracteŕıstico de G, i.e. para qualquer
automorfismo cont́ınuo ψ de G, tem-se ψ (Φ(G)) = Φ(G), em particular sempre é um sub-
grupo normal de G. O grupo quociente G/Φ(G) é chamado quociente de Frattini de
G.

Lema 3.2.14 ([RZ, Lema 2.8.7, pág. 56]) Seja p um número primo e seja G um grupo
pro-p, então:

1. Todo subgrupo fechado maximal M de G tem ı́ndice p.

2. O quociente de Frattini G/Φ(G) é um grupo profinito abeliano p-elementar (i.e. soma
direta de grupos ćıclicos de ordem p), e logo um espaço vetorial sobre o corpo Fp com
p elementos.

3. O subgrupo de Frattini Φ(G) é Gp[G,G], onde Gp = {xp | x ∈ G} e [G,G] denota o
subgrupo comutador de G.

Proposição 3.2.15 ([RZ, Proposição 2.8.10, pág. 57]) Seja p um número primo. Um
grupo pro-p G é f.g. se e somente se Φ(G) é um subgrupo aberto de G.

3.2.1 Completamento Pro-C

Seja N uma coleção não vazia de subgrupos normais de um grupo G, tais que cada quociente
G/N , com N ∈ N , pertence a uma certa classe C de grupos finitos. Assuma que N satisfaz
a seguinte condição

sempre que N1, N2 ∈ N , existe N ∈ N tal que N ≤ N1 ∩N2. (3.1)

Então podemos interpretar G como um grupo topológico se consideramos N como um sis-
tema fundamental de vizinhanças da identidade de G, (veja pág. 73). Vamos nos referir à
correspondente topologia como uma topologia pro-C.

Seja C uma classe não vazia de grupos finitos que satisfaz as propriedades, C2 e C4 ante-
riores, e seja G um grupo. Considere a coleção

NC(G) = {N C G | [G : N ] <∞, G/N ∈ C} .
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Note que NC(G) é não vazio, pois G ∈ NC(G), e NC(G) satisfaz a condição 3.1. A corres-
pondente topologia em G é chamada de topologia pro-C completa (full pro-C topology).

Definição 3.2.16 Um grupo G é chamado residualmente C se satisfaz⋂
N∈N

N = 1.

Se C é a classe de todos os grupos finitos ou a classe de todos os p-grupos finitos, diremos
que G é residualmente um grupo finito ou residualmente um p-grupo finito, respetivamente.

Proposição 3.2.17 ([RZ, Proposição 3.3.15, pág. 99]) Se C é uma classe não vazia e
não trivial de grupos finitos que satisfaz as propriedades C2, C4, C5 e que é fechada sob
subgrupos normais, então todo grupo livre abstrato é residualmente C.

Se H é um subgrupo de G, então a topologia pro-C completa de G induz em H uma
topologia pro-C, mas não necessariamente a topologia pro-C completa de H. O próximo lema
indica alguns casos onde isto acontece.

Lema 3.2.18 ([RZ, Lema 3.1.4, pág. 81])

1. Seja C uma classe não vazia de grupos finitos que satisfaz C1, C2, C3 e C5 e G um grupo
residualmente C. Seja H um subgrupo de G, aberto na topologia pro-C completa de G.
Então a topologia pro-C completa de G induz em H sua topologia pro-C completa.

2. Seja C uma classe não vazia de grupos finitos que satisfaz C2, C4 e C5 e é fechada sob
subgrupos normais. Seja G um grupo residualmente C e H um subgrupo normal de G,
aberto na topologia pro-C completa de G. Então a topologia pro-C completa de G induz
em H sua topologia pro-C completa.

Definimos a relação M � N se N ≤ M , para M e N em N , logo N com � é um
conjunto parcialmente ordenado dirigido. Se M , N ∈ N e M � N , seja ψNM : G/N → G/M

o epimorfismo natural. Então
{
G/N,ψNM

}
é um sistema inverso de grupos em C, e dizemos

que o grupo pro-C
KN (G) = lim←−

N∈N
G/N

é o completamento pro-C de G em relação à topologia pro-C dada por N .
Existe um homomorfismo natural cont́ınuo

j = jN : G→ KN (G), (3.2)

induzido pelo epimorfismo G→ G/N (N ∈ N ), levando g 7−→ (gN)N∈N , para cada g ∈ G.
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O completamento pro-C de G, KNC(G)(G), será denotado por GĈ . Neste caso usaremos
os termos completamento profinito ou completamento pro-p se C consiste na classe de todos
os grupos finitos ou todos os p-grupos finitos respectivamente. Estes serão os mais utilizados
neste texto, e os denotaremos por Ĝ e Gp̂ respectivamente.

Proposição 3.2.19 ([W, Proposição 1.4.4, pág. 26]) Seja GĈ o completamento pro-C
de um grupo G e seja j : G → GĈ o homomorfismo de grupos cont́ınuo definido em (3.2).
Então

1. j(G) é denso em GĈ;

2. ker j = ∩N∈NN .

A afirmação 1 justifica o uso do termo “completamento” neste contexto. Quando o
homomorfismo j : G → GĈ é injetor podemos interpretar G como um subgrupo de GĈ ,
neste caso G é residualmente C.

Os completamentos de Z são particularmente importantes:

Exemplos 3.2.20 Considere o grupo dos inteiros Z. Seu completamento profinito é

Ẑ = lim←−
n∈N

Z/nZ.

Ao invés de denotar o completamento pro-p de Z por Zp̂ seguiremos a tradição de Teoria de
Números e o denotaremos por Zp. Então,

Zp = lim←−
n∈N

Z/pnZ.

Observe que ambos Ẑ e Zp não só são grupos abelianos, se não que também herdam dos
anéis finitos Z/nZ e Z/pnZ a estrutura natural de anéis. O grupo (anel) Zp é chamado de
grupo (anel) dos inteiros p-ádicos e pode ser identificado com o conjunto de series de
potências

Zp =
{
b =

∞∑
n=0

bnp
n | bn ∈ N, 0 ≤ bn < p

}
.

Estes últimos foram descobertos pelo matemático alemão Kurt Hensel em 1899.

Proposição 3.2.21 ([RZ, Proposição 3.2.2, pág. 84]) Seja C uma classe não vazia de
grupos finitos que satisfaz as propriedades C2 e C4 e assuma que G é um grupo residualmente
C. Identifique G com a sua imagem em GĈ, seu completamento pro-p. Seja X o fecho em
GĈ de um subconjunto X de G.
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1. Seja Φ : {N | N ≤ G aberto} →
{
U | U ≤ GĈ aberto

}
a aplicação que assina a cada

subgrupo aberto H de G seu fecho H em GĈ. Então Φ é uma correspondência um-a-um
entre o conjunto de todos os subgrupos abertos H na topologia pro-C de G e o conjunto
de todos os subgrupos abertos de GĈ. A inversa desta aplicação é U 7−→ U ∩ G; em
particular, U ∩G = U se U ≤ GĈ aberto.

2. A aplicação Φ leva subgrupos normais em subgrupos normais.

3. A topologia de GĈ induz em G sua topologia pro-C completa.

4. Se H, K ∈ {N | N ≤ G aberto} e H ≤ K, então [K : H] = [K : H]; mais ainda, se
H C K, então K/H ' K/H.

Seja ϕ : G → H um homomorfismo de grupos e seja C uma classe não vazia de grupos
finitos que satisfaz as condições C1, C2 e C3. Então é posśıvel definir canonicamente um
homomorfismo cont́ınuo ϕĈ : GĈ → HĈ . (veja [RZ, págs. 85-86])

Lema 3.2.22 ([RZ, Lema 3.2.3, pág. 86]) Seja C uma classe não vazia de grupos finitos
que satisfaz as condições C1, C2 e C3. Então o completamento pro-C,
(−)Ĉ, é um funtor da categoria dos grupos abstratos na categoria dos grupos pro-C e homo-
morfismos cont́ınuos.

Mas especificamente, o lema anterior nos diz que:
Se id : G → G é o homomorfismo identidade, então idĈ : GĈ → GĈ é também o homo-

morfismo identidade. Se ϕ : G → H e ψ : H → K são homomorfismos de grupos, então
(ψϕ)Ĉ = ψĈϕĈ .

Lema 3.2.23 ([RZ, Lema 3.2.4, pág. 87]) Seja C uma classe não vazia de grupos finitos
que satisfaz as condições C1, C2, C3 e C4. Seja ϕ : G → H um homomorfismo de grupos.
Então

ϕĈ
(
GĈ
)

= (jϕ) (G),

onde j denota o homomorfismo (3.2) e (jϕ) (G) denota o fecho de (jϕ) (G) em HĈ.

Uma condição necessária e suficiente para o funtor completamento (−)Ĉ preservar um
homomorfismo injetor i : K → G é dada no seguinte lema:

Lema 3.2.24 ([RZ, Lema 3.2.6, pág. 88]) Seja C uma classe não vazia de grupos finitos
satisfazendo as condições C1, C2, e C3 (respetivamente, satisfazendo as condições C2 e C4
e fechada sobre subgrupos normais). Assuma que K ≤ G (respetivamente K C G), e seja
i : K → G a aplicação inclusão. Então iĈ : KĈ → GĈ é injetora se e somente se a topologia
pro-C completa de G induz em K sua topologia pro-C completa.
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É importante destacar que se C é a classe de todos os p-grupos finitos, C satisfaz as
condições C1 a C5, e é fechada sobre subgrupos normais, logo são válidos os lemas anteriores.
Mais ainda:

Considere G um grupo que seja residualmente um p-grupo e seja Gp̂ seu completamento
pro-p. Seja H um subgrupo de G aberto na topologia pro-p completa de G e seja i : H → G

a aplicação inclusão. Pelo lema 3.2.18 item (1), a topologia pro-p completa de G induz em
H sua topologia pro-p completa, logo pelo lema 3.2.24 a aplicação ip̂ : Hp̂ → Gp̂ é injetora.
Seja jH : H → Hp̂ o homomorfismo definido em (3.2) para o grupo H e seja jG : G→ Gp̂, o
correspondente homomorfismo para G. Assim temos o seguinte diagrama:

H
� � i //

jH
��

G

jG
��

Hp̂
� � ip̂ // Gp̂

Pelo lema 3.2.23 ip̂
(
Hp̂

)
= (jGi) (H)

Gp̂ , logo

Hp̂ ' ip̂
(
Hp̂

)
= (jGi) (H)

Gp̂ = jG(H)
Gp̂ .

Em conclusão provamos o seguinte fato:
Seja G um grupo residualmente um p-grupo, seja H um subgrupo aberto na topologia pro-p

completa de G e seja j : G→ Gp̂ o homomorfismo definido em (3.2). Então j(H) ' H ' Hp̂,
i.e. Hp̂ é o fecho em Gp̂ de H.

3.3 Anéis e Módulos Profinitos

Analogamente à definição de grupos topológicos, um anel R é um anel topológico se tiver
uma topologia e as operações de soma e produto foram cont́ınuas.

Definição 3.3.1 Um anel topológico R é um anel cujo conjunto subjacente está munido
de uma topologia compat́ıvel com a soma e o produto do anel, no sentido em que

i. a soma s : R×R→ R, definida por s(g, h) = g + h, é uma aplicação cont́ınua e

ii. o produto p : R×R→ G, definido por p(g, h) = gh, é uma aplicação cont́ınua,

quando se considera R×R como um espaço topológico com a topologia produto.

Um subconjunto I de um anel topológico R é um ideal de R se é um ideal do anel abstrato
R e é fechado como subconjunto do espaço topológico R. Formando o grupo quociente R/I
do grupo topológico aditivo R do anel topológico R pelo ideal I obtemos um grupo topológico
aditivo R/I no qual é definido uma operação de multiplicação que é cont́ınua ao respeito da
topologia do espaço R/I, e assim R/I é um anel topológico.
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Definição 3.3.2 Dizemos que o anel R é um anel profinito se R é o limite inverso de um
sistema inverso

{
Ri, ψ

j
i

}
onde cada Ri é um anel finito: R = lim←− Ri.

Associada a R temos uma famı́lia de homomorfismos de anéis cont́ınuos αi : R→ Ri com
αi = ψjiαj sempre que i ≤ j. Considere os ideais abertos {Si | Si = kerαi}, estes formam
uma sistema fundamental de vizinhanças abertas do elemento 0 em R, veja proposição 3.3.8.

A definição de um R-módulo à esquerdaM , quando R é anel profinito é análoga à definição
quando R é um anel abstrato, exceto pela exigência de que o grupo abeliano M seja grupo
topológico Hausdorff e a ação de R em M seja cont́ınua.

Definição 3.3.3 Seja R um anel profinito. Um grupo abeliano topológico Hausdorff M é
um R-módulo à esquerda se existe uma função cont́ınua R × M → M , denotada por
(r,m) 7→ rm, satisfazendo as seguintes condições:

a) r (m+m′) = rm+ rm′;

b) (r + r′)m = rm+ r′m;

c) (rr′)m = r (r′m);

d) 1m = m;

onde m, m′ ∈M e 1, r, r′ ∈ R e 1 é o elemento identidade de R.

Se M e N são dois R-módulos, usamos a notação HomR(M,N) para o grupo abeliano de
todos os homomorfismos de R-módulos cont́ınuos de M em N .

Definição 3.3.4 Seja R um anel profinito e M um grupo abeliano topológico Hausdorff tal
que M é R-módulo. Dizemos que M é R-módulo profinito se M é um grupo abeliano
profinito.

As noções de submódulo de um módulo, módulo quociente de um módulo por um submódulo,
núcleo e imagem de um homomorfismo de R-módulos, etc. são análogas à noções quando R
é um anel abstrato.

Definição 3.3.5 Seja X um subconjunto de um R-módulo M , o submódulo fechado ge-

rado por X é a interseção de todos os submódulos fechados de M contendo X e será
denotado por 〈X〉. Dizemos que M é f.g. se M = 〈X〉 para algum subconjunto finito X de
M .

Definição 3.3.6 Dizemos que um subconjunto Y de um R-módulo profinito M converge a

1 se todo submódulo aberto de M contém quase todos os elementos de Y .
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Lema 3.3.7 ([RZ, Lema 5.1.1, pág. 166]) Seja R um anel profinito e seja M um R-
módulo.

1. Se M é discreto, então M é a união de seus submódulos finitos; em particular, M é de
torção como grupo abeliano.

2. Se M é profinito, então é limite inverso dos seus R-módulos quocientes finitos.

3. Todo R-módulo profinito contém um subconjunto de geradores que converge a 1.

A seguinte proposição fornece uma série de caraterizações de anéis profinitos.

Proposição 3.3.8 ([RZ, Proposição 5.1.2, pág. 167]) Seja R um anel topológico. En-
tão as seguintes condições são equivalentes.

1. R é um anel profinito;

2. R é compacto e Hausdorff;

3. R é compacto, Hausdorff e totalmente desconexo;

4. R é compacto e o elemento zero de R tem uma sistema fundamental de vizinhanças
consistindo de ideais abertos de R;

5. O elemento zero de R tem uma sistema fundamental de vizinhanças {Ti | i ∈ I} con-
sistindo de ideais abertos de R, e R = lim←− R/Ti;

6. Existe um sistema inverso
{
Ri, ψ

j
i

}
de anéis finitos, onde cada morfismo ψji é um

epimorfismo e R = lim←− Ri.

O seguinte teorema nos diz que todo homomorfismo de módulos profinitos sobre um anel
profinito, indo de um módulo f.g. é cont́ınuo.

Teorema 3.3.9 ([W, Lema 7.2.2, pág. 118]) Seja R um anel profinito, e seja um sub-
conjunto finito {a1, . . . , an} de um R-módulo profinito M .

1. O conjunto M1 = {Σn
i=1riai | ri ∈ R para 1 ≤ i ≤ n} é um submódulo fechado.

2. Suponha que M é f.g; e seja N um R-módulo profinito. Então todo homomorfismo de
R-módulos θ : M → N é cont́ınuo.
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3.4 Módulos Profinitos e Discretos

Estamos particularmente interessados em dois tipos de R-módulos: os que são compactos,
Hausdorff e totalmente desconexos e os que são discretos. Nos referimos ao primeiro tipo como
módulos profinitos e ao segundo como módulos discretos. Os R-módulos profinitos junto com
seus morfismos formam uma categoria que denotaremos por PMod(R). A categoria dos
R-módulos discretos e seus morfismos será denotada por DMod(R).

Existe uma dualidade entre os módulos profinitos e os módulos discretos, esta dualidade
é explicada em [RZ, pág. 171].

Dizemos que X é um espaço profinito se X é o limite inverso de espaços topológicos
finitos.

3.4.1 Módulos Profinitos Livres.

Definição 3.4.1 Seja X um espaço profinito, R um anel profinito, M um R-módulo profinito
e i : X →M uma aplicação cont́ınua. Dizemos que o par (M, i) é um R-módulo profinito

livre no espaço X ou, simplesmente, M é um R-módulo profinito livre em X, se
para cada R-módulo profinito N e cada ϕ : X → N aplicação cont́ınua, existe um único
homomorfismo de R-módulos cont́ınuo ϕ : M → N tal que ϕ ◦ i = ϕ, ou seja tal que o
seguinte diagrama comuta:

M
ϕ //___ N

X

i

OO

ϕ

>>||||||||

Lema 3.4.2 ([RZ, Lema 5.2.1, pág. 173]) Seja R um anel profinito e seja (M, i) um R-
módulo livre profinito no espaço profinito X, então

1. i(X) gera M como um R-módulo profinito;

2. a aplicação i é injetora.

Denotaremos um R-módulo profinito livre em X por [[RX]]. Vamos-nos referir ao espaço
profinito X como uma base topológica de [[RX]]. Note que se X é finito e R é um anel
profinito, então [[RX]] = ⊕XR como no caso abstrato.

O seguinte lema afirma que R-módulos profinitos livres existem e são únicos a menos de
isomorfismos.

Lema 3.4.3 ([RZ, Proposição 5.2.2, pág. 173]) Seja R um anel profinito, para qualquer
espaço profinito X existe um único, a menos de isomorfismo, R-módulo profinito livre.
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Exemplos 3.4.4 Sejam
{
Ri, ϕ

j
i

}
e
{
Xi, ψ

j
i

}
sistemas inversos de anéis profinitos e espaços

profinitos, respetivamente, sobre um conjunto parcialmente ordenado dirigido I. Chamamos
de R e X os limites inversos

R = lim←− Ri e X = lim←− Xi.

Então [[RX]] = lim←− [[RiXi]], pois dois limites inversos comutam.

3.4.2 G-módulos e Álgebras de Grupos Completas

Definimos um G-módulo à esquerda ou simplesmente um G-módulo para um grupo profinito
G, como um grupo abeliano topológico M no qual G age continuamente.

Definição 3.4.5 Seja G um grupo profinito. Um grupo abeliano topológico M é um G-

módulo à esquerda se existe uma função cont́ınua G×M →M , denotada por (g,m) 7→ gm,
satisfazendo as seguintes condições:

a) g (m+m′) = gm+ gm′;

b) (gh)m = g (hm);

c) 1m = m;

para m, m′ ∈M e 1, g, h ∈ G e 1 é o elemento identidade de G.

Se M tem a topologia discreta, então M é chamado de G-módulo discreto, e se a topologia
de M é profinita, então dizemos que M é um G-módulo profinito.

Definem-se analogamente G-módulos à direita.

Exemplos 3.4.6 Seja G um grupo profinito e M qualquer grupo abeliano discreto. Definimos
a ação de G em M por gm = m para todo m ∈M e g ∈ G. Então M é um G-módulo discreto.
Estão ação é chamada ação trivial em M , e vamos-nos referir a M com esta ação como um
G-módulo trivial.

O exemplo mostra que a diferença dos módulos discretos sobre anéis profinitos, os G-
módulos discretos não necessariamente são de torção.

Definição 3.4.7 Sejam M e N , G-módulos. Um G-morfismo ϕ : M → N é um homo-
morfismo de grupos abelianos cont́ınuo, i.e. ϕ(gm) = gϕ(m), para todo g ∈ G, m ∈M .
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A classe de G-módulos e G-morfismos constitui uma categoria que será denotada por
Mod(G). A categoria dos G-módulos profinitos será denotada por PMod(G) em quanto a
categoria dos G-módulos discretos será denotada por DMod(G).

No estudo dos módulos de um grupo G, geralmente é necessário considerá-los como
módulos sobre um anel apropriado associado a G. Quando G é um grupo profinito e os
módulos são profinitos, o anel apropriado é a álgebra de grupo completa [[RG]] onde R é Ẑ
ou algum outro anel profinito comutativo.

Definição 3.4.8 Considere um anel profinito comutativo R e seja G um grupo profinito.
Definimos a álgebra de grupo completa ou anel de grupo completo [[RG]] do grupo G
com coeficientes em R, como sendo o limite inverso da álgebra de grupo ordinária [R(G/U)]

[[RG]] = lim←−
U∈U

[R(G/U)] ,

onde U é a coleção de todos os subgrupos normais abertos de G.

Segue imediatamente da definição que [[RG]] é um anel profinito e pode ser expressado
como um limite inverso de anéis finitos da seguinte forma

[[RG]] = lim←−
U∈U

[(R/I) (G/U)] ,

onde I e U percorrem os ideais abertos de R e os subgrupos normais abertos de G respecti-
vamente.

Exemplos 3.4.9

1. Seja R = Fp o corpo com p elementos e G = Zp o completamento pro-p de Z, então
R = lim←− Fp e G = lim←− Z/p

jZ, queremos encontrar

[[RG]] = lim←− [Fp(Z/pjZ)].

Seja S o anel comutativo

S = Fp[[t]] =
{
a0 + a1t+ a2t

2 + · · · | ai ∈ Fp
}

das series de potências formais com coeficientes em Fp. Seja Ij = tp
jFp [t] onde Fp [t]

a álgebra polinomial. Então Fp[t]
Ij

é um espaço vetorial sobre Fp com base

Xj =
{

1, t, t2, · · · , tpj−1
}

,
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logo é anel finito de ordem p|Xj |, logo é p-anel finito. Como

S = lim←−
j∈N

Fp [t]
Ij

,

S é anel pro-p. Seja Z/pjZ = 〈gj〉 onde |gj | = pj. Observe que

(1− t)pj
=

pj∑
α=0

1α(−t)pj−α
(
pj

α

)
,

excepto o primeiro ou o último termo, o resto é diviśıvel por p e char(Fp) = p, logo
(1− t)pj

= 1 + (−t)pj
= 1 ∈ Fp[t]

Ij
, pois (−t)pj ∈ Ij. É facil ver que pj é o menor β tal

que (1 − t)β = 1, portanto |1− t| = pj em Fp[t]
Ij

. Logo
{

1, gj , g2
j , . . . , g

pj−1
j

}
é base de

[Fp(〈gj〉)] como espaço vetorial sobre Fp e
{

1, 1− t, (1− t)2 , . . . , (1− t)p
j−1
}

é base de
Fp[t]
Ij

como espaço vetorial sobre Fp. Seja

θj : [Fp(〈gj〉)]→
Fp [t]
Ij

,

levando Σβλβg
β
j 7→ Σβλβ(1− t)β, θj leva base em base logo é um isomorfismo, ou seja

[Fp(Z/pjZ)] ' Fp [t]
Ij

,

o que implica que lim←− [Fp(Z/pjZ)] ' lim←−
Fp[t]
Ij

, portanto [[FpZp]] = Fp[[t]].

2. Suponha de maneira mais geral que G = Zp × · · · × Zp, k-vezes. Então

[[FpG]] ' Fp[[t1, · · · , tk]] =
{∑

aα1···αk
tα1
1 · · · t

αk
k | aα1···αk

∈ Fp
}

.

O conjunto de series de potências formais munido da adição e multiplicação de series
de potências formais e da multiplicação de series de potências formais por elementos de R,
definidos de forma obvia, torna-se uma R-álgebra (veja definição na seção 3.4.4) e é chamado
de álgebra das séries de potências formais, R[[t1, · · · , tk]], também conhecidas como álgebras
de Magnus, já que em 1935 o matemático alemão Wilhelm Magnus reconheceu, pela primeira
vez, sua importância. Este as utilizou para obter propriedades de grupos livres abstratos.

89
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3.4.3 Módulos Projetivos e Injetivos.

Definição 3.4.10 Seja R um anel profinito. Um R-módulo profinito P é projetivo se o
diagrama

P
γ

��~
~

~
~

α

��
B

β
// // A

comuta, ou seja ∃γ : P → B homomorfismo de R-módulos cont́ınuo, tal que βγ = α, onde B,
C são R-módulos profinitos, α, β homomorfismos de R-módulos cont́ınuos e β é epimorfismo.

Se 0→ C → B → A é sequência exata de R-módulos profinitos e P é qualquer R-módulo
profinito então 0→ HomR(P,C)→ HomR(P,B)→ HomR(P,A) é sequência exata de grupos
abstratos. Lembre que aqui HomR( , ) denota os homomorfismos de R-módulos profinitos
cont́ınuos.

O seguinte teorema nos diz que o funtor HomR(P, ) é exato se e somente se P é R-módulo
profinito projetivo.

Teorema 3.4.11 ([RZ, pág. 179]) Seja R um anel profinito, seja 0 → C → B → A → 0
uma sequência exata curta de R-módulos profinitos e seja P qualquer R-módulo profinito
então P é projetivo se e somente se 0→ HomR(P,C)→ HomR(P,B)→ HomR(P,A)→ 0 é
sequência exata de grupos abstratos.

A prova de teorema anterior é análoga à prova no caso que R seja anel abstrato e os
módulos A, B, C e P sejam R-módulos abstratos.

No caso de módulos profinitos sobre um anel profinto é suficiente exigir B no teorema
anterior como um R-módulo finito para obter a projetividade do módulo P , como mostra o
seguinte lema.

Lema 3.4.12 ([RZ, pág. 179]) Seja R um anel profinito, seja 0→ C → B → A→ 0 uma
sequência exata curta de R-módulos profinitos onde B é R-módulo finito e seja P qualquer
R-módulo profinito então P é projetivo se e somente se 0→ HomR(P,C)→ HomR(P,B)→
HomR(P,A)→ 0 é sequência exata de grupos abstratos.

Observe que se B é finito então C também é finito pois é um submódulo de um módulo
finito e A é finito pois é quociente de módulos finitos.

Enunciamos sem demonstração a seguinte proposição pois é análoga ao caso abstrato,
porém a prova pode ser encontrada em [RZ, Proposição 5.4.2, pág 180-181].

Proposição 3.4.13 Seja R um anel profinito.
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1. Todo R-módulo profinito livre é um R-módulo profinito projetivo.

2. Dado um R-módulo profinito M , existe um R-módulo profinito livre F , junto com
um epimorfismo de R-módulos profinitos cont́ınuo ϕ : F � M , ou seja todo módulo
profinito é um quociente de um módulo profinito livre.

3. Um R-módulo profinito P é projetivo se e somente se é somando direto de um R-módulo
profinito livre.

Existe uma classe importante de anéis profinitos para os quais todo módulo projetivo é
livre, estos são os chamados anéis locais.

Definição 3.4.14 Um anel profinito R é chamado de anel local se tem um único ideal à
direita aberto maximal.

Num anel local seu ideal à direita maximal é ideal a ambos os lados.

Proposição 3.4.15 ([W, Proposição 7.5.1, pág. 126]) Suponha que R seja um anel lo-
cal profinito, então todo R-módulo projetivo é livre.

Proposição 3.4.16 ([W, Proposição 7.5.3, pág. 126]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e G um grupo profinito. Então [[RG]] é um anel local profinito se e somente se existe
um número primo p tal que R é um anel local pro-p e G é um grupo pro-p.

Exemplos 3.4.17 Seja G um grupo pro-p, as álgebras de grupos completas [[ZpG]] e [[FpG]]
são anéis locais onde os únicos ideais maximais são

1. I = ker(π ◦ ε) para [[ZpG]], onde ε : [[ZpG]] → Zp é o homomorfismo aumento (ver
definição 3.5.9) e π : Zp → Zp/pZp é a projeção canônica.

2. I = ker ε para [[FpG]], onde ε : [[FpG]]→ Fp é o homomorfismo aumento.

Estes anéis locais serão fundamentalmente importantes para a teoria que será desenvolvida
no Caṕıtulo 4 deste texto.

O conceito dual de módulo projetivo é o de módulo injetivo e, como já temos observado,
as categorias de R-módulos profinitos e a de R-módulos discretos são duais também. Logo
R-módulos discretos injetivos são os duais de R-módulos profinitos projetivos.
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Definição 3.4.18 Seja R um anel profinito. Um R-módulo discreto E é injetivo se,
para todo R-módulo profinito B e todo R-submódulo profinito A de B, cada f : A → E

homomorfismo cont́ınuo de R-módulos pode ser estendido a um homomorfismo de R-módulos
cont́ınuo g : B → E. O diagrama é

E

0 // A
� � //

f

OO

B

g
``@

@
@

@

Como no caso abstrato R-módulos projetivos profinitos e R-módulos injetivos discretos
tem efeito dual no funtor Hom.

Teorema 3.4.19 ([RZ, pág. 181]) Seja R um anel profinito, seja 0 → C → B → A → 0
uma sequência exata curta de R-módulos profinitos e seja E qualquer R-módulo discreto
então E é injetivo se e somente se 0→ HomR(C,E)→ HomR(B,E)→ HomR(A,E)→ 0 é
sequência exata de grupos abstratos.

O teorema anterior cont́ınua sendo válido se na sequência exata curta de R-módulos
profinitos 0→ C → B → A→ 0 exigimos que B seja finito, veja [RZ, lema 5.4.3, pág. 182].

A seguinte proposição mostra que todo R-módulo discreto pode ser mergulhado num
R-módulo discreto injetivo.

Proposição 3.4.20 ([RZ, Proposição 5.4.4, pág. 182]) Seja R um anel profinito, para
cada R-módulo discreto M existe um R-módulo injetivo discreto E e um monomorfismo de
R-módulos discretos cont́ınuo α : M ↪→ E.

3.4.4 Produto Tensorial Completo

Nesta seção R denotará um anel profinito comutativo e R uma R-álgebra profinita, i.e. um
anel profinito que contém uma imagem homomorfa cont́ınua de R no seu centro. Um exemplo
de R-álgebras profinitas são os anéis de grupo completos [[RG]].

Definição 3.4.21 Se A é um R-módulo à direita profinito, B um R-módulo à esquerda
profinito, e M um R-módulo, então uma função R-biaditiva é uma função cont́ınua f :
A×B →M tal que para cada a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B e r ∈ R,

(i) f (a+ a′, b) = f (a, b) + f (a′, b);

(ii) f (a, b+ b′) = f (a, b) + f (a, b′);

(iii) f (ar, b) = f (a, rb).
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Definição 3.4.22 Um produto tensorial completo de A e B sobre R é um R-módulo
profinito T e uma função R-biaditiva h : A×B → T , denotada por (a, b) 7→ a⊗̂b, que resolve
o seguinte problema universal:

A×B h //

f

��

T

f ′{{x
x

x
x

x

M

para cada R-módulo profinito M e cada função R-biaditiva f : A × B → M , existe um
único homomorfismo de R-módulos cont́ınuo f ′ : T →M que faz o diagrama comutar.

Vamos denotar o produto tensorial completo de A e B sobre R por A⊗̂RB, analogamente
ao caso abstrato o conjunto

{
h(a, b) := a⊗̂b | a ∈ A, b ∈ B

}
é um conjunto de geradores to-

pológicos para o R-módulo profinito A⊗̂RB.
O produto tensorial completo de R-módulos profinitos A⊗̂RB existe e é único a menos

de isomorfismos, mais ainda se A = lim←−
i∈I

Ai e B = lim←−
j∈J

Bj onde cada Ai e cada Bj é um

R-módulo finito à direita ou à esquerda, respetivamente, então A⊗̂RB = lim←−
i∈I, j∈J

(Ai ⊗R Bj),

onde Ai ⊗R Bj é o produto tensorial usual de R-módulos abstratos. A prova deste fato pode
ser encontrada em [RZ, Lema 5.5.1, pág. 184].

O seguinte lema mostra que produto tensorial completo comuta com limite inverso.

Lema 3.4.23 ([RZ, Lema 5.5.2, pág. 185]) Sejam A = lim←−
i∈I

Ai e B = lim←−
j∈J

Bj os limites

inversos dos R-módulos à direita profinitos Ai e dos R-módulos à esquerda profinitos Bj,
respetivamente. Então

(lim←−
i∈I

Ai)⊗̂R(lim←−
j∈J

Bj) = lim←−
i∈I,j∈J

(Ai⊗̂RBj).

O produto tensorial completo tem propriedades análogas as já vistas para o produto
tensorial usual de módulos sobre anéis abstratos, elas são enunciadas na seguinte proposição.

Proposição 3.4.24 ([RZ, Proposição 5.5.3, pág. 185-186]) Sejam R um anel profinito
comutativo, R uma R-álgebra profinita, A um R-módulo à direita profinito e sejam B, B1,
B2 R-módulos à esquerda profinitos. Então

1. A⊗̂R é um funtor covariante exato à direita.

2. Existe um isomorfismo natural de R-módulos profinitos:

A⊗̂R (B1 ⊕B2) ' (A⊗̂RB1)⊕ (A⊗̂RB2).
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3. Existe um isomorfismo natural de R-módulos profinitos: A⊗̂RR ' A.

4. Se B é um R-módulo à esquerda profinito f.g. então existe um isomorfismo de grupos
abelianos: A⊗̂RB ' A⊗R B.

5. Se A é um R-módulo à direita profinito projetivo, então o funtor A⊗̂R é exato.

Propriedades similares às da proposição 3.4.24 são válidas para ⊗̂RB.

Exemplos 3.4.25 Se G e H são grupos profinitos, então [[R(G × H)]] ' [[RG]]⊗̂R[[RH]]
como R-álgebras. Para provar este fato considere G = lim←− Gi e H = lim←− Hj onde Gi e Hj

são grupos finitos. então G×H = lim←− (Gi ×Hj), é grupo profinito. Por definição

[[R(G×H)]] = lim←−
i,j

[R(Gi ×Hj)],

[[RG]] = lim←−
i

[RGi],

[[RH]] = lim←−
j

[RHj ].

Logo
[[RG]]⊗̂R[[RH]] = (lim←−

i

[RGi])⊗̂R(lim←−
j

[RHj ]) = lim←−
i, j

([RGi]⊗̂R[RHj ]),

pois pelo lema 3.4.23 produto tensorial completo comuta com limite inverso. Como [RHj ] é
f.g. como R-módulo, pela proposição 3.4.24 temos

lim←−
i, j

(
[RGi]⊗̂R[RHj ]

)
' lim←−

i, j

([RGi]⊗R [RHj ]) .

Considere agora o homomorfismo de anéis θ : [R(Gi ×Hj)]→ [RGi]⊗R [RHj ] que leva∑
g∈Gi, h∈Hj

rg,h(g, h) 7→
∑

g∈Gi, h∈Hj

rg,h(g ⊗ h).

Assim definido θ é um isomorfismo de anéis, logo

[[R(G×H)]] = lim←−
i,j

[R(Gi ×Hj)] ' lim←−
i, j

([RGi]⊗R [RHj ]) = [[RG]]⊗̂R[[RH]].

Lema 3.4.26 (Nakayama) Sejam R um anel profinito local, M um R-módulo profinito, I
o único ideal maximal. Então M é f.g. como R-módulo profinito se e somente se M⊗̂RR/I
é f.g. sobre R/I.

Se M é um R-módulo profinito f.g. com R anel profinito local tal que R/I ' Fp, então o
número de geradores de M como R-módulo é dimFp(M⊗̂RR/I).
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3.5 Homologia e Cohomologia de Grupos Profinitos

Nesta seção aplicaremos os resultados da seção 2.2 à categoria de módulos sobre anéis profi-
nitos.

Seja R uma R-álgebra profinita, onde R é um anel profinito comutativo. Considere o
funtor HomR( , ) indo da categoria PMod(R) × DMod(R) na categoria DMod(R); este é
um funtor covariante na segunda variável e contravariante na primeira. Lembre que agora
HomR(M,N) denota os homomorfismos de R-módulos cont́ınuos.

Fixamos A ∈ PMod(R). Denotamos por ExtnR(A, ) ao n-ésimo funtor derivado à direita
do funtor HomR(A, ) : DMod(R)→ DMod(R).

Como no caso abstrato se B ∈ DMod(R), então ExtnR(A,B) pode ser calculado obtendo
o n-ésimo funtor derivado à direita de HomR( , B) : PMod(R)→ DMod(R) e logo aplicar-lo
a A.

A seguinte proposição caracteriza o funtor ExtnR( , ), estas propriedades são análogas ao
caso abstrato.

Proposição 3.5.1 ([RZ, Proposição 6.1.7, pág. 208]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e R uma R-álgebra profinita. Fixe A ∈ PMod(R) e B ∈ DMod(R). Então:

1. Para qualquer R-módulo discreto injetivo Q e para n ≥ 1, ExtnR(A,Q) = 0. Alem disso,
Ext0

R(A, ) = HomR(A, ).

2. Para qualquer R-módulo profinito projetivo P e para n ≥ 1, ExtnR(P,B) = 0. Alem
disso, Ext0

R( , B) = HomR( , B).

3. Os funtores ExtnR(A, ) e ExtnR( , B) comutam com somas diretas finitas.

Como consequência desta proposição temos que os funtores ExtnR(A, ) e ExtnR( , B) co-
mutam com limites, mais especificamente temos:

Corolário 3.5.2 ([RZ, Corolário 6.1.8, pág. 208]) Sob as hipóteses da proposição ante-
rior, temos

1. ExtnR(A, lim−→
i∈I

Bi) = lim−→
i∈I

ExtnR (A,Bi), onde
{
Bi, ϕ

i
j

}
é um sistema direto de R-módulos

discretos.

2. ExtnR (lim←−
i∈I

Ai, B) = lim−→
i∈I

ExtnR (Ai, B), onde
{
Ai, ψ

j
i

}
é um sistema inverso sobrejetor

de R-módulos profinitos.
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Agora considere o funtor ⊗̂R : PMod(Rop) × PMod(R) → PMod(R), onde R é um anel
profinito comutativo e R é uma R-álgebra. Seja A um R-módulo à direita profinito. Então
A⊗̂R : PMod(R) → PMod(R) é um funtor covariante exato à direita. Definimos o fun-
tor TorRn (A, ) como o n-ésimo funtor derivado de A⊗̂R. Seja B um R-módulo à esquerda,
TorRn (A,B) pode também ser calculado tomando o n-ésimo funtor derivado de ⊗̂RB e apli-
cando este em A.

Usando esta notação, temos a seguinte caracterização dos funtores TorRn ( , ), análogas ao
caso abstrato.

Proposição 3.5.3 ([RZ, Proposição 6.1.9, pág. 209]) Seja R um anel profinito comu-
tativo e R uma R-álgebra profinita. Fixe A ∈ PMod(Rop) e B ∈ PMod(R). Então

1. Para qualquer R-módulo à direita profinito projetivoP e para n ≥ 1, TorRn (P,B) = 0.
Alem disso, TorR0 ( , B) = ⊗̂RB.

2. Para qualquer R-módulo à esquerda profinito projetivo P e para n ≥ 1, TorRn (A,P ) = 0.
Alem disso, TorR0 (A, ) = A⊗̂R .

3. Os funtores TorRn (A, ) e TorRn ( , B) comutam com somas diretas finitas.

Segue da proposição que os funtores TorRn (A, ) e TorRn ( , B) comutam com limites inversos,
diferentemente do caso abstrato onde os funtores TorRn (A, ) e TorRn ( , B) comutam com limite
direto, veja propriedade 2.2.25.

Corolário 3.5.4 ([RZ, Corolário 6.1.10, pág. 209]) Sob as hipóteses da proposição an-
terior, temos

1. TorRn (A, lim←−
i∈I

Bi) = lim←−
i∈I

TorRn (A,Bi), onde
{
Bi, ϕ

j
i

}
é um sistema inverso de R-módulos

à esquerda profinitos.

2. TorRn (lim←−
i∈I

Ai, B) = lim←−
i∈I

TorRn (Ai, B), onde
{
Ai, ψ

j
i

}
é um sistema inverso de R-módulos

à direita profinitos.

3.5.1 Cohomologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em DMod([[RG]])

A cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em módulos discretos foi introduzida
pelo matemático americano John Torrence Tate Jr. como uma ferramenta no estudo dos
grupos de Galois.

Seja G um grupo profinito e R um anel profinito comutativo.
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Considere G agindo trivialmente em R, gr = r para todo g ∈ G e r ∈ R, então R torna-
se um [[RG]]-módulo. Dado um [[RG]]-módulo discreto A, definimos o n-ésimo grupo de
cohomologia Hn(G,A) de G com coeficientes em A por

Hn(G,A) = Extn[[RG]](R, A), n ∈ N.

Analogamente ao caso abstrato temos

Lema 3.5.5 ([RZ, Lema 6.2.1, pág. 210]) Seja G um grupo profinito. Existe um iso-
morfismo de R-módulos

H0(G,A) = Hom[[RG]](R, A) ' AG

onde AG = {a | a ∈ A, ga = a, ∀g ∈ G} é o submódulos dos pontos fixos de A via ação de G,
para qualquer A ∈ DMod([[RG]]).

Proposição 3.5.6 ([RZ, Proposição 6.2.2 (b), pág. 210]) Seja G um grupo profinito
então Hn(G,Q) = 0 para todo [[RG]]-módulo injetivo discreto Q e n ≥ 1.

Proposição 3.5.7 ([RZ, Proposição 6.2.2 (c), pág. 211]) Seja G um grupo profinito então
para cada sequência exata curta 0→ A′ → A→ A′′ → 0 em DMod([[RG]]), existe sequência
exata longa

0→ H0(G,A′)→ H0(G,A)→ H0(G,A′′) ∂→
→ H1(G,A′)→ H1(G,A)→ · · ·

com homomorfismo de conexão ∂ : Hn(G,A′′)→ Hn+1(G,A′).

O seguinte lema nos diz que no cálculo de grupos cohomológicos podemos trocar R por
Ẑ.

Lema 3.5.8 ([RZ, Observação 6.2.5, pág. 214]) Seja G um grupo profinito, R um anel
profinito comutativo e A um [[RG]]-módulo discreto. Então existe um isomorfismo natural
de grupos abelianos

Extn[[RG]](R, A) ' Extn
[[ẐG]]

(Ẑ, A).

3.5.2 Homologia de Grupos Profinitos com Coeficientes em PMod([[RG]])

Seja G um grupo profinito, R um anel profinito comutativo e seja A um [[RG]]-módulo à
direita profinito. Definimos o n-ésimo grupo de homologiaHn(G,A) deG com coeficientes
em A por

Hn(G,A) = Tor[[RG]]
n (A,R), n ∈ N.

Como Tor[[RG]]
n (A,R) é o n-ésimo funtor derivado à esquerda de ⊗̂[[RG]]R, então

H0(G,A) = Tor[[RG]]
0 (A,R) = A⊗̂[[RG]]R.
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Definição 3.5.9 Definimos o ideal aumentado ((I)) do anel de grupo completo [[RG]]
como sendo o kernel do homomorfismo de anéis cont́ınuo ε : [[RG]] � R, o homomorfismo
aumento, dado por ε(g) = 1 para todo g ∈ G.

Proposição 3.5.10 ([RZ, Proposição 6.3.4, pág. 216])

1. Existe um isomorfismo natural H0(G,A) ' A/A((I)) = A/〈ag − a | a ∈ A, g ∈ G〉.

2. Para cada [[RG]]-módulo à direita projetivo profinito P e n ≥ 1, Hn(G,P ) = 0.

Como acontece com os grupos cohomológicos, também podemos trocar R por Ẑ no cálculo
de grupos homológicos.

Lema 3.5.11 ([RZ, Lema 6.3.5, pág. 217]) Seja G um grupo profinito, R um anel profi-
nito comutativo e seja A um [[RG]]-módulo à direita profinito. Então existe um isomorfismo
natural de grupos abelianos

Tor[[RG]]
n (A,R) ' Tor[[ẐG]]

n (A, Ẑ).

Por causa do lema 3.5.8 e seu análogo 3.5.11 enunciaremos alguns dos nossos resultados
para grupos cohomológicos Hn(G,A), onde A é um [[ẐG]]-módulo discreto, e para grupos
homológicos Hn(G,A), onde A é um [[ẐG]]-módulo à direita profinito.

Proposição 3.5.12 ([RZ, Proposição 6.5.7, pág. 226]) Seja G um grupo profinito, G =
lim←− Gi, onde cada Gi é um grupo profinito. Se B é um [[ẐG]]-módulo à direita profinito,

B = lim←− Bi onde cada Bi é um [[ẐGi]]-módulo à direita profinito. Então para cada n ≥ 0
temos

Hn(G,B) ' lim←− Hn(Gi, Bi).

3.5.3 p-Dimensão Cohomológica

Seja G um grupo profinito e seja p um número primo. Seja A um grupo abeliano, denotamos
por Ap sua componente p-primária, i.e. o subgrupo consistindo dos elementos de A de
ordem pn para algum n, Ap = {a ∈ A | ∃n ≥ 0, |a| = pn}. Se A = Ap dizemos que A é
p-primário.

Definição 3.5.13 A p-dimensão cohomológica cdp(G) de um grupo profinito G se define
como o menor inteiro não negativo n tal que Hk(G,A)p = 0 para toda k > n e para todo
[[ẐG]]-módulo discreto A, se tal n existe, ou seja

cdp(G) = min
{
n | Hk(G,A)p = 0, ∀k > n, ∀A ∈ DMod([[ẐG]])

}
.

Se tal n não existe dizemos que cdp(G) =∞.
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Proposição 3.5.14 ([W, Proposição 11.1.4, pág. 212]) Seja G um grupo pro-p então

1. cdq(G) = 0 para cada primo q 6= p;

2. cdp(G) = 0 se e somente se G é trivial.

A seguinte proposição simplifica o problema de encontrar a p-dimensão cohomológica de
um grupo profinito e é análoga ao lema 2.3.17 do caso abstrato.

Proposição 3.5.15 ([RZ, Proposição 7.1.4, pág. 260]) Seja G um grupo profinito e seja
n um número natural fixo. As seguintes condições são equivalentes:

1. cdp(G) ≤ n;

2. Hk(G,A) = 0, para todo k > n, e todo A ∈ DMod([[ẐG]]) p-primário.

3. Extn+1
[[FpG]](Fp, A) = 0 para todo A ∈ DMod([[FpG]]);

4. Existe uma resolução projetiva, de comprimento n, do [[FpG]]-módulo profinito trivial
Fp

0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Fp → 0

onde cada Pi ∈ PMod([[FpG]]);

5. Se 0 → Ln → Ln−1 → · · · → L0 → Fp → 0 é uma sequência exata de [[FpG]]-módulos
profinitos e cada Li é projetivo para 0 ≤ i ≤ n− 1, então Ln é projetivo.

De fato a prova da proposição anterior feita em [RZ] cont́ınua sendo válida se substituimos
Fp por Zp.

O seguinte lema caracteriza dimensão cohomológica para grupos pro-p.

Lema 3.5.16 ([RZ, Corolário 7.1.6, pág. 263]) Seja G um grupo pro-p e seja n um nú-
mero natural fixo. Então cdp(G) ≤ n se e somente se Hn+1(G,Z/pZ) = 0.

Definição 3.5.17 Um número super natural é um produto formal n =
∏
p
pn(p), onde p

percorre o conjunto de todos os número primos e n(p) é um inteiro não negativo ou ∞.

Sejam m, n dois números super naturais, m =
∏
p
pm(p). Dizemos que m divide n, e

escrevemos m | n, se para cada p, m(p) ≤ n(p). Se{
ni =

∏
p
pn(p,i) | i ∈ I

}
é uma coleção de números super naturais, então definimos seu produto, máximo divisor
comum e mı́nimo múltiplo comum:
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1.
∏
i∈I
ni =

∏
p
pn(p), onde n(p) =

∑
i
n(p, i);

2. mdc({ni}i∈∈I) =
∏
p
pn(p), onde n(p) = min

i
{n(p, i)};

3. mmc({ni}i∈∈I) =
∏
p
pn(p), onde n(p) = max

i
{n(p, i)};

Definição 3.5.18 Seja G um grupo profinito e S um subgrupo fechado de G. Seja U o
conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G. Definimos o ı́ndice [G : S] de S em
G como sendo o número supernatural

[G : S] = mmc {[G/U : SU/U ] | U ∈ U} .

A ordem de G, |G|, é o número supernatural |G| = [G : 1] = mmc {|G/U | | U ∈ U}; e a
ordem de um elemento g ∈ G é a ordem do subgrupo topologicamente gerado por g, i.e. o
fecho do grupo abstrato gerado por g.

Definição 3.5.19 Seja G um grupo profinito, e seja S um subgrupo fechado de G, dizemos
que S é um p-subgrupo de Sylow de G se:

1. |S| = pn(p) onde 0 ≤ n(p) ≤ ∞

2. p - [G : S].

Exemplos 3.5.20 Seja G um grupo profinito tal que |G| = pn(p), 0 ≤ n(p) ≤ ∞ então G é
grupo pro-p, pois

G = lim←−
U∈U

G/U ,

onde U é o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G e

pn(p) = |G| = mmc {|G/U | | U ∈ U}

logo a ordem de G/U é potencia de p para todo U ∈ U , portanto G/U é p-grupo finito.
A rećıproca também é verdadeira, se G é grupo pro-p então

G = lim←−
U∈U

G/U ,

onde U é o conjunto de todos os subgrupos normais abertos de G e a ordem de G/U é potencia
de p para todo U ∈ U , logo

|G| = mmc {|G/U | | U ∈ U} = pn(p).
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Pelo exemplo e a definição anterior podemos dizer que um p-subgrupo de Sylow de um
grupo profinito G é um subgrupo pro-p maximal.

O seguinte resultado estende os teoremas de Sylow para grupos finitos a grupos profinitos.

Teorema 3.5.21 ([W, Proposição 2.2.2, pág. 36]) Seja G qualquer grupo profinito e seja
p um número primo fixo. Então

1. Existe um p-subgrupo de Sylow de G.

2. Qualquer p-subgrupo fechado de G está contido num p-subgrupo de Sylow de G.

3. Quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de G são conjugados em G.

4. Se P é um p-subgrupo de Sylow de G e T é um subgrupo pro-p de G então g−1Tg é um
subgrupo fechado de P para algum g ∈ G.

Exemplos 3.5.22 Se G é grupo pro-p e q 6= p é um primo, então o único q-subgrupo de
Sylow de G é o grupo trivial. Seja S um q-subgrupo de Sylow de G, logo pelo análogo do
teorema de Lagrange para grupos profinitos |S| [G : S] = |G| = pn(p), veja [W, Proposição
2.1.2, pág. 35], logo qα(q) = |S| = pm(p), 0 ≤ m(p) ≤ ∞ e 0 ≤ α(q) ≤ ∞. Portanto é verdade
que qα(q) | pm(p), o que implica 0 ≤ α(q) ≤ m(q) = 0 logo |S| = qα(q) = q0 = 1.

Os seguintes resultados relacionam a p-dimensão cohomológica de um grupo profinito e a
de seus subgrupos fechados.

Teorema 3.5.23 ([RZ, Teorema 7.3.1, pág. 269]) Seja G um grupo profinito, S um sub-
grupo fechado de G e p um número primo. Então

1. cdp(S) ≤ cdp(G).

2. Se p - [G : S] então cdp(S) = cdp(G).

3. Se cdp(G) <∞ e S é aberto em G então cdp(S) = cdp(G).

Note que a exigência de que S seja subgrupo fechado garante que S também é um grupo
profinito.

Teorema 3.5.24 ([RZ, Corolário 7.3.3, pág. 271]) Seja G um grupo profinito e seja Gp
um p-subgrupo de Sylow de G, então cdp(G) = cdp(Gp).

Teorema 3.5.25 ([RZ, Teorema 7.3.7, pág. 274])
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1. Seja G um grupo profinito que não tem subgrupos de ordem p (i.e. p - |G|), e seja S

um subgrupo aberto de G. Então cdp(G) = cdp(S).

2. Seja G um grupo pro-p livre de torção. Se G contém um subgrupo aberto que é um grupo
pro-p livre, (neste caso dizemos que G é virtualmente um grupo pro-p livre), então G é
livre como grupo pro-p.

Observação 3.5.26 Grupo pro-p livre será definido na seção 3.5.4.

Teorema 3.5.27 ([W, Proposição 11.1.5, pág. 212]) Seja G um grupo profinito.

1. Se cdp(G) é finita então G não tem elementos de ordem p.

2. Se cdp(G) = 0 então os p-subgrupos de Sylow de G são triviais.

3.5.4 Geradores e Relações para Grupos pro-p

Grupos livres desempenham um papel importante tanto na teoria de grupos abstratos como
na teoria de grupos pro-p. De modo análogo ao caso abstrato, grupos pro-p livres são definidos
pela propriedade universal e no nosso caso grupos pro-p livres serão considerados em bases
finitas.

Definição 3.5.28 Seja Y um conjunto finito e F̃ um grupo pro-p contendo Y , dizemos que
F̃ é livre em Y se para cada grupo pro-p G, cada aplicação de conjuntos f : Y → G tem
uma única extensão a um homomorfismo cont́ınuo de grupos pro-p f̃ : F̃ → G, i.e. o seguinte
diagrama comuta:

F̃
f̃

��?
?

?
?

Y
f
//?�

i

OO

G

Exemplos 3.5.29 Seja Y = {y} um conjunto consistindo de um elemento só, então Zp o
completamento por-p de Z, é um grupo pro-p livre em Y . Pois podemos identificar y ↔ 1 ∈ Zp
e assim temos que para cada grupo pro-p G e cada aplicação de conjuntos f : Y → G, levando
y → g para algum g ∈ G, existe um homomorfismo de grupos pro-p, f̃ : Zp → G dado por
z → gz que é cont́ınuo e o único que leva 1 → g, isto é provado na proposição 1.5.3 de [W,
pág. 29], logo é o único que estende f :

f̃ ◦ i(y) = f̃(1) = g1 = g = f(y)

onde i é a aplicação inclusão.
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Seja X um conjunto finito, pelo teorema 2.3.29 existe um grupo abstrato F que é livre
com base X, vamos denotar este grupo como F (X) para enfatizar o fato que F foi constrúıdo
a partir de X. Seja F (X)p̂ o completamento pro-p de F (X), para algum primo p fixo,

F (X)p̂ = lim←−
N∈N

F (X)/N

onde N = {N C F (X) | [F (X) : N ] <∞, F (X)/N ∈ C} e C é a classe de todos os p-grupos
finitos.

Como a classe de todos os p-grupos finitos satisfaz as propriedades C1, C2, C3, C4 e C5,
a proposição 3.2.17 nos diz que F (X) é residualmente um p-grupo, ou seja ∩N∈NN = 1,
portanto j : F (X) → F (X)p̂, o homomorfismo de grupos definido em (3.2), é injetor e X

mergulha em F (X)p̂, pois X ↪→ F (X)
j→ F (X)p̂.

O seguinte teorema mostra que existem grupos pro-p livres e relaciona grupos abstratos
livres com grupos pro-p livres.

Teorema 3.5.30 ([W, Proposição 5.1.3′, pág. 72]) Seja X um conjunto finito, então o
grupo pro-p F (X)p̂ é livre com base X.

Teorema 3.5.31 ([RZ, pág. 290]) Todo grupo pro-p G f.g. é um quociente de um grupo
pro-p livre.

Observe que em [RZ, pág. 290] é exigido que todo subgrupo aberto U de G contenha
todos, a menos de uma quantidade finita, os elementos do conjunto X de geradores de G,
neste caso X é dito um conjunto de geradores de G convergindo a 1. Mas no nosso
caso esta hipótese é automaticamente satisfeita já que exigimos que o conjunto de geradores
de G seja finito.

Teorema 3.5.32 ([RZ, Teorema 7.7.4, pág. 286]) Seja G um grupo pro-p. Então as
seguintes afirmações são equivalentes

1. cdp(G) ≤ 1;

2. H2(G,Fp) = 0;

3. G é um grupo pro-p livre.

Observe que o teorema anterior junto com a proposição 3.5.14, justificam que um grupo
pro-p G não trivial é livre se e somente se cdp(G) = 1.

Teorema 3.5.33 Todo subgrupo fechado de um grupo pro-p livre é um grupo pro-p livre.
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Demonstração: Seja G um grupo pro-p livre e seja H um subgrupo fechado de G. Então

cdp(H) ≤ cdp(G) ≤ 1, pelo teorema 3.5.23 (1).

Logo, pelo teorema 3.5.32, H é grupo pro-p livre.

Definição 3.5.34 Dizemos que um grupo pro-p G é finitamente apresentável se existe
um conjunto finito X = {xk : k ∈ K}, chamado de geradores de G e um conjunto finito
∆ = {rj = 1 : j ∈ J}, chamado de relações correspondentes ao conjunto de geradores X, tal
que

G '
F (X)p̂

〈R1〉
F (X)p̂

,

onde 〈R1〉
F (X)p̂ é o subgrupo minimal de F (X)p̂ que é fechado, normal e contém o conjunto

R1 = {rj}j∈J . Dizemos que 〈X | ∆〉 é uma apresentação finita de G.

Grupos pro-p livres f.g. são finitamente apresentáveis. Se G1, G2 são grupos finitamente
apresentáveis então G1×G2 é finitamente apresentável, disto segue que grupos pro-p abelianos
f.g. são finitamente apresentáveis.

Proposição 3.5.35 ([W, Corolário 12.1.3, pág. 239]) Todo p-grupo finito é finitamente
apresentável se visto como um grupo pro-p.

Teorema 3.5.36 ([RZ, Teorema 7.8.1, pág. 288]) Seja G um grupo pro-p f.g. e seja X
um conjunto minimal de geradores de G. Então

|X| = dimFp(H1(G,Fp)) = dimFp(H1(G,Fp)).

Teorema 3.5.37 ([RZ, Teorema 7.8.3, pág. 290]) Seja G um grupo pro-p f.g. e seja R1

um conjunto minimal de relações de G, tal que R1 é um subconjunto de um grupo pro-p livre
com base X, com X como no teorema 3.5.36. Então

|R1| = dimFp(H2(G,Fp)) = dimFp(H2(G,Fp)).

Observe que se G é um grupo pro-p então Hn(G,Fp) é um espaço vetorial sobre o corpo
Fp, logo faz sentido falar da dimFp(Hn(G,Fp)).

Definição 3.5.38 Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável, definimos a deficiência

de G como o número dimFp(H1(G,Fp))− dimFp(H2(G,Fp)). Denotaremos a deficiência de
G por def G.
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Observe que se f : F̃ � G é um epimorfismo de grupos pro-p, com F̃ um grupo pro-
p livre com base X finita e R é um subconjunto do ker f que gera topologicamente ker f

como subgrupo normal fechado de F̃ , i.e. ker f = 〈R〉F̃ , com |R| minimal posśıvel, pode ser
demonstrado que

def(G) = |X| − |R| , (3.3)

depende só de G e não da escolha de F e f .

Proposição 3.5.39 ([W, Proposição 12.2.1, pág. 244]) Seja G um grupo pro-p tendo
uma apresentação com d geradores e r relações e seja H um subgrupo aberto de ı́ndice n.
Então H tem uma apresentação com d1 geradores e r1 relações, onde d1 − 1 = n(d − 1) e
r1 = nr.

Proposição 3.5.40 ([W, Proposição 12.2.2, pág. 244]) Suponha que G é um grupo pro-
p que tem um subgrupo normal N tal que ambos N e G/N são finitamente apresentáveis.
Então G é finitamente apresentável.

Lema 3.5.41 ([LS, Lema 16.4.3, pág. 370]) Suponha que o grupo pro-p G tem uma apre-
sentação G = 〈X | R〉. Se |R| < |X| então G tem abelinização infinita i.e. G/[G,G] é
infinito.

3.5.5 Grupos pro-p de Dualidade de Poincaré

Definição 3.5.42 Um grupo profinito G é de tipo FPm sobre Zp, para algum 0 ≤ m <

∞, se existe uma resolução projetiva profinita do [[ZpG]]-módulo trivial Zp,

· · · → Pi → Pi−1 → · · · → P0 → Zp → 0,

onde cada Pi é [[ZpG]]-módulo projetivo f.g. para i ≤ m. Um grupo profinito G é de tipo

FP∞ sobre Zp se é de tipo FPm para todo inteiro m ≥ 0.

Define-se analogamente grupo profinito de tipo FPm sobre Fp para algum 0 ≤ m ≤ ∞,
trocando Zp por Fp na definição anterior.

Teorema 3.5.43 ([SW, Proposição 3.7.1, pág. 377]) Um grupo profinito G é de tipo
FPm sobre Zp se e somente se para cada resolução projetiva parcial profinita

Pk → Pk−1 → · · · → P0 → Zp → 0,

do [[ZpG]]-módulo trivial Zp, com k < m e cada Pi f.g; o ker(Pk → Pk−1) é f.g.
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Lema 3.5.44 Um grupo pro-p G é de tipo FPm sobre Zp se e somente se Hi(G,Fp) é finito
para todo i ≤ m. Analogamente G é de tipo FPm sobre Zp se e somente se H i(G,Fp) é finito
para todo i ≤ m.

Demonstração: Suponha primeiro que G é um grupo pro-p de tipo FPm sobre Zp, então
existe uma resolução projetiva pro-p do [[ZpG]]-módulo trivial Zp

P : · · · → Pi
di→ Pi−1

di−1→ · · · → P0
d0→ Zp → 0,

onde Pi é f.g. como [[ZpG]]-módulo, para cada i ≤ m.
Pela observação 2.3.25, Pi ⊕Mi = [[ZpG]]di , para algum di ≥ 0 e para cada i ≤ m. Por

um lado temos que

(Pi ⊕Mi)⊗[[ZpG]] Fp =
(
Pi ⊗[[ZpG]] Fp

)
⊕
(
Mi ⊗[[ZpG]] Fp

)
, (3.4)

e pelo outro
[[ZpG]]di ⊗[[ZpG]] Fp = Fdi

p . (3.5)

Como (3.4) e (3.5) são iguais, Pi⊗[[ZpG]]Fp é Fp-módulo projetivo f.g. mas módulos projetivos
sobre corpos são módulos livres, logo existe 0 ≤ ki ≤ di tal que Pi ⊗[[ZpG]] Fp = Fki

p , ou seja
Pi⊗[[ZpG]] Fp é f.g. como Fp-módulo. Logo Pi⊗[[ZpG]] Fp é finito para todo i ≤ m, isto implica
que

Hi(G,Fp) = Hi

(
PZp ⊗[[ZpG]] Fp

)
=

ker(di ⊗ idFp)
im(di+1 ⊗ idFp)

é finito ∀i ≤ m.

Suponha agora que Hi(G,Fp) ' Tor[[ZpG]]
i (Zp,Fp) é finito para cada i ≤ m. Seja

Pk
dk→ Pk−1

dk−1→ · · · → P0
d0→ Zp → 0 (3.6)

uma resolução projetiva parcial pro-p do [[ZpG]]-módulo trivial Zp e cada Pl f.g. com l =
0, · · · , k, e k < m. Considere as sequências exatas curtas:

0→ ker d0 → P0
d0→ im d0 = Zp → 0,

0→ ker d1 → P1
d1→ im d1 = ker d0 → 0,

0→ ker d2 → P2
d2→ im d2 = ker d1 → 0,

...

0→ ker dk−1 → Pk−1
dk−1→ im dk−1 = ker dk−2 → 0,

para cada uma delas existe uma sequência exata longa em Tor

· · · → Tor[[ZpG]]
i (ker dj ,Fp)→ Tor[[ZpG]]

i (Pj ,Fp)→ Tor[[ZpG]]
i (im dj ,Fp)→

→ Tor[[ZpG]]
i−1 (ker dj ,Fp)→ Tor[[ZpG]]

i−1 (Pj ,Fp)→ Tor[[ZpG]]
i−1 (im dj ,Fp)→ . . . ,
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para j = 0, · · · , k − 1 e k < m.
Mas

Tor[[ZpG]]
i (Pj ,Fp) = Tor[[ZpG]]

i−1 (Pj ,Fp) = 0, para todo j ≤ k − 1 e i ≥ 2,

pois Pj é projetivo, logo

Tor[[ZpG]]
i (im dj ,Fp) ' Tor[[ZpG]]

i−1 (ker dj ,Fp), para todo j ≤ k − 1 e i ≥ 2,

mas pela exatidão da resolução projetiva parcial (3.6) im dj = ker dj−1, assim temos

Tor[[ZpG]]
i (ker dj−1,Fp) ' Tor[[ZpG]]

i−1 (ker dj ,Fp), para todo j ≤ k − 1 e i ≥ 2.

Em particular

Hk−1(G,Fp) ' Tor[[ZpG]]
k−1 (Zp,Fp) ' Tor[[ZpG]]

k−2 (ker d0,Fp)

' Tor[[ZpG]]
k−3 (ker d1,Fp) ' · · · ' Tor[[ZpG]]

1 (ker dk−1,Fp)

é finito pois k − 1 < m.
Considere agora a sequência exata curta

0→ ker dk → Pk
dk→ im dk = ker dk−1 → 0,

então existe sequência exata longa em Tor

0→ Tor[[ZpG]]
1 (ker dk−1,Fp)→ (ker dk) ⊗̂[[ZpG]]Fp →

→ Pk ⊗[[ZpG]] Fp → (ker dk−1) ⊗̂[[ZpG]]Fp → 0.

Logo como Tor[[ZpG]]
1 (ker dk−1,Fp) é finito e Pk é [[ZpG]]-módulo projetivo f.g. pelo feito na

primeira parte da demonstração Pk⊗[[ZpG]]Fp também é finito, logo (ker dk) ⊗̂[[ZpG]]Fp é finito
o que implica que ker dk é f.g. pelo exemplo 3.4.17 (1) e pelo lema de Nakayama (lema 3.4.26).
Portanto, pelo teorema 3.5.43, o grupo pro-p G é de tipo FPm sobre Zp.

Teorema 3.5.45 ([SW, Proposição 4.2.1, pág. 382])

1. Seja G um grupo pro-p e seja H um subgrupo pro-p aberto de G. Então G tem tipo
FPm sobre Zp se e somente se H tem tipo FPm sobre Zp.

2. O grupo pro-p G é finitamente apresentável se e somente se G é FP2.

Seja G um grupo pro-p e seja n um número natural. Dizemos que G é um grupo pro-p
de dualidade de dimensão n se as seguintes condições são satisfeitas:
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1. cdp(G) = n;

2. G tem tipo FP∞ sobre Zp;

3. H i(G, [[ZpG]]) =

{
0 se i 6= n

livre de p-torção se i = n
,

onde livre de p-torção significa que nenhum dos elementos de Hn(G, [[ZpG]]) tem ordem
potência de p.

Como no caso abstrato, grupos pro-p de dualidad podem ser caraterizados pelo seguinte
fato:

Teorema 3.5.46 ([SW, Teorema 4.5.1, pág. 389]) Seja G um grupo pro-p de tipo FP∞
sobre Zp e cdp(G) = n < ∞. Então G é um grupo de dualidade se e somente se existe um
isomorfismo natural Hn−i (G, ) ' Hi(G,H i(G, [[ZpG]])⊗̂Zp), para todo i ∈ Z.

Se, além disso Hn(G, [[ZpG]]) ' Zp, G é chamado de grupo pro-p de dualidade de
Poincaré de dimensão n. Mais ainda, se a ação de G em Hn(G, [[ZpG]]) é trivial, G é
chamado de grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável; caso contrario dizemos
que G é não orientável.

Existem duas definições de um grupo de dualidade de Poincaré profinito G num primo
p de dimensão n, elas podem ser encontradas em [SW] e [NSW]. As definições diferem em
que uma requere que o grupo G seja de tipo FP∞ sobre Zp e a outra não. Neste texto
adoptaremos a definição de [SW]. De qualquer jeito ambas as definições são equivalentes no
caso que o grupo G seja pro-p.

Observe que, apesar de [[ZpG]] não ser [[ZpG]]-módulo discreto, H i(G, [[ZpG]]) faz sentido
pois também é posśıvel definir cohomologia de grupos profinitos com coeficientes em [[ZpG]]-
módulos profinitos. Para tanto, seja G um grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp e de dimensão
cohomológica finita e seja

P : 0→ Pk → Pk−1 → · · · → P0 → Zp → 0

uma resolução projetiva do [[ZpG]]-módulo trivial profinito Zp com todos os Pi f.g. Então
definimos H i(G, [[ZpG]]) como

H i(G, [[ZpG]]) = H i(Hom[[ZpG]](PZp , [[ZpG]])).

Observe que, pelo lema 3.3.9, cada homomorfismo abstrato de [[ZpG]]-módulos Pi → [[ZpG]]
é homomorfismo cont́ınuo. De fato P pode ser escolhida qualquer resolução na categoria de
[[ZpG]]-módulos abstratos e, pelo lema 3.3.9, P seria também uma resolução na categoria
de módulos pro-p pois todos os diferenciais de P são homomorfismos cont́ınuos. Assim a
definição de H i(G, [[ZpG]]) não depende da escolha da resolução P.
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Exemplos 3.5.47 O único grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensão 1 é Zp.

Análogamente ao caso abstrato temos:

Proposição 3.5.48 ([SW, Proposição 4.4.1, pág. 388]) Seja G um grupo pro-p de tipo
FP∞ sobre Zp e cdp(G) = n < ∞ e seja H um subgrupo aberto de G. Então G é um grupo
de dualidade (respetivamente grupo de dualidade de Poincaré) se e somente se H é um grupo
de dualidade (respetivamente grupo de dualidade de Poincaré).

3.5.6 Caracteŕıstica de Euler de Grupos profinitos

Para qualquer grupo abeliano profinito f.g. B, definimos o posto de B por

postoZp
(B) = dimQp(Qp ⊗Zp B),

onde Qp é o corpo de frações de Zp.
Observe que Qp não é grupo abeliano profinito pois não é compacto.

Definição 3.5.49 Seja G um grupo profinito e p um primo. Suponha que G é de tipo FP∞
sobre Zp e cdp(G) <∞, definimos então χp(G) a p-caracteŕıstica de Euler de G por

χp(G) =
∑

0≤i≤cdp(G)

(−1)i postoZp
(Hi (G,Zp)) .

Seja S : 0 → Sn → Sn−1 → · · · → S0 → Zp → 0 uma resolução projetiva do [[ZpG]]-
módulo trivial Zp com todos os Si f.g. Então χp(G) =

∑
i(−1)i postoZp

(
Hi

(
SZp⊗̂[[ZpG]]Zp

))
,

mas como Zp é f.g. como [[ZpG]]-módulo, temos

χp(G) =
∑
i

(−1)i postoZp

(
Hi

(
SZp ⊗[[ZpG]] Zp

))
=
∑
i

(−1)i postoZp

(
Si ⊗[[ZpG]] Zp

)
pelo análogo da proposição 2.5.3 para o caso profinito

=
∑
i

(−1)i dimFp

(
Si ⊗[[ZpG]] Fp

)
=
∑
i

(−1)i dimFp

(
Hi

(
SZp ⊗[[ZpG]] Fp

))
=
∑
i

(−1)i dimFp (Hi (G,Fp)) .

Note que em geral para um Zp-módulo f.g. A

postoZp
(A) 6= dimFp(Fp ⊗Zp A).

Por exemplo se A = Zp ⊕ Fp então postoZp
(A) = 1 e dimFp(Fp ⊗Zp A) = 2. Mas, no nosso

caso, Si é [[ZpG]]-módulo profinito projetivo f.g. então é somando de [[ZpG]]-módulo profinito
livre, assim

Si ⊕ Li = [[ZpG]]mi .
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Isto implica que Si⊗[[ZpG]]Zp é somando direto de [[ZpG]]mi⊗[[ZpG]]Zp = Zmi
p que é Zp-módulo

livre f.g. e cada Zp-módulo f.g. é soma direta de Zp-módulos ćıclicos, pois Zp é domı́nio de
ideais principais (veja o Teorema de Decomposição Ćıclica de um Módulo Primário, [Ro, pág.
149]). Logo cada submódulo de Zmi

p é Zki
p para algum ki ≤ mi, ou seja

Si ⊗[[ZpG]] Zp ' Zki
p ≤ Zmi

p .

Por outro lado

Si ⊗[[ZpG]] Fp ' Si ⊗[[ZpG]] Zp ⊗Zp Fp
= Zki

p ⊗Zp Fp = Fki
p .

Logo postoZp

(
Si ⊗[[ZpG]] Zp

)
= ki = dimFp

(
Si ⊗[[ZpG]] Fp

)
.

Prova-se analogamente à proposição 2.5.6 do caso abstrato que:

Proposição 3.5.50 Se G for um grupo pro-p orientável de dualidade de Poincaré de di-
mensão n impar, então χp(G) = 0.
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Caṕıtulo 4

Completamentos Pro-p de Grupos
de Dualidade de Poincaré de

Dimensão 3

Ao longo deste caṕıtulo, p denotará sempre um número primo fixo, Tor e Ext serão funtores
de módulos abstratos, mesmo se aplicados a anéis de grupos completos.

Para um grupo abstrato G denotamos por Gp̂ e ĜN o completamento pro-p e o limite
inverso

lim←−
N∈N

G/N ,

onde N é uma coleção não vazia de subgrupos normais do grupo G, tal que cada quociente
G/N , com N ∈ N , pertence à classe C de p-grupos finitos, respetivamente. Note que, na
verdade, ĜN é KN (G) definido na seção 3.2.1, mas usaremos a notação ĜN para maior
simplicidade.

Neste caṕıtulo estabelecemos uma relação entre homologia e cohomologia de um grupo G
e homologia e cohomologia cont́ınuas do seu completamento pro-p.

Também discutimos algumas condições suficientes para que vários invariantes homológi-
cos de G sejam preservados no completamento. Estes invariantes são, por exemplo, o tipo
homológico, a caracteŕıstica de Euler e a dimensão cohomológica.

Isto se aplica principalmente à classe de grupos de dualidade de Poincaré de dimensão 3,
mas muitos resultados continuam sendo válidos para uma classe mais ampla de grupos.

Os resultados deste caṕıtulo foram originalmente demonstrados em [KZ].

4.1 Completamentos de Grupos Abstrados de Tipo FPm

O seguinte lema estabelece uma relação entre as propriedades de módulos abstratos sobre o
anel topológico [[RG]], onde G é um grupo profinito e R = Zp ou Fp, e módulos profinitos
sobre o mesmo anel ou entre as propriedades do mesmo grupo profinito G.

Lema 4.1.1 Seja p um número primo, R o anel Zp ou Fp e G um grupo profinito. Então

1. Cada [[RG]]-módulo abstrato projetivo f.g. é um [[RG]]-módulo profinito projetivo.
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2. Se o [[RG]]-módulo trivial abstrato R tem tipo homológico FPm então o grupo profinito
G tem tipo homológico FPm sobre R.

3. Se o [[ZpG]]-módulo abstrato trivial Zp tem resolução projetiva de comprimento menor
ou igual a m e todos os módulos projetivos são f.g. então cdp(G) ≤ m.

4. Se o [[RG]]-módulo trivial abstrato R tem tipo FPm, então para qualquer [[RG]]-módulo
finito discreto M e i ≤ m− 1 existe um isomorfismo natural entre o funtor de módulos
abstratos Exti[[RG]](R,M) e a cohomologia cont́ınua H i(G,M).

5. Se o [[RG]]-módulo trivial abstrato R tem tipo FPm, então para qualquer [[RG]]-módulo
profinito N e i ≤ m − 1 existe um isomorfismo natural entre o funtor de módulos
abstratos Tor[[RG]]

i (R,N) e a homologia cont́ınua Hi(G,N).

Demonstração:

1. Seja P um [[RG]]-módulo abstrato projetivo f.g; então P é somando de um [[RG]]-
módulo abstrato livre f.g., i.e.

F = [[RG]]n = P ⊕ P ′

Logo F é um [[RG]]-módulo profinito livre f.g, pois a soma é finita. Seja ϕ : F → F

a projeção canônica na primeira coordenada, (p, p′) 7→ (p, 0), ϕ é um homomorfismo
de módulos abstratos sobre o anel [[RG]], tal que imϕ = P . Pelo Lema 3.3.9, ϕ é
cont́ınua, logo P é um [[RG]]-módulo profinito, por ser imagem cont́ınua de profinito,
e um somando direto do [[RG]]-módulo profinito livre, portanto P é um [[RG]]-módulo
profinito projetivo.

2. Como R tem tipo homológico FPm como [[RG]]-módulo abstrato, existe uma resolução
projetiva de [[RG]]-módulos abstratos

P : · · · → Pi
∂i→ · · · → P0

∂0→ R→ 0,

tal que Pi é f.g. para cada i ≤ m. Pela parte 1, Pi é [[RG]]-módulo profinito projetivo
f.g. para cada i ≤ m e pelo lema 3.3.9, ∂i é cont́ınua para cada i ≤ m. Logo

P(m) : Pm
∂m→ · · · → P0

∂0→ R→ 0

é uma resolução parcial profinita projetiva de tipo finito do [[RG]]-módulo trivial R.
Logo G tem tipo FPm sobre R.
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3. Seja
P : 0→ Pm

∂m→ · · · → P0
∂0→ Zp → 0

uma resolução projetiva do [[ZpG]]-módulo abstrato trivial Zp tal que para cada i, Pi é
um [[ZpG]]-módulo abstrato projetivo f.g. Pela prova de 2, P é uma resolução projetiva
profinita de Zp, logo pela proposição 3.5.15 cdp(G) ≤ m.

4. Como o [[RG]]-módulo trivial abstrato R tem tipo FPm existe uma resolução projetiva
abstrata

P : · · · → Pm
∂m→ · · · → P0

∂0→ R→ 0,

com módulos projetivos f.g. em dimensão ≤ m. Por 1 e 2

P(m) : Pm
∂m→ · · · → P0

∂0→ R→ 0

é uma resolução profinita projetiva parcial de tipo finito do [[RG]]-módulo profinito tri-
vial R e pode ser usada para calcular Hi(G,N) e H i(G,M) para i ≤ m−1. Novamente
pelo lema 3.3.9 temos que o conjunto de homomorfismos de [[RG]]-módulos abstratos
indo de qualquer [[RG]]-módulo profinito f.g. (em particular Pi para i ≤ m) a M é o
conjunto de todos os homomorfismos de módulos cont́ınuos. Então

Exti[[RG]](R,M) ' H i(Hom[[RG]](Pdel,M)) ' H i(G,M), para i ≤ m− 1.

5. Usando a resolução profinita projetiva parcial anterior, temos que

Tor[[RG]]
i (R,N) ' Hi(Pdel ⊗[[RG]] N) ' Hi(Pdel⊗̂[[RG]]N) ' Hi(G,N) para i ≤ m− 1,

onde o isomorfismo Hi(Pdel ⊗[[RG]] N) ' Hi(Pdel⊗̂[[RG]]N) segue do fato que o pro-
duto tensorial abstrato ⊗[[RG]] e o produto tensorial completo ⊗̂[[RG]] são naturalmente
isomorfos se aplicados a módulos profinitos com pelo menos um deles f.g. (proposição
3.4.24 item 4).

Seja G um grupo abstrato de tipo homológico FPm sobre o anel Z para algum m ≥ 1, em
particular G é f.g. Então existe uma resolução projetiva do [ZG]-módulo à direita trivial Z

R : · · · → Ri
di→ Ri−1 → · · · → R0

d0→ Z→ 0

com todos os Ri f.g. para i ≤ m. Seja N um conjunto de subgrupos normais N de ı́ndice
finito em G tal que para cada N ∈ N , G/N ∈ C, a classe dos p-grupos finitos. O conjunto
N é dirigido no sentido que se N1, N2 ∈ N então existe N3 ∈ N tal que N3 ≤ N1 ∩N2, ou
seja N satisfaz a condição (3.1). Definimos

ĜN = lim←−
N∈N

G/N , [[FpĜN ]] = lim←−
N∈N

[Fp (G/N)]
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observe que ĜN pode ser o completamento pro-p de G mas também pode ser somente um
quociente de tal completamento. Para cada N ∈ N definimos

RN = R⊗[ZN ] Fp,

logo RN é um complexo, em geral não exato, de [Fp (G/N)]-módulos projetivos e {RN}N∈N
é um sistema inverso sobrejetor de complexos via as aplicações sobrejetoras G/N1 → G/N2

para os grupos N1 ⊆ N2 de N . Definimos o complexo R̂ como

R̂ = lim←−
N∈N
RN . (4.1)

Teorema 4.1.2 ([We, Teorema 3.5.8, pág. 83]) Seja · · · → RN1 → RN0 → 0 uma torre
de cadeias de complexos de grupos abelianos satisfazendo a condição de Mittag-Leffler (pág.
29). Então existe uma sequência exata, para cada k

0→ lim←−
1Hk+1 (RNi)→ Hk

(
lim←− RNi

)
→ lim←− Hk (RNi)→ 0,

onde lim←−
1 é um funtor derivado de lim←−.

Teorema 4.1.3 ([We, pág. 83]) Se
{
Vi, ψ

j
i

}
é uma torre de espaços vetoriais (definição

1.6.9) de dimensão finita sobre um corpo, então lim←−
1 Vi = 0.

Lema 4.1.4 Seja G um grupo abstrato de tipo homológico FPm sobre o anel Z para algum
m ≥ 1 e sejam R, ĜN , [[FpĜN ]], RN , e R̂, definidos como antes. Então existe um isomor-
fismo de [[FpĜN ]]-módulos abstratos

H0(R̂) = 0 e Hi(R̂) ' lim←−
N∈N

Hi(RN ) ' lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) para 1 ≤ i ≤ m− 1,

onde a ação de G/N em Hi(N,Fp), induzida por conjugação, induz uma ação de ĜN em
lim←−
N∈N

Hi(N,Fp).

Demonstração: Como R é uma resolução projetiva, então R é uma sequência exata longa.
Também ⊗[ZN ]Fp é funtor exato à direita, logo

R1 ⊗[ZN ] Fp
d1⊗idFp−→ R0 ⊗[ZN ] Fp

d0⊗idFp−→ Z⊗[ZN ] Fp → 0

é exata, portanto H0(RN ) = 0. Por outro lado, para i ≥ 1,

Hi(RN ) = Hi(R⊗[ZN ] Fp) = Tor[ZN ]
i (Z,Fp) = Hi(N,Fp).
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Como G é f.g. qualquer conjunto de subgrupos normais de ı́ndice potência de p em G

é enumerável, portanto podemos substituir N por um subconjunto N ′ cofinal enumerável
totalmente ordenado, obtendo o mesmo limite inverso: R̂ = lim←−

Ni∈N ′
RNi .

Se Ni+1 ⊆ Ni, com Ni+1, Ni ∈ N ′, existe um epimorfismo

ψ
Ni+1

Ni
: RNi+1 � RNi

proveniente do sistema inverso que define R̂. Portanto
{
RNi , ψ

Nj

Ni

}
Ni∈N ′

é uma torre de

cadeias de complexos de grupos abelianos, tal que as aplicações ψNi+1

Ni
são sobrejetoras, logo{

RNi , ψ
Nj

Ni

}
Ni∈N ′

satisfaz a condição de Mittag-Leffler.

Então o teorema 4.1.2 afirma que para cada i

0→ lim←−
Nk∈N ′

1Hi+1(RNk
)→ Hi( lim←−

Nk∈N ′
RNk

)→ lim←−
Nk∈N ′

Hi(RNk
)→ 0,

é uma sequência exata curta.
Mas se i + 1 ≤ m, Hi+1(RNk

) = Hi+1(Nk,Fp) é um espaço vetorial de dimensão finita
sobre o corpo Fp, pois como G é de tipo FPm todo subgrupo de ı́ndice finito em G é de tipo
FPm, em particular cada Nk ∈ N ′ é de tipo FPm, isto implica que Hj(Nk,Fp) é finito para
cada j ≤ m (veja lema 3.5.44). Então pelo teorema 4.1.3

lim←−
Nk∈N

1Hi+1(RNk
) = 0 se i+ 1 ≤ m.

Portanto, se 1 ≤ i ≤ m− 1

Hi(R̂) = Hi( lim←−
Nk∈N ′

RNk
) ' lim←−

Nk∈N ′
Hi(RNk

) = lim←−
N∈N

Hi(RN ).

Para cada i ≤ m, Ri é [ZG]-módulo projetivo f.g. Logo existe Mi um [ZG]-módulo
projetivo tal que Ri ⊕Mi = [ZG]ki , portanto

[ZG]ki ⊗[ZN ] Fp = (Ri ⊕Mi)⊗[ZN ] Fp
=
(
Ri ⊗[ZN ] Fp

)
⊕
(
Mi ⊗[ZN ] Fp

)
,

note que como Ri ⊗[ZN ] Fp é somando direto de [ZG]ki ⊗[ZN ] Fp, donde

[ZG]ki ⊗[ZN ] Fp =
(
[ZG]⊗[ZN ] Fp

)ki ,

e como [ZG]⊗[ZN ] Fp ' [Fp(G/N)] com isomorfismo g ⊗ f 7→ fg, onde f ∈ Fp, g é a imagem
de g ∈ G em G/N , logo temos(

Ri ⊗[ZN ] Fp
)
⊕
(
Mi ⊗[ZN ] Fp

)
= [Fp(G/N)]ki .
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Portanto

lim←−
N∈N

(
Ri ⊗[ZN ] Fp

)
⊕ lim←−
N∈N

(
Mi ⊗[ZN ] Fp

)
=

{
lim←−
N∈N

[Fp(G/N)]

}ki

= [[FpĜN ]]ki ,

ou seja,

R̂i, o módulo em dimensão i de R̂, é um [[FpĜN ]]-módulo projetivo pro-p f.g. (4.2)

Por outro lado, se i ≤ m

Ri ⊗[ZG] [[FpĜN ]] = Ri⊗̂[ZG][[FpĜN ]], pois Ri é f.g. (4.3)

= Ri⊗̂[ZG]( lim←−
N∈N

[Fp (G/N)])

= lim←−
N∈N

(Ri⊗̂[ZG][Fp (G/N)]), pois lim←− comuta com ⊗̂

= lim←−
N∈N

(Ri⊗̂[ZG]

(
[ZG]⊗[ZN ] Fp

)
)

= lim←−
N∈N

(
Ri ⊗[ZN ] Fp

)
= R̂i.

Observe ainda que

R̂−1 = R−1 ⊗[ZG] [[FpĜN ]] = Z⊗[ZG] [[FpĜN ]] = Fp,

pois como G tem tipo FP1, G é f.g. Sejam g1, · · · , gm os geradores do grupo abstrato G,
então as imagens g1, · · · , gm de g1, · · · , gm em ĜN geram ĜN topologicamente. Portanto o
ideal aumentado ((I)) de [[FpĜN ]] é gerado topologicamente por g1 − 1, · · · , gm − 1. Como
este conjunto é finito, pelo lema 3.3.9, g1− 1, · · · , gm− 1 geram ((I)) como [[FpĜN ]]-módulo
abstrato. Então

[[FpĜN ]] = Fp ⊕ ((I)) = Fp ⊕ (g1 − 1) [[FpĜN ]]⊕ · · · ⊕ (gm − 1) [[FpĜN ]],

como Fp-módulos. Então para λ ∈ [[FpĜN ]] e z ∈ Z temos

z ⊗ (gi − 1)λ = z(gi − 1)⊗ λ = 0⊗ λ = 0

ou seja Z⊗[ZG] (gi − 1) [[FpĜN ]] = 0 para todo 1 ≤ i ≤ m. Isto implica que

Z⊗[ZG] [[FpĜN ]] = Z⊗[ZG] Fp, (4.4)

mas G age trivialmente sobre Z e Fp, logo

Z⊗[ZG] Fp = Z⊗Z Fp ' Fp. (4.5)
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Por outro lado ⊗[ZG][[FpĜN ]] é funtor exato à direita, logo

R1 ⊗[ZG] [[FpĜN ]] d1⊗id−→ R0 ⊗[ZG] [[FpĜN ]] d0⊗id−→ Z⊗[ZG] [[FpĜN ]]→ 0

é sequência exata curta, onde id = id
[[FpĜN ]]

. Isto implica que

im(d̂o) = im(d0 ⊗ id) = Z⊗[ZG] [[FpĜN ]] = Fp, (4.6)

por 4.4 e 4.5.
O mesmo argumento continua válido se substitúımos Fp por Zp.
O seguinte teorema relaciona os tipos homológicos de lim←−

N∈N
Hi(N,Fp) e Fp considerados

como [[FpĜN ]]-módulos.

Teorema 4.1.5 Suponha que G é um grupo abstrato de tipo FPm, para algum m ≥ 2, e N
é um conjunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence à classe C dos
p-grupos finitos. Suponha também que o limite inverso lim←−

N∈N
Hi(N,Fp) é de tipo homológico

FPm−1−i como [[FpĜN ]]-módulo abstrato para cada 1 ≤ i ≤ m−1. Então o [[FpĜN ]]-módulo
trivial abstrato Fp tem tipo FPm.

Demonstração: Considere as sequências exatas curtas de módulos

0→ ker(d̂j)→ R̂j → im(d̂j)→ 0

0→ im(d̂j)→ ker(d̂j−1)→ Hj−1(R̂)→ 0

a primeira sequência é exata pelo teorema de homomorfismos e a segunda pela definição de
homologia. Aqui d̂j e R̂j denotam os diferenciais e os módulos, respetivamente, do complexo
R̂, definido como anteriormente, em dimensão j.

Vamos provar que R̂j é de tipo FP∞ sobre [[FpĜN ]] para j ≤ m. Por (4.2), R̂j é [[FpĜN ]]-
módulo projetivo f.g. Assim

0→ P0 = R̂j → R̂j → 0

é resolução projetiva de R̂j onde cada módulo é f.g., o que implica que R̂j tem tipo FP∞.
Vamos provar por indução inversa em j que im(d̂j) é de tipo FPm−j para todo 0 ≤ j ≤ m.
Caso j = m, o [[FpĜN ]]-módulo R̂m é f.g. logo tem tipo homológico FP0. Então im(d̂m)

é f.g. como [[FpĜN ]]-módulo, também tem tipo FP0.
Supomos que a hipótese vale para j = i, i.e. im(d̂i) é de tipo FPm−i para algum 1 ≤ i ≤ m.

Pela hipótese do teorema Hi−1(R̂) ' lim←−
N∈N

Hi−1(N,Fp) é de tipo homológico FPm−i, logo pelo

item (3) do teorema 2.3.28 aplicado na segunda sequência para j ≥ i, ker(d̂i−1) é de tipo
FPm−i.
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Pelo item (4) do teorema 2.3.28, aplicado na primeira sequência, para j = i − 1, temos
que im(d̂i−1) é de tipo FPm−(i−1). Isto completa o passo indutivo, por tanto im(d̂0) é de tipo
FPm, mas im(d̂0) = Fp, por (4.6), que é o que queŕıamos provar.

Teorema 4.1.6 Suponha que G é um grupo abstrato de tipo FP∞ e dimensão cohomológica
finita, e N é um conjunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence à
classe C dos p-grupos finitos, com p um número primo. Suponha também que o limite inverso
lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) = 0 para todo i ≥ 1. Então para cada m ≥ 1 e i ≥ 1

1. Tor[ZG]
i

(
Z, [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= 0 e Tor[ZG]

i

(
Z, [[ZpĜN ]]

)
= 0.

2. ĜN é grupo pro-p de tipo FP∞ sobre Zp.

Demonstração:

1. Vamos provar que Tor[ZG]
i

(
Z, [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= 0 por indução sobre m.

Caso m = 1. Como G tem tipo FP∞ e dimensão cohomológica finita então, pela
proposição 2.3.41, G tem tipo FP, logo existe uma resolução projetiva de tipo finito e
comprimento finito j = cd(G) do [ZG]-módulo abstrato trivial Z. Seja

R : 0→ Rj
dj→ Rj−1 → · · · → R0

d0→ Z→ 0

tal resolução.

Por (4.3), para cada i ≥ 0, tem-se R̂i ' Ri ⊗[ZG] [[FpĜN ]]. Logo, para cada i ≥ 1

Tor[ZG]
i (Z, [[(Z/pZ) ĜN ]]) = Tor[ZG]

i (Z, [[FpĜN ]]) = Hi(R⊗[ZG] [[FpĜN ]]) = Hi(R̂),

mas pelo lema 4.1.4

Hi(R̂) = lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) e por hipótese lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) = 0.

Logo Tor[ZG]
i (Z, [[(Z/pZ) ĜN ]]) = 0, para cada i ≥ 1.

Por hipótese indutiva supomos válido o caso m− 1, ou seja

Tor[ZG]
i (Z, [[

(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]) = 0, para cada i ≥ 1.

Considere a sequência exata curta de [ZG]-módulos abstratos

0→ [[
(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]→ [[(Z/pmZ) ĜN ]]→

[[(
Z/pmZ

Z/p(m−1)Z

)
ĜN

]]
→ 0. (4.7)
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Observe que[[(
Z/pmZ

Z/p(m−1)Z

)
ĜN

]]
=
[[(

Z/pmZ
pZ/pmZ

)
ĜN

]]
=
[[(

Z
pZ

)
ĜN

]]
=
[[
FpĜN

]]
,

onde o isomorfismo Z
p(m−1)Z '

pZ
pmZ é dado por z + p(m−1)Z 7→ pz + pmZ. Assim a

sequência (4.7) fica

0→ [[
(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]→ [[(Z/pmZ) ĜN ]]→ [[FpĜN ]]→ 0

e associada a ela temos a sequência exata longa em Tor

· · · → Tor[ZG]
i

(
Z, [[

(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]

)
→ Tor[ZG]

i

(
Z, [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
→

→ Tor[ZG]
i

(
Z, [[FpĜN ]]

)
→ · · · .

Por indução

Tor[ZG]
i

(
Z, [[

(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]

)
= 0 para todo i ≥ 1 e

Tor[ZG]
i

(
Z, [[FpĜN ]]

)
= 0 para todo i ≥ 1,

o que implica que Tor[ZG]
i

(
Z, [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= 0 para todo i ≥ 1.

Por definição temos que

Zp = lim←−
m∈N

Z/pmZ, então [[ZpĜN ]] = lim←−
m∈N

[[(Z/pmZ) ĜN ]].

Seja R a resolução original, para cada m ∈ N, definimos o complexo

P(m) = R⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]],

note que P(1) = R̂. Logo H0(P(m)) = 0, pois o funtor ⊗[ZG][[(Z/pmZ) ĜN ]] é exato a
direita e, para i ≥ 1,

Hi(P(m)) = Hi(R⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]])

= Tor[ZG]
i

(
Z, [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= 0.

Logo, para cada m ≥ 1, P(m) é complexo exato.

Se chamamos de πm o morfismo

πm : [[(Z/pmZ) ĜN ]]→ [[
(
Z/p(m−1)Z

)
ĜN ]]
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sendo ĜN
id→ ĜN e a projeção canônica Z/pmZ→ Z/p(m−1)Z, então

{
P(m), idRi ⊗πm

}
m∈N

é um sistema inverso sobrejetor. Seja P o complexo P = lim←−
m∈N
P(m). Então, pelo teorema

4.1.2, para cada k existe uma sequência exata curta

0→ lim←−
m∈N

1Hk+1(P(m))→ Hk(P)→ lim←−
m∈N

Hk(P(m))→ 0,

mas P(m) é exato para todo m ≥ 1, o que implica

lim←−
m∈N

1Hk+1(P(m)) = 0 e lim←−
m∈N

Hk(P(m)) = 0,

e portanto Hk(P) = 0 para cada k, logo P é um complexo exato.

Por outro lado, o i-ésimo elemento de P é

Pi = lim←−
m∈N

(
Ri ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
' Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]],

a última igualdade é obvia se o [ZG]-módulo Ri é livre f.g. pois neste caso Ri ' [ZG]ki

para algum ki ≥ 0. Para o caso geral no qual Ri é projetivo f.g., considere Ri como
somando direto de um [ZG]ki , i.e. Ri ⊕Mi = [ZG]ki . Então:

lim←−
m∈N

(
Ri ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
⊕ lim←−
m∈N

(
Mi ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= lim←−

m∈N

(
[ZG]ki ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
= lim←−

m∈N
[[(Z/pmZ) ĜN ]]ki

= [[ZpĜN ]]ki = (Ri ⊕Mi)⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

=
(
Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

)
⊕
(
Mi ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

)
.

Temos também as seguintes projeções

Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]
α
� lim←−

m∈N

(
Ri ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
Mi ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

β
� lim←−

m∈N

(
Mi ⊗[ZG] [[(Z/pmZ) ĜN ]]

)
,

que provêm da propriedade universal do limite inverso. Portanto os isomorfismos acima
mostram que α e β são também isomorfismos, ou seja P é isomorfo a R⊗[ZG] [[ZpĜN ]].
Logo, para cada i ≥ 1,

0 = Hi(P) = Hi(R⊗[ZG] [[ZpĜN ]]) = Tor[ZG]
i

(
Z, [[ZpĜN ]]

)
.
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2. Observe que Pi = lim←−
m∈N

lim←−
N∈N

(
Ri ⊗[ZG] [(Z/pmZ) (G/N)]

)
, logo é um grupo pro-p, para

cada i ≥ 0 e Zp = Z⊗[ZG] [[ZpĜN ]], por (4.4) e (4.5).

Por outro lado Ri é [ZG]-módulo projetivo, logo Ri ⊕Mi = [ZG]ki , portanto

[ZG]ki ⊗[ZG] [[ZpĜN ]] = (Ri ⊕Mi)⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

=
(
Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

)
⊕
(
Mi ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

)
,

ou seja Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]] é somando direto de

[ZG]ki ⊗[ZG] [[ZpĜN ]] = [[ZpĜN ]]ki ,

i.e. Pi é [[ZpĜN ]]-módulo projetivo f.g. para todo i ≥ 0. Em conclusão o complexo

P : 0→ Pj
∂j→ Pj−1 → · · · → P0

∂0→ Zp → 0

é uma resolução projetiva pro-p do [[ZpĜN ]]-módulo pro-p trivial Zp com todos os
módulos projetivos f.g. Logo ĜN é de tipo FP∞ sobre Zp.

Teorema 4.1.7 Seja G um grupo abstrato de tipo FP∞ e dimensão cohomológica, cd(G) =
m, finita. Seja N um conjunto dirigido de subgrupos normais N de G tal que G/N pertence
à classe C dos p-grupos finitos, para algum número primo p fixo. Suponha também que para
cada 1 ≤ i ≤ m o limite inverso

lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) = 0.

Então o grupo pro-p ĜN tem p-dimensão cohomológica finita

cdp(ĜN ) ≤ m,

é de tipo FP∞ sobre Fp e sobre Zp, e sua p-caracteŕıstica de Euler é χp(ĜN ) = χ(G).

Demonstração: O teorema 4.1.6 afirma que ĜN é de tipo FP∞ sobre Zp. Observe que
na demonstração de tal teorema só usamos que lim←−

N∈N
Hi(N,Fp) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ cd(G).

Além disso constrúımos o complexo P ' R⊗[ZG] [[ZpĜN ]] que é uma resolução projetiva de
Zp como um [[ZpĜN ]]-módulo abstrato, de comprimento finito e todos os módulos projetivos
f.g. Então pelo item (3) do lema 4.1.1 temos que cdp(ĜN ) ≤ m = cd(G).

Seja
R : 0→ Rm

dm→ Rm−1 → · · · → R0
d0→ Z→ 0
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como antes, i.e. uma resolução projetiva do [ZG]-módulo trivial Z com cada Ri f.g. e seja R̂
o complexo obtido pelo limite inverso procedendo como em (4.1), i.e. R̂ ' R⊗[ZG] [[FpĜN ]].
Pelo lema 4.1.4 Hi(R̂) ' lim←−

N∈N
Hi(N,Fp) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ m, ou seja R̂ é complexo

exato. Portanto R̂ é uma resolução projetiva pro-p do [[FpĜN ]]-módulo trivial Fp com cada
R̂i f.g; logo ĜN é de tipo FP∞ sobre Fp.

Por último

χp(ĜN ) =
∑

0≤i≤cdp(ĜN )

(−1)i postoZp

(
Hi

(
ĜN ,Zp

))
=

∑
0≤i≤m

(−1)i postoZp

(
Hi

(
ĜN ,Zp

))
(4.8)

=
∑

0≤i≤m
(−1)i postoZp

(
Pi ⊗[[ZpĜN ]]

Zp
)

=
∑

0≤i≤m
(−1)i postoZp

((
Ri ⊗[ZG] [[ZpĜN ]]

)
⊗

[[ZpĜN ]]
Zp
)

=
∑

0≤i≤m
(−1)i postoZp

(
Ri ⊗[ZG] Zp

)
=

∑
0≤i≤cd(G)

(−1)i postoZ
(
Ri ⊗[ZG] Z

)
(4.9)

= χ(G),

onde a igualdade (4.8) se justifica por Hi

(
ĜN ,Zp

)
= 0 para i > cdp(ĜN ) e a igualdade (4.9)

vale pois cada Ri é [ZG]-módulo projetivo f.g. logo existe Mi, um [ZG]-módulo projetivo, tal
que Ri ⊕Mi = [ZG]ki , o que implica que(

Ri ⊗[ZG] Z
)
⊕
(
Mi ⊗[ZG] Z

)
= [ZG]ki ⊗[ZG] Z = Zki ,

logo Ri ⊗[ZG] Z é Z-módulo projetivo f.g. Pelo exemplo 1.5.23 (2), Ri ⊗[ZG] Z é Z-módulo
livre, ou seja

Ri ⊗[ZG] Z = Zsi , para algum si.

Por outro lado

Ri ⊗[ZG] Zp =
(
Ri ⊗[ZG] Z

)
⊗Z Zp

= Zsi ⊗Z Zp = Zsi
p .

Logo postoZp

(
Ri ⊗[ZG] Zp

)
= si = postoZ

(
Ri ⊗[ZG] Z

)
, para cada i.

4.2 Grupos de Dimensão Cohomológica 3

Os seguintes resultados se referem a completamentos pro-p de grupos de dimensão coho-
mológica 3, com alguma outra propriedade adicional, em alguns casos pediremos que para
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cada subgrupo normal N de G tal que G/N é um p-grupo finito, H3(N,Fp) ' Fp, e em
outros será suficiente que H3(N,Fp) ' Fp ou H3(N,Fp) = 0. Também assumimos que o
completamento pro-p de G é infinito.

Proposição 4.2.1 Seja p um número primo fixo, e seja G um grupo abstrato de dimensão
cohomológica 3 e de tipo FP∞. Seja N o conjunto dirigido de todos os subgrupos normais N
de G tal que G/N pertence à classe C dos p-grupos finitos, ou seja ĜN = Gp̂ o completamento
pro-p de G. Suponha ainda que para cada N ∈ N ou H3(N,Fp) ' Fp ou H3(N,Fp) = 0 e
que Gp̂ é infinito. Então para qualquer resolução projetiva R de Z como um [ZG]-módulo
abstrato tal que R tem comprimento finito 3 e módulos projetivos f.g.

Hi(R̂) = 0 para i = 1 e i = 3,

para o complexo R̂ ' R⊗[ZG] [[FpGp̂]].

Demonstração: Como G é FP∞, então G é FP1, o que implica pela proposição 2.3.37 que
N é FP1, logo N é f.g. e portanto o quociente N

[N,N ]Np é f.g. Veja também que N
[N,N ]Np é um

grupo abeliano f.g. no qual cada elemento tem ordem p: seja a ∈ N , então ap ∈ Np, portanto
ap ∈ [N,N ]Np, ou seja a classe ap = 1. Logo se

1 6= a ∈ N

[N,N ]Np
, então ap = ap = 1.

Logo, pelo teorema fundamental de grupos abelianos f.g. N
[N,N ]Np é finito, mais ainda N

[N,N ]Np

é um p-grupo finito: suponha que na decomposição em primos da ordem de N
[N,N ]Np apareça

um primo q 6= p, logo pelo teorema de Cauchy existe um elemento em N
[N,N ]Np de ordem q, o

que é uma contradição.
Como N é f.g. então Np̂ é f.g. como grupo pro-p, isto implica pela proposição 3.2.15, que

o subgrupo de Frattini Φ(Np̂) é aberto. Mais ainda, pela proposição 3.2.3 item (2), Φ(Np̂) é
também fechado e tem ı́ndice finito. Pelo lema 3.2.14, Φ(Np̂) = [Np̂, Np̂]N

p
p̂ e o quociente de

Frattini Np̂

[Np̂,Np̂]Np
p̂

é um grupo profinito abeliano p-elementar.

Por definição Np̂ = lim←−
VCN

N/V , tal que N/V é um p-grupo finito, logo Np̂ e N tem os

mesmos quocientes que são p-grupos finitos. Mas

N

[N,N ]Np
(4.10)

é quociente maximal de N que é p-grupo finito abeliano e

Np̂

[Np̂, Np̂]N
p
p̂

(4.11)
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é quociente maximal de Np̂ que é p-grupo finito abeliano. Logo (4.10) e (4.11) são isomorfos
e o isomorfismo é natural.

Logo por [R, pág. 267]

H1(N,Fp) '
N

[N,N ]Np
'

Np̂

[Np̂, Np̂]N
p
p̂

' H1(Np̂,Fp)

como espaços vetoriais sobre Fp.
Como homologia cont́ınua comuta com limite inverso, (proposição 3.5.12), temos que:

lim←−
N∈N

H1(Np̂,Fp) ' H1( lim←−
N∈N

Np̂,Fp) = 0

já que
lim←−
N∈N

Np̂ = lim←−
N∈N

lim←−
V⊆N
V ∈N

N/V = lim←−
V ∈N

lim←−
N∈N
N⊇V

N/V ,

pois dois limites inversos comutam e para V fixo existe um número finito de posśıveis N tais
que N ⊇ V e N ∈ N , entre eles N = V , assim

lim←−
N∈N
N⊇V

N/V = 1 e lim←−
N∈N

Np̂ = lim←−
V ∈N

1 = 1.

Em particular, pelo lema 4.1.4

H1(R̂) ' lim←−
N∈N

H1(N,Fp) = 0.

Como por hipótese H3(N,Fp) ' Fp ou 0, o limite inverso lim←−
N∈N

H3(N,Fp) é Fp ou 0. Usando

de novo o lema 4.1.4
H3(R̂) ' lim←−

N∈N
H3(N,Fp) ' Fp ou 0.

Suponha que H3(R̂) ' Fp, onde

R̂ : 0→ R̂3
d̂3→ R̂2

d̂2→ R̂1
d̂1→ R̂0

d̂0→ Fp → 0

e cada R̂i é [[FpGp̂]]-módulo pro-p projetivo f.g; logo

Fp ' H3(R̂) ' ker d̂3 ⊆ R̂3 ⊕M3 = [[FpGp̂]]d,

ou seja, Fp é um [[FpGp̂]]-submódulo finito. Vejamos qual é a ação de Gp̂ em Fp:
Seja ϕ : Gp̂ → Aut(Fp) levando g 7→“ação de g”, então Gp̂

kerϕ ≤ Aut(Fp), mas por [La,

Teorema 2.3, pág. 96], |Aut(Fp)| = p − 1, mas Gp̂

kerϕ é um p-grupo logo
∣∣∣ Gp̂

kerϕ

∣∣∣ = 1 o que
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implica que kerϕ = Gp̂, ou seja ϕ leva todo elemento de Gp̂ ao 1. Portanto Fp é um [[FpGp̂]]-
submódulo trivial.

Por definição
[[FpGp̂]] = lim←−

N∈N
[́Fp(G/N)],

então como Fp 6= 0, existe N tal que o homomorfismo canônico ρN : [[FpGp̂]] � [Fp(G/N)]
satisfaz ρN (Fp) 6= 0, logo ρN (Fp) ' Fp é um [Fp(G/N)]-submódulo trivial.

Seja
∑

g∈G/N λgg, com os λg ∈ Fp, um elemento t́ıpico de [Fp(G/N)] então

ρN (Fp) ' (
∑

g∈G/N
λgg)Fp.

Seja h ∈ G/N , como G/N age trivialmente em ρN (Fp) temos∑
g∈G/N

λgg = h(
∑

g∈G/N
λgg) =

∑
g∈G/N

λghg =
∑

hg∈G/N
λghg

=
∑

g∈G/N
λ
h
−1
g
g,

logo λg = λ
h
−1
g

para toda h ∈ G/N e toda g ∈ G/N , portanto λg = λ ∈ Fp. Com isto∑
g∈G/N λgg = λ(

∑
g∈G/N g) e logo

ρN (Fp) ' (
∑

g∈G/N
λgg)Fp ' (

∑
g∈G/N

g)Fp.

Seja agora N1 ∈ N , como Gp̂ é infinito podemos escolher N1  N ⊆ G, então também
ρN1 (Fp) 6= 0, logo ρN1 (Fp) = (

∑
g∈G/N1

g)Fp. Considere πN1N : [Fp(G/N1)] � [Fp(G/N)] o

homomorfismo canônico induzido pela projeção G/N1 � G/N , então πN1N ◦ρN1 = ρN . Logo

πN1N ◦ ρN1 (Fp) = ρN (Fp) então πN1N ((
∑

g∈G/N1

g)Fp) = (
∑

g∈G/N
g)Fp,

mas πN1N (
∑

g∈G/N1

g) = [N : N1](
∑

g̃∈G/N
g̃) = 0, pois [N : N1] 6= 1 e é diviśıvel por p, contradição.

Observe que se F é um resolução projetiva do [[ZpĜN ]]-módulo trivial abstrato Zp com
todos os módulos projetivos f.g; então F⊗̂

[[ZpĜN ]]
[[FpĜN ]] é resolução projetiva do [[FpĜN ]]-

módulo trivial abstrato Fp.
Isto implica que Tor[[FpĜN ]]

i (Fp,Fp) ' Tor[[ZpĜN ]]
i (Zp,Fp) para todo i, pois para a re-

solução apagada FZp temos:

Tor[[ZpĜN ]]
i (Zp,Fp) ' Hi(FZp⊗̂[[ZpĜN ]]

Fp) e

Tor[[FpĜN ]]
i (Fp,Fp) ' Hi

((
FZp⊗̂[[ZpĜN ]]

[[FpĜN ]]
)
⊗̂

[[FpĜN ]]
Fp
)
' Hi

(
FZp⊗̂[[ZpĜN ]]

Fp
)

.
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Teorema 4.2.2 Suponha que todas as condições da proposição 4.2.1 sejam válidas. Mais
ainda, suponha que o homomorfismo

ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) (4.12)

induzido pelo homomorfismo canônico N → Np̂, onde Np̂ é o completamento pro-p de N , é
um isomorfismo para cada N ∈ N . Então

1. Tor[ZG]
i

(
Z, [[FpĜN ]]

)
= 0, para cada i ≥ 1, e o homomorfismo canônico G→ ĜN induz

um isomorfismo Hi(G,Fp) ' Hi(ĜN ,Fp) para todo i, e χp(ĜN ) = χ(G);

2. o grupo pro-p ĜN tem tipo FP∞ sobre Fp e sobre Zp e tem p-dimensão cohomológica
cdp(ĜN ) ≤ 3, em particular ĜN é livre de torção. Se ainda temos H3(G,Fp) ' Fp,
então cdp(ĜN ) = 3;

3. Tor[ZG]
i

(
Z, [[ZpĜN ]]

)
= 0, para cada i ≥ 1.

Demonstração: Como G tem tipo FP∞ e dimensão cohomológica finita então, pela pro-
posição 2.3.41, G tem tipo FP, logo existe uma resolução projetiva de tipo finito e compri-
mento finito 3 = cd(G) do [ZG]-módulo abstrato trivial Z. Seja

R : 0→ R3
d3→ R2

d2→ R1
d1→ R0

d0→ Z→ 0

tal resolução e R̂ ' R⊗[ZG] [[FpĜN ]] por (4.3) uma resolução projetiva de comprimento finito
de Fp sobre [[FpĜN ]] com todos os módulos f.g.

Pela proposição 4.2.1, Hi(R̂) = 0 se i = 0, 1, 3.
Como o homomorfismo ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) é um isomorfismo para todoN ∈ N ,

e pelo lema 4.1.4

H2(R̂) ' lim←−
N∈N

H2(N,Fp) ' lim←−
N∈N

H2(Np̂,Fp) ' H2( lim←−
N∈N

Np̂,Fp),

pois nesta categoria homologia comuta com limite inverso (proposição 3.5.12 ). Como foi
feito na proposição 4.2.1

lim←−
N∈N

Np̂ = 1,

logo H2( lim←−
N∈N

Np̂,Fp) = H2(1,Fp) = 0, ou seja o complexo R̂ é exato

0 = Hi(R̂) = Hi(R⊗[ZG] [[FpĜN ]]) = Tor[ZG]
i

(
Z, [[FpĜN ]]

)
para todo i ≥ 1. (4.13)
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Vamos calcular Hi(G,Fp) para todo i. Seja RZ a resolução apagada obtida de R,

Hi(G,Fp) ' Tor[ZG]
i (Z,Fp) ' Hi(RZ⊗[ZG]Fp)

' Hi(RZ ⊗[ZG] [[FpĜN ]]⊗
[[FpĜN ]]

Fp)

' Hi(R̂Fp ⊗[[FpĜN ]]
Fp) ' Hi(R̂Fp⊗̂[[FpĜN ]]

Fp)

' Tor[[FpĜN ]]
i (Fp,Fp) ' Tor[[ZpĜN ]]

i (Zp,Fp) ' Hi(ĜN ,Fp).

Veja que a condição (4.13) e o lema 4.1.4, nos dizem que lim←−
N∈N

Hi(N,Fp) = 0 para todo i ≥ 1,

logo pelo teorema 4.1.7 o grupo pro-p ĜN , tem p-dimensão cohomológica finita cdp(ĜN ) ≤ 3,
é de tipo FP∞ sobre Fp e sobre Zp, e sua p-caracteŕıstica de Euler é χp(ĜN ) = χ(G). Agora
suponha que

0 6= Fp ' H3(G,Fp) ' H3(ĜN ,Fp),

como Hi

(
ĜN ,Fp

)
= 0 para todo i > cdp(ĜN ), então 3 ≤ cdp(ĜN ) e por outro lado

cdp(ĜN ) ≤ 3, ou seja cdp(ĜN ) = 3. Finalmente o teorema 4.1.6 completa a prova do
item 3.

Vamos calcular H0(G,Fp), onde G é um grupo pro-p e Fp é considerado como [[ZpG]]-
módulo trivial. Pela proposição 3.5.10

H0(G,Fp) = Fp/〈fg − f | f ∈ Fp, g ∈ G〉

mas G age trivialmente sobre Fp, logo fg − f = f − f = 0, portanto

H0(G,Fp) = Fp. (4.14)

O seguinte lema é a versão pro-p de um resultado conhecido para grupos discretos.

Lema 4.2.3 Seja G um grupo pro-p finitamente apresentável e seja H um subgrupo aberto
de G. Então

def(H)− 1 ≥ [G : H](def(G)− 1).

Demonstração: Seja dG = |X| o número minimal de geradores topológicos de G e seja
F = F (X)p̂ o grupo pro-p livre com base X tal que existe um epimorfismo f : F � G, logo
o número minimal de geradores de F é dF = dG = |X| e F é f.g., ou seja, de tipo FP1.

Seja N = f−1(H), então N é um subgrupo aberto de F , pois H é aberto, então N é
também fechado e, pelo teorema 3.5.33 N é também grupo pro-p livre. Pelo teorema 3.5.45,
N é FP1 ou seja N é grupo pro-p livre f.g. Seja dN a cardinalidade de uma base minimal do
grupo pro-p livre N .

Observe que ker(f) = f−1(1) ⊆ f−1(H), logo ker(f) = ker(f |N ) C N .

127



Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensão 3

Como F e N são grupos livres, que podemos supor não triviais, cdp(F ) = cdp(N) = 1,
então

χp(F ) = dimFp H0(F,Fp)− dimFp H1(F,Fp) = 1− dF

pois, por (4.14), H0(F,Fp) = Fp e pelo teorema 3.5.36 dimFp H1(F,Fp) = dF . Analogamente
temos que χp(N) = 1− dN .

Como F é grupo pro-p, é compacto então todo subgrupo aberto tem ı́ndice finito, logo
[F : N ] é finito e também χp(F ) = χ(F ). Pelo teorema 2.5.7, χ(N) = [F : N ]χ(F ), i.e.

1− dN = [F : N ] (1− dF ) , então

dN = [F : N ] (dF − 1) + 1.

Seja r o número minimal de geradores topológicos de ker f como subgrupo normal de N .
Então

def(H) = dN − r
= [F : N ] (dF − 1) + 1− r.

Seja rG o número minimal de geradores topológicos de ker f como subgrupo normal de F , ou
seja, o número minimal de relações de G, então def(G) = dF − rG, e seja R = {r1, · · · rrG} o
conjunto de geradores topológicos de ker f como subgrupo normal de F , então

ker f =
〈
rF1 , · · · rFrG

〉
=
〈
rTN1 , · · · rTNrG

〉
,

onde T é transversal à esquerda de N em F .
Observamos que |T | = [F : N ] = [G : H], pois existe uma bijeção entre as classes laterais

gH ↔ f−1(g)N , com g ∈ G.
Então

{
rt1, · · · rtrG

}
t∈T gera topologicamente ker f como subgrupo normal de U , isto im-

plica que r ≤ [G : H]rG. Logo

def(H) = [F : N ] (dF − 1) + 1− r
≥ [F : N ] (dF − 1) + 1− [G : H]rG,

o que implica

def(H)− 1 ≥ [G : H] (dF − rG − 1)

= [G : H] (def(G)− 1) .

Lema 4.2.4 Seja G um grupo abstrato f.g. de tipo FP∞, dimensão cohomológica 3 e carac-
teŕıstica de Euler 0. Seja N um subgrupo de G de ı́ndice potência de p tal que H3(N,Fp) ' Fp.
Então a aplicação ϕN : H2(N,Fp) → H2(Np̂,Fp) é sobrejetora e dimFp(kerϕN ) = def(Np̂),
onde Np̂ é o completamento pro-p de N .
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Demonstração: Seja X um conjunto finito gerador de N , isto é posśıvel pois N é subgrupo
de G que é f.g. Pela fórmula de Hopf (veja teorema 2.3.6)

H2(N,Fp) '
R ∩ [F, F ]F p

[R,F ]Rp

(esta fórmula segue da sequência exata dada em [B, Caṕıtulo 2, Proposição 5.4, pág. 43]),
onde F é um grupo livre com base X tal que f : F → N é um epimorfismo e R = ker f é um
subgrupo normal de F tal que F/R ' N .

Seja Fp̂ o completamento pro-p de F , i.e., Fp̂ é um grupo pro-p livre cuja base tem a
mesma cardinalidade que a base de F e seja R o fecho da imagem de R em Fp̂ via a aplicação
canônica j : F → Fp̂. Então

H2(Np̂,Fp) '
R ∩ [Fp̂, Fp̂]F

p
p̂

[R,Fp̂]R
p

,

e a aplicação ϕN é induzida por j, logo ϕN é sobre.
Vejamos que dimFp(kerϕN ) = def(Np̂).
Como N é um subgrupo de G de ı́ndice finito, pelo teorema 2.5.7 χ(N) = [G : N ]χ(G),

logo χ(N) = 0 pois por hipótese χ(G) = 0. Então

0 = χ(N) = dimFp H0(N,Fp)− dimFp H1(N,Fp)+

+ dimFp H2(N,Fp)− dimFp H3(N,Fp),

por (4.14) H0(N,Fp) = Fp e por hipótese H3(N,Fp) = Fp, logo dimFp H0(N,Fp) = 1 =
dimFp H3(N,Fp), assim

0 = −dimFp H1(N,Fp) + dimFp H2(N,Fp),

então
dimFp H1(N,Fp) = dimFp H2(N,Fp).

Pela prova da proposição 4.2.1 H1(N,Fp) ' H1(Np̂,Fp), logo temos

dimFp H2(N,Fp) = dimFp H1(N,Fp) = dimFp H1(Np̂,Fp).

Como ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) é sobre, pelo teorema do kernel-imagem

dimFp H2(N,Fp) = dimFp(kerϕN ) + dimFp(imϕN )

= dimFp(kerϕN ) + dimFp(H2(Np̂,Fp)),

então

dimFp(kerϕN ) = dimFp H2(N,Fp)− dimFp(H2(Np̂,Fp))

= dimFp H1(Np̂,Fp)− dimFp(H2(Np̂,Fp)) = def(Np̂)
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Corolário 4.2.5 Suponha que as condições do lema 4.2.4 sejam válidas para qualquer sub-
grupo N de G, de ı́ndice potência de p. Então

1. Se N/[N,N ] é finito, então ϕN é um isomorfismo.

2. Se V é um subgrupo de G de ı́ndice potência de p tal que a aplicação ϕV não é um
isomorfismo, então para qualquer subgrupo próprio W de V de ı́ndice potência de p em
V , a aplicação ϕW não é um isomorfismo e def(Wp̂) ≥ def(Vp̂).

Demonstração:

1. Suponha que ϕN não é um isomorfismo, pelo lema 4.2.4 ϕN é sobre então ϕN não é
injetora, logo kerϕN não é trivial, isto implica que

def(Np̂) = dimFp(kerϕN ) ≥ 1,

logo Np̂ tem mais geradores do que relações então, pelo lema 3.5.41, Np̂

[Np̂,Np̂] é infinito.

Mas, pela prova da proposição 4.2.1,

N

[N,N ]
'

Np̂

[Np̂, Np̂]
,

logo, pela hipótese Np̂

[Np̂,Np̂] é finito, contradição. Portanto ϕN é isomorfismo.

2. Pelo lema 4.2.3
def(Wp̂)− 1 ≥ [Vp̂ : Wp̂](def(Vp̂)− 1)

e como Wp̂ é subgrupo próprio de Vp̂, [Vp̂ : Wp̂] ≥ 2, logo

def(Wp̂)− 1 ≥ 2(def(Vp̂)− 1).

Como V é subgrupo de ı́ndice potência de p em G, por hipótese H3(V,Fp) ' Fp e pelo
lema 4.2.4

ϕV : H2(V,Fp)→ H2(Vp̂,Fp)

é sobrejetora, mas não injetora pois por hipótese não é isomorfismo, e assim

def(Vp̂) = dimFp(kerϕV ) ≥ 1.

Segue que

def(Wp̂)− def(Vp̂) ≥ def(Vp̂)− 1 ≥ 0, logo

def(Wp̂) ≥ def(Vp̂).
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Como W é subgrupo de ı́ndice potência de p em G, por hipótese H3(W,Fp) ' Fp e pelo
lema 4.2.4

ϕW : H2(W,Fp)→ H2(Wp̂,Fp)

é sobre e def(Wp̂) = dimFp(kerϕW ) ≥ def(Vp̂) ≥ 1, isto implica que o kerϕW é não
trivial, logo ϕW não é um isomorfismo.

Dizemos que um grupo abstrato G é p-bom se a aplicação natural indo de G no seu
completamento pro-p, j : G → Gp̂, induz um isomorfismo H i(Gp̂,M) → H i(G,M) para
qualquer Gp̂-módulo discreto p-primário finito M e para todo i ≥ 1. Aqui H i(Gp̂,M) denota
a cohomologia cont́ınua e H i(G,M) é cohomologia de grupos abstratos.

Exemplos de grupos bons são os grupos livres, grupos de superf́ıcies e uma sucessão de
extensões de grupos livres finitamente gerados.

Um dos principais resultados deste caṕıtulo, o Teorema 4.3.1, afirma que um grupo de
dualidade de Poincaré orientável G, de dimensão 3, cujo completamento pro-p, Gp̂, é infinito
e todos os subgrupos abertos de Gp̂ têm deficiência 0 é sempre p-bom.

Teorema 4.2.6 Seja G um grupo abstrato de dimensão cohomológica 3 e de tipo FP∞, tal
que H3(N,Fp) ' Fp para qualquer subgrupo normal N de G de ı́ndice potência de p em G.
Assuma que o completamento pro-p, Gp̂, é infinito e que o homomorfismo

ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp)

induzido pelo homomorfismo N → Np̂ é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N
de ı́ndice potência de p em G. Então

1. Tor[ZG]
i

(
Z, [[FpGp̂]]

)
= 0 e Tor[ZG]

i

(
Z, [[ZpGp̂]]

)
= 0, para cada i ≥ 1, e Hi(G,Fp) '

Hi(Gp̂,Fp) para todo i, e χp(Gp̂) = χ(G);

2. o grupo pro-p Gp̂ tem tipo FP∞ sobre Fp e sobre Zp e tem dimensão cohomológica 3,
em particular Gp̂ é livre de torção.

3. G é um grupo p-bom.

Demonstração: Os itens 1 e 2 são casos particulares do teorema 4.2.2 aplicado ao conjunto
dirigido N de todos os subgrupos normais N de ı́ndice potência de p em G.

Prova do item 3: como G tem tipo FP∞ e dimensão cohomológica finita então, pela
proposição 2.3.41, G tem tipo FP, logo existe uma resolução projetiva de tipo finito e com-
primento finito 3 = cd(G) do [ZG]-módulo abstrato trivial Z. Seja

R : 0→ R3
d3→ R2

d2→ R1
d1→ R0

d0→ Z→ 0
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tal resolução.
Pela parte 1 sabemos que Tor[ZG]

i

(
Z, [[ZpGp̂]]

)
= 0, para cada i ≥ 1. Seja

P = R⊗[ZG] [[ZpGp̂]]

como no teorema 4.1.6, então

H0(P) = 0 pois ⊗ é funtor exato à direita e

Hi(P) = Hi(R⊗[ZG] [[ZpGp̂]]) = Tor[ZG]
i

(
Z, [[ZpGp̂]]

)
= 0, para todo i ≥ 1

então P é um complexo exato, mais ainda é uma resolução projetiva pro-p do [[ZpGp̂]]-módulo
trivial Zp com os módulos projetivos f.g.

Seja M um Gp̂-módulo discreto p-primário finito, então:

H i(G,M) = H i
(
Hom[ZG] (RZ,M)

)
e

H i(Gp̂,M) = H i
(

Hom[[ZpGp̂]]

(
PZp ,M

))
= H i

(
Hom[[ZpGp̂]]

(
RZ ⊗[ZG] [[ZpGp̂]],M

))
.

Para cada j, seja ϕj : Hom[ZG] (Rj ,M)→ Hom[[ZpGp̂]]

(
Rj ⊗[ZG] [[ZpGp̂]],M

)
o homomor-

fismo que leva f 7→ f̂ onde

f : Rj →M é um homomorfismo de [ZG]-módulos e

f̂ : Rj ⊗[ZG] [[ZpGp̂]]→M leva r ⊗ λ 7→ f(r)λ,

e seja φj : Hom[[ZpGp̂]]

(
Rj ⊗[ZG] [[ZpGp̂]],M

)
→ Hom[ZG] (Rj ,M) o homomorfismo que leva

t 7→ t̃ onde

t : Rj ⊗[ZG] [[ZpGp̂]]→M é um homomorfismo de [[ZpGp̂]]-módulos e

t̃ : Rj →M leva r 7→ t(r ⊗ 1).

É facil ver que φj = ϕ−1
j , logo

Hom[ZG] (Rj ,M) ' Hom[[ZpGp̂]]

(
Rj ⊗[ZG] [[ZpGp̂]],M

)
, para todo j.

Portanto H i(G,M) ' H i(Gp̂,M), para todo i, o que implica que G é um grupo p-bom.

Corolário 4.2.7 Seja G um grupo abstrato de dimensão cohomológica 3, de tipo FP∞, de
caracteŕıstica de Euler 0 e tal que H3(N,Fp) ' Fp para qualquer subgrupo normal N de G de
ı́ndice potência de p em G. Assuma que Gp̂, o completamento pro-p de G, é infinito e que
para todo subgrupo normal N de ı́ndice potência de p em G, N

[N,N ] é finito. Então G é um
grupo p-bom.

Demonstração: O corolário 4.2.5 item (1) afirma que

ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp)

é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de ı́ndice potência de p em G. Logo
pelo teorema 4.2.6 item (3), G é p-bom.
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4.3 Grupos de Dualidade de Poincaré de Dimensão 3

Nesta seção apresentamos os resultados mais importantes deste caṕıtulo: os teoremas 4.3.1 e
4.3.3. Nesses resultados G denotará un grupo abstrato de dualidade de Poincaré de dimensão
3, logo G é um grupo abstrato de dimensão cohomológica 3, de tipo FP∞ e de caracteŕıstica
de Euler χ(G) = 0.

Teorema 4.3.1 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
3. Assuma que Gp̂, o seu completamento pro-p, é infinito. Então as seguintes condições são
equivalentes:

1. O homomorfismo ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) induzido pelo homomorfismo canônico
N → Np̂ é um isomorfismo para todos os subgrupos normais N de ı́ndice potência de p
em G, onde Np̂ é o completamento pro-p de N .

2. Gp̂ é um grupo de dualidade de Poincaré pro-p orientável de dimensão 3.

3. Todo subgrupo aberto de Gp̂ tem deficiência 0.

4. G é um grupo p-bom.

Demonstração: (1) implica (2). Como G tem cd(G) = 3, finita, então pela proposição
2.3.23, G é livre de torção e é grupo abstrato orientável de dualidade de Poincaré de dimensão
3, então todo subgrupo normal N de ı́ndice potência de p em G é um grupo abstrato orientável
de dualidade de Poincaré de dimensão 3 pela propriedade 2.4.5. Pela dualidade

H0(N,Fp) ' H3(N,Z⊗Z Fp) = H3(N,Fp),

pois o módulo dualizante D de N é isomorfo ao módulo trivial Z.
Mas, pelo lema 2.3.8 H0(N,Fp) = FNp = {f ∈ Fp : nf = f ∀n ∈ N}, e como N age

trivialmente em Fp logo nf = f , ∀f ∈ Fp e ∀n ∈ N , o que implica H0(N,Fp) = Fp =
H3(N,Fp) para todo subgrupo normal N de ı́ndice potência de p em G.

Pela proposição 2.5.6, χ(G) = 0, pois G é grupo de dualidade de Poincaré de dimensão
ı́mpar. Por definição G deve ser FP∞ e por hipótese ϕN : H2(N,Fp)→ H2(Np̂,Fp) é isomor-
fismo, então vale o teorema 4.2.2:

χp(Gp̂) = χ(G) = 0, Gp̂ tem tipo FP∞ sobre Zp,

cdp(Gp̂) = 3, e Gp̂ é livre de torção.

Como G tem tipo FP∞ e dimensão cohomológica finita então, pela proposição 2.3.41, G
tem tipo FP, logo existe uma resolução projetiva de tipo finito e comprimento finito 3 = cd(G)
do [ZG]-módulo à direita abstrato trivial Z. Seja

R : 0→ R3
d3→ R2

d2→ R1
d1→ R0

d0→ Z→ 0
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tal resolução e seja S = Hom[ZG] (RZ, [ZG]) um complexo de [ZG]-módulos à esquerda

S : 0→ S0 → S1 → S2 α→ S3 β→ 0,

então

H i(S) = Exti[ZG] (Z, [ZG]) = H i (G, [ZG])

=

{
0 se i 6= 3

D = Z se i = 3
,

pelo teorema 2.4.1 item (3), ou seja o complexo S é exato nas dimensões i = 0, 1, 2 e

Z = H3(S) =
kerβ
imα

=
S3

imα
.

Seja agora T o complexo obtido de S adicionando a única cohomologia não trivial

T : 0→ S0 → S1 → S2 α→ S3 π→ Z→0,

onde π é a projeção canônica, então T é complexo exato de [ZG]-módulos à esquerda, mais
ainda é uma resolução projetiva do [ZG]-módulo trivial Z com cada Si f.g. Pelo teorema
4.2.2 (3) Tor[ZG]

i

(
Z, [[ZpGp̂]]

)
= 0 e similarmente Tor[ZG]

i

(
[[ZpGp̂]],Z

)
= 0, para cada i ≥ 1.

Portanto o complexo definido como T̂ = [[ZpGp̂]]⊗[ZG] T é exato, ou seja

T̂ : 0→ T̂ 0 → T̂ 1 → T̂ 2 α̂→ T̂ 3 β̂→ Zp→0

é uma resolução projetiva do [[ZpGp̂]]-módulo à esquerda trivial abstrato Zp.
Seja agora P = R⊗[ZG] [[ZpGp̂]], o complexo exato de [[ZpGp̂]]-módulos à direita, obtido

no teorema 4.1.6, onde cada Pi é projetivo e f.g.
Queremos ver que

Hom[[ZpGp̂]]

(
P, [[ZpGp̂]]

)
' T̂

como complexos de [[ZpGp̂]]-módulos.
Seja θRi : [[ZpGp̂]] ⊗[ZG] Hom[ZG] (Ri, [ZG]) → Hom[[ZpGp̂]]

(
Ri ⊗[ZG] [[ZpGp̂]], [[ZpGp̂]]

)
levando λ̃ ⊗ f 7→ g, onde λ̃ ∈ [[ZpGp̂]], f é um homomorfismo de [ZG]-módulos indo de Ri
em [ZG] e g : Ri⊗[ZG] [[ZpGp̂]]→ [[ZpGp̂]] é um homomorfismo de [[ZpGp̂]]-módulos que leva
ri ⊗ µ 7→ λ̃f(ri)µ.

Como, para cada i, Ri é um [ZG]-módulo projetivo f.g. então Ri ⊕Mi = [ZG]ki , para
algum ki ≥ 0. Logo θ[ZG]ki = θRi ⊕ θMi ,

θ[ZG]ki : [[ZpGp̂]]⊗[ZG]Hom[ZG]

(
[ZG]ki , [ZG]

)
→ Hom[[ZpGp̂]]

(
[ZG]ki ⊗[ZG] [[ZpGp̂]], [[ZpGp̂]]

)
,
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mas neste caso temos

[[ZpGp̂]]⊗[ZG] Hom[ZG]

(
[ZG]ki , [ZG]

)
' [[ZpGp̂]]⊗[ZG]

(
Πki

Hom[ZG] ([ZG], [ZG])
)

' [[ZpGp̂]]⊗[ZG] (⊕ki
[ZG])

' [[ZpGp̂]]⊗[ZG] [ZG]ki ' [[ZpGp̂]]ki ,

e

Hom[[ZpGp̂]]

(
[ZG]ki ⊗[ZG] [[ZpGp̂]], [[ZpGp̂]]

)
' Hom[[ZpGp̂]]

(
[[ZpGp̂]]ki , [[ZpGp̂]]

)
' Πki

Hom[[ZpGp̂]]

(
[[ZpGp̂]], [[ZpGp̂]]

)
' ⊕ki

[[ZpGp̂]] = [[ZpGp̂]]ki ,

ou seja [[ZpGp̂]] ⊗[ZG] Hom[ZG]

(
[ZG]ki , [ZG]

)
' Hom[[ZpGp̂]]

(
[ZG]ki ⊗[ZG] [[ZpGp̂]], [[ZpGp̂]]

)
,

portanto θ[ZG]ki é um isomorfismo logo θRi é isomorfismo para cada i, e os complexos

Hom[[ZpGp̂]]

(
P, [[ZpGp̂]]

)
e T̂ são isomorfos.

Agora

H i(Gp̂, [[ZpGp̂]]) = H i
(

Hom[[ZpGp̂]]

(
PZp , [[ZpGp̂]]

))
= H i

(
T̂Zp

)
,

mas H i
(
T̂Zp

)
= 0 se i 6= 3 pois T̂ é exato. Também pela exatidão de T̂ , temos im α̂ = ker β̂

e im β̂ = Zp com β̂ epimorfismo, logo

H3
(
T̂Zp

)
=

T 3

im α̂
=

T 3

ker β̂
= Zp,

e Zp é [[ZpGp̂]]-módulo trivial. Isto, juntamente com o fato que cdp(Gp̂) = 3 e Gp̂ tem tipo
FP∞ sobre Zp, implica por definição que Gp̂ é grupo pro-p orientável de dualidade de Poincaré
de dimensão 3.

(2) implica (3). Seja V um subgrupo aberto de Gp̂, como cdp(Gp̂) = 3 < ∞, pelos
resultados 3.5.48 e 3.5.23 (3), V é grupo pro-p de dualidade de Poincaré de dimensão 3
orientável, então χp(V ) = 0 por 3.5.50. Então

0 = χp(V ) = dimFp H0(V,Fp)− dimFp H1(V,Fp)+

+ dimFp H2(V,Fp)− dimFp H3(V,Fp),

mas H0(V,Fp) = Fp por (4.14) e pela dualidade de V e o teorema 3.5.46, H3(V,Fp) =
H0(V,Fp) = FVp , mas V age trivialmente em Fp logo H3(V,Fp) = Fp, então dimFp H0(V,Fp) =
1 = dimFp H3(V,Fp), assim

0 = χ(V ) = dimFp H2(V,Fp)− dimFp H1(V,Fp) = −def(V ).
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(3) implica (4). Já vimos que para qualquer subgrupoN de ı́ndice finito emG, H3(N,Fp) '
Fp e pela proposição 2.5.6 χ(G) = 0. Então pelo lema 4.2.4, ϕN é sobre para cada subgrupo
N de ı́ndice potência de p em G, e dimFp(kerϕN ) = def(Np̂), mas Np̂ é subgrupo aberto
de Gp̂, logo pela hipótese def(Np̂) = 0, o que implica que kerϕN é trivial e logo ϕN é um
isomorfismo. Pelo teorema 4.2.6 (3), G é p-bom.

(4) implica (1). O homomorfismo ϕN é sobre para todo subgrupo N de ı́ndice potência
de p em G. Queremos provar que dimFp(kerϕN ) = def(Np̂) = 0 o que implica em ϕN ser um
isomorfismo para todo subgrupo N de ı́ndice potência de p em G.

Qualquer subgrupo N de ı́ndice potência de p em G é p-bom, logo

def(Np̂) = dimFp H
1(Np̂,Fp)− dimFp H

2(Np̂,Fp)

= dimFp H
1(N,Fp)− dimFp H

2(N,Fp),

mais ainda, como N é grupo orientável de dualidade de Poincaré de dimensão 3 temos

H i(N,Fp) ' H3−i(N,Fp) e χ(N) = 0,

assim temos

def(Np̂) = dimFp H
1(N,Fp)− dimFp H

2(N,Fp)

= dimFp H2(N,Fp)− dimFp H1(N,Fp)+

+ dimFp H0(N,Fp)− dimFp H3(N,Fp) = χ(N) = 0.

Teorema 4.3.2 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
3 e seja Gp̂ o completamento pro-p de G. Assuma que Gp̂ é infinito. Então se satisfaz uma
das seguintes condições:

1. Gp̂ é um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável de dimensão 3;

2. existe um subgrupo normal V de ı́ndice potência de p em G tal que def(Vp̂) ≥ 2. Neste
caso V tem quociente Z×Z e não existe cota superior para a deficiência dos subgrupos
de ı́ndice finito em Gp̂;

3. existe um subgrupo normal V de ı́ndice potência de p em G tal que def(Vp̂) = 1. Neste
caso V tem quociente Z. Se existe uma cota superior na deficiência dos subgrupos de
ı́ndice finito em Gp̂ então a cota superior é 1 e Gp̂ é virtualmente Zp.

Demonstração: Temos as seguintes possibilidades:

(a) def(Np̂) = 0 para todo N subgrupo normal de G de ı́ndice potência de p, ou
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(b) existe um subgrupo normal V de G de ı́ndice potência de p, tal que def(Vp̂) 6= 0. Neste
caso ou def(Vp̂) = 1 ou def(Vp̂) ≥ 2.

Sabemos que para todo N subgrupo de G de ı́ndice potência de p, H3(N,Fp) ' Fp, pelo
lema 4.2.4 ϕN é sobre e dimFp(kerϕN ) = def(Np̂).

Se acontece (a), ϕN é isomorfismo para todo N subgrupo normal de G de ı́ndice potência
de p. Logo, pelo teorema 4.3.1, Gp̂ é grupo pro-p orientável de dualidade de Poincaré de
dimensão 3. Logo acontece 1.

Suponha agora que acontece (b) e que def(Vp̂) ≥ 2. Como Vp̂ é um grupo pro-p finitamente
apresentável, então existe uma aplicação sobre f : Vp̂

[Vp̂,Vp̂] � Z2+k
p , onde 2 + k = def(Vp̂) para

algum k ≥ 0. Mas, também temos as projeções canônicas g : Vp̂ �
Vp̂

[Vp̂,Vp̂] e h : Z2+k
p � Z2

p.

Assim h◦f ◦g : Vp̂ � Z2
p, ou seja Vp̂ tem quociente Zp×Zp, isto implica que V tem quociente

Z× Z.
Seja A um subgrupo aberto de Vp̂, pelo lema 4.2.3

def(A)− 1 ≥ [Vp̂ : A]
(
def(Vp̂)− 1

)
,

mas def(Vp̂) − 1 ≥ 2 − 1 = 1, então def(A) − 1 ≥ [Vp̂ : A], logo não existe cota superior na
deficiência de subgrupos de ı́ndice finito em Gp̂, pois Gp̂ é infinito, ou seja acontece 2.

Se não acontece 1 nem 2, então acontece 3: existe um subgrupo normal V de ı́ndice
potência de p em G tal que def(Vp̂) = 1. De novo, usando o fato que a abelianização de

Vp̂ tem Zdef(Vp̂)
p como quociente, ou seja existe um epimorfismo f : Vp̂

[Vp̂,Vp̂] � Zp, e seja g a

projeção canônica g : Vp̂ �
Vp̂

[Vp̂,Vp̂] . Então f ◦ g : Vp̂ � Zp é um epimorfismo, ou seja Vp̂ tem
Zp como quociente. Logo V tem quociente Z.

Suponha que existe uma cota superior na deficiência dos subgrupos de ı́ndice finito em
Gp̂, então o caso 2 não se satisfaz e a menor cota superior é 1.

Pela prova do teorema 4.3.1, sabemos que para cada N subgrupo normal de G de ı́ndice
potência de p o grupo H3(N,Fp) ' Fp, logo o lema 4.2.4 nos diz que o kernel da aplicação

ϕN : H2(N,Fp)� H2(Np̂,Fp)

é um espaço vetorial sobre Fp de dimensão def(Np̂). Agora se U é um subgrupo normal de
G de ı́ndice potência de p tal que U ⊆ V , então pelo corolário 4.2.5 (2)

def(Up̂) ≥ def(Vp̂) = 1

mas def(Up̂) < 2 pois não acontece (2), logo def(Up̂) = 1 e dimFp (kerϕU ) = 1.
Seja

R : 0→ R3 → R2 → R1 → R0 → Z→ 0
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uma resolução projetiva do [ZG]-módulo à direita trivial Z com todos os módulos f.g. e seja

R̂ ' R⊗[ZG] [[FpGp̂]].

Sabemos pela proposição 4.2.1 que Hi(R̂) = 0 se i 6= 2 e pelo lema 4.1.4

H2(R̂) = lim←−
N∈N

H2(N,Fp),

onde N é a coleção de todos os subgrupos normais do grupo G, tal que cada quociente G/N ,
com N ∈ N , pertence à classe C de p-grupos finitos.

Para N ∈ N , considere a sequência exata curta

0→ kerϕN ↪→ H2(N,Fp)
ϕN
� H2(Np̂,Fp)→ 0,

como lim←− é funtor exato à esquerda temos que

0→ lim←−
N∈N

(kerϕN )→ lim←−
N∈N

H2(N,Fp)→ lim←−
N∈N

H2(Np̂,Fp),

é exata. Mas lim←−
N∈N

H2(Np̂,Fp) = 0, pela prova da proposição 4.2.1, logo

lim←−
N∈N

kerϕN ' lim←−
N∈N

H2(N,Fp)

e como kerϕN é um espaço vetorial sobre Fp de dimensão no máximo 1, temos que

lim←−
N∈N

kerϕN = 0 ou Fp.

Suponha que lim←−
N∈N

kerϕN = 0 então H2(R̂) = lim←−
N∈N

H2(N,Fp) = 0, ou seja o complexo R̂

é exato, então a prova do teorema 4.3.1 implica que Gp̂ é grupo pro-p orientável de dualidade
de Poincaré de dimensão 3, então o subgrupo Vp̂ de ı́ndice finito em Gp̂ é também um grupo
pro-p de dualidade de Poincaré orientável de dimensão 3 e logo tem deficiência 0 e não 1,
uma contradição. Logo H2(R̂) = lim←−

N∈N
H2(N,Fp) = Fp é o [[FpGp̂]]-modulo trivial. Assim

Hi(R̂) =

{
0 se i 6= 2
Fp se i = 2.

.

Considere o complexo S = Hom[ZG] (R, [ZG]), logo S é um complexo de [ZG]-módulos à
esquerda. Como G é um grupo de dualidade de Poincaré orientável H i(S) = 0 para i 6= 3
e H3(S) é o [ZG]-módulo trivial Z. Então complexo obtido de S adicionando sua única
cohomologia não trivial

T : 0→ S0 → S1 → S2 α→ S3 π→ Z→0
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pode ser visto como uma resolução projetiva de Z como um [ZG]-módulo à esquerda.
Definimos o complexo T̂ = [[FpGp̂]]⊗[ZG]T . Pelo parágrafo anterior aplicado a complexos

de módulos à esquerda ao invés de módulos à direita T̂ não é exato, pois, usando de novo a
prova do teorema 4.3.1, Gp̂ é um grupo pro-p orientável de dualidade de Poincaré de dimensão
3, uma contradição. Então T̂ tem só um grupo de homologia não trivial isomorfo a Fp, que
estaria na dimensão 2 se Z foi posicionado na dimensão −1 e T̂ fosse uma cadeia de complexo
e não uma co-cadeia de complexo, então no nosso caso esta é a primeira cohomologia

H1(T̂ ) ' Fp,

e, também como na prova do teorema 4.3.1, Hom[[FpGp̂]]

(
R̂, [[FpGp̂]]

)
' T̂ . Então

H1(T̂ ) ' H1
(

Hom[[FpGp̂]]

(
R̂, [[FpGp̂]]

))
= Ext1

[[FpGp̂]]

(
Fp, [[FpGp̂]]

)
= H1

(
Gp̂, [[FpGp̂]]

)
,

portanto
H1
(
Gp̂, [[FpGp̂]]

)
' Fp.

Logo pelo teorema 3 de [K], Gp̂ contém um subgrupo aberto A ' Zp, ou seja Gp̂ é virtualmente
Zp.

Teorema 4.3.3 Seja G um grupo abstrato de dualidade de Poincaré orientável de dimensão
3 e seja Gp̂ o completamento pro-p de G. Então se satisfaz exatamente uma das seguintes
condições:

1. Gp̂ é finito;

2. Gp̂ é um grupo pro-p de dualidade de Poincaré orientável de dimensão 3;

3. não existe cota superior na deficiência dos subgrupos de ı́ndice finito em Gp̂;

4. Gp̂ é infinito e o supremo da deficiência dos subgrupos de ı́ndice finito em Gp̂ é 1. Neste
caso Gp̂ é virtualmente Zp.

Demonstração: Segue do teorema 4.3.2.
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homológica, 60
projetiva, 54

epimorfismo, 6
espaço profinito, 86
espaço topológico, 71

aplicação cont́ınua, 72
aplicação projeção, 73

143
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