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Resumo

Este trabalho € dedicado ao desenvolvimento de uma metodologia especifica de mapeamento curvo
aplicavel a qualquer tipo de elemento geométrico regular. Trata-se de uma generaliza¢do do modelo
matematico de representacdo geométrica apresentado em 1967 por Steven Anson Coons, denomi-
nado "Bilinearly Blended Coons Patches", o qual ajusta uma superficie retangular em um contorno
delimitado por quatro curvas arbitrarias. A generalizacio proposta permitird a utilizacao deste tipo
de interpolacdo geométrica em elementos de qualquer topologia, através de uma sistematica tinica

e consistente.

Palavras chave: Coons Patches, CAGD, interpolagao transfinita, mapeamento de dominios curvos.
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Abstract

In this work a methodology is developed for mathematical representation of curved domains, ap-
plicable to any type of finite element geometry. This methodology is a generalization of the mathe-
matical model of a geometric representation presented in 1967 by Steven Anson Coons, called
“Bilinearly Blended Coons Patches”, which patch a rectangular surface in four arbitrary boun-
dary curves. The proposed methodology is a kind of geometric transfinite interpolation applicable

to elements of any topology, using a single and consistent systematic.

Keywords: Coons Patches, CAGD, transfinite interpolation, curved domains mapping.
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Capitulo 1

Introducao

A descricao de formas geométricas pode ser feita por meio de modelos reais ou matematicos. Uma
vantagem deste ultimo € a possibilidade de processar dados e analisar resultados através do uso de
um computador. Os primeiros softwares destinados a este tipo de aplicacdo surgiram em meados
de 1950, com o advento das mdquinas de fresa industrial operadas por controle numérico, mas so-
mente apds 1960 € que tornou-se possivel utilizar o computador como ferramenta de modelagem
de formas detalhadas [25]. Desde entdo o desenho geométrico auxiliado por computador foi inten-
samente utilizado pela industria, ocasionando o desenvolvimento de védrios métodos matematicos

que atendessem as suas demandas de simulacao.

Segundo [13], o termo CAGD (Computer Aided Geometric Design) surgiu em 1974 ao ser o
titulo de uma conferéncia organizada por R. Barnhill e R. Riesenfeld na Universidade de Utah. A
partir de entdo este termo € associado a construcdo e representacdo matemdtica de formas livres.
Esta conferéncia reuniu pesquisadores dos Estados Unidos e Europa e é considerada como a precur-
sora deste assunto, resultando em uma ampla e influente coletanea [2]. Sua repercussdo deu inicio
a vérios trabalhos como o livro texto "Computational Geometry for Design and Manufacture" [10],

o jornal "Computer Aided Geometric Design"!' e muitos outros.

As caracteristicas de desempenho e performance buscadas pelas técnicas de CAGD sio a faci-
lidade de modelagem e qualidade de representacdao geométrica. Isso € justificado pelo fato de que
geometrias complexas dificilmente sdo bem representadas matematicamente por um tinico dominio,
implicando na necessidade de discretizacdes em subdominios regulares, denominados elementos,
e o conjunto destes elementos € denominado malha. Estas caracteristicas, quando presentes no mé-
todo utilizado, proporcionariam malhas de facil geracdo e com menores quantidades de elementos,

consumindo menos memoria de hardware e tempo de processamento.

10 jornal "Computer Aided Geometric Design" foi fundado em 1984 por R. Barnhill e W. Bohem.
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Por esta razdo as técnicas de CAGD rapidamente adotaram os elementos paramétricos estuda-
dos por Gauss e Euler, dando inicio ao desenvolvimento de varias técnicas de interpolagdo, como
por exemplo as dos autores: J. Lagrange, P. Bézier, C. Hermite, P. Casteljau, C. Boor, J. Fergu-
son e A. Forrest; e suas aplicacdes nas Splines, B-Splines e NURBS?. Pelo fato destes métodos
permitirem o ajuste exato da geometria em apenas um numero finito de pontos, dominios de con-
torno definido por funcdes analiticas (circulos e cOnicas, por exemplo) ndo seriam representados
exatamente, implicando na existéncia de algum erro de representacdo geométrica. Estudos a este

respeito sdo realizados em [1, 15, 19, 23].

Esta limitacdo motivou Steven Anson Coons a desenvolver, em 1967, uma metodologia simples
que ajusta uma superficie retangular em um contorno delimitado por quatro curvas arbitrérias,
conhecida como "Bilinearly Blended Coons Patches" [4]. Alguns estudos baseados neste mesmo
conceito foram realizados por outros autores, dando origem ao termo "interpolagdo transfinita" (de
autoria do matematico W. J. Gordon [14]), designado a interpolacdo que garante conformidade de
representacdo geométrica a um nimero infinito de pontos no contorno do elemento. Sua sistemdtica
utiliza um conceito muito popularizado nesta época que consiste na obten¢do de superficies por

produto tensorial.

Sob o ponto de vista tedrico, uma superficie de produto tensorial pode ser compreendida como
o lugar geométrico obtido por uma curva que se move através do espaco, alterando (ou ndo) sua
forma de maneira continua. Este recurso representou um grande avanco nas técnicas de CAGD, mas
por terem focalizado seu desenvolvimento a superficies quadrilaterais, surge uma nova motivacao:

sua aplicacdo a outros tipos de topologia.

Neste trabalho sera apresentado o desenvolvimento de um método generalizado de interpolagao
transfinita, capaz de modelar elementos de qualquer topologia regular através de curvas ou superfi-
cies associadas aos seus contornos, as quais serdao estendidas para o interior de seus dominios com

a garantia de continuidade e suavidade.

2Maiores detalhes sdo apresentados respectivamente em [18, 3, 16, 6, 5, 11, 12, 24, 21, 20, 9].



Capitulo 2
Objetivos

A descri¢do de formas geométricas por modelos matemadticos desencadeou uma revolugdo tecnolo-
gica ao possibilitar sua utilizagdo em procedimentos computacionais. Com isso, vdrias técnicas de
CAGD surgiram na busca pela facilidade de modelagem e qualidade de representagdo geométrica,

implicando em malhas com menores quantidades de elementos (economia computacional).

Neste contexto, Steven Anson Coons apresentou em 1967 um método matematico de represen-
tacdo geométrica que utiliza o produto tensorial de superficies. Sua dedugdo limitou-se ao elemento
quadrilateral, possibilitando a representagdo exata do contorno de dominios bidimensionais. Para
sua utilizacdo em dominios tridimensionais, seriam necessarias dedugdes a outros tipos de topolo-
gia, instante onde uma generalizacdo seria muito mais interessante, através de um algoritmo que se
adaptasse a qualquer tipo de elemento. Neste trabalho serd apresentado um modelo matemético de

representacdo geométrica, cujos objetivos sao:

e Ser aplicavel a qualquer tipo de elemento geométrico regular, com a garantia de modelar

exatamente seu contorno a partir de fung¢des associadas;

e Permitir a flexibilidade de associar fun¢des a uma parte do contorno do elemento, e nao em

sua totalidade.



Capitulo 3
Revisao Bibliografica

Neste capitulo serdo apresentados os métodos de CAGD mais significativos para o desenvolvimento
deste trabalho. Sao modelos matematicos que envolvem varidveis de parametriza¢do pertencentes

a um dominio de referéncia Q. A transformacio deste dominio resultard no dominio curvo Q.

3.1 Interpolacao Polinomial de Lagrange

O matemédtico e astronomo Joseph Louis Lagrange nasceu na Itdlia em 1736, mas viveu a maior
parte de sua vida na antiga Pruassia e Franca. Durante este periodo Lagrange contribuiu substancial-
mente em varios campos cientificos, tanto que em 1766, sob recomendacdes de Euler e D’Alembert,
tornou-se sucessor de Euler como diretor de matematica da Academia de Ciéncias da Prussia. Um
de seus trabalhos, conhecido como "interpolacdo polinomial de Lagrange", destacou-se no ramo
da CAGD pelo fato de obter uma curva polinomial que interpola uma colec¢do de pontos através de

um algoritmo simples. Sua forma parametrizada € definida como:

LI)P;; te€Q=to,1) (3.1

-

L(t) =

i=0

sendo:
e f; um ponto discreto do dominio de referéncia €2;

e L!(t) o polindmio de Lagrange de grau n associado ao ponto #;, definido por:

[Tjo,j2i(t —1))
i0,ji(ti — 1))

L (1) = (3.2)

e P; um ponto da cole¢do a ser interpolado;
e L(¢) o polindmio interpolante de Lagrange de grau n, tal que L(z;) = P;.

4
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Exemplo 3.1 Interpolagdo de Lagrange:

e Pontos discretos do dominio de referéncia Q = [2,8):
=2 , h=3 , h=5, 3=8 . n=3

e Colegdo de pontos a serem interpolados:

Py= {laz}t :L(t()) , Pp= {273'5}t :L(tl)
P, = {4,3}t = L(l‘z) , Py= {7,2.5}t = L(t3)

e Polinomios de Lagrange (ver equacdo 3.2):

Ly(r) = (2—3)(2—5)(2_— g)

L3(1) = — - L3(r) =
(1) (5-2)(5-3)(5-8) () (8—2)(8—3)(8-5)
e Polinomio interpolante de Lagrange (ver equagdo 3.1):

L(t) = Lg(t)Po + L (1) Py + L3 (1) P2 + L3 (t) P3

}
r—1
L(t) =

0.1#3 —1.5833312+7.51667¢t —17.5
5 ) @
15 L(S) ®
10 ®
4 L@
lOF
03

4 [ B

Figura 3.1: Interpolacao de Lagrange.
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3.2 Curvas Bézier

Em meados de 1960, Pierre Bézier comandava o departamento de design da industria automobi-
listica Rénault em Paris. Sua necessidade de representacdo computacional das partes mecanicas
dos automdveis deu inicio ao desenvolvimento de um modelo matematico, hoje conhecido como
"curvas Bézier"”. Seu modelo incorporou um algoritmo desenvolvido poucos anos antes pelo ma-
tematico Paul de Faget de Casteljau, pela concorrente Citroén, conhecido como o "algoritmo de
Casteljau". Este conferiu as curvas Bézier varias propriedades importantes como a invariancia ao
refinamento do poligono de controle, invaridncia ao refinamento da varidvel de parametrizagao,
invariancia sobre a combinacao baricéntrica, casca convexa, interpolacdo dos pontos extremos, si-
metria, precisdo linear e controle pseudolocal (estas propriedades encontram-se detalhadas no livro

[9], capitulo 5, secdo 5.2).

Uma curva Bézier é definida como:
n A
B(t)=Y B}(t)bi; t€Q=]0,1] (3.3)
i=0

sendo:
e B!(t) o polindmio de Bernstein associado ao ponto b; da cole¢do, definido por:

Bit)=" ) a—onis (3.4)

1

!
") =__™ _ (coeficiente binomial) (3.5)
i i'(n—1i)!

e b; um ponto de controle da curva Bézier. A propriedade de interpolagdo dos pontos extremos
diz que B(0) =bg e B(1) =by;

e B(t) o polindmio da curva Bézier de grau n.

Nos modelos matemadticos de Bézier, o poligono obtido pela conexao seqiiencial dos pontos de

controle ¢ denominado "poligono de controle".
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Exemplo 3.2 Curva Bézier:

e Pontos de controle:

b0:{171}t:B(0) ) blz{zvs}z ’ b2:{7’3}t ) b3:{576}t:B<1)

e Polinémios de Bernstein (ver equacdo 3.4):

3! 3!
By(t) = or a1 -1’ | Bi(1)= a1 —1)*1!

3! !
Bi(t) = IS -0l B(1) = TR —1)°r

e Curva Bézier (ver equagdo 3.3):
B(t) = By(1)bo + Bi(1)b1 + B5(1)by + B3(1)b3

!

1183+ 122+ 3¢ +1
B(t) = 1€Q=10,1]
1153 — 1824+ 12t +1

b3

b0

Figura 3.2: Curva Bézier.

n=73
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3.3 Interpolacao de Hermite

Nem sempre deseja-se interpolar somente uma colec¢ao de pontos. Podem ocorrer situagdes em que
serd necessdrio interpolar uma colecao de pontos e suas derivadas. Foi esta necessidade que moti-
vou o matematico francés Charles Hermite, nascido em 1822, a desenvolver um método conhecido

por "interpolacdo de Hermite".

3.3.1 Interpolacao Cubica de Hermite

Um caso clédssico do método de Hermite € a interpolacao cubica. Para sua definicdo sdo necessarios
dois pontos (Py e P;) e respectivas derivadas (P() e P’l). Neste caso, pretende-se encontrar um

polindmio que atenda as seguintes exigéncias:

reQ=10,1]
H=H(t); talque:q H(0)=Py , H'(0)=P,
H(l)=P, , H(1)=P,

Para sua obtenc¢do, serd utilizada uma curva Bézier, a qual necessitard de quatro pontos de con-

trole (bg, b1, by e b3) para sua defini¢do. Destes, dois sdo facilmente determinados (seus extremos):

bp=Py , b3=P; (3.6)

Os pontos b e b, serdo obtidos pela forma derivada das curvas Bézier, a qual é detalhada no
livro [9], capitulo 5, sec¢do 5.3.

b =Py+3P) , by=P —3P] 3.7)

Substituindo as equagdes 3.6 e 3.7 na equagdo 3.3 e rearranjando os termos, chega-se a expres-

sao do polindmio interpolante cibico de Hermite:

H(r) = Hy (1) Po + Hi (1) Py + H3 (1) Py + H3 (1) P (3.8)
sendo:

. Hl.3 (1) o polindmio cubico de Hermite em fungio dos polindmios de Bernstein, definido por:

Hy(t) =By(1) +Bi(r) , H{(1)=3B(r) , H3(t)=—3B3(1) . H3(t)=B;3(1)+B3(r)
(3.9)

e H(r) o polindmio interpolante ctbico de Hermite.
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Exemplo 3.3 Interpolacdo de Hermite:

e Colecdo de pontos:

Po={1,2=H(0), Ph={515)=H'(0), P,={256}=H(1), P,={17,5Y=H'(1)

e Polinomios de Bernstein (ver equacdo 3.4):

3! 3!

B0 = o g (100 BN = gy (10

e Polinomios de Hermite (ver equagdo 3.9):

H3(t) =20 =32+1 , H}(t)=1>-2>+1t

Hy(t) =11 ., H3(t) =3t -2

e Polinomio interpolante ciibico de Hermite (ver equacdo 3.8):
H(t) = H3(t)Py + H3 (1) Py + H; (1) P} + H3(t) P,

!

—24.563 +35.5t2+ 5t + 1
H(t) = ,teQ=1[0,1]
1563 =27t + 15t +2

s b1=P0+1/3 P'0

b3=P1
A

b0=P0 b2=P1-1/3 P'1

Figura 3.3: Interpolacao cubica de Hermite.
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3.4 Superficies de Produto Tensorial

Segundo [9], a primeira pessoa a considerar superficies de produto tensorial como alternativa de
modelagem geométrica foi provavelmente Casteljau, durante estudos realizados entre 1959 e 1963.
Sua popularidade, entretanto, deve-se ao trabalho de Bézier, realizado pouco tempo apds. Para
demonstrar o principio envolvido em sua constru¢do, serd necessdrio primeiramente formalizar
uma generalizacdo das curvas apresentadas nas secoes 3.1, 3.2 e 3.3. Basicamente, estes modelos

matematicos podem ser descritos pela equacgao:

Z(p, )pi; t€Q=to,1] (3.10)
sendo:
e ¢(t) aequagdo da curva;
e #; um ponto discreto do dominio Q, tal que c(t;) = p;;
e ¢/'(t) a blending function associada ao ponto p;;
e p; um ponto a ser interpolado ou um ponto de controle.

Sob o ponto de vista tedrico, uma superficie de produto tensorial pode ser compreendida como
o lugar geométrico obtido por uma curva que se move através do espaco, alterando (ou ndo) sua
forma de maneira continua!. Portanto, sua descricao matematica pode ser relacionada a uma curva
c1(u) de grau n que se move de forma que seus pontos p; sejam regidos pela equacdo de uma outra

curva cp(v) de grau m:
n
=Y o'(wea; ue Qy=lug,u] (3.11)
Z oF W pij; vEQ=1[vo,vu (3.12)

Ao substituir (3.12) em (3.11), chega-se a expressdo da superficie de produto tensorial:

Z Z oM u V) pij (3.13)

i=0j=0

que pode ser expressa na forma matricial:

S(u,v) = [(pi(u)]lxn [piaj];1X;11 [(pj(v)]mxl (3.14)

"Por esta razio as superficies de produto tensorial sdo retangulares, justificando a popularizacio desta topologia.
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Exemplo 3.4 Superficie de produto tensorial:
e Pontos discretos dos dominios de referéncia Q, = [—1,1] e Q, = [-1,1]:
u0:—1 s u1:0 s u2:1 c.oon=2

vo=—1 , vi=-05 , v»,=05 , vs=1 . m=3
e Colecdo de pontos a serem interpolados:
poo={—1,—-1,0} =S(up,v0) p1o=10,— 710}t S(ur,vo) pao=A{1,—1,0}' = S(uz,v0)
po1 ={—1,— 5,0} =S(uo,v1) pr1={0,—3,3} =S(u,vi) p21={1,—%0} =S(uz,v)
po2={—1,3,0}' =S(uo,v2)  p12=1{0,5,0} =S(u1,va)  p22={1,5,0} =S(uz,2)
P0,3={—1,1,%}t:5(u0,v3) p13={0,1,0}' =S(u,v3) P2,3={1,1,%}’:S(u2,\/3)

e Blending functions. Neste exemplo serdo utilizados polinémios de Lagrange (ver equagcdo
3.2):

2

2(,) — —1—u
7= o—o-1 !

(u—(—1))(u—0) _ u> 4 u

(= (-05))(v-0.5)v—-1) 2 2 11
%0 = o T os) oD - 3 T3 T 6

o) = (v=(=1)(v=0.5)(v—1) 45 2, 4 2
! (—0.5—(=1))(—=0.5-0.5)(—0.5—1) 3 3 3 '3

= (=)= (=0.5)(v=1) 45 2, 4 2
05— (—1))(05—(-05)(05—-1) 3 3 3 '3

(= (D))= (-05)(r=05) _ 25 2, 1 I
(1—(—1))(1—(-05)(1-05) 3 3 "6 6




CAPITULO 3. REVISAO BIBLIOGRAFICA 12

e Superficie de produto tensorial (ver equacdo 3.14):

3
@5 (v)
Poo Po,1 Po2 Poj3 3
S [ 2 2 2 ®; (v)
(wv)=| @5(u) @i(u) @5(u) | | pro P11 P12 P13 o30)
)
P20 P21 P22 P23 3
@3 (v)
| 02123 4+uv—0.1u2v2—0.5uv? 0212 v—uv+0.1u%4+3.5u
S(u,v):§ 3v
0.85—0.025u—0.025uv—1.85v—0.925u24+0.7 1> vV —1.1u® 3 +0.1uv3 +1.4v3 +0.1 ur?+1.775u% v

ueQ,=[-1,1 e veQ,=[-1,1]

Figura 3.4: Superficie de produto tensorial
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3.4.1 Bilinearly Blended Coons Patches

Steven Anson Coons lecionou no departamento de engenharia mecinica da universidade MIT? em
Cambridge e, durante o periodo em que prestava consultoria a automobilistica Ford, desenvolveu
um dos mais famosos métodos de representacdo geométrica, denominado "Bilinearly Blended Co-
ons Patches", o qual foi publicado no "The Little Red Book" [4], em 1967.

Este método apresenta um diferencial importante em relagao a superficie de produto tensorial
modelada pelas curvas apresentadas nas segdes 3.1, 3.2 e 3.3, pois ndo utiliza uma rede de pontos
em sua construcao geométrica (como no exemplo 3.4), mas sim uma rede de curvas arbitrarias que
definirdo o contorno da superficie quadrilateral. Com esta caracteristica, a geracdo de uma malha
se resume a geracdo de curvas, uma vez que o processo de preenchimento do espaco entre elas

ocorre naturalmente.

Alguns estudos baseados neste mesmo conceito foram realizados por outros autores, dando
origem ao termo "interpolagdo transfinita" (de autoria do matematico W. J. Gordon [14]), designado
a interpolacdo que garante conformidade de representagdo geométrica a um numero infinito de

pontos no contorno do elemento.

Sua deduc@o ¢ iniciada pela declara¢do de quatro curvas arbitrérias ¢y (u), c2(u), di(v) e da(v),
ueQ,=10,1evel, =[0,1]. A superficie S(u,v) pretendida devera atender as seguintes exi-
géncias:

S(u,0)=ci(u) , S(u,1)=cr(u) (3.15)

SOV =di(v) , S(1,v)=ds(v) (3.16)
Para isso, primeiramente serdo construidas duas superficies governadas pelas curvas fornecidas:

se(u,v) = @e, (v) 1 (1) + @c, (v) €2 () (3.17)

Sa(u,v) = @q, (1) d1(v) + @4, (1) da (v) (3.18)

em que @, (v), @c,(v) e @g, (1), @q,(u) sdo blending functions lineares que misturam as curvas

c1(u), co(u) e di(v), dy(v) respectivamente:
P, (V) =(1=v) , @y (v)=v (3.19)

@q,(u) =(L—u) , @Qq(u)=u (3.20)

2MIT - Massachusetts Institute of Technology.
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Substituindo (3.19) em (3.17) e (3.20) em (3.18), obtém-se a primeira parte desta deducao:
Se(u,v) = (1—=v)er(u) +ver(u) (3.21)

sq(u,v) = (1 —u)d(v) +udy(v) (3.22)

Através do exemplo 3.5, figura 3.6a, nota-se que s, interpola as curvas ¢ e ¢ (contorno verme-
lho), mas mantém-se linear nas curvas d; e d, (contorno azul). O oposto ocorre para s, observado
na figura 3.6b, que interpola as curvas d; e d> (contorno vermelho) e mantém-se linear nas curvas
c1 € ¢y (contorno azul). Estes contornos lineares sdo reproduzidos pelas interpolagdes dos quatro

vértices do quadrilatero através da superficie s.q4:

Sed (U, V) = @, 0)(1,v) €1(0) + @, (1) (V) €1 (1) + @y 0) (1, V) €2(0) + @y 1) (,v) e2(1) - (3.23)

em que @, () (#,V), @ (1)@, V), @0y (U, V) € @cy(1)(u,v) s80 blending functions bilineares que
misturam os vértices ¢1(0) = d;(0), ¢;(1) =d2(0), c2(0) =d; (1) e c2(1) = da(1) respectivamente,
fato que originou o nome deste método. Sao polindmios obtidos pelo produto tensorial das equa-
coes 3.19 e 3.20:

(pc'l(O)(uv‘)) = (1 - u)(l - V) ) (pcl(l)(uvv) = u(l —V) (324)

Per(0) (V) = (L=u)v @, 1)(u,v) =uv (3.25)

Desta forma, uma superficie do tipo Bilinearly Blended Coons Patches € definida como:

S(u,v) = sc(u,v) + sq(u,v) — scq(u,v) (3.26)

[(X=v)er(u) +vea(u)]
_|_
S(u,v) = [(1—u)d,(v)+udy(v)] (3.27)

[(1—u)(1—=Vv)c1(0) +u(l—=v)ci(1) + (1—u)ver(0) + uver(1)]
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Exemplo 3.5 Superficie Coons Patches:

e Curvas do contorno da superficie:

c1(u) = {15Cos(u), 10Sen(0.1u), 0.8 Sen(6u+2.5)}

uel0,1]
co(u) ={15Cos(u+0.2),10Sen(0.1u+ 1), —0.332917 Sen(6u+2.5)}!

di(v) = {15Cos(0.2v), 10Sen(v), 0.478778 Cos(2v) }

ve[0,1]
dy(v) = {15Cos(0.2v+1), 10Sen(v+0.1), 2(1 —v)v+0.63879 Cos(2v) }

Figura 3.5: Curvas do contorno da superficie

e Valor das curvas nos vértices da superficie (os quais serdo utilizados na equacdo 3.23):

c1(0) =d,(0) = {15, 0,0.478778}

c1(1) = d(0) = {8.10453, 0.998334, 0.63879}
er(1) = da(1) = {5.43537,8.91207,, —0.26583}
2(0) = dy(1) = {14.701, 8.41471, —0.199242}'



CAPITULO 3. REVISAO BIBLIOGRAFICA 16

e Blending functions lineares, equacoes 3.19 e 3.20:

P, (V) =(1=v) , @,(v)=v
Qo () =(1—u) , @u,(u)=u

@er0)(,v) = (1 —u)v y @ey1)(u,v) = uv

o Superficies sq(u,v), sq(u,v) e scq(u,v), equacoes 3.21, 3.22 e 3.23:

7

15 [(1 —v)Cos(u) +vCos(u+0.2)]
sc(u,v) = 10 [vSen(0.1u+1)— (v—1)Sen(0.1u)]
[ (0.8—1.1329v)Sen(6u+2.5)

15 [uCos(0.2v+1) — (u—1)Cos(0.2v)]
sa(u,v) =< 10[Sen(v) (1 —u) +uSen(v+0.1)]
[ 2u(v—1?)+(0.16u+0.4788) Cos(2v)

u(—2.37v—6.896) — 0.3v + 15
Sea(,v) =14 u(1—-0.5v)+8.41471v
| 1(0.16—0.227v) — 0.678 v +0.4788

e Superficie Bilinearly Blended Coons Patches, equacdo 3.26:

S(u,v) = sc(u,v) + sq(u,v) — scq(u,v)

!

2.37vu+15Co0s(0.2v+1) u+6.896 u+0.3v+15 (1—v) Cos(u)+15vCos(u+0.2)+15Cos(0.2v) (1—u)—15
Suy)=q 0.5vu—10Sen(v) u+10Sen(v+0.1) (ut1)—u—8.415v+10vSen(0.1u+1)+10 (1—v) Sen(0.1u)

2.227uv+0.678v—0.16 u+(0.16 u+0.4788) Cos(2v)-+(0.8—1.133v) Sen(6u+2.5)—0.4788—2uv?

ueQ,=1[0,1 e veQ,=[0,1]
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(b) sq(u,v)

(@) sc(u,v)

(©) sca(u,v)

v)

)

—Scqlu

v

)

(d) S(u,v) = sc(u,v) +s4(u

Bilinearly Coons Patches

Figura 3.6: Superficie



Capitulo 4
Metodologia

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos e defini¢des que permitirdo a generalizagdo do mé-
todo de representacdo geométrica por interpolagdo transfinita. Sua metodologia baseou-se na obser-
vacdo da esséncia matematica envolvida no método de Coons (secdo 3.4.1), aliada a possibilidade
de implementacdo computacional por meio de um algoritmo unico, consistente e robusto. Sua

descricao serd dividida em trés secoes:

1. Topologias e Transformacdes;
2. Blending Functions e;

3. Contribui¢des dos Lados.

A primeira secdo consiste na padronizag¢do topoldgica dos dominios de referéncia dos elementos
que utilizardo este tipo de modelagem geométrica. Esta padronizagdo prevé o particionamento do
elemento em lados, aos quais serdo associadas fungdes geométricas de contorno através de seus
respectivos dominios de referéncia. Por conseqiiéncia, serd necessario definir transformacgdes de

um ponto do dominio de referéncia do elemento para os dominios de referéncia de seus lados.

A segunda secdo estabelece uma analogia as funcgdes 3.19 e 3.20 do método de Coons que
misturam duas arestas opostas do quadrilatero através de blending functions especificas. Serd apre-
sentada uma sistemadtica que permite generalizar a obtencdo da blending function que estenderd um

lado de qualquer elemento para seu interior.

A terceira secdo refere-se a contribuicao que cada lado do elemento dard na modelagem geomé-
trica do elemento. Em analogia ao método de Coons, as contribui¢des das arestas do quadrildtero
resultam na superficie S¢(u,v) + S;(u,v), implicando em dupla contribui¢do em suas interseccoes,
ou seja, nos vértices. A padronizagdo topoldgica da primeira se¢do, juntamente com as blending
functions da segunda se¢do, permitirdo subtrair as contribuicdes destes vértices. Este artificio cor-

responde, ainda em analogia ao método de Coons, a subtracdo da superficie S.4(u,v).

18
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4.1 Topologias e Transformacoes

Um fato notavel verificado no método de Coons é a simplicidade com que se associam curvas ao
contorno do elemento quadrilateral uma vez que apresenta varidveis de parametrizacio de interva-
los entre O e 1, tanto para u quanto para v, as quais sao utilizadas pelo quadrilatero e seu contorno,
ou seja, pelas curvas ¢ (u), c(u), di(v) e da(v), conforme equagdo 3.27. Elementos como o tridn-
gulo, tetraedro, prisma, piramide e hexaedro apresentam contornos de dominios variados (arestas e

faces triangulares ou quadrilaterais), aumentando a complexidade de adaptacdo deste método.

Por esta razao, a topologia utilizada neste trabalho considera que o dominio de referéncia de
um elemento (Q) é o resultado da unido de uma quantidade Q de subdominios de identificacdo j

denominados lados ou parti¢des (£2;), podendo ser nés, arestas, faces e volume.

Q;cQ ; Q=[JQ; 4.1)

Figura 4.1: Elemento particionado em lados

(Tetraedro = 4 nés + 6 arestas + 4 faces + 1 volume)
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Com o objetivo de manter a simplicidade de associagc@o de func¢des ao contorno dos elementos,
serd definido que estes lados serdo modelados a partir de funcdes associadas aos seus respectivos
dominios de referéncia (£2;). Sendo assim, serd necessdrio estabelecer a correspondéncia de um

ponto &, pertencente a Q, para os dominios Q j através de uma transformagdo 7;(&).
Tj(é) : f}.—).ﬁ] 4.2)

Serd utilizado o simbolo & em negrito para designar a(s) coordenada(s) de um ponto conforme

sua dimensao, ou seja, um ponto em um elemento:
e unidimensional: (§) = (&);
e bidimensional: (§) = (&,7);

e tridimensional: (§) = (£,1,0).

A transformagdo Tj(&) é composta por duas etapas: a projeg¢do do ponto & para o dominio Q;,

seguido da parametrizagdo para o respectivo dominio de referéncia €2 ;.

Figura 4.2: Transformagdo Tj(€) : Q — Q;

As topologias de alguns elementos e as transformacdes para o dominio de referéncia de seus

lados s@o detalhadas a seguir.
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4.1.1 Topologias

Serdo apresentadas topologias que seguem o padrio estabelecido pela definicdo 4.1, referentes aos
elementos mais utilizadas nos métodos de discretizacio (figura 4.3). Tanto Q quanto & j serdo
descritos pelos dominios definidos na tabela 4.1, implicando no fato que um lado também serd

composto por particdes (ver tabela 4.3 e exemplo 4.1).

Os lados Q; sdo classificados conforme suas dimensdes (tabela 4.2) e identificados pelo indice

J» iniciando pelos lados adimensionais, finalizando no lado de maior dimensao (tabela 4.3).

Face 10 - Nés 0,1,2
Face 11 - Nés 0,1,3
Face 12 - Nés 1,2,3
Face 13 - Nés 2,0,3
Volume 14 - Nés 0,1,2,3

Face 6 - N6s 0,1,2

0 3 1 0 4 1
Face 8 - N6s 0,1,2,3

Face 13 - N6s 0,1,2,3

Face 14 - N6s 0,1,4 C
Face 15 - Nés 1,2,4

Face 16 - N6s 2,3,4

Face 17 - Nés 3,0,4

Volume 18 - N6s 0,1,2,3,4 |4

Face 15 - Né6s 0,1,2
Face 16 - N6s 0,1,4,3

Face 17 - N6s 1,2,5,4 5
Face 18 - N6s 2,0,3,5 e
¢ Face 19 - N6s 3,4.5 Face 24 - N6s 3,0,4,7
Volume 20 - Nés 0,1,2,3,4,5 Face 25 - N6s 4,5,6,7
Volume 26 - Né6s 0,1,2,3,4,5,6,7

Figura 4.3: Elementos mais utilizados nos métodos de discretizacao
(tridngulo, quadrildtero, tetraedro, piramide, prisma triangular, hexaedro)

Tabela 4.1: Dominios de referéncia - Q ou Q j

Elemento & n Elemento 3 n 4
Linha [—1,1] - Tetraedro 0,1] [0,1—¢] [0,1-&—n]
Triangulo [0,1] | [0,1—=¢] Piramide | [ —1,1—-C] | [{—1,1—{] 0,1]
Quadrilatero | [—1,1] | [—1,1] Prisma 0,1] [0,1—¢&] [—1,1]
Hexaedro (—1,1] [—1,1] [—1,1]
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Tabela 4.2: Classifica¢do dos lados
Dimensao: Adimensional | Unidimensional | Bidimensional | Tridimensional

Nomenclatura: N6 Aresta Face Volume
Tabela 4.3: Identificagdes dos lados Q; e suas parti¢des
Lado Particoes Lado Particoes
Elemento | | Nos Arestas Faces Volume | | Elemento | | Nos Arestas Faces Volume
] 0 1] 1]
£ i 1 i i
= z o z z 2
] ] 3 3
1 1 4 4
2 z z 5 5
3 o 3 3 07 T
5 4 1-2 4 rl 1-2 i
3 50 B 2.0 1
5 | 012 345 5 9 03 ]
v] 0 E 10 1-4 10
1 1 T 75 1
z 2 12 34 1z
5 3 3 3 a5 13
¥ 4 01 4 14 53 14
g 5 T2 5 75 012 678 15
6 23 6 16 0-1-4-3 6-10-12-8 16
T 3-0 T 17 1-2-5-4 7-11-13-10 17
g [ o128 3567 B 18 2035 Bo-14-11 18
] 0 79 345 12-13-14 19
i 1 20 | 0-1-2-3-0-5 |6-7-8-9-10-11-12-13-14 | 15-16-17-16-18 | 20
z 7 ] (]
3 3 1 7
4 o1 4 F 2
[ 1-2 5 3 3
g 3 2.0 3 4 4
g 7 03 7 5 5
i ] 3 8 [} u
] 73 3 7 7
0| o012 456 10 B 01 8
11 0-1-3 4-8-7 11 9 1-2 9
12 1-2-3 5-8-8 12 10 23 10
13 | 203 679 3 T 30 1
7 | 0123 156789 0711293 | 13 T2 034 12
i] 0 13 1-5 13
1 1 g 14 2-6 14
2 2 == 15 37 5
-] 3 16 4-5 16
4 k) 17 58 17
5 o1 5 8 67 18
6 1-2 6 19 -4 19
7 23 7 0 0123 861017 0
2 8 30 8 21 0154 B-13-16-12 21
g ] 04 ] 22 1265 914-17-13 22
& 10 1-4 10 23 2-3-7-B 10-15-18-14 23
11 2-4 11 24 3-0-4-7 11-12-19-15 24
1z 34 1z 75 3567 16-17-16-19 25
13 0-1-2-3 5-6-7-8 13 8-9-10-11-12-13-
¥ (B 5908 14 28 |0-1-2-3-4-5-B-7 A41516-17-18-18 20-21-22-23-24-25 28
15 1-2-4 B-11-10 15
16 2-3-4 7-12-11 16 A seqliéncia das identificagbes dos lados apresentados na tabela 4.3
7 304 B2 o definem suas orientagbes topolégicas
18 D-1-2-3-4 | 5=6~7=B-8-10-11-12 [ 13-14-15-16-17 18




CAPITULO 4. METODOLOGIA

Tabela 4.4: Quantidade de lados - O

Elemento Qo (nés) | O (arestas) | O, (faces) | Q3 (volume) 0= thmzo Qiim
Linha 2 1 0 0 3
Triangulo 3 3 1 0 7
Quadrilatero 4 4 1 0 9
Tetraedro 4 6 4 1 15
Piramide 5 8 5 1 19
Prisma 6 9 5 1 21
Hexaedro 8 12 6 1 27

Exemplo 4.1 Topologia do tetraedro:
(ilustrado na figura 4.1 e 4.3).

e O tetraedro, conforme tabela 4.3, é composto pelos lados: nos €, 1, Qy e Q3; arestas Qq,

Qs, Qg, Q7, Qg e Qo; faces Q19, Q11, Q12 e 13 e volume Q14;

e O lado Q1 do tetraedro é uma face triangular, composta pelos lados:

Q , Q , Q4 , Q5 , Q , Q , Qp
nos arestas face

Seu dominio de referéncia Q5 é definido no intervalo £[0,1] e n[0, 1 — &), de topologia

idéntica ao elemento triangular da tabela 4.1.

e O lado Q13 também é uma face triangular, composta pelos lados:

Q , Q , Q3 , Q¢ , Q , Q , Qg3
nos arestas face

Seu dominio de referéncia 13 também é idéntico ao dominio do elemento triangular

de topologia definida na tabela 4.1.

Pelo fato dos lados também serem compostos por particoes, observa-se neste exemplo que
os lados Qy e Q3 (nos) e o lado Qg (aresta) sdo compartilhados pelo tetraedro e pelos seus

lados Q17 e Qq3, ou seja:

QNQRNQ = {Q, Q3, Q) (4.5)
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4.1.2 Transformacoes

Serdo apresentadas as transformagdes T : Q-0 j de cada elemento, as quais foram obtidas atra-
vés da projecdo de um ponto & € Q para o dominio Q i C Q, seguido da parametriza¢do para o

respectivo dominio de referéncia ;.

EcQ ; &€ (4.6)

E;=E&;(¢)=T(¢) 4.7)

Suas dedugdes matemadticas foram suprimidas por ndo apresentarem nenhuma relevancia na

compreensao deste trabalho.

4.1.2.1 Triangulo

T’IA
2
5 4
N

v

-

1 i

0 3 1 5

Figura 4.4: Proje¢des para os lados ; (arestas) do tridngulo

Tabela 4.5: Transformacdes para os dominios Q j do tridngulo

j| &;i=Ti(cn)
3| {251}
)

| {1- 1)

—
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4.1.2.2 Quadrilatero

3 7“‘6 2
A
- L -
7 5
| ¢
Y
0 4 1

Figura 4.5: ProjecOes para os lados Q; (arestas) do quadrilatero

Tabela 4.6: Transformagdes para os dominios Q ;j do quadrilétero

j1&i=Ti(n)
41 {&}

51 {n}

6| {-¢&}

7| {-n}
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4.1.2.3 Tetraedro

Figura 4.6: Proje¢des para os lados Q; (arestas e faces) do tetraedro

Tabela 4.7: Transformacdes para os dominios ; do tetraedro
j&i=Teng) I 18i=Ti(en0)

s {2t} o [{&
£

5
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4.1.2.4 Piramide

27

Figura 4.7: Proje¢des para os lados Q; (arestas e faces) da piramide

Tabela 4.8: Transformacdes para os dominios & ;j da pirdmide
j & =Ti(ng)

Ti(en.C)

10

NE+¢—D+(E-1)(E+5¢—1)

(E=38-D)(E-D+n(s+c-1)

(6=6-1)—

S=5¢+1)(¢—1)

(E—C+D)+

(
(

C—D(E+38+1)

)

}

11
12

13

p—

6

17

8(¢-1)¢ -1
T=EDHE- D&+
et opiet )
EHCD-E-3- 1D

—

uYy

t

§-&-1) 28

)(E=1) 7 -+l
{-&-1) 2¢
+&E+1) * E+C+1
28

t

t

(n+e-D(E+E-1) _2¢
2(6—¢-1(E-1) 7 {—c+1

)
}t
}
}
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4.1.2.5 Prisma Triangular

Figura 4.8: Proje¢Oes para os lados Q; (arestas e faces) do prisma triangular

Tabela 4.9: Transformacdes para os dominios Q ;j do prisma triangular

Ei=Ti(Eng) J | &i=TjEng)

Jj |
R
T s | ey
i e gy
9 -
10| {¢} 7| - o)
1| {¢} 8| 12 oV
12‘{%—1} 19§€,nl}t§ }
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4.1.2.6 Hexaedro

Figura 4.9: Projec0es para os lados € ; (arestas e faces) do hexaedro

Tabela 4.10: Transformacdes para os dominios Q ;j do hexaedro

j 1 &i=Ting) j 1 &i=Ti(sn0)

8 | {&) 17| {n}

9 | {n} 18 | {-¢&}
10| {~&) 19 | {-n}
1| {-n} 20 | {&, 0}
12 ] {¢} 21 [ {&,¢Y
13 | {¢} 22| {n, <}
14 | {¢} 23 | {-¢&, ¢V
15 [ {¢} 24 | {-n, ¢}

16 | {&} 25 | {&,n}!
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Exemplo 4.2 Transformacoes para os lados da piramide:

e Ponto considerado: {0.1,0.2,0.3} € Q (piramide)

e Transformagdo para o dominio de referéncia Qg (aresta):

_ _f02(0.140.3=1)4(0.3=1)(0.1450.3—1) | _
{¢ }97T9(0.1,0.2,O.3)7{ T (0.1-303-1)(0.3-1)+0.2(0.1+0.3—-1) }*{0'474}

e Transformacdo para o dominio de referéncia Qis( face quadrilateral):

0.143
{E.n}13=T13(0.1,02,03)={ 4, %}’:
0.286
¢
-1 m (1,1)
f Q13
£
§ -1-1) 1-1)

e Transformagdo para o dominio de referéncia 14 (face triangular):

0.24+0.3-1)(0.3-0.1—1 ! 0.260
{5,77}14:T14(0-170-2»0-3):{( 031 ) 7033(())132+1 } =

2(0.2—0.3—1)(0.3—1)

0.546
¢

0,1)

Qs

30
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4.2 Blending Functions

De acordo com a secdo 4.1, a modelagem geométrica por interpolacdo transfinita dar-se-a pela
associacdo de funcdes aos dominios de referéncia dos lados do elemento. As blending functions

(¢;(€)) serdo responsdveis pela extensdo destes lados para o interior do elemento de forma continua

e suave, andloga ao método de Coons, equacdes 3.19 e 3.20.

Para a obtencdo destas blending functions, serdo primeiramente definidas blending functions

lineares associadas aos nés do elemento (¢;(€)), as quais deverao atender a seguinte imposi¢ao:

sendo:

9i(ni) = §;

e ¢;(&) a blending functions associada ao né i;

e n; a coordenada do né k determinada pela topologia do dominio €;

e ;. o delta de Kronecker, ou seja: Oy = {

Para os elementos da tabela 4.1, foram definidas as seguintes blending functions dos nos:

lsei=k
Osei#k

Tabela 4.11: Blending function associada ao no i

Elemento (&)

Linha do(£)=3(1-§) ¢1(8)=3(1+)

Triangulo do(é.n)=1-&—1 o1 (e.m)=¢
$(&n)=n

Quadrilatero | ¢o(cn)=1(1-¢&)(1-n) 91 (&m)=3(1+&)(1-1)
$2(em)=5(14&)(14n) 93(em)=5(1-&)(14n)

Tetraedro do(eng)=1-&—n—¢ o1 (6m.0)=¢E
P (&)= $3(&m.6)=¢

Piramide | go(en 0= il gi(emg)= R
balen )= FELGIE g (emg)=f Ui
04(m.0)=¢

Prisma do(&m.0)=3(1-&—-n)(1-0) o1(6n.0)=35(1-4)
$2(em0)=3n(1-¢) $3(en.0)=5(1-&—m)(1+¢)
$4(6n.0)=3E(140) 9s5(én.0)=3n(14¢)

Hexaedro do(en.0)=g(1=E)(1-m)(1-¢)  ¢1(&n0)=5(1+&)(1-n)(1-¢)
$2(En)=g(1+E)(1+m)(1-¢)  ¢3(&n.0)=§(1-&)(1+n)(1-¢)
G4(en.)=g(1=E)(1-m)(1+E)  ¢s(en.0)=§(1+&)(1-n)(14+L)
96(£n.0)=g(1+E)(1+M)(1+8)  ¢7(em.0)=5(1=8)(1+1)(1+{)
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(=]
- -
= =
‘/
(=]
(=T -
= s
e

@ () _' () 61(2)

Figura 4.10: Blending functions associadas aos nds do elemento linha

(a) ¢o(&.n) (®) ¢1(&.m) (©) ¢2(&m)

Figura 4.11: Blending functions associadas aos nés do elemento triangulo

05

() Po(&.m) (b) ¢1(¢.n)

10,

05

() p2(&m) (d) ¢3(¢.m)

i 1

Figura 4.12: Blending functions associadas aos nds do elemento quadrildtero
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Serd definido também um conjunto X ;, cujos elementos correspondem aos indices dos nos

2,

que compdem o respectivo lado € ;, os quais encontram-se disponiveis na coluna "Nés" da tabela
4.3. Pelo fato das ¢;(¢) serem lineares, pode-se facilmente verificar que a somatdria das blending
Jfunctions dos nds pertencentes ao conjunto X ; resultam na blending function que estendera o lado

Q; para o interior do dominio do elemento £, ou seja:

IX]|

;&) =) Oy (&) 4.9)

s=1
Exemplo 4.3 Blending functions dos lados do elemento tridngulo:

e Lado Qg (no):

Xo={0} .| NXo|=1
@o(&.n) = L4oy P (&) = d0(E.m)
!
Po(em) =1-8—n

e Lado Q| (no):

X;={1} - |X;|=1
@1(En) = X4y 0,5 (&n) = d1(&n)

1
e1(&n)=2¢

e Lado Q, (no):
X,={2} - | Xa|=1

P2(&m) = L4y O, (&) = $2()
|
P(&m) =1
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e Lado Q3 (aresta):

X3 ={0,1} .| X3 |=2
Q3(£.n) = Xo_ Oy (&) = G0 (&) + 01 (£.1)

!
@3(ém)=1-n

e Lado Qy (aresta):

o= {1,2} | Rq|=2
@a(Em) = Yo O, (&) = 01(6m) + da(Em)

!
Ps(en) =&+

e Lado Qs (aresta):

Xs={2,0} .| X5|=2

@s(m) = Yo O, (En) = 02(6m) + do(€m)
!
ps(en)=1-8

e Lado Qg (face):

Xe=1{0,1,2} - | Xg|=3

P6(&m) = ooy Pxels) (6:1) = Po(&m) + 1 (E.0) + 92 (&)
!
Ps(&m) =1
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4.3 Contribuicoes dos Lados

Neste trabalho, a contribui¢do de um lado Q; (C;j(¢)) na modelagem geométrica de um elemento
corresponde ao produto da fung¢do geométrica (B;(£;)), associada ao seu dominio de referéncia Q >

pela respectiva blending function @;(€).

Cj(¢) = Bj(&,)) 9;(&) (4.10)

Ocorre que a sobreposicdo das contribuigdes de dois ou mais lados adjacentes ocasionam acu-

1

mulos em suas interseccoes’ , comprometendo a consisténcia da formulacao deste método. Por esta

razdo, a contribuicao final de todos os lados de um elemento nem sempre é obtida somente por

adicdo, uma vez que os acimulos em intersec¢des devem ser subtraidos.

Em analogia ao método de Coons, apresentado na subse¢do 3.4.1, a contribui¢do das arestas do
quadrildtero equivale a superficie S (u,v) + Sy (u,v):

anresms<u,v) =Sc(u,v)+Sq(u,v) 4.11)

Nas interseccoes das arestas (vértices) houve contribui¢io dupla. Esta inconsisténcia seréd cor-

rigida pela subtracdo das contribuigdes dos nés, ou seja, a superficie S.4(u, v):

Y Cuss(uv) = Scalu,v) (4.12)

Resultando em uma superficie andloga a equagao 3.26:

S(u,v) =Y Carestas(uv) = Y Cres () (4.13)

Assim sendo, para que as contribui¢des sejam realizadas de forma consistente, serd definido um
coeficiente associado ao lado ©; (4;) que contemplard a soma, anula¢do ou subtragio de sua con-

tribui¢do. Estes coeficientes correspondem a um ndmero inteiro, obtidos pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.1 Obtengio dos coeficientes de contribuigdo A;

e Inicializam-se todos os coeficientes A; com o valor 0 (zero);
e Percorrem-se todos os lados do elemento, em ordem decrescente de dimensao;
> Para cada um que apresentar fungdo geométrica associada, calcula-se:

> A;j = (1—A;) parao lado j;
> A = (Ai+A;) para suas parti¢des i (disponiveis na tabela 4.3).

IEstas intersec¢des sdo apresentadas no exemplo 4.1, pagina 23.
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Exemplo 4.4 Coeficientes de contribuicdo dos lados de um hexaedro:

e Fungoes geométricas consideradas:

> Bj associada ao né Qs (fungdo constante).

> By (&1,n21) associada a face fzz., a qual se aplica as particoes:

>

Bg(&) = By (&1.-1) associada & aresta Qg;
B13(&13) = By1(1,m21) associada a aresta Qi3;
Bis(&16) = Ba1(&1.1) associada a aresta Q16;

B12(&12) = B1(—1,m21) associada a aresta Qs

By = By (~1,-1) associada ao né QO (fungdo constante);
= B> (1,-1) associada ao né Q1 (fungdo constante);
By (1,1) associada ao né Qs (fungdo constante);
By = By (~1,1) associada ao né Q4 (funcdo constante).

> Boa(én,nn) associada a face f).zz, a qual se aplica as particoes:

By (&) = By (&,,-1) associada a aresta Qo;

Bi4(&13) = By (1,2,) associada a aresta Q4;

B17(&17) = By (&2,1) associada a aresta Qy7;

B13(&13) = By (—1,m2) = Ba1(1,m1) associada a aresta Qi35

B1 = Byy(~1,-1) = By (1,-1) associada ao né Q1 (funcdo constante);
By = By (1,-1) associada ao né Q» (fungdo constante);

B¢ = B (1,1) associada ao né Q¢ (fungdo constante);

= B (—-1,1) = By1(1,1) associada ao né Qs (fungdo constante).

> Bys(&s.ms) associada a face Qss, a qual se aplica as parti¢des:

Big(&16) = Bas(&s.—1) = Ba1(&1.,1) associada a aresta Q65
Bi7(é1
Big(&is
Bio (&

Bos(1,ms) = Boo(éx,1) associada a aresta Qy7;

Bos(&s,1) associada a aresta g,

= B»s

— ~— — “—

1,ms) associada a aresta ng;

~1,-1) = By (~1.1) associada ao né Q4 (fungdo constante);

1,-1) = By (-1,1) = By1(1,1) associada ao né Qs (fungdo constante);
1,1) = By(1,1) associada ao né Q¢ (funcdo constante);

—1,1) associada ao né (% (fungdo constante).
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e Conjunto J das identificacoes j dos lados que possuem funcdo geométrica associada, dis-

postos em ordem decrescente:

J=1{25,22,21,19,18,17,16,14,13,12,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0} .| J |=20

e Algoritmo (aplicado ao conjunto J):

Dim=2
25 22 21

Aj | Ap5=1-0=1 Ayp=1-0=1 p1=1-0=1

Me=0+Ar5=1 Ag=0+2py=1 Ag=0+Ap1 =1

M7=0+2p5=1 || A14=0+2p=1 || Aj3=1+Ap=2

Mg=0+Mp5=1 || A17=14+220=2 || A1g=1+41=2
Ai | 29=0+Mp5=1 || A;3=0+Ap=1 || Ajp=0+2y;=1

Ay =0+2p5=1 A1=0+2py=1 Ap=0+2Ap1=1

As=0+1p5=1 Ap=0+237=1 A =142y, =2

Ag=0+Ay5=1 Ag=1+2pp=2 As=2+21=3

A7=0+2p5=1 As=1+2pp=2 Ag=14+2p1=2

Dim=1
19 18 17 16

Aj | Ag=1-1=0 Mg=1-1=0 || Ap7=1-2=—1 || g=1-2=-1

A=1+2119=1 Ag=2+11g=2 As=3+117=2 A4=2+216=1

M=2+119=2 || y=1+A1g=1 || Ag=2+A17=1 || As=2+1;=1

Dim=1

j 14 13 12 9 8
Aj | Ayy=1-1=0 || Apz=1-2=—1 || App=1-1=0 Ag=1-1=0 Ag=1-1=0

o=l+Apa=1 || M=24A13=1 || Y=1+App=1 || A =1+4g=1 || Ag=1+Ag=1

Ag=1+A14=1 As=14+113=0 Ay=14+A1p=1 Ap=1+Ag=1 A =1+2g=1

Dim=0

j 7 6 5 4 3 2 1 0
Aj | 13=1-1=0 || Ag=1-1=0 || A5=1-0=1 || A4=1-1=0 || A3=1-0=1 || Ap=1-1=0 || A;=1-1=0 || Adg=1-1=0
e Ao final:

As=1,An=1 =1, ir=-1,4e=—1,Az=—-1,4=1,A3=1

arestas

faces
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e [Interpretagdo grdfica para os coeficientes obtidos:

Legenda: 10 contribuicdo [ 1 contribuigio [ 2 contribuicdes I 3 contribuicdes

S

(a) A»5 = 1 (soma) (b) 1» =1 (soma) (¢) A1 =1 (soma)

Figura 4.13: Coeficientes das contribui¢des das faces do hexaedro

19
4 18 4 18 4 18
@ [ L
6 6 6
16 . 16 . 16 ®
3 17 4 3 17 4 o 17 -
[ (9 )
12 77 12 | - 77 12 77
14 e 14 14
[ [ 4
0 13 g\ 0 13 g\ 0 13 g\
s 5 s 5 s 5
9 9 9
@ @ [+
1 1 1

(a) A;7 = —1 (subtragdo)  (b) A;¢ = —1 (subtragdo)  (c) A;3 = —1 (subtragdo)

Figura 4.14: Coeficientes das contribui¢des das arestas do hexaedro

4 18 4 18
1 6 s 6
16 © 16 €
: 17 — 2 17 -
e ¢ n . ¢ n
‘»‘ 14 14
3 1 é.\ 3 1 f\
8 s 8 >
9 9
(3 (3
1 1
(a) As = 1 (soma) (b) A3 =1 (soma)

Figura 4.15: Coeficientes das contribui¢cdes dos nés do hexaedro



Capitulo 5

Generalizacao da Interpolacao Transfinita

A

No inicio do capitulo 4 foi definida a padronizacdo topoldgica a ser seguida pelos elementos €2
que utilizardo o método de representacdo geométrica proposto neste trabalho. Esta padronizacio

permite determinar para um lado Q; C Q:
e Sua funcdo T;(&);
e Sua blendig function @;(&);
e Seu coeficiente de contribuicdo A;.

O produto destes trés itens corresponde a contribui¢do C;(&) deste lado com garantia da consistén-
cia da formula¢do do método proposto. Desta forma, a generalizacdo do método de representacao

geométrica por interpolacdo transfinita serd expressa pela fungdo y:

EcQ ; x@®)eq ; x(6):0-Q (5.1)
0-1

(&)=Y 2;,Ci(&) (5.2)
j=0

sendo Q a quantidade total de lados do elemento (tabela 4.4, pagina 23).

Substituindo a equacdo 4.10 em 5.2:

0-1
X&)=Y A;B;(&) @;(¢) (5.3)
j=0

39
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Substituindo a equacdo 4.7 em 5.3, obtém-se a expressao final:

0-1
£) =Y A;iBj(1:) 9(£) (5.4)
j=0

Este método permite, inclusive, que sejam associadas fungdes geométricas a uma parte do con-
torno, e nao em sua totalidade. Para isso, basta que todos os ndés apresentem funcoes geomé-
tricas associadas. Esta imposicdo € necessdria para que os lados sem fungdo associada sejam
modelados linearmente por seus vértices. A associacdo das fungdes geométricas aos nds pode

ocorrer através de duas maneiras:

e Por "heranca": um lado que possui fung¢do associada compartilha esta fungao a todas as suas

parti¢des, inclusive aos seus nos;

e Por "declaracdo explicita": quando um né nao tiver fungdo associada por heranga, sua fungao

geométrica deve ser explicita (funcdo constante).

Através do exemplo 4.4, pode-se observar que os nés Qq, Q1, Q, Q4, Qs, Qg € Q7 herdaram as
fungdes das faces Qy1, Qpy e Qos5. J4 0 né Q3 necessitou de uma declaracio explicita da fungdo

constante por nao ser particao destas faces.

Exemplo 5.1 Modelagem geométrica de hexaedro por interpolacdo transfinita (figura 5.1):

o Fungées geométricas explicitas':

By={-1,-1,-1}
By ={1,-1,-1}
By ={1,1,-1}

= {_1717_1}1‘
Bie(&) = {0.424sen(§£

v Vv VvV VvV V

~0.424Cos (%) 1 }[

)1}
0. 424C0s<%§>,1}t

e

0.424 Cos T

\%

By7(¢&

05

):
(%) 04245en( %
(%)

> Big(& —0.424Cos ”75 ,0.424 Sen

/~
/

> Big(¢ {0 424Sen %‘5

)}

IAs fungdes associadas as arestas Q ¢, 17, Q13 € 19 correspondem a arcos de circunferéncia, de forma a ajustar
a face Q,5 em um circulo.
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e Funcoes geométricas herdadas:

> B4 = Bjg

(-1) ={-03,-03,1}
> Bs = Big(1) = {03,-03,1}
> Bg=Bjg(-1) ={03,03,1}
> B7 =Bjg(1) = {-03,03,1}

e Transformagoes para os dominios de referéncia das arestas (ver tabela 4.10):

Sie =Tis(Em ) =1{&} , &r=Tin(ens) ={n}

Sis=Tig(¢n¢) ={=8} , G9="Tio(¢n¢) ={-n}

e Blending functions (ver equagdo 4.9 e tabela 4.11):

Qo(eng) =g(1-E)(1-m1—-8) , @i(eng) =g+ -m(1-)
P2(em ) =gE+ DM+ =8) , @s(eme) =g(1=EM+1)(1-0)
Ps(gng) =g(1=E)(1-m(E+1) , @s(eng) =g(E+1)(1-m)(E+1)
Po(Eng) =g(E+D)(M+1)(E+1) , @r(Eng) =g(1-E)(M+1)(E+1)
Pi6(£n.e) = —3(M—1)(+1) , @ir(ene) = g(E+1)(E+1)

Pis(eng) =M+ 1D(E+1) , Po(em) =—3(E-1)(L+1)

e Coeficientes de contribuicdo (ver algoritmo 4.1):

AMo=1 , Aig=1 , Ap=1 , Ag=1
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e Fungdo x(&n.C) (ver equagdo 5.4):

AoBogo(£.n.8)+M B @1 (60.8) + 2 B2 2(60.8) + A3 B3 93(6.0.0)
_|_
A4By @s(&.n.8) + A5 Bs @5(&.n.8) + A6 Bo @6 (6.0.8) + A7 B7 ¢1(.n.8)
x(&ng) = +
16 B16(Tis(6.1.0)) P16(Em.8) + 217 B17(Tin(6n.0)) @17(Em.¢)
+
Mg Bis(Tis(en.0) @1s(&.n.¢) + A9 B1o(Tio(en.0)) @19(£.m.¢)

Apos a substituigcdo de todos os termos e simplificacdes, a equagdo anterior resulta em:

([ 0.125[-5.26 {4+2.8E+(1.697& {+1.697 &) Cos(0.785)+1.697 £ Sen(0.785 € )+1.697 Sen(0.785€)] )

X(EnL) =< 0.125[-521+2.80+(1.6977 +1.69717)Cos(0.785E)+1.697 £ Sen(0.7851)+1.697 Sen(0.7857)]

(5).5)

Figura 5.1: Elemento curvo obtido por interpola¢do transfinita
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Exemplo 5.2 Modelagem geométrica de hexaedro por interpolacdo transfinita (figura 5.2):

e Fungoes geométricas explicitas®:

t
= £ 1
[> BZO(&) { \/§2+n2+17 \/52+n2+1 \/52"!’772“!’1 }

t

¢
VT2t \/§2+n2+1 \/§2+n2+1}

t
_ ¢ 1 n
VEn2 41 VEZ 241 VEZ 211 }

t
1 _ ¢ n
VEZnZ+l! VEZn241'VE2in2 41 }

{

> Bp(&) = {\/§2+1n2+1’\/§2i72+17\/’52‘1:’72“}
{
{

t
— s n 1
> Bas(¢) { VEZn24+1" VEZ4n2+17 V/E24n2+1 }

o Fungoes geométricas herdadas:

> By = Byo(-1,-1) = {-0.57735,-0.57735,-0.57735 }
Boo(1,-1) = {0.57735,-0.57735,-0.57735 }
Boo(1,1) = {0.57735,0.57735,-0.57735 }
Bos(—1,1) = {-0.57735,0.57735,-0.57735 }

By = Bys(—1,-1) = {-0.57735,-0.57735,0.57735 }
Bos(1,—-1) = {0.57735,-0.57735,0.57735 }'

Bg = Bys(1,1) = {0.57735,0.57735,0.57735 }

(-1

= Bys(~1,1) = {-0.57735,0.57735,0.57735 }'

VVVVVVVV

t
By(e) =Ba(e1)={ oA}

\%

t
B(0) = B(14) = { i s

t

> Bio(¢) = Bao(-¢.1) = {—\/fzﬁ\/;zﬁ—\/;zﬁ}
t
> Bi(e) = Baol-1-8) = { - e v )

t
>B1z(é)2321(f1,§):{,@7,@7\/;2?}

ZAs fungdes associadas as faces Q99, 21, 22, Qo3, Qo4 € Qo5 correspondem a cascas esféricas, de forma a ajustar
0 hexaedro em uma esfera.
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> =

t
0612309 = { st )

t
B14(0) = B5(19) = { ks s s |

[> e

> =

t
Bi5(¢) = B3(1.£) {—\/glzﬁ\/;zﬁ\/;zﬁ}

[> et

t
Bole) =Bste ) = { - s s

t
By7(£) = Bas(1.8) {\/ilzﬁ\/;z?\/glzﬁ}

> =

t
Big(¢) = Bos(-¢.1) {_\/;2?\/512?\/512?}

t
Bio(¢) = Bas(—1,-¢) {_\/ééﬁ_’_\/;zﬁ’\/;zﬁ}

[> oy

e Transformagoes para os dominios de referéncia das arestas e faces (ver tabela 4.10):

& =Ts(sn¢) = {&}
Ei0=Tio(en¢) ={-E}
12 =Ta(&n¢) ={{}
§1a=Tia(eng) ={{}
E16 = Tis(em.0) = {&}
i =Tis(¢ng) ={-E}
&0 ="To(sn.) ={&,n}
& = T (&n.8) = {n, ¢}

&4 =Toa(Emg) ={-n,C}

Y

So=To(¢n¢) ={n}
En=Tu(eng)={-n}
131 =Tis(eng) ={C}
is=Tis(¢ng) ={{}
17 =Ti7(¢m8) ={-n}
19 =Tio(¢n) ={-1n}
&1 =Ta(ent) ={€, Y
&3 = Tos(em.6) = {€, 8}

Sos =TDos(&ng) ={&,n}

44
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e Blending functions (ver equagdo 4.9 e tabela 4.11):

P(En)=g(1=E)A-m(1-¢) , ei(en)=5E+1)(1-n)(1-0)
Qend)=3E+DM+1)1-0) , @3(eng)=51-En+1)(1-¢)
Pa(en)=g(1=E)1—m)(C+1) , @s(em)=g(E+D)(1—n)({+1)

Po(ent) =5 E+ DM+ 1)(E+1) , @(eng)=g1=E)N+1)(L+1)

gs(emg) = z(M—1)({ 1) , po(Eng) =3(E+1)(1-0)
Pro(en.¢) = z(M+1)(1-) , eulemg) =3~ -1)
Pr2(en) = 3(E-1)(n—1) , ei3(emg) = z(1+8)(n—1)
Pra(end) = 3(E+1)(n+1) , Pis(emg) = z(1-8)(1+m)
Pi6(£n.0) = —3(L+1)(n—1) , @ir(eme) = g(C+D(E+1)
Pis(ens) = 3(C+1)(n+1) , Pro(eme) = —3(C+1)(E-1)
pa(eng) =5 . ou(eng) =50

pn(em) =55 . en(eng) =141

puene) =55 . ors(eng) =4t
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e Coeficientes de contribuicdo (ver algoritmo 4.1):

Ms=1 , Au=1 , =1, An=1 , =1 , Ap=1
Mo=—-1 , Aig=—1 , Air=—-1 , Lg=—-1 , Ais=—1 , Aiy=-—1
Az=—1 , dp=—1 , Ai=—1 , do=—1 , Adg=—1 , dg—=—1
=1 . Ae=1 . ds=1 . da=1

=1 , =1 , M =1 , =1

e Funcdo Y (&n.C) (ver equagdo 5.4):

AoBo@o(En.0) + A B1 @ (En)+ A By ga(Em) + A3 B3 03(€.n.0)
+
A4 By 94(&:n.¢) + As Bs ¢s(En.¢) + A6 Be @6 (5.n.8) + A7 B7 97(£.n.0)
+
Ag By(T(en.0)) 98(£.n.8) 4 Ao Bo(To(6.n.0)) @ (&.1.8)

+

A10B10(Ti0(¢n.0)) Pr0(&m.¢) + A11 B11(Ti7(en.0) @11(Em.8)
+

A2 B2 (Tia(en0) 12(6.m.8) + A3 B13(Tis(6n.0) @13(Em.8)
+

2(Eng) = MaB14(Tia(en0) @ra(&n.¢) + A5 Bis(Tis(en0) @15(Em.¢)
+

M6 Bi6(Tis(en.0)) P16(6.m.8) + A7 B17(Ti7(6n.0) @17(Em.8)
+

A1g B1g(Tis(n.0)) @18(&:m.¢) + A19 B1o(Tig(e.n.0)) P19(&.m.¢)
+

220 B20(T0(¢:n.0)) P20(&m.¢) + A21 Ba1 (T2 (6.0.0)) 921 (Em.8)
+

A2 B2y (T (en.0)) 922(&.m.8) + A23 B2z (Tas(6.n.0)) 923 (Em.8)
+

224 B24(Taa(6n.0)) @24(&m.¢) + A5 Bas(Tos(e.n.0)) P25(E.m.8)
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Apos a substituicdo de todos os termos e simplificacoes, a equacdo anterior resulta em:

x(Eng) =

Figura 5.2: Hexaedro sendo mapeado para uma esfera por interpolacao transfinita

(
& <0.57735+

n (0.57735+

¢ (0.57735+
\

1

1 1 1 1 1
+ - + - -
V24241 VERRZH V212 VEZZ41l V22

1

Vil

1 1 1 1
+ - + - -
V24241 VEZZ41 V242 VEZZar V22

1

)

755

1

1 1 I _
\/§2+n2+1+\/§2+§2+1 \/C2+2+\/n2+§2+1 VnZi2

Vi

) )
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(5.6)



Capitulo 6
Testes e Validacoes

Sera utilizado o exemplo 5.1 para a realizagdo de alguns testes e validacdes. Serdo verificadas as

seguintes propriedades da equacgdo 5.5:

e Os vértices do hexaedro sdo mapeados para as coordenadas fornecidas (By, By, By € B3) ou
herdadas (By4, Bs, Bg € B7);

e O mapeamento da regidao do hexaedro correspondente as arestas Qg, Qo, Q19, 211, 212, 213,

Q14 e Q5 resultam em aplicacdes lineares por ndo apresentarem fungdes associadas;

e O mapeamento da regidao do hexaedro correspondente as arestas Qig, Q17, Qi3 € Q19 sdo

mapeadas para os arcos de circunferéncia definidos pelas fungdes geométricas By (&), B17(¢),
Big(¢) e Bio(¢).

)
]

i
¢

_

48



CAPITULO 6. TESTES E VALIDACOES 49

Serd realizado também um teste da derivada da equagdo 5.5, através de sua expansao pela Série
de Taylor de primeira derivada. Pretende-se constatar que a diferenga entre a solug¢do exata e a

solucdo aproximada apresenta a ordem de convergéncia quadratica.

x(erast) = x() +x'(§) adf +C(adf)’ (6.1)
solucao solucao ordem
real aproximada quadrdtica

Sendo & um nimero real positivo, & uma direcio qualquer e C uma constante.

6.1 Testes

Serdo realizados os quatro testes propostos no inicio deste capitulo.

6.1.1 Mapeamento dos Vértices

A(mg)=x(~1,—L—-D={-1,-1, =1} 5 x(m)=x(l,—-1,-D)={1,-1,-1}
X( ) (1 1 _1) {1 1 _1}[ 5 X("3):X(_1717_1):{_1717_1}t
){(n4):)((71,7171)={70.3,70.3,l}l 5 X(ns)zx(l,fl,l)Z{Oﬁ,70.3,l}t

x(ng)=x(1,1,1)={0.3,0.3,1} 5 x(m)=x(-1,1,1)={-0.3,0.3,1}

6.1.2 Mapeamento das Arestas Lineares

X(QS):X(é7_17_1):{53_17_1}1 5 1(99):)((17”3_1):{17"’_l}t
(QIO) (5 1 _1) {5111_1}t 5 x(gll)ZX(_lvnﬁ_l):{_lﬁn"_l}t
2(Q12)=2(—1,—1,8)={0.35—0.65,0.35(—0.65, 5} 3 x(23)=x(1,—1,8)={0.65-0.35{ ,0.35{—0.65,C}'

2(Q12)=2(1,1,£)={0.65-0.35( ,0.65-0.35 , £ }! s x(5)=x(~1,1,{)={0.35{—0.65,0.65-0.35¢ , { }'
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6.1.3 Mapeamento das Arestas em Arco

t

x(gm):x(g,—1,1):{0.424Sen<"75),—0.424cos<§),1}t s x(@17)=x(1,1,1)={0.424Cos( 1) ,0.424Sen( %) 1}

)((918):)((57171):{0.4245’6}1(%5) 70.424COS(§) 71}[ s x(@10)=x(=1,1,1)={~0.424Cos( ") ,0.424Sen(Z1) 1}’

6.1.4 Ordem de Convergéncia

Com o objetivo de isolar a varidvel que representard a ordem de convergéncia (n), serdo realizadas

as seguintes manipulacdes algébricas na equacao 6.1:
x(&+ass) = x(&)+2'(§) @6 +C (0 58)"
x(rast) —[x(&)+x'(§) ¢ 68] = Ca 68"

17 (&+a58) — [x(8) + %'(§) @ 68] || =| C| ] 168"l

log (|| x(e+asg) — [x(&) + 2'(&) @ 68]|]) = log (||C 6&"||) +nlog () (6.2)

e Para o:
log (|| (&+ons8) — [x(&)+x'(&) o0 6&]||) = Log (|CEE™||) +nlog (on) (6.3)

e Para op:
log (|| x(&+0a88) — [x(&) +x'(&) 2 6] ||) = log (||C 8E") +nlog (o) (6.4)

Serd subtraida a equagdo 6.3 da equag@o 6.4 para eliminar o termo log (||C 6&"||), seguido do

isolamento da variavel n:

o Log (126 +0288)—[x(§)+2'(8) 2 88]1) — l0g (Ilx(&+en 88)-[x(&)+1'(§) a 8]l
log (o) —log ()

(6.5)

Pretende-se validar a derivada (¥’(£)) da equagdo 5.5 através da constata¢do de que para dife-
rentes valores de ¢, serd sempre obtido n = 2, confirmando a ordem de convergéncia quadratica

esperada pela Série de Taylor de primeira derivada.
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6.2 Validacoes

Serdo realizadas as validag¢des das formulacdes obtidas nos testes da secdo 6.1.

6.2.1 Mapeamento dos Vértices

Pdde-se constatar que o mapeamento de todos os vértices coincide com as respectivas coordenadas

dos nos (fornecidas ou herdadas).
X(ng)=Bo 5 x(n)=B1 ; x(n)=B2 ; x(n3)=B3
X(ng)=B4 5 x(ns)=Bs ; x(ng)=Bs ; x(n7)=B7

6.2.2 Mapeamento das Arestas Lineares

Pdde-se constatar que o mapeamento da regido do hexaedro correspondente as arestas Qg, Qo, 19,

Qi1, Q12, Q13, Q4 € Q5 resultam em aplicagdes lineares, uma vez que atendem as condigoes:

fla+b)=fla)+f() e flaa)=af(a) ; aecR

x(9g):  {atb,—1,—1V={a,~1,-1V+{b,—1,—-1} ; {aa—~1,-1}Y=a{a,—1,—1}
x(99):  {latb,—1}Y={1,a,-1}+{1,b,—1} i {Laa—-1}Y=a{la—-1}
x(Q): {a+b1,—-1}Y={a1,-1}+{b,1,—-1} ; {aal,—1}Y=a{a,l,-1}
x(@): {-lLat+b—1V={-1la—-1V+{-1b-1} ; {-laa—-1}Y=a{-1a-1}

2(2p): {0.35(a+b)—0.65,0.35(a+b)—0.65, (a+b) }' ={0.35a—0.65,0.35a—0.65 ,a}' +{0.35b—0.65 ,0.356—0.65 , b}
{0.35(0ta)—0.65,0.35(ca)—0.65, (ota) Y =a{0.35a—0.65,0.35a—0.65 ,a}’

x(2p3):  {0.65-0.35(a+b),0.35(a+b)—0.65, (a+b) }' ={0.65—0.35a,0.35a—0.65 ,a}' +{0.65—0.35b,0.356—0.65 , b}
{0.65-0.35(0ca) ,0.35(cwa)—0.65, (ata) Y =a {0.65—-0.35a,0.35a—0.65 ,a}'

2(214):  {0.65-0.35(a+b),0.65—-0.35(a+b) , (a+b) } ={0.65—0.35a) ,0.65—0.35a,a} +{0.65—0.35b,0.65—0.35b , b}'
{0.65-0.35(aca) ,0.65-0.35(cxa) , (ata) Y = {0.65—0.35a) ,0.65—0.35a, a}!

2(2;5): {0.35(a+b)—0.65,0.65—-0.35(a+b), (a+b)} ={0.35a—0.65,0.65—0.35a,,a} +{0.35b—0.65 ,0.65—0.35b,, b}
{0.35(ata)—0.65,0.65-0.35(cxa) , (ota) ' =0t {0.35a—0.65,0.65—0.35a,,a}!
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6.2.3 Mapeamento das Arestas em Arco

Pdde-se constatar que mapeamento da regido do hexaedro correspondente as arestas Q¢, Q17, Q13
e Q)9 resultam nas fungdes geométricas Big(&), B17(€), Big(&) e Bg(€), correspondentes a arcos
de circunferéncia contidas no plano horizontal de cota { = 1, uma vez que apresentam pontos de

distincia constante em relagéo ao ponto ¢ = {0,0, 1} (centro da circunferéncia).

Seja a fungdo d(&,n,8) = /E2+n2+ (L —1)%, a qual expressa a distdncia de um ponto
(€,7, &) qualquer ao ponto c.

2(Q16)=B1s(£); d(x((zlﬁ)):\/[0.4245‘%(%’5)]2—0—[—0.424C05<ﬁ—5>]2:\/04178[Senz(%)+C0s2(%)]:\/m:0.424

2K(©Qu)=Bir(m); (@) =y/[0.424Cos( )] +[0.424Sen(Z0)]P =, f0.178 [Sen? (K1) 4 Cos? (51) | =v/0.178=0.424

e

)] g |0.424C05( % )| 2:\/0.178 [Sen?(Z) +Cos? ()] =v/0.178=0.424

+

x(Q18)=B13(&); d(x(ng))z\/[O.424Sen(”

2(Q19)=Bio(n); d(x(glg)):\/[—0.424Sen(”7’5)]2+[0.42400s(”7’5>r:\/0.178[Sen2(%)+Cos2(%)]:\/mzo.4z4

6.2.4 Ordem de Convergéncia

Para a validacdo da ordem de convergéncia, foram utilizados os seguintes paradmetros:

e (&) = (equagdo 5.5);

[ 0.212(+1)Cos(0.7857)~0.65C+  —0.167(Z+1) & Sen(0.7857) 0.212Cos(0.7857) &—
0.167(£+1) Cos(0.7854&)+0.35 0.65E+0.212Sen(0.785¢)
o Y'(&)= —0.167(E+1)1 Sen(0.785E)  0.167(E+1)Cos(0.7851)—0.65+  0.212Cos(0.785E)n— | 3

0.212(£+1)Cos(0.7854£)+0.35  0.657+0.212Sen(0.7851)

& =1{0.1,02,03};

6& = {03,04,05};

e o = [0.001,0.040], passos de 0.001;

® 0 = O +0.001.
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Os resultados obtidos sdo reproduzidos na tabela 6.1, os quais confirmaram a ordem de convergén-

cia quadrdtica, validando a derivada ()’'(¢)) da equagdo 5.5.

o | o | n [ o [ e | n |
0.001 | 0.002 | 2.00027 0.021 | 0.022 | 2.00409
0.002 | 0.003 | 2.00047 0.022 | 0.023 | 2.00428
0.003 | 0.004 | 2.00066 0.023 | 0.024 | 2.00448
0.004 | 0.005 | 2.00085 0.024 | 0.025 | 2.00467
0.005 | 0.006 | 2.00104 0.025 | 0.026 | 2.00486
0.006 | 0.007 | 2.00123 0.026 | 0.027 | 2.00505
0.007 | 0.008 | 2.00142 0.027 | 0.028 | 2.00525
0.008 | 0.009 | 2.00161 0.028 | 0.029 | 2.00544
0.009 | 0.010 | 2.00180 0.029 | 0.030 | 2.00563
0.010 | 0.011 | 2.00199 0.030 | 0.031 | 2.00583
0.011 | 0.012 | 2.00218 0.031 | 0.032 | 2.00602
0.012 | 0.013 | 2.00237 0.032 | 0.033 | 2.00621
0.013 | 0.014 | 2.00256 0.033 | 0.034 | 2.00641
0.014 | 0.015 | 2.00275 0.034 | 0.035 | 2.0066
0.015 | 0.016 | 2.00294 0.035 | 0.036 | 2.0068
0.016 | 0.017 | 2.00313 0.036 | 0.037 | 2.00699
0.017 | 0.018 | 2.00332 0.037 | 0.038 | 2.00719
0.018 | 0.019 | 2.00352 0.038 | 0.039 | 2.00738
0.019 | 0.020 | 2.00371 0.039 | 0.040 | 2.00757
0.020 | 0.021 | 2.00390 0.040 | 0.041 | 2.00777

Tabela 6.1: Resultados do teste de convergéncia



Capitulo 7
Aplicacao Pratica

O método matemdtico de representacdo geométrica por interpolacao transfinita apresentado neste
trabalho foi implementado em linguagem computacional. Seu cédigo foi incorporado em um am-
biente de programacao cientifica denominado PZ, escrito em linguagem C++ orientada a objetos,

o qual é voltado para o desenvolvimento de algoritmos de elementos finitos.

O PZ foi idealizado e desenvolvido pelo Prof. Philippe R. B. Deviloo [7], motivado pelas li-
mitagdes das ferramentas disponiveis até entdo em linguagens seqiienciais (Fortran, por exemplo).
Seu codigo continua em expansdo através das contribuicdes de académicos e pesquisadores [22], e

encontra-se disponivel no endereco http://labmec.fec.unicamp.br/pz/download.

Um dos aplicativos desenvolvidos com esta versdo do PZ é um software denominado IP3D',
fruto de uma das parcerias de pesquisa entre a Petrobras e o LabMeC et al.[17] da Faculdade de
Engenharia Civil da Universidade Estadual de Campinas. Sua funcao principal € calcular o indice

de produtividade (IP) de pocos de petrdleo através de simulacao numérica tridimensional.

vazao
IP Q

- = 7.1
diferencial de pressao  Ap (7.1)

Sao contempladas as seguintes configuracoes:
e Poco vertical, reservatorio quadrado ou circular;

e Poco horizontal, reservatorio retangular ou eliptico.

10 IP3D é de propriedade da Petrobras.

54
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A modelagem geométrica por interpolacdo transfinita proporcionou ao IP3D a representacio
exata do dominio estudado por meio de uma malha tridimensional que utiliza poucos elementos

(denominada malha minima):
e 9 elementos tridimensionais para a representacio das configuracdes de pogo vertical;
e 19 elementos tridimensionais para a representacdo das configuragcdes de poco horizontal.

O refinamento aplicado posteriormente a malha minima diz respeito somente a melhoria da quali-

dade de aproximacao da solucao.

(a) Poco vertical, reservatdrio circular

(b) Pogo horizontal, reservatdrio eliptico

Figura 7.1: Malha minima: representacdo exata do dominio estudado com poucos elementos
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(a) Poco vertical, reservatério circular

(b) Pogo horizontal, reservatério eliptico

Figura 7.2: Wireframe das malhas
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O problema de valor de contorno resolvido pelo IP3D surge da Lei de Conservacdo de Massa,
considerando o fluido monofésico incompressivel de fluxo isotérmico em regime permanente,

desprezando-se o efeito da gravidade:

div [—ﬁ <?>Vp] =0
p = prcm 8S-lres (72)
P = pw a-Q'well

sendo:

e 1 aviscosidade do fluido;

H oqe .
e K o tensor de permeabilidades do meio poroso;
e Vp o gradiente de pressoes;

o JQ,s € IR, 0 contorno do dominio do reservatério e do pogo, respectivamente.

A equagdo 7.2 tem como solucdo a varidvel pressao (p). Como pds-processamento, o IP3D apre-
senta (dentre outros) o valor obtido para o IP (equagdo 7.1), o perfil de distribuicao do fluxo e do
gradiente do fluxo ao longo do poco. Para validacao, foram utilizados os dados de dominio publico

do campo de Troll, localizado a 60 km de Bergen (Noruega), operado pela Norsk Hydro.

’ Poco Horizontal, Reservatéorio Retangular ‘

Raio de drenagem do reservatério 850m
Espessura do reservatério 22m
Permeabilidade horizontal do reservatério | 8500 mD
Permeabilidade vertical do reservatério 1500mD
Drawdown no reservatorio 2.2m
Comprimento do poco 200 a 800m
Diametro do pogo 6”
Densidade do 6leo 881kg/m’
Viscosidade do 6leo 1.43cP

Tabela 7.1: Dados do campo de Troll

Os resultados obtidos através do IP3D foram comparados com os obtidos pelo software co-
mercial ANSYS CFX®© e com os apresentados pelos estudos dos autores Ozkan, Sarica e Hazi no
artigo [8]. Foram realizados testes para quatro comprimentos de poco: 200m, 400m, 600m e 800m,

0s quais sao apresentados a seguir:
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Figura 7.3: Perfil de distribui¢ao de vazao

Uma observagdo interessante a respeito dos graficos 7.3a e 7.3b € que j4 era de se esperar
que o aumento no comprimento do poco ocasionasse incrementos na producdo cada vez menores
(comportamento assintético), uma vez que a influéncia da perda de carga ao longo do pogo se torna
cada vez mais significativa. Este comportamento € captado, adequadamente, apenas pelo IP3D.
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Figura 7.4: Perfil de distribui¢do de fluxo

Com estes testes (e varios outros aqui ndo citados), pdde-se comprovar a consisténcia dos re-
sultados produzidos pelo IP3D, validando inclusive o método de representacdo geométrica apre-
sentado nesta dissertacdo. Outro fator muito positivo foi o tempo de processamento: 3 minutos
aproximadamente. E importante salientar que ANSYS CFX®© apresenta tempo de processamento
superior a 24 horas, uma vez que apresenta uma gama muito ampla de pds processamentos, gréfi-
cos, arquivos de saida etc. Esta caracteristica do IP3D foi alcangada por tratar-se de uma simulacao
muito especifica, em detrimento do que foi solicitado pela Petrobras ao LabMeC sobre a utilizagao

de todos os recursos de otimizagdo e performance disponiveis, inclusive na malha.



Capitulo 8
Conclusao

A generalizagdo do método matematico de representagdo geométrica por interpolagdo transfinita
desenvolvido neste trabalho demonstrou-se eficiente ao representar exatamente dominios de con-
torno descrito por fungdes analiticas, reduzindo sensivelmente a quantidade de elementos de uma
malha. Como conseqiiéncia, a economia de recursos computacionais € o tempo de processamento
dos métodos de simulacdo numérica foram beneficiados, atestando a contribuicdo deste estudo,

tanto em cardater tedrico quanto pratico.

Uma caracteristica importante deste desenvolvimento € que diferentes tipos de topologia aqui
ndo abordados poderdo adequar-se naturalmente na metodologia apresentada no capitulo 4, bem
como as mesmas topologias (tridngulo, quadrilétero, tertraedro, piramide, prisma e hexaedro) com
dominios de referéncia diferentes dos apresentados na tabela 4.1, uma vez que as blending functions
de seus nds (¢;), blending functions de seus lados (@;) e respectivas transformacoes (7j(¢)) serdo

redefinidos para cada tipo de elemento e dominio pelos mesmos conceitos introduzidos.

As aplicacdes deste método ndo se retringem somente as simulacdes numéricas. Industrias de
animacao gréfica por computador e de jogos eletronicos também poderdo usufruir de suas potenci-
alidades por proporcionar facilidade e qualidade de modelagem de formas geométricas complexas

a custos reduzidos.

60



Referéncias Bibliograficas

[1] 1. Babuska. Stability of a domain of definition with respect to a boundary perturbation, of
basic problems of theory of partial differential equations, mainly in accordance with elasticity
theory. Czechoslovak Math. J., 11(86):7-105, 165-203, 1961.

[2] R. E. Barnhill and Riesenfeld R. F. Computer Aided Geometric Design. Academic Press,
1974.

[3] P. Bézier. Définition numérique des courbes et surfaces 1. Automatisme, X1:625-632, 1966.

[4] S. A. Coons. Surfaces for computer aided design of space forms. MIT Project MAC-TR 41,

National Technical Information Service, 1967.
[5] C. de Boor. Bicubic spline interpolation. J. Math. Phys., 41:212-218, 1962.
[6] P. de Casteljau. Outillages méthodes calcul. Technical report, A. Citroen, Paris, 1959.
[7] P. R. B. Devloo. PZ-object oriented finite element software. Technical report, 2005.

[8] M. Haci E. Ozkan, C. Sarica. Influence of pressure drop along the wellbore on horizontal well
productivity. Society of Petroleum Engineers (SPE), 3(SPE 57687), September 1999.

[9] Gerald Farin. Curves and Surfaces for CAGD - A Pratical Guide. Morgan Kaufmann Pu-
blishers, 5th edition, 2002.

[10] I. Faux and M. Pratt. Computational geometry for design and manufacture. Ellis Horwood,
1979.

[11] J. Ferguson. Multivariable curve interpolation. J ACM, 11(2):221-228, 1964.

[12] A. R. Forrest. Curves and Surfaces for Computer-Aided Design. PhD thesis, Cambridge
University CAD Group, July 1968.

[13] F. Gerald. A history of curves and surfaces in CAGD. Technical report, Arizona State Uni-

versity, Computer Science and Engineering.

61



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 62

[14] W. J. Gordon and C. A. Hall. Transfinite element methods: Blending function interpolation
over arbitrary curved element domains. Numerische Mathematik, 21(2):109-129, April 1973.

[15] A. Jain. Error visualization in comparison of b-spline surfaces. Master’s thesis, Faculty of
Virginia Polytechnic Institute and State University, September 1999.

[16] J. Karup. On a new mechanical method of graduation. Trans. of the Second International

Actuarial Congress, pages 78—109, 1899.

[17] LabMeC (Laboratério de Mecanica Computacional):Philippe Remy Bernard Devloo, Edimar
Cesar Rylo, Gustavo Camargo Longhin, Tiago Luis Duarte Forti, Paulo Cesar de Alvarenga
Lucci, Agnaldo Monteiro Farias. Faculdade de Engenharia Civil - Universidade Estadual de

Campinas.

[18] J. L. Lagrange. Lectures on elementary mathematics. Chicago: The Open Court Publishing
Company, 1898.

[19] S. A. Nazarov and V. G. Maz’ya. Paradoxes of limit passage in solutions of boundary value
problems involving approximations of smooth domais by poligonal domains. Math USSR
17V, 29, 1987.

[20] L. Piegl. On NURBS: A survey. IEEE Computer Graphics and Applications, 11(1):55-71,
1991.

[21] R. FE. Riesenfeld. Applications of B-Spline Approximation to Geometric Problems of
Computer-Aided Design. PhD thesis, Syracuse U., 1972.

[22] E. C. Rylo. Auto adaptatividade hp utilizando biblioteca de padrdes de refinamento com
estimativa de erro e avaliagdo de padroes hp em paralelo. PhD thesis, FEC-Unicamp, 2007.

[23] O. M. Sapondzhyan. Bending of thin elastic plates. Erevan: Ayastan, 1975.
[24] A. Sard and S. Weintraub. A Book of Splines. Wiley, 1971.

[25] F. Yamaguchi. Curves and surfaces in computer aided geometric design. Springer-Verlag,
1988.



