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Vi
RESUMO

Esta Tese tem como objetivo elucidar, ao menosiglarente, a questdo do
significado da Teoria de Modelos para uma refles@iore o conhecimento matematico
no século XX. Para isso, vamos buscar, primeirageaitancar uma compreensao da
prépria reflexdo sobre o conhecimento matematicag cerd denominada de
Fundamentos do Pensamento Matematico no século eXXla prépria relevancia
fundacional. Em seguida, analisaremos, dentro ategto fundacional estabelecido, o
papel da Teoria de Modelos e da sua interacio céigebra, em geral, e, finalmente,
empreenderemos um estudo de caso especifico. Bless®m de caso mostraremos que a
Teoria de Galois pode ser vista como um conteldiad e buscaremos compreender o
significado fundacional desse enquadramento maeéidco para uma parte da Algebra

classica.

ABSTRACT

The aim of the present Thesis is to bring sombtlig the question about the
status and relevance of Model Theory to a refleactibout the mathematical knowledge
in the twentieth century. To pursue this target, wi#, first of all, try to reach a
comprehension of the reflection about the matherabknowledge, itself, what will be
designated as Foundations of Mathematical Thougtte twentieth century, and of the
foundational relevance, itself. In the sequel, wik provide an analysis, of the role of
Model Theory and its interaction with Algebra, irengral, within the established
foundational setting and, finally, we will discusspecific study case. In this study case
we will show that Galois Theory can be seen asgecéd content, and we will try to
understand the foundational meaning of this moldebitetic framework for some part of
classical Algebra.
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APRESENTACAO

A apresentacao de um trabalho nao faz, proprieenpatte do trabalho; coloca-se
de uma perspectiva que se pode dizer como extemaagpresentar a proposta de um
autor com seu trabalho. No caso do presente estidba proposta esta baseada em um
diagnostico sobre as areas de Filosofia da Matesnétde Fundamentos da Matematica,
que pode ser resumido na afirmacgéo que essasattetsn, em larga escala, uma forte
orientacdo a categoria do objeto e que, por isser@adeira dimensao dos resultados da
Teoria de Modelos e sua importancia para uma @lesobre a Matematica tem sido
subestimada e negligenciada, ja que a Teoria deeld®@ um estudo da semantica e nao
lida propriamente com objetos. A proposta é mosjugr se pode avancar na direcdo de
uma reflexdo sobre o conhecimento matematico, édrdg uma orientacdo por categorias
semanticas como, por exemplo, a nocdo de significasbm uma consequente
consideracdo mais cuidadosa da Teoria de Modelosprasentacdo poderia terminar
aqui, contudo, como essas formulagbes estdo aindaanto elipticas, € prudente
continuar a explicacéo.

Com relacédo ao diagnostico, essa orientacdo perdeosstatada na Filosofia da
Matematica, ou ao menos em parte sua, na figurgudatdo ontoldgica como questao
fundamental e, também, nos Fundamentos da Matenate@ programa de reducdo
conjuntista, que considera a formalizacdo da Matiemaa Teoria de Conjuntos como o
aspecto mais importante da area. Essas duas asté&sintimamente relacionadas entre
si, e apontam para a direcdo da orientacdo jadddico primeiro aspecto mostra a
ligacdo da Filosofia da Matematica com a tradicitbpica, e o segundo aspecto
envolve uma reducao efetiva de todos os objetosméicos a conjuntos. Para adiantar a
discusséo, eu nao estou, em nenhum momento, propoedse abandone a formalizacéo
da Matemaética, ou qualquer outro resultado de progs de fundamentos, mesmo
porque tal propositura ndo teria qualquer efeitq@réposta é de ampliacdo do horizonte
fundacional.

Especificamente com relacdo a proposta, € predso,nicio, tematizar a

compreensao da compreensgoe se tem da Mateméatica atual. Essa tematizagao s
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designada por Fundamentos do Pensamento MatematcdSéculo XX, e sua
abrangéncia se estendera sobre a Filosofia da Mateme os Fundamentos da

Matematica. Entdo, o ponto de partida é dado; gpoeensdo da Matematica € um fato,

pois 0s matematicos (pelo menos alguns) sao testeamudissd. A partir dai, segue a

tematizacdo da compreensdo dessa compreensdojapdeseima reflexdo de segundo
grau em relacdo a Matematica, uma reflexdo sobcentecimento matematico. E a

perspectiva que vai guiar o trabalho, tomando guligem matemética como fixada, € a
perspectiva semantica sobre a seguinte questaterapisgica fundamental: “o que

significa compreender uma no¢ao matematica?”. pmmaeira tentativa de resposta para
essa questdo, segundo essa perspectiva, seriapreemder uma nocao matematica
significa conhecer as condi¢cbes que devem sefetsspara que alguma coisa pertenca
a extensdo da nocao”. Para que essa respostaja@orspletamente vazia é preciso uma
analise mais fina do predicado de verdade. No &mtanobjetivo do trabalho ndo é

responder, de forma definitiva, a essa questaq,equearte, enquanto questao filosofica,
nao deve ter uma resposta Unica e exaustiva. Tarragposta também ndo esgota, de
modo algum, a problematica envolvida, ja que, pan®lo, a questdo e uma eventual
resposta devem tomar como estatica a linguagem nmitea onde as nocodes

matematicas estdo expressas; mas tal linguagem\v&rdade, absolutamente dinamica.
De outro modo, o trabalho vai apenas tomar essp@eiiva semantica como guia, como
baliza. E preciso ter clareza também de que emumenhomento este trabalho esta
colocando em questdo que as no¢cbes da Matematicantésignificado. Pelo contrario,

isso € tomado como fato empirico e a questdo dizei® a condi¢cdes de possibilidade,
ou a pressupostos que fornecem uma base paraa¢ss®lbéis ainda, a tese de que as
nocdes da Matematica possuem um significado indkgrée de uma sistematizacdo de
toda a Matematica em sistema formal de um domimivevsal (como a Teoria de

Conjuntos) é um pressuposto fundamental aqui. Essa ¢ese realista que se faz
referéncia quando, no trabalho, aparecer a exmre§s@lidade matematica” (por

exemplo, no 82 da Introducado e no 88 da Parte éjaRto, neste trabalho, sempre que a
expressdo ‘“realidade matematica” for usada, tmtale uma realidade semantica

pressuposta, e ndo, necessariamente, de uma éatolog
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Por esse ponto de vista, a relacdo da Mateméaticd eom Fundamentos do
Pensamento Matematico no Século XX € uma relacgedsuposicao formal: o dltimo
tem como objetivo, antes, nessa perspectiva, dstavecondicbes de significacao,
pressupostos que fornecem uma base para a comjwedass nogdes matematicas, e ndo
tem a finalidade de derivar os axiomas da primé\la.minha visdo, essa perspectiva
aparece como promissora também em outros domimid®addo Pura, como a propria
Matematica. Dessa forma a Matematica ela mesma pedeista como pressuposto
formal, como condicdo de significacdo para as @&ngue se utilizam dela na apreensao
de seus proprios conteudos e que sao, assim, seamagmte condicionadas. A
Matematica ndo tem como objetivo derivar as leml&imentais dessas ciéncias.

A perspectiva semantica na Filosofia tem suas wsiggom os trabalhos em
Légica e Fundamentos da Matematica de Frege, Ruessdlittgenstein, no que se
constituiu a chamada Filosofia Analitica da Lingerag Essa é uma perspectiva ampla e
possui uma abrangéncia que vai além da Filosofatamatica, mas que ndo me parece
ser igualmente frutifera em todos os campos dad®film Por exemplo, para o campo da
moral e da ética, na Razado Prética, a situacdacedrem diferente, pois o problema
nesse campo é a questdo do agir, e talvez esgaegiera ndo ajude em nada nessa
guestdo. A questdo pratica (como devemos agir?) éendama questdo semantica,
certamente. E, mesmo naqueles dominios onde aegékspsemantica é apropriada, o
autor ndo esta adotando, de forma alguma, a teseogjuproblemas filosoéficos séo
dissolvidos em meras analises da linguagem. O astar sim, adotando uraentacao
por categorias semanticas. Em particular, ndo rénafio em nenhum momento que a
Matematica se reduz a uma semantica para certasasé€o que é falso, mas apenas que
haum aspectada Matematica que pode ser caracterizado como semdormal. Essa
perspectiva sera explicada em detalhes ao longdralmalho. Por ora, € melhor
interromper essa digressao e parar com essas emges, pois isso poderia nos levar
longe demais. A finalidade desta Apresentacdo é@ampa de apresentar a perspectiva
geral do trabalho, e ndo a de explicar exatamentgue ela consiste ou de explorar
consequéncias dessa perspectiva. Isso é tarefalddho ele mesmo.

O ponto de vista geral do trabalho estd satigfahente exposto nesta

Apresentacdo. A partir de agora é preciso entrarattalho e desenvolver o tema em
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detalhes. Na Introducéo, que ja € parte const#udiv trabalho, a elaboracdo de algumas
criticas do autor sobre, entre outras coisas, @naig de consciéncia historica que tem
dominado certos trabalhos em Filosofia e FundansestdViatematica sera levada a cabo
e um pequeno mapa de relevo do texto serd estatmeldesse segundo aspecto da
introducéo é essencial em um estudo como esteguep texto forrado por uma camada
espessa de citacOes de resultados técnicos enaésrdibliograficas, pode parecer que é
tudo igual e igualmente obscuro. Pela propria eatuido estudo, é possivel identificar
no texto uma argumentacdo continuada dos pontosijpais sobre os quais o trabalho se
apoia. O objetivo é atingir, ao final do texto, gnau elevado de plausibilidade para as

principais teses que estdo na base da concepgialgdrabalho.
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Nota

1- Poderia parecer, a principio, absurda a poss$#nie mesma de uma Filosofia da Matematica, por
exemplo, com base na seguinte observagdo. Hipateticte, seriam os matematicos as pessoas que mais
sabem Matematica. Como € possivel uma investigdedoatureza filoséfica, feita por um ldgico, ter a
pretensdo de esclarecer aspectos incompreendidbiaianatica? Acontece que a compreensdo que 0s
matematicos, em geral, possuem da Mateméatica é acompreensdo imediata, de primeira ordem em
relacdo ao conteddo. A compreenséo que a Filodafislatematica busca é uma compreensdo de segunda
ordem, mediada pela analise logica e critica cdat@ie a compreensao de primeira ordem. Em outras
palavras, um bom matematico deve apresentar congifeematematica, mas nao necessariamente
compreensdo sobre a Matemdtica, ja que essa Uftrm@a de compreensdo ndo € necessaria para

desenvolver a Matematica e s6 pode ser alcancadagmbacao logico-filosdéfica.



A GUISA DE INTRODUCAO

81- Filosofia e Mateméatica

O final do periodo moderno marca a separacdo @sdfih e das ciéncias, em
particular, da Matematica, coincidindo com o fim pimjeto sistemético na Filosofia.
Antes disso, Descartes, por exemplo, consideratsmayeometria uma aplicacado do seu
meétodo filosofico, mas depois de Hegel ndo maisoggtou construir grandes sistemas
filosoficos. Ha agora uma suspeita, com base indusm questdes de ordem pratica, de
qgue, por um lado, esses grandes sistemas colappatarfacéo da gravidade”, pelo seu
proprio “peso”, e, principalmente, de que as tesess pressupostos da ciéncia séo
autbnomos e nao subordinados a uma Metafisica w@apea. Por outro lado, ha a
suspeita de que ndo € possivel alcancar avancdicagno em termos de novos
principios sisteméaticos, ou alcancar algo que sgmte melhora sistematica substancial
em relacdo a todos os grandes sistemas constridoslapso do projeto sistematico
catapultou a prépria Filosofia para um patamar @t mesmo para além da
possibilidade de unidade sistemética das discipliit@sdficas. A carga metafisica que,
no contexto dos grandes sistemas, as teses fdasofaparentemente) trazem consigo
dificulta a consideracdo dessas mesmas teses msgondente debate contemporaneo (e
muitas dessas teses, sem duvida, poderiam serdetasas de modo independente).
Além disso, ndo é facil, e parece mesmo impossi@etontrar uma pessoa com
disponibilidade de recursos o suficiente para apaz de realizar uma analise abrangente
da tragédia grega em detalhe minucioso e, ao mempo, estar a par do
desenvolvimento da Matematica e ter presente artaistia Filosofia da Moral, alguns
dos atributos outrora encontrados nos grandesnmwsitmdores. De fato, a propria
Filosofia se especializou, e algumas disciplindgsdificas ja exibem tendéncias de
autonomizacdo. E o caso da Légica, ja ha algumdemp

Desde Platédo, autores importantes como Descdrégisniz, Berkeley, Kant e
Hegel dedicaram varias paginas de seus escritosvestigacbes a respeito do

conhecimento matemaético, investigacdes que infiaesmm decisivamente certos



desenvolvimentos matematicos, ora realizados pedprip autor, ora realizados por
outrem. Do lado da Filosofia, ndo raro essas pégoumstituiam uma peca em um
sistema, onde a simples retirada de qualquer elenpeovocaria o seu desmoronamento.
Do ponto de vista atual, as investigacfes sobrenmerimento matematico ndo tém
gualquer pretensdo ou preocupacdo sistematica et@pdo a totalidade da Filosofia.
Esse traco marcante da fase contemporanea dadigagéses dessa natureza esta
presente nos textos que a inauguram - textos da tkv Frege, do final do século XIX.
Desde entdo essa marca apenas se acentuou, enaronprdcesso de autonomizagao
acentuada, coincidente com o processo de tecradaliccrescente nesse segmento
filosofico. Tal processo traz consigo o inegaveritoéde constituir uma base comum
para a discussao, ja que o contetudo de resultédogds raramente esta sob disputa e,
desse modo, esse substrato técnico serve de poptrtida para as clivagens conceituais
da atividade filosofica. Contudo, essa especidiaagmbém cobrou seu preco. Tem
ocorrido um estreitamento pouco recomendavel para imvestigacdo que se pretende
filoséfica e, mesmo relativamente aos aspectosdggnpredomina um ponto de vista
muito estreito sobre a técnica relevante. Consengiétisso é que, em parte, alguns
aspectos importantes para a compreensdo do degemeaio atual do conhecimento
matematico tém sido negligenciados e, em partesa& unilateral produz o efeito de
cisdo com a histéria, de compreensdao muito defieiglos processos historicos, dos
progressos incorporados, na contramao do pensaiilestdico. Sem uma compreenséo
historica adequada, sem compreender 0s progresmosporados, ndo € possivel
entender as propostas sobre o0 tema, bem como apres progressos e,
consequentemente, ndo € possivel fazer valer dégitv da nossa posi¢cdo cronoldgica
em relacdo aos fildsofos e l6gicos do passado.ntbaw caso da musica, em que, para
se formar um juizo estético sobre uma obra de umpositor, &€ preciso conhecer a
historia musical, a teoria musical e a obra comaptiet compositor, de outra forma nao
sendo possivel entender minimamente a propostaandes apenas um eventual
sentimento de prazer que ndo contém nada senautingémcia. Despojar-se de visadas
unilaterais é pré-requisito ao bom exercicio dadéiia.

Sem grandes preocupacdes sistematicas, as irag@stgna area conhecida como

Filosofia da Matematica se tornaram mais rentesteiMatica, o que € consistente com o



fato de que sistemas filosoficos constituem umaestigacdo filosofica de segunda
ordem, portanto mais afastada da pratica cientifta@ um lado, sem preocupacdes
sistematicas ficou mais dificil se perder em ewvastuextrapolacbes da razéo
especulativa, mas, por outro lado, perdeu-se esitgEncia de profundidade filoséfica,
praticamente imposta pelo projeto sistematico, ce cabriu caminho para a
superficialidade e para a profusdo de propostas@as de Filosofia da Matematica, em
gue questdes filoséficas profundas séo tratadas c@ta além de quimeras. A Filosofia
da Matematica ficou imersa na oposicao entre esa#gpensamento matematico, onde
cada uma delas estd em uma relacdo de exclusadoda® as outras. Sao inimeras
formas de estruturalismo, nominalismo, naturalisoamstrutivismo, etc. Cada filésofo
da Matematica tem a sua propria versédo da escqlse adere. E preciso superar essa
forma de filosofar por oposicéo entre escolas, apleca problemas insollveis que nao
possuem relacao significativa com a Matematica, a@enas com a demarcacdo das
posicbes e que, muitas vezes, tenta, erroneamiegislar sobre o que deve ser a
Matematica, sobre que tipo de axiomas a Matemétea adotar. Contudo, também é
preciso considerar que cada uma dessas escolas)ciadmente, caracteriza algum
aspecto da Matematica e que elas néo precisanchkgrex

Infelizmente, € tdo raro encontrar um fildsofo cboa formacdo matematica
quanto um matematico com boa formacdo filosoficavefdade que as disciplinas
cresceram vertiginosamente, mas nao a ponto degaist indoléncia e a ignorancia em
um nucleo basico da Filosofia por parte de um matiem ou da Matematica por parte
de um filésofo, ignorancia mutua que impossibilitena interacdo produtiva entre
filosofos e matematicos. Sem os elementos mininaoa pequer formular questbes de
natureza filoséfica, o cientista ndo pode ir alénprhtica de uma filosofia espontanea, da
pior qualidade possivel, e, sem conhecimento maiemndasico, o filosofo fica
impedido de falar inteligentemente sobre as questideFilosofia da Matematica que
apresentam uma relacéo direta ao contetudo da M@tamzomo a questdo da unidade da
Matematica, por exemplo. Para contribuir com egsastfes é preciso, no minimo, saber
do que se esta falando. Nao bastasse isso, adaglagtre filosofos e matematicos sao
tudo, menos homogéneas, um elemento a mais patebaimnegativamente para a

Filosofia da Matematica.



A Matematica experimentou grandes transformac@eséctulo XX. Um fato
extraordinario desse século é que toda a Matenj@digsou a se expressar em um sistema
formal da Teoria de Conjuntos e todo o patrimori@sgico se encontra adaptado e
preservado nessa nova maneira de fazer Matem&aconjuntos constituem uma
categoria matematica maximalmente integradora,foumeece uniformidade e unidade a
toda Matematica, através da formalizacdo da Maiemn&@m um sistema formal da
Teoria de Conjuntos. Mas como seria possivel “ftimag algo que nao fosse formal?
Parece que h&a aqui um contra-senso, ou entdo grende que o patriménio classico, por
sorte, fosse, por acidente, formal. Para ndo @aahbsurdo ou nao atribuir a milagres os
progressos alcancados, € preciso mostrar em qiecsenMatematica € formal. Esse
sentido ndo pode ser aquele que so foi esclarecid@culo XX, sobretudo com a escola
de Hilbert. Toda a investigagcdo moderna sobre ti@mento matematico se insere no
sulco do trabalho dessa escola, e € mesmo difigérestimar a influéncia de Hilbert na
area conhecida como Fundamentos da Matematica-deocleamar de Tese de Hilbert a
afirmacao de que o raciocinio matematico € forréaéf em Logica de Primeira Ordem
(por exemplo, ver [Boolos, Burgess & Jefrey, 1]). T&se de Hilbert constitui um
elemento expositivo muito util, pode desempenharmpapel similar ao papel expositivo
da Tese de Church, mas, também, tal como a Tesghdech, constitui o fulcro do
significado de muitos resultados técnicos de Logitademética para as investigacdes
sobre o conhecimento matematico. Ndo obstante,ndganto de vista filosofico, o
formal precisa ser compreendido em um sentido naamplo, de outro modo o
formalismo € uma proposta que apresenta toda érihista Matematica até o final do
século XIX como pré-histéria da Matematica, poishadMatematica formal (no sentido
da sintaxe da Légica de Primeira Ordem) no séciXlo X

A Filosofia, que tem as questdes ligadas ao conmtestd e ao agir como
motivacdo fundamental, estuda o Pensamento, ow@Ra, portanto, seu objeto ndo é
dado; apresenta uma dindmica interna que lhe érigrépdeve ser constituido pela
propria Filosofia. Tal como a Filosofia, a Maternatndo possui objeto dado de anteméo.
A Matematica € um conhecimento formal, o desenwwvito de no¢cdes que podem

funcionar,em geraJ como formas ou pressupostos formais de certo rdedmgnicéo de



objetos,em geral Por exemplo, o conhecimento pela Fisica Teoricdama,em geral
pressupde formalmente no¢des matematerasgeral

O aspecto semantico da Mateméatica, mencionado masé@ptacdo, sera aqui
caracterizado como uma teoria da forma logicarmguigem das partes das ciéncias que
apreendem seus conteudos matematicamente, o dueangropria Matematica. Uma
teoria da forma légica, também, como o Pensametigaéa ao Pensamento, ndo € um
objeto dado e nem estatico. E preciso entender guriindo se trata de uma teoria da
mente. O Pensamento ndo é para ser entendido aprito Que esta na cabecga do sujeito
empirico, pura contingéncia, mas sim como o0 apakoceitual envolvido na
estruturacao da realidade (para fazer essa distpgde-se lancar méo desse expediente
grafico da letra inicial mailuscula). A Ldogica capende ao aspecto formal dessa
estruturacdo e tem como objeto o Pensamento, mesaspsegundo uma forma
especifica, enquanto a Matematica estuda as nagaesmaticas que, em principio,
correspondem a dominios logicamente possiveis, agngu possiveis objetos do
conhecimento.

A Filosofia, além de objeto, também néo possui d@tiado, portanto cabe a ela
mesma constituir seu método e seu objeto. Ja anmMdita possui um método dado, é o
método axiomatico-dedutivo, que permite procederdemucdo a partir de axiomas e
definigbes. Portanto, a relagdo da Filosofia coHistOria da Filosofia € de constituicdo
reciproca, 0 método e o objeto da Filosofia setdaes através da Historia da Filosofia.
No caso da Matematica, a constituicdo reciprocaréigd. Apenas o objeto se constitui
através da Histéria da Matematica, ja que as nog@sematicas, enquanto formas do
Pensamento, ndo sdo dadas e nem sdo estaticagpatssper dizer que ndo ocorrem
variacdes no método da Matemética, que de fatao@oomas sim que as variagdes que
ocorreram historicamente sdo da ordem do grau gdiciacdo e de uniformidade de
pressupostos. Isso pode ser constatado pelo fajoedes Elementos de Euclides foram
utilizados como livro texto e considerados cowrganon da disciplina, referéncia
obrigatéria (mas, obviamente, ndo exaustiva) paat@matica, pelo menos até o século
XVIIl, e podem ser utilizados com proveito até hojsso s6 € possivel gracas a

estabilidade e maturidade que o método matemaiican@u desde o comeco da

Matematica. E a Matematica se caracteriza parcigbmpelo seu métodoMas esse



método s6 comecou a se tornar objeto de investigagdematica com a matematizacao

da Logica, que teve inicio no final do século XIX.

82- A Abordagem Central do Trabalho

O estudo de nogdes segundo o método axiomaticdidedtum principio que,
na minha visdo, exibe um aspecto do campo matematias ndo o determina, pois nao
determina quais sdo as no¢fes matematicas. O f@esabalho ndo se ocupard da
elaboracdo desse ponto e permanecera em um csideidi no século XX e em uma
analise mais préoxima de alguns aspectos da MatesmaRortanto, a Historia da
Matematica ndo entrara nesse trabalho de mododsisenas apenas do ponto de vista
de registros histéricos em alguns momentos. O predeabalho seguird uma trilha em
um aspecto que tem sido negligenciado nas pesqaistisda area de Fundamentos da
Matematica quanto da area de Filosofia da Matemalicata-se da questdo acerca da
importancia de alguns desenvolvimentos da Teoridddelos para a andlise légica e
filoséfica do conhecimento matematico. Para comqateeessa questdo é preciso, antes,
compreender a importancia do problema da unidadmdbecimento matematico para a
Filosofia da Matematica.

O problema da unidade surge, no caso da Matematigacipalmente, da
impossibilidade de se definir a Matematica como studo (segundo o método
axiomatico-dedutivo) de algo, ja que nao ha esge dhdo. O objeto da matematica &
constituido no interior da prépria Matematica, eégmo € um fendmeno histérico. Como
ja foi colocado, a Matematica € um conhecimentmé&rde noc¢des, mas nada foi dito
sobre a questdo de quais sdo as nog¢des que deleeassar aos matematicos e por que,
em meio a um oceano de possibilidades - questasauefere a constituicdo reciproca
da Matematica e da Historia da Matematica. Comoh#&definicio de Matematica, o
problema da identidade se coloca de forma maisdtieanpara esse conhecimento: como
€ que se pode pensar, por exemplo, a Matematicéddo XVII e a Matematica do
século XX como uma e a mesma coisa, que se tratmapme uma “diferenca de idade”,
mas ndo de duas coisas completamente distintas®aApe considerar essa questao

central para a Filosofia da Matematica e que ndmt®de uma questao histdrica apenas,



eu nao tenho encontrado muitos trabalhos nessgadirsituacéo ja aludida no primeiro
paragrafo do 81. Esse tOpico sera retomado masit@dem alguns comentarios na Parte
A, mas nao sera objeto central do trabalho.

A importancia do problema da unidade reside, bassnte, na tese de que um
aglomerado de conhecimento rapsodico ndo consttuassunto, um discurso coerente,
mas sim um amontoado informe. Apenas um todo quirgo do seu desenvolvimento,
permanece coeso em cada momento pode permaneu@ddesi mesmo através do seu
processo de diferenciagdo interna. Em resumo, blggrm@a da unidade € condi¢cdo do
problema da identidade: sem unidade sequer fameeastunsiderar a identidade. No caso
da unidade da Matematica, a situacdo nao € exatanadgrmante. O trabalho em
Fundamentos da Matematica na primeira metade dbos¥X mostrou que o patriménio
matematico pode ser recuperado e preservado emigtema formal da Teoria de
Conjuntos. Portanto ficou provada a possibilidadeagreender todo aquele material,
aparentemente disperso, sob uma forma especifigag dem como conseqiiéncia uma
primeira aproximacao para as fronteiras da Mate@atpois, nessa sistematizacédo, o
oceano de no¢Bes matematicas € delimitado: sdalecadas apenas aquelas nogdes que
sdo interpretaveis edFC. Mas isso também ndo basta, pois esses sistenmaaigo
apresentam um coeficiente de imanéncia a coisaonh#ixo, no sentido de que a
sistematizacdo da Matemética em um dominio univeosao a Teoria de Conjuntos, por
um lado, é insuficiente como descricdo da realidadéematica (realidade semantica,
conforme a tese do realismo semantico, segund@alaagunocdes matematicas possuem
significado independente da sistematizacdo em ummirdo universal), e
consequentemente trata-se ainda uma caracterizagdada Matemética. Por outro lado,
nao ha nenhuma garantia de que essa fronteiraoméinaar onde esta, e pode ocorrer
tanto um movimento de expanséo quanto de retragé@té mesmo, a fronteira pode se
mover através de uma combinacdo de retracdo e sipar preciso conceber a
Matematica como um todo coeso independente dascifisijades das formas de
sistematizacdo do conhecimento matematico, poisdesse modo pode-se falar
filosoficamente em Matematica.

Ha, portanto, bastante espaco para reforcar aadeida Matemética, tanto em

termos de uma andlise l6gica mais fina que reveba @strutura conceitual mais



precisamente delimitada, quanto em termos de dstabenexos internos entre topicos

matematicos, que em alguns casos parecem apeasomados de modo vago por

analogias e, em outros, nem mesmo assim. Nestalltoalo autor mobilizar4 as suas

magras for¢cas na direcdo de tentar fornecer umaepagcontribuicdo, segundo esses
caminhos, para a unidade da Matematica, imaneotésa mesma, e no seu significado
fundacional, concentrando-se na seguinte questdoque sentido ha um padrdo de
raciocinio matematico, que poderia ser chamado fddogem de Galois-Klein”, capaz de

subsumir préticas especificas em situacdes diveldddatematica, como a Teoria de

Galois classica (para equacdes polinomiais) nabkigee que seja relevante do ponto de
vista fundacional?

Contudo, € muito importante observar que a unidiEd®atematica € uma idéia
reguladora e que buscar a unidade da Matematieca primcipio metodoldgiconao é
uma busca que visa efetivamente completar uma $éfieita em umaunidade
incondicionada N&o é possivel alcancar algo como a unidade dechiacondicionada,
da Matemaética, isso esta fora dos limites do cagmes Quando o autor defende a
importdncia de estabelecer a unidade da Matematieta-se de uma orientacao
metodolégica do presente trabalho por um ideal alza® Nesse sentido, sempre que 0
texto mencionar algo como a busca pela unidade a®rivatica, a afirmacdo deve ser
compreendida, estritamente, em termos de metodgloginca como uma busca pelo

incondicionado.

§3- Percurso e Objetivo

A finalidade central do texto é constituir um argumo a favor da relevancia da
Teoria de Modelos para a reflexdo sobre o conhetonmatematico. Ao final, o texto
deve mostrar como a Teoria de Modelos pode ajudas@arecer aspectos do
Pensamento Matematico no século XX, ou qual éewvdeakia fundacional da Teoria de
Modelos. Para isso sera preciso discutir o qgueMat@matica no século XX, o que é
Fundamentos do Pensamento Matematico no séculmX)ie é relevancia fundacional
segundo Fundamentos do Pensamento Matematico n 9€¥ e como a Teoria de

Modelos se relaciona com a Matematica do século XXuestdo mais ampla sobre a



relevancia fundacional da propria Légica Matematicemo um todo, também sera
analisada, antes de fixar-se o foco na Teoria deelds.

O corpo principal do texto seréa organizado em uivisab tripartite. A primeira
parte caberd a exposicao razoavelmente detalhadmgleta da visdo do autor sobre a
tematica geral das investigacdes acerca do conbatinmatematico, que o autor chama
de Fundamentos do Pensamento Matematico no SécKlo agresentando muitos
exemplos e alguns desenvolvimentos preliminaresa Egimeira parte constituira o
contexto geral da proposta, sob o qual o presesitalho supostamente tem sentido, e o
préprio vocabuléario basico do trabalho sera exgbcaessa parte. Portanto, o papel que a
Parte A deve desempenhar no texto é o de contedgab, dentro da concepcao geral
do trabalho, das investigagBes sobre o conhecimmatematico. Ndo seria possivel
realizar essa contextualizacdo, que é bastanteaaeyplicitando detalhes técnicos, pois,
por um lado, a Parte A ficaria, dessa forma, dggpuoionalmente extensa e, por outro
lado, ndo ajudaria no objetivo do trabalho, j& qaaletalhes técnicos relevantes para o
argumento serdo expostos nas Partes B e C. Convoisseto pode apresentar uma falta
de uniformidade, com a Parte A demandando mais ecomiento (ou imaginacao
delirante) do leitor, mas talvez seja esse o0 pregmagar pela propria estrutura do
argumento. Ja a segunda parte sera dedicada aaretomprofundar os pontos mais
importantes da primeira, que apenas apresentouesendolvimento bastante preliminar
desses pontos, e desenvolver uma andlise, magladt aspectos técnicos, da relagdo de
satisfacdo e da teoria da verdade de Tarski, a €@ tematica geral da Teoria de
Modelos. A segunda parte é central para trabalmiptem termos da sua posicao na
organizacdo do texto quanto em termos de impodapara a proposta. A essa parte
cabera fornecer um contexto mais preciso em que@ogta do autor de direcionar a
atencao para a semantica deve adquirir um serido € distinto. Por fim, a ultima parte
correspondera a um estudo de caso paradigmaticandise da importancia para
Fundamentos de alguns resultados especificos daaTde Modelos, no contexto
fornecido pelas duas partes anteriores.

O texto da primeira parte tem como finalidade ledtcer um primeiro contato
com algumas teses que serdo defendidas e com ameartagcdo que sera

progressivamente desenvolvida no percurso do téd&sse modo, a argumentacao
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contida na Parte A sera, em termos ldgicos e filos®, substancialmente menos densa
guando comparada aquela contida nas Partes B ei1@.i€30, parte do material que
aparecera ja no inicio do texto serd mais bem ceemplido apenas ao término do
percurso. Também, a Parte A contera teses quent@mteardo pleno desenvolvimento
neste texto, que ndo serdo retomadas na sequéntéxtd, mas que sédo consideradas
devido ao carater expositivo dessa parte. Contadmnsicao entre a primeira parte do
texto e a segunda ndo sera completamente abraptanérario, o texto sera organizado
de modo que as transicdes sejam suavizadas. Nessdos pontos importantes da
argumentacdo serdo frequentemente retomados combjetivo ambivalente de
aprofundamento da argumentacéo e de ligacdo do btextsigo mesmo, de coesao do
texto.

A proposta do texto assumira contornos mais clafenas na Parte B que,
portanto, sera fundamental para o trabalho. A aeguagéo preliminar da Parte A, que
tera um proposito expositivo e introdutdrio a tangto texto, sera retomada, em seus
pontos principais, e aprofundada desde a primegacsda Parte B. Isso tera, também, o
efeito de preparacéo para o estudo de caso queesdiFiado na Parte C. Esse estudo de
caso servira a um proposito duplo: primeiro, ilarstrpontos especificos e importantes da
argumentacdo, de modo que tera um efeito esclaresambre esses pontos, e, em
segundo lugar e a0 mesmo tempo, serd um instrurderawaliacdo da plausibilidade da
proposta geral do texto.

E importante deixar claro, desde j&, que o trabaBmira proceder através de
uma reducdo da Matematica a uma definicdo qualéuaecontrario, o procedimento sera
o de buscar iluminar certos aspectos da Matematedrair conseqiéncias da afirmacgéo
de que a Matemética possui esses aspectos pareoumpaeensado de segunda ordem da

Matematica. Esse procedimento devera ficar clareeggiéncia do desenvolvimento do

texto?
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84-Notas

1-A primeira oracdo da introducdo do primeiro livrdhéorie des Ensemblesios Eléments de

Mathématiquede N. Bourbaki, consideradoasganoncontemporaneo, uma sistematica dos elementos da

Matematica, expressa esse fdidepuis les Grecs, qui dit mathématique dit dematiin;” .

2 -A caracterizacdo da Matematica como o estudajrely o método axiomatico-dedutivo, de nocdes
mateméaticas ndo é uma definicdo que diz qual éheissda Matemaética, apenas aponta para a extensao
(trivialmente) correta. Cabe aqui a distincdo meaglientre definicdo real e nominal. Nesse sengdsa

caracterizacdo pode ser vista como uma definicéurad.
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PARTE A
FUNDAMENTOS DO PENSAMENTO MATEMATICO NO SECULO XX

81- “Abstract Nonsense”

A primeira parte desse trabalho € destinada aulagéo e elaboracdo do que eu
entendo por Fundamentos do Pensamento Matematiséaubo XX. Como ficara claro
mais adiante, Fundamentos do Pensamento Matenmétiséculo XX ndo € o mesmo que

Fundamentos da Matematica. Fundamentos do Pensaiaitmatico no século XX é

estritamente mais abrangente que Fundamentos demdita'l Essa exposicdo dos

Fundamentos (do Pensamento Matematico no séculoéX@spencial para tornar claro o
significado da questdo, com a qual o presente Ilabpretende lidar, acerca da
relevancia fundacional de determinados procedinserdtotes de qualquer coisa, convém
reunir alguns dos pressupostos basicos desse hnabglie j4 foram parcialmente
discutidos nas partes introdutérias do texto, eyurabs observacoes:

-Os Fundamentos ndo se reduzem a um museu desfigistaricas como Frege,
Russell, Hilbert e Godel. A retomada historica dpandes pensadores da area e 0s
correspondentes registros historicos sdo indispeissé sao partes constituintes da boa
pratica e da educagdo nessa disciplina, mas ndons&on em si. Este trabalho néo se
dirige aqueles que pensam que Filosofia € aperssrtdi da Filosofia e que tudo o que
ha para ser dito em Filosofia ja foi dito por algué

-Pensadas como duas disciplinas da reflexdo hummaséaculo XX, Fundamentos
e Matemética ndo estdo em uma relagédo de extexit@jdima em oposi¢do a outra. Essas
disciplinas se constituem mutuamente, interpenef@muma e outra em Seus
movimentos.

-Enquanto disciplina filosofica, Fundamentos assumecarater mais normativo
que descritivo, no que concerne as condicfes aéfisagdo das nocbes matematicas. A
atividade do matematico particular esta sujeitado ttipo de contingéncia, inclusive

sujeita aos caprichos da particularidade idiosatica. Fundamentos ndo pode dizer
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muito sobre a pratica do matematico particular. N&gode exigir de uma disciplina
mais precisao do que a que ela pode fornecer.

-Fundamentos € o processo de determinacao progreksigue é o conhecimento
matematico. A pratica de Fundamentos contém adatié de estabelecer condi¢bes
racionais, ou pressupostos, de significacdo e deade efetiva da Matematica
contemporanea. Uma das finalidades dos Fundamémtmstrar que a Matematica néo é
um amontoado de resultados vagamente relacionaglosstabelecer a coesdo da
Matematica, sempre em estrita observancia a ressaita na introducdo (82) sobre a
unidade incondicionada.

O conteudo dessa primeira parte pode ser entenmbdmo uma espécie de
demonstracdo da plausibilidade dos pressupostosido=u nas observacdes acima.
Contudo, o presente trabalho possui a finalidadd@car metas especificas, como a de
estabelecer a relevancia fundacional de contetudo$edria de Modelos. O texto ira
explicitar quais seréo essas metas e como o talpaiende alcancéa-las, tarefa que ja
comeca a ser desenvolvida a partir da proxima seggioe sera aprofundada nas Partes B
e C. Se a presente abordagem constitui alguma cwmisenundo, entdo ela € uma
abordagem ndao-reducionista, no sentido de que anMidica ndo sera reduzida a algo
estatico como um sistema formal da Teoria de Cdoogua ndo sera proposta nenhuma
outra definicdo real, intensional da Matemética @earestudo de algum tipo especial de
objeto abstrato. Por exemplo, ndo adotaremos urfinigd® de Matemética como o
estudo de conjuntos, estruturas matematicas ogar&e. A Matematica é muito mais
abrangente e nédo sera reduzida a nenhuma defiegtatca, orientada a categoria do
objeto como essas acima. Ao contrario, adotamesaxterizacdo da Matematica como o
estudo, segundo o método axiomético dedutivo, dagbes matematicas. Essa
caracterizacdo é, em primeiro lugar, verdadeiras ppenas aponta para a extensao
correta; nao € intensional. Em segundo lugar, néiwe@itada a categoria do objeto, pois
ndo € uma definicdo em termos de tipos de objdiegados, e, conseqlentemente, as
guestdes relevantes para uma reflexdo sobre o comro matematico ndo sao
guestbes ontolégicas, mas sim questdes semantioa®y a questdo a respeito da
predicacao das no¢bes matematicas. Por Gltimogegse caracterizacdo dinamica, pois

a compreensao e a propria formulacdo das no¢Oesmaatas sofrem modificacdes ao
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longo da histéria, e, portanto, essa caracterizag@o congela a Matematica em uma
definicdo estatica que pode apenas, no melhor castemplar o periodo presente. Para
evitar mal entendidos, enfatizo que é extremaminp®rtante poder expressar toda a
Matematica em um dominio universal como a Teori€dejuntos, indispensavel para as
analises que faremos do conhecimento matematicau@o, definir a Matematica como
o0 estudo de algum tipo de objeto abstrato, comguotys ou categorias, € um erro

metodoldgico e historico, do meu ponto de vista.

§2- Fundamentos

A descricao do trabalho de Fundamentos consisteapomtar determinadas
atividades intelectuais, as quais sdo atribuidaseddo fundacional, atividades que séo
relevantes em termos de uma reflexdo sobre o conéetm matematico. Essas
atividades serdo denominadas atividades fundasioAgorimeira categoria de atividade
fundacional claramente discernivel, no contexto ddlexfes sobre o conhecimento
matematico, é a atividade de determinacdo e etqu@d de pressupostos de partes da
Matematica por meio de analise l6gica. Os chamBdogramas Logicista e de Hilbert de
fundamentos podem ser vistos, sobretudo, comalatieis dessa natureza, assim como o
trabalho do grupo Bourbaki de formalizacdo da Maitéa na Teoria de Conjuntos.
Como exemplos contemporaneos desse tipo de atevidaatse a Matematica Reversa de

Harvey Friedman e Stephen Simpson e o Projeto Mizarhttp://www.mizar.org) de

formalizacdo da Matematica na Teoria de Conjumt@s nesse projeto a formalizacdo se
da em um ambiente computacional.

Sobre essa atividade de explicitagdo de pressugoshserva-se, em primeiro
lugar, que néo se trata necessariamente de unta ciét conhecimento matematico e, em
segundo lugar, que os programas de fundamentosad®tudo, programas de pesquisa
de natureza técnica. De fato, para realizar unvadatie de explicitacdo de pressupostos,
0 grupo que levara adiante essa atividade pod&iae, considerar a Mateméatica como
um aglomerado de resultados individuais, e, erg@para-se uma parte que, espera-se,
caia no escopo dos pressupostos e, a seguir, ’HsmMeissa parte a uma analise légica

especifica para cada tipo de pressupostos. Dassa tbPrograma de Hilbert, bem como
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as propostas pos-Godel de resgate desse programasabretudo, a atividade de
explicitacdo de pressupostos finitistas e nesse @dmse para realizar a analise l0gica é
formada por certos fragmentos da aritmética. Donmeesiodo, retomadas do Programa
Logicista consistem em explicitacdo de pressupodéosatureza logica, tomando por
base para a analise logica variantes do CalculBrddicados ou da Légica de Segunda
Ordem, conforme o caso. Analogamente para progradmaxplicitacdo de pressupostos
de natureza construtiva, predicativa, etc.

A propositura de um programa desse tipo consissecdrmente em conclamar
seus adeptos ao ingresso em uma campanha de dadz:um deve ficar responsavel
pela analise logica de alguns teoremas da pariraitiela da Matematica. Delimitar uma
parte da Matematica é um trabalho essencial paobrvivéncia de um programa desse
tipo, ja que hoje ninguém (?) espera desenvolvenaldo pleno a Topologia Conjuntista
ou a Teoria Abstrata da Medida apenas com presmgobsitistas, por exemplo. Mas
resultados negativos também fazem parte dessalat®/iextremamente dura. Além
disso, para que o programa tenha algum impactce-sievidar com a explicitagdo de
pressupostos de teoremas que a comunidade matemaliciza, com a explicitacdo de
pressupostos dos canones dos curriculos de pogsagé@a mais respeitados, em
resultados positivos ou negativos.

O segundo aspecto identificavel dos Fundamentoati®idade de compreenséo e
critica do conhecimento matematico no todo do confento humano e, dessa forma,
lidar de modo coerente e com profundidade com a&stdes da aplicabilidade da
Matematica nas Ciéncias naturais, da objetividamlecahhecimento matematico e da
possibilidade da comunicacdo da Matematica, 0 quelee inevitavelmente uma
estruturacdo conceitual da realidade. N&o se deatsscolher arbitrariamente um sistema
filos6fico como o de Aristoteles ou Kant, e, sing dao ignorar toda a tradicdo de
investigacao filosofica, todo o progresso na foueadistingdes filosoficas penetrantes
gue os filésofos fizeram desde os antigos. Tratazeeminimo, de saber reconhecer
estatura intelectual quando se esta diante dela,saber que até mesmo divergir de um
grande pensador significa um enorme ganho contejiu@ue apenas para conseguir

discordar seriamente de um conjunto bem articumdoerente de teses de um grande
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sistematizador € preciso uma atividade filosofigstancial de formulacdo das proprias
posicoes.

Esse aspecto dos Fundamentos se identifica covidade chamada Filosofia da
Matematica. E claro que os programas de fundamentd-ilosofia da Matematica se
relacionam: programas de fundamentos sao motivadosposicoes filoséficas e as
abordagens da Filosofia da Matematica séo balizatatisadas criticamente e eventuais
insuficiéncias suas sédo apontadas a luz de ressltdidados aos programas de
fundamentos. A eventual efetivagdo ou a derroca@i@igd de um programa bem
formulado como o Programa de Hilbert tem, clarameahorme impacto em questdes
interpretativas, mas, mesmo assim, tais questdel adé podem ser elaboradas com
distingdes filosoficas cuidadosas e ndo sob umopdatvista técnico, em um sentido
estrito. O ponto de vista estritamente técnico pademaximo, servir como baliza para a
abordagem de questdes classicas de natureza atédiya, ja que sequer diz respeito, de
modo direto, a algumas dessas questdes.

Portanto, o primeiro aspecto dos Fundamentos éedife do segundo: aquele é,
sobretudo, de natureza técnica e este, filosOfitas ha ainda uma outra dimenséo dos
Fundamentos: € a atividade que consiste em des@meolfo e analise critica de
resultados l6gico-matematicos sobre teorias deremdwerdadeiramente interdisciplinar
dentro da Matematica que, quando estabelecidastdsilltados sobre teorias desse tipo
enriquecem e aprofundam a compreenséo a respe#dceds distintas da Matemética e
desempenham um papel unificador de determinadoselmos matematicos. Um
exemplo esclarecedor de uma teoria de naturezdistglinar € a teoria das algebras de
Boole, com a j4 classica dualidade de Stone, detatle entre algebras booleanas e
espacos topoldgicos de Hausdorff, compactos e diemensionais, por meio da nogao
matematicamente bi-fronte de filtro. Nao se tratautha mera aplicacdo da Topologia a
um problema de Algebra, ou vice-versa. Esse rekuaao mesmo tempo um resultado
da Algebra e da Topologia, um resultado unificadeave das areas as quais ele diz
respeito. Parece que é possivel colocar uma tdesise tipo em uma perspectiva légica,
mediante uma teoria universal de dualidades e esp#g Stone que apresente conteudo
fundacional legitimo. A Geometria Algébrica € untrouexemplo de teoria matematica

de natureza interdisciplinar. Parece, pelas inesrsfue a Teoria de Modelos tem feito
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em Geometria Algébrica, que também é possivel jpozar uma parte dessa teoria no
enquadramento logico universal da Teoria de Modelesnodo que esse enquadramento
possa desempenhar um papel unificador de nocbesmattas fundamentais como
Geometria e Aritmética. Um desenvolvimento degse, them como a andlise de alguns
de seus desdobramentos, deve constituir uma atvidendacional legitima.

Esse terceiro aspecto dos Fundamentos é diferesteudros dois e, de fato, ele
surge na necessidade de reforcar internamentedadenido conhecimento matematico,
uma insuficiéncia dos outros dois aspectos. Osranogs de fundamentos e a Filosofia
da Matematica sdo, em grande medida, exterioreatanvitica e, assim, no melhor caso,

constituem apenas uma espécie de unidade formalc@eteiddo matematico substancial,

gue é necessaria, mas nao basta, pois, isoladansenite uma unidade artificialPara

suprimir essa artificialidade é preciso estabeletmmbém, internamente, a coesao do
tecido matematico, em oposicao a uma unidade genite, e € sobretudo nesse nivel
gue ocorre a interpenetracdo dos Fundamentos eatlaridtica. O terceiro aspecto dos
Fundamentos €, em certa medida, a tentativa dénr de uma unidade contingente, de
estabelecer uma unidade em relagdo direta com telmm Ao mesmo tempo essa
dimensédo dos Fundamentos se relaciona positivarnenteas outras duas, na medida em
gue aquela contém resultados da Logica Matemdjica,e o veiculo dos programas de
fundamentos e que ndo pode ser ignorada em umalaakdy filosofica sobre o
conhecimento matematico, racional por naturezea Bstussado € muito importante para
0 presente trabalho e sera retomada e considermwvignaprofundada na Parte B. Por
enquanto, na Parte A, a principal preocupacdo € axgor a concepcao geral e 0s
elementos basicos constitutivos da argumentacéd, gpre pretende mostrar que certas
atividades sao relevantes do ponto de vista de mafiexdo sobre o conhecimento

matematico.
83- LAgica Matematica
A LoOgica Matematica viu a luz do dia pelas maosFdege, no alvorecer do

Programa Logicista. Seu desenvolvimento iniciatlse completamente no contexto dos

programas de fundamentos. Desde entdo, a LOgiceenMéita se desenvolveu
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enormemente em variadas dire¢cbes, ndo se resttomgao papel de veiculo dos

programas de fundamentos. Tampouco é a Loégica Mdigancontemporanea uma

subarea da Filosofia da Matematica e a maior phete ndo € de especial importancia
para uma andlise filosofica geral. Assim, se algtonteddo fundacional pode ser

atribuido a certos resultados e teorias mais resetd Logica Matematica, entdo esse
possivel conteudo deve vir do papel unificador agmmnhado pelo resultado ou teoria
em questao.

Légica Matematica é aqui entendida em um sentidol@ecomo uma colecdo de
determinadas disciplinas, e ndo deve ser confurmbda Logica de Primeira Ordem ou
de qualquer outro tipo. A colecdo de disciplinasesultados da Légica Matematica
constituem agora, acima de tudo, um método efieigaira atacar problemas com 0s
guais os matematicos se deparam com bastante fi@gliBroblemas de universalizacao
de determinadas partes de disciplinas matematimaisas das vezes, s6 encontram uma
solucéo precisa e certeira na Légica, bem comolgmads de legitimidade de métodos
classicos e principios heuristicos no contextolaklléa muitos exemplos de candidatos a
solugéo para problemas desses dois tipos (probldmasiversalizacao e problemas de
legitimidade) na Légica. Mas para estabelecer daefato, um desses exemplos nédo e
apenas um candidato, € preciso tornar claro o qugusr dizer com solucbes para
problemas de universalizacdo ou legitimidade erdedeer uma analise especifica. Isso
€ um dos objetivos do presente trabalho, mas n&cor&eniente sobrecarregar
prematuramente a exposicdo com as analises maagsjejue serdo postergadas para as
Partes B e C.

O Principio de Lefschetz da Geometria Algébrica,jacdormulacdo e
demonstracdo, para linguagem de primeira ordemdséimas a Alfred Tarski, € um
exemplo de candidato a solucéo (I6égica) de um proalde legitimidade, e a Teoria de
Galois desenvolvida na Loégica por Bruno Poizat gareonstituir um exemplo de
solucdo de um problema de universalizacdo. Na derdapresente trabalho irhd mostrar
gue esse é o caso, na Parte C. Também a conselad¢iparcial de resultados da Teoria
Analitica dos Numeros com relacdo a Aritmética dar® (cf.:.[41]) e as generalizacbes
da dualidade de Stone sdo exemplos de candidasmuades desses dois tipos de

problemas. A retomada no interior da LoOgica dosodw infinitesimais, agora
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estabelecidos inequivocamente, conhecida como #ealéo-Standard, € outro caso
exemplar de candidato a solucdo de um problemagigniidade de métodos classicos
no contexto atual. Nao obstante, o alcance da bdg@tematica ndo se restringe a esses
dois tipos de problemas. Os problemas da Computde@ivica e os problemas de
decidibilidade e consisténcia de teorias matemsts® outros tipos de problemas da
Matematica que encontram tratamento inteligentenapero contexto da Logica. As
aplicacbes da Teoria de Modelos a Teoria dos Coegp@sndispensabilidade da Teoria
das Categorias em importantes areas da Matemdtitaneporanea como a Geometria
Algébrica e a Topologia Algébrica sdo outros exa®mplo alcance e eficiéncia desse
método chamado Logica Matematica.

A diversidade de situagBes matematicas a que czdoseta Logica se aplicam,
por necessidade racional, é a manifestacdo doecandiversal da Logica na Matemética,
mostrando que a Ldgica esta presente na Matem@@apenas como um elemento de
organizacdo externo, mas esta também de maneiremeanos problemas mesmos da
Matematica, e, possivelmente, reforcando a uniddaléviatematica em uma relacéo
direta ao conteldo. Isso ja poderia garantir calteindacional geral para a Légica
Matematica por meio do terceiro aspecto dos FundaseContudo, isso ainda néo foi
devidamente analisado, como também ainda ndo ksta g2 ha algum estatuto mais
especifico de Fundamentos em termos de conseqsi@pmisiemoldgicas de resultados e
teorias légicas particulares. Entre os casos ctaima, é de especial interesse uma
analise mais cuidadosa da Teoria de Galois, a @nmdstrar que de fato ha contetudo

fundacional, mas estabelecer este conteudo requeeelaboracéo ulterior.

84- Formalismo

No 82, algo foi dito sobre programas de fundangeqte envolvem o processo de
formalizacdo da Matematica e sobre o Programa deeili fazendo-se referéncia
indireta ao Formalismo. Formalismo € um termo qufeescom a poluicdo gerada por
diversas formulacdes e muitos mal-entendidos. Rquanto, é suficiente entender um
aspecto da posicao formalista geral, que podexgeesso do seguinte modo: para fins de

uma investigacdo matematica de segunda ordem (M&tamatica), € possivel entender
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as demonstracdes matematicas como um processo ioted@ manipulacdo simbdlica

segundo regras em um sistema formal. Essa fornmlaéad contém a afirmacao, e

também ndo segue dela, de que demonstracdes matsmsdio apenas um processo
mecanico e que a Matematica se reduz a um jogaafatenseguir regras de manipulagéo
simbdlica sem significado. O aspecto formulado acemoutros da posicao formalista
geral sdo expressos de certa forma no ProgramallokrtHe essa posicao € diretamente
associada ao matematico aleméao David Hilbert e&scoola. O Formalismo € analisado
e exposto de maneira ampla por Detlefsen (cf.:[15])

85-Organizacao da Matematica (parte 1)

A organizagdo da Matemética na Teoria de Conjudtosma atividade de
Fundamentos, sobretudo uma atividade de explidtad@ pressupostos comuns a
Matematica toda como, por exemplo, o Axioma da EBscdEssa atividade € importante
para Fundamentos, pois, entre outras coisas, @eroiicentrar a andlise de certos
problemas em um nucleo reduzido de axiomas. Pongee o problema da consisténcia
da Matematica fica dessa forma localizado na ctémgiga de um sistema delimitado. A
Teoria de Conjuntos é uma espécie de dominio walende a Matematica se expressa.
Teoria de Conjuntos é tomada aqui em um sentiddcaenpao deve ser confundida com
um sistema formal da Teoria de Conjuntos. (Essdideerde Teoria € usual em
Matematica. Por exemplo, Teoria de Grupos trataubgrupos, isomorfismos e outras
coisas externas a qualquer sistema formal da Tderarupos).

Esse grande feito dos Fundamentos, sem dulvidagderrunidade para a
Matematica e a propria Teoria de Conjuntos, cugedeolvimento fornece o contexto
semantico de toda a Matematica de hoje, abrange amiise logica e filosofica
penetrantes, e resultados extremamente profundws sstemas formais da Teoria de
Conjuntos foram obtidos. Desse modo, o conhecimgoiboe 0 alcance e limitacdes dos
sistemas formais da Teoria de Conjuntos é, de tmmt@a, satisfatorio para uma pratica
relativamente segura da Matematica no seu interlot uma suspeita de que sera dificil
fazer algo que represente melhora substancial ndissgdo. Entdo, para que mais

resultados e mais reflexdo em Fundamentos? A aeaenda por encerrada?
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Na verdade, nenhum aspecto dos Fundamentos chefja da linha aqui. Em
termos de explicitacdo de pressupostos, a orgduzda Matematica em um sistema
formal da Teoria de Conjuntos € muito mais do geieecisa em areas inteiras da
Matematica, portanto é uma explicitacdo grosseil@ndo olhada sob o ponto de vista
particular de determinadas areas. Com relacdooadfih da Matematica, as limitacdes
dos sistemas formais da Teoria de Conjuntos deixdianco aberto para a atividade
interpretativa do proprio sistema formal, além digdades filosoficas gerais que sequer
sdo arranhadas pela organizacdo da Mateméticailtiftno, a unidade através da Teoria
de Conjuntos €, sobretudo, uma unidade formalentido de que é unidade proveniente
da forma de sistematizacdo do conhecimento matemngiortanto, em certa medida,
exterior e contingente, porque ha certo grau derariedade em qualquer organizacdo da
Matemética sobre uma base uniforme.

O primeiro estagio na organizacdo canodnica da Matieen € a Légica (de
Primeira Ordem) Finitaria, que se refere aqueltepda Logica Matematica desenvolvida
com uma meta-teoria formalizavel em certo sistem@ritmética (como o sistemrRRA

da Aritmética Primitiva Recursiva de Skolem), sedoi a terminologia de Nelson

(cf.:[Nelson, 32]) A Logica Finitaria fornece o material l6gico basicecessario para

desenvolver e analisar um sistema formal finitar®. segundo estagio é o de
desenvolvimento e analise de um sistema formahfioi comoZFC com as técnicas da
Logica Finitaria. O terceiro estagio da organizacdioonica da Matematica é a definicao
de suas noc¢les béasicas dentro do sistema fodh&@l. Todos os estdgios dessa
organizacdo encerram uma arbitrariedade, em maioremor grau.

No primeiro estagio ha uma escolha da formulacéoLdgica Finitaria.
Normalmente a Logica é formulada com quantificasioreas as formulacées podem
variar ligeiramente de acordo com a interpretacas daridveis livres. Ha duas
interpretacfes possiveis: a interpretacdo conditidas variaveis e a interpretacdo da
generalidade. Na interpretacdo da generalidade avdkegra de Generalizacdo. Nessa
interpretacdo as variaveis sdo entendidas como ealesh sintaticos que podem
representar qualquer individuo do dominio do dsmumas nenhuma atribuicdo de
valores é fixada em principio. Portanto, a intdgy@o da generalidade distingue

variaveis de constantes, ja que constantes saoreeemendidas como elementos
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sintaticos que podem representar qualquer indiviltudominio do discurso, mas alguma
atribuicdo de valores é fixada em principio. A tliptetacdo condicional colapsa a
distingdo entre variaveis livres e constantes. dl@gerpretacdo formulas com variaveis
livres sdo entendidas como hipoteses sobre asvatiaseis livres. Consequentemente, a
Regra de Generalizacdo com relacdo a uma variayebde ser aplicada quando néo ha
hipdteses adicionais sobre essa variavel. Por ¢adim o Teorema de Deducédo passa a
valer mais geralmente nessa interpretacdo. E modsivnular a sintaxe de acordo com
uma interpretacdo e a semantica com a outra. leplica em condigbes técnicas
adicionais no Teorema da Completude, que relaceorsintaxe e a semantica. Se a
sintaxe, ou semantica, for formulada de acordo eoimterpretacdo da generalidade, é
possivel simular aquilo que é feito na outra inegrdo acrescentando constantes na
linguagem. Do mesmo modo, se a sintaxe, ou semarfoc formulada segundo a
interpretacdo condicional, € sé quantificar unigknente as foérmulas para simular
aquilo que é feito na outra interpretacéo.

Mas essas ndo sdo as Unicas variantes possigeiartas outras. Bourbaki

escolhe a formulagdo de Hilbert para a Légica, cooperadore, e ndo a formulagéo

candnica com quantificadores. Pode-se argumentaesgsa escolha é feita com base no
fato de que esse operador, ao contrario dos qicackifres, faz referéncia a totalidade
apenas de modo indireto, exatamente ao definiruastdicadores. Por outro lado essa
escolha baniria da Matematica de Bourbaki (ou dasd&mentos da Matematica de

Bourbaki) o resultado de Cohen sobre a independédai Axioma da Escolha, ao

permitir no Axioma Esquema da Compreenséo certdils@al do operadog de Hilbert,

ja que, desse modo, o Axioma da Escolha é conseigimica dos outros axiomas.
Alids, isso ndo seria problema para Bourbaki, guatigamente desconsiderou
arbitrariamente todo o desenvolvimento da Légicdedigtica posterior a 1928, data da
publicacdo do livroaGrundziige der theoretischen Logikde David Hilbert e Wilhelm

Ackermann. Além disso, Mathias (cf.:.[Mathias, 3@jpstrou como certas escolhas de

Bourbaki levaram a situacdo grotesca em que o t@am® o numerd naquele sistema

formal ndo pode ser escrito com 0s recursos digp@ino universo. Ainda, como

apontou Corry (cf.:;[Corry, 12]), Bourbaki rapidaneerabandonou a linguagem formal,
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estabelecida nos capitulos de Teoria dos Conjuntsyolumes de Algebra, Anélise e
Topologia, e o proprio grupo possuia duvidas quanpertinéncia da publicacdo de um
volume de Teoria de Conjuntos. Portanto, a proforenulagcdo da Logica envolve
muitas escolhas e intengdes que néo sdo diretametiteadas por necessidades internas
da Matematica, e, dessa forma, encerra arbitrateeda

No segundo estagio a arbitrariedade é ainda mamatica porque, além de uma
escolha de um sistema formal da Teoria de Conjum@sé similar ao que ocorre no
primeiro estagio, ha também uma escolha que émiaréscolha da Teoria de Conjuntos
para desempenhar o papel de dominio universal. diss&do0 ndo aparece no primeiro
estagio, jA que ndo ha, e € mesmo dificil imagiadguma outra coisa que possa
desempenhar o papel da Ldgica Finitaria, e quesef dependente dela. Mas, com
relacdo ao segundo estagio, existe alternativa.nfa wutra disciplina da Logica
Matematica conhecida como Teoria das Categoriasg@ementos em favor de uma ou
outra alternativa ja foram elaborados. Além dissma vez estabelecida a Teoria de
Conjuntos como escolha canénica, a escolha dovsstermal é arbitraria. Isso se deve
em grande parte porque esses sistemas formaiag@uopletos. Os axiomas d@C sao
verdadeiros com relacdo a hierarquia iterativa dativa (correspondem a determinacdes
da analise desse conceito preliminar de hierardaei@onjuntos), mas, se consistentes,
ndo expressam de modo completo um conceito codstosirrespondente, situagcéo que é
irremediavel. Entdo, por que sO esses axiomas ena&?

O grau de arbitrariedade que o terceiro estagierem@ devido ao fato de que ha
definicdes alternativas para objetos matematicgmra as proprias nogdes da Logica
Matematica, em particular. Uma nocéo fundamentalcca de Estrutura Matematica de
Primeira Ordem admite varias definicbes conjundistgpenas submetidas a condi¢oes
gerais como a de ser hereditariamente finita solo@minio, etc. Por outro lado, esse ja €
um problema menor a essa altura. E apenas o reflexcerta exterioridade dessa
atividade fundacional que é a organizacdo canddigaMatematica, exterioridade
vulgarmente expressada naquela zombaria sobre iculddteorema a respeito da
“intersecdo dee e n”. Esse teorema, que afirma que a intersecée ele € igual ae, é
completamente desprovido de interesse matematian,tipo de resultado que surge

apenas na formalizagdo da Matematica na Teoriaahgutos e ndo em um contexto
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matematico relevante, o que €, as vezes, usadomas&rar como a formalizacéo
introduz elementos externos que ndo tem nada acoer a Matematica (ver, por
exemplo, nos arquivos da lista de discussdo FOMjameiro de 1998, a mensageen:
intersect pi http://www.cs.nyu.edu/pipermail/fom/1998-Januar@996.htm).

O lugar privilegiado que a Logica Finitaria ocupgaarganizacdo da Matematica
nao € por acaso. Nao ha candidato a altura paraeuemual substituicdo naquele papel.
N&do ha nada conhecido que seja mais basico e amanEsnpo capaz de realizar a
funcdo da Légica Finitaria na organizagdo. Suacémede resultados profundos é
impressionante: Teoremas da Incompletude de Gddmrema da Completude de
Hilbert-Bernays, Teorema de Herbrand, Hauptsat@eietzen, Teorema da Consisténcia
de Hilbert-Ackerman, Teorema de Skolem (Skolemiagcieorema de Extensdes por
Definicdo, Teorema de Post das Tautologias, Teodaniaterpretacio, etc. E uma lista
intimidadora. Ao mesmo tempo, a Logica Finitaritabslece outras propriedades meta-
tedricas da Loégica de Primeira Ordem como, por @@ngue ndo ha sobreposicoes
problematicas entre a parte logica e a parte rgiodd@e um sistema formal cordd-C,

0 que ocorre com a Logica de Segunda Ordem. Esgaigutade € essencial para a
organizacdo: € importante separar a parte logigaadea nao logica da Matematica para
gue se possam realizar analises ligadas a probldenassolutidade e vagueza.

Além disso, vale a pena mencionar ainda que haaareterizacdo elegante da
Logica de Primeira Ordem obtida por Lindstrom. @r{Reiro) Teorema de Lindstrom da
Teoria de Modelos Abstrata estabelece, em cergisnsas logicos, uma relacdo de
compensacao entre expressividade e riqueza de osétoodelo-tedricos. Esse resultado
caracteriza a Logica de Primeira Ordem, sabidam&@aga” para a distingao infinito
potencial/infinito atual e para os diferentes réwee infinito devido a compacidade e ao
Léwenheim-Skolem para baixo. A caracterizacao @aldm termos de maximalidade de
poder expressivo relativamente a certa categorgistiemas ldgicos, uma caracterizacao
de natureza modelo-tedrica. Ndo ha davida de dieooema de Lindstrom é importante
para a Filosofia da Matematica e obter qualquewnlteso sobre uma possivel

caracterizacdo da Logica de Primeira Ordem no gtmteéa Teoria da Prova, ou seja,

uma contraparte sintatica do Lindstrom, seria uto fxtraordinario da Logicé.
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Voltando a Légica Finitaria, seus conceitos e tasiols sdo essenciais para que o
desenvolvimento da Matematica no interior do sistéonmal ZFC faca algum sentido.
Assim, objetos como provas effrC ndao sdo apenas uma referéncia a mais um sistema
formal. As afirmacfes da LoOgica Finitaria sobreesssonceitos sdo tomadas como
significativas, a menos que se adote um niilisméemético. O Teorema de Extensdes
por Definicdo, por exemplo, estabelece a conserdatie de certo procedimento de
introducéo de simbolos na linguagem, que € usadwgaprimeiros passos dentro do
sistema formaEZFC. Abrir mao do significado objetivo desse proceditoendo € menos
gue abrir mao do significado da expresséao “formaal&z Matematica eldFC”: nao faria
sentido dizer que se esta formalizando a MatemétitZFC quando na verdade se esta
trabalhando em uma extensdo desse sistema. Aquecapa elemento ideal da
organizacdo candnica da Matematica. A Matematicasnm enquanto colecdo de
resultados apenas, ndo pode ser toda ela formaemido mais estrito de admitir um
processo de formalizacdo completo e auto-suficiemte ZFC. H&4 um ambito
matematico, constituido por certos resultados dgica) que desempenha o papel de
garantir que o processo de formalizacdo, de fatondliza emZFC. As nocles
matematicas, ainda nado formalizadas &RC, com as quais esse ambito opera,
funcionam, nessa etapa pré-formalizacdo e, como nocbes operatérias que serao,
posteriormente, tematizadas dentro do propriorest®rmal. Portanto, a afirmacgéo de
gque ha um processo de formalizacdo (potencialmeotehpleto dos resultados
matematicos enZFC faz referéncia a um conteddo matematico — partddigca
Finitaria - que deve, entdo, ser tomado como saifo independentemente da
formalizacdo desse mesmo conteudo.

Do processo conhecido como numeracao de Godan@iziacdo da metateoria
ou traducdo estrutural da Logica na Aritmética)ultes que as demonstracbes dos
(meta)teoremas citados acima sdo de natureza ticéamAlguns desses teoremas (Post,
Incompletude, Extensbes por Definicdo, Interpretpcadmitem formalizagdo em
sistemas interpretaveis na Aritmética de Robin8artros (Herbrand, Hauptsatz, Skolem,
Hilbert-Ackermann, Hilbert-Bernays) sédo formalizéveem sistemas mais fortes. A
Légica Finitaria € entdo, em certo sentido, um ecithento aritmético (esse
esclarecimento deve-se a Gddel, através da nunoerpgd leva seu nome) e ndo ha
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opcao ndo-niilista de nao aceitar como signifieatiparte desse conhecimento,
independente de se atribuir ou ndo significado tvojeao restante do conhecimento
matematico. Se for possivel falar em preenchimdatmtencgdes, entdo o conhecimento
aritmético tem o grau mais elevado de preenchimeéatotencdes matematicas de toda a
Matematica. A famosa frase de Kronecker de certad@expressa a situacdo: Deus criou
0S numeros. Ao restante do conhecimento matem@dide-se, em alguns casos, atribuir
significado externo a partir do mundo fisico, massse caso, apenas na medida em que
se pensa a Matematica e a Fisica Teorica unidas.

Considerando tudo isso, a Teoria de Conjuntos teune contexto semantico e a
uniformidade que a Matematica precisava para sengdel/er no século XX. Areas como
a Teoria Abstrata da Medida simplesmente n&do dsaistisem a Teoria de Conjuntos. A
Légica Matematica também se beneficiou do ambiemiguntista e a Teoria de Modelos
se desenvolveu completamente nesse meio. Portafitegria de Conjuntos ndo apenas
fornece organizacéo e uniformidade para a Matematias, acima de tudo, possibilitou
o desenvolvimento mesmo dessa area do conhecimergéculo XX. N&o hé duvida da
importancia da Teoria de Conjuntos para os FundameeBsses aspectos da organizagéo

da Matematica serao retomados na Parte B.

86- Matematica e Légica

A Légica Finitaria, sendo o veiculo apropriado, ma&o o Unico a ser
considerado, para a organizacdo da Matematica,aoaom posicdo de destague nos
Fundamentos; contudo, isso nao exclui o restantedgica Matematica de conteudo
fundacional. Ha muitos outros resultados sobre gidabde Primeira Ordem, além dos
desenvolvimentos da Logica Finitaria sobre aspesiimsticos da Logica de Primeira
Ordem, como o ja citado Teorema de Lindstrom. SelguHintikka (cf.:[Hintikka, 20]),

a Logica tem duas fungfes gerais. A primeira furdgitogica é a funcéo dedutiva. Essa
funcdo é desempenhada a contento pela Légica deeikai Ordem, pois ela admite

axiomatizacdo completa. A segunda funcédo da Lagiaguncéo descritiva, a funcéo de
expressar as no¢des matematicas. Essa segunda &@médobjeto de analise no presente

trabalho.
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A organizacao candnica da Matematica mostra qdem®nstracdes matematicas
podem ser entendidas como aplicacbes de regrasfetéricia da Logica de Primeira
Ordem aos axiomas da Logica de Primeira Ordem @v&s nao logicos déFC. Isso
porque toda a informacdo matematica pode ser caddi em axiomas de uma teoria
recursivamente axiomatizada, e o0s teoremas matmsapodem ser obtidos pela
aplicacdo de regras de inferéncia l6gicas. Peloehea de Herbrand, o fato de que uma
determinada formula (na forma prenexa) € ou nadearema logico ndo é influenciado
por impurezas externas (variaveis escondidas?), dapsende apenas de propriedades
intrinsecamente logicas das subférmulas da fornama questdo. Nao é necessario
considerar artefatos alienigenas para obter uneztesizacdo, ou mesmo uma prova dos
teoremas em uma Teoria de Primeira Ordem. O métadadgica de Primeira Ordem é
entdo puro, pelo Teorema de Herbrand (o Haupsafedézen segue na mesma direcao).
Portanto, ndo € nenhum disparate dizer que a dérag@is matematica € de natureza
I6gica. Para fazer essa afirmacdo, é essencialrezgpudo método e a consequente
separacao precisa da parte légica da MateméticéatDese ndo fosse esse o caso, entao
gue sentido teria falar em uma natureza légica rafpu

Consequentemente, a organizacdo da Matematicaibeonbastante para a
questao filosofica da demonstracdo matematicagtoby devido as propriedades meta-
tedricas da Ldgica de Primeira Ordem. Contudogarizacdo em si, que reduz todas as
definicdbes da Matematica a definicbes £FC, ndo contribui da mesma forma para a
questdo de classificar a complexidade I6gica déewgnateméticas, sendo necesséria,
mas insuficiente. Isso serd explicitado na seqaémoas seria artificial mostrar essa
insuficiéncia da organizacdo sem antes explicanséficar a importancia da propria
guestdo da analise logica das no¢cbes matematicasp&undamentos.

E através de nogdes matematicas que o conhecimeat@matico, sempre no
ambito da linguagem matemaética, se refere aos gagpdeminios possiveis de elementos
matematicos e aos supostos possiveis estados ntiatsmde coisas nesses dominios.
Nesse sentido sdo as no¢des matematicas que @fiwidafle a Matematica, que reinem
as condicdes para que a Matematica seja aplicaviejetos. Os dominios de elementos
ou estados de coisas nesses dominios, referidosnp@mocao, constituem a esfera ou
extensdo da noc¢do. Mas a cognicdo mateméatica mda éelacdo estatica a alguma coisa
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através de um conceito, ndo é um abrigo indiferantena coisa abrigada e separada
dela. Nesse sentido, expressar no¢cdes é condicaes@ia da possibilidade da cognicéo
matematica.

Do mesmo modo que a funcdo dedutiva da Légica énekama objeto de estudo
sistematico no interior da prépria Logica Matensgjtia funcdo descritiva da Ldogica
também é internalizada e estudada. Essa maten@tigags funcdes da Logica constitui
duas disciplinas da Logica Matematica: a Teoriddmonstracdo no primeiro caso e a
Teoria de Modelos no ultimo. No presente trabadipgnas a fungéo descritiva da Logica
sera analisada e utilizada, e apenas a Teoria a@Ibv®sera considerada. E claro que
iIsso nao significa que somente vale a pena comsigerTeoria de Modelos, trata-se
apenas de um esclarecimento metodologico do trabalh

A Teoria de Modelos internaliza a funcdo descritdaa Logica por meio da
definicdo da relacdo de satisfacdo em uma linguagemal. No¢cdes matematicas, em
um sentido amplo, sdo formas e referem-se a dompussiveis de elementos, ou a
possiveis estados matematicos de coisas nessesiagnencontram-se expressadas por
teorias (conjuntos de formulas) de uma linguagem#b ou por formulas individuais de
uma teoria. Dominios séo representados por estruturas matewate estados
matematicos de coisas sao representados por relag@iematicas em uma determinada
estrutura. Os termos “conceito matematico” e “piefade matematica” serdo reservados
para nocbes matematicas expressadas, respectieanport teorias e foérmulas em

Linguagem de Primeira Ordem, que € a linguagemdbda Teoria de Modelos.

Um conceito matematico, ou uma propriedade, podeiteemente ser vazio, ter
extensdo vazia, se for contraditorio. O que nae padrrer sdo conceitos e propriedades
imprecisas, que nao definem precisamente uma @derniS nesse caso hao se
constituiriam principios de classificacdo. Os cdloseexpressos por uma teoria e 0s
dominios de elementos se relacionam pela relacdsatisfacdo da linguagem formal
correspondente, bem como as propriedades exprpesdérmulas de uma teoria e 0s
estados de coisas. A extensao de um conceito sgppEEs uma teoria na linguagem
formal € a classe de estruturas (para uma mesngaayem) associadas a teoria
correspondente através da relacdo de satisfacé@@a.aPextensdo de uma propriedade

expressa por uma formula de uma teoria fixada res daossibilidades: é possivel
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considerar como extensao da propriedade a subaassmodelos da teoria que validam
a propriedade. De outro modo, € possivel considaragxtensdo relativa a um
determinado modelo da teoria (estrutura ligadaéaeela relacdo de satisfagdo), como
sendo a relacdo definida pela formula nesse modelelacdo definivel no modelo pela
formula que expressa a propriedade. Essas extedsdesa propriedade expressa por
uma formula da teoria, relativas a um determinadwoleto, constituem a extensdo da
propriedade (a extenséo é constituida pelas exenséativas percorrendo os modelos).
Dois conceitos sdo co-extensivos (ou reciprocogndo as respectivas classes de
modelos coincidem, e duas relacbes sdo co-extaengwando as respectivas férmulas
definem a mesma relacéo no(s) modelo(s) considéado

Surgem imediatamente diversas questdes: Quaiseslagsestruturas (para uma
mesma linguagem) sdo axiomatizaveis (extensdeslgilenaconceito expressado por
teoria)? Quais séo finitamente axiomatizaveis? Bara dada teoria, quais relacbes em
um modelo qualquer séo definiveis (extensfes deripaades expressadas por
formulas)? Conceitos co-extensivos sdo logicameniévalentes? Que tipo de relacdo ha
entre as estruturas pertencentes a extensdo dengsrito expressado por uma teoria?
Quando ocorre que o conceito € determinado pel@deasdo? Essas questdes e outras
serdo tratadas em contexto e momento oportunogantes B e C. Por enquanto convém
apenas concluir a centralidade da fun¢éo descudtivadgica e de seu estudo sistematico
para a Filosofia da Matemética. Expressar no¢codemddicas € condicdo necessaria da
possibilidade da cognicdo matematica, ja que namgaicado sem nocdes e ndo ha nocao
nao expressa. Portanto € indispensavel para umaFbosofia da Matematica o
conhecimento das eventuais complexidades envolvitlasexpressdo das nogdes

matematicas em certa linguagem.

§7- Logica de Primeira Ordem e Teoria de Modelos

A consideracdo de resultados matematicos, comcesdtados da Teoria de
Modelos, para esclarecer aspectos do pensamendo@tato, costuma ser imputada, por
alguns, de irrelevancia fundacional, com um argumete circularidade. Por isso

convém deixar claro que circularidade s6 apareemdp se estd pensando em reducao.
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N&o € circular usar a Matematica para analisar mhecmento matematico. Para
entender como € possivel essa auto-analise (pehwsm#de uma parte substancial da
Matematica) € preciso olhar mais de perto certpsass da organizacdo da Matematica
na Teoria de Conjuntos.

Em primeiro lugar, essa tese da irrelevancia naideracao de resultados da
Teoria de Modelos deve ser colocada de forma nsgiscéfica, pois colocada de modo
geral é trivialmente refutada. De fato, h& aplieaciinportantes de técnicas da Teoria de
Modelos na Teoria de Conjuntos, em particular ems@atibilidade, Forcing e Grandes
Cardinais. Isso é possivefjrosso modp através da internalizacdo da relacdo de
satisfatibilidade combinada com argumentos de abdalbe (introduzidos por Gédel em
seu ja classico trabalho sobre a consisténcia dome da Escolha e da Hipétese do
Continuo). E claro que é preciso muito cuidado fazar isso, em vista dos resultados
limitativos de Godel e Tarski. Na verdade tratadsedesenvolver analogos formais de
estruturas, isomorfismos, do Teorema da Corregiomadgumas técnicas modelo-tedricas
como a construcao de ultrapoténcias, Teorema de Ldsvenheim-Skolem.

Os resultados de Gddel e Cohen sobre o Axioma dallizs e a Hipotese do
Continuo, e o resultado de Scott, obtidos com @sdés mencionadas, sdo resultados
sobre a demonstrabilidade em sistemas formaisgp@emria de Conjuntos, estabelecidos
em uma metateoria finitaria. Desnecessario expéidanportancia desses resultados para
Fundamentos. Mas aqui ndo ha nenhuma circularij@adgie as provas séo finitarias, e,
portanto, o estatuto fundacional desses resultaélosesta sob suspeita. A questdo da
relevancia fundacional, ou nédo, torna-se dramajpemas com relacdo aos resultados néao
finitarios da Logica Matematica.

Os exemplos expostos nos paragrafos acima mostiang apecessario ser mais
preciso com relacdo ao finitario e ao seu estagpistemologico. Porém isso ja foi
amplamente discutido na literatura desde Hilbertd@ ha nada a acrescentar aqui nesse
aspecto. Pelas conveniéncias de se fixar uma nefafépode-se tomar como base a
andlise de Tait (cf.:[Tait, 40]). Com isso as pmwa consisténcia da Aritmética de
Peano (de Primeira Ordem) nédo sao finitarias. Ericpéar a prova de Godel, que €, em
certo sentido, interpretativa, diferente da progasgntzen, que € estrutural, € uma prova

nao finitaria (como também é a de Gentzen). Umentgr da prova de Godel devida a
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Shoenfield (cf.:[Shoenfield, 38]) apresenta certerpretacdo da Aritmética de Peano
diretamente em uma teoria de funcionais recursilospo finito. A linguagem da teoria
ndo tem quantificadores, mas tem uma quantidadenendwel de tipos (sortes). A
definicdo dos termos apresenta esquemas paraodugéfio de constantes (funcionais) a

partir das constante® e S (intencionalmente “zero” e “sucessor”) e da desaridos

tipos. Além de esquemas puramente combinatdriogjnmé&squema de introducdo de

funcionais por recursdo. As formulas atbmicas sf@medes apenas entre objetos de tipo

0, que intencionalmente se referem a numeros. Arpraacdo é entdo definida

associando para cada formula da Aritmética de Peam formula da teoria descrita
acima, e um teorema é demonstrado relacionandoalglidade de uma formula da
Aritmética de Peano com a respectiva formula aadacha teoria dos funcionais. A
demonstracdo desse teorema é finitaria e dele seguesultado de consisténcia relativa.
A nocédo de funcional recursivo de tipo finito €isigihtemente determinada a ponto de
tornar bastante plausivel a afirmacao da consist@essa teorisimples que a expressa.
Esse elemento semantico (a consisténcia da teosafuhcionais recursivos de tipo
finito) fornece suporte para consisténcia da Aritcaéde Peano.

As provas construtivas de consisténcia, além daceateudo fundacional ligado
a questdo da consisténcia dos sistemas formais atamdtica, enriguecem a Logica
Matematica enquanto método para atacar problemaenmatcos. De fato, como
corolario das provas de consisténcia (e da provaedwema de Herbrand) tem-sé\a
Counterexample Interpretatiode Kreisel. Esse resultado estabelece que pagaddo
contra-exemplos para uma férmula fechada na foronaal prenexa, que é teorema da
Aritmética de Peano, é suficiente considerar osifumais recursivos. Esse resultado foi
usado por Kreisel e outros (cf.:;[Kohlenbach, 2&)gpextrair informagdo construtiva de
certas provas matematicas nao construtivas, naafalencotas recursivas (informacao
numerica). Alguns resultados mostram que certos decargumentos de maximalidade,
por exemplo certos usos do Lema de Zorn, ndo s@idofénsivos” a construtividade
guanto podem parecer, e representam certo refitamanexplicitagdo de pressupostos

construtivos da Matematica.
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As provas de consisténcia, e o0s resultados relagdas mencionados acima,
mostram que nao é possivel descartar de imediat@oofinitario, mas esse exemplo
apresenta uma particularidade importante, a cdansttade. No caso da Teoria de
Modelos, as técnicas mais basicas, em PrimeiranQrdempacidade e Lowenheim-
Skolem, sé@o nao construtivas. Descartando os arsiliegmais de partes da Teoria de
Modelos, que sdo usados em resultados importaat€ésatia de Conjuntos, o0 que resta é
um material que € nao-construtivo, nao-finitAriobastante técnico na aparéncia.
Retomando a questdo colocada no inicio da presemg&@, como esse material ndo-
construtivo da Teoria de Modelos pode ajudar aaescér aspectos do Pensamento
matematico?

O primeiro resultado técnico importante para esssstdo € a absolutidade da
relagdo de satisfacdo. Na organizagdo candnicaalenhitica na Teoria de Conjuntos, o
primeiro passo para formalizar a Teoria de Modéldgfinir a relacdo de satisfacdo com

uma férmula da linguagem @&FC. Isso pode ser feito e, no caso da Logica de Fame

Ordem, se consegue isso com uma formula de condpldilégicadr em ZF, medida

pela Hierarquia de Levy de férmulas effr (analoga a Hierarquia Aritmética) e, por
isso, absoluta. Isso ndo pode ser feito para Logus de Ordem Superior de uma
maneira geral, 0 que mostra uma sobreposi¢cdo pnakiea, pelo menos no que se refere
a Teoria de Modelos de Ordem Superior, dessas agens com a Teoria de Conjuntos.
Nesse caso, a relacdo de satisfacdo entre umaléddadinguagem, uma atribuicdo de
valores para as variaveis e uma estrutura panagadgem pode mudar conformela
interpretacdo transitiva déF. Isso ndo ocorre com a Linguagem de Primeira Oraem
esse € um ponto muito importante porque, dessaafoos resultados e definicdes da
Teoria de Modelos de Primeira Ordem ndo sdo netassmte sensiveis a esse tipo de
relativizacdo. Isso possibilita as aplicacdes jacimmadas de técnicas da Teoria de
Modelos da Ldgica de Primeira Ordem na Teoria dej@mos e é também condicéo
necesséria da possibilidade da referida andligmddi a Teoria de Modelos, das

complexidades envolvidas na expressdo, em umanuatata linguagem, das nocdes

matematicas.
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Alguns resultados sobre a expressdo de nocdes atatam relativamente a
Légica de Primeira Ordem ja se tornaram folcloreTearia de Modelos. Um desses
resultados se refere a cardinalidade. A Ldogicariftedtra Ordem nao € suficiente para
distinguir os cardinais infinitos. A “cegueira” dabgica de Primeira Ordem para 0s

cardinais infinitos € tdo draméatica que mesmo aerdgando um elemento de distincdo

externo como ak-categoricidade, no contexto das Teorias (de Pran€&rdem)

completas e enumeraveis, ela ainda consegue apkstaguir enumeravel de nao-
enumeravel. Pelo Teorema de Morley ndo ha umaatemtimeravel que seja categorica
em apenas um cardinal ndo enumeravel. Em outravrpal acrescentar os “Oculos”
externos da k-categoricidade para a Logica de Fan@rdem (no contexto das teorias
enumeraveis completas) ndo é suficiente para qupaslse a distinguir os infinitos nao-
enumeraveis. De fato, 0 maximo de distingdo quégcia de Primeira Ordem pode fazer
(no contexto do teorema) € apontar uma teoria gjge Gategorica somente no nivel
enumeravel e uma teoria categérica em todos ossnid®-enumeraveis, mas ndo no
nivel enumeravel. Ser categérica em um nivel ndgnerdvel € o0 mesmo que ser
categorica em todos 0s niveis ndo enumeraveispétdse de completude é equivalente,
pelo Teste de tos-Vaught, a hipdtese de que aatéam somente modelos infinitos. A
restricdo do teorema as Teorias (de Primeira Oradgmineraveis completas ndo mitiga
entdo sua repercussao filosoéfica, jA que abrarapigtos) exemplos relevantes, e é
especialmente interessante expressar conceitodemmias completas. Além disso, esse
resultado admite extensdes, devidas a Shelahlipguagens ndo enumeraveis.

O trabalho de Morley é também um exemplo, devidoaacentralidade na Teoria
de Modelos contemporanea, da interpenetracdo &fatematica e Fundamentos. E
interessante fazer agora algumas observacdes issbrenesmo que, de modo bastante
vago e impreciso, sirva apenas para delimitar urssipel campo de exploracdo
fundacional. A tese de Fundamentos segundo a guabgdes matematicas “naturais”
apresentam a forma da categoricidade em potéruliacatla de maneira programatica
por Zilber na décima quart&ddel Lecture em 2003, é investigada com métodos
desenvolvidos a partir desse trabalho. A teorieemeslvida por Morley € paralela ao
trabalho de Cantor-Bendixon (que tem como corolditeto a Hipotese do Continuo

para os subconjuntos fechados da reta) de invedtigada constru¢do do conjunto
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derivado iterada nos ordinais. Essa construcdoeéerrpara os pontos de um espaco
topologico, nos termos da Teoria de Modelos, ogdstCantor-Bendixon de um ponto.
O fato, conhecido como Teorema de Cantor-Bendidermque todo subconjunto fechado
ndo enumeravel de um espaco topolégico com basaezéuel é a reunido disjunta de
um conjunto perfeito com um conjunto enumeravepaleos isolados acaba por provar a
Hipotese do Continuo para todos os conjuntos bamee Um resultado analogo a
Hipdtese do Continuo é obtido na Teoria de Modetws relacdo ao numero de tipos em
uma teoria enumeravel e completa, no contexto tlmleslos espacos de tipos e do posto
de Cantor-Bendixon associado aos tipos. Essa a@eras uma aplicacdo da Topologia
na Logica, mas mostra que a Logica de certa forotke @prender com a Topologia
métodos para encontrar invariantes adequados ptaiaetéecer uma classificagdo como,
por exemplo, a teoria da dimenséo topoldgica eassificacdo topolégica dos espagos
euclidianos. A Logica também aprende com a Algassa garimpagem de invariantes
interessantes como, por exemplo, grau de transoeld@ Logica Matematica que €,
sobretudo, um método para atacar os problemas tendtca que estdo entre 0os mais
interessantes, encontra sua fonte de vida no seipr@pria Mateméatica e ao mesmo
tempo participa de maneira crucial na organizacamnificacdo da Matematica, na

constituicdo da Matematica em toda sua integridad&io poderia ser de outra forma.

88- A Questao Ontolégica

Um dos temas mais desconcertantes, quando sal&&#dosofia da Matematica,
€ a questao ontoldgica. Sobre objetos matematitgstos no sentido de referentes de
nocdes matemdticas, sujeitos de predicacdes matamante significativas, € comum
dizer que sO importam as relacdes estruturais,eqaes objetos sdo marcas de posicao
em uma estrutura. Nesse caso, falta dizer entae s&@p estruturas. Aqui surgem varias
vertentes do estruturalismo, de acordo com a réspp®e se da para essa questdao. Uma
corrente representada por Stewart Shapiro (cfhjirdel, 18]) afirma que estruturas sao
universaissui generis Tudo isso € muito interessante, mas acontecédentre outros)
um problema aqui com a identidade dos objetos,ocord foi apontado por Burgess

(cf.:[Burgess, 5]). Se apenas as relagbes estrsiturgportam e se as estruturas sao
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anteriores aos objetos, entdo a identidade dotosbgieve ser dada pelo principio de
Leibniz da identidade dos indiscerniveis estrutur@omo distinguir uma marca de
posicdo de outra se elas correspondem (em umatueatrgue admite mais de um
automorfismo) por um automorfismo nao trivial? Ess@gumentacado parece ser
suficientemente poderosa para sustentar que abpimsgie de predicacdo da identidade
nao € uma determinacao estrutural e que €, ameEssuyposta pelas relacdes estruturais,
como também sdo as propriedades logicas. Uma quéstdo surge do fato de que as
estruturas matematicas podem ser individuos dasestruturas mais amplas. Entdo se
as estruturas sao anteriores aos objetos, entGaieagprias de estruturas sdo anteriores as
estruturas, as categorias de categorias sdo aete#s categorias de estruturas, etc. Onde
parar?

A questdo ontologica é historicamente estendida. nagdes matematicas
apresentam um processo historico de génese e dbgerento. As formulacdes séo
refinadas na medida em que a experiéncia matematcmulada aumenta. E a
experiéncia matemética s6 pode ser entendida icestoente. Por exemplo, a formulacao
atual da nogdo matematica mais conhecida de numeaves da Aritmética de Peano, é
bastante recente e deve-se a Grassmann, Dedekifdamo. Os supostos objetos
matematicos sdo dependentes das nocdes, que wemstds condicbes formais de
apreensdo e constituicdo desses objetos. A exteleséma nocdo sem a nogao €, antes,
um amontoado, um aglomerado de coisas dispersaexpariéncia matematica
acumulada, ndo um objeto: um aglomerado de coieastitui um objeto somente
enquanto essas coisas estdo contidas sob uma ndg@nocdo matematica fornece
unidade e objetividade para um material dispersexpariéncia matematica acumulada,
gue fica assim contido sob a nocdo. O que dizeresslpostas entidades referidas por
nocbes que sdo geradas e refinadas historicaméwnp@?objetos matematicos serao
apenas isso, sujeitos de predicacdes matematicansghificativas (significativas
conforme a tese do realismo semantico delineaddpnasentacao), termos de relagdes
matematicas; ndo sdo objetos espaciais e nem mentaiio sera adotada aqui uma
orientacdo a categoria do objeto. S&o as no¢cdemnmatitas a fonte de objetividade e o

objeto do conhecimento matematico e essas saoicaegeraos termos de relacdes



37

matematicas, cuja possibilidade mesma pressup@ep amndicdo, a participacdo na
nocao’

A atividade matematica € entdo o estudo das napdgsmaticas (como nogdes
matematicas ndo sdo dadas, essa atividade incduiaagénese) e a Matematica - a
formulacdo e o desenvolvimento, do ponto de vistanél, dessas nocdes e das relacdes
entre nocoes — €, nesse sentido, um conhecimemalfdNdo € incomum encontrar em
um texto matematico, ao se referir aos possivejstad) algo como “ndo importa a
natureza dos objetos”, o que reflete esse aspect@l. Fundamentos deve se concentrar
nas nogcdes matematicas, em particular, nas cordplges envolvidas nas formas de
expressdo dessas noc¢bes. Para os Fundamentossé pge¢ambém uma compreenséo
mais profunda, do ponto de vista da Filosofia datelfgtica, do desenvolvimento
histérico de no¢des mateméticas por necessidadenahcnas relagbes reciprocas que
essas no¢des mantém entre si e nas relagcbes decoorhto matematico com outras
areas do conhecimento. Trata-se de uma espéciestlgiah I6gica dessas nocodes,
mostrando a heranga comum e 0s nexos historicdsistéria légica deve mostrar o
desenvolvimento por necessidade racional, do pimtosta das no¢des, ndo importando,
portanto, a consideracao de contingéncias comeafguistoricas, lugares e datas. Nao se
trata de cronologia histérica, mas sim do que skepa chamar a Histéria do Pensamento
Matematico.

O presente trabalho apresenta uma abrangénciaitastimitada, referindo-se,
sobretudo, a atividade matematica no século XXaeeastabelece relacdes entre nocdes
matematicas em tempos historicos diferentes. S@meekos entre certas teorias
matematicas do século XX, através de desenvolvmsemspecificos da Logica
Matematica, constituem objeto de estudo. Esse daidam a demarcacdo do contetdo
historico, ndo obstante parecer fundamental para, rdificilmente esta presente nos
trabalhos daquilo que normalmente se chama Fundasmmda Matematica ou até mesmo
na Filosofia da Matematica. A falta de consciémisaorica freqientemente € patente em
tais trabalhos que, em alguns casos mais extremdosdefinicbes de “Matemética” de
modo a transformar tudo aquilo que veio antes dolsé&X (e que de alguma forma diz

respeito & Matematica) em pré-historia da “Matecaétassim definida. E o que acontece
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no trabalho de alguns formalistas como Haskell Cgue definem a “Matematica” como

0 estudo de sistemas formais:

“We are now in position to turn to problems of tdefinition of mathematics. The
definitions | advocate is briefly thidathematics is the science of formal systefns
(cf.:[Curry, 14], p. 56)

Na definicdo mencionada acima, sistemas formaigsglicitamente tomados em
um sentido contemporaneo, com regras de formacderdws e formulas e regras de
inferéncia, e a recursividade da geracdo de teareémmencionada. Nas palavras do

proprio Curry:

“Having seen the detailed definition of a formalssgm (from the present viewpoint)
together with some illustrations, we shall now imgun what sense the primitive frame
of a formal system is a definition, and what is filmedamental nature of that system and
its constituents.”

(cf.:[Curry, 14], p. 28)

Mais abaixo, na mesma pagina Curry escreve:

“For in Ill we have a recursive method of generatiall the elementary theorems, and
this gives a recursive definition of all the trunstances of all the elementary predicates.”
(cf.:[Curry, 14], p. 28)

Isso € um exemplo do que chamamos uma propost&faecdo intensional e
reducionista da Matematica. Nao € apenas a linguagada por Curry que € moderna,
mas também a propria compreensdo do formal, de odomue a Matemética como
praticada antes do século XX ndo se encaixa. Qeralmutra definicdo de “Matematica”
gue, por exemplo, se comprometa com um sistemé&uylart da Teoria de Conjuntos
sofre com problemas anéalogos, excluindo de seuté@mdmtre outros, os trabalhos do

Zermelo sobre o desenvolvimento de um sistema fodaaTeoria de Conjuntos da
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Matematica. Ja foi visto (85) que, mesmo enquanlecéo de resultados apenas, a
Matematica ndo € toda ela formalizavel de modo d¢etmpe auto-suficiente no sistema
formal ZFC, por exemplo. Além disso, sistemas formais pakdatematica, por serem
incompletaveis (pelos Teoremas de Gobdel), sdo Msiccom um alcance, em certa
medida, limitado e podem ser sempre substituido®pwos mais satisfatorios, mesmo
gue ndo se encontre inconsisténcia. O objeto del@sia Matematica sdo as nogdes
matematicas e ndo os sistemas formais. Os matesatin geral, sequer sabem o que é
um sistema formal, seu raciocinio € mais bem des@im termos semanticos, segundo
uma espécie de teoria de formas fregeana-platomiéarazoavel que seja assim. Nao e
realista esperar que o matematmie Matemética profunda pensando em termos da
sintaxe légica. A Légica, de um modo geral, ndaréaonvite a imaginacao; €, antes,
uma disciplina da Raz&o. Os sistemas formais funcionam como leeipara esse
raciocinio semantico dos matematicos - a sintaxaidma como veiculo para o
significado - e servem para auxiliar os trabalhesdalise fundacional, ndo para colocar
a Mateméatica em uma camisa de for¢ca: ndo inventaifi@spara depois ficarmos presos
as peculiaridades sintaticas desse sistema fo@samatematicos sao livres para criar
segundo critérios racionais e, para isso, é athangue ndo pensem em termos de uma
sintaxe rigida.

A caracterizacdo da atividade matematica comdurlesias no¢cdes matematicas
e suas relacdes, relativamente a forma logica, igeplma concepcao histérica da
Matematica. De fato, como o objeto de estudo deeMatica, as no¢cdes matematicas,
ndo é dado, como ocorre nas ciéncias naturaisy aritistoria da Matemética constitui a
Matematica e, inversamente, a Matematica clarameonistitui a sua propria Historia.
Isso também implica, na minha visdo, uma compreedadVatematica que envolve um
aspecto de semantica formal: a estruturacdo comateite uma realidade possivel
(logicamente) de objetos matematicos, no sentidcefigentes de nogbes mateméticas,
no ambito da linguagem matematica. A linguagem matiea ndo € um mero meio entre
as nocbes e uma realidade matematica. As nocOesmidiatas sao principios que
organizam e constituem os campos de atividade naditean tudo isso imerso na
linguagem matematica. No caso de Fundamentos, sadguepistemoldgica fundamental

“0 que significa compreender uma nocdo matematjcd®”certa forma, generaliza a
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guestdo ontolégica, ja que envolve a compreensaoprddicacdo sobre objetos
matematicos, e assume, neste trabalho, o postaeEay fundamental que deve ser
investigada no contexto de Fundamentos. Portaeta,aslotada por mim a concepcéo de
Fundamentos, e também da propria Matematica, comoh&endo um aspecto de
semantica formal. Essa concepc¢éao €, em certo eentais abrangente que a concepcao
da Matematica como envolvendo uma ontologia formahqui, a questdo fundamental é
a respeito do significado da compreensdo das nap@smaticas, ndo a respeito de
entidades. Convém observar que ndo ha aqui umaigéefireal nem de Fundamentos,
nem de Matematica, pois a semantica formal € umatiea muito geral e abrangente e
qgue, por um lado, € apenas um aspecto e nao étigaagispor outro lado, ndo se esgota,
de maneira alguma, com esses assuntos. Trata4sasage um ponto de vista geral, um
enquadramento, em que 0s objetos mateméticos s&idemdos apenas na relacdo
semantica, como sujeitos de predicacbes signiasiti As especificidades e outros
aspectos dessas disciplinas ndo séo determinadasm@o formulacdo desse tipo, que
funciona mesmo apenas como uma orientacdo gemlopadesenvolvimento do trabalho.
Essa posicao esta alinhada com o giro linglistc&itbsofia Analitica e a mudanca de
foco, da questdo ontoldgica para a questao dofisighd, ou da questdo dos objetos para
a questdo da objetividade dos enunciados, € umpaofteo atribuida a Kreisel
(cf.:[Dummett, 17]).

Fica claro como a Ldgica se encaixa, nessa pdirgpecomo instrumento
essencial para desenvolver os Fundamentos. As llagbes aparentemente simples da
Légica condensam uma quantidade extraordinaria rdisas linguisticas. Mas é
interessante retomar a discussao do status esgadidigica Classica de Primeira Ordem
nesse enquadramento semantico. O fato curioso émuglosofia da Matematica outros
tipos de Logica, como Logica Modal, sdo utilizagasa analisar questdes especificas,
enquanto que em Fundamentos da Matematica, seghin alonsenso entdo é que o
sistema logico em termos do qual dominios univergara expressar toda a Matemética
devem ser formulados é o sistema da Ldgica Clas&icArimeira Ordem, sem excluir
outros sistemas dos programas de fundamentos cqmnogoama de Frege e programas
construtivistas. Na verdade ndo ha nenhum mist@seo. O ponto é que a Ldgica

Classica de Primeira Ordem, como também a Logit#cionista de Primeira Ordem,
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abstrai de conteudos particulares e é, em certaeepura. Essa propriedade de pureza
€ essencial quando se trata de explicitar pressapa®mo ja foi discutido anteriormente
(85 e 86 principalmente). Ja as outras Logicasrpmam conteddos particulares
adicionaisna linguagem objetp que ndo dizem respeito diretamente & Matematica,
como, por exemplo, as categorias semanticas desidade e possibilidade, no caso da
Légica Modal, de dependéncia/independéncia, no aeso.O0gica de Dependéncia
(cf.:[Hintikka, 20]) e de consisténcia/inconsist@nao caso da Légica de Inconsisténcia
Formal (cf.:[Podiacki, 33]). Por isso, essas Logipadem ser muito Uteis em andlises de
guestdes particulares, mas ndo é de se esperaogagam desempenhar o papel de
veiculo para a analise geral e para a explicitagdpressupostos da Matematica tdo bem
guanto a Légica Classica de Primeira Ordem.

Um caso a parte é a Logica de Ordem Superior. EBsespora um contetddo
particular na linguagem objeto que é relevante pdviatematica, a saber, a categoria de
conjunto. A Légica de Ordem Superior introduz unsdragificacdo do universo de
discursona sintaxe o que deve ser comparado a Teoria de Conjuntosimeira
Ordem, que ndo introduz essa estratificacdo nooptamtatico. A Logica de Ordem
Superior e a Teoria de Conjuntos apresentam prasi@emalogos com relacéo a vagueza,
e a comparacdo da expressabilidade desses sistenesslarecedora. O principal
problema da Logica de Ordem Superior como um peksigiculo principal para
Fundamentos e para expressar a Matematica é acampletude, o que, de certo modo,
impossibilita que a Logica de Ordem Superior foenstaiores esclarecimentos sobre a
guestdo da demonstracdo e da consequéncia logicanjnto de férmulas validas na
semantica plena da LdOgica de Ordem Superior na@cérgivamente enumeravel.
Portanto, as préprias no¢fes de validade e deazatldgica fornecidas por esse sistema
apresentam um grau elevado de vagueza quando cmapads correspondentes nogoes
fornecidas pela Logica de Primeira Ordem. Contudesmo que a Logica de Ordem
Superior ndo seja a op¢ao mais adequada para oweidatipal de Fundamentos, seu
lugar em Fundamentos esta garantido, tanto povaeu intrinseco para uma analise da
guestao da expressabilidade e no estudo de sisten®@sgunda Ordem para a Aritmética
ou Teoria de Conjuntos, quanto por seu valor em amddise comparativa com a Teoria

de Conjuntos em Primeira Ordem.
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N&o esta afirmado aqui que, em alguma Logica, straalde todo e qualquer
conteudo, mas apenas de conteudos particularese Desdo essa Logica seria vazia, 0
gue é absurdo. Mesmo a Légica Classica Proposidemaum contetdo, a saber, parte
da estrutura do nosso aparato conceitual. J& rm dad 6gica Classica de Primeira
Ordem, pode-se até mesmo defender que essa Logmarpora, através dos
guantificadores, as categorias de universalidagerécularidade, portanto contetdo
particular. Mas isso ndo afeta em nada a relaco Fundamentos, pois esse contetdo
esta diretamente ligado a Matematica e, por issdteanativa disponivel sem conteudo
particular (Légica Classica Proposicional), ndaificgente para a Matematica, e a Léogica
de Primeira Ordem incorpora exatamente o que én@ssgara a Matematica, como
igualdade, relagbes, funcdes e quantificadoreda Fajui um resultado técnico que
poderia ser invocado, talvez a possivel contrapantgtica do Teorema de Lindstrom,
aludida na 85. Isso poderia apontar na direcaontie aaracterizacdo da Logica Classica
de Primeira Ordem como Unica alternativa que d&acolo papel que essa Logica
desempenha nos programas de fundamentos. Na pr&dpd@ serdo elaborados, em
carater meramente informativo e por uma questaoodepletude, alguns comentarios

sobre o Intuicionismo.

89- Intuicionismo

Essa concepcédo da atividade matematica, explicitadg8, ndo exclui as praticas
intuicionistas e, mais geralmente, construtivistaglo menos as vertentes mais
moderadas, pelo contrario. A Matematica Intuicitmimmbém pode ser compreendida
como uma estruturacdo conceitual de uma realidadsiyel de entidades matematicas,
no ambito da linguagem matematica, mas, nesse gasb estruturacdo com énfase em
aspectos construtivos. Aqui as possiveis resppstasa questdo semantica fundamental
devem considerar o aspecto da construtividade cooroponente fundamental do
significado. Os conceitos matematicos devem sestngdos, apresentados na intuicao
pura kantiana. Mesmo relativamente a organizacap (de se foi mais explicito com
relacdo a Logica, destacando-se o papel da LodassiCa Finitaria de Primeira Ordem,

h& espacgo para praticas intuicionistas. Na veréadssim mesmo que ocorre: a maior
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parte dos trabalhos sobre o intuicionismo estasemem uma meta-teoria classica (por
exemplo, a seméantica de Kripke para a Loégica lmnista). Aléem disso, a Légica
Finitaria é aritmetizavel em um fragmento da Ariticeé de Peano, que tem uma traducgéo
construtiva na Aritmética Intuicionista de Heytirmgque de certa forma expressa uma
reducdo dedutiva daquela teoria nesta (Godel 19&=8tzen 1936, cf.:[Kleene, 25], p.
495). Em particular, sdo equiconsistentes, e o etémpropriamente finitarioPRA) é
independente da distingdo classico/intuicionistant@do, € claro que a posicéo original
de Brouwer ndo era nada generosa com relacéo ad,@concebia essa disciplina como
estritamente subordinada a Matematica, ndo o ean{d.:[Brouwer, 3], p. 23).

Em termos filosoficos o Intuicionismo é uma retomasm um sentido mais
psicolégico da Filosofia da Matemética de Kant cafemava ser a Matematica
“conhecimento racional pela construcdo de conceitasis der Construction der
Begriffe; cf.;[Kant, 24], pp. 48-9), e que, aparentemententsae uma correspondéncia
estrita entre a Matematica e a Estética Transcésdddesse modo, Kant teve que
associar o método matematico a construcdo na &utyigra. Contudo, a construgdo, em
Kant, assumia um sentido provavelmente ligado astoacées com régua e compasso; ja
no caso da doutrina de Brouwer, muitos elementasolggicos aparentemente
desempenham um papel. Apesar da linguagem psiotbfica que Kant utiliza, de
faculdades da mente, linguagem herdada de Baumgatreesés do manual de metafisica,
nao ha nesse autor uma teoria da experiéncia amtprivada, ou coisa parecida, ja que
Kant ndo possui uma teoria da origem do conhecwonematematico; a consciéncia
transcendental € apenas uma funcao logica, e ododoteresse na Critica da Razéo
Pura, relativamente & Matematica, sdo apenas akicées formais da possibilidade do
conhecimento matematico, ou seja, € a questao rde éopossivel esse conhecimento
dado que é possivel. Nesse sentido, a mente emaksimine um sentido publico, como o
nosso aparato conceitual. Desse modo, talvez, Bmotenha mais semelhangca com a
fenomenologia de Husserl, que retoma elementosadestanismo na relagcdo com o
kantismo, mistura filosofia primeira com filosofimnscendental, e que busca, até certo
ponto, fundamentar a experiéncia externa na interaavivéncia da consciéncia, como
Descartes. O ponto é que Husserl, ao fazer filagmiimeira, do ponto de partida auto-
evidente, faz filosofia da consciéncia - o pontopdetida auto-evidente - através da
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estrutura da intencionalidade, o que parece ap@inde Brouwer. A tese da relacdo de
aproximacdo entre Husserl e Brouwer, e também Wayoi elaborada na literatura

(cf.:[Tieszen, 42]) e aqui ndo serdo tratadas a@damente questdes da ordem da
exegese filologica. O ponto importante é que Furehos, sem davida, ainda esta no
horizonte da oposicdo entre a concepcao intuideordses Matematica e a concepcao
associada a escola de Hilbert, oposicédo que ficangcada com o intenso debate que teve

lugar na década de 1920 (cf.:[Mancosu, 29]).

§10- A Hipétese do Continuo

A presente se¢do tem um carater expositivo, eéridgcisiva para a continuidade
do trabalho. Portanto, ndo serdo expostos det&hagos do assunto em uma discussao
mais aprofundada, o que, certamente, exigiria ues® tnteira. Essa exposicdo é
necessaria porque a Parte A desempenha o papehtxtuializar as investigacdes sobre
o conhecimento matemaético, dentro da concepcaoatbalho, e qualquer proposta de
contextualizacéo desse tipo deve lidar com a Hggotéo Continuo. Na verdade, se ha
uma questao técnica especifica que é central par@dafmentos e que nao pode ficar sem
mencao, entdo essa questado € o Problema do CodénGantor. Trata-se basicamente
do problema de classificar o infinito do conjunteschimeros reais. A tentativa original
de Cantor para essa classificacdo ficou conhedd® AHip6tese do Continuo. Em uma
de suas varias formulacdes, a Hipotese do Con{i@th de “continuum hypothesis”,
para usar a sigla que é conhecida internacionaépafitma que ndo ha um subconjunto
S do conjunto dos numeros reais com a propriedadpie@xista uma funcéo injetora do
conjuntow, dos nimeros naturais, € mas nao exista uma funcao bijetoraxdemsS,

e nem uma func¢éo bijetora 8eno conjunto dos nimeros reais. A Hipotese do Goati
tira 0 sono dos logicos ha mais de um século. Grgmatte dos mais importantes
desenvolvimentos da Teoria de Conjuntos esta diegite ligada ao problema de
determinar se &£H vale ou ndo. Os resultados de Godel e Cohen, sfabatecem a
independéncia d€H com relacdo ao sistem&FC, ja se tornaram folclore da Logica
Matematica. Até agora, todas as propostas de naxiosnas par&ZFC, considerando

principios remotamente plausiveis e que nao imp@&sitnicdes completamente artificiais
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ao conceito de conjunto como o Axioma da DeternfinacAxiomas de Grandes
Cardinais e Axiomas de Forcing, até agora falhamiseravelmente no tocante a
apresentar uma solucao satisfatéria para o problema

A Teoria de Conjuntos é uma teoria matematicaapresenta uma dimenséo a
mais em relacéo a outras teorias. Trata-se do tasgedominio universal que interpreta
todas as teorias matematicas e exemplifica ast@estsumatematicas - pois essa Teoria
incorpora 0s pressupostos comuns a toda a Matematiou seja, 0 aspecto de
fundamento (em mindsculo, no sentido de programaxgdicitacdo de pressupostos).
Quando a Teoria de Conjuntos € posta como fundamdat Matematica surge
imediatamente o problema de interpretar, nesseextmtuma teoria dos nameros reais.
Os numeros reais sdo agora definidos como um donjufinito €, como um ponto
central da Teoria de Conjuntos é justamente atidistigdo e classificacdo do infinito,
aparece como decisiva para essa teoria do infimguanto proposta de fundamento para
a Matematica, a questdo de saber quantos numeeds h@. Essa questdo esta
diretamente relacionada com a formulacdo acimaigdétése do Continuo. Os sistemas
formais da Teoria de Conjuntos se mostraram impesediante de tal desafio e meios
aceitaveis de fortalecé-los, a ponto de altera gaadro, permanecem desconhecidos. A
situacdo € extremamente incomoda, pois a propaissitlilidade da Teoria de Conjuntos
como fundamentagdo esta em jogo: enquanto uma gieople dominio universal para
expressar a Matematica, a Teoria de Conjuntos, com® teoria de classificacdo do
infinito, precisaria estabelecer quantos nimerassra, caso contrario, nao faz muito
sentido essa determinacdo dos reais enquanto tonjun

Parece que a Teoria de Conjuntos, enquanto teatanmatica do infinito, e a
Teoria de Conjuntos, enquanto fundamento, ndo seuram de forma homogénea; que
ha, internamente a Teoria de Conjuntos, um sébl@ma de comunicacdo entre a
classificacdo dos infinitos e a Matematica. Essmlsamento entre essas partes talvez
explique a situagdo, aparentemente paradoxal, e@micamente toda a Mateméatica no
século XX tenha se desenvolvido no interior da ikede Conjuntos e que, a0 mesmo
tempo, ndo seja dificil encontrar um matematico metente que mal sabe o que € um
cardinal ou um ordinal. Na mesma linha, tambémédaro encontrar um programa de

doutorado em Matemética cujo grau de exigéncia elacdo a teoria de ordinais e
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cardinais € igual a zero. Isso, sem duvida, refar¢ase da exterioridade da Teoria de
Conjuntos em relacdo a Matematica.

Considerando que a Hipo6tese do Continuo é um @admcque afirma a
inexisténcia de certos conjuntos, € de se espemrugqa solucdo positiva para esse
problema s6 pode ser alcancada por meio de umgéesta nocdo de conjunto. Como
restringir a nocdo de conjunto artificialmente mEsece ser uma opg¢ao, a menos que
ZFC seja demonstrada inconsistente, resta continubusaa por um principio que
estabeleca a negacdo da Hipotese do Continuo, teumilear a vagueza intrinseca do
problema. Atualmente, a abordagem mais promissana g@stabelecer a negacaoGlé
parece ser constituida pelas pesquisas recenté®dein (cf.:[Woodin, 46]) que tentam

apontar caminhos razoaveis na direcdo da negacadiptaese do Continuo e da

classificacdo do cardinal do continuo corie. Por outro lado, através de uma

argumentacdo mais geral, mas ndao menos convindegtesman pretende defender a
vagueza inerente da questdo (conforme a exposispordvel no endereco seguinte:

http://math.stanford.edu/~feferman/papers/Concep8ialcturalism.pdf Essa vagueza

inerente significa que, ndo s6 a Hipotese do Coatié vaga, como ndo ha meio de
precisa-la de modo que ndo destrua a nocao imei@ionjunto. Dizer “os subconjuntos
de um conjunto” é tdo ambiguo, segundo essa tasmnta dizer “0os conjuntos”
simplesmente e a determinacéo precisa da cardadalido conjunto das partes equivale a
determinar precisamente o0 que € conjunto e, pam & preciso destruir a nocao de
conjunto. A plausibilidade desses argumentos erorfda tese da vagueza inerente esta
ancorada nos desenvolvimentos técnicos da Teorialguntos, mas ndo € nada
definitivo. A concepcédo geral do presente estudoossistente com a vagueza do
Problema do Continuo, pois, segundo a nossa coeepg principio matematico sobre
conjuntos pode ser um axioma da Matematica se,nerse se, esse principio esta
impregnado na pratica da Matematica, ndo podersarionposi¢cdo externa baseada em
concepcOes de alguma escola de Filosofia da Matam& os fatos que estdo
impregnados na pratica da Matematica contempoga®asuficientes para deci@iH.

Em resumo, o estatuto légico-matematico da Higdtde Continuo é a
independéncia em relacdZ&C, situacdo que é extremamente insatisfatoria. @i

da Construtibilidade e o Axioma da Determinacaolitagn em uma resposta afirmativa
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para a HipGtese, mas o primeiro € considerado estagao completamente artificial ao
conceito de conjunto e o ultimo implica também gagéio do Axioma da Escolha, que &
necessario em todas as partes da Matematica. Algso, cesse resultado parece ir a
direcdo de aumentar o problema de comunicacasmtex Teoria de Conjuntos, ja que o
Axioma da Escolha é uma ponte fundamental entréAlephs e 0s conjuntos que

aparecem na Matematica como o proprio continugotmdas seqiéncias formadas por

0 e1). Portanto ndo é muito razoavel simplesmente eentéar um desses axiomagk

Contudo, tanto a Construtibilidade quanto a Deteagio constituem uma componente
importante para qualquer analise atual da quest&ituacado da Hipotese do Continuo
ainda esta completamente aberta, apesar do fajoejgelos trabalhos de Woodin, uma
direcdo aparece agora como mais razoavel paraabomdroblema. Em qualquer caso,
ndo parece estar préximo o fim da angustia dosd8gi

Com essa exposicao do problema do continuocestgleta a primeira etapa do
trabalho, a saber, a tarefa de expor de modo ampi@liminar, mas ndo superficial, a
concepcao geral de Fundamentos adotada. Além dérexa pratica da realizacdo dessa
tarefa para que o trabalho seja bem sucedido ngpraymsta, ha também uma outra
utilidade na exposicéo razoavelmente detalhadaudddmentos e das suas relagbes com
a Matematica: de um ponto de vista sociolégicangoirtante deixar claro qual é o papel
de Fundamentos nesta proposta. O ponto importamte @s relagdes entre matematicos
e logicos ndo sdo nada homogéneas, e a desconfiangzarte dos matematicos com
relacdo a um trabalho desse tipo pode ser agrgp@dama incompreensao do papel de
Fundamentos, dentro desta proposta. A discussécaatdas relacdes entre Matematica e
Fundamentos sera retomada na Parte B, onde esppetaradontes potenciais de mal-
entendido sejam, definitivamente, dissipadas.

811- Enunciados de Teoremas Citados

Esta secdo apresenta um carater meramente idilifdara que o texto seja
razoavelmente auto contido, alguns teoremas decadgiatematica serdo enunciados.
N&o serdo fornecidas definicdes, mas um pequenertdnno apds o enunciado de cada

teorema sera feito. A referéncia geral de Logicaekbatica é o livro de Shoenfield,
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Mathematical Logic. Os livros de Drake, Set Theoan Introduction to Large Cardinals,
e Chang & Keisler, Model Theory séo as referénbésicas de Teoria de Conjuntos e

Teoria de Modelos, respectivamente.

1- Primeiro Teorema de Lindstrom ([Chang & Keisler, B] 132): A LoOgica de
Primeira Ordem €, a menos de equivaléncia, a Uldigeca abstrata que é
enumeravelmente compacta e possui niumero de Lévmenhe

Comentario: Uma logica abstrata € um par, conjudgosentencas e relagdo de

satisfacdd=, tal que valem algumas propriedades. Além da lgle Primeira

Ordem, a Légica de Segunda Ordem, as Logicas tafias e as Logicas com
guantificadores generalizados, sdo todas exem@dégica abstrata. Conseqliéncia
desse resultado é que nao é possivel uma logitetahsno sentido especifico do
Teorema, com maior poder expressivo que a LogicdPmmeira Ordem e que
mantenha as principais técnicas modelo-tedricasodaca de Primeira Ordem. Mas
isso ndo é suficiente para explicar o status pgidldo que a Ldogica de Primeira
Ordem tem como veiculo mais importante de Fundawserji que as técnicas
modelo-tedricas ndo sédo consideradas como conskitwima propriedade crucial de

um eventual candidato a esse posto.

2- Teorema de Morley ([Chang & Keisler, 8], p. 494ip8nha qud é uma teoria
completa em uma linguagem enumeravel. Beé categorica em alguma
cardinalidade ndo-enumeravel, enth@ categérica em toda cardinalidade nao-
enumeravel.

Comentario: Uma teoria é categdrica em algum cardimtodos os modelos da teoria

naquele cardinal sdo isomorfos. Por causa dos mesrele Léwenheim-Skolem, o

caso que todos os modelos de uma teoria sejam iE@BYs® pode ocorrer em teorias

gue admitem apenas modelos finitos, por exemptepaa dos conjuntos com dois

elementos. A teoria dos corpos algebricamente feshade caracteristic@ é

categérica em todos 0s niveis ndo-enumeraveis, n@asno nivel enumeravel. A

teoria das ordens lineares densas sem pontos estrémcategorica no nivel
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enumeravel, mas ndo € em nenhum nivel ndo enuretdwve teoria pode ser
categodrica em todas as poténcias, como é o cakmda sem axiomas ou simbolos
nao-légicos. Também pode ocorrer que uma teoriasefocategérica em nenhuma
poténcia, por exemplo, a teoria que tem um Uniedbsio ndo-logico, um simbolo de
predicado unario, e nenhum axioma néao-légico. Nsw @ie teorias enumeraveis, sO

ha essas possibilidades, pelo Teorema de Morley.

3- Teorema de Herbrand ([Shoenfield, 38], p. 54pdhha qud é uma teoria sem

axiomas néo ldgicos, e qgeé uma sentenca na forma prenexalergntao® é

um teorema deél se, e somente se, existe uma quase-tautologiaé quema

disjuncao de instancias da matrizqle.
Comentario: Uma férmula é uma quase-tautologia sengeqiiéncia tautolégica de
instancias dos axiomas de identidade e igualdaded uma féormula associadaga
atraveés de certas operacdes sintaticas. Uma cdarsaglinteressante do Teorema de
Herbrand é: se em uma teoria qualquer de primedanoT ha uma prova de uma
formula qualquerp, entdo hd uma prova em que ndo ocorrem simbo$Og&os
gue ndo ocorrem emp ou nos axiomas nao-légicos dle Nao teria sentido afirmar
que as demonstracfes matematicas sdo de natugeza $@, ao acrescentar apenas
simbolos néo-légicos a uma teoria, o poder dedutisoteoria, com relacdo a
linguagem original, aumentasse. De fato, € esden@sa a inteligibilidade de tal
afirmacdo, que a natureza légica seja algo bemrrdetado, que ndo seja

influenciada por “variaveis escondidas”.

4- Teorema de Scott ([Drake, 16], p. 184): Se exagum cardinal mensuravel

entaoV =+ L.

Comentério: Nas definicdes usuais de cardinais oréamsis, em termos de filtro,
ideal ou medida, ndo ocorre explicitamente uma icdedde tamanho, exceto a
exclusdo da possibilidade de. No entanto, esses cardinais sdo fortemente
inacessiveis e Hanf e Tarski provaram que sao, emo sentido, pontos fixos da

hierarquia dos cardinais inacessiveis. O Teorenmmafque se existe um cardinal
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mensuravel entdo existe um conjunto ndo constiuffveazoavel imaginar que esse
conjunto ndo construtivel deve também ser bem grgadjue o que se adicionou foi
algo dessa natureza. Contudo, é conseqiéncia deesuitado de Rowbottom
publicado em 1964 que se existe um cardinal memsueatao existem subconjuntos
de ® ndo-construtiveis. Esse resultado poderia daraesparanca para a refutacéo da
Hipotese do Continuo usando o axioma da menswtadéi no entanto isso néo é
possivel e foi provado por Levy e Solovay em umhblipacdo de 1967: Levy, A.,
Solovay, R.Measurable Cardinals and the Continuum Hypothdsisel Journal of

Mathematics, 5, 1967, pp. 234-248.
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812-Notas

1- Desse ponto em diante serd adotada a seguinte neg@zequalquer referéncia a “Fundamentos” e a
“relevancia fundacional” deve ser compreendida camm referéncia aos Fundamentos do Pensamento
Matematico no século XX. Portanto, no texto, “Fundatos” e “fundacional” se referem a Fundamentos
do Pensamento Matematico no século XX e “FundamsetiétoMatematica” se refere aos programas de
fundamentos (assim com letra inicial mindscula),ppogramas de explicitacdo de pressupostos. Nesse
sentido, Fundamentos do Pensamento Matematico awdos&X é uma tematica mais abrangente que
Fundamentos na Matematica, corresponde a uma &efi@ais ampla sobre o Pensamento Matematico no

século XX.

2- E preciso fazer uma distingao sobre o sentidtfatenal”. Em primeiro lugar, “formal” pode ser usad

para qualificar algo em referéncia & oposicdo fommagéria. E assim que usamos quando dizemos que a
Matematica é formal, por exemplo, jA& que € um coimento sem parte empirica, totalmeateriori,
portanto um conhecimento da forma, ndo da matédmoutro lado, o segundo sentido de “formal” refer

se a oposicdo forma/conteddo. E nesse sentido quedade da Matematica proveniente do modo de
sistematizar os conteddos matematicos (com ummsastie Teoria de Conjuntos, por exemplo) e ndo dos
conteldos eles mesmos é formal. A Matematica ndorréal nesse sentido ja que essa disciplina,

obviamente, possui contetdo.

3- PRA é o fragmento de tipo zero da teoria de funcioneisirsivos tipados que Gddel utilizou em sua

prova de consisténcia da Aritmética de Peano. Heseims (PRA e a teoria dos funcionais recursi@s
tipo finito) séo abordadas em mais de uma secdextio. Sobre PRA, essa teoria expressa, ha miséa,vi

a nocao de preservacédo da unidade, conforme aratdimona 84 da Parte B.

4- Uma dificuldade para a obtencdo de uma contrapsantatica do Teorema de Lindstrom é que ndo ha

uma versao sintatica correspondente ao Teoremaweriheim-Skolem disponivel. O candidato canénico

para esse papel seria o Teorema de Lindembaum ggeivalente ao fato de qua a Ldgica de Primeira

Ordem possui numero de Léwenheim mas extrapola a sintaxe da Logica de Primeira@rd

5- Conceitos e propriedades devem ser entendido® qmncipios de classificacdo, no sentido que
classificam dominios e rela¢des conjuntistas segundritério de pertinéncia na extensdo. A impaitén
da Linguagem de Primeira Ordem reside, nesse nadato que a relagéo de satisfacdo para essaéngu

€ absoluta. Essa absolutidade corresponde a umetgaado de independéncia da extensdo de nocdes
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expressaveis nesse tipo de linguagem, em relagiprablemas de vagueza na Teoria de ConjuntosoE is
gue sustenta a afirmacao que nocdes expressaveimguagem de Primeira Ordem constituem principios
de classificacdo, pois, com isso, a extensdo deameito ou propriedade fica determinada de modo
razoavelmente preciso. Esse ponto € importanteéerstomado na Parte B. Quase sempre as palavras
“conceito” e “propriedade” séo utilizadas no texisse sentido técnico, mas pode ocorrer algummso e
um sentido mais amplo, que seja permutavel comav@a“‘nogdo”. Isso ndo significa uso inconseqiente

da terminologia, o contexto sempre deve ser sufieipara distinguir os usos.

6- Convém lembrar que Teorema de Tarski da indéfidi#tle da verdade impde a necessidade de uma
analise mais explicita e cuidadosa das complex&gladeolvidas na internalizagdo da relagéo de agéief

emZF e esta serd realizada em momento oportuno.

7- A palavra “objeto” € usada em dois sentidos ng@sséagrafo: primeiro como sujeitos de predicacfes
significativas e depois no sentido de objeto ddheaimento. Essa distincéo, as vezes, ndo est&igxpli
mas o contexto deve ser suficiente para uma comgfieeadequada. Com relagdo ao primeiro sentido de
objeto, a formulagdo de uma posigdo em FilosofiMd&ematica, relativamente & questdo ontoldgica, em
termos modais ndo é incomum nas escolas. Ha panpieeo estruturalismo modal de Hellman
(cf.:[Hellman, 18]) e o nominalismo modal de Chinécf.:[Chihara, 11]). Essas posi¢cdes se compramete
com uma modalidade primitiva e sdo normalmente cifépedas com um sistema modal como logica

subjacente.
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PARTE B
A RELACAO DE SATISFACAO

81-Retomada

Estas primeiras secdes da segunda parte constiioeinom momento para se
fazer uma pausa para resumir o que ja foi peranrpdra defender as principais teses do
texto de forma mais aguda e para apontar o canarder seguido a partir das proximas
secoes. Algumas teses, jA expostas anteriormentdexto, serdo retomadas nos
paragrafos seguintes. Isso se faz necessarioegi@® um texto filosofico, e na Filosofia
0S argumentos raramente sao localizados em algumiaas, diferentemente da
Matematica, em que o0s textos sédo estruturados @vapgue estao contidas entre marcos
de inicio e final, que independem do que esta t&liao texto e que podem ser
compreendidas sem referéncia ao seu papel no Madeerdade, um livro ou uma obra
inteira de Filosofia pode constituir um argumentditario e o sentido de uma parte pode
vir da plausibilidade do programa como um todo. eEgmrater “continuo” da
argumentacao filoséfica, em oposicao ao caratectdio” da argumentacdo matematica,
estd bem refletido nos grandes sistemas filosgficmele é fundamental ter uma
apreensao unitaria do sistema, mesmo que sejas@muisOria, para compreender cada
parte. Cada parte € compreendida quase exclusitam@nsua relacdo com o todo.
Portanto, em um texto filosofico, a questdo da peEatsva do todo € muito mais
dramatica que em um texto matemético, e perderpessaectiva pode significar perder
tudo.

A continuidade da argumentacéo, que ja foi inicigdasa aqui por uma retomada
dos pontos principais. A primeira tese, e talveaags importante, que € defendida neste
texto, é referente a importancia de se explorapeao semantico da Matematica e dos
Fundamentos. A Matematica constitui uma parte de#séca das ciéncias (incluindo a
prépria Matematica), portanto de uma possivel aeogeral das significacdes.
Fundamentos (conforme tematizacdo na Parte A) itmnatsemantica da Matematica.

Isso quer dizer que a Matematica fornece partamienesposta a questao epistemoldgica
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acerca do significado da compreensdo de nocOesidasias e Fundamentos deve
fornecer uma resposta a questdo do significado a@lapreensdo de nocbes da
Matematica, é uma reflexdo sobre a compreensdoadanmitica. E claro que qualquer
resposta a essas questfes nunca esta acabadanpré pmovisoéria. Portanto, essa tese
ndo afirma que Fundamentos e Matematica estdo dmsb& claro também que
Fundamentos e Matematica se intersectam. Isso fatmnfacilmente reconhecivel por
guem tem algum contato com a Légica Matematica. #am fato extraordinario: como
€ possivel uma investigacdo que tem como objetid@tarminacdo do conhecimento
matematico intersectar a propria Matematica? Essaa&questao muito importante para
este trabalho e sera analisada em maior detallagtia ge agora. Antes disso € preciso
explicar melhor essa tese segundo a qual a Maan@tos Fundamentos possuem um
aspecto semantico, que sera referida como tesenema

§2- Tese Semantica

A Matemética parece ndo ter nenhuma relevanoimocsemantica, para uma
ciéncia como a Historia, e, portanto, ndo tem reader com a Filosofia da Historia. Mas
isso ndo torna falsa a tese semantica. De fatdoroa esta formulada, a afirmacéo “A
Matematica constitui uma parte da seméantica dascieg (incluindo a prépria
Matematica), portanto de uma possivel teoria gelad significacbes”, € muito
indeterminada, pois diz exatamente que a Matemétinatitui umaparte da semantica
das ciéncias, sem determinar qual parte é essardque isso s6 pode ser determinado
em investigacdes especificas sobre os fundamemt<xiéncias, ja que diz respeito a
forma de apreensédo do conteudo delas. Contuda,ij#neducado, o aspecto semantico da
Matematica foi apresentado como uma teoria da foogiaa da linguagem das ciéncias
com as quais ela mantém relacGes relevantes, nmas usea argumentacao que
sustentasse a plausibilidade dessa tese adequadarfssa caracterizacdo do aspecto
semantico da Matematica ja diz algo a respeitoatte gla seméntica das ciéncias que
cabe a Matematica: é a parte formal, no elemardori. Para que essa caracterizacao
nao seja vazia, € preciso que existam ciéncias, d&propria Matematica, em que esta,

de fato, desempenhe um papel decisivo na respegireensdo do conteudo. E isso é um
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fato: a Fisica Teorica, por exemplo, € uma ciédeisse tipo. Portanto, essa afirmacéao
estd em acordo com a tese folclorica dos fisia$4dtematica € uma linguagem”.

Contra essa perspectiva, uma objecdo que podessrtada é que boa parte da
Matematica ndo parece ter relacdo com a Fisicacbedras, segundo a tese semantica,
a Matematica ndo € uma linguagem exclusiva paresiaaFTedrica, mas inclui, sim, o
desenvolvimento de nog¢des que funcionam como forowasondi¢des, segundo as quais
objetos de ciéncias tedricas devem se conformaa pae constituam objetos do
conhecimento, um conhecimento formal presente sspp®sto nas formulagcées de
outras ciéncias teoricas e da propria Matematiga,apnstitui, assim, parte do plano da
Razao para a organizacdo do material da experiémeaispecto semantico da Matematica
esta no registro do plano da Razéo e da condi¢c@&igddicacado do discurso cientifico.
Essas afirmacOes estdo baseadas na tese de qu&é@ Rates, impde ao material da
experiéncia suas proprias formas de cognicdo, qiRazio € ativa no processo de
conhecimento, e ndo que a Razdo simplesmente &&rmanao material da experiéncia.
Obviamente, essa tese nao implica nenhum idealismpirico: ndo é o caso que,
segundo essa tese, a atividade da Razéo sai criaigis do nada; a Razao, segundo
essa tese, apenas submete o0 material da exper@maau proprio plano. A realidade
empirica continua sendo o que €, ndo importa seazdd € passiva, apenas se
conformando ao material da experiéncia, ou ativbmetendo o material da experiéncia
as suas proéprias condi¢des de cognicao; a distidagim natureza epistemoldgica e nao
ontoldgica. Isso, de certo modo, é um resumo dadikRedo Copernicana” de Kant.

O que Kant ndo pbéde notar é que o plano da Ralimesmo, ndo estava (e ndo
esta) pronto e acabado nem mesmo em relacdo aal.dggitito menos em relagédo a
Matematica, e que esse plano poderia sofrer vasagdsofreu. Além disso, Kant ficou
preso em um construtivismo muito estrito ao asspamais ou menos rigidamente, a
Matematica a Estética Transcendental, e, como q@éseia, 0 método matematico de
formulacdo de nocbes (a definicho matemética) asteades na intuicdo pura. A
Matematica tem liberdade para formular no¢ées, algse@ sejam consistentes. Em geral
as nocdes matematicas sao sempre interpretaveZd-€immas isso ndo é uma exigéncia
prévia. A Légica e a Matematica incluem parte ducpsso de estruturagdo conceitual da
realidade, o método de ambas é o método axiomd#idativo e ndo é possivel
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compreender, atualmente, essas duas disciplina® dmsvinculadas, uma marca de
algumas visdes construtivistas da Matematica. Nédnawiséo, parece claro que qualquer
tentativa de atualizacdo da Critica da Razdo Pewe,decessariamente, passar por uma
reavaliagdo das concepc¢bes de Matematica e Loggsarmies nessa obra, levando-se em
conta que a Matematica ndo pode ficar restrita #@tiEa Transcendental, jA que a

intuicdo kantiana é muito restritiva e a Matematiceesmo sendo distinta da Logica,

possui uma dimensao légica que deve ser caraaariznAnalitica do Entendimento.

Segundo o que foi colocado até aqui, a propriareasguda Matematica esta nas
relacbes que essa disciplina mantém com outrapliiss e com ela mesma. E mesmo
gue, considerando isso, uma boa parte da Matem#iwaapresente relacdo direta com
outras ciéncias, nem com a propria Matematica,aaguhstitui uma reserva de formas
expressas em uma linguagem abstrata, mas que poddespretada e pode ser Gtil em
uma eventual relacdo com alguma ciéncia. Além dssas disciplinas matematicas, de
fato, apresentam uma unidade interna, entdo todass edisciplinas, direta ou
indiretamente, estdo em uma relagdo com as ciénClastudo, a concepcdo de
Matematica apresentada, de fato, vé como degersetadmlhos de Matematica que ndo
dialogam com a Matematica como um todo ou comé&@scias tedricas. Isso também esta
de acordo com o fato empirico de que alguns dedementos sdo gradualmente
abandonados quando, ao longo do tempo, ndo apaesertacbes convincentes com

outros desenvolvimentos.

83-Matematica e Fundamentos

Portanto, a tese semantica implica uma visdo daermkgica em relacdo com
outras ciéncias e em auto-relacdo consigo mesmatdeem concordancia com o fato
empirico de que as partes mais importantes da Mdigan mais valorizadas pela
comunidade dos matematicos, sdo aquelas que afmsema relacdo mais direta com
outras ciéncias e com a propria Matematica, seruiexs partes que ndo tém a mesma
propriedade. Também, a tese semantica implica quando um cientista realiza um
experimento, a Matematica envolvida ndo estd sdaedtada, pois essa parte da

Matematica constitui, nessa perspectiva, parte dasdicbes de significacdo do
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experimento: as coisas da realidade empirica sdadas cuja apreensdo segundo as
ciéncias tedricas € possivel apenas na medida emmegessariamente participam na
forma dada por alguma nocdo matematica (possidéidaui € possibilidade I6gica, ndo
possibilidade tecnoldgica, metafisica de existémeia mundos possiveis, ou de outra
natureza).

E importante que fique claro que ndo é qualquerdasdlatematica que conta
como uma relacdo semanticamente relevante, masasppmando certo conteudo é
apreendido através da Matematica, quando suasaretpdes sdo capturadas de modo
adequado por uma teoria matematica, portanto, guandonteido € semanticamente
condicionado: para que uma relacdo da Fisica Teésfa significativa € preciso, antes,
que seja matematicamente significativa e, quansio 8o ocorre, a relagdo da Fisica
Tedrica, no maximo, pode fornecer uma técnica eumoconhecimento. Uma ciéncia
gue usa a Matematica apenas para capturar algpestes quantitativos e ndo na propria
apreensdo dos seus objetos ndo € semanticamertdeicoada; tal ciéncia € apenas
superficialmente matematizada e ndo € como a Fis@m&ica moderna, onde a
Matematica desempenha um papel constitutivo. Comoultimo comentario geral a
respeito da tese semantica sobre a Matematica @afmamtos, considere a questdo do
comprometimento ontologico. Essa questdo, do pdeteista da tese semantica, tem
uma importancia consideravelmente atenuada, emam@gg§o com a importancia central
que essa questdo adquire em uma concepcdo ongldgicMatematica. Aqui a
Matematica € constituida de descricbes de nocfpessas em uma linguagem nao
interpretada, e qualquer interpretacdo externaadeggiagem vem da sua relacdo com as
ciéncias tedricas matematizadas. Se as disciplirismaticas apresentam uma unidade
interna, entdo a Matematica adquire um sentidamxtem bloco, a partir da relagdo com
as outras ciéncias e da auto-relacdo consigo mdsssas Ultimas consideracfes sao
importantes, pois se torna ainda mais evidentdyalea concepcao geral deste trabalho,
a centralidade de se estabelecer a unidade da Migtarmternamente.

Voltando a questédo colocada mais acima: como éysbssma investigacdo que
tem como objetivo a determinacdo do conhecimenttemmdtico intersectar a propria
Matematica? Um inicio de encaminhamento de resppstdindo da tese semantica,

7

conforme explicada acima, € agora claro: a Matemaatonstitui parte da semantica
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formal das ciéncias, incluindo ela mesma, onderecarintersecdo com Fundamentos.
De fato, o estudo de caso que sera realizado & @& que € relativo a interacao entre a
Matemética e os Fundamentos se mostrara consistamte a tese semantica. E
conveniente notar que apenas um conhecimento fopo@e ter essa propriedade de
intersecdo com as reflexdes fundacionais sobre pssamo conhecimento e uma
concepcao de Matematica como ontologia ndo pa@ceomta, de modo imediato, desse
fato, que Matematica e Fundamentos se sobrepdemtraasformar a Légica em uma
ontologia, o que constituiu um dos principais aldesataque por parte do projeto critico
kantiano, como pode ser constatado na seguintagerssda Critica da Razéo Pura [A61,

B85], que é bastante clara, apesar da linguageoietas

“Contudo ha algo de tao tentador na posse de unta &0 especiosa que consiste em
dar a todos os conhecimentos a forma do entendoneot muito vazio e pobre que se
possa estar quanto ao seu conteudo, que essa Iggied que € apenas ucAnonepara
julgar, tem sido usada como wrganon para realmente produzir afirmacdes objectivas
ou, pelo menos, dar essa ilusdo, o que de fatotitwinam abuso. A I6gica geral,
considerada como pretenso organon, chameigkética”

[Kant, 1., Critica da Razao Pura, Traducdo de MeEn&ento dos Santos e Alexandre

Fradique Morujao, Fundagéo Calouste Gullbenkiaf8R0

Uma parte da Légica Matematica esta claramenteidaomessa sobreposicao
entre Matematica e Fundamentos, que, por sua stz centida na totalidade da Légica
Matematica. Para compreender esse fato bastaqu@asegundo a caracteriza¢do acima,
0 aspecto semantico da Matematica € a teoria dsaftigica da linguagem das ciéncias
gue mantém relacfes relevantes com a Matematiad,dgica Matematica possui uma
dimenséo que pode, claramente, ser caracterizadgeincomo a teoria da forma logica
da linguagem da Matematica. A novidade aqui € edesque essa sobreposicdo é maior
do que poderia parecer, contendo mais resultadosLdpca Matematica, que
normalmente ndo séo considerados relevantes padamentos. Essa tese se baseia em

uma outra tese, a saber, que a determinacao diexsgovessencial entre Matematica e
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Fundamentos, que € constitutiva da natureza doslafuentos, ocorre por meio da
determinacao de Fundamentos como principio orgdoizaunificador da Matematica.

Sob essa perspectiva, o presente trabalho cordtitaso logre ter sucesso, uma
contribuicdo na dire¢do da determinacdo desse leinBuese mencionada acima, sobre
o tamanho da intersecado entre Matematica e Fundas)eyd foi sugerida desde a
Apresentacdo, onde foi afirmado que resultados darid de Modelos tém sido
negligenciados nas investigacdes de Fundamentosomlbcada de forma explicita na
Parte A, na tematizacdo de Fundamentos, onde foiulada a tese de que had uma
terceira dimensdo em Fundamentos, além da colegdeslilitados técnicos ligados a
programas de explicitacdo de pressupostos e datageste Filosofia da Matematica.
Contudo, em nenhum momento foi afirmado que naadsenvolvimentos da Ldogica
Matematica que degeneraram em contetdos tecnicammrnto rebuscados, mas pouco
criativos e que, de fato, parecem nao ter releadalguma para Fundamentos, para uma
reflexdo sistematica sobre o conhecimento matema#penas afirmou-se que ha
desenvolvimentos que sao negligenciados e estallmlpretende mostrar que sao
relevantes, e essa possibilidade é consequéncimagerspectiva bastante ampla acerca
de Fundamentos, implicada pela tese semanticanslgaderiam se opor dizendo que a
perspectiva € ampla demais. Mas a perspectiva r@opéa demais, ja que se mantém
nos limites estreitos da Matematica, de modo quehddnessa reclamacdo nada além do
reflexo de um gosto pessoal, e a Filosofia, défemmente, ndo deve se ocupar desse tipo
de coisa.

Fundamentos deve conter, portanto, uma teoria geéaalsignificacdo da
Matematica, uma compreensdo de segunda ordem demiliita, que esta ligada
originariamente a Matematica. Esse aspecto de Ruetas implica que um objetivo
dessa disciplina € a determinacéo progressiva danMdica e que isso tem como ponto
de partida estabelecer a unidade da Matematictatbeo problema da unidade se coloca
para a Matematica de um modo muito mais dramatieopgra outras ciéncias. O ponto é
gue a Matematica ndo tem objeto de investigacdo,dacisa constituir seu proprio
objeto. Entéo, para poder falar, filosoficamenta, ana Matematica unitaria, é preciso
mostrar que aquilo que se denomina, pré-filosoferae Matematica, constitui um todo

coeso, e ndo um aglomerado informe de resultadess& deve ser uma finalidade da
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determinacdo da Matematica em Fundamentos. A detegdo fundacional da
Matematica € a compreensdo sistematica das dissplnatematicas. Essa apreensao
segundo a perspectiva sistematica envolve resgltadonicos de explicitacdo de
pressupostos em programas de fundamentos, resili@doonservatividade e de pureza

de métodos, resultados de universalizacdo de abogematematicdse de legitimidade

de principios heuristicos, de expressabilidadectées matematicas, entre outros, ja que
esses tipos de resultados constituem parte dxaeflacerca das pecas que compdem o
mecanismo da atividade matematica. Nao é um objettv Fundamentos decidir quais
devem ser os principios acrescentados a Matemgdiogile Fundamentos ndo tem o
poder de derivar a partir da Metafisica, ou de que outra fonte, quais devem ser o0s
pressupostos da Matematica. A natureza da relagfoedsuposicdo entre Fundamentos
e Matematica € formal: Fundamentos deve reunir awlicbes de significacdo da
Matematica. Portanto, ndo é o papel de Fundamedémsdir se o Axioma da
Construtibilidade deve ser acrescentado ou néwvidade matematica. Decidir acerca da
adicdo ou ndo de um novo principio € um problematasente interno a pratica da
Matematica: um novo principio deve ser acrescentedmo pressuposto a toda
Matematica se, e somente se, esse principio estieeralgum modo, efetivamente
incorporado, na pratica da Matematica, impregnaa@tividade matematica. Portanto,
nao ha, em certo sentido, propriamente, uma tordaddecisdo envolvida no problema
dos axiomas da Matematica. Diante desse probleate, & disciplina de Fundamentos,
antes, o papel de explicitar axiomas para a Maiema papel de sistematizar e analisar
0 conhecimento matematico, mas nao o papel dehescatiomas para a Matematica, ja
gue isso, de certa forma, ndo é possivel. Fundasetgve sim investigar se um
determinado principio atende e unifica demandas deapratica matematica, bem como
analisar a plausibilidade de incorporacdo de ngwascipios, tanto em termos de
relacdes logicas entre formulacdes diversas quamttermos de preservacao, ou nao, de
configuragcbes importantes presentes na auséngirzpio, mas ndo com a finalidade
de tomar decises no que concerne a incorporac@m\des principios relativamente a
atividade matematica. E preciso ter clareza deapelple Fundamentos, entre outras

coisas, pelos motivos levantados no final da §1Barée A.
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A concepcao geral de Fundamentos aqui expostaeastéonformidade com a
tese sistematica de que um processo de determipaggcessiva da Matematica e da
unidade dessa disciplina €, ao mesmo tempo, urocester ao fundamento, e essa
compreensao sistemética através de uma relacda aioen o conteddo matematico
constitui 0 método de Fundamentos. Esse métoddemiaomo finalidade apreciar as
nuances de resultados matematicos, tarefa queseodeais bem executada pela prépria
pratica da Mateméatica. O fatico ndo € objeto daskiia, apenas o possivel. Esse
método, baseado em estabelecer explicitacdo desupestos, pureza de métodos,
universalizacao e legitimidade, expressabilidadeages, decidibilidade de teorias, €,
de fato, bastante rente ao conteddo matematico,amda como método de reflexdo a
respeito da atividade matematica. Além disso, gmeximidade com o conteddo
matematico ndo estd em oposi¢cdo com uma concepgaondiamentos como um ambito
ideal. Apenas estd em oposi¢cdo com uma concepciortamentos como um ambito
ideal construido em um vazio. Fundamentos € umaiptlii|a predominantemente
normativa com respeito as condi¢des de significac@mo ja foi colocado na primeira
secdo da Parte A. Contudo, deve procurar ser, raméé parte, descritiva, pois, caso
contrario, tornar-se-ia uma disciplina vazia. Naonkenhuma contradi¢cdo nisso, ja que o
carater descritivo de Fundamentos diz respeitdagde direta que essa disciplina deve
ter com o contetdo da Matematica, enquanto o s@tecanormativo nao diz respeito, de
modo imediato, a pratica da Matematica, mas sintaslicdes de significacdo da
linguagem dessa disciplina, e para estabelecers essadicdes € preciso interagir
diretamente com esse conteldo, ndo ha outra patsile.

Os paragrafos anteriores retomam varias tesespguecem ja na Apresentacao e
também nas primeiras trés secdes da Parte A. Ertiampe analisar aqui, de modo mais
especifico, a tese de que estabelecer universatizae conteidos matematicos e
legitimidade de principios heuristicos constiturtpado método de Fundamentos. A
universalizacdo de um contetdo matematico é pamnsendida como a incorporacao de
tal conteldo em um enquadramento l6gico-matematcamdo como uma simples
generalizacdo. Nesse sentido, mesmo que essaetmagdo da universalizacdo seja
ainda um tanto vaga, esta claro que a universalizécum expediente muito usado na

Légica Matematica, que freqlientemente vai buscars seesultados em andlises
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cuidadosas de conteudos matematicos. Do mesmo raolbgitimidade de principios
heuristicos deve ser entendida como a formulagiarenstracdo, no interior da Logica,
desses procedimentos, as vezes usados na MatemBticaexemplo, j4 foram
mencionados, na Parte A, o principio de Lefscheaig métodos infinitesimais. Nos dois
casos, ha mais de uma legitimacédo possivel. Oiprinde Lefschetz foi formulado e
demonstrado por Tarski, para linguagens de prinoedam, mas ha também versodes para
linguagens mais flexiveis. Os métodos infinitessniram recuperados de maneiras
distintas nas varias versdes da Analise ndo-Stdndlambém esté claro que esse tipo de
procedimento € um expediente freqiientemente usadagica Matematica. Nesse caso
da legitimacdo, ndo ha duvida de que substituir Umearistica, baseada em uma
experiéncia particular de casos, por enunciadosigu® e demonstracbes logicas
representa um enorme ganho em termos de compresigtématica das disciplinas
matematicas, portanto um ganho em termos funddsioRar outro lado, esse tipo de
procedimento heuristico ocorre em numero reduzadviatematica. Portanto, o caso
mais complexo, e também de maior relevancia, é undeersalizacdo de conteudos, e é
preciso concentrar a analise, no préximo paragrafaelevancia fundacional desse tipo
de procedimento. As conclusfes dessa analise sel@ntes e servirdo de base para
toda a seqUéncia do texto.

Como j& foi colocado no inicio do pardgrafo anteri@a operacdo de
universalizacdo ndo é simplesmente generalizacampduco €, a universalizagao,
apenas formalizacdo. E necessario caracterizaordeafmais precisa a universalizagao.
Universalizar um conteddo matematico significa apder esse conteudo sob um
enquadramento logico-matematico, segundo uma mdmde de natureza légico-
matematica, como um contetdo que diz respeito apenalacdo de consequéncia logica
e a propriedades puramente conjuntistas ou casegatas estruturas matematicas, ou
seja, como um contetudo de Logica Matematica. At§oeaqui €, entdo, que tipo de
relevancia fundacional isso pode apresentar? Paex de algo que ha ou ndo ha
relevancia fundacional, é necessario ter uma canpé® operacional de Fundamentos, e
€ exatamente isso que este texto procurou alcat€agora. Portanto, de acordo com o
gue foi exposto, para que uma universalizacdo decamteldo matematico apresente

relevancia fundacional, é preciso mostrar que malarsalizagdo representa um avancgo
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em termos de uma compreensdo de segunda ordem trems da unidade das
disciplinas matematicas. Na pratica, entre outr@isas, € preciso mostrar que tal
universalizagdo reforca a unidade da Matematicaquyé reforcar a unidade da
Matematica deve ser uma conseqiiéncia de um avamtioegdo de uma compreensao de
segunda ordem das disciplinas matematicas, por agddo que foi exposto até aqui.
Mostrar que isso € possivel é uma tarefa impori@desée trabalho, por isso é preciso que
fique claro o que se pretende alcancar e em géebestada tal pretensdo. O que se
pretende alcancar esta claro, € a relevancia fiorddcde certos procedimentos de
universalizacdo que serdo apresentados na seqitEntéxto. Mas que razdes ha, se €
gue ha alguma, para crer, desde ja, que isso essivpl? Ha sim uma razao para crer
gue isso sera possivel, de modo que a pretensad adsmedida, ndo é extravagante. O
argumento fundamental é o seguinte: ao apresentaguadro l6gico-matematico que
rege um conteudo matematico, que normalmente Bedstido a partir de um trabalho de
habilidade artesanal em cima de detalhes mildosdgaire uma compreensdo mais
profunda sobre aquilo que ja foi compreendido. @éo,f o conteddo que ja foi
compreendido €é agora apreendido segundo uma redar |6gico-matematica
completamente nova que fornece um significado m@ra aguela compreensao original:
0 novo significado da compreensao original do dame fornecido pelo enquadramento
I6gico-matematico, € o conhecimento das condicéesigdesse enquadramento que sdo
verificadas na situacdo particular desse contetfiresentar um quadro I6gico-
matematico segundo o qual uma determinada situagatematica € apreendida
configura, entdo, um estagio preliminar de umaeréib de segunda ordem acerca da
situacado em questdo, que ndo poderia ser extraidmad de detalhes em que esta imerso
aquele conteaddo matemético especifico. Essa é,étamla diferenca entre mera
generalizacdo e universalizacdo: no caso da umizasdo, a situacdo € apreendida
segundo uma regularidade de natureza logico-matan@&mpletamente nova, que néo
pode ser obtida, simplesmente, através de uma gimerae acréscimo e retirada de
hipoteses, extraida de uma analise cuidadosa dendénacoes. A universalizacdo € uma
regularidade, em certo sentido, livremente criadan&® desvelada. Uma mera

generalizacdo, onde nao necessariamente ha um pentpo livremente criativo
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envolvido e que pode proceder desse modo ao mfindo configura, de modo algum,

parte de uma reflexdo de segunda ordem.

84-Organizacdo da Matematica (parte I1)

Apos os esclarecimentos de ordem metodoldgicazeells nos paragrafos acima,
€ conveniente retomar aqui a questdo da organizi8tatematica, dentro do propadsito
de tornar progressivamente mais clara a concepedial glo trabalho, através da
explicitacdo gradual da visdo que eu tenho da ezduda Matematica. Com essa
finalidade, a tematizacdo da organizacdo da Mateagéervira como meio para expor o
meu ponto de vista.

Conforme explicitado no paragrafo correspondentéPdede A, a possibilidade
mesma de organizacdo da Matematica repousa sobignilicado de resultados da
Logica Finitaria. No referido paragrafo ocorre uoitacdo da famosa frase de Kronecker
a respeito dos numeros, que, de certa forma, resumaesituacdo de crenca irredutivel
no significado desse ambito finitario e ainda agmés muita atualidade na discussdo em
Fundamentos. O objetivo agora € realizar uma anaies radical desse ambito finitario
ou, mais especificamente, dos pressupostos da eoetatda formalizacdo da
Matematica.

Conforme ja foi observado na Parte A, pela numeradg Godel, a Lbgica
Finitaria € coextensiva com uma teoria aritmétioa. resultados essenciais para um
desenvolvimento minimo da Matematica em um sistiemmaal podem ser provados com
um uso bastante controlado, em termos de complxigaantificacional, da indugéo. A
investigacdo metamatemética, conforme concebidaHiltwert, € empreendida nesse
contexto e tomada como um discurso significatimdependente de posicdes filosoficas.
Como é possivel sustentar que uma sentenca dess@sdi finitario é significativa?
Como seria possivel justificar de modo radical ess#ecimento finitario? Vamos fazer
uma tentativa, sem, € claro, procurar ser absokrgarprecisos em todos os aspectos ou
procurar fornecer apenas distingdes exaustivas, pesses termos ja sabemos que o0s

problemas filosoficos ndo sdo apenas insolUveisirdéataveis.
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E preciso, em primeiro lugar, fazer uma distingépartante no que se refere ao
modo de conceber sistemas l6gicos. Em um sentigiaita amplo, um sistema ldgico
pode ser concebido de dois modos: como sendo doesiel relagbes estruturais entre
portadores de valor de verdade (férmulas ou prgpes), ou como sendo um
instrumento de raciocinio real. E claro que relagdemais entre férmulas estdo apenas
remotamente ligadas a questdo de como se deveirggiana pratica para chegar a
conclus@es verdadeiras partindo de hipéteses veirdadou seja, para, empiricamente,
produzir conhecimento. Para chegar a essa cor@tabssta pensar em certas relagdes

estruturais da implicagcdo material classica. Pengto, considere a inferéncia: geé

falsa concluap— . Essa inferéncia tem pouca relagdo com raciocéah porque, entre

outras coisas, nao é possivel saber, em gera@l,é&tlsa. Do mesmo modo, a inferéncia:
“se ZF é consistente entadF é incompleta” também tem pouca relacdo com ragmci
real, porque pode ser o caso que nao haja comosabE é consistente. Essas relagdes
estruturais apenas podem fornecer condicfes fordzaisredicacdo da verdade, ou da
significacdo e é um pressuposto fundamental dachd@lassica que as sentengas portam
valor de verdade bem determinado. E extremamerertante ter em perspectiva essa
distincdo. Através dela é possivel mostrar, pormgte, que uma proposta em Logicas
nao-Classicas, realizada como um trabalho de Mdigsmaou, como € costume dizer,

utilizando a Légica Classica como metaldgica - Baoecessariamente incoerente e,

muito menos, esta propondo uma mudanca na Lédrponto é que a metaldgica deve,

nesse caso, ser concebida, predominantemente, wonestudo de relacdes estruturais
entre formulas e os sistemas de Logicas ndo-Céssgictie sdo o objeto de investigacao,
podem ser concebidos tanto como instrumentos decfam real para determinados
contextos, quanto como um estudo de relagbes wstimitentre férmulas em um
determinado contexto, ou, ainda, como algo interaniedentre as duas coisas. Na minha
visdo, a distingcdo acima reflete, em parte, ardidb entre uma concep¢ao nao-empirista
e uma concepcao empirista da Légica, respectivament

A parte da Légica Finitaria que corresponde a reetat da formalizacdo da
Matematica sera concebida no presente trabalhdomrieantemente, como um estudo de

relacbes estruturais entre formulas e serd cham@ddetamatematica. Com isso, esse
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elemento légico-finitario, que estabelece condic@e®imas de formalizacdo da
Matematica, pode ser caracterizado como um discaigaificativo, em termos de
relacbes estruturais entre formulas, que pressug@Enas condicbes formais da
conservacao da unidade. De fato, como ndo ha sem@al de quantificadores nesses
desenvolvimentos da Logica Finitaria, esse discuésw pressupde outra coisa além de
condi¢cbes formais da preservacdo da unidade. Ogm8nmetateoricos sdo 0s termos
dessas condi¢cdes. Desse modo, a indugdo em relagiie termos (em propriedades que
ndo envolvem quantificadores) é justificada coma wondi¢cdo formal da conservacao
da unidade.

Dentro dessa concepcdo, as proposicdes dessersdisldgico-finitario sao
verdadeiras se correspondem a determinacdes dayaedo da unidade. Nesse sentido,
assume-se que a preservacdo da unidade constgoiongm principio de classificagao
exaustivo e, consequentemente, que faz sentido faa condicbes formais da
preservacdo da unidade e que as afirmacfes da Bletradticapossuemvalor de
verdade determinado. Portanto, mesmo aceitandalgues nimeros metamatematicos
admitem, de algum modo, uma realizagdo empiricapressupostos dessa parte da
Logica Finitaria ndo devem ser confundidos com wnhecimento de numeros que
admitem realizacdo empirica. Essa seria uma coaéoefigitista muito restritiva da
metateoria da formalizacdo da Matematica. Essateogia € concebida aqui como um
discurso significativo que pressupbe apenas coaesdidgormais da conservacao da
unidade, concepcdo que envolve um infinito poténcgue € uma condicdo formal da
conservacao da unidade. Os numeros metamatemafiooss termos dessas condi¢cdes
formais de preservacdo da unidade, portanto soupomssignificado nesse contexto.
Nesse sentido, se a sentenca da consisténcd der pensada como uma sentenca da
Metamatematica, entdo ela possui um valor de verdaterminado, mas, por outro lado,
se essa sentencga for pensada como uma sentencan a@iseaurso baseado em um
conhecimento de niumeros que admitem realizacaoriempéntdo a consisténcia d&
s6 teria valor de verdade determinado caso algumeansisténcia seja realizavel
empiricamente. Em uma concepcao finitista, a ctésisa deve ser tratada como um

predicado vago, ja que, por exemplo, ha muitasesap@ra acreditar que, por um lado,
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nenhuma inconsisténcia da Aritmética de Peano regjizavel empiricamente e, por
outro lado, que a consisténcia da mesma seja intgragel por métodos finitistas.

Retomando a distincdo realizada mais acima, unssiye concep¢do da
metateoria da formalizacdo da Matemética como, gonétntemente, instrumento de
raciocinio real também implica que a consisténeiedser tratada como um predicado
vago. De fato, a Légica Finitaria como um todo parger impotente diante da questédo da
consisténcia d&F, por exemplo. Portanto, afirmacdes que envolvetorsisténcia de
ZF devem ser compreendidas em termos das relacoastuests entre férmulas
(portadores de valor de verdade) e ndo em termasstiemento de raciocinio real. E
conveniente analisar, como exemplo, uma versaaidwelPo Teorema de Godel pafdk
(cf.:[Hinman, 19], p. 483): para toda teoria cotesiteT, recursivamente axiomatizavel e
que estend&F, T € incompleta. Como € possivel compreender essaufagcédo como
um resultado da Logica Finitaria? Predominantemeaao uma relacdo entre relacdes
estruturais entre férmulas, ja que a consisténeid digura entre as hipoteses. Esse
importante teorema, uma pedra angular da LégidéaFim ndo significa grande coisa em
termos de instrumento de raciocinio real, ja gessa concepcao, a consisténcia deveria
ser tratada como um predicado vago.

Em resumo, a metateoria da formalizacdo da Mateendti caracterizada aqui
como um discurso significativo acerca de relac@&sitirais entre portadores de valor de
verdade (férmulas). Essa metateoria € a parte dacdd-initaria que € essencial a uma
formalizacdo minima da Matematica e seus pressopast restringem a condicOes
formais da preservacdo da unidade. Essa partepemiavel da Logica Finitaria é
constituida por resultados que se encontram nasogpemeiros capitulos do livro de
Shoenfield (cf.:[Shoenfield, 38]) e que ja foranitraetizados em sistemas bem fracos,
com inducdao limitada e equiconsistentes com a Atita de Robinson (cf.[Nelson, 32]).
Os pressupostos dessa parte da Ldgica Finitarisosgmressupostos mesmos de uma
formalizacdo minima da Matematica e constituem e gamos chamar de ambito
finitario.

Onde esta fundado o ambito finitario? Na Razdombitd finitario, enquanto
condicbes formais da preservacdo da unidade, emgbobssupostos ndo apenas da
Légica Finitaria e da formalizacdo da Mateméticaasnde praticamente qualquer
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conhecimento cientifico sistematico, como a FiskRartanto, seu fundamento esta na
Razdo, como condicdo da possibilidade de um comeeto cientifico sistematico.
Desse modo, a formalizagdo da Matemética € comdide pelo ambito finitario e,
enquanto meio de formalizacdo da Matematica, € mrieteméatica que estipula o que
serd uma teoria formal condf. Assim, a Metamatematica ndo € uma teoria forraal n
sentido dado por ela mesma, mas poderia ser coadalema prototeoria formal, pois é
possivel formalizar toda a Légica Finitaria em fagntos de uma teoria formal como a
Aritmética de Heyting, por exemplo. Nesse sentafgumentacdo apresentada por van
Heijenoort (cf..[van Heijenoort, 45], pp. 480-48Xjue identifica a inducéo
metamatematica e a inducdo no sistema fofdR e que mostra que a negacgdo da
afirmacdo da consisténcia, pensada como uma santengrsal, deve ser compreendida
em termos intuicionistas, portanto ndo como uméegsen existencial, esta integralmente
em sintonia com a concepcdo de Metamatematica &xpagui. E claro que a
formalizacdo da Metamatematica ndo substitui, nEshas empurra a metateoria da
formalizacdo da Matematica para cima, e de modonaldispensa a necessidade de
qualquer pressuposto da possibilidade de form@xzaga Matematica. Esses
pressupostos (o ambito finitario) sdo aceitos atpiiuma vez e de forma absoluta,
independente dos desdobramentos posteriores ded égia Matematica. As bases dessa
aceitacdo, parcialmente expostas nos paragrafaraagpodem ser resumidas nas
seguintes observacodes:

- Em primeiro lugar, que a preservacdo da unidamestitui um principio de
classificagdo, um conceito, independente da capdeide agentes humanos acessarem
empiricamente essa classificacéo.

- Que, pela observacdo acima, faz sentido falar cemdicbes formais da
preservacdo da unidade, e que a distingdo eninianditual e potencial é significativa.

- Que as afirmacdes da Metamatemética portam dalarerdade determinado e
gue isso se fundamenta apenas sobre o pressuppsgjoeda preservacdo da unidade
constitui um principio de classificacdo exaustid@mbrando que uma afirmacédo da
Metamatematica é verdadeira se corresponde a uteamileacdo da preservacdo da

unidade.



69

- Que a Metamatematica, enquanto metateoria daafmagdo da Matematica, é
concebida, predominantemente, como o estudo dedesdaestruturais entre férmulas, e
gue esse estudo envolve apenas um infinito potencia

- Que qualquer sistematizacdo de um conheciméamtifico pressupde o ambito
finitario, uma vez que assume como significativo wliscurso minimo sobre a
preservacao da unidade.

Assim como a Ldégica, a Matematica também podepeasada em termos da
distincdo entre instrumento de raciocinio real wides de relagBes estruturais entre
termos, e a Matematica apresenta os dois asp&sdato, a Matematica pode, em parte,
servir como um instrumento de raciocinio real @angliar um cientista em um processo
de inferéncia construtivo e, em parte, pode opsyaro uma condi¢cao de significagdo de
teorias da Fisica, por exemplo, como um estudeldedes estruturais entre termos que
séo interpretados na Fisica. Nesse sentido, pdado) uma concepcédo de Matematica
com énfase no aspecto de instrumento de raciocgab tende a uma concepcgao
construtivista da Matemética e, por outro lado, woracepcdo com énfase no aspecto de
condicdo de significacdo tende a uma concepcaorgmadla natureza da Matematica.
Na verdade, a Matematica apresenta os dois aspecass 0 presente trabalho busca
explorar, de modo sistematico, algumas conseqignem termos de Fundamentos, do
aspecto da Matematica como condi¢éo de significdedméncias como a Fisica Teorica.
Essa observacéo leva ao préximo tépico do trabalho.

85- A Questdo Capital

Nas secdes anteriores as principais teses defendeste texto foram retomadas e
elaboradas. Desse modo, a proposta geral do trabath se tornando progressivamente
mais clara, e esse € mesmo um objetivo desta Baftgoartir de agora, detalhes técnicos
passam a figurar com maior intensidade na argum@ntaa fim de explorar as
consequéncias da concepc¢do geral do trabalho |gemada que foi feito até aqui. Pelas
concepcbes de Fundamentos e de Matematica expestalboradas nas secbes
anteriores, cabe a Fundamentos realizar uma aséiiséntica da atividade matematica e

ndo € um encargo de Fundamentos derivar os axio@aglatematica ou reduzir a
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Matematica a alguma realidade esotérica. Mas, oegatamente deve-se entender por
atividade matematica? Em matematica, “fazer” pddeifecar apenas duas coisas, em
conformidade com as duas func¢des da Logica: “déftni “demonstrar”; dizer de duas
teorias matematicas que elas “fazem” as mesmasascaignifica dizer que ha certa
relacdo de correspondéncia entre as definicbedepommas que essas teorias produzem.
Portanto, Fundamentos inclui uma analise do quefiig “definir” em Matematica e do
gue significa “demonstrar’” em Matematica, e 0 estothtematico desse significado do
“fazer” em Matematica é a Logica Matematica. Isedgparecer pouco, mas € s6 uma
aparéncia enganadora: a analise de “definir’ ed#gnbnstrar” € bastante complexa. A
disciplina da Légica Matematica que esta mais aunada na analise do significado de

7

“demonstrar” € a Teoria da Demonstracédo, e a disaigue se concentra mais na andlise
do significado de “definir’ é a Teoria de Model@ontudo, cada uma dessas disciplinas
se ocupa, de acordo com seus meétodos proprios,asonuas coisas, havendo uma
diferenca de énfase. Neste trabalho vamos nos nappaas do significado de “definir”,
ou “expressar”’, em relagdo a uma pequena parteaokdalde Modelos; ndo obstante, isso
ja sera suficiente para exemplificar e esclareagtalo que foi dito sobre Fundamentos.
O presente trabalho tem uma razao objetiva pasdiex busca de uma resposta
para um problema real. Esse problema pode agoraadecado, de forma clara, na
seguinte Questdo Capital: o que pode haver de amtey fundacional nos
desenvolvimentos técnicos especificos que domirmimabalhos em Légica Matematica
atualmente? Nao é o caso que as disciplinas dacdddiatematica degeneraram-se
completamente em desenvolvimentos tecnhicamentescatios, mas com pouca criagao
livre e nenhuma relevancia filoséfica? De certanfar tudo que foi feito até aqui
constitui um esclarecimento a respeito desse prablepara compreender o que é
perguntado pela Questdo Capital e por qual camilelve-se procurar uma resposta foi
preciso tornar claro o que se entende por Fundamerilatematica e Logica
Matematica, jA que essa questdo pergunta pela arelev fundacional de
desenvolvimentos da Ldgica Matematica. E claro guyaresente trabalho ndo é uma
busca por uma resposta exaustiva para a QuestamlCapgue nao seria realizavel. O
gue se pretende mostrar aqui € que ha algum canteindiacional em algum topico

especifico da Légica Matematica, e ndo serdo aadass todos os desenvolvimentos
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dessa disciplina, obviamente. Desse modo, o pedseabalho ndo € um apanhado
acritico de contetudos da Légica Matematica que staptente possuem relevancia
fundacional. Ao contrario, o trabalho se apreseat@o uma reflexdo critica sobre o
carater fundacional da Logica Matemética, com fecodesenvolvimentos da Teoria de
Modelos.

A partir de agora, para prosseguir na investigagéanecessario considerar, de
modo mais préximo, a relacdo semantica entre tee@riastruturas matematicas, em um
contexto especifico. Conforme a exposicdo no 8®Palke A, no¢cdes mateméaticas sédo
expressas, ou se expressam, por teorias (conjdetaentencas em uma determinada
linguagem). Mas uma teoria matematica nao é parargendida da mesma forma que
uma teoria fisica, por exemplo. Em uma teoria matea, apenas sdo consideradas
aquelas propriedades da nogdo que estdo expregsiia ou implicitamente na teoria.
N&o ha algo como os importes existenciais ou astdsps simplificadoras de calculo da
Fisica Tedrica, que sdo, propriamente, exteriosesearias. Nesse sentido, as teorias
matematicas ndo descrevem ou analisam uma no¢ad exterior a teoria; essas teorias,
antes, constroem a nog¢ao, constituem a nocao ameme. Contudo, nocdes
matematicas podem possuir uma dimensao exteriepr@atque as axiomatiza, e, em
geral, antes de formular uma teoria matematica $ggnama compreensao preliminar da
nocado que agora sera tratada axiomaticamente. Buonsalcasos essa compreensao
preliminar pode ser bastante forte, e em outrogscpede ser bem fraca ou inexistente.
Em qualquer caso, as no¢cdes matematicas constgaets-modo pleno apenas quando
estdo formuladas através de uma definicdo matesnatisdo desenvolvidas de modo
estritamente interno, com relacdo a Mateméaticaceeépossivel apelar para elementos

externos em uma demonstracdo matematica.

86- Estruturas e Teorias de Primeira Ordem

Uma teoria matematica pode, como uma primeira apeampéo, ser caracterizada
como um estudo de certas relacfes formais, oudéggtruturais. De um modo geral,
essas relacdes logico-estruturais podem ser co@seiqilogica de um conjunto de

axiomas que determinam um objeto de estudo (pampeioe proposicoes a partir dos
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axiomas de grupo), ou podem ser construcdes estisitna Teoria de Conjuntos
(subgrupo, produto direto de grupos, homomorfisne gitupo, etc.). Uma teoria
matematica explora tanto o aspecto de consequé@ngartir de axiomas, quanto o
aspecto de construcdes estruturais, e, aindagi@a@dio desses dois aspectos. Contudo, as
teorias matematicas, em geral, operam ainda de nmg@Enuo com relacdo a esses
aspectos e a sua interacao, no sentido de quetessas nao sdo, propriamente, criticas,
seja em termos da consequéncia l6gica a partir xitemas, seja em termos das
construcdes estruturais na Teoria de Conjuntos, & termos da relacdo semantica
entre esses dois aspectos, e operam baseadas ecomm@ensdo implicita, mais ou
menos vaga, sobre essas componentes de naturezart@ematica.

A Teoria de Modelos é parcialmente co-responséekd pnalise critica dessas
componentes de natureza légico-matematica dasseoratematicas, e essa andlise so é
possivel quando ha um tratamento matematico adeqimadelacdo entre conjuntos de
sentencas e estruturas matematicas. Que essednabaadequado, de fato, existe no
contexto da Légica de Primeira Ordem sera objetargamentacédo do presente trabalho,
a partir de agora. O primeiro passo para isso ¥pasgao de alguns detalhes técnicos
das definicbes basicas da Teoria de Modelos, emelfe Ordem. Esta secéo é destinada
a exposicdo de duas definicbes basicas: EstrutigaBrimeira Ordem e Teorias de
Primeira Ordem.

Uma Assinatura de Primeira Ordernconsiste de um conjunt® de simbolos de

constantes, um conjuntbé de simbolos de funcdes, um conjuRode simbolos de

relacbes e de uma funcao: F U R — N \{0}. Sobre cada Assinatugaé construida

uma Linguagem de Primeira Ordebj2] e, inversamente, a cada Linguagdm

corresponde uma Assinaturfl]. A Linguagem de Primeira Ordem é constituida rimpa
das definicbes recursivas usuais de termos e fasmde primeira ordem. Outros
elementos importantes sao a definicdo, tambémsiweyide variavel livre e a definicdo
de sentenca como formula sem variavel livre. Estast de Primeira Ordem sao
constituidas por um dominio de elementos, o domdé#oEstrutura; por elementos
distinguidos do dominio, as constantes da Estrupwa funcdes de aridade finita no
dominio, as operacfes da Estrutura e por relagéemridade finita no dominio. Uma

Estrutura de Primeira Ordem esta sempre associadana Assinaturaz, que é
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interpretada pela estrutura. Como no caso das agens de Primeira Ordem, a relacéo
entre assinaturas e estruturas pode ser expligi@tizrminologia através da expres&ao
Estruturas. Em um&-Estrutura toda a Linguagedd2] encontra interpretacdo, nao
apenas a Assinatuéa Pela correspondéncia biunivoca entre Linguagefsssaaturas,

pode-se usar indiferentemente as expres&éestrutura eL-Estrutura. No caso de uma

Assinatura ou Linguagem sem simbolos de consté@ites @), a Estrutura vazia, onde o
dominio € o conjunt® e todos os simbolos de fungbes e relagbes de &sdasdades

sao interpretadas como o conjufdo é possivelentre as>-Estruturas ol-Estruturas.

Uma Teoria de Primeira Ordem € um sistema formastittiido por uma Linguagem de
Primeira Ordem, axiomas légicos e nao-logicos, g@e formulas da correspondente
Linguagem, e regras de inferéncia. Como uma Lingoagle Primeira Ordem é
especificada pela sua Assinatura e como 0s axithga®s e as regras de inferéncia sao,
apos as escolhas iniciais na formulacdo da Logec®rimeira Ordem, invariantes para
uma determinada Linguagem, entdo, para especiiicer Teoria de Primeira Ordem,
basta fornecer uma Assinatura e axiomas nao-loglResse modo, também podemos
definir Teoria de Primeira Ordem como conjunto datencas (em uma determinada
assinatura) dedutivamente fechado (segundo assrelgranferéncia da Logica), ja que
um conjunto de sentencas dedutivamente fechadondeteum conjunto de axiomas de
uma Teoria de Primeira Ordem, definida como sistéonaal. Reciprocamente, um
sistema formal determina um conjunto de sentenedattvamente fechado: basta tomar
as sentencas que sao teoremas do sistema fornssle D@do, o conjunto de sentencas
gue sdo teoremas de um sistema formal pode seelmdoccomo um conjunto de
sentencas dedutivamente fechado e um conjunto itengas dedutivamente fechado
pode ser concebido como constituindo as sentengass@o teoremas de um sistema
formal. Fornecemos as duas formulagdes porque peddeonveniente utilizar as duas,
bem como passar de uma para a outra.

Os exemplos, em Matematica, de Estruturas de Ren@idem, no sentido do
paragrafo acima, estdo, basicamente, na disciglomhecida como Algebra. Assim,
grupos e corpos séo Estruturas de Primeira Ordgpaices topoldgicos @élgebras ndo

sdo. Da mesma forma, os axiomas de grupos sao axinéo-l6gicos de uma Teoria de
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Primeira Ordem, tal como os axiomas de corpos, a&xmsnas de espaco topoldgico nao
sdo. Para essa disciplina € possivel fornecer eanatformal da predicacédo da verdade,
materialmente adequada, no sentido de Tarski,éeesema da préxima secao. Portanto,
parte da analise que o presente trabalho pretdetieae apresenta uma especificidade
prépria, e ndo € extensivel a todas as partes denMética. Nao obstante, ndo é claro
gue, em algum sentido, essa seletividade da ampéd®ser considerada uma deficiéncia,
ja que a proposta é de realizacdo de um objetpecéfico. Ndo é possivel desqualificar

um trabalho com a critica de que ele nao realiga qle, na verdade, ndo faz parte da

sua proposta.

87- Modelos e Teorias

Consideremosa uma L-Estrutura. Para cada elemento do conjunto q|,

escolhemos um nome novo (que ndo ocorre entramdmkis del). Vamos designar o

conjunto de nomes assim obtidos pbrSe o conjunto de simbolos de constantek ée
C, entdo consideremos a Linguagem de Primeira Oxlesignada pok(Q) e obtida a

partir deL acrescentanddl ao conjunto de simbolos de constafiesu seja, trocando o
conjuntoC por C U N (é conveniente notar que a unido é disjunta)c,.See r séo,
respectivamente, simbolos de constante, funcadaeare delL, entdoc?, f* e r? irdo
designar, respectivamente, a interpretacd@eadec, f er, e a interpretacdo ede um
nome para um elemento [ [@]| sera o propriax. Pode-se, baseado no lema de leitura
Unica para termos, definir indutivamente o eleme(t) do conjuntod|, parat termo
fechado dd_(Q), da seguinte forma: ¢eé um simbolo de constarteou um nomev de
o, entdo se defin@(t) = ¢c® ou a(t) = «, respectivamente, e $eé o termo fechado
ft1..tn delL(Q), entdo se defina(t) = f*(a(t1),...a(tn)).

Consideremos as tabelas de verdade proposicipagsnegacao e disjuncdad-::

{T,1.} = {T,L}eHv:{T,L} x {T,1} = {T,L}. O valor de verdade de uma senteqpca
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deL(Q) pode ser definido indutivamente, baseado no ldeneitura Gnica para formulas,
da seguinte forma: sp ét1 = t2, entdoa(p) = T se, e somente sa(t1) = a(t2); seP

é rt1..tn, entdoa(p) = T se, e somente se’(a(tr),...A(tn)); seP é -y, entdo, por
definicdo,a(p) = H- (Q(w)); se® € Y1 VvV Y2, entdo, por definicdo,a(p) = Hv
(@(yr), a(y2)); se® é dxy, entdoa(p) = T se, e somente sa(Yx[v]) = T, para
algum nomev emL(a). Se® € uma férmula dé&, entdo umad-instancia dep é uma
formula fechada da form@[vi...vn], ondevi,...vn sdo nomes erh(a). Finalmente,
uma férmulap del é valida em umé-Estrutura@ se, e somente sa(@') = T para

toda a-instancia®' de ¢. Ndo ha conflito entre nomes e termos fechadosases

definicbes: se um termo fechado e um nome se refae mesmo elemento entéo eles
nao produzem diferencas nas interpretacdes de sexrfivmulas.

A definicAo de semantica, ou de férmula valida, plragrafo acima é,
essencialmente aquela que aparece pela primeiramwdro classico de Shoenfield
(cf.:[Shoenfield, 38]). Essa definicdo difere, bnénte, da definicdo original de Tarski
gue utiliza sequéncias de elementos do dominicsttatera. A definicdo acima €, por
vezes, chamada de semantica substitucional, emicdpos semantica objetual que

corresponde a definicdo original de Tarski. A sedimansubstitucional me parece a

definicdo mais satisfatoria ja que néo faz refaeémiireta a objetds mas apenas a

termos da linguagem, e estd em sintonia com o pendga de alguns autores mais
modernos da Teoria de Modelos (cf.:;[Buechler, 4]2)pque apreciam o ponto de vista
segundo o qual os elementos da estrutura podemnsandidos com@arametrosque
aparecem nas formulas, o que esta claramentedefledssa formulacdo de Shoenfield.
Uma Estrutura de Primeira Ordem & modelo de unwaid ele Primeira Ordem,

satisfeita a condicdo de compatibilidade de lingoagse éndo vaziae se 0s axiomas

ndo-légicos sdo vélidosEssa relagdo entre Teorias e Estruturas de Pan@idem

determina, para cada Teoria, uma classe de Estsutassociada a Teoria e,

respectivamente, para cada classe de Estruturas,Teoria que corresponde a classe.
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Essa correspondéncia nos dois sentidos determiaaomexdo de Galoientre a classe
de estruturas para uma determinada linguagem e ngunto de sentencas dessa
linguagem. De fato, considere as definicbes segslide Teoria (no sentido de conjunto
de sentencas dedutivamente fechado) de uma classstrdturas e de classe de modelos

de uma Teoria, respectivamente:

Th(K) = {¢ | ¢ é uma sentenca dee a(¢p) = T, para toda € K nao vazia

Mod(T) = {@ | @ é umalL-Estrutura é@ é modelo dd}.
E conveniente notar que as seguintes relacdesraatpsedefinices:
Th(K) = Th(K\{@}),
Th(K) € Th(K"),seK 2 K’ e
Mod(T) < Mod(T’) seT = T'.

Portanto, considerand€ como sendo igual Blod(T") e considerand&’ como sendo

igual aMod(T), segue que, pela segunda relagcéo acima,

Th(Mod(T)) =2 Th(Mod(T")) seT =2 T".
Analogamente, considerando como sendo igual ah(K’) e considerandd’ como
sendo igual Fh(K), segue que, pela terceira relacdo acima,

Mod(Th(K)) 2 Mod(Th(K")) seK = K".
Por definigéo,

Th(Mod(T)) =2 T.
Considerando a classe de modelos das duas pastes acio e consideranfi@omo
sendoTh(K) nessa mesma relacdo, segue, respectivamente, que
Mod(Th(Mod(T))) < Mod(T) e
Th(Mod(Th(K))) 2 Th(K).
De modo analogo, por definicéo,
Mod(Th(K)) = K\{@}.

Portanto, considerando a teoria das duas partesdal#@io e considerando, em seguKia,

como senddod(T) nessa relagao,
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Th(Mod(Th(K))) < Th(K\{@}) = Th(K) e
Mod(Th(Mod(T))) = Mod(T).
Finalmente, das inclusdes nos dois sentidos, spggie
Th(Mod(Th(K))) = Th(K) e
Mod(Th(Mod(T))) = Mod(T).
Esse par de relagbes fundamentais entre os fenibihe e Mod mostra,

juntamente com as inclusbes estabelecidas maisaaaoe as composicOes desses

funtores constituem operadores de fecho, que osoejimtos fechados do conjunto de
sentencas, para o operaddicMod, sdo exatamente os subconjuntos da forimK) e

gue as subclasses fechadas de estruturas, paeradopModoTh sdo exatamente as

subclasses da fornMod(T), ou seja, as classes axiomatizaveis, ou elementare
Dois conjuntos de sentencas sdo chamados logicaraqoivalentes se possuem

as mesmas consequéncias ldgicas. Pelo Teoremantislé@ade,T e T’ sdo logicamente

equivalentes se, e somente SEh(Mod(T)) = Th(Mod(T’)). Pelas relactes

estabelecidas acima, essa condicdo necessariciersef da equivaléncia légica é, por
sua vez, equivalente a condigdod(T) = Mod(T’). De fato, por um lado,
seMod(T) = Mod(T"),
entdo, claramentdh(Mod(T)) = Th(Mod(T")).
Por outro lado,
seTh(Mod(T)) = Th(Mod(T")),
entdo, claramente, tem-se dqded(Th(Mod(T))) = Mod(Th(Mod(T"))).
Como Mod(T) e Mod(T’) sdo fechadas para o operaddodoTh, segue dessa

igualdade qu#od(T) = Mod(T’). Portanto, duas teorias, para uma mesma linguagem,
sao logicamente equivalentes se, e somente seps&densivas.
As Linguagens de Primeira Ordem sé&o suficientemexpeessivas, de modo que

nocdes da Algebra correspondem a Teorias de Par@eilem, ou podem ser expressas
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por férmulas individuais em uma Teoria de Priméraem. Desse modo, as definicbes
acima fornecem uma teoria formal da predicacdoeatdade para a Algebra. Mas isso
nado basta para justificar a afirmacdo de que aidede Modelos fornece um
enquadramento para a Algebra classica, apenas angs@ essas disciplinas estio
vagamente relacionadas. De fato, em principio,éngmblema de uma teoria formal da
predicacdo da verdade fornecer meios de acessoma@ldo da verdade, o que, nesse
caso, corresponde a Algebra. No entanto, de forpsaeatemente surpreendente, a
Algebra e a Teoria de Modelos apresentam relac@g® mproximas. Para mostrar isso
seria preciso mostrar que as construcdes algéhrigdasicas podem ser compreendidas
como construcdes modelo-tedricas, e isso, de fiate ser realizado, até certo ponto. E
possivel compreender boa parte das construgbesdriglg® como instancias de
construgbes modelo-tedricas, e isso é bastanteessente justamente porque é
surpreendente: ndo é razoavel esperar que constraé@ebricas especificas possam ser
apreendidas como resultados sobre a relacéo deqigireia l6gica. O que ha de mais
interessante quando a Teoria de Modelos é usadagppavar um resultado da Algebra é
que isso é bastante implausivel! Por trds de umdatpreendente, como essas relacdes
estreitas entre Teoria de Modelos e Algebra, podeemzontrar aspectos reveladores
sobre a natureza das disciplinas envolvidas. Essst@p sera retomada na Parte C, onde,
com a finalidade de responder a essa e outrastgsest analise ficara concentrada em
um estudo de caso. A realizacdo de estudo de cdmastante pertinente, jA que eu
acredito que para responder uma questdao que dieitesa determinado conteudo
matematico é precisolhar efetivamentepara esse conteudo, ndo apenas imaginar a
distancia, e isso esta de pleno acordo com a coécegeral do trabalho, conforme

exposta até aqui.

88- Formalizacéo emZFC

A Matematica, ou a maior parte dela, tal comopfaiticada no século XX, pode
ser formalizada em um sistema formal cogfeC. Em particular, a Logica Matematica

pode ser formalizada e@FC e a relacdo de satisfacdo entre estruturas e li@srpode

ser definida nesse sistema formal. As definicOesemdas de acima d&(t) e dea(®p)
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s&o formalizaveis tal como estdo formuladas. Eigweapenas provar edFC uma

versao suficientemente flexivel do teorema da segmyrbaseado na propriedade de leitura
Unica para termos e formul@asA relacdo de satisfagdo fica assim definida poaum
formula que é absoluta paraladnterpretacfes transitivas @. Nao € possivel alterar

a validade de formulas absolutas passando deli#mé&erpretacéo transitiva para outra

com técnicas que operam com esse tipo de integaietaomo o forcing, por exemplo.
Desse modo, a equivaléncia elementar é uma retpgiindo depende da consideracao de
uma O-interpretacdo transitiva déF, enquanto a relacdo de isomorfia entre estruturas
dependeda interpretacdo, no sentido da absolutidade, dpao € possivel colapsar
cardinais (Paradoxo de Skolem). De acordo com mgomas no¢cdes matematicas séo
mais precisas que outras, no sentido de que seasgixt ndo pode ser alterada com as
técnicas padrédo de construcao de interpretacO&satéa de Conjuntos. Por exemplo, as
nogdes de cardinalidade enumeravel e de cardidalidi® continuo sédo vagas, suas
extensdes ndo sdo bem determinadas, ao menos todeonista da compreenséao atual
da nocdo de conjunto. Ja as nocbes matematicasssagrem Linguagem de Primeira
Ordem né&o sofrem com uma vagueza tdo dramaticatayudgumas dessas nocoes

expressaveis em Linguagem de Segunda Ordem. Negpesssaveis em Linguagem de

Primeira Ordem determinam suas extensfes de madavalmente precisb.

E interessante notar, por outro lado, que ha caiaatdes puramente estruturais
da equivaléncia elementar, como o Teorema de Ket$lelah. Consequentemente,
possuir ultrapoténcias isomorfas € uma relacansgca entre duas estruturas, no sentido
da absolutidade. Isso ja é, por si, surpreendedte:.é de se esperar que seja possivel
caracterizar a equivaléncia elementar em termasldedes estruturais que ndo tém nada
a ver com o0s aspectos sintaticos de formulas eiasnas definicbes que acompanham
essa relacdo de equivaléncia. Essa observacadiesti@mente ligada aquela feita no
final da secdo anterior, sobre as relagdes mareitast entre Teoria de Modelos e
Algebra. E conveniente, também, notar que, tal cancompletude, a absolutidade das
propriedades de primeira ordem € uma caracteristipartante da Ldogica de Primeira
Ordem, que garante um descolamento da Teoria delbdm relacdo aos problemas de

vagueza na Teoria de Conjuntos: afirmar que umuobmjpossui certas Propriedades de
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Primeira Ordem ndo € uma afirmacdo vaga. Essaipdaple ndo é compartilhada pela
Légica de Ordem Superior.
A definicdo acima da relacdo de satisfacdo, famadh emZFC, ndo pode ser

utilizada para definir a predicacdo da verdade &fC, tomando-se o0 universo de
conjuntos como estrutuPaPortanto, ndo ha conflito com o Teorema de Tadski

Indefinibilidade da Verdade. O problema € que, @es#so, afd-instancias de uma

férmula com uma variavel livre formariam uma clageapria. Desse modo, a estipulacéo
de a(3dxy) dependeria, em geral, da estipulacdo do valaa(ge|v]) para uma classe

propria de estagios anteriores constituida p@tasstancias dey, e isso € exatamente a
negacao de uma das hipoteses do Teorema da Recurséo
Formalizada enZFC, a relacdo de satisfacdo para a Légica de PrinGidam

desempenha o papel que se espera: é possivel provdrC o Teorema da Completude.
Mas néo € sO nesse sentido ndo construtivo etdnfimique a Logica de Primeira Ordem
€ Completa. Na verdade, ha varias possiveis na@eompletude segundo as quais a
Légica de Primeira Ordem é, de fato, completa. €eagsas no¢des de completude, uma
das mais importantes é aquela fornecida pelo TeodsrHerbrand. Esse teorema pode

ser demonstrado no fragmento da aritmélia que permite indugdo em férmulas com
um quantificador existencial ndo limitado. Portami&o chega a ser um resultado apenas
apoiado em condi¢cbes formais da preservacao dadmictonforme a discussao acima,
mas, por outro lado, esta bem longe de ser umtagsuinfinitario, ndo construtivo como

o Teorema da Completude effrC. Essas propriedades de completude e absolutidade
fazem com que a Légica de Primeira Ordem seja unuleapropriado para uma analise

semantica da Matematica.
89- Estruturas Matematicas
Nas secOes anteriores uma definicdo precisa detwst foi fornecida. O que

exatamente sdo estruturas € uma questao vaga, rasdsso ndo quer dizer que ndo ha

critério para dizer o que é uma estrutura. Ha objete estudo na Matematica que
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certamente s&do estruturas, como espacos topolpgicgsie ndo sdo capturados pela
definicdo de Estrutura de Primeira Ordem. Espagpsldgicos sédo estruturas segundo
alguma definicdo precisa de estrutura? Certaméntendario grupo Bourbaki forneceu,
no capitulo IV do livroThéorie des Ensemblesma definicdo precisa de Estrutura
Matematica que engloba de modo uniforme todos ssscaonhecidos. A menos de
certos cuidados com a “limitacdo de tamanho”, aé8mo as categorias sdo Estruturas
Matematicas no sentido de Bourbaki. Também ¢é pelssariquecer a Teoria de
Conjuntos com um Axioma de Universos de Grothemd®&mnner-Tarski. As Estruturas
Matematicas de Bourbaki constituiram uma sisteagdia pioneira da Matematica em
um sistema formal da Teoria de Conjuntos, que asa&dmente uma versao 4eC.
Na verdade, o Axioma da Regularidade ndo desempaehhum papel na

sistematizacdo da Matematica em termos de Estsutdedematicas, no sentido que €

possivel provar elZFC- (ZFC menos o Axioma da Regularidade) que toda Estrutura

Matematica é isomorfa a uma Estrutura Matematicestcoida usando apenas conjuntos
bem fundados. Isso se deve ao fato de que os tosjuam fundados sao estaveis sob as
operacdes de construcdo de Estruturas Matematoq@eragdes de partes, produtos
cartesianos, reunifes e subconjuntos), que um mmn@bem fundado se, e somente se,
todos seus elementos sdo bem fundados, que osisrdéo bem fundados (cf.:[Levy,
27], p. 68) e que @xioma de espécie de estrutura é uma relacdo tatéypel pela
caracterizacao tipica da espécie de estrufyrala definicdo de Bourbaki. Dessa forma
fica claro por que o Axioma da Regularidade nunoaago na Matematica padréao, e tem
relacdo apenas com a organizacéo dos conjuntosnenmierarquia.

Apobs esse breve comentario, no caso do presebtdhtoa desse ponto em diante
a proposta especifica estara restrita ao contegd=dtruturas de Primeira Ordem, e nao
ao de todas as Estruturas Matematicas. Contudiay@ que a maior parte das analises
gerais feitas até agora ndo estavam comprometixiadgitamente com um contexto
especifico, e essas analises tém uma validade angda. Dentro da finalidade do
trabalho de investigar a relevancia fundacionalldaria de Modelos, o foco estara, a
partir de agora, voltado para questdes ligadaglagdes entre a Algebra e a Teoria de

Modelos, onde, orientados pelas linhas gerais elstaidas, buscaremos exibir alguns
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pontos importantes para a compreensado da Mateng&td= Fundamentos, segundo a

concepcgao exposta até aqui.
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810- Notas

1- Kant sabia perfeitamente bem que as inferéncetemmaticas procedem por deducao légica (de acordo

com o principio da nao-contradigdo, na linguageie)deomo estd bem claro na seguinte passagem do

preambulo do®rolegémena

“Porque se constatou que os raciocinios dos matewmstprocedem todos segundo o principio de

contradicdo (0 que exige a natureza de toda cerggmalictica), também se persuadiram que os axiomas
eram conhecidos a partir do principio de contradig@nas era um grande erro, porque uma proposicao

sintética pode, naturalmente, ser apreendida segumdrincipio de contradicdo, mas s enquanto se

pressupde outra proposigao sintética, a partir dealcgla pode ser deduzida, mas nunca em si mesma. ”

[Kant, I., Prolegdmenos a toda a Metafisica Futliraducdo de Artur Moréo, edi¢Bes 70, pagina 27]

Contudo, as definicbes matematicas devem ser coglss ostensivas para esse filésofo. Tudo isso
constituia parte da argumentacdo de que a Mateamdtic formada por juizos sintéticaspriori. Juizos
dessa natureza podem ser obtidos a partir de dedthgiga, mas apenas a partir de outros juizoétsins

a priori. Contudo, como ainda nao ha um sentido clarandditico na Filosofia, ndo é possivel afirmar que
a liberdade de definicdo mateméatica implica que atekhatica € um conhecimento formado por juizos
analiticos. O que est4 claro € que as definicbésmddicas enZ FC, por exemplo, vao efetivamente além

da expressividade da pura Légica.

2- Por contetido matemético entende-se qualquer gantiena disciplina matematica

3- Alguns fisicos experimentais ligados a “assumfo&nticos” parecem acreditar que seus experimentos
podem “refutar” a Logica, ou que talvez devéssetabandonar a Ldgica aristotélica”, seja 1a o que is
quer dizer. Uma confusdo analoga a essa, que mesisnao distinguir as condigdes formais pelassqua
um resultado de um arranjo experimental possuiifidégdo das afirmacdes materiais que sao realmente
testadas no experimento em questao, surge no tomtax.6gica Quantica: é claro que um sistema tbgic
desse tipo deve ser pensado como um instrumernacaeinio real para auxiliar o fisico, e ndo qgera
devemos entender qualquer afirmacdo em termos died Quantica. Convencfes que podem auxiliar o
fisico quando ele deve raciocinar em determinaaacdes na sua disciplina ndo representam mudanca

Légica, em nenhum sentido filosoficamente relevante

4- H4 uma andlise sobre o comprometimento ontolédaodefinicdes na literatura de Fundamentos que

sustenta a tese de diluicdo da questdo ontolégigzaso da semantica substitucional. Recomendamos ao
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leitor interessado a consulta da primeira secdgritoeiro capitulo da dissertacdo de Podiacki, e das

referéncias fornecidas la (cf.:[Podiacki, 33]).

5- A exigéncia de que um modelo seja ndo vazio ees fato de que, pela definicdo de satisfacdo, em

uma estrutura vazia, as formulas com variaveigs$iseriam todas validas. Por outro lado, permitimos
estrutura vazia para uma linguagem. Um motivo figsa € que evita certas confusdes, principalmente

ligadas a um teorema sobre subestruturas geradas.

6- Para ver os detalhes, recomendamos ao leitoreg#®do a consulta das paginas 495, para a versédo

apropriada do teorema da recurséo, e 552, paréiricde das funcdea(t) e a(®p), do livro de Hinman
[Hinman, 19]. E preciso fazer apenas uma pequeaptagtio no que se refere a atribuicio de variaveis
para que as definicbes desse livro se encaixeneifzamniente na formulacdo presente formulacdo da
semantica substitucional (devida a Shoenfield)tabmsnar uma funcao de atribuicdo a valores nouco

de nomes e compor essa funcdo com a interpretagiootnes.

7- A existéncia de uril-modelo transitivo d&FC nédo é demonstravel no siste@&C + Con(ZFC), a
ndo ser qu&FC + Con(ZFC) seja inconsistente. De fato, suponha que:
ZFC + Con(ZFC) + (existe uml-modelo transitivo d&FC).
ConsidereM uma testemunha para essa afirmagdo existencialo@#@ + Con(ZFC) + Con(ZFC),
entdo, pela absolutidade @en(ZFC) (é uma férmula aritmética),
ZFC + Con(ZFC) + (M E Con(ZFQ)),

ou seja,

ZFC + Con(ZFC) + (M £ ZFC + Con(ZFQ)).
Disso segue, pelo Segundo Teorema de GodelZgGe+ Con(ZFC) é inconsistente. Portanto, ZEC

+ Con(ZFC) é consistente, entdFC + Con(ZFC) néo prova a existéncia de uamodelo transitivo

deZFC, e nem mesmo a existéncia de um modelo bem furdiedbC, pelo Teorema de Mostowski.

8- O Teorema da Absolutidade de Shoenfield (cf.:Keral6], pagina 163) mostra que algumas férmulas
da Linguagem de Segunda Ordem sobre os numerogsisafos primeiros dois niveis da Hierarquia
Analitica) sdo absolutas para todas [@nterpretacdes transitivas d@FC que contém os ordinais
enumeraveis. Consequentemente, ndo é possivel ama@stindependéncia, relativamenteZ&C, de
propriedades que podem ser expressas por essdetifitmula (como Hipétese de RiemannRaNP)

utilizando forcing.
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9- E preciso, primeiro, flexibilizar as definicdes @strutura e linguagem para admitir classes @Eépri

(poisa seria a classe dos conjuntos nesse caso), masdssd problema. Depois, para a classe dos nomes

€ possivel estipular, por exemplo, que, para cadpeto ¢, 0 nome desse conjunto € o conjunto unitario

{c}, que tem o conjunta como Unico elemento.
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PARTE C
TEORIA DE GALOIS E TEORIA DE MODELOS

81- Preambulo

Dentro do esquema de organizacéo do trabalho,ta @arabe a consideracéo de
um caso que deve exemplificar aspectos da arguggEntgeral. E conveniente, portanto,
retomar os aspectos principais da argumentacaoacdimalidade dupla de, em parte,
tornar mais clara a proposta e os principais potgeantados e, em parte, resumir a
discusséo realizada até aqui com a finalidade dpapacéo ao estudo de caso que se
seguira. Nesse sentido, antes de tudo, é precismmae a caracterizagdo dos
Fundamentos do Pensamento Matemético no século Xe{uedar possiveis mal
entendidos com relacédo a essa caracterizacao.

Fundamentos do Pensamento Matematico no séculoéXxna reflexdo de
segunda ordem sobre a Matemética no século XX kgugrareferéncia ao Pensamento
Matematico deve ser sempre compreendida como ufa@meia ao aparato conceitual
da Matematica do século XX, que € publicopunca como atividade psicolégica. A
referéncia ao século XX é uma questdo de rigor,pdoto de vista historico: as
consideracdes dessa reflexdo de segunda ordem adbatematica do século XX néo
sdo aqui extrapoladas para a Matematica em outropads histéricos. Todas essas
observacdes aparecem ja na introducao do trabal&o eeforcadas aqui.

O exercicio de Fundamentos busca alcancar cebjesivms e possui métodos
proprios. Um dos objetivos de Fundamentos, no dergi na orientacdo adotada no
presente trabalho, € o de realizar uma analiserggra&la Matematica do século XX, o
gue envolve muitos aspectos. Em primeiro lugar,bsolatamente essencial para o
trabalho compreender que quando se faz referéreganantica nédo se trata aqui de uma
funcdo de interpretacdo que associa coisas aosdatanlinguagem. Se assim fosse nao
teria sentido falar em analise semantica da Maiembois termos matematicos nao
denotam coisas. A tese de que Fundamentos constitigi semantica formal da
Matematica significa que Fundamentos deve anatisadicbes formais da significacao

das relagbes mateméticas e adotar uma orientacadcat@gorias semanticas de
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significado, verdade, explicacdo, unificacdo e mbgade. Algo analogo ocorre com
relacdo a tese de que a Matematica constitui umargeca formal para a Fisica. Andlise
semantica significa aqui analise das condi¢cdesdm;nlos pressupostos da significacao.
Nesse sentido, andlise semantica claramente enwiitaxe, j& que sintaxe é uma
condicdo formal da significacdo. De fato, divergéncompleta em relagcdo a sintaxe
implica auséncia de significado. O ponto aqui é @amalise semantica, ou a semantica
formal, ndo se esgota em considerac¢des sintaliano essas observagcfes sdo centrais
para o trabalho vamos desenvolver uma analise oetglhada desses pontos nos
préximos paragrafos.

Tradicionalmente, as reflexdes de segunda orddéme soMatematica lidam com
problemas filoséficos que apresentam uma comporsamentica, tais como: a verdade
matematica é objetiva? Qual é o fundamento e qaata@ureza da verdade matematica?
O que significa compreender uma nocdo matematisa&sEsao questdes semanticas e o
presente trabalho adota, com relacdo a Fundamentws,orientacdo na direcdo desse
tipo de questdo, o que ndo se reduz a fazer coasiils sintaticas sobre elas. E claro
gue a sintaxe € tomada aqui como parte essencidtattmento desses problemas
filosoficos. Com efeito, Fundamentos possui métajos século XX, a reflexado sobre o
conhecimento matematico € fortemente marcada pidsenvolvimentos da Logica
Matematica e, desse modo, de sistemas sintatiaogudo, nenhuma sintaxe complexa
foi desenvolvida sem que uma semaéantica fornecessgieatacdo, mais ainda, a
organizacao das sintaxes criadas é tal que, desegmestrutura desses sistemas sintaticos
reflete a semantica intencionada. Além disso, € uwhbaervacdo trivial que os
matematicos raciocinam semanticamente e ndo sgamieor operacdes sintaticas sobre
expressdes simbdlicas, jA que a maioria sequersape € um sistema formal. Nesse
contexto pode surgir a seguinte questdo: para qtéo eonsiderar a sintaxe ja que,
obviamente, é o significado que interessa e quaicolobjetivo de uma sentenca é
veicular o significado? Parte da resposta ja faladacima, que a estrutura da sintaxe
reflete a semantica, portanto é possivel estudatonseitos através da estrutura das
sentencas que expressam 0s axiomas. Por outro dachoais importante, € que o
significado de uma nocéo, expressa em um dominiergal para a Matematica, é algo

complexo, enquanto sentencas sao objetos sintaiogsles que sdo estudados com
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métodos matematicos. Além disso, o significado Bpse constituido na propria
estrutura de alguma sintaxe, no sentido de quehAasignificado fora de um sistema

sintético, apesar do significado ir além de consigfiies combinatérias e, conforme ja

explicitado na Parte A, os sistemas sintaticosnsemen veiculo para o significado.

Portanto, a consideracdo da sintaxe apresenta utengel de enriquecer a
frequentemente fraca compreensao preliminar deesogiatematicas, que, em alguns
casos, é forte suficiente apenas para compreenttamalacdo de axiomas para essa
nocéo. Nesses casos, estudar os axiomas sintatitzapede mesmo acrescentar algo, e
nao apenas constitui uma reformulacéo estéril @g@estava colocado desde o inicio.

Nesse sentido, formaldo deve ser confundido aqui com uma sintaxe particula
Formas sdo compreendidas em um sentido mais arapio condi¢bes de apreensao ou
de significacdo sem referéncia a matéria ou aoeddot Relacdes formais séo
compreendidas desse modo, como condi¢cfes formapréensdo ou de significacdo de
relacbes com possivel conteado material. A afiroagique a Matematica € formal ndo
€ uma afirmacdo sobre um sistema sintatico espedjfialquer. Nesse sentido, que a
Fisica apreenda seus objetos através da Matensitjodfica que a Matematica é
formalmente pressuposta pela Fisica. Esse sigtfiate forma como condicdo de
significacdo esta diretamente relacionado com acteizacdo da Matematica como uma
teoria da forma l6gica das ciéncias ou, em outaée/pas, como uma semantica formal, e
com o papel regulador e constitutivo que a Matesaalesempenha em ciéncias como a
Fisica Teodrica Moderna.

Outro objetivo de Fundamentos é reforcar a uniddMatematica, mostrar que
a Matematica ndo € um amontoado informe de residtambnceber a Matematica como
um todo coeso. A unidade da Matematica € uma icegaladora e funciona como
principio metodoldgico, como hipdtese de traballb.problema da unidade esta
diretamente relacionado com os objetivos fundacsofeque até mesmo para se referir a
Matematica como um assunto, um campo do conhecinoum € objeto de reflexado
filosofica, é preciso concebé-la como um todo uwimitdNesse sentido, reforcar
internamente a unidade da Matematica constitui waterminacdo progressiva e
intrinseca do que é o conhecimento Matematico. @dnéoara lidar com esse problema

também envolve consideracdes sintaticas. De fat@g primeira aproximacao para o
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problema pode ser obtida através da formalizac&odte a Matematica em um sistema
formal Unico. Também aqui a Logica Matematica dgmasrha um papel importante e,
conforme observado acima, reflexdes ligadas aolgmrab da unidade foram, no século
XX, acompanhadas por desenvolvimentos nessa disgiplcomo o préprio
desenvolvimento da Teoria de Conjuntos. Novameatguestdes que vao além da mera
sintaxe especifica, como a propria questdo dofgigdo da formalizacédo, e a questao
sobre o grau de arbitrariedade dessas formaliza@&eis a Logica Matematica relevante
também para as questdes fundacionais que estaongmatamar além do alcance de um
estudo puramente sintatico-combinatorio? Essa @oiestum dos principais motivos da
presente investigacao, e foi colocada explicitameaatParte B como Questdo Capital do
trabalho.

A expressdo Légica Mateméatica pode ser compreandéd dois modos: como
Loégica matematizada ou como Logica da Matematicprieiro reflete 0 método da
Légica Matematica e o segundo o papel fundaciobabhs apresentacdes da Logica
Matemética podem diferir drasticamente de acorda eodistingdo acima: € possivel
enfatizar qualquer um dos dois significados da esg#io Logica Matematica, tanto na
atribuicdo de importancia dos resultados quantofamma de apresentacdo desses
resultados. Por isso, dois livros com o mesmodtitulbgica Mateméatica” podem ser
muito diferentes tanto na escolha de tépicos quaatiorma de apresentacdo. E possivel
dar como exemplo de texto que coloca énfase emi¢hdda Matematica” o texto de
Shoenfield (cf.;[Shoenfield, 38]), e como exempéotdxto de “Logica matematizada” o
texto de Monk (cf.:;[Monk, 31]). Os dois tém o meshitalo e os dois sdo do mesmo
nivel (pés-graduacdo), ndo obstante, sdo textosatawente distintos. O primeiro é
fundacional na escolha de topicos e nas demonssdgitarias que fornece, onde isso é
possivel. O ultimo é matematizado desde o inicesedvolve a Logica Matematica
inteiramente em um contexto conjuntista infinitagieescolhe topicos com acento mais
matematico que fundacional. E claro que se tratani questio de énfase: a “Logica da
Matematica” ndo deixa de ser “LOogica matematizada’ice versa. Contudo, a distincdo
é bastante clara.

A Loégica Matematica, mesmo no sentido fundaciomal, muito além de uma

sintaxe. Porém, ndo é claro como certos resultqdesestao além da sintaxe e que tém
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uma orientacdo mais matematica podem ser relevgaies Fundamentos. Conforme
observado no inicio deste trabalho, nas primergées da Parte A, existem resultados e
raciocinios matematicos que parecem dizer algo &l sobre a natureza da
Matematica, que parecem fornecer alguma informagBvante para uma reflexdo de
segunda ordem sobre a Matematica. Em que, exatemeahsiste essa possivel
informacédo de segunda ordem? Serd que os resultdasgica que dizem algo nao
trivial sobre a natureza da Matematica sdo apegasles circunscritos nos limites da
sintaxe (LAgica Finitaria) como os Teoremas de Gdlde Incompletude? Uma das
finalidades desta investigacao € fornecer resppstasperguntas dessa natureza. O autor
considera que, no minimo, a presente investigagaesiabeleceu como resultados
positivos o fato de que essas questdes constitmerproblema real e o esclarecimento
sobre quais direcdes se pode seguir em buscaiEstas.

Nesta Parte C eu pretendo mostrar que, de alguho,naertos resultados, que nao
sdo exatamente classicos, de Teoria de Modelo€roomformacao de segunda ordem
especifica sobre o conhecimento Matematico conteinpo, e podem, portanto, ampliar
a parte da Légica Matematica relevante para FunatmsieDesse modo, a Parte C deve
unificar as Partes A e B, e fornecer um fechampata a constru¢gdo como um todo. N&o
se trata apenas de tomar um resultado ja classacadte infinitaria da Légica
Matematica e mostrar seu conteudo fundacional. I8® seria problema, bastaria
considerar o Teorema da Completude, ou 0os Teordmamdstrom ou de Lowenheim-
Skolem, ou ainda as provas de consisténcia da Atiten de Peano. Todos esses
resultados apresentam conteudo fundacional e @sfm piscutido nas Partes A e B. O
objetivo é considerar resultados que nao foramagdéa, levados em conta em termos de
Fundamentos.

A estratégia que o autor adota, a partir da proxs®gao, para analisar essa
guestdo da relevancia fundacional da Légica Matemaem particular da Teoria de
Modelos, é a de considerar mais de perto certose@dos matematicos. Conforme
colocado no inicio da Parte A, Fundamentos aprasemt terceiro aspecto relativo a
conteudos matematicos que, de fato, fornecem algunimemacao nao trivial em termos
de reflexdo de segunda ordem sobre a Matematictan®m de forma mais especifica,

minha estratégia consiste em realizar uma invegtgautilizando a Teoria de Modelos,
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sobre como isso ocorre, ou seja, como exatamentecwmcinio envolvido na
correspondéncia de Galois pode dizer algo relevantgeral sobre a natureza da
Matematica, de acordo com o quadro conceitual date$ A e B. Trata-se de uma
estratégia geral para investigar a relevancia ftindal de disciplinas da Logica
Matematica através de conteddos matematicos. RRon@®, a mesma estratégia, com as
devidas adaptacdes, poderia ser utilizada pararterdstrar, através de conteados como
a dualidade de Stone, desenvolvimentos da Geomdélgébrica, ou a prépria
correspondéncia de Galois, que partes da Teorf@atlegorias, ou que outras partes da
prépria Teoria de Modelos, possuem relevancia foindal. Qualquer contetdo
matematico que desempenha um papel unificador aledé&r Matematica e que,
aparentemente, constitui um padréo geral de ramuaoiatematico € potencial candidato
a funcdo de guiar uma investigacao analoga. Tavelevancia fundacional da Teoria de
Categorias esteja mais nas relacdes com contetatesndicos interdisciplinares do que
no papel que essa disciplina pode desempenhar abwn@inio universal para a
Matematica. Na préxima secao sera feita uma brearggéo das relagées que a Teoria de
Categorias mantém com a propria correspondénci&aleis, sem a preocupacao de
atingir grande profundidade nesse aspecto.

A partir da proxima sec¢do, analises mais espesifiegdo realizadas, introduzindo
novas nog¢bes e utilizando o quadro conceitual jli@ado. A Ultima observacéo
preliminar, que o autor considera relevante, é qoso deve estar evidente, a presente
construcdo se insere no sulco dos grandes trabalhdacionistas do século XX, que
consideraram tanto a relevancia filosofica de tedok técnicos, quanto a Logica
Matematica como o instrumento essencial para assiipacdes sobre a natureza da
Matematica. Na minha visdo, esse papel da Logictemtitica ndo é acidental ou
puramente arbitrario. Ao contrario, essa disciplera grande medida, foi desenvolvida
para investigar problemas de consisténcia da Mdiesmée decidibilidade de teorias, de
complexidade de definigBes, entre tantos outroblenoas jA& mencionados na Parte A.
Portanto, a Logica Mateméatica desempenha um pageinnestigacbes de Fundamentos
por necessidade racionapor ser o Unico modo sistematico de investigaa série de
problemas fundacionais, e ndo por uma contingégeaaquer. Além disso, a Logica

Matematica pode ser usada como método para estabei@culos na Matematica que
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vao além de meras analogias, através da iden@ificde padrdes gerais de raciocinio

matematico.

82- Uma Pletora de Teorias de Galois

Os trabalhos do matematico francés Evariste Gab@sceram enorme influéncia
na Matematica do século XX, sendo uma das fontesuigimento do conceito de
Estrutura Matematica, que é central para essaptiisxi atualmente. Ha inumeras
mencdes ao nome “Galois”, espalhadas por toda anvédica, algumas delas em
contextos bastante afastados do contexto origimal wlabalhos de Galois. Essas
observacfes apontam reflexos da originalidadeidede e generalidade das idéias de
Galois. Na verdade, é possivel afirmar que a TelwiGalois marca a transicao historica
da Algebra como estudo de polinémios para a chamdgiebra Moderna, ou seja, o
estudo de estruturas algébricas. Esta secéo seiGadie a uma exposicdo resumida de
Teoria de Galois modelo-tedrica, com detalhes mufies para a sequéncia das analises.

E conveniente comecar pelo:

TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS: Consider& um corpo que
estende o corpb, tal queE é de dimensao finita, normal e separavel sébkgonsidere
G o grupo de Galois dE sobreF. Considerd” o conjunto de subgrupos dee Z o
conjunto de corpos intermediarios erfire F. As aplicacée$l —Fix H e K—Gal E/K,

ondeHel eKeZ, séo inversas e, portanto, bijecded dmbreZ e deX sobrel. Além
disso, essa correspondéncia entre grupos e cqopeseata as seguintes propriedades:

(@) HicH2 < Fix H2< FixHa.
(B) |H|=[E:FixH] ; [G:H]=[FixH:F].

(y) H é normal enG < FixH é normal sobré&. Nesse casal (Fix H)/F = G/H.
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Uma extensao algébrica de corfig$ é dita normal se todo polinémio irredutivel
em F[x] que possui uma raiz efnse fatora como um produto de fatores lineares em
E[x], eE/F é dita separavel se o polinébmio minimal de todwneinto deE sobreF nado
contém raizes multiplas em nenhuma extensade. &=E/F é de dimensdo finita entao
[E:F] denota a dimensédo da extensdo. O grupo de (alais E/F é o conjunto dos
automorfismos dé& que fixamF ponto a ponto. Se a extensdo € de dimenséo finita,
normal e separavel, entdo o seu grupo de Galoist@. fSeH é um subgrupo d@, entéao
Fix H é o corpo formado pelos elementofdieados pelos automorfismos de SeK é
um corpo intermediario entfe e F, entdoGal E/K é o subgrupo d& formado pelos
automorfismos que fixarld ponto a ponto. S& é um grupo finito, entafG:H] denota o

indice deH, ou seja, o0 numero de classes lateitdis (ou de xH), onde xeG,

determinado pelo Teorema de Lagrange.
ConsidereT uma Teoria de Primeira Ordem na linguagemcompleta, sem

modelos finitos e que admite um modelo suficienteémgrande (homogéneo e saturado)
a, que sera considerado fixado no que sédua.Teoria de Galois classichpode ser a

teoria dos corpos algebricamente fechados de eaisttdta zero @ o corpo dos numeros

complexos. O papel que o corpo dos complexos demgmapno contexto da Algebra
classica esta baseado em duas propriedades dagee Bameiro, supostamente, as
raizes de polindbmios que séo consideradas na Téer@alois “estdo em algum lugar”.
Portanto uma func&o que o corpo dos complexos gesdm é a de fornecer raizes para
os polindmios, pelo Teorema Fundamental da Alg¢tiéssica). Depois os complexos
constituem uma estrutura minimamente assimétriegpgssui automorfismos suficientes
para desenvolver a Teoria de Galois. Essas pr@oesd podem ser formuladas e
adaptadas para um contexto puramente logico (maeéteco) e uma Teoria de Galois
“l6gica” pode ser obtida com base em uma estrutana essas propriedades. Tal como a
Teoria de Galois classica pode ser usada paratigaes problema de (in)solubilidade

de equacdes algébricas, a versdo modelo-tedriagmdisada para investigar problemas
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nessa direcdo. A exposicao seguira a versado deil@ib[Tsuboi, 43)), e, a partir desse
ponto, as definicbes necessarias serdo forneaddasgcando pela no¢do que, no contexto
modelo-tedrico, desempenha o papel que os polimasempenham na Teoria de
Galois classica € dada pela seguinte defini¢éo:

DEFINICAO: SeAca e ala, entdo o/-tipo de a sobre A em a, denotado por
tp®(a/A), é definido por:

tpd(a/A) < {pOS1(L(A)) [a(Px[v])=T},
onde L(A) é a linguagem obtida a partir deque inclui nomes para os elementosAde
S1(L(A)) é o conjunto de férmulas na linguage() com apenas uma variavel livkee
vV € 0 nome da emL(a). Um conjunto de formula®<Si(L(A)) € um /-tipo se® é
tp@(a/A), para algumAca e alla. Mais geralmente, se é uma seqiiéncia finita de

elementos d&, entdo or-tipo dea sobreA em a, denotado por figa/A), é definido

por:
tp*(a/A)% {@OSn(L(A))|a(Pxi..xa[Vi..vn])=T},

ondeSn(L(A)) é o conjunto de férmulas na linguagkefA) com apenas variaveis livres

X1,...Xn, €V1,...vn Sd0, respectivamente, os nomesade.an, ondea=(ai,...an), em

L(a). Uma sequéncia com apenas um elemento é idaat#ficom o elemento. Um

conjunto de formulagsb< Sn(L(A)) € um n-tipo ou, simplesmente, urtipo se ® é

tp@(a/A), para algunAca e algumaseqiiéncia finita de elementos da.

Se a é um numero complexo A € um subcorpo do corpo dos nameros
complexos, tal quea € algébrico sobrd, entdo ol -tipo dea sobreA contém o conjunto
de equacles obtido a partir do ideal gerado pdiagoio minimal, na variavek, dea

sobreA, igualando cada polinbmio do ideal a zero. As es¢@o contexto dos corpos, de
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raiz de polinbmio e elemento algébrico sdo sulidas) no contexto modelo-tedrico,

pelas nocdes dadas na seguinte definicao:

DEFINICAO: Se® é um tipo éb=(b1,...bn) é uma seqiiéncia finita e, entdob é
umarealizacdode ® se, e somente s&(Px[u])=T para cadapOd, ondePx[u] € uma
abreviacdo para @xi.xn [M1...dn] € M1,...un € a sequéncia finita dos nomes dos
elementosbi,...bn em L(Q). Um tipo ® é dito algébrico se possui apenas uma
guantidade finita de realizacdes. Um elemeaxif@ é algébricosobreA<a se o tipo de
a sobreA é algébrico, e, mais geralmente, uma sequi@éialgébricasobreAca se o

tipo dea sobreA é algébrico. Um conjunto de sequéncias finitatgébricose todos os

seus elementos séo algébricos.

DEFINICAO: O subconjunto da formado por todos os elementalgébricos sobré é

chamado déecho algébrico modelo-tedriae A e é denotado pacl(A). Sea é a Unica
realizacdo do (a/A), entdoa é ditodefinivelsobreA. O subconjunto d@ formado
por todos os elementos definiveis solreé chamado ddecho definivelde A e é

denotado podcl(A).

Para um subcorpo do corpo dos numeros complexeshm falgébrico usual e o

fecho algébrico modelo-tedrico coincidem. No cotdexodelo-tedrico, os subconjuntos

de @ que desempenham o papel que os subcorpos dosemsmpiesempenham na

Teoria de Galois classica sdo os subconjufitdea tais quedcl(A)=A.

DEFINICAO: ConsidereAcBca. Uma aplicagégC:BqB € umaaplicacdo elementar

biunivocasefé uma permutacao dee para cada sequéncia de elemeaigsancB e
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cada formula@OSn(L), com apenas variaveis livresxi,...xn, a(@x..xi[V1..vn])=T
se, e somente s&(Px:..xn [M1...un])=T, ondev,...vn sdo, respectivamente, 0s nhomes
deai,...an e M1,...dn S@0, respectivamente, 0s nome;f(de),...f(an) emL(a). G(B/A)

denota o grupo das aplicagéfs: B—B elementares biunivocas e que fixain

pontualmente.

Uma aplicacdo elementar biunivofa B—B admite uma extensdo para uma

aplicacdo elementar biunivogp: acl(B)— acl(B) (cf.:[Hodges, 21], pagina 167). No
contexto original da Teoria de Galois, 0 grupo @oG é um grupo de automorfismos.
Para obter a definicdo de automorfismo (parciaftdanodificar a definicdo acima, e
enfraquecer a condicdo de preservacao de férmalagigir a preservacdo para formulas
atbmicas apenas. Como, no contexto original daidete Galois, a teoria dos corpos
algebricamente fechados de caracteristica zerotadtininacdo de quantificadores, €
possivel estender os automorfismos de subcorposodmo dos complexos para o
respectivo fecho algébrico. Ja no contexto gérgdreciso trabalhar com as aplicacoes
elementares biunivocas para garantir a propriedadxtensdo mencionada acima.
Agora, para formular a Teoria de Galois no contertmlelo-tedrico é preciso
apresentar uma versao, para esse contexto geralpg® de extensdo normal e de

dimensao finita da Teoria dos Corpos:

DEFINICAO: ConsidereAca, tal quedcl(A)=A e que, parar,..an0a, A(ar,..an)
denotadcl(Au{ar,..,an}). Um conjuntoB<a, tal que AcB, é ditofinitamente gerado

sobreA seBSA(a1,..,an), para algurfas,...antcacl(A).

Finalmente, a nocdo de normalidade de uma extemg@a;ontexto modelo-

tedrico, € expressa pela:
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DEFINICAO: ConsidereA,Bca, tais queAcBcacl(A), dcl(A)=A e dcl(B)=B. Nesse
caso,B é uma extensdo normal dese, para todd[B, seclacl(A) realiza o mesmo

tipo queb, entdocIB.

DEFINICAO: Considere um conjunto finit6={a1,...an} de sequéncias finitas de
elementos da. Entdo F é codificadopor C={b1,...bm}=a sobreA se,

para cadg OG(a/A), f (F)=F se, e somente s¢,| C=idc.
A teoria T apresenta @ropriedade fraca do conjunto finitee todo conjuntd que é
algébrico sobré\ é codificado por algum subconjurffosobreA. A teoriaT apresenta a
propriedade do conjunto finitee todo conjunté é codificado por algum subconjurfo

sobred.

No contexto da Teoria de Galois classica, um cudojuinito de numeros
complexos F={a1,...an}, por exemplo, é codificado pelo conjunto formadelop
coeficientes do polindbmio:

p(x)=(x-ar)...(x—an),
sobre @. Para o caso geral, de um conjunto finito de segjaé finitas de numeros
complexoF={ai,...an}, ondear=(ar1,...arm), considere o seguinte polindmio:
p(z,x1,...Xxm)=(z-anxi-...—aimxm)...(Z-an1Xi1-...-anmxm).

F é codificado pelo conjunto dos coeficientes dandwhio p(z,x1,...Xxm), sobre @

(cf.:[Holly, 22]). Isso demonstra que a teoria dmspos algebricamente fechados de
caracteristica zero apresenta a propriedade (fdmcednjunto finito.
As definicbes dadas acima fornecem os elementessarios para a formulacao

do Teorema Fundamental da Teoria de Galois no xiontke Teoria de Modelos.

TEOREMA (Galois-Poizat): As seguintes condicOoegsaima teorid séo equivalentes:
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(1) T apresenta a propriedade fraca do conjunto finito

(2) Se B é uma extensdo normal, finitamente gerada Adeentdo ha uma
correspondéncia de Galois enfre= {C| AcCcB, dcl(C)=C} e o conjuntal
dos subgrupos d&(B/A). Mais especificamente, a func#o 2 —T, definida por:

Y(CO)=G(B/O),

€ uma bijecao.

O Teorema acima contém, como caso particularyr@smondéncia de Galois da

Algebra3 Esses desenvolvimentos ndo constituem a Unicaufagéio possivel de uma

Teoria de Galois Abstrata em um contexto légico,ohfas. As iniciativas pioneiras
nessa dire¢do sdo os trabalhos independentes @ématato francés Marc Krasner e do
matematico portugués José Sebastido e Silva. Hasu@sultados de Teoria de Modelos
diretamente relacionados com esses trabalhos aisggomo o Teorema de Kueker-
Reyes e o Teorema de Svenonius, e também o claésizema de Beth. Sdo resultados
que relacionam invariancia com definibilidade em aummguagem (possivelmente
infinitaria, no caso do Teorema de Kueker-Reyes:[Kdges, 21], pagina 143)).
Contudo, tanto os trabalhos de Krasner e Sebastidilva quanto os resultados
relacionados de Teoria de Modelos ndo contém @spondéncia de Galois da Algebra

como caso particular, ha apenas uma analogia neases. Por exemplo, o Teorema de
Svenonius afirma que, para uma Estrutura de Pran@idemM, se uma relacéo com
universoM nao é definivel na estrutuld entdo existe uma extensao elemenritélr, ¢’)

de M, r) e um automorfismo dl’ que ndo preservd. No caso em que a estrutivaé
finita, a extensdo elementar €, na verdade, is@mrhesse caso, o Teorema afirma que
r € definivel emM (em Primeira Ordem) se, e somentersé,preservada por todos os

automorfismos déM. Ja no Teorema de Galois-Poizat, a propriedada fia conjunto

finito expressa uma condi¢cdo de invariancia, eemi{2) do Teorema expressa uma
relagcdo entre conjuntos definivelmente fechadosomuatos fixados por grupos de

aplicacdes elementares biunivocas.
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Os trabalhos de Sebastido e Silva e Krasner foreomejpos na Teoria de
Modelos das linguagens infinitarias, em uma épocajee a propria Teoria de Modelos
ainda dava os primeiros passos. Krasner foi o t@iem de Poizat, e sua influéncia é
explicitamente exposta no artigo original de Poigabre a teoria esbogada acima
(cf.:[Poizat, 34]). Ha& uma proposta de atualizadas idéias originais de Sebastido e
Silva e de Krasner, relacionando definibilidadeneariancia (cf.:[da Costa et. al., 13]).
Ha ainda as Teorias de Galois em contexto catégdesidas a Magid, Grothendieck e
Joyal-Tierney (cf.:[Borceaux et. al., 2]), que gatieam a correspondéncia de Galois do
ponto de vista categorial. Resultados relacionaaksxciando, no espirito do Teorema de
Beth, definibilidade e invariancia, em um contegébegorial, foram obtidos por Makkai
(cf.:[Makkai, 28]) e por Butz-Moerdijk (cf.:[Butzt. al., 6]). H4 muitos outros resultados
nessa mesma linha. E possivel desenvolver também améalise modelo-tedrica da
Teoria de Galois Diferencial de Liouville-Picard8s#ot (cuja versdao moderna € devida a
Kolchin (cf.:[Poizat, 35])) que segue o0 padrdo agirmom algumas modificagdes, mas
ainda inteiramente em um contexto I6gico-univerBalrtanto, a construcdo de Poizat
também langa luz, de um modo indireto, na TeoriGaeis Diferencial.

A proxima secdo serd dedicada a analise, dentroquhdro fundacional
estabelecido no presente trabalho, do significad® akspectos técnicos expostos na
presente sec¢édo, e da Teoria de Modelos de um matoamplo. Desse modo, pretende-
se mostrar como a Teoria de Modelos pode ser mlevyaara uma reflexdo sobre o
conhecimento matematico, no sentido dos Fundamelatd3ensamento Matematico no
Século XX. As analises que serao realizadas nameogecao tém o objetivo de mostrar
gual é o significado desse estudo de caso em TealwigGalois, em termos de
Fundamentos, e que esse significado fundacionahnéistente com as principais teses

expostas e defendidas neste trabalho.
83- Teoria de Modelos e Matemética
A tematica especifica que esta presente nestelhoalEnvolve unificacéo,

generalizacdo e explicacdo em Matematica e € aitande uma reflexdo fundacional

sobre a Matematica mais proxima da Matematica. éseeflexo de um posicionamento
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filosofico adotado por mim, segundo o qual o fundato da verdade matematica nao
estd em algo externo a Matematica. A Matematicatitanum sistema autbnomo, auto-
contido, o fundamento da sua verdade nédo estdbeg@alo matematico, nem em uma
realidade exterior de objetos, e as no¢des matessatijue sdo 0 seu objeto de estudo,
sdo constituidas historicamente, mediante relagisnas, da Matematica com outras
ciéncias, e internas, da Matematica consigo me$Soharetudo, a fundamentacdo da
Matematica deve ser compreendida em um sentidecariésiano: a Matematica ndo se
funda no privado, na experiéncia interna, em untaigéio intelectual; ao contrario, o
fundamento da verdade matematica esta nas prédpgess de exercicio dessa disciplina
e de compartilhamento da sua linguagem (que salicas)y e € nisso que consiste a
objetividade da Matematica. Os Ultimos paragrafestal trabalho serdo dedicados a
explicacdo resumida das teses defendidas na artagAendesenvolvida ao longo do
texto, passando pela retomada desse posicionardenproximidade de Fundamentos
com a Matematica, reconstruindo pontos da argurp@otagora sobre a perspectiva do
final do trabalho.

O ponto de partida da presente investigacdo @sspposto de que a Matematica
constitui (masndo se resume a) uma espécie de linguagem abstrataejau ndo
necessariamente interpretada em termos de objsiossf porém significativa. Dentro
dessa concepgéao (semantica), os primeiros problgoese colocam dizem respeito ao
funcionamento desse tipo de linguagem. Conformematio no paragrafo acima, eu
defendo que o fundamento da verdade matematiceepaasa em uma realidade exterior
de objetos (mentais ou néo). Portanto, a linguagatematica ndo funciona segundo um
mecanismo de referéncia a entidades externas aatjegn. Nossa posicdo sobre o
funcionamento da linguagem matematica pode semidsuem duas teses: primeiro de
gue a verdade matematica é de natureza formalndegie que a linguagem matematica
€ significativa e que o significado dos termos mmdtiecos € constituido na propria
estruturacdo da linguagem matematica. A primeis® tafirma o carater formal da
Matematica, no sentido amplo de formal, conformtersa discussdo na Parte A. A
segunda tese é bastante forte e afirma que o isapaf da linguagem matematica é
constituido internamente, tese que apareceu jalrecigna onde foi afirmado que os

sistemas sintaticos particulares devem ser tais syize estrutura reflete a semantica
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intencionada. E importante notar que ndo se trataird nominalismo e ndo ha aqui
gualquer defesa de uma fundamentacao sintaticainatdba para a Matematica. Na
concepgao semantica, os sistemas formais sao mmpestapenas na medida em que séo
adequados para expressar as no¢des matematicagpedpm servir de veiculo para uma
investigacdo logico-matematica dessas nocdes. Wagéarte dos resultados da Logica
Matematica diz respeito a adequacao dos sistemamifd No contexto da Teoria de
Modelos, é possivel proceder da seguinte forma paadisar a adequacado de sistemas
formais: primeiro é preciso que as no¢fes mateagmse encontrem expressas em um
dominio universal, papel desempenhado pela Teosadbnjuntos. Em seguida, com as
técnicas de Teoria de Modelos é possivel investigalgum sistema formal é adequado
para expressar uma nocao especifica, tal como ssgela Teoria de Conjuntos, ou
ndo, e quais propriedades caracterizam as noc@sré&eeis por tipos especificos de

sistemas formais e os sistemas formais adequadasg@gturar certas nocées. Tambéem é

possivel investigar a propria adequacéo da Teerf@aahjuntos.

O funcionamento da linguagem mateméatica pode sependido em termos de
uma semantica intencional, que é constituida ngrirdestrutura da linguagem
matematica. O que ha de muito especial com a smtaxinguagem matematica € que os
termos apresentam estrutura interna, e que esséuestreflete a intencdo. E importante
observar que, ao falar de intencdo, ndo ha um agelprivado, ao contrério, essa
intencdo é publica e € compartilhada através dmdigem natural: a intencdo é aquilo
gue a explicacdo da intencdo explica. Na verdadsa € uma observacdo bastante
simples e apenas afirma que a Matematica ndo € rtoatda ou compartilhada em
linguagem de maquina. Nao ha nenhum subjetivisnsuj@to aqui € apenas um agente
I6gico-epistémico, para o qual sdo referidos abgecb-epistémicos, e que segue regras.
A subjetividade privada ndo desempenha nenhum papel

Para compreender que os termos da sintaxe da ¢jaguenatematica apresentam
estrutura interna, e que essa estrutura refletdemgdo, basta observar alguns signos
matematicos como desenho de um triangulo, uma segiéle sete barrinhas, que
intencionalmente se refere ao nimero sete, ou g@algutro sistema de notacdo em
Matematica, do mais complexo ao de menor grau deplexidade. Nesse sentido, a

segunda tese funciona como uma caracterizacaoapitatematica: s6 ha Matemética
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guando ha algum sistema de notacdo, ou algumasaietruturada de tal modo que o
significado dos termos é constituido pela estrutiaaintaxe. E conveniente notar que a
sintaxe deve ser compreendida em um sentido aropiop um elemento organizador,
estruturante, que pode conter desenhos ou diagradga$a restricdo prévia com relagdo
a forma grafica dos signos. O significado da ligguma matematica, compreendido desse
modo, € objeto de estudo da Légica Matematica, articplar, da Teoria de Modelos,
teses que foram ja explicadas e amplamente dissutiesde a Parte A.

A linguagem matematica pode ser interpretada érde sua relacdo com a Fisica
Teodrica ou com outra ciéncia. Na verdade, o papel @ Matematica desempenha na
Fisica Tedrica € um papel constitutivo dos obje®gstudo, ndo apenas uma linguagem
entre outras a ser usada pela ciéncia da natufeizao que significa a afirmacdo que a
Fisica Tedrica é semanticamente condicionada peaterihtica, que os objetos da Fisica
Teodrica sao apreendidos matematicamente e queenfirata de mera aplicacdo. Este
trabalho defende a tese de que essas relacdestdméi@a com a Fisica Teodrica, que
possam eventualmente ser estabelecida com oug&asias tedricas, e, também, da
Matematica consigo mesma devem ser caracterizadaramtureza da Matematica. A
Matematica constitui parte do aparato conceitudizatio na descricdo teodrica de
regularidades segundo as quais se procura apreendaundo fisico. Também a
Matematica constitui uma auto-investigacdo de ssm@e Desse modo, o presente
trabalho caracteriza a Matematica como semantioaalo Semantica formal néo é
entendida aqui como uma funcdo de interpretacadeyaetermos em coisas, 0 que nem
poderia ser formal. Seméantica formal deve ser ceamulida como condi¢cfes formais de
significacdo, referente a forma logica, observgéaealizada e enfatizadal nauseam
no texto.

Os trabalhos em Fundamentos passam pela orgamidagdatematica. E preciso
organizar a Matematica para poder realizar alguanaises, como aquelas a respeito dos
problemas da consisténcia da Matematica, da ddadide de teorias matematicas e da
expressividade de no¢cdes matematicas. Mas a oegdioizia Matematica também possui
um valor intrinseco em termos de unificacdo da Matea, e ndo se reduz a uma
formalizacdo da Matematica em um sistema formalTdaria de Conjuntos, ou em

gualquer outro. Organizar a Matematica também fiigniorganizar os padrdes de
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raciocinio em termos de uma economia de argumemt&gtanto a organizacdo pode
significar uma reducdo nao apenas de objeto, uch&@® do tipo “tudo € conjunto”, por
exemplo, mas, também, uma reducdo dos padrdezideingo. Conteudos matematicos
bem organizados devem apresentar modularidadegjay devem ser organizados de
forma econbmica em termos de padrdes de raciocuiando isso € alcancado torna-se
possivel uma exposicao simplificada do conteddo,ge® ndo ocorre repeticdo das
“mesmas” demonstracdes a cada instante, mas qaegabcompletamente o conteudo.
Esse segundo aspecto da organizacdo também rdpreséicacao: reduzir os padrées
de raciocinio significa explicitar uma relacado emndrdiverso. E Fundamentos, dentro da
concepcao apresentada neste trabalho, deve busoardade da Matematica, deve
estabelecer vinculos internos na Matematica. Aicatifio pode ser obtida por uma
generalizagdo: um resultado mais geral pode covdeins outros como instancias
particulares. Contudo, ha generalizacbes extrem@martificiais que nao unificam
instancias interessantes e ndo desempenham umrelgyainte. Portanto, ndo € qualquer
generalizacdo que representa um refor¢o na unamadéatematica.

Na presente investigacdo o foco de interesse éeatdp acerca da relevancia
fundacional da Teoria de Modelos. Sobre essa questdrgumentacédo desenvolvida até
agui aponta para duas funcbes que a Teoria de bogelde desempenhar como base
para seu papel fundacional. Em primeiro lugar, omedo de Teoria de Modelos pode
constituir de resultados sobre definibilidade, gotd pode ser relevante em termos de
uma reflexdo sobre as complexidades envolvidas xaressividade de nocdes
matematicas. Além disso, um conteldo de Teoria dedelds pode desempenhar um
papel unificador ao explicitar vinculos entre n&;gele, antes, se encontravam apenas
vagamente relacionados por meio de analogias. Be feequentemente é possivel
apreender um resultado ou uma construcao mateméticparticular, varias construcoes
da Algebra classica, como um contetdo modelo-tepric que foi designado por
universalizagdo de conteudos mateméticos. Esdari;ao da Teoria de Modelos como
instrumento capaz de alcar uma situacdo matemgédacular a um contexto légico
universal, ao mostrar que os resultados matemagiceslvidos podem ser apreendidos
como resultados sobre a relacdo de consequénciaalég que pode fornecer

modularidade para a Matematica com a reducéo difidagdo de padrbes gerais de
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raciocinio. Se um resultado ou construcdo matemdétianiversalizavel, entdo o carater
desse conteudo matematico é a universalidade d#&d,0g que aponta para uma
inseparabilidade da Logica e da Matematica. Naossipel compreender a natureza da
Matematica sem passar pela relagdo que essa bliadiplh com a Logica. Do ponto de
vista do fundamento da verdade da Matematica, @ss#lina constitui um sistema
fechado, ndo se apoia em nada externo a Matem@diasaa natureza dessa disciplina esta
justamente nas relacdes que ela mantém consigoaresm outras disciplinas como a
Légica e a Fisica Teorica.

No caso da Teoria de Galois, a correspondentéwarsdelo-tedrica exerce as
duas funcdes mencionadas acima. De fato, o Teomendalois-Poizat, e outros
resultados relacionados de Teoria de Modelos, t@meuma ligagéao entre definibilidade
de elementos e relacdes, e invariancia por apksagementares, e essa ligacdo é
eficiente para resolver problemas em contextos migieos especificos. Contudo,
identificar um padrdo geral de raciocinio e extdicia estrutura l6gica envolvida na
Teoria de Galois classica, através da univers@agos resultados, é a funcdo
fundacional mais importante exercida por essa ooz modelo-tedrica de Poizat. O
desenvolvimento da Teoria de Galois modelo-tedexglicita a estrutura logica dos
raciocinios que levam a Teoria de Galois classicaostra que esses raciocinios, e a
propria correspondéncia de Galois, constituem udtgmamatematico fundamental, que
pode ser frutifero em outros contextos: a TeoriGdmis € um método, ndo tem muito a
ver com extensbes de corpos e seu lugar naturgbaato método matematico, é a
Légica Matemaética. De fato, Galois desenvolveu $elksmlhos em uma época em que a
Algebra era, basicamente, o estudo de polindmaexjaer havia uma definicdo de corpo.
Essa é uma contribuicdo para a organizacdo do$gmdundamentais de raciocinio
matematico, que € uma forma de reducdo fundacid@nas ndo é uma reducao
orientada a categoria do objeto, como a reducdoictista da Matematica.

A correspondéncia de Galois e muitos outros r@do#t e construcdes algébricas
podem ser obtidos como resultados de Teoria de Med@ara mencionar mais um
resultado classico, o Teorema de Steinitz de flessiio dos corpos algebricamente
fechados pode ser apreendido como um resultadoedeaTde Modelos. Ao delinear

mais precisamente, e com mais clareza, a estridigiea de padrées de raciocinio da
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Algebra, por meio da eliminacdo de elementos efpesindo essenciais do contexto
original desses padrfes e da formulacdo de nocddslotedricas apropriadas, a Teoria
de Modelos fornece um enquadramento para a Algelwasentido que identifica e
organiza padrbes gerais de raciocinio e, dessaafooonfere modularidade a essa
disciplina. Além disso, a apreensédo de conteudypEbatos segundo a forma especifica
da Teoria de Modelos, o enquadramento modelo-te@ic Algebra, revela a natureza
universal dos padrbes de raciocinio envolvidos ®fete unidade a esses conteldos
algébricos. A linha de desenvolvimento da Teoridvidelelos como um enquadramento
para a Algebra inicia com os resultados pioneim®dl'cev de aplicacido do Teorema da
Compacidade na teoria de representacdes lineamgsiples (os Teoremas Locais), passa
pelos trabalhos de Robinson e Tarski (Modelo-Cotugdks Diagramas, Eliminacdo de
Quantificadores, etc.) e chega aos desenvolvimatdosegunda metade do século XX
(Eliminacdo de Imaginarios, Teorias Fortemente Mais, etc). Todo esse aparato
fornece unidade para a Algebra ao exibir vincuigsiicativos, em termos de Teoria de
Modelos, entre nocbes algébricas, ao identificarganizar padrbes de raciocinio e,
desse modo, conferir a contetdos algébricos madatsr e universalidade l6gica, e ao
aplicar, de modo eficiente, métodos da Ldgica Matema a um contexto algébrico
especifico. Enfim, ao mostrar que boa parte dabklypode ser apreendida segundo um
plano logico coeso, a Teoria de Modelos confermnatidade a essa disciplina, mostra
que as nog¢les dessa disciplina possuem vinculosicigivos em termos de um ambito
l6gico: boa parte da Algebra esta contida em umdestieral da relacdo entre Teorias e
Modelos.

E conveniente observar que hé outros resultadegrdges de Teoria de Modelos
gue nao estdo diretamente ligados a um conteldenmatito especifico, mas que sua
relevancia fundacional deriva apenas do papel aqge ser desempenhado por esse
resultado em uma reflexdo sobre a adequacédo dmsnas formais. Por exemplo, o
Teorema da Completude é um resultado de Teoriaatels que é relevante para uma
andlise da adequacdo dos sistemas formais para&seapras no¢bes matematicas,
conseqguentemente, para o status da Logica de Pai@edem como o sistema semantico
padrdo. Portanto é relevante, do ponto de vistdaitional. Também, € conveniente

observar que o presente trabalho ndo defende adtespie a Teoria de Modelos é
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relevante como um todo para Fundamentos. A argag@&ntdesenvolvida ndo serve para
estabelecer relevancia fundacional em bloco, atr&om, a argumentacdo procede por
estudo de caso, e ndo ha como ser de outro moélm dikso, no presente estudo, ndo se
levantam duavidas de que algumas partes da Teorimatielos se degeneraram em
desenvolvimentos tecnicamente rebuscados e irrglevalo ponto de vista fundacional.
A presente investigacdo procura compreender a &ueai relevancia fundacional da
Teoria de Modelos, e a analise desenvolvida possa funcdo positiva, mas, sem
davida, possui, também, uma funcéo negativa. Contafirmar que a Teoria de Modelos
€ irrelevante para Fundamentos com base em um argande circularidade é um
equivoco grosseiro. Nao é circular utilizar a Ma&oa paraanalisar o conhecimento
matematico. As demonstracdes em Teoria de Modeildzam 0s mesmos pressupostos
que as demonstracdes em Algebra ou Analise. Proeakzar algo em Matematica que
a Teoria de Modelos afirma ser impossivel € o mega@buscar uma inconsisténcia na
Matematica.

Portanto, o significado fundacional desse enquaeindo modelo-teérico da
Teoria de Galois, e de modo mais geral, da Algetdasica, esta ligado ao terceiro
aspecto de Fundamentos, que é o0 aspecto de Furtdamgme apresenta maior
proximidade com conteddos matematicos especifizegato, essa construcao loégica nao
esta diretamente ligada a um programa de explémtale pressupostos de algum tipo e,
também, ndo esta relacionada a uma questdo gerkllatfia da Matematica. Ao
contrario, essa construcao logica esta em confegtodcom um conteldo matematico
especifico, mas ndo para reduzi-lo a algum domimé&is abrangente, mas sim para
analisa-lo enquanto padrdo de raciocinio matemébegsse modo, essa constru¢do ndo
introduz elementos externos na Matematica e ref@canidade dessa disciplina
internamente, através da identificacdo de um pafirddamental de raciocinio. Além
disso, um resultado modelo-tedrico, que relacioefiniblidade e invariancia e que
identifica quando uma Teoria de Primeira Ordem &elonina correspondéncia de Galois,
contribui para uma classificacdo das no¢c6es maiessgbela analise das complexidades
de expressdo dessas nocdes. Na verdade, ha unaa bibkbgrafia que investiga
propriedades definiveis em estruturas com os métadodelo-tedricos ligados ao

Teorema de Galois-Poizat (cf.:;[Holly, 22], por ex@a). Esse tipo de contribuicdo para a
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classificacdo das nocbes matematicas também represm reforco para unidade da
Matematica, pois constitui uma determinacdo praivas do que € uma nocao

matematica, em relacdo direta com os conteludosmattms.

84- Consideracdes Finais

Conforme a argumentacgéo acima, algumas partesatéa’® Modelos reforgam
internamente, em uma relacéo direta ao contetidoidade da Algebra Moderna, através
da apreenséao de conteudos algébricos segundo neipwildégico unificador, o principio
de relacbes logicas entre Teorias e Modelos. Cafargar a unidade da Matematica
internamente € uma das finalidades centrais dosddfoentos do Pensamento
Matematico no Século XX, entdo essas partes daalderModelos séo relevantes do
ponto de vista fundacional. Contudo, o presentaidestndo se resume a uma
argumentacao em favor dessa tese, e mesmo relatit@mmo problema da unidade, esse
ndo é o unico resultado importante da investigaddo.verdade, as Partes A e B,
principalmente, possuem uma abrangéncia bem miiasa e a propria Parte C contém
teses gerais sobre a Matematica e sobre Fundam@&uogxemplo, as teses de que a
Fundamentos ndo cabe o papel de legislar sobretemdtica e de que os critérios de
adocdo de principios e métodos na Matemética d@mnos e relativos a utilidade e
necessidade racional, ndo sao baseados em préc¢odasgustificadas por alguma escola
de Filosofia da Matematica, sdo tdo importantesigua tese de que Fundamentos néo é
uma teoria da origem psicolégica da Matematica & fundamentos ndo se baseia no
privado. Outras teses igualmente importantes stseade que a verdade matematica ndo
se apdia em nada externo a Matematica e as tdsesasorganizacdo da Matematica e o
conhecimento finitario. Ha& varias outras no teXt@sse modo, o presente trabalho
constitui uma analise geral da questdo acercale@areia da Logica Matematica para
uma reflexdo sobre o conhecimento matematico e idoifisado fundacional de
contetdos matematicos, com énfase na relevandiaatéa de Modelos.

Para julgar a relevancia ou irrelevancia de umtezaio técnico da Logica
Matematica para uma reflexdo sobre o conhecimerdtenmatico atual € preciso, em

primeiro lugar, ter presente uma formulagéo, sefitdmente clara, do que € esse
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conhecimento matematico contemporaneo e no queistengssa reflexdo, que
denominamos, neste estudo, de Fundamentos do Ramtsakhatematico no século XX.
Essa etapa preliminar da investigacéo foi deserdelvas Partes A e B deste trabalho,
onde mostramos que certos problemas de complexidadexpressdo de nocgdes
matematicas, de universalizacdo de conteudos matesiaentre outros, devem fazer
parte das investigacdes ligadas aos Fundament®enkamento Matematico no século
XX, e que buscar a unidade da Matemética é uma peetaanente dos Fundamentos. O
texto mostrou, nas Partes B e C, que a Teoria ddeMs desempenha um papel de
instrumento de analise da expressividade de napdésmaticas e um papel de veiculo
de universalizacdo de conteldos matematicos.

Qual é a importancia de desempenhar esses papeisfritheiro lugar, uma
observacéo importante € que as no¢bes matemaficasao todas iguais. Uma nocgéo
expressavel em primeira ordem, o que foi chamadaParte A, de conceito ou
propriedade, ndo é contaminada de forma tdo dreangéla vagueza inerente da Teoria
de Conjuntos quanto uma nocgdo expressavel apenasegumda ordem. Essa € uma
observacdo muito importante. E comum se pensar agu@ocies expressaveis em
primeira ordem sdo mais vagas do que aquelas edweis em segunda ordem porque as
primeiras ndo podem ser categoricas, exceto ens d¢as@is em que os modelos séo
todos finitos. A categoricidade, que algumas nog@esegunda ordem podem apresentar,
afirma a existéncia de isomorfismos, o que podeavaegundo al-interpretacéo
transitiva da Teoria de Conjuntos, como é sabidnlel® paradoxo de Skolem. Portanto,
a afirmacado de existéncia de isomorfismo é vagea mo¢do de segunda ordem pode
deixar de ser satisfeita por um conjunto ao seiderss uma relativizacdo, o que nao
ocorre com as noc¢Oes de primeira ordem, pela didadie da relacao de satisfacdo, pois
a classe de modelos de uma Teoria de Primeira Ofdesrtensdo de um conceito) néo
pode sofrer variacdo através da relativizacdo patgger-interpretacdo transitiva da
Teoria de Conjuntos. O fato de que as nocdes esquwes em primeira ordem nao
podem ser categoricas mostra, na verdade, queo€da e categoricidade que € vaga.
Desse modo, a compreensao das nocfes matematicasdei ser uniforme; a nogcao de
grupo € completamente diferente, em termos da deaada nogdo de corpo ordenado
completo, e a nogdo de comutatividade no context® grupos € completamente
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diferente, em termos da semantica, da nocao deaondtompleta no contexto aritmeético.
Nocdes matematicas ligadas a operacdo de partede@ale segunda ordem), no
contexto de conjuntos infinitos, sdo mais indetaadas. Também, entre as proprias
nocdes de primeira ordem hé& diferencas, do pontasti® seméantico. Alguns conceitos
sdo finitamente axiomatizaveis, outros ndo, algapeesentam a categoricidade em
poténcia, outros ndo. O Teorema de Morley mosteaaquategoricidade em poténcia so
pode ocorrer em condi¢cdes bastante especiais eguetelacdo a categoricidade, s6 ha
guatro possibilidades para um conceito. Mencionam®passagem, na Parte A, na 87, a
tese de Zilber de que noc¢des matematicas “naturafgesentam a forma da
categoricidade em poténcia. Nao obstante, a questdiespeito do significado da
categoricidade em poténcia para as no¢fes matamn&batinua bastante inexplorada na
literatura de Fundamentos. Essas consideracOesramosgfue a Teoria de Modelos
constitui um instrumento de analise das complexddaenvolvidas na expressédo de
nocbes matematicas, por isso € essencial para eflexdo sobre o significado da
compreensao das noc¢des matematicas, o que é telgparm Fundamentos, tal como
compreendemos essa disciplina.

Em segundo lugar, a Teoria de Modelos constituingttumento de identificacao
de padrdes de raciocinio matematico, jA que uralizes um conteudo matematico
significa identifica-lo como padrdo de raciocimiomo um contetdo sobre a relacdo de
consequéncia logica, como um contetdo logico. Fsnece modularidade para a
Matematica, ja que um padrdo de raciocinio podeusado diretamente em diversas
situacbes, ou de modo indireto, elucidando situmgfiee exigem adaptacbes. Uma
identificacdo de padrdes de raciocinio representaganho em termos de unidade da
Matematica, que é imanente a Matematica, no sedédpue esses padrées sao tirados da
pratica Matematica, ndo s&o regras sintaticasicatf que os matematicos mal
reconhecem.

E importante ressaltar a centralidade da absotlgida relacio de satisfacdo para
essas consideracdes sobre a relevancia fundadaraoria de Modelos. O ponto € que,
por um lado, € preciso considerar a Matematicacéaho expressa em um dominio
universal para que possamos analisa-la com os pgttadLogica Matematica. Em uma

direcdo oposta, € crucial mostrar que a abordagetratialho, e a prépria concepcao de
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Matematica, ndo esta contaminada pelas indeterdesag contingéncias presentes nos
sistemas formais que expressam a Matematica e &ueestdo diretamente ligadas a
Matematica. Por exemplo, a ndo-absolutidade da&elale isomorfia coloca sérios
problemas para uma concepcdo estruturalista de nMaéite, pelo menos como
compreendemos as Estruturas Matematicas. De fatwiderando o sentido usual de
Estrutura Matematica, tal como se encontra fornwléde varias maneiras) em um
contexto conjuntista, temos que a relacdo de isienae estruturas, ou seja, de
existéncia de um isomorfismo (a identidade dasuestas), € uma relacdo vaga,
contaminada pelas indeterminacfes da Teoria deuBimsj (lembre-se do Paradoxo de
Skolem que mostra que um conjunto pode ser enuelerénas pode existir uma
interpretacdo que contém o conjunto e é tal quaumaa enumeracdo do conjunto pode
pertencer a essa interpretacdo). Contudo, pareodéa do carater formal da Matemética,
um estruturalismo deveria ser formulado em termosldsses de isomorfismo, que é
uma entidade indeterminada nos casos nao-triveaisufuras infinitas). Desconsiderar a
formulacdo conjuntista pode apenas piorar a situag@o é claro como “estruturas”, que
nem mesmo estdo definidas matematicamente, e @ndifismos” entre essas
“estruturas”, se relacionam com as Estruturas Matieas e os isomorfismos entre as
mesmas.

Nossa abordagem formalista-semantica ndo sofreess® tipo de problema de
formulacdo, pois o objeto de estudo da Matematicagtulo XX sdo formas, as no¢des
matematicas, tal como expressas em um dominio nsaiveomo a Teoria de Conjuntos,
e nocbes matematicas sdo colocadas em correspandénn objetos linguisticos
(teorias, sentencas), que podem ser analisadosadddgica Matemética, em particular,
com a Teoria de Modelos. E possivel mostrar quenadg nocdes sdo mais vagas (menos
determinadas) comparadas a outras, investigar @& ragdes sao equivalentes, ou nao,
na Teoria de Conjuntos, buscar uma classificacda pa nocdes, investigar 0 seu
significado, etc. Nao € preciso se comprometer,adiemao, com a identidade de
entidades linguisticas como no¢Bes matematicas,éssbjeto de investigacdo, ndo de
definicdo. E o carater formal da Matematica estdtesoplado: é um teorema da Teoria
de Conjuntos que duas Estruturas Matematicas igamasatisfazem as mesmas

propriedades expressas em linguagem légica (deeparou segunda ordem). Também,
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nao € o0 caso que estamos considerando as no¢dematias de um modo puramente
sintatico-combinatorio. Ao contrario, € um fato éngp que as nogdes matematicas
possuem significado independente de particulargladia formulacdo sintética

combinatéria, pois, de outro modo, ndo seria pebs&y comunicacdo entre 0s
matematicos, que, em geral, sequer sabem o queséstama formal.

N&do é por atribuirmos uma importancia exageradapapel da Teoria de
Conjuntos que enfatizamos a importancia de sernter concepcdo de Matematica que
ndo seja contaminada desde o inicio com indetegd@saconjuntistas, ao contrario, €
por considerar que a formulacdo da Matematica naridede Conjuntos envolve
elementos estranhos a Matematica que consideramsgpensavel mostrar que nossa
abordagem nédo esta completamente contaminadages elementos e é suficientemente
robusta sob as variagdes usuais no contexto c@tpnEm resumo, a caracterizagédo da
Matematica do século XX como o estudo de Estrutuvkdematicas, definidas
formalmente, é claramente reducionista e é contairpela indeterminacéo e pela
contingéncia dos sistemas formais. Alterar essactanizacdo através da abolicdo de uma
definicdo formal de estrutura e isomorfismo produma ambigliidade nos termos
“estrutura” e “isomorfismo” e uma indeterminacdada maior. Ja a caracterizacado da
Matematica como o estudo de no¢cbes matematicasafé®m com esses problemas: em
primeiro lugar, ndo ha ambiglidade porque sisterfftamais expressam nocdes
matematicas, mas essas nog¢des néo se reduzens&ondentificadas a sistemas formais
(lembre-se que pressupomos um realismo semantige, a$ nocdes matematicas
possuem significado independente de uma sistergatizae toda a Matematica em um
dominio universal, 0 que nos parece bastante pklysdique muitos matematicos sequer
sabem o que EFC). Em segundo lugar, essa caracteriza¢cdo ndo éioeikia e ndo se
compromete com um sistema formal particular, e n&#o contaminacdo por
indeterminacdes de sistemas formais, ja que naecéseario identificar, de antemao,
nocdes mateméaticas para dar conta da naturezalfdemdateméatica. Essas noc¢des séo
entidades linglisticas (possuem significado), siodadas na Matematica e analisadas
com a Légica Matematica. Na verdade, essa caraat@io € praticamente tautologica:
conhecimento é conhecimento por nog¢des e o0 conkatimmatemético € o

conhecimento por nogBes matematicas. Procuramosraneeste trabalho que nédo é
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preciso mais do que isso, em termos de caract@ozaygral, para avancar em
Fundamentos e refletir sobre o conhecimento matemdara isso, basta considerar a
Matematica em suas relagbes com a Fisica Teddomea Logica, por exemplo.

Nesta ultima parte do trabalho, mostramos queaid ele Modelos é capaz de
alcar um conteudo matematico particular a um cdot&gico-universal. Isso foi feito
com a Teoria de Galois classica. E claro que ngoadquer conteido matematico que
pode ser algado ao contexto l6gico. Na propria ifiede Galois, 0s aspectos mais
computacionais ndo fazem muito sentido no contdgtico. Contudo, ha outros
conteudos matematicos que, certamente, possuem pedsecial. Isso mostra a
generalidade das idéias originais de matematico® dalois. Nado é sem motivo que seu
nome esta espalhado por toda a Matematica contémgmre que sua influéncia no
desenvolvimento dessa disciplina nos udltimos deéisules é dificil de superestimar.
Como alguns corolarios da reconstrucdo modelogadata Teoria de Galois temos que,
por um lado, considerando outras construcfes ctEssla Teoria de Modelos, como
modelo-completude, a Teoria de Modelos fornecewsmmenquadramento para uma parte
importante da Algebra cléssica, o que corroboesa tla Algebra como semantica formal
e, desse modo, reforca a unidade da Algebra. Roy laalo, a Teoria de Galois pode ser
vista como um contedudo da Logica Matematica, ps&a eleoria constitui um método
matematico geral, ou seja, a universalizacdo daidel® Galois € uma operacdo de
identificacdo de um padrdo de raciocinio matematcgue contribui para uma redugéo
dos padrbes de raciocinio e para fornecer modaldeide unidade) para a Matematica.
Esses dois corolarios dizem respeito a relacée dfatematica e Logica Matematica, e,
claramente, possuem significado fundacional, segumibssa compreensdo dos
Fundamentos. Esses resultados, por si sO, justifiaa realizacdo da presente
investigacao.

Nés buscamos desenvolver o presente trabalho de que 0 mesmo constituisse
uma discussao refletida sobre o conhecimento métmdormulada filosoficamente,
mas, a0 mesmo tempo, que se mantém sempre proxamislatematica e sempre
informada pela Légica Matematica. Sobretudo, ogirestrabalho ndo foi desenvolvido
como uma critica a uma escola especifica de Fibpstd Matematica, e nosso foco

sempre esteve voltado para a Matemética ela mesmparae as relacdes que essa
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disciplina mantém com outras como a Fisica Te@iaa_0gica Matematica. Também, o
presente trabalho ndo € um trabalho padréo de ddg@dematica que consiste em provar
resultados técnicos em Teoria de Conjuntos, ou égich Algébrica, ou em alguma
outra disciplina da Logica Matematica, mas queré&ie@ com relacdo a relevancia ou
nao dos resultados. Uma caracteristica desse hiaigah de ser critico com relacéo a
relevancia fundacional de resultados técnicos, ssticamente, apresentar uma Visao
estreita daquilo que é relevante e nem, dogmatictanaceitar tudo como relevante sem
uma analise mais cuidadosa. Procuramos, tambélongo do trabalho, ser rigorosos do
ponto de vista histérico, seja por ndo extrapot@ssas consideracfes especificas para
outros periodos historicos passados, seja por oidsderar a Matematica do século XX
como algo definitivo.

Conforme ja enfatizado nessas consideracdes fiaaisditamos que o trabalho
alcancou éxito em mostrar que conteudos modeldcteyraté agora desconsiderados na
literatura de Fundamentos do Pensamento Matemadis@culo XX, sdo relevantes para
uma reflexdo sobre o conhecimento mateméatico. Bwo éado, h4 bastante espacgo para
estudos de caso, contextualizados pela concepcabdgetrabalho. Na verdade, a forma
de proceder para reforcar a unidade da Matemaiteanamente, segundo a concepc¢ao
geral aqui exposta, €, unicamente, através de asstlel caso, em outras disciplinas da
Légica Matematica inclusive. Ha também bastantag@spara estender as analises sobre
0s temas expostos na Parte A em varias direcOrplerar com maior profundidade as
teses gerais expostas no texto. Enfim, para aquelesestao interessados em pensar
filosoficamente sobre o conhecimento matematicatemalo-se préximo da Matematica
e informado pela Logica Matematica, espero quersideracdo do presente trabalho

possa ser (til.
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85- Notas

1- E conveniente enfatizar esse ponto, que ndovi@ltirUma nocdo matematica, ou um “significado”,
sempre deve estar expressa em algum lugar, nd®md¢#o mue ndo esta expressa. De fato, estudar a
expressividade de um sistema semantico como a a@gcPrimeira Ordem é comparar a expressividade
desse sistema com a expressividadeZBE, por exemplo: considera-se uma nogao expressak®y Z
como cardinalidade, e, com técnicas proprias dachog possivel avaliar se e como essa nogao pode se
expressa pela Logica de Primeira Ordem, no sermdaloelagdo de satisfagdo. Portanto, as expressdes

“nogdes matematicas” e “nocBes matematicas exgessalgum dominio universal’ sdo intercambiaveis.

2- Considere um cardinal infinite. @ é ditak-saturada se realiza toddgtipos sobre subconjuntds de
a, de cardinalidade menor quea é saturada sekésaturada, onde é o cardinal d@. @ é homogénea se
duas seqiiéncias finitase b possuem o mesmo tipo sobre um subconjunto fkise, e somente se, existe

um automorfismo d@, que fixaA, e que levaa emb. Uma Estrutura saturada é homogénea e, se for

modelo de uma Teoria completa, entdo é Unica. iHasvéesultados de existéncia de Estruturas sasarad

ou apenaxk-saturadas, alguns desses resultados assumem tddigéeneralizada do Continuo. Para a

presente construgdo é preciso apenas que a estadj@ saturada nas cardinalidades relevantess Esse

detalhes técnicos nao serdo explorados porqueamdiobtiem para a analise.

3- Os aspectos computacionais mais especificos maspondéncia de Galois, resumidos no it@ndo

Teorema Fundamental da Teoria de Galois, ndo posswatrapartida clara no contexto universal da

Teoria de Modelos, o que € esperado.

4- Resultados de indefinibilidade para a Teoria dajantos, em geral, afirmam que o Axioma da Escolha

€ necessario para provar a existéncia de alguragéladicional em uma estrutura. Esses resultados,
frequentemente, sdo demonstrados utilizando essdafem modelo-tedrica de grupos de automorfismos,
sendo muito importante a absolutidade da relacasatisfacdo para a analise desse tipo de apliaigéo
Teoria de Modelos. Mas ndo € sempre assim. O fedipbrico de um corpo é definido utilizando
(necessariamente) alguma forma do Axioma da Escoiha esse uso do Axioma da Escolha ndo tem a ver
com acrescentar novas relacdes na estrutura, jasqaetomorfismos do corpo se estendem para o.fécho
indefinibilidade, nesse caso, parece estar ligadena n&o-naturalidade do fecho algébrico, no sentid

categorial. (cf.:[Hodges, 21], p. 631)



117

POSFACIO

81- Introducéo

A finalidade deste posfacio € a de constituir umposicdo simplificada dos
principais pontos de articulacdo do nosso estudoesos Fundamentos do Pensamento
Matematico no século XX e sobre a relevancia fuiotat da Logica Matematica. Antes
de mencionar e explicar, de modo sucinto, essap@oemtes principais do trabalho, é
conveniente retomar o que eu entendo por Fundasdoté®ensamento Matematico no
século XX. Essa disciplina filosofica € uma reflexs@bre o conhecimento matematico
contemporaneo que constitui uma compreensdo dadgegudem sobre o mesmo. Entre
os grandes temas de Fundamentos podemos mencgpasgramas de fundamentos, o
construtivismo, a hipotese do continuo, o ambitutdrio, entre outros. A minha
concepcao de Fundamentos e 0 meu entendimentosdessas no contexto de uma
compreensao de segunda ordem do conhecimento nia@nidram parcialmente
expostos na primeira parte deste estudo. Vamosartr ple agora, retomar as
componentes principais do trabalho, comecando peiasipais criticas realizadas ao
longo do texto. Essa retomada ndo seguira, nec@ssgite, a mesma ordem em que as

componentes ocorrem no texto.

§2- Criticas

As principais criticas do trabalho sdo aquelas geereferem as reflexdes
orientadas exclusivamente a categoria do objetn, @ufase na questdo ontoldgica e em
definicbes intensionais de Matematica, e as reflsxdor demarcacdo e oposicao de
escolas de Filosofia da Matematica. Procuramos raroatinadequacao das definicdes
intensionais de Matematica como o estudo de algpmmde objeto abstrato, seja ele
conjunto, categoria, sistema formal, etc. Esse dpabordagem sofre com a falta de
consciéncia histérica, ja que essas definicbes rigidas e ndo se aplicam aos
desenvolvimentos da Matematica anteriores ao sé&$MloAlém disso, esse tipo de

abordagem envolve reduc¢des (orientadas a catedmiadjeto) completamente artificiais
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da Matematica da deve lidar com o fato de que muitatematicos ndo sabem o que é
um sistema formal, ignoram a Teoria de ConjuntesTeeoria das Categorias, portanto
sequer reconheceriam a Matemética nessas definig@edrabalho defende uma
concepcao de Matematica em que essa discipling d&finida como o estudo de algum
tipo de objeto abstrato e ndo ha tal coisa comgeoometimento ontologico. A proposta
€ de mudar o foco da questao da existéncia panasadp da predicacao.

Observamos também que as demarcacoes de escdtdesidia da Matematica,
que com frequéncia correspondem a uma posicao lagéicea questdo ontologica, e as
reflexdes baseadas nessas demarcacdes, em gertémméelacdes significativas com a
Matematica, mas apenas com essas oposi¢coes dasesCoéstudo ora realizado seguiu o0
caminho contrario: se concentrar na analise deeddons matematicos, utilizando a
Légica Matematica. Em sintese, as criticas reaiggulocuram mostrar que a orientacao
a categoria do objeto, que aparece nas definigdensionais de Matematica, e a
demarcacdo e oposicdo de escolas de Filosofia danmMéica constituem equivocos
metodologicos. Ndo obstante, h4 varios textos tematura recente de Filosofia da
Matematica que exemplificam tudo aquilo que critioa aqui (cf.;[Chihara, 11]). Essas
consideracfes apontam para a direcdo que o tralalpou e introduzem, de modo
preliminar, as principais posi¢cdes defendidas méotem termos de caracterizacdes da

Matematica. Vamos menciona-las explicitamente agora

83- CaracterizagOes da Matematica

A Matematica é o estudo, segundo o método axioméedutivo, das nocdes
matematicas. Essa é a primeira caracterizacio. @oriamte notar que as nogdes
matematicas ndo sao um tipo de objeto abstratoeeegsa caracterizacdo ndo é uma
definicdo intensional da Matematica, mas apenasitappara a extensao correta. A
compreensdo de uma nog¢do matematica pode sofresngasl histéricas, e o0 método
axiomatico-dedutivo ndo esta, necessariamente, rmongtido com o0s sistemas formais
modernos, portanto essa caracterizacdo nao é \mlliagenas a Matematica do século
XX. Nocdes matematicas sdo formas em um sentidoloangue sera novamente

explicado a seguir. A segunda caracterizacdo afgme a Matematica constitui uma



119

semantica formal para as ciéncias teoricas que eageen seus conteudos
matematicamente. Isso nao significa que a Matem&apenasuma semantica formal
para essas ciéncias. Entre as ciéncias tedricas agpueendem seus conteudos
matematicamente destacamos a Fisica Teoérica e @migpridlatematica. A parte da
Matematica que constitui uma semantica formal papaopria Matematica € a Logica
Matematica. Para expressar essas relacdes podemuddr o seguinte mote: “a Logica
Matematica esta para a Matematica assim como anMtite estd para a Fisica”. Claro
gue isso deve ser tomado como slogan e ndo deve ser levado muito a sério como uma
tese. Em sintese, a Matematica constitui uma tel@iforma logica da linguagem das
ciéncias tedricas que apreendem seus conteludosatet@mente.

Dessas caracterizagfes extraimos o cagtgriori da Matemética, ja que as
mesmas excluem qualquer parte empirica desse dorérgo. A segunda caracterizagao
corresponde a uma concepcao de Matematica em oetaga outras disciplinas e em
auto-relacéo consigo mesma. Como conhecimepi@ori e como teoria da forma légica,
a Matematica € um conhecimento formal: no¢bes n#teas sdo formas. Esse formal
deve ser entendido em termos da oposi¢cdo formadmate ndo da oposicdo forma-
conteudo, ja que a Matematica, obviamente, temeddot Do mesmo modo, dizer que a
Matematica € formal ndo significa dizer que elarésistema formal, ou uma colecdo de
sistemas formais. Os sistemas formais contemposarsgseados na nogdo de mera
manipulagdo mecénica, sado formais no sentido dasiggm forma-contetdo, a
Matematica ndo. Os sistemas formais sdo veicules pdMatematica, a Matematica se
expressa neles, mas nao deve ser confundida comessios. A Matematica € um
conhecimento formal no sentido que as no¢Bes métawasdo formas; formas de
apreensdo de matéria e formas de apreensao de fnras, o que sera retomado em
mais detalhes no 85 abaixo. Por ora, é importabserear que a proposta de mudar o
foco da questéo da existéncia para a questdo deggéo faz todo sentido agora, ja que
existéncia ndo é uma categoria que se aplica aafdlanmesmo modo que se aplica a
matéria, como existéncia no espaco e no tempo.o&éeas matematicas sdo, de certo
modo, aquilo que se predica em predicacfes matsanante significativas. Com esses
esclarecimentos sobre a Mateméatica podemos agoraulfr algumas grandes questdes

para Fundamentos que foram abordadas na Tese.
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84- Grandes Questbes

A Matemaética foi caracterizada como o estudo dgdes matematicas, portanto
a primeira grande questdo € a questao semantisggndicado da compreensao das
nocbes matematicas. Para analisar as noc¢des miatsnét preciso considerar 0s
resultados da Teoria de Modelos que exploram digeenfoques da expressabilidade:
em primeira ordem, em segunda ordem, finita, cotaptm a forma da categoricidade
em poténcia, etc. As no¢bes matematicas ndo sa&s tgdais, h4 graus de vagueza,
portanto a compreensdo dessas nocdes nao podeifeeme. Para realizar esse tipo de
analise é preciso que a Matematica se encontregsg@em um dominio universal, como
a Teoria dos Conjuntos. Contudo, a expressabilidad@intista também € investigada,
por exemplo, em resultados que mostram a indispéisale do axioma da escolha para
demonstrar a existéncia de algum conjunto que ndaeféivel com uma formula.
Fundamentais para toda essa analise sdo a nogiisaetidade e as técnicas da Teoria
de Conjuntos, como a construtibilidade. A absoad®& da relacdo de satisfagdo em
primeira ordem é crucial para toda a analise daieza ou determinidade de nocdes
matematicas: a relacdo de satisfacdo entre modeldsmulas de primeira ordem é
absoluta para ds-interpretagfes transitivas d@. Também é a relacdo entre modelos e
teorias de primeira ordem, ja que as teorias saitalilas pelo conjunto (definivel) dos
conjuntos hereditariamente finitos sobre a assiaatsso mostra uma determinidade das
nocdes expressaveis em primeira ordem ndo cont@atéilcom as nogcdes expressaveis
apenas em ordem superior. Na verdade, a Légicarden©Superior e a Teoria de
Conjuntos apresentam problemas analogos com redagdgueza.

A segunda grande questdo do trabalho é aquelaliquespeito a unidade da
Matematica. Como a Matematica ndo é definida comstodo de algum tipo particular
de objeto e nada foi dito sobre quais sdo as nogisematicas e como elas se
relacionam, o problema da unidade se coloca desfoinamatica para essa disciplina: um
amontoado rapsodico ndo constitui um assunto, @spreonceber a Matematica como
um todo coeso. A sistematizacdo da Matematica erdaminio universal como a Teoria
de Conjuntos fornece unidade para essa disciphres essa unidade proveniente da
forma de sistematizacdo da Matematica ndo basta @sdade formal (no sentido da
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oposicao forma-conteudo) envolve muitos elementiiécais e ndo € baseada em uma
relacdo direta com os contetidos matematicos. Hspréascar uma unidade efetiva da
Matematica, em relacdo direta com o0s conteldos nmddieps, e suprimir essa
artificialidade. Ha ainda uma terceira grande diesto trabalho, que esta relacionada
com o estudo de caso realizado com a Teoria de IBkdmas antes de formula-la é

preciso mencionar outros elementos importanteseda.T
85- Matematica, Fundamentos e Logica Matematica

Para investigar certos problemas significativostermos de uma reflexado sobre
0 conhecimento matematico € preciso organizar aemdica. Por exemplo, ndo é
possivel investigar problemas de consisténcia,edidibilidade, de conservatividade ou
de definibilidade sem organizar a Matematica enesias formais. Contudo, para que a
formalizacdo da Matematica faca sentido é precmmat como significativo um
contetido da propria Matemética: trata-se do amiiiitario. E preciso tomar como
significativos alguns resultados sobre a sintaxeLdgica e noc¢des sobre sistemas
formais tais como as de prova, teorema, definigd&msisténcia, conservatividade,
completude, etc. Nao obstante, a organizacdo danMaica, de um ponto de vista
fundacional, ndo se reduz a formalizacdo. De fs@obuscamos uma compreensdo do
raciocinio matematico, que é uma compreensao dsmdagrdem da Matemética, entéo
é preciso buscar identificar e reduzir padrdes abéocinio matematico. E importante
notar que essa reducéo nao € orientada a catelgooigjeto, diferente de uma reducédo do
tipo “tudo é conjunto”. Estamos buscando mostram umodularidade do raciocinio
matematico com essa reducdo, e esse tipo de p@l#énpode ser tratado de modo
sistematico com métodos da Logica Matematica. Rartarganizar a Matematica, em
sentido amplo, € uma funcdo dos Fundamentos.

Por outro lado, ndo é funcdo de Fundamentos &gisbre o que deve ser axioma
da Matematica. Algumas escolas de Filosofia da Matea, baseadas em pré-
concepcOes, muitas das vezes equivocadas, tém it ltEb querer legislar sobre a
Matematica. Algumas escolas construtivistas a@sedijue sabem a resposta para a

guestao: quais sdo 0os métodos legitimos, para@émera consisténcia, para lidar com
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o infinito? Mesmo considerando que essa questaseiaizdo, ndo ha meios de decidi-la.
A Unica exigéncia possivel € a consisténcia. @@, ium método matematico é legitimo
se for atil. A utilidade € o critério, e os métodda Matematica classica fornecem
solucdes Uteis para a Fisica Teorica e para optopgsitos. Portanto, estdo justificados.
Outras escolas de Filosofia da Matematica, comammimalismo (cf.:[Chihara, 11]),
estdo convencidas de que sé é possivel o conhdocirdenobjetos concretos, que nos
afetam de modo causal. Portanto, a o conhecimeatematico deve ser visto como um
conhecimento de simbolos e deve se restringir deome admitir uma reducao
nominalista completamente artificial. Chihara chega ponto de propor uma
reconstrucdo nominalista da Matematica como umaatete sentencas (cf.:[Chihara,
11]), que supostamente daria conta das aplicagdddadematica e que responderia a
guestdo do comprometimento ontolégico. Desnecessiiméer que isso concentra tudo
aquilo que criticamos aqui. E possivel um conhestmele formas (no sentido da
oposicao forma-matéria), que podem ser utilizadasima descricdo fisica da realidade
(formas de apreensdo da matéria) ou em uma desddigi&a de outras formas (formas
de apreensdo de formas), e a Matematica é justanesse conhecimento. Do mesmo
modo, os Fundamentos ndo tém o papel ou o pod#grder os axiomas da Matematica
de algum lugar (metafisica?). Um principio € unoma da Matematica se, e somente se,
estiver impregnado na prética dessa disciplina. Aoglamentos cabe o papel de analisar
o conhecimento matematico, analisar o método axioméedutivo e analisar as no¢des

matematicas, e nao o papel de realizar qualquedgdegislacdo indevida.

§6- Teoria de Modelos e Algebra

Se pensarmos no contexto légico da Teoria de Medeho caminho historico do
estudo de polindmios que deu origem a Algebra Mulezntio ndo é nada claro como a
Teoria de Modelos, desde o trabalho dos seus p@®s; sempre se relacionou
intimamente com a Algebra. Apesar das origens bastistintas, Algebra e Teoria de
Modelos possuem relacfes vigorosas e a analisadnsd desse fato certamente revela
alguma coisa sobre a natureza das disciplinas wdasl De fato, a interpenetracao

dessas disciplinas nos mostra, por um lado, a detmiModelos, em parte, como uma
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Algebra universalizada e, por outro lado, a Algetsa parte, como um estudo de
relacbes légicas entre teorias e estruturas atgehri Por exemplo, alguns
desenvolvimentos da Teoria de Modelos mostram qgées algébricas, como corpos e
corpos algebricamente fechados, apresentam vindelogtureza l6gica, como a no¢ao
de modelo-companheiro, e que conteudos algébricmenp ser universalizados e
apreendidos segundo uma regularidade logica.

A terceira grande questdo dos Fundamentos trataddese diz respeito a
identificacdo de padrbes de raciocinio, e a hobsadagem para essa questdo pode ser
resumida na seguinte formulacdo: um conteddo maienaéonstitui um padrdo de
raciocinio se ele pode ser apreendido segundo emdaridade logica, se ele admite
universalizacdo. Conforme mencionado acima, algametdos algébricos podem ser
universalizados pela Teoria de Modelos. E o caspatize ndo computacional da Teoria
de Galois, e de outros resultados da teoria dggspcomo o Teorema de Steinitz. Esse
tipo de desenvolvimento da Teoria de Modelos faen@ais do que a identificacdo da
Teoria de Galois como um padr&o de raciocinio: isarece unidade para a Algebra. De
fato, contetdos algébricos sdo agora apreendidgomde uma regularidade légica, o que
mostra que parte da Algebra é um estudo de reld6gess entre teorias e estruturas
algébricas, além de exibir novos vinculos de natulégica entre nocdes algébricas. I1sso
€, de fato, surpreendente: ndo é clara a possiddidie codificar relagbes estruturais da
Algebra com formulas; € o que ocorre no método Biegramas, por exemplo. A
consequUéncia dessa universalizacdo de conteudawiatys para a Teoria de Modelos é
um enriquecimento das técnicas modelo-tedricas ligem com a questdo da
definibilidade. Portanto, o desenvolvimento da Teate Galois-Poizat na Teoria de
Modelos constitui, em parte, uma identificacdo depadrdo de raciocinio e um reforgo
para a unidade da Algebra em relacéo direta coreédas dessa disciplina e, em parte,
um enriquecimento de técnicas modelo-tedricas gdatar com a questdo da
definibilidade. Nos dois casos temos relevanciaddégional por tudo aquilo que
argumentamos ao longo da Tese.
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