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Resumo

Em 1958, Gomory prop6s uma desigualdade valida ou cortetia gartableau do método sim-
plex para programacao linear, que foi utilizado no primeiktodo genérico para resolucdo de pro-
blemas de programacéo inteira. Em 1960, o corte foi esterghda problemas de programacgao
inteira mista. Em 1973, Chvatal sugeriu um corte derivadoodatilacéo original do problema de
programacao inteira, e devido a equivaléncia com o corteateddy, este passou a ser chamado de
corte de Chvatal-Gomory. A importancia do corte de Gomorysgeiconhecida em 1996 dentro do
contexto do métodbranch-and-cufpara resolucédo de problemas de programacéo inteira e progra
macéo inteira mista. Desde entéo, este corte € utilizadesalvedores comerciais de otimizagao.
Recentemente, diversos cortes novos derivados do corte dgaGBomory foram propostos na li-
teratura para programacéo inteira. Este trabalho trat@sensolvimento de algoritmos para alguns
destes cortes, e implementacédo computacional em um cortdekiranch-and-cutno ambiente do
resolvedor CPLEX. A eficacia dos cortes € testada em insg&dois problemas da mochila multi-
dimensional, designacéo generalizada e da biblioteca NBIPL

Palavras-chave programacdo inteira, desigualdades validas, cortes,t@lh@@&mory,branch-
and-cut

Abstract

In 1958, Gomory proposed a valid inequality or cut from thadau of the simplex method for
linear programming, which was used in the first generic netloo solving integer programming
problems. In 1960, the cut was extended to handle mixedengggpgramming problems. In 1973,
Chvatal suggested a cut that is generated from the origimaduiation of an integer programming
problem, and due to the equivalence with the Gomory cut, & mamed Chvatal-Gomory cut. The
importance of the Gomory cut was recognized only in 1996 e dbntext of the branch-and-cut
method for solving (mixed) integer programming problemeddy, such a cut is utilized in optimi-
zation commercial solvers. Recently, several new cuts e@rikom the Chvatal-Gomory cut have
been proposed in the literature for integer programmings Work deals with the development of
algorithms and computational implementations for somehefriew proposed cuts, in a context of
the branch-and-cut method, by using the CPLEX solver. Theiefity of the cuts is tested on ins-
tances of the multi-dimensional knapsack, generalizeig@ms®nt problems, and instances from the
MIPLIB library.

Keywords: integer programming, valid inequalities, cuts, Chvatahtry, branch-and-cut.
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Introducao

No artigo “Early Integer Programming” (Gomory, 2002), RapphGomory relata suas experién-
cias pioneiras na area de programacao inteira, ainda n&aaassomory obteve o titulo de PhD
em Matemética na universidade de Princeton em 1954, coralli@em equacgdes diferenciais ndo
lineares, sob a orientacédo do renomado Prof. Solomon Ltetsch

Em 1955, passou a trabalhar no Physics Branch of the Office wdINResearch em Washing-
ton e, neste ano, conheceu pessoas do Operations Reseangh iBimando seu conhecimento em
pesquisa operacional. No outono de 1957, tornou-se pmfessdepartamento de Matematica da
universidade de Princeton, onde era dirigido por A. W. Tuekeontava com Harold Kuhn e Martin
Beale, pesquisadores que tiveram uma contribuicdo expaessiarea de otimizacao.

Gomory permaneceu como consultor da marinha em Washirngtem uma dessas visitas, assis-
tiu a uma apresentacdo de um modelo de programacéao lineadodmpresentadores destacou que
seria interessante ter um numero inteiro em lugar de 1,28végue n&o tinha significado.

Gomory colocou entdo, como objetivo, inventar um métodomoeuzisse resultados inteiros.
Passou uma semana tentando combinar métodos de solucimgées)lineares com variaveis intei-
ras (equacdes diofantinas) e programacao linear, semssudes oitavo dia, raciocinou da seguinte
forma em relacdo a um problema de programacéo inteira coficiemees inteiros na funcéo objetivo:
se tivesse que obter uma solugéo inteira, entdo o primegsopseria obter o valor 6timo da funcéao
objetivo a ser maximizada através de programacao lineaexemplo,7L, e dai concluir que o valor
maximo inteiro € 7.

A partir dessas idéias, Gomory chegou a duas conclusbestanges. Em primeiro lugar o
valor 6timo dado por programacao linear € um limitante sopgara o valor 6timo de uma solucéo
inteira. Em segundo lugar, se os coeficientes da funcaawvabggto inteiros, entdo é valido adicionar
a desigualdade linear impondo que a funcao objetivo

Esta desigualdade em que um nuamero reala@o maior inteiro contido neste nimero (guao
menor inteiro que contém este nimero) foi a base para Gomeeptar o0 método dos cortes fra-
cionarios (Gomory, 1958) e sua demonstracao de finitude (Borh963a). Este corte € construido
a partir do tableau 6timo da solucéo do problema lineargspondente a relaxacéo de integralidade.

Depois de mais de um més de trabalho, Gomory produziu um ecatticalgoritmo em Fortran
e passou a testar problemas de grande porte para a époclwendeodez a quinze variaveis. A
maioria das instancias eram resolvidas rapidamente, masrentelas um grande namero de cortes
foi adicionado sem chegar a solucéo inteira 6tima. No veeaddb9, Gomory passa a trabalhar na
IBM Research e, com maior suporte computacional, passa aimeuear a imprevisibilidade dos
resultados computacionais que constantemente ocorriaml 960, o corte fracionario é estendido
para programacao inteira mista, que gerou um corte fracmniis forte para programacao inteira.

XVii



Xviii Introducéo

Em 1963, Gomory apresentou um algoritmo para programagéivargue envolve somente nu-
meros inteiros (Gomory, 1963b). Desigualdades validaanicadicionadas ao método dual simplex
de modo que sempre existe um elemento pivot igual a 1 pelaasregrmais de escolha do pivot.
Infelizmente, os tempos computacionais eram superioreslaonétodo fracionario, além de gerar
valores inteiros muito grandes no tableau.

Estes experimentos computacionais ndo bem sucedidos forammeiro sinal de que o corte
fracionario de Gomory “nao funcionava”. Nas décadas de 70 @&® foram publicados artigos re-
portando experimentos computacionais abrangentes comrtes dracionarios. Padberg e Rinaldi
(1991) fizeram as seguintes afirmacdes sobre os cortes der@diastes planos de corte tém pro-
priedades de convergéncia fraca...planos de corte adsgeram cortes fracos”. “Um casamento de
planos de corte e busca em arvore esta fora de questao conformmaade solucédo de problemas de
otimizacao combinatdria de grande porte”.

Estas afirmacdes refletiam um pensamento unanime da cordartatifica (Cornuéjols, 2007)
no inicio da década de 90, em que para resolver problemasgdepracao inteira de tamanho signi-
ficativo tinha-se que explorar a estrutura do problema coatbrio. Os cortes de Gomory geraram
uma teoria elegante, mas néo tinham utilidade na préaticgupe@ram cortes genéricos e nao explora-
vam a estrutura. Algoritmos dwanch-and-cupara problemas estruturados tiveram grande impacto.
Padberg e Rinaldi (1991) obtiveram excelentes resultad@s@problema do caixeiro viajante. O
sucesso dbranch-and-cuem um grande numero de classes de problemas neste periadoteriao
a abordagem de resolucao estruturada, que envolvia afidegéio de facetas da envoltoria convexa
(convex hull, algoritmos exatos ou heuristicos de separacao e regsitatnputacionais.

No inicio dos anos 90, Balas, Céria e Cornuéjols (1993, 199@guperam outra categoria de
cortes genéricos denominadds-and-project para problemas mistos com variaveis binarias, e de-
monstraram que tais cortes dominam os cortes de Gomory.s Esties mostraram-se fortes em
instancias dificeis, contrariando a visdo convencionalaprtes fortes teriam que ser projetados para
explorar a estrutura do problema. Estes resultados provocgrande curiosidade em Cornuéjols
(2007), que solicitou a Céria, entdo seu orientado de daldpmgue implementasse os cortes de
Gomory, que, embora mais fracos, eram mais rapidamenteutadys.

Os resultados computacionais obtidos com a implementag&éda foram surpreendentes. A
apresentacao de Céria em uma conferéncia em 1994 deixos pésquisadores renomados da area
perplexos. Os bons resultados obtidos com os ctiftesd-projecttambém foram obtidos com os
cortes de Gomory. Além disso, o0 métobd@mnch-and-cutbaseado em cortes de Gomory era mais
rapido e robusto que o métotieanch-and-bound

Em 1996, Balas, Ceria, Cornuéjols e Natraj (Balas et al., 199éimodstraram que 0s cortes
de Gomory para problemas mistos com variaveis binarias 8Baog em todos os nés da arvore
de enumeracgédo, permitindo que cortes gerados em nés asspossam ser compartilhados. Os
resultados obtidos com instancias da MIPLIB foram novamsuatpreendentes em termos de niumero
de instancias resolvidas e rapidez em relacaoranch-and-bound

Os autores destacam trés razfes para o bom funcionamentortiess de Gomory: resolvedores
de programacao linear mais robustos, adicdo de todos esaiottableau (em lugar de um corte,
como tentado por Gomory) e uso na estrutoranch-and-cutem lugar de um enfoque de cortes
puro). Este tipo de resultado, certamente teve grande ndila@ara a inclusédo de cortes de Gomory
nos pacotes comerciais de otimizacdo CPLEX, XPRESS e LIND&@nbém para renovar o interesse
de pesquisadores por cortes baseados em cortes de Gomory.
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Em um artigo importante, Chvéatal (1973) propés um procedimngue, aplicado por um nimero
finito de vezes (denominadank), gera todas as desigualdades validas da envoltéria carlasx
solucdes de um problema de programacao inteira. Estasudétagles sdo obtidas por combinacéo
linear ponderada das linhas da matriz da formulacéo ofigimaredondamento de coeficientes das
linhas. Chvatal também mostrou implicitamente que qualqoee fracionario de Gomory é equiva-
lente a aplicacdo de uma vez do procedimento de Chvatak im). Devido a esta equivaléncia o
corte passou a ser chamado de Chvétal-Gomory.

O texto acima é o pano de fundo para esta dissertacao cujivolemplementar computacio-
nalmente trés tipos de cortes propostos recentemente ugramacao inteira que tém como base os
cortes de Chvatal-Gomory.

O primeiro corte foi proposto por Lechtford e Lodi (2002) ev@we o fortalecimento do corte
Chvatal-Gomory, podendo originar cortes de rank dois. Na$igo, testes computacionais limitados
sdo apresentados para este corte e outro derivado do emitantirio de Gomory.

O segundo corte (Cornugjols, Li e Vandenbussche, 2003)eneomultiplicacdo de uma linha
do tableau por um namero inteiro seguido pelo procedimeat&dmory para obtencdo do corte
fracionario inteiro forte derivado do corte fracionariaogp@arogramacéao inteira mista. Neste trabalho
sdo apresentados resultados teodricos de dominancia egdaeda corte fracionario ordinario e ao
corte forte de Gomory, e testes computacionais limitados.

Finalmente, Glover e Sherali (2005) propuseram uma nogselde cortes denominada Chvéatal-
Gomory com niveisGhvatal-Gomory-tiey. Estes cortes sao obtidos pela aplicacdo do procedimento
Chvatal-Gomory a partir de uma linha da matriz da formulagégiral que € escalada por um pa-
rametrod. O mesmo processo de geracao do corte € entdo repetidpes (incluindo a primeira
aplicacdo), enquanto o parametro de escalamento € redizidma unidade em cada aplicacéo, de
forma quel < p < d. O nivel de camada pode ser especificado através de restricbes impostas aos
coeficientes do corte, e, para cada camadapossivel determinar o corte mais forte de acordo com
um certo critério. Este enfoque gera uma variedade de dortes, incluindo cortes que ndo podem
ser gerados por cortes de Chvéatal-Gomoryaé um.

A dissertacdo esta dividida em trés capitulos. No primeipitalo sdo apresentadas as derivacdes
dos cortes fracionarios de Gomory para programacao irggiragramacao inteira mista, e dos cortes
de Chvatal-Gomory. A conexao entre estes cortes também &taxg0 capitulo 2 descreve a deri-
vacao dos trés tipos de cortes acima mencionados, envoldamlonstracao de validade e exemplos
ilustrativos da forca destes cortes. Finalmente, o cap8uontém os experimentos computacionais
com os trés tipos de corte. Estes experimentos envolvengagmnacéo dos cortes e da conexédo com
o métodobranch-and-boundsem cortes e heuristicas) do pacote CPLEX 10.0, além deéegts
de escolha de cortes.



Capitulo 1

Planos de Corte para Programacao Inteira

Neste capitulo sdo apresentados definicbes e conceitadate programacao inteira mista
(PIM), programacéo inteira (PI) e cortes. Sao apresentaglptanos de corte de Gomory e Chvatal-
Gomory, bem como a relacéo entre eles. Ao final, apreserdgarggodobranch-and-cue medidas
de qualidade de cortes.

1.1 Conceitos Basicos

Um programa inteiro mistacomn variaveis inteirasp variaveis reais en restricdes é definido
como

(PIM) max cxr + dy
sujeitoa Ar+Gy<b
veZ%,ye R,

em queR’ € o espago dos vetores de dimenpamm componentes reais ndo negativas, é o
espago dos vetores de dimens&mm componentes inteiras ndo negativag, uma matrizm x n),
G é uma matriZm x p), b € um vetor(m x 1), ¢ € um vetor(1 x n) ed é um vetor(1 x p).

Se todas as variaveis sao reais, teno-peograma lineardado por

(PL) max dy
sujeitoa Gy<b
y € RE.

Se todas as variaveis sao inteiras, define{s®grama inteiro

(PI) max cx
sujeitoa Az <b
re .

O problema inteiro com variaveis binarias € um caso espgeasgbroblemas acima, definido sobre
B"™, 0 espaco dos vetores de dimensdmmm componentes binarios ou 0-1.

1



2 Planos de Corte para Programacao Inteira

O conjunto de restri¢coes lineares de PL define Bhrum conjunto convexo, como colocado a
sequir.

Definicdo 1.1.0 subconjunto dé” descrito por um conjunto de desigualdades line&es{Gy <
b,y € R’} € umpoliedra [

A seguir é formalizada a definicdo de uma formulacéo para wilggma com variaveis inteiras
gue se baseia no fato de que a regiao factivel deve contes tagmontos inteiros factiveis.

Definicdo 1.2.Um poliedroP C R™"? é umaformulagdopara um conjuntoX C Z™ x RP, se e
somente s&X = PN (Z" x RP). O

Métodos de solucéo para programacao inteira, cbranch-and-boundresolvem problemas do
tipo Pl ou PIM através da resolucédo de sub-problemas em queéesionsideradas as restricdes de
integralidade sobre as varidveis. Portanto, estes méaidam na resolucao delaxacdes lineares
do problema original.

Definicdo 1.3.Seja o problema inteiro misto com formula¢& dado por mafcx + dy : x= €
PNZt,y € PNRY}. Arelaxacéo linearcorrespondente é dada pelo programa linear{max dy :
(z,y) € PO (RY™)}. O

Formulacgdes distintas de Pl ou PIM podem definir diferergkesxacdes lineares. Considere o se-
guinte conjunto de pontas = {(1,1),(2,1),(3,1),(1,2),(2,2),(3,2),(2,3)}. A Figura 1.1 mostra
trés possiveis formulacfes para este conjunto. Apesar Hasaconterem todos 0s pontos inteiros
vélidos, a formulaca@s define um espaco de solugdes factiveis menorigjuers.

A formulac@oP; tem como pontos extremos, apenas pontos inteiros. Elaittorsenvoltoria
convexado conjuntoX, como definido a seguir.

Definicao 1.4.Dado um conjuntoX C R", aenvoltéria convexae X é o conjunto conX) = {z :
=" N, 3°F A =1, )\ € R, para todos os subconjuntos finitps, ..., z*} € X}. O

A proposicéo a seguir € demonstrada em (Nemhauser e Wog#8).1

Proposicéo 1.1.Seja o conjuntaX = {(z,y) € Z% x R : Az 4+ Gy < b}, em queA, G, b séo
racionais. Aenvoltoria convexalo conjuntoX, representada por con¥j = {(z,y) : Az + Gy <
b, (z,y) € R}, é um poliedro e os pontos extremos de cofiv¢stdo contidos eny. [

Portanto, em teoria, o problema PIM pode ser reformuladcoaam problema linear
(P) = max{cz: Az + Gy < b, (x,y) € R},

Entretanto, em geral, a determinacg&o da envoltéria cordeXaé um problema de dificil solugéo,
e uma aproximacdo da mesma pode ser buscada através dgatedeadesigualdades validas para
X. Desigualdades vélidas sédo aquelas que, quando adiceaddanulacéo original, ndo eliminam
nenhum ponto da regido factivel de PIM e tém a funcdo de dimauwegido factivel dada pela
relaxacao linear de PIM.

Definicdo 1.5.Uma desigualdader < 7, € uma desigualdade valida pa¥aC R" serx < m, para
todor € X. O
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4+ * * * *

N

Figura 1.1: Trés diferentes formulagdes para o conjunto

Desigualdades vélidas utilizam, freqientemente, o angalmento de valores reais. Portanto séo
definidos a seguir os operadores de piso e teto de um naméro rea

Definicdo 1.6.Para qualquer nimero € R, define-se anaior inteiro menor ou igual a como
|| (piso der). Analogamente, define-senoenor inteiro maior ou igual @ como [r|(teto der). A
parte fracionariader é definida como a fungdp(r) =r — |r|. O

A definicdo acima é estendida para um vetor ao se consideiao @ p teto para todos os com-
ponentes deste vetor.

Duas desigualdades validas classicas sao mostradas a &ggise baseiam unicamente no fato
de que uma variavel inteira ndo pode assumir valores reais.

Proposicdo 1.2.SejaX! = {y € Z : y < b} eX? = {y € Z : y > b}. Entdo a desigualdade
y < |b] é valida paraX!, e a desigualdadg> [b] é valida paraX?. [

As desigualdades acima sé@o a base para a geracao de cortesndeyGdescritos na proxima
secao. Planos de corte sdo desigualdades validas que téméa fide diminuir a regido factivel da
relaxacéo linear de um PIM. Dado qie= {(z,y) € Z} x R} : Az + Gy < b}, um corte relativo
a um ponto ndo pertencente a cky mas pertencente a relaxacéo lineatdé uma desigualdade
valida que elimina este ponto.

O exemplo a seguir ilustra 0 uso de desigualdades validapagssbilitam a construcdo da en-
voltoria convexa a partir da formulacéo inicial. Neste egkmnifica claro que a introducdo de desi-
gualdades validas acarreta diminuicédo da regido factidelealor da funcao objetivo. Como regra
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geral, se denominarmaspy;, Xp;y € Xpr, 0S conjuntos de solucdes factiveis de Pl, PIM e PL,
entdo, comaZ} C R, temosXp; C Xpry € Xpryy C Xpr. Portanto, o valor 6timo da fungéo

objetivoz* sera tal que}; < zhy < 25,

Exemplo 1.1. Considere o problema de maximizacéo a seguir (Garfinkel e Hesan, 1972).

max
S.a.

271 + T2
1+ 29 <5
—x1+ 22 <0
61 + 229 < 21
xGZi.

A regido que representa a relaxacgao linear deste problef@anad-igura 1.2. Os pontos em
destaque sao as solucdes possiveis para este Pl. As retifisaplais representam os pontos em que a
funcdo objetivo assume valores constantes.

2 37 \\ \\
\ \
\ \
\ \
N \\ \\
25- R R .
\ IR I Otimo PL
\\ \\ \\ (z(l X2) = (2,75 2,25)
' \ , =7,75
27 \\ \\ \\ ZPL
\\ \\ \\
\ Ay \
A\ \
\ AN
\ AN
1.5- A 5 B =7
. . . =
\ \ 1 2 \\
\ \ \
\ \ AY
\ \ \
\ \ \
1- ) K} K}
\ \ \
\ \ \
\ \ \
\ \ \
N N 2% +X, =3 % \
0'5, \\ \\ \\ \\
\ \ \ \
\ \ \
\ AN \ A\
\ \ \ \
\ \ \ A\
\ AN \
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35

Figura 1.2: Regiéo factivel para o exemplo 1.1

As restricbes de integralidade sobree z, podem ser utilizadas na geracao de desigualdades
vélidas. Por exemplo, a Proposicao 1.2 pode ser aplicadao@pori 3,5 ex; € Z,, a desigualdade
x1 < 3 é imediatamente derivada. Se adicionarmos ao problemalinima segunda desigualdade
dada porr;, + x5 < 4, construimos a envoltoria convexa deste problema, reqete na Figura 1.3.
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Esta desigualdade é derivada por observacao da regiaeefa®ara problemas de maior dimenséo,
€ necessério adotar um método sistematico de derivacacidpidielades.

Observe que a solucéo 6tima do problema linear da Figuraun3 gonto inteiro, pois as restri-
cOes lineares representam a envoltéria convexa dos powea®s factiveis. Assim, temos, na Figura
1.2, o ponto o6timo fracionaripr,, z3) = (2, 75; 2, 25), com valor de func¢éo objetive),, = 7,75, en-
qguanto que a Figura 1.3 mostra o ponto 6timo intéirg z,) = (3, 1), com valor de func¢éo objetivo
2o, =7. O

X2 3- N .
. ‘
" :
N |
2.5- R ‘
' > ' Otimo PL
N 1 (%) = (275 2.25)
. 7, =775
2r |
|
|
X, + X, <4 :
1.5 |
l
: Otimo PI
1+ . . 9 >_<2) =31
AT !
0.5 ~.
xls 3 AN
0 05 1 15 2 25 3 35

Figura 1.3: Adicdo de desigualdades vélidas ao exemplo 1.1.

Faces e Facetas

Algumas desigualdades podem constituir faces ou faceta®lgexro P. Considere que o po-
liedro P € R" possuin dire¢cdes linearmente independentes, ou seja,diemnsdo completaAs
definicdes a seguir sdo baseadas em (Wolsey, 1998).

Defini¢do 1.7.0 conjunto de pontos!, ..., z¥ € R" é afim independentse ast — 1 direcGes dadas
porz? — x!, ... 2% — 2! sdo linearmente independentes]

Defini¢cdo 1.8.A dimenséaalo poliedroP, dim(P) € o maximo de pontos afim independentes/em
menos um. [

Portanto, o poliedrd € R™ tem dimensdo completa se e somentéise(P) = n.
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Definicao 1.9. F' define umdacedo poliedroP seF = {x € P : mx = m,} para uma desigualdade
vélida deP, mx < my. F' € umafacetado poliedroP seF' é uma face dé> de dimensadim(F) =
dim(P)—1. O

No exemplo 1.1, o poliedro definido n¢? é de dimensdo completa, pois os por(ta), (2,1)
e (3,1) sdo afim independentes, e portadio.(P) = 2. As desigualdades; < 3ex; + 2z, < 4
definem facetas do problema inteiro, pois constituem faedsdk dimensaa — 1 = 1. Facetas sao
necessarias para a descricdo de um poliedro (Nemhausesey\Nb988).

Comparacéo de Desigualdades

Outra desigualdade valida para o exemplo 124, & 3,5. Neste caso, fica claro que esta desi-
gualdade € menos restritiva que a desigualdgd€ 3. Entretanto, em geral esta comparacao néao
é direta. E necessario definir uma regra de comparacéo dgudiekides, de forma a determinar se
uma delas € mais restritiva, ou mais forte. Para tanto, deéireob que condi¢des diz-se que uma
desigualdade, ou um cor@eminaoutro.

Definicdo 1.10.As desigualdades vélidas: < m, e yz < 7, S840 equivalentes e, o) = A(m, m),
para um dado\. > 0. Se elas néo forem equivalentes e exigtir- 0 tal quey > ur e~y < um,
entdo{z € R} : vo < v} C {z € R} : mx < my}. Neste casoyr < v, domina ou € mais forte
guerz < m. De forma equivalente, pode-se dizer que a desigualdade n, € dominada por, ou é
mais fraca quex < ~,. [

Note que a relagaa implica que um conjunto esta estritamente contido no obiode ainda que
se existeu > 0 tal quey > ur ey < um, entdoyr < 7, implica queurx < vy < um, que implica
mr < m.

Exemplo 1.2. Considere duas desigualdadies + 4z, < 15 e 10x; + 5xs < 16. Seja(v,7v) =
(10,5,16) e (m,my) = (4,4,15). Note que(10,5) > u(4,4), para qualquer < 5/4, e16 < 154,
para qualquer. > 16/15. Entéo, para = 16/15, v > pm e~y < pm. A Figura 1.4 mostra que a
primeira inequacao é dominada pela segunda.

Considere, agora, as desigualdad@s; + xo < 1 e—xz; + 25 < 1. Seja(y,v) = (—1,1,1) e
(m,mo) = (—=2,1,1). Parau = 1, (—1,1) > u(—2,1) el < 1u. A Figura 1.5 mostra que a primeira
inequacao é dominada pela segunda.l

1.2 Cortes de Gomory

Em 1958, Gomory introduz asortes fracionariogara resolucéo de problemas de programacao
inteira (Gomory, 1958) e (Gomory, 1960b). Estes dois tfamintroduzem seu método de solucao
de problemas com variaveis inteiras, formalizado postaente em 1963 (Gomory, 1963a). Neste
trabalho, Gomory mostra que é possivel resolver um probtEnpaiogramacao inteira apenas adicio-
nando cortes fracionarios, reotimizando o programa liee@petindo este processo por um namero
finito de vezes, até que a solucéo inteira 6tima seja encat@ método é denominado método de
formas inteirasThe Method of Integer FormisPara demonstrar que a insercao de suas desigualdades
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2 4x2 + 4x1 <15

1 e

5x2 + 10)(1 <16

Figura 1.4: Relacéo de dominancia: coeficientes positivos.

pode ser iterativa, 0 autor mostra que as variaveis de folgeepientes da inser¢cdo de seus cortes
também s&o inteiras. Este corte é detalhadado na se¢éo 1.2.1

Em 1960, Gomory estende seu trabalho para programacaaintisita (Gomory, 1960a). O corte
de Gomory para PIM pode ser particularizado para PI. Este corte fracionario € mais forte que o
original. A secao 1.2.2 apresenta a deducao destes cortes.

Em 1963, Gomory propde um método para solucdo de problenmasvanaveis inteiras que
utiliza apenas coeficientes inteiros durante todo o procdssotimizagdao (Gomory, 1963b). Este
método ficou conhecido confdl-Integer Algorithm(algoritmo apenas com inteiros). Neste método,
o elemento escolhido para pivoteamento (pelas regras ggdédsempre igual a 1. Os cortes sao
adicionados ao método dual simplex de modo a viabilizarmgteeamento. Valores muito grandes
no tableau resultante sdo um efeito colateral ndo desdrekultados computacionais mostram que
este método € inferior ao que utiliza os cortes fracionarios

Os cortes de Gomory foram considerados ineficientes nacaraté os meados dos anos 90,
guando foram associados com sucesso ao méimiwh-and-boungor Balas et al. (1996b). Até
entdo, apenas duas publicacdes reportavam sucesso regaplaos cortes de Gomory, mas envol-
viam uso de informacdes a respeito da estrutura do probleimaMartin (1963) utiliza cortes fra-
cionarios em seu Algoritmo Euclideano para programac&irantMiliotis (1978) resolve o problema
do caixeiro viajante aplicando cortes fracionarios de Ggneon um processo iterativo em que séao
adicionadas também restricbes de sub-rota. Cortes sdoraaticis ao problema linear de designacéo
repetidamente até que uma solucao inteira seja obtida.t&sascao for uma solugéo factivel para
o problema do caixeiro viajante, o processo termina comwgdol6tima inteira. Caso contrario, séo
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Figura 1.5: Relacdo de dominancia entre desigualdades.

geradas restricdes de sub-rota que eliminem a solucdoeatuptocesso € repetido. Um algoritmo
analogo é proposto tal que a ordem de uso de restricdes detaubcortes de Gomory € trocada.

O sucesso obtido por Balas et al. (1996b) é atribuido ao fatpudeos resolvedores da década
de noventa ja eram numericamente mais estaveis do que aquiilados nos primeiros testes dos
cortes de Gomory. Esta ndo €, porém, a Unica razao apontataaausa do sucesso da aplicacao
dos cortes.

Apo0s a reotimizagdo, sao removidos do PL cortes que apegserariaveis de folga bésicas. A
variavel de folga béasica indica que este corte ndo estaraigolucao atual. Desta forma, o problema
linear mantém-se em um tamanho razoavel e, além de propitiarmaior estabilidade numérica,
pode ser resolvido mais rapidamente.

Outro fator importante € a validade global dos cortes de Gpntds autores demonstram como
os cortes gerados em um determinado n6 da arvotwatech-and-boungodem ser utilizados em
qualquer outro n6 da arvore e destacam que a utilizacdo dtes@penas localmente gera piores
resultados. Na secao 1.2.2, a validade global do corte deo@ygmara programacéao inteira mista é
demonstrada.

1.2.1 Corte de Gomory para Programacao Inteira

Os cortes de Gomory sao construidos a partir de linhas deawabksultante da resolucdo da
relaxacao linear do programa inteiro.



1.2 Cortes de Gomory 9

Seja o problema de programacao inteira apos a inclusao deeigrde folga, se necessario:

(PI) max cx
sujeitoa Az =1b
re .

SejaJ o conjunto das variaveis ndo-basicag e conjunto das varidveis basicas associadas a
solucéo 6tima do problema de programacao linear relatiedaxacao linear de PI. A i-ésima linha
do tableau 6timo é representada por

X; :C_LZ‘()—FZ(_IU(—ZL‘]'),V’L. el (11)
JjeJ
Os coeficientes de (1.1) podem ser reescritos como

C_lij: LC_L”J +flj,VZGIGVJ e J,
aio = |aio + fio, Vi € 1,

tal que0 < f;; <1e0 < fjp < 1.

Para facilitar a notacéo, o indi¢ena equacgéao (1.1), relativa a i-ésima linha do tableau, &-supr
mido. Assim temosg,;; = a; € f;; = f;.

Admita que a solucao 6tima néo € inteira. Entdo existe urhalido tableau associado a solucéo
otimazx; + Y a;x; = a, tal quea, é ndo inteiro.

Jj€J
A desigualdader; + > |a;|z; < ao € valida em PI, pois; > 0. Como o lado esquerdo da
jeJ
desigualdade anterior € inteiro, segue-se que
mi+ Y lay)z; < |ao] (1.2)
jedJ

também é valida em PI. Eliminandg através de (1.1), tem-se:

> (@ — |a;])ax; > ao — |ao]

jed

ou
> fiwi > fo (1.3)
jed

que corresponde awrte fracionariode Gomory (Gl), emqué < f; < 1e0 < fy < 1. Como
r; = (0 paratodgj € J, a desigualdade acima corta a solugao basiea dj.
Adicionando-se a variavel de folga, o corte de Gomory podessscrito como

S:—fo+2fjl‘j, s > 0.

jeJ
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Como
zi=—(—fo+ ij%‘) + ([a@o] — Z@‘J%‘)'

segue-se que a variavel de folgé inteira. Este fato fica claro também através da desiguaidag).
Como todos os coeficientes séo inteiros, assim como todasiasersz; e z;, entdo a variavel de
folga deve ser inteira.

Duas diferentes formas de representar o corte fracioné@ridamory sdo expostas nas equacoes
(1.2) e (1.3). Observe que todos os coeficientes presentés.2nséo inteiros. Erros de arredonda-
mento séo evitados quando se utiliza esta forma (Letchfamtlie 2002).

Pré-Multiplicacdo por um Inteiro

Garfinkel e Nemhauser (1972) discutem a multiplicacéo d=alido tableau por um inteirb,
antes da geracdo do corte de Gomory. Dado um critério egeafimo maximizar o lado direito, é
possivel determinar o melhor valor de

A proposicéo abaixo é citada em (Letchford e Lodi, 2002), seasresultado ndo € demonstrado.

Proposicéo 1.3.Para qualquer inteirb, o corte

> f(kay)a; > f(kao) (1.4)

jeJ

é valido para PI. S¢(ay) < 3, k positivo e1 < kf(a) < 1, entdo o corte (1.4) € no minimo t&o
forte quanto o corte fracionario de Gomory (1.3).

Demonstracdo Para demonstrar a validade, note que o corte consiste niglnatao da linha do
tableau (1.1) pok e posterior derivacao do corte de Gomory (1.3). Para demsorsssegunda parte
da proposicao, multiplicamos este corte ppobtendo

> kf(a;)z; > kf(ao), (1.5)

jeJ
e comparamos os coeficientes com o corte em questéo. Fazendok(|a; | + f(a;)), temos
f(ka;) = f(k|a;] + kf(a))

= f(kf(ay))
= kf(a;) — [kf(a;)].

Para o lado direito, temos qugf(ay) < 1, por definicdo. Portanto a equacgéo anterior, gara0
implica que

f(kao) = k f(ao).
Como|kf(a;)| > 0, entdo

f(kay) < kf(a;),¥ j € J.
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Assim, os coeficientes do lado esquerdo de (1.4) sdo menolgsas aos de (1.5), enquanto o
lado direito é igual, e, portanto, o corte (1.4) € no mininmftate quanto o corte (1.5).

Note ainda que comb € Z, ek > 1, entdok > 2. Para que o corte gerado seja o mais forte
possivel, € necessario garantir que a parte fracionariadw corte seja tal qué¢(ag) = kf(ag) >
1/2, implicando quef & tal que o procedimento possa ser reaplicadal

1.2.2 Corte de Gomory para Programacao Inteira Mista
Considere um sistema linear inteiro misto com uma Unicaicéstdado por
n p
S ={(.y) € Z} x RL: ) aza;+ ) g;9; = b} (1.6)
j=1 j=1

Sejab = |b| + fo, tal qued < fy, < lea; = |a;] + f;, talqued < f; < 1. Arestricdo pode ser
reescrita como

Z fiz; + Zgjyj fo= ZL%’J%‘ + [b]. (1.7)

Jj=1
Considere a particadj : f; < fo} U{j : f; > fo}, e subtraia)_ z; de ambos os lados da
fi>fo
equacdao (1.7). Desta forma, temos

p

Z fizj + Z (fj = Dz + Zgjyj —fo=Fk, (1.8)

fi<fo fi>fo j=1

emquek = — > |a;| + [b] — > x; éinteiro.
Jj=1 Ii>fo
Isto implica que o lado esquerdo de (1.8) também € inteiror@pto uma das condi¢des a seguir

é verdadeira,

p
S fri+ > (fi—Dai+ > gy — fo>0,0u (1.9)
fi<fo fi>fo j=1

p
S+ Y (fi—Dri+ > gy~ fo< -1 (1.10)
fi<fo fi>fo j=1

Dividindo (1.9) porf, e (1.10) por—(1 — f,), temos

Z -2 ffjl“ﬁzgjyg >1,0u (1.11)
0

f;<f fi>fo

1 _f] - 9j
_ T;+ — y; > L. (1.12)
sz:fo —fo Z 1—f0 =1/
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As expressoes acima tém a formta > 1 oua®z > 1. Isto implica que_; max(aj,a?)z; > 1,
paraz > 0. Para cada varidvel, o coeficiente em (1.11) tem o sinal omstoeficiente em (1.12), e
portanto a determinagédo do coeficiente maximo em (1.111&)&.trivial.

Portanto, o corte de Gomory (GIM) para PIM é dado por

Z J+Zl_f]%+zg” gj y; > 1 (1.13)

f]<fo fi>fo 9j <0

Observe que o corte GIM foi deduzido a partir de uma restrggiérica. Quando o corte €
derivado a partir de uma linha do tableau, as variaveis eh3) %40 nao basicas.
No caso de programacao inteira pura, o corte acima reduz-se a

> Haya Y a0, (1.14)

denominado corte forte de Gomory (GIF). Coffio— f;)/(1 — fo) < fi/fo quandof; > f,, fica
claro que, de acordo com a Definigédo 1.10, o corte GIF domirmate fracionéario (Gl). Esta mesma
observacao pode ser utilizada para reduzir GIF a Gl. O comesapode ser reescrito como um corte
mais fraco,

DETIRD DL IEST SRS

f]<f fi>fo Jjed

gue corresponde ao corte fracionario (Gl) da equacéao (1.3).
O corte GIM, dado pela desigualdade (1.13), pode ser estwitmutra forma equivalente. Para
tanto, considere a i-ésima linha do tableau 6timo da refaxtigear de um problema inteiro misto

mi=ao+ »_ a;j(—x;)+ > gi(—y;), Vi€l (1.15)
JE€N JEJ2

em queJ; é o conjunto das variaveis ndo basicas inteirdg & o conjunto das variaveis nao basicas
nao inteiras.
Multiplicando (1.13) por f; e somando o resultado a (1.15), chegamos a desigualdade

T; + Z la;| x; + Z (L% f] f0> z; + Z yj < |ao] - (1.16)

fi<fo fi>fo a; <0

A desigualdade acima fornece uma maneira alternativa devesm corte misto em termos de
variaveis basicas e nao basicas, e tem um nimero menor deieate fracionarios que a sua forma
equivalente (1.13). A presenca de coeficientes inteirda evios de arredondamento (Letchford e
Lodi, 2002). Portanto, para uma eventual implementacda fesna deve ser priorizada.

Este fato também ¢é valido para o corte GIF. Neste caso, a &ywaima, sem variaveis reais,
torna-se

T; + Z la;] z; + Z ( 1 — j{)0> z; < |ao] . (1.17)

fi<fo fi>fo
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A variavel de folga de ambos os cortes ndo é necessarianmégitai Adicionando a variavel de
folga, s, & equacdo (1.16), ela pode ser reescrita como

s = |ao] — (z: + Z ;] ;) — Z (Lajj - J%:JéO) Tj = Z 1fjf0yj.

fi<fo fi>fo a;<0

Portanto, tanto o corte GIM quanto o corte GIF geram vargageifolga reais quando inseridos
em um PL. Este é um fato que afeta diretamente a implementk;éortes para problemas apenas
com variaveis inteiras. Considere, como exemplo, um Pl emdge@&la-se inserir cortes do tipo
GIF. A insercdo destes cortes requer a definicdo de novasveaide folga, de forma a definir a
igualdade do tableau. Suponha um corte GIF é inserido ngagda linear de um PI com variaveis
{x1,...,2,} € Z,. E feita a reotimizacdo pelo método dual simplex e o prooésspetido: € inserida
novamente outra desigualdade do tipo GIF. Note que o canfimvariaveis{z, ..., z,,s} ¢ Z,
poiss € R,. Sendo assim, deve-se adotar um procedimento de remocaaridaels antes da
geracao do corte GIF, ou aplicar o corte GIM. A remocao davats consiste em expressa-la como
funcéo das variaveige, ..., z, }.

Validade global de GIM

Balas et al. (1996b) demonstram como tornar cortes de Gonmeyadgs em um determinado
no da arvore déranch-and-boundalidos para qualquer outro n6. A validade global dos cagtes
demonstrada para PIM com variaveis 0-1, e se baseia em uredimzento ddifting.

Considere a i-ésima linha do tableau étimo da relaxacéorlideayum problema inteiro misto
apenas com variaveis 0-1,

v =do+ Y aj(—x;) + > gi(—y;),Viel,
jeN1 JEJ2
em que/; é o conjunto das variaveis nao basicas binaridsé&o conjunto das variaveis nao basicas
reais.

SejamF e F1, 0s conjuntos de variaveis binarias ndo basicas fixas eemil, respectivamente,
em um determinado né da arvore. Um corte gerado neste n6 skidé gén outro né em que as
variaveis emfy U F; permanecem fixas. A proxima proposicdo demonstra como évpbssrnar
valido globalmente o corte GIM.

Proposicéo 1.4.Seja a i-ésima linha do PL em um determinado n6 da arvolwatech-and-bound
dada por

€T; = Qg + Zdj(—.iﬂj) + Zgj(—yj), Viel,
je1 JE€J2

Ty >0 VkelUJ,

.Z'kSO VkeFo,

T > 1 VkGFl,

em queF; e F} sdo as variaveis binarias nao basicas fixa9)erem1. Aplicando-se difting das
variaveis en¥7, o corte GIM (1.13) é valido globalmente.
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Demonstracdo Aplica-selifting a todas as variaveis ef. Ou seja, substituem-se todas as varia-
veisz;, emF; porl — x;, de forma a obter um novo problema em que estas variave fesigd em
0. PortantoF; = (.

Suponha, a principio, qui, = ). O corte GIM é derivado na secao anterior aplicando-se o pro-
cedimento que obtém a equacéo (1.13) a partir da (1.6). D&tnaese que o procedimento continua
valido seF; # 0.

A equacéo (1.8) permanece valida pdia # 0, pois— > |a;| + |b] — > z; permanece

Jj=1 fi>fo
inteiro, e, portanto, as desigualdades (1.9) e (1.10) woath validas. A desigualdade do corte (1.13)
é derivada obtendo-se o maximo entre os coeficientes das/emi; e y; em (1.11) e (1.12). O
resultado do procedimento é o mesmo,fge# 0. Assim, a desigualdade (1.13) é valida se um
subconjunto qualquer de variaveis binarias estiverem #xa$. Portanto, o corte é valido para
gualquer n6 da arvore dwanch-and-cut [

Exemplo 1.3. Considere o seguinte problema inteiro misto

max 311 + 629 + 13 + 4

s.a. 2@ + 319 + 13 + 24 = 4,
x; € {0,1},i=1,...,3,
xg > 0.

A solucéo 6tima da relaxagéo lineaxg= 1/2, 2, = 1, x3 = x4, = 0. Considere que a variavel
x1 € escolhida para efetuar ramificacdo. Se fixarmos 1, ou seja,f; = {1}, o novo né é dado por

max 6x9 + x3 + 24

sa.  wa+1/3wmy+1/30, = 2/3, (1.18)
0 <wy,x3 <1,
x4 > 0,

cuja solugédo otima &, = 1, 2 = 2/3, z3 = x4 = 0. O corte GIM calculado para a linha deste
tableau é

T3+ x4 > 2.

Note que este corte ndo é valido para o no raiz, pois ndoaatisfodas as soluc¢des factiveis do
problema inicial. Por exemplo, o ponta, x5, x3,24) = (0,1,0,1) é valido para o n6 raiz e é
excluido por este corte no novo no.

Para que o corte seja valido globalmente, as variaveis s&tafpent ou 1 atraves da alteracdo de
seu limitante superior e inferior, respectivamente e egteaveis devem permanecer na formulacao
em todos os nés da arvore. Portanto, a variayeleve ser mantida na formulagéo e deve ser aplicado
o procedimento défting desta variavel. Assim, se mantivermas o novo PL é dado por

max 3r1 + 629 + 3+ 24
S.a. 201+ 3x + 3+ 14 = 4,
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0<x9,w3 <1,
1 S T S 17
Ty 2 0.
Sejar; = 1 — z;1, de forma que a nova variavel esta fixa @nAssim, a nova linha do tableau é
dada por
.1 1 2
To — gxl + 523+ 524 = 7,

3 3 3

cujos coeficientes sao iguais aos da linha do tableau (laX80 ser pelo coeficiente dé. Assim,
0 novo corte GIM é

Tyt a3+ x> 2,

gue pode ser colocado em funcéo da variayelbriginado o corte valido para o no raiz e qualquer
outro no da arvore,

—$1+ZE3+$421. O

1.3 Cortes Chvatal-Gomory

Em um artigo marcante, Chvétal (1973) prop6és uma forma ddrugd® de desigualdades validas
para o conjuntoX = PNZ", emqueP = {x € R" : Az < b} é um poliedro em que os elementos de
A ebséo racionaisd é uma matrizn x n, com colunaga', a?, ..., a"}, eu € um vetor linha tal que
u € RY'. Essa forma de construgdo € denominada procedimento deaGBahory (Nemhauser e
Wolsey, 1988) e contém trés passos:

(i) A desigualdade
Z uajxj < ub
j=1

n
é valida paraP, poisu > 0e ) a’xz; <b;
j=1

(i) A desigualdade
Ztuajjxj < ub
j=1

é valida paraP, poisx > 0;

(ii) A desigualdade
Ztuajjxj < |ub]
j=1

n
é valida paraX, poisz € inteiro, e portant® _ |ua’ |z, € inteiro.
j=1
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A desigualdade

n

> lua’ |a; < [ub), (1.19)

j=1

ou |uA]x < |ub|, chamada desigualdade Chvatal-Gomory (CG), pode ser add@oao sistema
Ax < b, e 0 procedimento pode ser repetido. O teorema a seguir éodewhvatal (1973).

Teorema 1.1.Toda desigualdade valida pakapode ser obtida pela aplicacéo do procedimento de
Chvatal-Gomory por um namero finito de vezes(]

O numero de aplicacdes do procedimento CG para obter qualgagualdade valida € denomi-
nadorank (Chvatal, 1973), como explicitado na definicdo a seguir.

Defini¢do 1.11.Uma desigualdadex < m, paraX € derank k com relagéo & C R serx <

nao é equivalente ou dominada por qualquer combinacaa lilredesigualdades CG, cada desigual-
dade determinada pela aplicacdo de no mé&}mal aplicacdes do procedimento CG, mas € equiva-
lente ou dominada por uma combinacéo linear de desiguada@ecada desigualdade determinada
pela aplicacdo de no méaxintcaplicacdes do procedimento CG L]

O teorema anterior mostra que, para um poliedro raciondd, desigualdade valida pakaé de
rank finito.

A proposicéo a seguir, correspondente ao teorema 6.34 enk @@ad., 1998), mostra que 0s
elementos do vetar da desigualdade CG podem ser limitados entre os valores 0 e 1.

Proposicao 1.5.Qualquer desigualdade CG pode ser escrita comz < |ub], em que) < u; <
li=1,...,m.

Demonstracdo Como o poliedroP = {x : Az < b} é racional, pode-se assumir, sem perda de
generalidade, que os elementosAle b sdo inteiros. Sejar < ¢t uma desigualdade CG, em que
w = |uAl,t = |ub|. Sejau’ = u — |u| a parte fracionaria de. Entdo,w’ = |4’ A| = w — |u] A

é um vetor inteiro, ¢ = |a'b] = t — |u|b difere det por um valor inteiro. Portanto, a adi¢do da
desigualdade C@'x < t a desigualdade CGu| Az < |a]b (uma combinag&o linear no negativa
deAx < b) geraa desigualdade GG < ¢. Isto implica que qualquer desigualdade distinta daquelas
geradas pofuA |z < |ub],emqued < wu; < 1,i=1,...,m, éredundante. [J

1.3.1 Equivaléncia entre o Corte de Chvatal-Gomory e o Corte Fracionario de
Gomory

Cornuéjols e Li (2001) comparam diversas familias de conteggstas na literatura através do
conceito ddecho elementaassociado com todos os cortes da familia. Este conceitotfoduzido
por Chvéatal (1973), e é definido a seguir.

Definicéo 1.12.SejaX = P N (Z} x RY), e uma familiaF’ de desigualdadesr + vy geradas de
P = {(z,y) € R"": Ar+Gy < b} e validas par& . Ofecho elementaPr € um conjunto convexo
obtido pela intersecéo de todas as desigualdadés de]
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A seguir, compara-se o fecho elementag; da familia de cortes CG com o fecho elemeritar
da familia de cortes de fracionarios de Gomory.

Considere o poliedrd” = {z € R} : Az < b} e assuma, sem perda de generalidade, que o0s
elementos del e b sdo inteiros. Note que é equivalente & = {(x,s) € R : Az + s = b}.

SejaP; = {(v,s) € Z1™™ . Ar + s = b}. Para o veton, € R™, a seguinte desigualdade pode
ser obtida:

ulA ] [i} — [u[A 1] [ﬂ > ub — |ub].

Substituindos = b — Az nesta desigualdade, obtém-se o corte fracionariv|z — |u] Az <
|ub] — |u]b no espacgo das variaveis

A proposicao a seguir € devida a Cornuéjols e Li (2001).

Proposicéo 1.6.Pcg = Pr.

Demonstracdo SejaAzr < b, € Z. Pela desigualdade (1.19), qualquer corte CG tem a forma
luA|z < [b], tal que0 < w; < 1, parai = 1,...,m. Como|u| = 0, obtém-se entdo o corte
fracionario de GomoryuA |z — |u|Ax < |ub| — |u|b. Por outro lado, qualquer corte fracionério de
Gomory|uA|x— |u|Ax < |ub] — |u|b pode ser escrito comaA — |u] Az < |ub— |u]b], pois 0s
elementos del eb sdo inteiros. Esta desigualdade € um corte| @G| < [Ab], tal que) = u — |u].

0

1.4 Algoritmo branch-and-cut

Métodosbranch-and-cus&o algoritmos exatos que combinam algoritmos de planosrteeom
o métodobranch-and-boundEste Ultimo consiste na sucessiva resolucao de relaxigéases que
constituem sub-problemas do PIM inicial.

O Algoritmo 1 a seguir descreve o métdamnch-and-cutO algoritmo é aplicado sobre um PIM
de maximizagéo cuja formula¢cdd® Assim, temos = max{cx : € X}, em queX é o conjunto
de pontos factiveis dado paf = P N (Z7} x RY).

Uma listal de nés ativos mantém os nés da arvore ainda ndo processadasddo i-ésimo
nod, correspondente A?, é removido desta lista, a relaxacdo linear correspondengsolvida. Se
for infactivel, o n6 é eliminado e o0 processo reinicia-se aproximo né del. Caso contrario
pode haver ou n&do a adigdo de cortes. A inser¢do de cortdd em iteragide, geraP;. E feita
reotimizacdo do PL e o contador de iterac®ed incrementado. O processo se repete até que o
problema se torne infactivel ou opte-se por ndo inserir c@ies.

Se o0 né ndo € infactivel sdo aplicados os critérios padréelndimacao de né do métodwanch-
and-bound Sez"* < z, ou seja, o limitante superior do né atual € menor ou igual lhaonsolucdo
inteira encontrada, entdo este nd pode ser eliminado. Skigisdor inteira, o limitante inferior
global e a solugéo incumbente sédo atualizados. Se a solédgdominteira é feita ramificacao.

O procedimento de ramificagdo, btanching consiste em particionar o problema atual em dois
ou mais problemas. Em geral a particdo € feita criando-s& ridmios problemas em que séo adi-
cionadas restricdes sobre uma variavel inteira com vadmidnario. O proximo exemplo ilustra a
aplicacdo do métodoranch-and-cut
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Algoritmo 1: Algoritmo branch-and-cut

1 Inicio: SejaP uma formulacdo para o problema= max{cz : = € X}, em que
X =Pn(Z x RY). SejaL o conjunto de nés ativos na arvorelslanch-and-cutResolva o
problema inicial e insira-o erh. Faca z= —oco e a solugao incumbente = ().

2 Selecdo de N6SeL = (), entdo va pardérmino. Senao, selecione e remova oirde L. Seja
P a formulacdo relativa ao conjunf$’ deste né. Faca =1 e P! = P,

3 Relaxacdo do PL atual:Resolvaz’* = max{cz : € P**}. Se o problema for infactivel,
elimine o nd atual e va pa®elecédo de N6Senao, faca’* a solucéo atual.

4 Adicao de cortes:Se optar-se pela ndo geragao de cortes ou se nao for possivdbg, va
paraEliminac&o. Caso contrario, adicione cortes®a”, gerandaP***!. Incremente o valor de
k e volte ao passBelaxacédo do PL atual

5 Eliminacdo: Sez* < z va paraSelecdo de NdSex € X, faga z= z*, atualize solugdo
incumbenteg* = z* e va paraSelecido de N6Caso contrario, va paRamificacia

6 Ramificagdo: Crie dois ou mais novos problemas com formulacde$>. Adicione-os a lista
L e va paréSelecao de No

7 Término: Retorne a solucao incumbentee seu valor 6timo correspondente, z

Exemplo 1.4. Considere o Pl de maximizagao a ser resolvido pelo métoaloch-and-cut

max 1 + 229

s.a. 3r; +19 <11
—T1 + 229 <5
T € Zi.

A resolucao deste problema através do méta@mch-and-cuesta representada na Figura 1.6.
Adicionando-se variaveis de folga, € 7, e s, € Z,, e resolvendo a relaxacao linear correspon-
dente ao no raiz, n@, obtém-se o tableau correspondente a solugéo 6tima,

ey 04 5

— —£S1— S

7 7t 7R

S.a + ! 17

a. oo =81 — =83 = —
A
+1 . 26
Ty + =81+ 8= —
2ttt ety
(z,s) € RL.

A solugéo otima € o ponto fracionarie, z;) = (1—77, 2—76). A partir da primeira igualdade do
tableau acima é gerado o corte forte de Gomory (GIF). De acooch a desigualdade (1.14), este
corte é dado po8s; + 3s; > 12, e pode ser colocado em funcdo das variaveis originaisndera

3r1 + 2z, < 13. Adicionando esta desigualdade ao PL anterior e reotirdzaobtém-se o novo
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tableau 6timo

max 9 1 1
%2 7 9%
1 1
Ss.a. r; — ZSQ + 183 =2
Ty + 58 +—3—z
S R e D)
+3 7 3
S —89 — =83 = —
PTg™2 87 9
(z,8) € R,

em quess € Z, € avariavel de folga associada ao corte GIF.

Note que a solug&o 6tima:, z2) = (2, 1) continua fracionaria em,. Esta varidvel é escolhida
para ramificacdo, gerando os rnidée 2. Ao PL do no1 é adicionada a restricag > 4 e ao no2 é
adicionada a restricde, < 3. Como mostra a Figura 1.7, a regido factivel do problema do &6
vazia, e, portanto, este no é eliminado por infactibilidade

A solucao 6tima do n@, adicionada a variavel de folga € Z, é dada por

1 4
max 25/3 — —s3 — =54

3 3
2 7
s.a. x1+§83—§34:§
$2+$4:3
1 8 4
82+§83—§84:§
§S1—S3+s4=1

(z,s) € RY..

O corte fracionario gerado a partir da primeira equacao dieda éx, — s, < 2, e pode ser
colocada em fungéo das variaveis originais, gerando aafaget r» < 5. Como mostra a Figura
1.7, a adi¢do desta desigualdade a@ ngeguida de reotimizacao, da origem ao ponto 6timo inteiro
(2,3), e 0o n6 é eliminado por otimalidade.

1.5 Medidas de Qualidade de Cortes

Em um algoritmo de plano de cortes, o numero de cortes digpisnpara inser¢cdo pode ser
excessivo. A insercédo de novos cortes em um no leva a um terafo de solugcédo da relaxacao
linear correspondente. Se estes cortes ndo sdo bem sabbusom tempo total de resolucdo do no
pode exceder o beneficio gerado pela insercéo do corte.

Este fato cria a necessidade de definir critérios de class#ficdos cortes que estao disponiveis
para insercao, de forma a dar prioridade para os cortes oré&sf A literatura de cortes cita duas
medidas bastante utilizadas. Ambas as medidas s&o usadastaxto do algoritmo dberanch-and-
cutpor Balas et al. (1996a,b) e procuram quantificar a nocéo dermticlade de um corte.
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N6 0
x* = (1717, 26/7), z*= 69/7
Corte GIF adicionado,
x*=(2,712), z*=9

X2 >= 4/ XS

N6 2
N6 1 x* = (7/3, 3), z*= 25/3
Infactivel Corte Gl adicionado,
x*=(2,3), z*= 8

Figura 1.6: Arvore gerada pela aplicacdo do méta@mch-and-cutio exemplo 1.4

~

~N

Figura 1.7: Aplicacéo dbranch-and-cutao exemplo 1.4

A primeira delas é aiolacaodo corte em relacédo a solucdo do n6. Dado um corte< o, €
um pontoz*, a violagcdo deste corte em relacdo a este ponto é dadarpor «y. Se a violacao for
positiva, o corte elimina o pontd'.

A normalizacdo desta medida foi proposta em (Balas et alGd)989e duas maneiras diferentes.
Para cortes com lado direito diferente de zero, esta narag@lo pode ser relativa ao lado direito do
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corte, ou seja, todos os coeficientes séo divididosypoO outro tipo de normalizacéo é relativo aos
coeficientes do lado esquerdo e consiste em dividir a dddeyledo corte pela soma dos coeficientes
do lado esquerdo (em modulo) gerando um corte em que a somaefisentes em modulo é igual
al.

Definicdo 1.13.Dado um cortenz < «, a correspondente@olacdo normalizadaem relacdo ao
pontox* sera dada por

Do — g

viol(z*, o, o) = , (1.20)
i levil

e um corteviola a solugédac* se violz*, a, ap) > 0. O

A segunda medida é a distancia euclidiana entre a solugéa ¢t n6 atual e o plano de corte.
Andreello et al. (2007) propdem novamente o uso da dist&ugkdiana como medida de eficiéncia
dos cortes.

Definicdo 1.14.Dado um cortexx < «p, € um pontar*, a distancia euclidianantre o plano de
corte dado porx = «p € 0 pontar* é dada por

dist(z*, a, ag) = , (1.21)

em quel|«|| € a norma euclidiana do vetar  [J

Como ja era apontado em (Balas et al., 1996a), a presenca dement@s nulas na solucao
pode distorcer esta medida. Suponha, como exemplo, umamoriérés componentes; x; + asxo +
azrs < ap, em quey; > 0 e solugdo 6tima; > 0, 25 > 0 ex} = 0. A distancia euclidiana segundo
a equacéo (1.21) € dada por

|1 x} + asxs — o
Vai+ a3+ ol

Se considerarmos agora 0 mesmo corte, mas @pre= 0, temosaix; + asrs < ap, que €
claramente dominado pelo corte anterior. Entretanto, kmileamos sua distancia euclidiana em
relacdo a mesma solucéo, temos

* *
lanz + aexy — ap
1
Vai+ a3

gue denota que este novo corte seria mais profundo que oasdggor. Esta € uma caracteristica
de distorcao inerente a esta medida de qualidade. Ao mesnmmie® uma medida que pode ser
usada como guia na comparacéo de cortes. Desta forma, defaneficiéncia de um corte como a
distancia euclidiana, sem que seja tomado o médulo. Assima,aficiéncia negativa indica que nao
ha violacdo da desigualdade em relagcédo a solucdo atual espodefinida uma eficiéncia minima
para que o corte seja utilizado.
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Definicdo 1.15.Dado um cortexr < «q, € um pontor*, aeficiénciacom que o plano de corte dado
por ax = aq elimina o pontar* é dada por

efic(z*, a, ap) = (1.22)

em quel|«|| € a norma euclidiana do vetor [

Outro aspecto importante em algoritmos de planos de cortgefiricdo de uma medida de se-
melhanca entre cortes. Em (Balas et al., 1996a), os autap8gm o descarte de cortes duplicados
gerados no mesnmround (umroundde cortes é obtido gerando-se um corte para cada linha databl
com lado direito fracionario) através da medida do cosserémdulo entre os vetores normais a dois
planos de corte. Se chamarmoséde angulo entre estes dois vetores, eles serdo paralelodauan
6 =0, e, portantogcos(f) = 1. No trabalho citado, um corte é adicionado ao Pk@gd) < 0.999
entre 0 novo corte e todos aqueles ja adicionados.

Definicdo 1.16.0 paralelismo entre dois cortesy < o e Sz < [y, € a medida do cosseno do
angulo entre os dois vetores normais a cada plano e é dado por

g
Pt 5) = Talal (1.23)

de forma que dois vetores paralelos témpaf) =1. O

Esta medida de paralelismo entre dois cortes também faiada em (Andreello et al., 2007).
Neste trabalho os autores propdem a definicdo de um parameirg, < [0,1), que é o0 maximo
valor paracos(6). Um corteax < o € descartado quando tem uma eficiéncia menor que outro corte

px < By, tal que pafa, B) > maxq,.



Capitulo 2

Descricao dos Cortes Implementados

Neste capitulo sdo apresentados os trés planos de corterpgramacao inteira implementados
neste trabalho: Cortes Fracionarios Fortes propostos poinfioed e Lodi (2002), K-cortes, propostos
por Cornuéjols et al. (2003) e cortes Chvatal-Gomory-Nivedppstos por Glover e Sherali (2005).
Para cada corte € apresentada a sua derivacao, analisédepas e resultados obtidos pelos seus
autores.

2.1 Cortes Genéricos em Programacao Inteira

Desigualdades validas podem ser divididas entre aquetsndavidas para problemas especi-
ficos e que utilizam, portanto, informacdes a respeito daitesa destes problemas, e aquelas que
sd80 genéricas, ou seja, sdo derivadas por técnicas amglticaveis a quaisquer problemas de
programacao inteira ou programagcao inteira mista.

O uso de desigualdades validas genéricas para resolucdolierpas de programacao inteira
teve inicio com os cortes fracionarios de Gomory (1958)nhdoantroduziu o método de formas
inteiras The Method of Integer Forms

Chvatal (1973) introduziu os cortes posteriormente denadus Chvatal-Gomory, por serem
equivalentes aos cortes fracionarios. Os cortes dispstoaram introduzidos por Balas (1979). Nem-
hauser e Wolsey (1990) propuseram o canteed integer roundingMIR) que é motivado pelo corte
de Gomory para programacéo inteira mista. Os cdiftesnd-projectpara problemas inteiros mistos
0-1 foram propostos por Balas et al. (1993).

Padberg e Rinaldi (1991) introduziram o métdntanch-and-cutpara resolugdo do problema do
caixeiro viajante. Balas et al. (1996b) demonstraram a adédylobal dos cortes de Gomory para
problemas inteiros mistos 0-1 e obtiveram resultadosfairsos com a adicdo de mais de um corte
aos nos da arvore dwanch-and-cut

Letchford e Lodi (2002) apresentam uma nova classe de coet@smdos dos cortes fraciona-
rios de Gomory e do corte de Chvatal-Gomory, denominados Eoatgonario Forte (CFF) e corte
Chvétal-Gomory Forte (CGF) que dominam os cortes originaisleAvacdo destes cortes é apre-
sentada na Sec¢éao 2.2, juntamente com resultados commaiscattidos pelos autores, exemplo de
aplicacao e algoritmo usado para testes.

Os K-cortes foram propostos por Cornugjols et al. (2003) sistem em uma variacao do corte

23
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de Gomory para programacao inteira mista aplicado a pr@seata programacao inteira. As linhas
do tableau s&o multiplicadas por um inteir@ntes da geracdo do corte. A Secéo 2.3 apresenta o
procedimento de derivacao deste corte, resultados conpuigas obtidos pelos autores, exemplo de
aplicacgéo e algoritmo para determinagéo do parantetro

Glover e Sherali (2005) propuseram uma nova classe de aetesmdos do corte de Chvatal-
Gomory, denominada CG-NiveCG-Tier). O corte consiste na determinacédo de dois parametros.
O nivel do cortep, denota o niumero de vezes que o0 procedimento basico degderida corte é
aplicado, enquanto que o parametré usado na divisdo dos coeficientes da equacao original. A
derivacao deste corte, andalise de parametros e exempimsresSecao 2.4.

2.2 Corte Chvatal-Gomory Forte e Corte Fracionario Forte
SejaX = PN Z", emqueP = {z € R" : Ax = b}. Como visto na Secao 1.3, o corte de

Chvatal-Gomory é calculado sobre a combinacao linear dee;6qa de”. SejaN = {1,...,n} ea
equacao resultante desta combinacao dada por

Zaixi = ap. (2.1)

€N

A desigualdade de Chvatal-Gomory é dada por (1.19) e podeeastrita como

€N
Para o teorema a seguir define-se a notag&e |a;| + f;.
Teorema 2.1.Considere a igualdade (2.1) em gfse> 0, e sejak > 1 o Unico inteiro tal que
1/(k+1) < fo <1/k. (2.3)

SejaN particionado ent + 1 conjuntos da seguinte forma:

Ngz{ieN:fi§f0},e,parqv:1,...,k,

sz{ieN:fﬁ(p_l)lil_fO)<fi§f0+p—(1;f°)}.

O corte Chvatal-Gomory Forte (CGF) é definido como a desigdalda

S (k4 1) [ai] @i+ > ((k+1) [ai] +p)a; < (k+1) |ao] (2.4)

i€Np p=1ieN,

e domina o corte classico de Chvatal-Gomory (2.2).
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Demonstracdo Multiplicando (2.1) pork, o corte de Chvéatal-Gomory resulta
> lkai) x; < | kao) .
ieN
Dado quelka; | = k |a;] + | kfi], podemos reescrever a inequagao anterior como
> (klai] + [kfi]) wi < klao] + [kfo] - (2.5)
1EN
Por definicdok fy < 1, e entdo| k fy| = 0. Define-se o inteire tal que

p<kfi<(p+1), (2.6)

e portanto,| kf;| = p. Como0 < f; < 1, entdo0 < p < k — 1 e, assim, a inequacéo (2.5) pode ser
reescrita como

k—1
Z Z (k|lai] +p)z; < klag) . (2.7)

p=0ieN:p/k<fi<(p+1)/k

Sejae > 0 um namero real pequeno e tal que
1—62f0/f2‘, \V/lEN\NO

Para obter o corte € feita a combinacéao linear da equacgae(8dldesigualdade (2.7) utilizando
dois multiplicadores positivos, de forma a garantir a \&diel da desigualdade originada. Skja=
(1—¢€)/fo- Note queM; > 0, poisl —e > 0 e f, > 0. O segundo multiplicadoi(/, é definido como

1 1 —e€ 1 1
My=1+—-(1-— >14+—=11—-——=.
? k( fo )— k( fo)

Mas, pela expressao (2.3),k > fo, €, portantoM, > 1+ f, (1 —1/fy) > fo.
Para facilitar a notacdo, define-se o conjufifo= {i € N : p/k < f; < (p+ 1)/k}. Multipli-
cando (2.1) pot/,, e (2.7) porM,, obtemos

Yoa(l=e)/f)zi=ao((1—¢)/fo), e

€N

k—1

SN e+ 1) o) +p+p/k— (1= €) [fo) (k La] +p)]

p=0 €Sy

< (k+1) [ao] = (1 =€) /fo) lao] -

Somando as duas expressoes, temos

(1—e)(fi—p/k)
Jo

> | 1)L 4

p=0 i€S)

< (k+1)]ao] + (1 —¢).

e
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A partir de (2.6),f; > p/k, e, por definicdof, < 1/k. Entdo,p > 1 implica f; > f,. O conjunto
Sp € dividido em doisi € Sy tal quef; < foei € Sy tal quef; > f,. Assim, o lado esquerdo da
expressédo anterior pode ser reescrito como

3 [(Hl)tau sa-g L),
1€50:fi< fo
k—1
> > [%+&nwj+p+mfwwﬁ%?f+§ z; 2.8)

p=01€Sp:fi>fo

O corte CGF é obtido aplicando o piso a todos os coeficientessiguhldade acima. Na primeira
somatoriaf;/ fo < 1 implica que[(1 —¢€)f;/fo] = 0. Assim o conjuntaV, da desigualdade final do
corte (2.4) esta determinado.

Na segunda somatoria observe que, cgims fj,

fi—p/k p p/k  p

o<l 4

Comop/k > 0 e a partir da defini¢éo d&, temos quey/k < 1,

—p/k
fizp/k by

Jo k

Note ainda que a imposicao

fi—p/k
Jo

implica que

+%>1 (2.9)

Ji> fo+ M»
e portanto, o piso de (2.9) € 1. Este é o limitante inferior alguntoN,,.

O conjuntoN,,; tem limitante inferiorf; > f, 4+ (p + 1)(1 — fo)/k. Portanto, o conjuntdv, é
definido por todof; tal que fo + p(1 — fo)/k < f; < fo+ (p +1)(1 — fy)/k. Para determinar a
expressao final do corte (2.4), toma-se o piso dos coefisielet€2.8) e substitui-seporp — 1, de
forma que as expressdes anteriores podem ser reescritaggerada somatoria de (2.8) é limitada
entrep=1ep = k.

Para demonstrar a relacdo de dominancia utiliza-se a Dadirdicl0. Dividindo a desigualdade
(2.4) pork + 1, o lado direito torna-se igual ao de (2.2), enquanto queado esquerdo os coefi-
cientes sdo maiores ou iguais aos de (2.2) e sempre existeefioiente estritamente maior para a
mesma variavel, pois > 1. [

O corte do Teorema 2.1 pode ser derivado a partir de uma liohaldeau (1.1), gerando uma
versao mais forte do corte fracionario de Gomory (1.3).
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Teorema 2.2.Considere da i-ésima linha do tableau representada pelga@m(fal), em qug, > 0
e sejak > 1 o Unico inteiro tal que

1/(k+1) < fo<1/E. (2.10)
Sejad particionado ent + 1 conjuntos da seguinte forma:

Joz{jeJ:fjgfo},e,parapzl,...,k,

(p— 1)1 = fo) < p(1 = fo)
k

fj§f0+T}-

Jp:{jeJ:fo+

O corte Corte Fracionario Forte (CFF) é definido como a degigdal

S+ Y Y (fi—p/k+1) x> fo, (2.11)

j€Jo p=1 jeJp
e domina o corte fracionario (1.3).

Demonstracdo A partir da i-ésima linha do tableau,

T; + Z&jxj = Qg, (212)

jed

o corte (2.4) é obtido. Note que a variavel basicg,tem coeficiente unitario, ou sejd, = 0.
Portanto,f; < fo, e entdo; € Ny. As demais variaveis com coeficientes ndo nulos sao nacalsasic
Portanto,Ny = {i} U {.Jy} e N, = J,. Assim, a desigualdade do corte CGF (2.4) pode ser reescrita
como

(+Dag+ Y (k+1) ag] o+ > ((k+1) ;] +p)x; < (k+1) |do) . (2.13)

jedo p=1 jeJ,

A expressédo do corte CFF € obtida dividindo-se a expressamagmork + 1 e subtraindo do
resultado a equacéao do tableau (2.12).

Este corte domina o corte fracionario. O lado direito de)(&.gual ao de (2.11), e, conio> 1,
entdop > 1, e portanto existe um coeficiente para uma variayejue € estritamente menor em
(2.11) queem (1.3). O

2.2.1 Testes Computacionais

O corte CFF foi testado por Letchford e Lodi (2002) utilizaradexpresséo (2.13). Esta forma
foi escolhida porque gera menos erros de arredondamenta su@ forma final (2.11), pois possui
coeficientes inteiros.

O procedimento de geracao dos cortes proposto pelos apimiesser dividido em dois passos.
No primeiro passo, se a linha do tableau correspondente avamndael basica fracionaria tem lado
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direito < 1/2, ela € multiplicada por-1, de forma que a parte fracionaria do lado direito torne-se
> 1/2. No segundo passo, o corte (2.13) é calculado keml.

Cortes resultantes deste procedimento sdo comparados coartes fracionarios de Gomory
(1.2) e com os cortes fracionarios pré-multiplicados par como descrito anteriormente. Note
gue a pré-multiplicacdo por1 ndo gera necessariamente um corte mais forte, ou seja, aste é
procedimento heuristico.

Os testes sao feitos com um conjunto de 50 instancias dogmaldla mochila multidimensional
gerados pelos proprios autores. O ndmero de variaweig, tal quen € {5,10,15,20,25}, e 0
numero de mochilas& € {5, 10}.

Os autores utilizam o CPLEX 7.0 para testar os planos de iiteaplicados 1, 10 e 25 rounds de
cortes ao no raiz do métodwanch-and-boundOs resultados mostram que os cortes CFF e os cortes
de Gomory pré-multiplicados perl sdo mais eficientes no fechamento do gap de integralidade.

E reportado o nimero de nds necessarios para encontracasalima quando esta n&o é obtida
através da aplicacdo dos rounds ao né raiz. Em geral, a ggtictos cortes CFF resulta em um
menor numero de nos e o numero de instancias resolvidas @iztambém é maior.

Em um ultimo experimento, é testado o algoritmo propostgimaimente por Gomory, em que €
inserido apenas um plano de corte antes da reotimizacade&osemda a linha do tableau que tem
o0 menor valor absoluto do lado direito para evitar erros migng. O uso dos cortes CFF possibilita
um maior fechamento do gap de integralidade.

Entretanto, ndo ha relacdo de dominancia entre um corte GaBaa partir da pré-multiplicacéo
da linha do tableau por1 e o corte CFF gerado diretamente. Portanto, propde-se zagé do
parametroCFF-Kmax Este parametro determina o maximo valorkdeonsiderado na geracéo de
cortes CFF. Se o valor deobtido pela aplicacao das desigualdades (2.10) for ma®ECg-Kmax
entdo a linha do tableau é multiplicada por -1 antes da @dlacdo corte fazendo com gie= 1.

Algoritmo 2: ALG-CFF
Dados z; = a9 + ), a;(—z;) € CFF-Kmax
Resultada Corte CFF (2.13)
inicio
fagak = [1/f,] — 1
sek > CFF-Kmaxentdo
Multiplicar a linha do tableau por1.
L k =1, por construgao.

ga A W N B

Calcular o corte CFF segundo expressao (2.13).

()]

7 fim

Considere a linha do tableau cujo lado direito sgja O parametrdCFF-Kmaxé limitado em
funcdo dos valores minimo e maximo que deveftepara que o lado direito seja considerado fra-
cionario. Se denominarmos este valoifide_rhs temosfrac_rhs< f, < 1 —frac_rhs entdo, como

k=11/fo] -1,
1 <k <[1/frac_rhs — 1.

Por exemplo, séac_rhs = 0,1, entdol < k£ < 9. Sefrac_rhs=0,05,1 < k£ < 19.
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2.2.2 Exemplo

Exemplo 2.1. Considere o problema inteit§ = P N Z2 em queP = {z € R? : 6z + 4ay <
9}. Para obter a desigualdade de Chvéatal-Gomory (1.19), ticdtipe a inequacgédo par = 4/7
originando

3 2 1
3?131 + 2;1’2 S 5?
A desigualdade CG é dada pelo piso dos coeficientes da inegaatgior,3z; + 2z, < 5. Para o
corte CGF (2.4),

k=[1/fs] -1=6.
Portantop = 1,...,6,e Ny = {i € N : f; € [0,; hNi={ieN:fie (32]} Ny =
{ieN:fiel(Z %]} . Ng ={ie N:f e (£1]} Osconjuntos néo vazios séo, portanto,

Ny ={2}eNy,={1}. A partlr destes conjuntos calcula -se o corte CGF

Considere agora;, = 2/7. A nova inequacao é dada por

) 1 4

Note que a parte fracionaria do lado direito desta expreé&ﬁd/2 e isto implica emt = 1.
Assim, tem-se apenas os dois conjumis= {i € N : f; € [0,2]}eN; ={ie N: f; € (3,1]}.
Portanto, o corte CGF&r; + 2z, < 4. AFigura 2.1 mostra as deS|guaIdadesR?o Note que, neste
exemplo, a desigualdade CGF gerada paral domina as demais. [

2.3 K-cortes

Um k-corte corresponde a multiplicacdo de uma linha do &ab{&.1) por um parametrioposi-
tivo antes da geracdo do corte de Gomory GIM (1.13) para @nods de programacao inteira mista
ou dos cortes de Gomory Gl (1.3) e GIF (1.14) para programagéma. Garfinkel e Nemhauser
(1972) apresentam k-cortes associados a Gl enkcuede assumir valores inteiros e nao inteiros,
e discutem como determinar o melhor valoridde modo a maximizar o lado direito do corte, e,
portanto, torna-lo mais forte. Cornuéjols et al. (2003) isaah k-cortes associados a GIF, em guée
inteiro e apresentam resultados probabilisticos de domiad@lestes cortes em relacdo ao corte GIF.
A proposicao a seguir € devida a Cornuéjols et al. (2003).

Proposicao 2.1.0 k-corte, dado pelo corte GIF aplicado a linha do tabledl) ¢hultiplicada por um
k € valido para PI e dado por

Z fj 2+ Z _fa 1 (2.14)

fJ<f0 f_}>f

emquefj :dj— LEL]J,V]E J,f():ao— L&OJ >O,&j:k6_lj,VJ€ J, eay = kayg.
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X, [T~ <
S 6x +4x,<9
S — — CG parah = 4/7: 3% + 2X,< 5
Zh N CGF, k = 6: 23x+ 15% < 35
N - - -CGF, k=1:3g+2x,<4
1.5 oL
\\ . \\‘
1,, \\\ \\\
0.5* \\\ \v\
0 I I I I I I o I I I

Figura 2.1: Comparacao entre desigualdades CGF e CG.

Demonstracdo Multiplicando-se ambos os lados da linha do tableaukpet 0, temoskz; =

o + ) ey Gj(—x;). Substituindo-séz; porz}, temose; = ao + >, ; ;(—z;), que tem a mesma
forma da linha do tableau original. Portanto, o processcedieatao do corte GIF pode ser aplicado,
gerando o corte (2.14). [

Exemplo 2.2. Considere o0 seguinte problema binario de maximizacao,

max T+ Xo

s.a. 10z + 225 < 11,
2x1 4+ 10z < 11,
z; € {0,1},i=1,2.

Adicionando-se as variaveis de folga inteitgasz,, este problema pode ser reescrito como

max x; +

s.a. 10xy + 2z + 23 = 11,
2x1 + 102y + 24 = 11,
x; € {0,1},i = 1,2,
x; € Zo,1=3,4.
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O tableau 6timo correspondente a relaxacéo linear dedbéepna é dado por

max x; + xo

sa. 1+ L, U
R T VTR DL
L0 11

To— —T3+ —xy = —

2T R TR T 1y

2 € Ry, i=1,2,3,4.

Os cortes GIF calculados a partir destas linhas, se colscamcfuncdo das variaveis originais,
séo dados por

T72x1 + 12029 < 132,
1202y 4+ 7229 < 132.

Os k-cortes parad = 9 séo obtidos a partir da multiplicacéo das linhas do tablea® seguida
do célculo do corte GIF. Aplicando este procedimento e nevaensubstituindo as variaveis de folga
pelas variaveis originais, temos os dois cortes

T+ 2w9 < 2,
2.731 + 29 S 2.

A Figura 2.2 mostra os cortes iitf. O primeiro corte GIF intercepta a fronteira da regido fasdti
nos pontog1,1/2) e (1/6,1), enquanto que o k-corte correspondente interceptéleti2) e (0, 1).
Portanto, o k-corte consegue restringir a regiao factigé¢bdma mais eficiente. O mesmo pode ser
observado para a segunda linha do tableau, pois o corte @lfeepta a fronteira da regido factivel
nos pontog1,1/6) e(1/2, 1), enquanto que a intersecgéo do k-corte com a regiao faotivele nos
pontos(1,0) e(1/2,1). O

No exemplo anterior € ilustrada a relacéo entre os cortee@B-k-cortes. Para comparar estes
dois cortes e também o corte fracionario Gl, considere qatggar um destes trés cortes € descrito
genericamente pela desigualdage > ~,, em quey, > 0. Cornuéjols et al. (2003) definem a
comparacao entre cada coeficiente do corte como a seguir.

Definicdo 2.1. Sejamyx > ~, e mx > mp, dois cortes validos para Pl ou PIM, ontler € R",
Y > 0emy, > 0. O corteyzr > ~, €téo forte quanta corterx > 7, em relagdo a variavel;, se
v;/Y0 = m;/mo. ESte corte énais forteemz; sev; /v, < m;/m. O corteyr > ~, é estritamente mais
forteemz; que o corterx > ), sev, /v < 7;/m. O

A Figura 2.3 ilustra a relagag /v, em fungéo def; para os trés cortes mencionados, gara s
e fo = 0, 15. Através desta figura é possivel observar os intervalos erh@dominancia de um corte
em relacéo ao outro, para a variavel Tais relagcdes estéo resumidas no Teorema 2.3.

Teorema 2.3.Seja a linha do tableau dada por
€T; = C_L() + Z(_lj(—l'j), (215)
JjeJ

em quey = |ao| + foea; = |a;] + f;, el < fo < 1/2. Entéo,
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\ lel+2xzs 11

GIF

- - - k-cortes

2x1 + 10)& <11

Figura 2.2: Comparacéao entre k-cortes e GIF no exemplo 2.2

(i) Quandol < k < |1/fy], 0 k-corte gerado a partir desta linha € mais forte que o é@tena-
rio correspondente.

(i) Admita que f; é uniformemente distribuido no interval@ 1). Quando2 < k < [1/fy], @
probabilidade de que o k-corte gerado a partir desta linfsaestritamente mais forte que o
corte GIF correspondente em relagéo a variayet (1 — f;)/2, que é igual a probabilidade
de que o corte GIF gerado a partir desta linha seja estritenneais forte que o k-corte para a
variavelz;. O

Note que no caso de (ii), o teorema implica que a probab#ididque ndo se possa determinar
qual dos dois cortes é mais fortef@ O teorema a seguir compara o conjuntdcesortes(2 < k <

| +-]) com o corte GIF.

Teorema 2.4. Admita que 5 < fo < 4 para algum inteirdX’ > 2 e quef; é uniformemente
distribuido em[0,1). A probabilidade que algurh-corte, (2 < k£ < K), gerado de alguma linha
seja estritamente mais forte e do que o GIF gerado a partir da mesma lin *I}S‘ﬂ)), ea
probabilidade de que o GIF gerado de alguma linha sejaseatiite mais forte em; do que todos
osk-cortes(2 < k < K) gerados da mesma linha¢. [

Note que, pelo teorema anterior, para qualquer valof,de 1/2, a probabilidade de gerar um
k-corte mais forte que um corte GIF € sempre maior que a piiakede de gerar um corte GIF mais
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Figura 2.3:y,/7, em funcéo deg; para Gl, GIF e 5-corte

forte. Os teoremas 2.3 e 2.4 foram enunciados em (Cornuéjalls 2003) e estendidos parecortes
em quek > 1/ fo.

2.3.1 Testes Computacionais

Em (Cornuéjols et al., 2003), testes computacionais sacamados nos problemas da mochila
com variaveis 0-1 e da mochila com variaveis inteiras lidataom uma restricdo ou multiplas restri-
¢Oes. Quatorze instancias de cada problema séo geradasiomenonde variaveis na faixa de 10 a
10.000. O critério de avaliacdo da qualidade dos cortesagadrdo gap de integralidade (diferenca
entre o valor do problema de programacao inteira e o valoeldaacao linear) que é fechado ao se
apertar a formulagéo com a inclusdo de cortes.

No caso de uma restricdo séo aplicados o corte GIF e os kscoalequel < k£ < 5, sem
dominancia por qualquer tipo de corte. A seguir, compara-G# com a adicao de todos os cortes
coml < k < 10 e todos os cortes coin< k£ < 50. Os resultados mostram que a adicdo de varios
k-cortes fecha uma fragdo muito maior do gap em relacéo a oo krcorte.

No caso de multiplas restricdes foram geradas oito indé@ram 500 variaveis e com numero de
restricbes igual a5, 10, 50, e 100. Compara-se o GIF com acadicidos os cortes coh< k£ < 10
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e todos os cortes com < k£ < 50. Os resultados s&o, na palavra dos autores, desapontadsres
gaps fechados diminuem com o aumento das restri¢cdes e maeltaoadicdo de grupos de k-corte é
marginal em relagédo ao GIF. Os autores ressaltam que aad#lide k-cortes deve ser verificada ao
se resolver um problema até a solugcéo otima, por exemplopeminacdo com o métodwranch-
and-bound

Para testar os k-cortes neste trabalho utiliza-se o atgorRLG-K, a seguir. Neste algoritmo
séo utilizados valores detais quek < |1/f,]. De acordo com o Teorema 2.3, para estes valores
de k, o k-corte é mais forte que o corte fracionario (Gl). Peloréema 2.4 a probabilidade de que
0 k-corte seja mais forte que o corte GIF emé maior do que o contrario, quando séo levados em
consideracao todos os valoresdec £ < K. Portanto, o intervalo de valores possiveis pa&
amostrado segundo o parametro MAXCL, que determina o maxienk-abrtes calculados para a
mesma linha do tableau. Dentre os cortes calculados pararaarimha com diferentes valores kle
apenas um € selecionado para insercao no tableau.

Algoritmo 3: ALG-K
Dados z; = ag + ). ; a;(—x;) € MAXCL
Resultada k-corte, desigualdade (2.14)
1 inicio
2 | fagakmas = [1/fo]
3 facak =1
4 | Ak =max{l,|kne/MAXCL |}
5 enquantok < k,,., faca
6
7
8
9

Multiplicar a linha do tableau pot.
Calcular o k-corte segundo (2.14).
Armazenar em LK.

k=k+ Ak.

10 Retornar o melhor corte em LK segundo critério de violacdoadizada ou eficiéncia.
11 fim

2.4 Cortes Chvatal-Gomory-Nivel

Os cortes CG-Nivel@G-Tier, na lingua inglesa) séo obtidos pela aplicacdo conseadipaoce-
dimento de derivacao do corte Chvatal-Gomory para um prablgrprogramacao inteira. Suponha
x € 7', obedecendo a seguinte restricéo associada a fonte do corte

n

Z a;r; = agp. (216)
=1
Para obter o corte de Chvatal-Gomory, a equagéo fonte do&ditédida por\ # 0 para obter

n

Z(a,/)\) Tr; = CLO/)\.

i=1
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Em seguida, toma-se o piso dos coeficientes do lado esquegdwaado

n

Z Lai/A] 2 < ag/ A

=1
Como tem-se apenas variaveis inteiras, podemos escrever:
n
> lai/A] @i < lag/A] .

=1

Como os coeficientes e variaveis da desigualdade anterianteftos, entdo a diferenca entre os
lados direito e esquerdo da equacao também € inteira, dadas@cvariavel de folga € Z, . Desta
forma,

z—l—ZLai/)\j z; = lag/\] . (2.17)
Sejad = — ), e, como| —a| = — [a], a equagdo acima torna-se
2= fas/d] wi = = [ao/d] (2.18)

Dividindo-se a equagéo (2.16) ppk£ 0, obtém-se a igualdade

n

> (ai/q) x; = ao/q,

i=1

gue somada a equacao (2.18) resulta em

Z [a;/d] %‘FZ —[ap/d] + ao/q, oU

=1

Z+Z a;/q— [a;/d]) x; = ap/q — [ao/d] . (2.19)

Os coeficienteg e d na equacgéao (2.19) podem ser combinados de forma a dar origenes
classicos de programacéao inteira. Com oo ed < 0, sdo obtidos os cortes associados ao método
apenas com inteiros de Gomory e copflg = 1/d € Z obtém-se os cortes fracionarios associados ao
método de formas inteiras de Gomory.

Parag = 1, obtém-se a equacao do corte CG-Nivel de nivddda por

z+ Z — [a;/d]) z; = ag — [ap/d] . (2.20)

O corte CG-Nivel consiste em aplicar o procedimento que parégjuacao (2.16) e leva a equacao
(2.20)p vezes, dando origem a um corte de niveRA cada nivel, o parametibé decrementado em
uma unidade. A proxima proposi¢ao formaliza esta definiedestabelece a forma geral a que este
corte obedece.
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Proposicao 2.2.0 corte CG-Nivel de nivel € Z ., é definido pard > p > 1 e tem a forma
z+ Z alx; = ab), (2.21)
=1

se observadas as seguintes definigdes recursivasipara

al = a;, (2.22)
d"=d—kvVke{01,..,p—1} e (2.23)
k k-1 al™!

a; =a; = — [dz_l—‘ ,VEe{l,..p}. (2.24)

Demonstracdo As expressdes (2.22) e (2.24) decorrem do desenvolvinagittado a equacao
(2.16) que leva a equacao (2.20). Ja a equacdao (2.23) deteondiecremento déem uma unidade
a cada nivel. Para o corte de nivell1,= d. Para o corte de nivel &' =d— (p—1) =d—p+ 1.
Por definicéo,

d>p>1. (2.25)

Desta formagP~! > 1. Assim, temos qué*~!, que aparece como divisor d&na equagéo (2.24), é

o resultado de sucessivos decrementos do paramedeoforma quel*! > 1,V k € {1,...,p}.
Demonstra-se, por inducao, que o corte CG-Nivel tem a fordiadada pela equacao (2.21) para

1 < k < p. Parak = 1, basta observar a equacéo (2.20). Suponha que a expregséaliska para

k = n. Entao,

n
z+ E a;r; = ag.
=1

Para obter o corte de nivel+ 1, o procedimento que leva da equagéo (2.16) a equacéo (2.20)
deve ser reaplicado, tomando como equacéo original a de demiveln, e decrementanda Isto €
equivalente a aplicacéo das expressoes (2.23) e (2.24).

Sejad’, o coeficiente der no corte de niveh (e, = 1) e 2’ a variavel de folga que surge na
derivacdo do corte Chvatal-Gomory. O corte do nivel 1 é

n+1
/ !
z +a,z+ g alMr; = aftt,

=1
tal que
;™ =ai — [a} /d"].

Em especial, para a variavglo novo coeficiente serd = 1 — [1/d"]. Além dissod" = d — n.
Desta forma, a equacéo do novo corte torna-se

[l B o e i)
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Por definicdo, tema$ > p > 1. Comop > n+1,d > n+ 1. Portantoa; =0,jaqued —n > 1,
e[1/(d—n)|] = 1. Ou seja, o coeficiente da variavel de folga adicionada nel nie zero no nivel
n + 1, desde qué > p. Permanece, entdo, apenas a variavel de folgarrespondente ao corte de
niveln + 1. A nova equacéao do corte €

n+1 n n
/ n_ | _% —gn— | 2o
z+;(ai [d—n-‘)xl Qg [d—n-"

Fazenda: = 2, 0 corte pode ser reescrito como

n+1

z+ Z(a? — [a?/d")) z; = af — [aj/d"], ou

n+1
z+ E atly, =al™. O
i=1

Para facilitar o desenvolvimento a seguir, o indiee suprimido das equacgfes (2.22) e (2.24).
Considere ainda qué’ = a, um dos coeficientes da equacéo fonte do corte. A proposiséguar
expressa o calculo de.

Proposi¢éo 2.3.Sejar = [d — (3], em queld = [a/d| d — a. Entao,
» - Ja—pla/dl, sel<p<r,
a—pla/dl+(p—r), sep>r+1.

Demonstracao:A demonstracdo desta proposicéo esta na secao A.1 do Apéhdic]

A proposicéo a seguir mostra o comportamento dos coefisieleteorte em funcéo de> p.

Proposicao 2.4.Sejap € Z, fixo e tal qued > p > 1. Entdo, para qualquer coeficientge o
coeficiente correspondenté, em (2.21), € funcéo dée varia como mostrado a seguir.

(i) Sea > 0, entdo

(2.26)

ool <a <107 P sep < [a],
~ T la-[a], sep>Ta]+1,

em quea? € uma funcdo ndo-decrescentedle o limitante superior de? é atingido para
qualquerd > a.

(i) Sea <0, entdo
a<d <a-lal, (2.27)

em ques? € uma funcao ndo-crescentedie o limitante inferior dex” € atingido para qualquer
d>p—a—1.
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| a—p, se p<]al } .,
a—al, se p>Ja]l+1

a-Uall

Figura 2.4:a” em fungao del paraa > 0

Demonstracdo:A demonstracéo desta proposicao esta na na secao A.2 doié@énd [

As figuras 2.4 e 2.5 ilustram o comportamento determinada pelposicdo em questao para
coeficientes positivos e negativos.

Note quea?, na Proposicéo 2.3, assume valores discretos. Basta net@gualguer variacao no
parédmetral pode acarretar variagéo no terfng'd| e no terma-, ambos inteiros. Portanto, a variagcdo
final € sempre inteira. Isto explica o grafico em forma de esoad figuras 2.4 e 2.5.

Os resultados ja obtidos permitem vislumbrar um métodogiatase de cortes do tipo CG-Nivel.
Pode-se determinar o valor almejado para o lado direito dagé®p do corte, por exemplg, = y.

O parametral deve, entdo, ser escolhido de forma a maximizar os coekseltt lado esquerdo da
equacgao (2.21). Se > 0 para toda;, na equagao original, entdo, para qualgyex Proposicéo 2.4
deixa claro que o corte mais forte sera obtido para o maior yaissivel del > p, tal queal; = y.
Analogamente, se; < 0 para toda;, na equacao original, entdo, o menor valorde p origina o
corte mais forte. A proposi¢ao a seguir determina os valteés> p, de forma que; = y. Assim é
possivel escolher o melhor valor dgara os casos citados, bem como tentar direcionar a esalha d
d em casos em que os coeficientgassumem valores negativos e positivos ao mesmo tempo.

Proposicdo 2.5.Sejap > 1 € Z ey tal quea —y € Z. Sejama = [(a—y)/p] —1ed =
p(a+1) — (a —y). Entdo,a” = y se e somente sé> p, satisfazendo as seguintes condi¢oes:

Paraa > 0:
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a-—-lall

Figura 2.5:a” em fungéo del paraa < 0

(i) d>a/(a+1),

(i) d<p+(y+1)/a,sea #0,e

(i) d>p+y/o,sea0ed > 0.
Paraa <0:

N d>p+w+1)/o,e
(i) d<p+y/a,sed > 0.

Demonstracao:A demonstracdo desta proposicao esta na se¢édo A.3 do Apédinde mostra-se
também que a condicéo (iii) € sempre mais restritiva quedigaa > 0.
Substituindax na expressao dee dividindo a expressao resultante ppobtém-se

6/p=T[(a—y)/p] —(a—y)/p=0.

Portantoy ép vezes a diferenga entre o teto de um numero e ele mesmo, e &ntéb Observe
quep > 4, poisd/p < 1. Portanto, conclui-se que> 6 > 0. Pela Proposi¢do 2.3? = y implica
a —y € 7, e portantoy também é inteiro, de formaqwe- 1> > 0. O

A proxima proposi¢cao mostra a variagao no coeficiente degcgtt quandod assume um valor
arbitrariamente préximo de um limitante superior ou irdeue nao pode ser atingido. Ela sera
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aplicada no o célculo do coeficiente quandad estiver restrito ao limitant&i), paraa; > 0, ou (7)
paraq; < 0.

Proposicao 2.6.Dadod*, sed = d* — ¢, parac > 0 e suficientemente pequeno, entdo
() [a/d] = |a/d*| +1er=|a—d"|a/d*]| + 1, paraa > 0;
(i) Ja/d] = [a/d*] er =[a—d*([a/d"] —1)], paraa < 0.
Sed = d* + ¢, entdo a condicao (i) é valida para< 0 e a condicao (ii) é valida para> 0.

Demonstracdo: Os resultados desta proposicdo decorrem de que,cpard suficientemente pe-
queno, tem-sgz — €| = [z] e[z + €] = | z]+1, paraum ndmero qualquer. Suponha, por exemplo,
d=d" —eez=a/d. Destaformala/d] = [a/(d* — €)]. Paraa > 0, [a/(d* —€)] = [a/d* + €]
=[a/d*] + 1. Paraa <0, [a/(d* —€)] = [a/d* — €] = [a/d*]. O mesmo raciocinio é valido para
os demais casos. [J

Na proxima secéo € analisada a geracao de cortes CG-Niveaquieterminados por um par de
parametrop ed. A forma geral a qual obedecem os coeficientes do corte e sagdamaxima estéo
na Proposicdo 2.3 e na Proposicao 2.4, respectivamenta.Ugta proposicdo mostra a variacao
do coeficienter? em relagdo ao par@mettb Entretanto, na geracdo de cortes pode ser necessario
comparar dois conjuntos de parametros em que ambos variamesmmo tempo. A proposicao a
seguir fornece argumentos para comparacao de cortes qoemde variacao simultanea ene d.

Proposicao 2.7.Sep e d sdo incrementados de forma que se mantenha e o incremento de é
no minimo igual ao incremento de entdo

(i) O termoa? diminui ou permanece o0 mesmo para 0;

(i) O termoa” aumenta ou permanece o mesmo paral.

Demonstracdo:A demonstracéo desta proposicao esta na secdo A.4 do Apéxdic[]

2.4.1 Variagcao de Parametros

A partir da Proposicao 2.5 é possivel desenvolver uma égteatle escolha de parametyos d
de forma a gerar cortes CG-Nivel mais fortes.

O passo inicial para geracédo de um corte CG-Nivel é a detegaovrao valory que o lado direito
deste corte deve assumir. Tal definicdo é detalhada maistadiaesté ligada a determinagéo do
parametrg. Supde-se, por hora, que o valor;de do lado direito do corte sdo dados. Entdo, com o
lado direito do corteg’, fixado em um determinado valgr o corte serd mais forte quanto maiores
forem os coeficientes positivos e negativos do lado esquiste corte.
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Parametro d

Mesmo dado o valor dg e p, ndo é possivel de determinar para o corte CG-Nivel um par@met
6timo d, para uma linha qualquer do tableau, a ndo ser que os cotdiggEjam de um Unico sinal.
Para um dado valor dee y, a Proposi¢cdo 2.4 mostra que,ise> 0, para toda, o corte mais forte é
determinado pelo maior valor de> p tal quea” = y. De modo analogo, se < 0, para toda, 0
corte mais forte é dado pelo menor valordde p tal quea? = y.

Isto acontece porque coeficientes positivos se comportdanme oposta a coeficientes negativos
em relacdo a variacdo decomo mostra a Proposicao 2.4, ilustrada nas figuras 2.4 ©2a6mento
ded implica na diminui¢cao do coeficien#® para os coeficientes negativos (tornam-se mais negativos
OU permanecem iguais) e no seu aumento para os coeficiesigggso(tornam-se mais positivos ou
permanecem iguais).

Esta é a principal motivacao para a definicdo de trés difesezdtratégias de escolha do parame-
tro d. Em todas elas é levado em conta o fato de o lado direito da bnlyinal,a,, ser positivo nas
linhas do tableau.

Maximizar coeficientes positivos Como ja foi observado, o coeficiente que aparece na equa-
¢éo do corte é uma fungéo ndo-decrescenié dea; > 0. Portanto, € desejado o maior valorde
possivel. Desta forma, é desenvolvido um algoritmo parargnar este valor maxima,,,, .

Denomina-se; a variavel utilizada para expressar as restricdes sobnémp#rad impostas pelo
i-ésimo coeficiente da linha do tableau. Para um determipad(, y), e ay > 0, a Proposigéo 2.5
determina os intervalos validos paka Sea = 0, existe apenas um limitante inferidy > ao, € todos
os coeficientes positivos do lado esquerdo séo consider&dda Proposicao 2.4, cada coeficiente
atinge seu valor maximo patia > a;. Portantod; = a; € d,.. = max{d;},i =0, ..., n.

Observe que poderia ser usado qualquer valat; d&l qued; > a;. Como deseja-se maximizar
os coeficientes positivos afetando minimamente o0s coefiggeregativos]; € o minimo valor tal que
d; > a;, OU sejad; = a;.

Sea # 0, existe um limitante superiely < p + (y + 1)/«. Assim, tomamos um valor démais
proximo deste limitanted,,... = p+ (y+1)/a—e. A partir da aplicagéo da Proposicao 2.6 é possivel
calcular os coeficientes da desigualdade do corte. O algpAt. GDmaxresume estes passos.

Maximizar coeficientes negativos.O lado direito da equacéo original € sempre positivo, pois
supde-se que esta seja uma linha do tableau. Portanto, deanf@sna que foi feito para os coefi-
cientes positivos, para um determinado @Qay), ea, > 0, a Proposi¢édo 2.5 determina os intervalos
vélidos paraly. Portantody, = p + y/a, sea #0ed > 0 edy = ao/(a + 1), caso contrario.

Este é o valor minimo para o parameitad,,.;, = dy. Como este limitante deve ser respeitado
nao é necessario considerar os demais coeficientes, padspudsivel encontrar um valor menor que
dmin que geres = y. O algoritmoALGDminresume estes passos.

Estratégias de duas fasesAs estratégias anteriores levam em consideragéo coeéisidetum
anico sinal. Uma estratégia alternativa é dividir o caladdgarametra em duas fases. Na primeira
fase, a escolha do parameité feita de modo a maximizar coeficientes de um Unico sinal.liBba
do tableau contém um namero maior de coeficientes negadipbisa-se o algoritmo ALGDmin, caso
contrario, aplica-se o algoritmo ALGDmax, calculantlg,, oud,,..., respectivamente.



42

Descricédo dos Cortes Implementados

Algoritmo 4: ALGDMax

Dados o par(p,y), eay >0
Resultada d,,,,.

14 fim

inicio

facad, ., = —00
facaaf, = y na Proposigdo 2.5 .Entéo,
a=[(ao—y)/p] -1
sea = 0 entédo
paratodoi = 0..n faga
Pela Proposi¢éo 2.4, temos o maximadgarad; > a;
facad; = q;
sed; > d,.. entao
L facad,., = d;

senao
do<p+(y+1)/a
| facadyu =p+(y+1)/a—e

Algoritmo 5: ALGDMin

Dados o par(p,y), eag > 0
Resultada d,,,;,,

1
2
3
4
5
6
7
8

9
10 fim

inicio

facaaf, = y na Proposicao 2.5. Entao,
a=[(ag—y)/p—1]

6 =pla+1)—(ap —y)
sea#0ed > 0entdo

| do=p+yla

senao

L do :CLQ/(Oé+1)

facad,,i, = do
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Uma vez determinado o valor dee comouf, = y e p séo conhecidos, basta aplicar a Proposicéo
2.3 e obtew?, parai = 1, ..., n. Como o ponto de partida foi o coeficiente do lado direito, gststa
previamente determinadag = y.

Na segunda fase é estudada a possibilidade de modificac@adaed. O objetivo € aumentar
o valor dos coeficientes negativos sem modificar os posibuaumentar o valor dos coeficientes
positivos sem modificar os negativos.

Inicialmente é analisada a possibilidade de aumento dd&ierdes negativos. O procedimento
esta representado no algoritt@GDmaxmin A Proposicao 2.5 deve ser aplicada sobre todos os
coeficientegositivosda linha original(a; > 0), determinando os intervalos a que deve obedecer o
pardmetrad;, de forma a manted! inalterados. Este procedimento retorbg,;, que é o menor
d que mantém os coeficientes positivos inalterados e pode genaaiores valores d& para 0s
coeficientes negativos. Se este valor for igud),a,, obtido por ALGDmax na primeira fase, entéo
nao houve melhoria no valor dena segunda fase. Observe querse 0 no algoritmo ALGDmax,
entdod,,.. ja € o minimod que maximiza todos os coeficientes positivos e torna-seedesgaria a
aplicacao do algoritmo ALGDmaxmin.

Os coeficientes negativos séo calculados a partir da Pgduo2i3, utilizandael = D,,,;. Como
o algoritmo foi projetado para manter inalterados os casftels positivos, estes ndo precisam ser
recalculados. O novo corte obtido a partir fg,; € no minimo téo forte quanto aquele obtido pelo
parametral,, .. obtido a partir de ALGDmax na primeira fase.

Algoritmo 6: ALGDmaxmin (estratégia de duas fases para 0)

Dados o par(p, d,... ), obtido a partir de ALGDmax
Resultada D;,,s

1 inicio

2 faca D;,; = —o0

3 paratodoi = 0..n faga

4 sea; > 0 entao

5 calculed?, parad = d,.., aplicando a Proposi¢ao 2.3
6

7

8

9

facay = ¥ na Proposi¢éo 2.5
a=[(a; —aj)/p—1]

5= pla+1)— (a—ab)

sea # 0ed # 0 entdo

10 | ding =p+d/a

11 senao

12 L dmf:az/(oz—l—l)

13 Atualizar o intervalo valido:
14 sed;,; > D,y entéo

15 L Ding = diny

16 fim

O mesmo pode ser feito considerando os coeficientes negéilies e prosseguindo com o ajuste
dos coeficientes positivos (maximizacdo). A Proposicaal2ve ser aplicada sobre todos os coefi-
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cientesnegativosda linha original, determinando os intervalos a que devel@te o parametra;,
de forma a mantet’ inalterados.

No Algoritmo ALGDminmaxa seguird,,, € determinado para cada coeficiente negétiyec 0).
O minimo deste valor para toda acumulado end),,,, e representa o valor deque maximiza os
coeficientes positivos mantendo os negativos inalterég®sste valor for igual &,,;,,, retornado por
ALGDmin, entdo ndo houve melhoria no valorde

Os coeficientes positivos do corte podem ser calculados,afteracdo dos negativos. O novo
corte € no minimo tao forte quanto o corte gerado por ALGDmin.

Algoritmo 7: ALGDminmax (estratégia de duas fases para 0)

Dados o par(p, d,.i» ), obtido a partir de ALGDmin
Resultada Dy,

1 inicio

2 FacaD,,, = +oo

3 paratodoi = 0..n faca

4 seq; < 0 entao

5 Calcule a?, parad = d,,;, aplicando a Proposi¢éo 2.3
6

7

8

9

Facay = a” na Proposicéo 2.5
a=[(a; —aj)/p—1]

6 =pla+1) — (- al)

sed > 0 entao

10 ‘ dsup = p + a¥ Jx

11 senao

12 L dgyp = +00

13 Atualizar o intervalo valido:
14 sedsyy < Dy €ntao

15 L Dsup = dsup

16 fim

Parametrosp ey

Até aqui foi discutida a obtenc&o do parametrsupondaop e y previamente determinados. E
necessario esclarecer a relacao existente entre estgsad@setros para determinar uma estratégia
de escolha.

Os parametrog ey (nivel e lado direito do corte) estao diretamente ligadds Peoposicao 2.4.
Nesta proposicao fica clara a relag@o entre a variagdo maema o coeficiente do corte’. Se
p > [ag] + 1, entdoy = af = ap — [ag|. Portantoy esta fixo em em seu valor minimo. Para evitar
esta situacdo devemos feK [ag|, €, portanto] < p < [ao].

Assim temog; < ag — p. Portanto, dado o nivel do corig,y estara limitado por

ap — [ao] <y < ag —p. (2.28)
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Pela Proposicao 2.5y — y € Z. Pelas inequagdes (2.28), — vy < [ag] €ag — y > p. Assim,
dado o nivel do cortg,,

ap—y =A{pepe +1,..., a0l }. (2.29)

O parametrq;, determina, portanto, o numero de valores que podem seyraeks a, dado
ap. Quanto maiorm;, menor o nimero de valores qyepode assumir. Ma$ < p, < [ao], €,
portanto, para definir uma busca por cortes mais fortesaldeste intervalo de valores validos;ge
define-se, i, € Prmas- O parametry,, ., € 0 maximo valor assumido pgy, e portantop,,.. = min
{Pmaz, [a0]}. O pardmetry,,;, € 0 minimo valor de, utilizado na geracdo de cortes, e portanto,
Pmin = MaX{L, pin}t. O valorp,,.. procura limitar a geragcdo de cortes para valores muito gsand
de[ag|. J&p...n pode ser usado para obrigar a geragao de cortes de maior nivel

Para cada, contido no intervaldp, i, Pma:], @ €quagéo (2.29) pode determinar muitos valores
possiveis parg, e, se for gerado um corte para cada um destes valores, o tetajpgasto na geragédo
de cortes pode ser proibitivo. Assim, define-se o parame#XRY¥, que é o maximo numero de
cortes gerados por valor do paramegfo O intervalo de valores possiveis € amostrado segundo o
incrementaAp, definido como

max ~ Mmin 1
Ap:max{l, {p Prin + J}

MAXPY

O algoritmoALGpy, a seguir, formaliza os passos descritos acima. A saida diggiritmo é um
conjunto de valores dee y, acumulados em vgg

Algoritmo 8: ALGpy
Dados [pminvpmaa:] ,€ap9 >0
Resultada veg,,
1 inicio
2 fagapmax =min {pmax, (CLO—I}
3 fagapt = max{l7pmin}
4 fagaAp = ma.X{]_, L(pmax — Pmin +1 )/MAXPYJ}
5 enquanto]?t S Pmaz fa(}a
6
7
8
9

facap = p;
enquantop < p... faca
calcule o valor do lado direito:

facay =aog —p

10 armazene o par(p;, y) em veg,
11 p=p+Ap

12 atualize o parametrop;:

13 pe=p+1

14 fim
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2.4.2 Geracéao de Cortes Chvatal-Gomory-Nivel

A geracdo de um corte CG-Nivel da-se através da escolha dernuohe parametroép, d). Dada
uma linha do tableau, os parametposy séo obtidos a partir do algoritmo ALGpy, enquanto o valor
ded é obtido através de um algoritmo de uma ou duas fases. Naififase € utilizado o algoritmo
ALGDmin ou ALGDmax. Se houver segunda fase, sao utilizackspectivamente, ALGDminmax
e ALGDmaxmin.

O algoritmoALG-CGN(Chvatal-Gomory-Nivel) descreve a geracéo do corte paradatesimi-
nada linha do tableau. A lista de parametfas/) gerada por ALGpy € armazenada em,ye€ada
par de parametra®;, y;) € considerado para a determinac¢éo do parametse a maioria dos coefi-
cientesa; for maior que zero, entdo aplica-se na primeira fase ALGDenaxesultad@p;, y;, dmaz)

é armazenado em uma lista de parametros, LPD. Se a maiortaeiisentes:;; for menor que zero,
entdo aplica-se na primeira fase ALGDmin e o resultaday;, d,..,) € armazenado em LPD.

Em seguida, a Proposicao 2.7 € utilizada para descartargmlista LPD. A motivagéo principal
€ evitar perda de tempo de processamento no calculo dosienefgde cortes para parametros que
indiqguem um corte mais fraco. Observe ainda que, para ostaigs de determinacéo de parametros
de duas fases, ALGDminmax e ALGDmaxmin, ha calculo de casfies de corte na segunda fase.
Esta é a motivacao para que o descarte seja feito antes dplisagao.

Para efetuar o descarte de parametros é necessario aatisat PD. Este procedimento também
exige tempo de processamento. Entretanto, o tempo ecoadoio calculo de cortes supera o tempo
gasto no descarte de parametros.

A Proposicao 2.7 indica a evoluc&o oposta dos coeficientggines e positivos, com a variacao
dos parametrog e d. Suponha dois conjuntos de parametros, encontrados nasokst; e ¢, do
algoritmo ALGpy, para o mesmo valor ge(p;,, d;,) € (p,, ds, ), em quep,, < p;,. De acordo com a
Proposicéo 2.4, s&, — p;, > d, — d;,, entdo, para os coeficientes positivd$, > a."*. Portanto, o
corte gerado a partir do segundo conjunto de parametrogr@nmais forte, podendo ser mais fraco
gue aquele gerado pelo primeiro conjunto, em relacdo adEiertes positivos. Entretanto, para os
coeficientes negativos, a analise € contraria. E assimaapepalanco final dos coeficientes do corte
poderia indicar qual deles é mais forte.

Fica claro, portanto, que ndo ha relacdo de dominancia emivete que seria gerado a partir dos
parametros descartados e os demais. Portanto, a motivagépg para o descarte de parametros
€ diminuir o tempo de processamento, evitando calculo diéct@es para cortes que tendem a ser
mais fracos segundo a estratégia escolhida.

A comparacao entre os cortes calculados segundo cada tmdgiparametros ndo descartado
é feita segundo um de dois possiveis critérios: violacdmabzada expressa na Definicdo 1.20 ou
eficiéncia, Definicdo 1.22.

O algoritmo ALG-CGN, a seguir, resume todo o procedimento efagio de cortes para uma
linha do tableau.

2.4.3 Exemplos

Exemplo 2.3. Considere o exemplo proposto por Ben-Israel e Charnes (1962pabjetivo de de-
monstrar a limitag&o dos cortes de Gomory. Sejai,) € Z? tal que3z; + Tz, < 26. Adicionando
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Algoritmo 9: ALG-CGN
Dados > " | a;x; = ap
Resultada " , az; < af
1 inicio
2 Vecpy = ALpr ([pmina pmam]u aO)
3 para todo (p;, y;) € veg, faca
4 seMaioria dos coeficientes; > 0 entdo
5 Aplicar d,,,, = AlGDmax (p;, y;, ao)
6
7
8
9

Armazenalp;, yi, dma:) €M LPD

senao

Aplicar d,,;, = AIGDmIn (p;, y;, ao)
Armazenar(p;, y;, d,in) €m LPD

10 Aplicar a Proposicéo 2.7 para descartar parametros:
11 seMaioria dos coeficientes; > 0 entao

12 Descartartodo (py, y, d2) € LPD se existe um outro conjuntp,, v, d; ) tal que
p2—p1 2 dy — dj.

13 sendo

14 L Descartartodo (p,y, d;) € LPD se existe um outro conjuntp,, y, d») tal que
p2 — p1 = dy — dj.

15 Aplicar segunda fase:
16 seMaioria dos coeficientes; > 0 entao

17 para todo (p;, dn..) € LPD faca
18 | dinaa = AIGDMaxmin (p;, dpnaz)
19 senao

20 para todo (p;, dm.:) € LPD faga
21 L dynin = AIGDMINMax (p;, dynin )

22 | Paratodos os parametros em LPD determindr, a”x; < af e escolher o melhor corte
segundo violacdo normalizada ou eficiéncia.

23 fim

a variavel de folga inteira, temos
s+ 3x1 + Txy = 26.
Uma faceta da regido factivel da relaxacao linear destdgamabé dada por
z 4+ x1 + 39 = 10, (2.30)

em quez € Z, é variavel de folga adicionada a desigualdade.
Note que nao € possivel gerar esta faceta através dos cer@&snaory, pois ndo existe valor de
A tal que

2+ [1/A] s+ |3/A] 21 + [7/A] 22 = |26/
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gere a faceta mencionada. Aplicando os cortes CG-Niveletanto, é possivel gerar esta faceta.
Para tanto, obtém-se o corte em que o coeficiente, dex, é positivo, e que tenhd, = 10. Para
todos os coeficientes, a Proposi¢ao 2.4 mostra 0 maximo enmialores assumidos pof. Note
gue os coeficientes da equacdao original estao limitados por

O§a€§3_p7p§37
O§a§§7_pap§7a
0<af <26—p,p<26.

Portanto, qualquer valor ge> 3 implica ema} = 0, e entdo, os possiveis valorespdgfiop = 1
ep=2.

O corte CG-Nivel (2.21) corresponde ao corte de Gomory patd ed > 1. Para tentar obter a
faceta mencionada com estes parametros, faz=se) = 10 na Proposicéo 2.5. Portante,= 15,

5 = 0, e as condigdes (i) e (ii) implicam q@é/16 < d < 26/15. O corte mais forte € obtido para
0 maior valor del, como mostra a Proposigéo 2.4, e entéie; 26/15 — €. Assim, a Proposicdo 2.3
pode ser aplicada no calculo dos coeficientes,der,. Note que a Proposicdo 2.6 deve ser utilizada
para o calculo de e do termo/a/d|. Desta forma, temos o cortet x; + 2z, = 10. Note na Figura
2.6 que este corte é dominado pela propria equacéo originaiablema.

Entretanto, para = 2, a facetaz + =; + 3z, = 10 pode ser encontrada. A partir da Proposigcéo
2.5,a3 = 10 implica26/8 < d < 25/7. Parad = 25/7 — ¢, aplicando novamente as proposi¢oes 2.3
e 2.6 e obtém-se a facetar z; + 3z, = 10, como mostra a Figura 2.6.

Para comparar o corte obtido com o corte GIF (1.14) utilzays valor del tal que26/8 < d <
25/7, como no corte CG-Nivel.

Parad = 7/2, o corte GIF §8/3)s + x; > 4. Colocando este corte em funcéo das variavees
T9, temos3x; + 8z < 28.

Observe na Figura 2.6 que, apesar de ndo haver relacao deéshmmai entre o corte GIF e o corte
CG-Nivel (2.30), o corte GIF nao constitui facetal]

Exemplo 2.4.Este exemplo ilustra a aplicagéo do algoritmo de duas fas€&Maxmin, que maxi-
miza os coeficientes positivos na primeira fase e aplica ansiegfase objetivando maximizar os
negativos. Suponha o seguinte problema inteiro

max 1z + T

s.a. —4x + dry <9,
Ty <1,
T € Zi.

O corte CG-Nivel é calculado para a primeira desigualdade;par 3. Pela Proposicéo 2.4, o
lado direito do cortey = o esta limitado & < y < 6. Escolhe-se o valay = 3.

Para obter o valor do parametiajue maximiza os coeficientes positivos, aplica-se o algorit
ALGDMax. A Proposi¢do 2.5implicaque= 1,6 = 0, e, portantod,,,,.. = p+(y+1)/a—e = 7T—e.

Suponha que nao seja aplicada a segunda fase. Entdo pesssegom o calculo dos demais
coeficientes com o valor deencontrado. Para calcular o coeficiente das variavesse, aplica-se a
Proposicao 2.3, observando-se gug. = d* — ¢, e portanto, a Proposicéo 2.6 deve ser utilizada.
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"~.CG-Nivel: p=1 d = 26/15 &
CG-Nivel: p=2 d=25/7 & -2

1.5+

0.5

Figura 2.6: Desigualdades CG-Nivel e corte GIF

Assim, parar;, a = —4 ed = 7 — e implicam quer = [a — d* ([a/d*] — 1)] = 3. Portanto,
p=3<rea}=a—pla/d| =—4.

Analogamente, o coeficiente da varidwglpode ser calculado, obtendo-eg = 2. Portanto,
temos o corte

—433‘1 + 2.1'2 S 3.

Suponha que a segunda fase seja aplicada. O algoritmo ALBiviadetermina o intervalo valido
ded para que o lado direito e o coeficientexdese mantenham inalterados. Pela Proposicéo 2.5, para
quea; = 2 ea3 = 3, devemos ter

ag=3=45<d<T7—c¢
as=2=d>5

Portanto,D;,,; = 5 mantém os coeficientes positivos inalterados. Utilizarele ealor del para
recalcular o coeficiente negativo, temds= —2, e 0 novo corte

—2.T1 + 2[L’2 S 3.

A Figura 2.7 mostra os dois cortes ®3. Note que o corte calculado na segunda fase domina o
primeiro. [
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—4x +5x,<9
CG-Nivel, fase 1: —4x+ 2x,<3 -7 ) /

2

1.5 CG-Nivel, fase 2: -2x+ 2x,<3
X <1
1

1+
0.5

O |

0 0.5 1

Figura 2.7: Aplicacéo do algoritmo de 2 fases.

2.5 Exemplo llustrativo para os Trés Cortes

Exemplo 2.5.Considere o mesmo Pl do exemplo 1.4. Renomeando-se as Vasig®ap, a primeira
restricdo do tableau corresponde a relaxacéo do no raiz eesmplo €

L2 L8
s} 71‘3 7.754— 7

Portanto,f, = 3/7, f3 = 2/7, f4, = 6/7. Para o corte CFF (2.11),
k=[1/fi]l -1=2

Assim, temogp = {1.2},eJo = {i e J: fie [0,2]}, h={ieJ: fie (32]}e
Jy ={i € J: fi € (2,1]}. Os conjuntos n&o vazios sao, portantp,= {3} e J, = {4}. A
partir destes conjuntos calcula-se o corte Gk, + 424 > 9, que pode ser colocado em funcgéo das
variaveis originais, gerando o corte

2r1 + 2x9 < 11.
Um novo corte CFF pode ser gerado a partir da aplicacdo doginoerto de multiplicacéo por
—1 da linha do tableau, como descrito pelos autores no artigmat. Neste caso, temos a equagao

+1 )3
—T1 — =x3+ -Ty = —2=.
Lo 7
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Note quefy, = 4/7, fs = 5/7, f» = 1/7. A parte fracionaria do lado direito tornou-sel/2, e
portanto,

k=[7/4]—-1=1.

Assim, tem-se apenas os dois conjunfgs= {j € J : f; € [0,2]}e i ={j € J: f; €
(2,1]}, ou seja,Jy = {4} e J; = {3}. Portanto, o corte CFF ¢ a faceta

[L’1—|—l’2§5.

A Figura 2.8 mostra as desigualdades/tto Note que, neste exemplo, o corte calculado a partir
da pré-multiplicacdo domina o corte obtido a partir do pdimento padréo de derivacao.

Para a mesma linha tableau é derivado o k-corte paf@. Para este valor de a nova linha do
tableau é dada por

2 6
2]]1 + ?5(73 — ?[E4 = 4?
O corte (2.14) para esta equagéo é dadolper- 5z, > 6. Substituindo-se as variaveis de folga

pelas variaveis originais, temos
xr, + QZEQ S 9.

Observe na Figura 2.9, que o corte GIF consegue limitar dedgaonais eficiente a regido factivel
neste exemplo.

Considere, agora, o corte CG-Nivel (2.3) para= 2, calculado sobre a primeira restricdo do
modelo,3z; + zo < 11. Note que, pela Proposicéo 2.4, o coeficiente do corte @guneente a
variavelzx, esta fixo e para qualquer valor dé

Para encontrar a faceta < 3, supde-sg = a? = 1, e a Proposigdo 2.5 é aplicada. Desta forma,
temos

a=[(a—y)/p] -1=[B-1)/2[-1=0.

Analogamentej = 0. Portanto a condigao (i) implica que> 3. Supondo, agora,? = 3, temos
a =3ed = 0. Acondicdo (i) impde qué > 11/4, enquanto que a condi¢ao (ii) impde< 10/3.
Portanto, pard = 3 temos a faceta; < 3, representada na Figura 2.9.
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<.~ GIF:3x +2x <13

4+ Q\\\ N

CG-Nivel, X <3

1 Py 1 Py 1 Py

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 X

Figura 2.9: Comparacéao entre cortes CFF, CG-Nivel e K-cortes.



Capitulo 3

Implementacao Computacional e Resultados

Este capitulo descreve os testes computacionais progusi@® Corte Fracionario Forte (CFF),
K-corte e CG-Nivel. E feita uma andlise sobre a melhor egfiatée insercéo de cortes no contexto do
métodabranch-and-cututilizando a biblioteca do software CPLEX 10.1. Para cadiesdo testados
diferentes valores de seus respectivos parametros. Remsittamparativos mostram o desempenho
de cada corte em instancias de problemas da mochila mudtidiimnal, problemas de designacgao
generalizada e problemas inteiros da MIPLIB.

3.1 Métodobranch-and-cut

Uma descricdo geral do métoeanch-and-cufoi apresentada na Secéo 1.4. Este capitulo ob-
jetiva detalhar a implementacdo computacional deste Itrapéaseada no software CPLEX 10.1
(ILOG, 2006a). Um maior detalhamento do uso da bibliotec€BOEX é feito na Secao 3.4.

A implementagédo computacional envolve decisdes a resgeittomo 0s cortes sao usados no
contexto do métodbranch-and-cut Na Secéo 3.2 sédo descritos os parametros testados para cara
teristicas inerentes ao método. Em um determinando né deeaw feito unround de cortes, que
consiste em gerar cortes a partir de todas as linhas do tadd@a lado direito fracionario. Portanto,
define-se o parametiffcac_rhsque determina a que distancia minima de um valor inteiro detar
o lado direito de uma linha do tableau para que esta sejaaddina geracdo de cortes. O tamanho
do round max_round_percé o parametro que define a porcentagem dos cortes geradads dam
linhas com lado direito fracionario que séo inseridos no PL.

Critérios de descarte de corte sao aplicados a@shelgerado com o objetivo de evitar a insercao
de cortes que nao violem a solucao atual ou introduzam ilidesde numérica ao PL. Em seguida é
aplicado o critério de eficiéncia ou de violacdo normalizagdinidos na Secéo 1.5 para ordenacéo
e escolha dos cortes a serem inseridos. A relaxacéo do legltodio corte antes de sua insergao
também é considerada através do paranrésorelax

As instancias utilizadas para testes e o ambiente computdaitilizado estdo descritos nas se-
cOes 3.3 e 3.4, respectivamente.

A Secao 3.5 apresenta testes comparativos de duas estsadégnsercao de cortes nos nos. Na
primeira, oround de cortes € aplicado segundo o procedimento descrito adleaegunda, é feita
reotimizacdo do PL apds a insercdo dos cortes e sao remaduedes que possuirem variavel de

53
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folga basica. Sao apresentados também testes relativpa@setros definidos na Sec¢éo 3.2, como
tamanho doound, uso de descarte por paralelismo, e critério de selecaortisscéo fim desta secéo
séo descritos os testes relativos aos parametros de cadedgl@orte.

Na Secdo 3.6 sdo descritos os testes comparativos dosangs gle corte segundo os melhores
parametros encontrados.

3.2 Geracao de Cortes a partir do Tableau

A cada n6 da arvore de enumeracao é necessario definir qas lilthtableau sdo usadas para
gerar cortes e o numero de cortes a que cada linha dara omgeneKo deoundg. Como ja colocado
anteriormente, unmound é definido como a geracédo de um corte para cada linha tablgavariavel
bésica é inteira e tem valor fracionario.

Em (Letchford e Lodi, 2002), sdo gerados no no raiz da anbrd,0 e 25roundsde cortes
para cada um dos cortes implementados. Goycoolea (2008jvabgue a maioria dos softwares
comerciais adicionam no maximo da@undsde cortes do tipo GIM ao mesmo né. Para efetuar a
comparacao entre os cortes neste trabalho, € geradowmd de cortes a cada né da arvore, e o
tamanho destmund é um parametro testado.

Lado Direito Fracionéario

Apenas as linhas do tableau com variavel basica inteiraval@ é fracionario sdo usadas para
geracao de cortes. Apesar de considerar-se problemasgltamiaxao inteira, variaveis reais de folga
sao inseridas ao problema com a aplicacao de cortes GIMxporEo.

Na biblioteca COIN-OR (http://www.coin-or.org), fica defioipara os cortes de GomorjReduce-
and-Split que qualquer nimero que se afaste mais que “away” de um oumnteiro é conside-
rado fracionario. O valor deste parametr0,& e pode ser alterado. Define-se abaixo o parametro
frac_rhs que tem a funcéo de descartar linhas cuja varidvel basiba telor praticamente inteiro.

 Parte fracionaria minima (frac_rhs): Este parametro define o minimo e o maximo valor que
deve ter a parte fracionaria do lado direito para que sejaama o corte. A principal
motivacao é ndo gerar cortes sobre linhas cujo lado direjeoisteiro. Assim, dado um
lado direito do tableau,,, devemos ter

frac_rhs< ay — |ag] < 1 — frac_rhs

Tamanho do Round

A insercdo de um determinado numero fixo de cortes pode asididd emroundsparciais de
tamanhos diferentes. Em (Balas et al., 1996a) é ressaltaj@nugeral, o tempo total para se inserir
um dado numero cortes € maior quanto menor o tamanhrowal Isto porque, entre cadaund
parcial deve haver reotimizacdo do novo PL. E feita uma coagd@ em relacdo ao melhoramento
do gap de integralidade em um PL quando se varia o tamanhoudol Para tanto, sdo gerados
inicialmente Sroundscompletos de cortes, e o tempo total € armazenado. Em seguieido um
teste em que o mesmo tempo total € dispensado na geracao sEuwirosroundsparciais: séo
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calculados cortes para as linhas cuja variavel basica tém fpacionaria mais proxima deg/2. Os
roundsparciais testados pelos autores tém tamanho 508%wedo total de linhas.

Os resultados demonstram que nenhuma das trés abordagefisoé para todas as instancias.
Entretanto, o gap de integralidade é menor para a primeirat@gia em 9 das 16 instancias testa-
das. Baseados nestes experimentos, os autores definem cepar8AXROUND. Desta forma,

o tamanho doound € o minimo entre o numero de linhas com variavel basica fnacia e MAX-
ROUND. Na implementacéo, o tamanho maximaalend é 40 para instancias com até 400 variaveis
binarias, e 80 para problemas com mais variaveis.

Além disso, quanto maior o numero de cortes inseridos, naatbance de gerar erros de precisdo
durante a reotimizacéo. Portanto, propde-se a gerac@oudd completo de cortes e a selecdo do
subconjunto de melhor qualidade (Goycoolea, 2006), corfinide a seguir.

» Tamanho maximo doround (max_round _perc): Para todas as linhas que ndo foram descar-
tadas pelo critérifrac_rhs o corte é calculado. Sefa este numero de cortes. O maximo
de cortes a serem inseridod &= [max_round_perx C'|. S&o aplicados critérios de
descarte ao€’ cortes, restand@”’. OsC"” cortes sao ordenados por valores decrescentes
de violagdo normalizada ou eficiéncia, e sao inseridos amoientre/ e C’ cortes.

Selecao de Cortes Gerados

Quando apenas um subconjunto dos cortes gerados em um ndsszido, € necessario definir
um critério de classificacao dos cortes. Assim como foi olaskr no Capitulo 1, dois critérios sdo
comumente utilizados na literatura.

« Critério de selecao de cortesdfit_sel): Define qual critério de classificacdo de cortes é utili
zado: eficiéncia ou violagdo normalizada.

Descarte de Cortes Gerados

Apoés gerado aound completo de cortes, é necessario analisar a qualidade decosid ge-
rado, de modo a descartar aqueles que pouco violam a solugi@a tendem a gerar instabilidade
numeérica. Assim, cortes que forem incluidos em algum doérms abaixo ndo séo inseridos no PL.

* Violacdo minima (viol_min): Violacdo minima requerida para que o corte sejainseridd-no P

Cornuéjols (2008) explicita a necessidade de evitar errogngtabilidade numérica através do
descarte de cortes cuja razdo entre 0 maior e 0 menor co&dié@anuito grande. Em (Goycoolea,
2006), este parametro fica definido a priori cono.

* Razao maxima entre coeficientesnfax_razao): Razao maxima entre o valor absoluto do maior
e do menor coeficiente do corte.

A insercdo de um corte muito denso em um determinado no tandébéma fonte de erros nu-
méricos (Cornuéjols, 2008). Durante a reotimizacao, osaeafes do novo corte se propagam pela
inversa da base, e estas operagdes acarretam erros. Gay(2@06) define um valor constante para
0 numero maximo de coeficientes diferentes de zero na linlcarde (maximo de 500).

Entretanto, as instancias aqui utilizadas séo bastargsdgéineas, e, portanto, a limitagdo maxima
deve estar relacionada ao tamanho da instancia.
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* NUumero méaximo de coeficientesnfax_nao_nulos): Percentual maximo de coeficientes dife-
rentes de zero na linha do corte.

A adicéo de cortes semelhantes ao mesmo problema lineasdeegitada através da definicao
de um critério de eliminacéo de cortes semelhantes. O fianateentre dois cortes esta definido em
(1.23). O parametrmax_pare [0, 1), € 0 maximo valor para este parametro.

 Paralelimo entre cortes (nax_par): Maximo paralelismo entre dois cortes. Um caiite <
«p € descartado quando tem uma eficiéncia menor que outro/¢orte j,, tal que par
(ar, B) > max_par

Relaxacao de Cortes Inseridos

Para evitar que solucdes inteiras sejam descartadas psnemeéricos, € comumente utilizado na
literatura a adicdo de uma “folga” ao lado direito do cortad@rsen et al. (2005) utilizam a subtracao
de um valore para enfraquecer os seus cortes Reduce-and-Split para Ridl& Ina desigualdade
do tipoax > «g, a nova desigualdade enfraquecida é dadaypor oy — €. Os autores utilizam um
valor fixo 10~1°, Este valor mostra-se suficiente para garantir que a solitgéia ndo seja excluida.
Seus cortes sao testados utilizando-se o CPLEX, versao flizammo o métodaut-and-branch

Na biblioteca COIN-OR, a mesma técnica é utilizada para a ingieacao dos cortes de Gomory
(GIM) e Reduce-and-Split. No segundo caso, ao final da gemdg&orte € aplicada uma correcao
constante, cujo valor padrdolé—° e pode ser alterado. Também no corte GIM o lado direito é
relaxado em um valor fix¢10~®) para cortes com poucos elementos. Entretanto, quando aoume
de elementos excede uma determinada constante, a corrpg@moécional ao niumero de elementos
da linha.

Baseando-se nas observacdes anteriores, define-se o parérmaetelax ou relaxagéo do lado
direito, que € um valor constante adicionado ao lado disgteequacédo do corte, ao final de sua
geracgao.

* Relaxacéao do lado direito (hs_relax): Relaxacao adicionada ao lado direito do corte. Todos
0s corte gerados séo desigualdades do tipb ‘Sendo assim, para um corter < «y,
temos o0 novo corte dado por: < «g + rhs_relax

Critérios de Parada

A implementacao visa prioritariamente a comparacao ergrgiversos cortes e cada um deles
necessita de intervalos de tempo diferentes para ser adtculOs cortes CG-Nivel e K-corte, por
exemplo, devem gerar, para cada linha, cortes para diveadm®es de seus respectivos parametros,
inserindo apenas o melhor entre eles. Portanto, levam emajsina geracao de cortes que os demais.

Além disso, os critérios de eliminacédo de cortes podem iatingis a um corte que a outro, e
o tamanho final doound vai variar para cada algoritmo. Como resultado, um nimegrealite de
cortes é inserido para cada algoritmo.

Assim, fica claro que uma comparacdo por numero de nos naojssta. Como critério de
parada, usamos, portanto, o tempo maximo de execuc¢ao oueatesplucao otima seja encontrada.
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3.3 Instancias

3.3.1 Mochila Muldimensional

O problema da mochila muldimensionahiltidimensional knapsack probl¢r um problema
NP-completo tratado por diferentes abordagens (exatagréestieas) na literatura.

O problema da mochila classico consiste em armazeitans em uma mochila de capacidade
A cada itery esta associado um “lucrg/;. No problema da mochila multimensional, séo considera-
dasm mochilas, e a insergéo do item deve respeitar a capacidade de cada uma elas. Desta forma,
temos a formulacao abaixo.

(MKP) max > pia;
j=1

SUjeitoa Zrijxj <b, i=1,....m
=1
z;e{0,1}, j=1,.,n

As instancias utilizadas foram retiradas da OR-Library (B3a4990), e foram originalmente
propostas por Chu e Beasley (1998). Os problemas tém nimesstigdesn = {5,10,30}. O
namero de itens varia entre os valores= {100, 250,500}. Para cada papn,n), sdo geradas0
instancias, totalizand®70.

As 30 instancias sao separadas em 3 grupos, de acordo com a fomwaasorestricbes sédo
geradas. Para cada pan,n), o lado direitos das restricbes de mochila sdo gerados & gart
equacao

n
bi =« E Tig
j=1

ondea = 0,25 para os primeiras 10 instancias,= 0,5 para os proximas 10 instanciasve=
0,75 para as demais. Os coeficientgsforam gerados segundo uma distribuicdo uniforme discreta
variando entre 0 e 1000, e os coeficientgsao correlacionadosrg.

Note que, quanto menor o valor de mais forte se torna a restricdo resultante. Os resultados
computacionais de Chu e Beasley (1998) confirmam uma maiouldifide no fechamento do gap
para estas instancias.

As instancias sao referenciadas como a seguir. A instanigib.100-17corresponde a décima
sétima instancia de mochila multidimensional com 5 re@&scde mochila e 100 itens, ou seja,
(m,n) = (5,100). A melhor solugédo inteira encontrada na literatura esydodivel na OR-Library.

3.3.2 Mochila Multidimensional com Restricdes de Demanda

O problema da mochila multidimensional com restricbes deatela (nulti-demand multidi-
mensional knapsack problg¢réd uma extensédo do problema descrito na secéo anterior ersaque
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adicionadag restrices de demanda além das restricées de mochila. Aifagéo deste problema é

(MDMKP) max > pia;
7j=1

sujeitoa > ryz; <b, i=1..m
j=1
Zﬁjﬂszbi, t=m+1,...m+gq
j=1
z; €{0,1}, j=1,..,n

As instancias deste problema foram retiradas da OR-Lib&eggley, 1990) e sdo modificacbes
das instancias de mochila multidimensional descritas gaocsanterior. Dada uma instancia da mo-
chila multidimensional conm restricdes do tipe<, sao criadas 6 novas instancias que correspondem
a combinagdes dos valoresgle- 1, ¢ = m/2 e ¢ = m com valores de fung&o objetivo positivos ou
mistos.

As instancias recebem o nome—n — ¢ — r — s, em quen é o numero de restricdes de mochila,

n € 0 numero de variaveig ¢ o numero de restricbes de demanda-e1 se h4 coeficientes negativos
na funcéo objetivo. O indice = 0,1, ...,14 € o nimero que identifica a instancia dentro do grupo
m —n — q — r (Arntzen et al., 2006).

3.3.3 Problema de Designacao Generalizada

O problema de designacéo generalizagngéralized assignment problgonsiste em associar
m agentes a tarefas, de forma que cada tarefa seja designada a exatanmergente. Para tanto,
define-se a variavel binarig; que € igual a caso ocorra a designacéo do ageretarefaj, e 0,
caso contrario. As restricdes consistem em respeitar ickoke do agente,, dado que cada tarefa
j consome uma quantidade de recursgsdo agentei. A designacdo do agentea tarefa;j esta
associado um custg;. O objetivo € minimizar o custo total de designacéao.

(GAP) min i zn: CijTij

i=1 j=1

sujeitoa > wy =1, j=1,..n
=1

n

Zrijajij Sbi, 1= 1,..,m

j=1

Ti; € {O, 1}, 1= 1, ., M, j = 17 .., n.

O primeiro conjunto de instancias foi retirado da OR-LibréBgasley, 1990) e é constituido de
12 grupos de 5 instancias. Cada grupo corresponde a ufmpaj. A instanciac515-1corresponde
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ao problema nimero 1 das instancias com 5 agentes e 15 tamedamnto a instanciEl060-5cor-
responde a instancia de nimero 5 com 10 agentes e 60 tarefasstAncias citadas correspondem,
respectivamente, a instancia com o menor e o maior niumerarde/gis deste conjunto. A solucéo
otima de cada instancia esta disponivel na OR-Library.

As demais instancias estéo divididas em 5 grupos: A, B, C, D estaoEdisponiveis na OR-
Library, 6 instancias dos grupos A,B,C e D, carx 200. Estas instancias também estéo disponiveis
através do endereco eletronibtip://www.al.cm.is.nagoya-u.ac.jpyagiura/gap Neste endereco,
além de outras 6 instancias cam< 200, pertencentes ao grupo E, estdo disponiveis instancias
maiores, geradas por Yagiura et al. (2006), para os grupoe&;.[340 9 instancias para cada grupo,
comn < 1600. Neste mesmo trabalho os autores disponibilizam a solug@a éu melhor solucao
encontrada para instancias do tipo B,C,D e E. Instancias gmgksdo de resolucdo mais facil e a
solucao 6tima pode ser encontrada em um tempo computapiegaéno.

A notacdo adotada para as instancias é simples. A instA2020Q por exemplo, corresponde a
uma instancia do tipo B, com 20 agentes e 200 tarefas.

3.3.4 MIPLIB 3.0 e MIPLIB 2003

A biblioteca eletrénica de problemas inteiros e problemgsirios mistos, MIPLIB, pode ser en-
contrada em duas versdes. A primeira delas foi dispordaiaizeletronicamente em 1996 (Bixby
et al., 1996) e € conhecida como MIPLIB 3.0. A segunda coomdp a quarta versao e ficou conhe-
cida como MIPLIB 2003 (Achterberg et al., 2003). Foram Selegdas para testes as instancias de
programacao inteira pura presentes nas duas bibliotecas.

3.4 CPLEX10.1

A implementacdo computacional utilizou a linguagem C e ddidgra CPLEX denominadeal-
lable library. Ao contrario da outra biblioteca disponivé&dncert Technologypara C++), esta bi-
blioteca permite que o usuério acesse diretamente as fsagéacadas do CPLEX, que incluem, por
exemplo, aquelas necessarias para a recuperacao dagdintadteau.

Os algoritmos de planos de corte foram implementados nwa@tCPLEX verséo 9.0, e pos-
teriormente portados para o CPLEX verséo 10.1 (ILOG, 200Baitro do subconjunto de fungcdes
utilizadas, a biblioteca do CPLEX € a mesma para estas dusSegdo software. Como uma das
vantagens, a nova versao traz um novo parametnmericalemphasjsjue aumenta a precisao dos
calculos internos (ILOG, 2006b).

O métodobranch-and-cufoi utilizado segundo as configuracdes padrdes. Entretarpacote
CPLEX pode aplicar, por padrao, uma variedade de planos t¢e darante a resolucao dos proble-
mas. Estéo inclusos os coridgue, covers, disjunctive cuts, flow cover cuts, flow pats,ggomory
fractional cuts, gub covers, implied cuts, e MIR clRara evitar possiveis interagdes indesejadas com
os cortes aqui implementados, todos estes cortes nativOBRdBX foram desabilitados, assim como
as heuristicas. O pré-processamento também foi totalrdessbilitado.
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3.4.1 Insercédo de Cortes

O software CPLEX prové varias formas de se adicionar cortesoaelo. Em todas elas, o usuario
€ responsavel por desenvolver rotinas que sdo usadas anesnente pelo CPLEX ao longo da
execucao do métodaranch-and-cut Tais funcdes sdo conhecidas cocadibacks

A forma mais simples de adicionar cortes € atraves da fug@¥addusercuisque adiciona
cortes globais, e pode ser chamada antes que se inicie ag&salo problema. Contudo, além
da limitacdo de s6 inserir cortes globais, esta funcdo nde per usada ao longo dwanch-and-
bound A func&oCPXcutcallbackaddlocalpor outro lado, permite que sejam adicionados cortes
locais durante o processo biench-and-boundDa mesma forma, a rotir@P Xcutcallbackaddglobal
permite a insercao de cortes com validade global.

Além da adicéo de cortes, também pode ser desejada a rerocefiddqueles ndo ativos. Neste
caso, o PL do n¢ atual é duplicado e os cortes gerados saaosaesta copia. O novo PL é
resolvido, e entdo somente aqueles cortes que ndo possitigeraspectiva variavel de folga basica
sdo inseridos no PL original do no.

3.4.2 Plataforma de Testes

Todos os resultados apresentados nas secfes a seguir fotidos @ partir da execucdo do
CPLEX 10.1 em uma maquina Intel Pentium 4, colock de 2,80GHz, e 512Mbytes de memdria
RAM. O cédigo foi compilado e executado no sistema operatiRed Hat Linux 3.3.3-7, usando o
compilador GCC versao 3.3.3, com a opcao “-O2”. As medidagihpo foram calculadas a partir
de chamadas do sistema operacional que contabilizam apégrapo de processamento do processo
(descontando atrasos por acesso a disco ou tempo gastot® [@mocessos, por exemplo).

3.5 Resultados Computacionais

Os testes computacionais envolvem a comparacao dos aatemfrios, corte de Gomory para
programacao inteira mista (GIM), Corte Fracionario ForteKJCK-cortes e cortes CG-Nivel. Apesar
de serem usadas para testes apenas instancias com vadnid&ess ou inteiras, os cortes GIM devem
ser utilizados em detrimento dos cortes GIF porque as \@sée folga adicionadas ao problema pela
insercao destes cortes sdo reais. O mesmo € valido paraootek:c

Os testes computacionais envolvem o calculo do percentughgd de integralidade fechado ao
final da execucdo. Seja Pl um problema inteiro de minimizaBaa sua corresponde relaxacao
linear e R a relaxacéo correspondente ao limitante inferior da ardeteranch-and-cut Assim, o
percentual de gap fechado € dado por

otimo(P;) — otimo(P)

% Gap fechado 200 x Btimo( P1) — 6imo(P)

3.5.1 Uso de Reotimizacao

Este teste tem 0 objetivo de comparar duas técnicas de dosdeccortes. A diferenca entre elas
€ 0 uso ou ndo de reotimizac&o apos a insercao de cortes. Mkginari chamada insercdo completa
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(IC), os cortes sédo inseridos localmente nos nés da arvorgue-se o procedimento padréo de
reotimizag&o do PL e continuagéo bianch-and-cut

A segunda estratégia baseia-se na criacdo de um PL adioiodelé feita a insercao de cortes.
E aplicada a reotimizacéo deste PL e sdo adicionados ao §halrapenas os cortes que ndo apre-
sentam variavel de folga basica. Este procedimento é usadBalas et al., 1996b). Esta técnica de
insercdo com reotimizacdo e remocao dos cortes € aqui deadaniR.

Foram utilizadas para testes as instancias ¢515-1, c5t852,00 e b05200, correspondentes a
problemas de designacdo generalizada, as instancias,g@33L, da MIPLIB 3.0 e as instancias
de mochila multidimensional mkp5.100-00 e mkp5.100-01. abdla 3.1 contém os valores dos
parametros utilizados. A Tabela 3.2 mostra os valores réditidos para este conjunto de instancias
com um tempo computacional maximo de 1200 segundos.

Parametro | Valor
frac_rhs 0,05
max_round_percent 100%
viol_min 10~
max_razao 10°
max_nao_nulos 100%
max_par 100%
rhs_relax 0
crit_sel eficiéncia

Tabela 3.1: Parametros usados no teste de comparacao@etiR |

Note que o percentual de gap fechado € maior para todos es qoidndo € aplicada reotimizacao
seguida de remocao de cortes com variavel de folga basicasafplisso, a razdo gap fechado por
no pode ser menor para esta técnica, devido ao maior numendésdavaliados. O tempo médio
de execucdo é menor quando a remocdao de cortes é efetuadandwque solucbes Otimas séo
encontradas em um tempo menor para esta técnica. O tempo gasid por né também é menor,
pois a insercdo excessiva de cortes acarretada pela téCrfmacom que o problema linear de cada
no torne-se mais dificil de resolver. Note que o niumero dees@erados € maior para IR, pois mais
nos séo avaliados, mas um grande percentual destes cogtesédo.

As figuras a seguir ilustram o comportamento indicado panatamcia b05100 e o corte GIM. A
Figura 3.1 indica que o nimero de nés avaliados em um mesewait de tempo € maior quando
sédo removidos cortes apos a reotimizacdo. A Figura 3.2 emostitimero de cortes em fungao do
namero de nas, e evidencia a maior insercao de cortes paladéC.

A Figura 3.3 apresenta o percentual do gap de integralidadteaélo para as duas técnicas. Note
gue o gap fechado é sempre maior para qualquer instante ge tprando a técnica IR é utilizada,
chegando a00% antes de 400 segundos, enquanto 0 nao uso de remocéo ingihiéa fechamento
total do gap.



Média Gomory GIM CFF k-corte CG-Nivel
IC IR IC IR IC IR IC IR IC IR
Gap fechado(%) 20,63| 74,54| 79,66 94,43| 33,56, 75,06/ 83,05 88,40 22,67| 70,53
Numero de nos 38,25| 7340,38| 5078,00| 10120,88| 74,13| 8387,13| 7641,13| 11404,00, 77,00| 6196,88
Cortes Geradobx 10?) 9,9 140,1 19,3 35,2 7,5 138,8 14,9 22,8 5,5 99,1
Cortes Descartados 89% 73% 89% 61% 83%
Tempo(s) 1050,00| 562,25/ 615,00 367,75| 996,38| 559,25| 492,63 358,00 1050,25| 629,13
Gap fechado por né 0,45%| 0,27%| 0,37% 0,40%| 0,35%/| 0,21%| 0,35% 0,41%/| 0,32%| 0,43%
Tempo por n4(s) 64,42 1,02 1,16 0,07| 46,29 0,93 0,68 0,32 56,70 2,61

Tabela 3.2: Comparacao entre as técnicas IC e IR
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3.5.2 Testes de Parametros

A secéo anterior indica claramente dominancia da técnicams#r¢do com reotimizagéo (IR)
em detrimento da inser¢cdo completa (IC). Portanto estad@&e@niadotada nesta fase de ajuste de
parametros e em todos os testes que se seguem. Para todaanestpzs citados na Secédo 3.2 é feito
0 ajuste de valores na presente sec¢do, utilizando um suintorjas instancias disponiveis.

O parametrdrac_rhs que define a parte fracionaria minima que deve ter o laddalute linha
do tableau para que seja considerada na geracéo de carteapfalo fixo en0,05 na se¢ao anterior.
Este valor mostrou-se adequado pois ndo foram geradosderpeecisdo em nenhuma instancia.
Portanto, para os demais testes, este valor € mantido.

A relaxacao do lado direitash_relax foi mantida en) para todos os cortes na se¢ao anterior.
Como nenhum erro de preciséo foi gerado, este valor foi manbg demais testes.

Critérios de Descarte

Alguns dos critérios de descarte de corte também foramradiils segundo os testes da secao
anterior. O parametraiol_mindefine a minima violacdo em relagcéo a solucéo atual que deumte
plano de corte para que considere-se que ele viola de falogisaatual. O valor adotado para este
parametro 404, assim como em (Goycoolea, 2006).

Da mesma forma, a razdo maxima entre os coeficientes foi daagitn10°. O nimero maximo
de coeficientes ndo nulos é fixado @)%, ou seja, ndo é necessario limitar este coeficiente, pois
utilizando-se seu valor maximo, nenhum erro de precisagdi@do para nenhuma das instancias dos
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testes da secao anterior.

Instancias

Para os testes de parametros das proximas secoes forameradas as instancias da mochila
multidimensional, mkp10.100-00, mkp10.100-10, mkp10-28, mkp10.250-10, mkp10.250-20, ins-
tancias da MIPLIB, harp2, air04, air05 e p2756, e instanaga& AP, b05200, c10100 e d05200.

Tamanho Maximo do Round

Os parametros usados para este teste sdo os mesmos da Thbela&® ser pelo parametro de
paralelismo que é mantido emax_par= 99%.
Foram considerados trés valores para o tamanho maximuudd 10%, 50% e 100%. A Tabela

3.3 mostra o gap de integralidade fechado para os cortes GR#, e CG-Nivel, em um tempo
maximo de execuc¢éo d&00 segundos.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia 10% 50% 100% 10% 50% 100% 10% 50% 100%

mkp10.100-00 58,96 59,37 57,91 49,65 44,48 43,75 54,48 75233,07
mkp10.100-10 67,51 72,29 73,20 57,06 54,38 50,51 60,78 2636D,94
mkp10.250-00 27,88 28,16 25,75 21,02 20,56 20,52 24,50 92224,76
mkp10.250-10 34,83 32,90 32,99 28,41 26,09 24,40 31,07 5303D,95
mkp10.250-20 37,86 34,04 35,78 22,34 23,27 30,76 31,62 53130,48

air04 2544 1154 21,02 29,63 14,67 10,30 26,29 23,64 23,61
air05 58,69 34,42 20,97 47,67 34,93 31,69 48,05 32,67 31,12
harp2 53,69 68,57 5534 70,38 61,46 63,90 6853 33,86 42,87
p2756 307 355 355 213 295 213 3,24 2,13 2,27

b05200 31,72 44,60 40,42 54,62 26,48 52,40 100,00 43,14 849,8
c10100 66,05 61,80 68,80 56,24 54,42 45,36 41,62 4791 21,86
d05200 14,38 15,33 16,50 2,48 590 6,69 9,55 12,20 12,13

Média 40,01 38,88 37,69 36,80 30,80 31,87 41,64 3297 32,00

Tabela 3.3: % Gap fechado com variacao tamanh@dod

Note que para os trés cortes a maior média é obtida para o handamound 10%. O ganho no
fechamento do gap para este tamanhooded € de aproximadamen&® em relacdo aos demais,
para o corte CG-Nivel. Para os cortes CFF este ganho é de apaaimentes%. Para os cortes
GIM, o ganho € menor e em torno de apez#sem relagcédo amund completo.

A Tabela 3.4 mostra as médias de nos avaliados, cortes gemadortes inseridos apos a reoti-
mizacdo. E possivel notar a tendéncia de diminuicdo de radmadus quando o tamanho daund
€ aumentado, pois a adi¢cdo de mais cortes aumenta o tempongastotimizacdo. Este efeito da
diminuicdo da quantidade de nés pode contrabalancear @ gdmiclo pela insercdo de mais cortes.

Nota-se que o0 numero de cortes que sdo inseridos no PL aposmizacdo é semelhante para
os trés tamanhos daeunds Isto pode ser explicado pelo fato de que a utilizacdo deawmd maior
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GIM CFF CG-Nivel
Médias 10% 50% 100% 10% 50% 100% 10% 50% 100%
Nos 34.793 32.381 31.682 20.890 15.929 16.760 33.242 30.202Z/70

Cortes gerados 53.168 78.322 85.169 77.737 258.641 310.88B6&% 76.603 66.217
Cortesinseridos 30.504 29.536 30.230 29.347 28.039 28.78466Q@ 27.993 26.792

Tabela 3.4: Variacdo do tamanho @aoind

também implica na insercéo de cortes possivelmente memazesi, ja que os cortes sdo ordenados

pelo critério de eficiéncia. Assim, uraund menor pode ja concentrar a maioria dos cortes que sao
inseridos no PL apds a reotimizacéo.

Critérios de Selecao

Este teste busca averiguar a eficiéncia dos dois possiitérsos para a selecao de cortes expostos
na Secao 1.5. Goycoolea (2006) sugere que a selecédo ponafgi@oduz melhores resultados, mas
gue por outro lado é computacionalmente mais custosa.

Todos os parametros do teste, com excecao do critério dgieekfio 0s mesmos do teste anterior,
e é utilizado o tamanho dound 10%, que apresentou melhores resultados.

A Tabela 3.5 resume o0s resultados obtidos. Pode-se ohseowaonjunto de instancias proposto,
gue o critério de selecao por eficiéncia obteve melhoresdtae®s do que o critério de selecéo por
violacéo, 0 que sugere que 0 seu maior custo computaciorabénpensado.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia viol. efic. viol. efic. viol. efic.

mkp10.100-00 60,44 58,96 49,53 49,65 54,65 54,48
mkp10.100-10 61,53 67,51 56,07 57,06 61,68 60,78
mkp10.250-00 27,98 27,88 22,35 21,02 24,77 24,50
mkp10.250-10 34,03 34,83 23,35 28,41 30,65 31,07
mkp10.250-20 38,45 37,86 29,28 22,34 33,39 31,62

airo4 33,08 25,44 9,05 29,63 10,66 26,29
air05 45,54 58,69 35,25 47,67 31,26 48,05
harp2 46,48 53,69 60,47 70,38 55,44 68,53
p2756 3,19 3,07 338 213 4,52 3,24

b05200 43,88 31,72 22,93 54,62 52,55 100,00
c10100 63,28 66,05 37,63 56,24 54,88 41,62
d05200 19,11 1438 2,47 2,48 10,19 9,55

Média 39,75 40,01 29,31 36,80 35,39 41,64

Tabela 3.5: % Gap fechado para os critérios de selecéo &mlagrmalizada e eficiéncia
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Uso de Descarte por Paralelismo

Este teste verifica a eficacia do descarte por paralelismerificacao de paralelismo requer um
grande numero de operacgdes, pois € feita entre o corte getados 0s outros cortes ja inseridos. Por
outro lado, a insercdo de um corte paralelo a outro ja exest&earreta um aumento desnecessario
do problema. O paralelismo entre cortes é medido segun@8)(&, entre cortes semelhantes, é
descartado o de menor eficiéncia.

A Tabela 3.6 mostra os resultados obtidos para os mesmasgaod do teste deund (10%),
com e sem uso de descarte por paralelismo. Nesta tabaka par= 1, ou seja,100% de paralelismo
€ aceito e nenhum corte é excluido. Payax_par= 0,99, cortes semelhantes sdo descartados. Os
resultados demonstram que o descarte de cortes por paradedi eficaz, aumentando significativa-
mente o gap fechado para a maioria das instancias.

A Tabela 3.7 mostra que a checagem de paralelismo gera umiegaamento da quantidade de
nés avaliados, e ainda assim, diminui a quantidade totabde<cinseridos antes da reotimizagéo.

GIM CFF CG-Nivel
Instancia max_par=1 max_par=0.99 max_par=1 max_par=0.99 max_par=1 mag.par=
mkp10.100-00 54,47 58,96 45,36 49,65 46,02 54,48
mkp10.100-10 67,57 67,51 52,87 57,06 53,45 60,78
mkp10.250-00 20,00 27,88 16,85 21,02 13,90 24,50
mkp10.250-10 27,14 34,83 19,83 28,41 18,95 31,07
mkp10.250-20 27,48 37,86 20,95 22,34 23,01 31,62
air04 12,39 25,44 49,37 29,63 32,69 26,29
air05 41,07 58,69 57,55 47,67 50,56 48,05
harp2 68,65 53,69 48,24 70,37 75,99 68,53
p2756 1,77 3,07 3,38 2,13 2,13 3,24
b05200 22,70 31,72 11,33 54,62 18,17 100,00
c10100 60,48 66,05 50,31 56,24 67,76 41,62
d05200 10,74 14,38 2,48 2,48 5,85 9,55
Média 34,54 40,01 31,54 36,80 34,04 41,64

Tabela 3.6: % Gap fechado com e sem uso de descarte por [sanalel

GIM CFF CG-Nivel
Médias par=1 par=0.99 Var. par=1 par=0.99 Var. par=1 par=0.99 Var.
Nés 12816 20890 63% 14400 34793 142% 13368 33242 149%

Cortes gerados 89288 77737 -13% 83872 53168 -37% 80695 4856880 -
Cortes inseridos 27354 29347 7% 27034 30504 13% 27165 28660 6%

Tabela 3.7: Uso de descarte por paralelismo
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3.5.3 Parametros Relativos a Cortes

No Capitulo 2 sé@o descritos os paradmetros relativos aossdORE, k-cortes e CG-Nivel. Nesta

secao propde-se testes relativos ao uso destes parantdizasdo-se 0 mesmo conjunto de instan-
cias da secao anterior.

3.5.4 Corte Fracionario Forte

O algoritmo ALG-CFF, apresentado na Secéo 2.2.1 € usadopalisaa a variacao de parametros
do corte CFF.

O primeiro teste é feito multiplicando-se as linhas padrantes da geracéo do corte, sempre que a
parte fracionéria do lado direito fer 1/2 para obter uma nova linha cujo= 1, ou sejaCFF-Kmax
=1.

No segundo teste, propde-se a limitacdd:demando a metade do maximo valor possivel para
k. Como ja definido na Sec¢éo 3.5fac_rhs= 0,05, e portanto,l < k£ < [1/frac_rhs| — 1, ou
seja,1 < k < 19. Desta formaCFF-Kmax= |19/2| = 9. Assim, para tod& > 9 é aplicada a
pré-multiplicacéo por-1, de forma que o novo corte é obtido cém= 1, e para as demais linhas que
apresentarerh < 9, o corte é aplicado sem modificagdes.

O terceiro teste consiste em usar o param€ké-Kmax= +oo, ou seja. nao esta limitado e
nao é aplicada nenhuma modificac&o a linha do tableau antgsagio do corte CFF.

A Tabela 3.8 mostra os resultados obtidos para este testa-dd@ue o0 paramet@FF-Kmax=
1, que equivale a forma como Letchford e Lodi (2002) aplicaoecorte, gera os melhores resultados.
Note que o gap médio fechado é menor para a estratégia qteelliparcialmente, de onde conclui-se
gue a imposicdo de uma limitacao deste parametro ndo esssarie.

Instancia CFF-Kmax=1 CFF-Kmax=9 CFF-Kmax=x

mkp10.100-00 49,65 47,3 46,9
mkp10.100-10 57,06 51,68 53,57
mkp10.250-00 21,02 15,57 16,78
mkp10.250-10 28,41 22,4 20,13
mkp10.250-20 22,34 21,69 22,18
air04 29,63 9,05 26,6
air05 47,67 47,79 52,15
harp2 70,38 40,75 55,46
p2756 2,13 1,77 2,303
b05200 54,62 52,3 52,9
c10100 56,24 61,7 62,24
d05200 2,48 5,85 5,86
Média 36,80 31,49 34,76

Tabela 3.8: Variacdo do maxiniopara o corte CFF
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3.5.5 K-cortes

O algoritmo ALG-K, apresentado na Secao 2.3, € usado paflisana variacdo de parametros
dos k-cortes. Séo usados trés valores de MAXCL. Este parametermina o maximo de k-cortes
gerados por linha do tableau, sendo o melhor corte escotfsidoinsercéo. A Tabela 3.9 mostra os
resultados obtidos para este teste. O valor de MAXCL = 3 gesouadhores resultados, o que indica
que é mais interessante testar menos valoréspe linha do tableau.

Instancia MAXCL=3 MAXCL=5 MAXCL=10

mkp10.100-00 71,00 72,31 71,36
mkp10.100-10 86,53 85,08 83,37
mkp10.250-00 30,19 29,61 33,01
mkp10.250-10 37,52 36,60 35,00
mkp10.250-20 39,93 39,90 42,18
air04 18,73 28,05 15,50
air05 40,75 34,38 34,38
harp2 52,08 48,05 53,97
p2756 5,35 17,77 4,39
05200 100,00 100,00 100,00
c10100 79,97 52,94 64,70
d05200 14,76 15,68 14,24
Média 48,07 45,86 46,01

Tabela 3.9: Variac6es do maximo de cortes por linha paraarte-c

3.5.6 Corte Chvéatal-Gomory-Nivel

A geracdao do corte CG-Nivel implica na determinacao dos petrésp e d. O algoritmo ALG-
CGN define, na Secéo 2.4.2, o numero de conjuntos de paranigtrbsutilizados na geracao de
cortes para uma mesma linha do tableau. Para tanto, recei® garametro, além da linha do
tableau, os valores d€,;,, , Pme: € MAXPY. O valor de MAXPY determina o0 maximo de valores
atribuidos ay, dado um parametrp. Para testar o impacto da variacdo destes parametros foram
utilizados os valores da Tabela 3.1Q;,¢,, = 1.

(Prazs MAXPY) | Ap

(3, 1)
(3,3)
(8,1)
(8,4)
(8, 8)

P NP W

Tabela 3.10: Parametros de teste para ALG-CGN
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A Tabela 3.11 apresenta o resultado da variacao destesqtan&ipara o conjunto de 12 instancias
utilizados nos testes anteriores, utilizando o algorit@aldas fases. E esperado que uma faixa mais
ampla de parametros permita a geracao de cortes mais fodssjue também aumente o tempo gasto
na geracao de cortes. Neste teste, 0 conjunto de parantgtdjsapresentou o melhor resultado.

Instancia [3,1] [8,1] [3,3] [8.8] [8,4]

mkp10.100-00 56,09 56,06 54,41 51,05 53,88
mkp10.100-10 65,65 65,62 60,78 62,23 64,66
mkp10.250-00 23,21 23,16 24,23 22,60 24,71
mkp10.250-10 29,62 29,58 31,04 29,06 30,51
mkp10.250-20 33,16 33,1 31,61 31,3 32,33

airo4 29,71 29,7 26,3 29,7 304
air05 45,77 45,77 48,05 43,71 39,52
harp2 70,98 70,98 68,73 61,74 71,97
p2756 2,77 2,44 4 181 1,82
b05200 100 100 100 100 100

c10100 39,49 39,94 42,43 29,62 57,13
d05200 12,41 12,39 9,74 9,52 9,57

Média 42,41 42,40 41,78 39,36 43,04

Tabela 3.11: Resultados de teste para ALG-CGN

O proximo teste tem a funcdo de medir o ganho proporcionaldogpéicacao dos algoritmos de
duas fases do corte CG-Nivel. A Tabela 3.12 apresenta o gapedgdlidade fechado para 0 mesmo
conjunto de instancias e parametros do test®ded (10%) que utiliza segunda fase.

Note que a aplicagéo dos algoritmos de duas fases nao prawocgande diferenca no gap fe-
chado para estas instancias. Isto pode ser explicado gelddéaque o ganho proporcionado pela
segunda fase ndo é compensado pelo tempo gasto para recascphrametros do corte. O fato de os
problemas testados possuirem muitas variaveis torna fifigis @hcontrar um parametro que atenda
as condicdes de todos os coeficientes de um dado sinal, e awrtesapo possibilite a modificacao
de uma parte dos coeficientes do sinal oposto.

3.6 Testes Comparativos

Esta secdo apresenta a comparacao entre os planos de teahts giara um conjunto de 40 ins-
tancias. A partir dos resultados das sec¢des anterioreg)jonto de parametros usados é mostrado
na Tabela 3.13. O tempo maximo de execucao é de 300 segungos-pgbocessamento do CPLEX
é habilitado, assim como a opg¢éiwong branching

A insercao dos cortes GIM e k-cortes exige a adicdo de uma vanavel de folga real. Para
aplicar estes cortes utilizando-se apenas variaveisastgiropde-se a substituicdo das variaveis de
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Instancia 2 fases 1 fase

mkp10.100-00 54,48 54,38
mkp10.100-10 60,78 60,72
mkp10.250-00 24,50 24,22
mkp10.250-10 31,06 31,15
mkp10.250-20 31,62 31,67

air04 26,29 23,29
air05 48,05 48,05
harp2 68,53 68,53
p2756 3,24 3,4
b05200 100 100
c10100 41,62 42,44
d05200 955 9,48
Média 41,64 41,44

Tabela 3.12: Comparacao entre o uso de 1 ou 2 faggs € 3, MAXPY = 3)

folga reais antes da derivagdo do corte. Desta forma, tevs-sertes GIF e k-cortes (GIF), respecti-
vamente.

Parametro Valor
frac_rhs 0,05
max_round_percent 10%
viol_min 1074
max_razao 10°
max_nao_nulos 100%
max_par 99%
rhs_relax 0
crit_sel eficiéncia
CFF
CFF-Kmax 1
k-corte
MAXCL 3
CG-Nivel
pmax 8
MAXPY 4
duas fases sim

Tabela 3.13: Parametros utilizados nos testes da Secao 3.6

As relacbes de dominancia existentes entre os cortes samrtdoGiF, k-cortes (GIF) e CFF em
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relacdo ao corte fracionario (Gl). Portanto é esperado sf@s eortes superem o corte Gl em relacao
ao gap de integralidade fechado.

Note que ndo ha como comparar o corte GIM com 0s cortes pagegmacao inteira pura, pois o
corte GIM é aplicado sobre variaveis reais. Ainda assimndoaste corte (GIM) é aplicado apenas
sobre variaveis inteiras, ele € equivalente a GIF e, partaldmina Gl. O mesmo vale para os k-
cortes. Portanto, € esperado que o gap fechado por GIM gésamm variaveis reais também seja
superior ao gap fechado pelos cortes fracionarios.

A Tabela 3.14 mostra o gap de integralidade fechado peleagdlo dos planos de corte a cada
instancia, enquanto a Tabela 3.15 mostra o gap de integdali®chado para cada grupo de instancia
e a Tabela 3.16 mostra a quantidade de nos avaliados e awtegglos. A Tabela 3.17 mostra a
relacdo de cortes por no.

Como esperado, a Tabela 3.14 mostra que os cortes GIM, ks@@&F possibilitam um maior
fechamento do gap que o corte fracionario (Gl). Dentre éisgortes, o k-corte possibilitou o maior
gap médio fechado para este conjunto de instancias. Os €aiftee k-cortes (GIF) apresentam gap
médio fechado maior do que os cortes equivalentes paragmagéo inteira mista.

O corte CG-Nivel supera os cortes CFF e os cortes fracionavidsamamento do gap de inte-
gralidade. Note que ndo ha relacdo de dominancia entre ® C&tNivel e os demais. Mas o corte
CG-Nivel possibilita o uso de variacao de parametros at@daéplicacdo do algoritmo ALG-CGN,
de modo a selecionar cortes mais fortes a partir da mesme li@s cortes CFF também apresen-
tam gap médio fechado maior que os cortes fraciondrios, @ asperado por serem teoricamente
superiores.

O comportamento dos planos de corte em relacdo ao gap feélsmnelhante para as instancias
da mochila multidimensional, da mochila multidimensior@h restricbes de demanda e da MIPLIB.
Os cortes GIF e k-cortes (GIF) superam os cortes mistosspmnelentes, GIM e k-cortes, no fecha-
mento do gap médio de integralidade. Os demais cortes apaeseesultados inferiores aos cortes
mistos. Esta mesma relacdo pode ser observada para iastélecdesignacao generalizada, mas a
diferenca entre os cortes GIF e k-cortes (GIF) e os demais®anantuada.

Observe ainda que a razao de cortes por n6 exibida na Tati@l& 8xenor para os cortes GIF e
k-cortes (GIF), para todos os tipos de instancia. Estesxeéo seguidos pelos cortes mistos, GIM e
k-cortes. O fato de que os cortes cuja razdo de cortes por ed@rmpresentam, em geral, maior gap
médio fechado indica que, para os demais cortes, o problees de cada n6 pode ter se tornado de
dificil solugéo, e o beneficio proveniente da insercéo deesgode ter sido diminuido pelo tempo
gasto na resolucao do PL.

Observe na Tabela 3.16 que para problemas da mochila mudtidional, a quantidade média de
cortes é semelhante. Entretanto, a média de nds avaliadesar para os cortes cujo fechamento do
gap € menor (Tabela 3.15). Este fato é refletido na razao tlesquor né da Tabela 3.17, indicando
gue a insercao de cortes sem grande ganho no fechamento de igéggralidade leva a um resultado
final inferior.

3.7 Conclusodes

A partir dos testes apresentados na Secao 3.5.1, fica claro ggo da técnica IC gera melhores
resultados do que a aplicacdo da técnica IR. Esta técniciilitessjue cortes cuja variavel de folga
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€ béasica, e que, portanto, ndo estdo ativos, ndo sejamdioseardo PL da arvore deranch-and-
cut Desta forma, o problema linear resultante torna-se maikdé ser resolvido, e mais nés sédo
avaliados em um mesmo intervalo de tempo. O percentual déeghpdo ao final € sempre maior
para IR, indicando que a insercao de cortes acarretada peleadC é excessiva.

Ainda observando os resultados da comparacéao entre IC enBluése que os valores adotados
na literatura para os parametros relacionados a erros disfwgnax_razace viol_minsao adequa-
dos, pois estes mesmos valores foram usados no teste indieadgerar erros de precisdo numérica.
Além disso, o parametro que procura adicionar folga ao cdrte relax mostrou-se desnecessario
para todos os cortes, inclusive aqueles com variavel da felg.

Os testes também demonstram que o uso do critério de depoaparalelismo aumenta o per-
centual de gap fechado para todos os planos de corte, apasiacdo de cortes redundantes.

Entre os dois critérios de sele¢do utilizados, o critériefitdéncia mostrou os melhores resulta-
dos. Apesar de apresentar maior custo computacional do grigéo de violacdo normalizada, o
percentual de gap fechado ao final da execucgéo é maior parergstio.

Balas et al. (1996b) mostram resultados relativos ao tamdalmound de cortes, utilizando os
mesmos valores deste traballi0%, 50% e 100%. Os autores concluem queaund completo gera
melhores resultados. Entretanto, os testes feitos petoseaueferem-se apenas ao né raiz. Neste
trabalho, os resultados apontam para o uso do tamantoadé 10%.

Testes de parametros foram executados para o corte fracidode (CFF), K-cortes e para o
corte CG-Nivel. O corte CFF apresentou melhores resultadasdguimplementado segundo pro-
puseram os autores em (Letchford e Lodi, 2002). A pré-nlidépao por—1 antes da geracdo do
corte € um procedimento heuristico que mostra resultadiz$asérios experimentalmente. Para os
K-cortes, a geracao de no maximo trés cortes por linha agmsemelhores resultados em relacdo ao
gap fechado.

Para o corte CG-Nivel, o teste relativo aos parameteé mostraram que uma faixa mais ampla
de parametros permite a geracéo de cortes mais fortes,rpimpando um maior fechamento do gap
médio. A aplicacdo das estratégias de duas fases mostropagquana melhoria no gap médio final,
indicando pequeno ganho proporcionado pela segunda fase r@ajustar coeficientes de um dado
sinal.

Os teste comparativos realizados mostram um maior fechandengap médio para os cortes
GIM, GIF, K-cortes e K-cortes (GIF). Os cortes calculadosregs sobre variaveis inteiras, GIF e
K-cortes (GIF), mostram o maior gap médio fechado. Estegsguperaram o corte fracionario Gl.
Este resultado ja era esperado, pois os cortes GIF e K-d@tE$ dominam o corte GI. O mesmo
resultado também se confirmou a partir da aplicacao dosscam@&@ogos, com variaveis reais, GIM e
K-cortes, que dominam os cortes fracionarios quando ajf@gapenas sobre variaveis inteiras.

Os cortes CFF dominam os cortes fracionarios, e o gap médiadedambém é maior para este
corte. Ja o corte CG-Nivel ndo apresenta relacdo de dominéncrelacdo aos demais cortes, mas
0 seu desempenho é superior ao dos corte fracionario e db@BR. Tal comportamento pode ser
explicado por ser um corte mais maleavel em relacao a var@g@arametros.

Os resultados apontam que a introducdo de qualquer coresdexriteriosa. O tempo gasto na
resolucéo do PL de cada né pode superar o ganho proporcipeslmsercdo de novos cortes.
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Gap fechado(%)

Instancia Gl GIM GIF CFF K-corte K-corte(GIF) CG-Nivel
5-250-1-0-1 14,95 34,22 3509 12,87 31,56 33,01 22,69
5-250-1-0-3 15,66 38,50 3589 15,11 28,80 29,82 16,28
5-250-1-0-11 12,98 31,27 34,04 12,15 34,01 28,94 14,18
5-250-1-1-0 21,46 36,63 41,37 20,97 42,12 40,55 20,94
5-250-1-1-2 14,02 31,98 30,47 1544 33,32 28,65 14,07
5-250-1-1-6 20,25 35,75 35,77 19,94 30,09 34,57 17,90
10-100-1-0-0 36,83 41,14 4753 29,46 41,52 49,28 38,88
10-100-1-0-1 31,91 40,48 47,06 32,25 39,08 44,66 33,01

10-100-1-1-14 52,63 61,73 70,05 56,69 67,45 82,60 60,22
10-100-5-0-10 31,29 38,20 46,59 33,00 38,37 47,01 30,73
10-100-5-1-14 34,45 49,80 51,49 37,88 49,72 50,84 32,43
10-100-10-0-0 41,23 51,09 54,61 86,93 49,19 69,81 39,30
cap6000 63,55 6355 6355 6355 67,05 63,55 63,55
fast0507 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59 7,59
harp2 22,69 60,98 75,16 40,46 53,30 76,39 43,50
manna81 2293 22,93 2293 2293 22,93 22,93 24,06
p2756 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 95,35
mkp5.500-06 14,84 22,83 22,48 16,57 22,69 21,56 24,58
mkp5.500-16 13,34 28,31 25,84 10,74 34,38 19,54 25,14
mkp5.500-26 22,83 36,30 40,70 24,02 43,04 31,41 34,51
mkp10.100-07 74,84 100,00 100,00 76,00 100,00 100,00 87,86
mkp10.100-17 67,49 79,76 100,00 67,22 81,61 100,00 72,77
mkp10.250-05 16,45 23,93 27,80 16,30 24,33 27,42 18,39
mkp10.250-15 23,21 27,63 32,60 20,84 27,81 32,05 24,75
mkpl10.250-25 16,95 37,48 41,79 26,45 37,45 41,02 31,06
mkp10.500-00 1,70 10,02 11,29 4,23 10,73 10,91 6,25
mkpl10.500-11 4,62 12,07 13,47 3,00 12,18 13,08 8,75
mkp10.500-21 3,82 12,75 13,44 3,06 12,92 13,17 7,54
b10200 3,22 3,22 38,70 3,22 3,22 36,94 20,07
b20100 100,00 100,00 100,00 34,45 100,00 100,00 58,57
b20200 242 52,70 8151 242 38,58 100,00 2,42
c05200 15,39 2,24 100,00 2,24 31,90 100,00 28,51
¢c10200 4,32 17,40 38,43 4,32 4,32 37,52 4,32
c20200 2,75 2,75 3282 2,75 2,75 34,96 2,75
d05100 14,42 2452 41,70 13,40 20,07 43,99 19,22
d10200 1,62 1,62 11,12 1,62 1,62 11,07 1,62
e05100 33,97 67,19 100,00 31,29 67,99 100,00 47,43
05200 22,10 32,03 100,00 32,06 40,01 100,00 22,10
10100 3,75 13,29 39,15 31,08 12,82 42,50 3,75
10200 5,99 508 25,86 5,99 5,08 27,61 5,99
Média 25,36 36,47 48,45 26,01 36,79 48,87 28,33

Tabela 3.14: % Gap fechado
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Média de gap (%)
Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 27,31 23,64 43,35 17,49
GIM 40,90 35,55 51,01 26,84
GIF 4416 39,04 53,85 59,11
CFF 31,06 24,40 46,91 13,74
K-corte 40,44 37,01 50,17 27,36
K-corte (GIF) 4498 37,29 5409 61,22
CG-Nivel 28,39 31,05 46,81 18,06
Tabela 3.15: Média do gap fechado por tipo de instancia
Média de nés Média de cortes
Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 5581 6446 182 393 11563 8195 392 869
GIM 14018 16978 192 1092 14834 8874 388 1245
GIF 35847 25704 1453 8132 13982 7768 818 1676
CFF 5654 6266 229 419 11463 8674 367 837
K-corte 13298 17653 183 1088 14456 9488 372 1236
K-corte (GIF) 31154 22345 1202 8124 13457 7634 686 1916
CG-Nivel 5561 13140 201 567 8662 8204 525 757

Tabela 3.16: Médias para cada plano de corte

Corte MDMKP MKP MIPLIB GAP
Gomory 2,07 1,27 2,16 2,21
GIM 1,06 0,52 2,02 1,14
GIF 0,39 0,30 0,56 0,21
CFF 2,03 1,38 1,60 2,00
K-corte 1,09 0,54 2,04 1,14
K-corte (GIF) 0,43 0,34 0,57 0,24
CG-Nivel 1,56 0,62 2,61 1,34

Tabela 3.17: Razéo de cortes por né
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Apéndice A

Complementacéao do Capitulo 2

Este apéndice detalha algumas passagens do Capitulo 2.

A.1 Proposicéo 2.3

A prova desta proposicéo é facilitada pela definicdo dosaitosce lemas colocados a seguir.
Sejaa® o termoal na equagdo recursiva (2.24), suprimido o indiceNos lemas a seguir,
considera-se que

k _ a e k
k _ pk g k+1
== | e | (A.2)

Ambas as definicGes acima sdo sempre positivas. Dividiedoegpressao d# pord*, obtém-se
B*/dr = (a’“/d’ﬂ —a"/d".

Observe ques”* /d* é a diferenca entre o teto de um nimero e ele mesmo, e, portérty > 0.
Comod* > 0, entdos* > 0. Analogamente, sabendo qgifé! > 0, obtém-se

,.)/k:/dk:Jrl — Bk/dk+1 _ Lﬁk/dk+lj ’

e, portantoy* > 0.
Também é possivel mostrar gdfe> 3% ed**! > ~*. Observe que* > 3* é equivalente a

d* > [a*/d*] Jd* — a".
Dividindo-se esta equac&o pd, obtém-se
1> [d*/d"] —d"/d",
e, portantod* > 5*. De maneira analogd:*! > ~* implica que

dk+1 > ﬁk _ Lﬁk/korlJ dk+1, ou
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1> 5k/dk+1 . Lﬁk/dk+1J ’

e, portantod®*t! > ~*,
Em suma/3* ev* sdo definidos de forma que

d* > gk >0 (A.3)

d" > Ak >0, (A.4)
LemaA.l. [a**!/d*] = [ak/d¥] — | g% /dF .
Demonstracdo Dividindo a equacéo (2.24) pdf+!, obtemos

a" /@ = g et — (ak:/dk:“ (1/dkz+1) _

A partir da definicdo de* (equacédo A.1), tem-s€ = [a*/d"| d* — 5* que, se divido porl**
resulta em

ak/dk+1 — ((Ik/dk—‘ (dk/dk+1) o /Bk/dk+1'
Substituindo este termo na expressda’de /d**!, temos:
ak+1/dk+1 — (&k/dk—‘ (dk/dk+1) o /Bk/dk+1 _ (ak/dlﬂ (1/dk+1)
_ "ak/dk" [(dk . 1) /dk+1:| —6k/dk+1.
Mas, pela equacdo (2.23)+! = d* — 1 e, ent&o, a equacdo acima torna-se
akJrl/korl — (ak/dlﬂ o ﬁk/korl’ ou
ak—f—l/dk—i—l + ﬁk/dk—i-l — "ak/dk" )

Na equacdo acima, um nimero inte{re*/d*|) é igual & soma de outros dois fracionarios. Isto
acontece se e somente se a parte fracionaria das pafeeiags* ™ e g% /d*') sdo complementares,
ou seja, ttm soma unitaria. Sendo assim, podemos escraver qu

[a 41/ [8/d41) = [ /],
ou, escrevendo de outra forma,

[t d 1] = [a/d] - |4/d1]. O
Lema A.2. vF = phtl,

Demonstracdo Pela definicdo dg* (equacéo A.1), sabe-se qd&™ = [a"!/dFT] dF T — gk T,
Utilizando o resultado do Lema A.1, podemos substiﬁuﬁ”/d“ﬂ nesta equacéao, gerando

g+t — ((ak/dk“ _ Wk/dkﬂj) R
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— "ak/dk" dk+1 o Lﬁk/dk-‘rlj dk—f—l o (lk—H.
Comod"™ = d* — 1 ed*™ = a; — [a¥/d"], temos
ﬁk-{—l — "ak/dk"‘ (dk o 1) . Lﬁk’/dk’-‘rlj dk—i—l o (ak o "ak/dk")
_ "ak/dk" dk . "ak/dk" . L/Bk/korlJ dk+1 _ak + "ak/dk—‘
_ ((ak/dk" d* _ak) B Wk/dkﬂj dF L ([ak/d’ﬂ B (ak/dk")
— ﬁk o Lﬁk/dk+1J dk-‘,—l — ’Yk 0
Lema A.3. Sed*™ > g%, entdo[a" ™ /d*T| = [a*/d¥] e pFT! = .

Demonstracdo Sed"*! > jg*, entdo|3*/d"'| = 0. Neste caso, pela definicdo g€ (equacéo
A.2),~* = gk. Mas, pelo lema (A.2);* = p*+1. Portantos*+! = g*.

A segunda parte deste lema deriva diretamente do Lema Aetligque|a* ™ /d" 1| = [a*/d*] -
|3%/d*!|. Dado que| ¥ /d*™| = 0, conclui-se quda*™ /a1 = [a*/dF]. O

Lema A.4. . Sejar = [d — 3], ondes = (°. Entdos* = g e [a"/d*| = [a/d] parak <r —1, e
a* =a—k[a/d] parak <.

Demonstracdo Note quer = [d — (3] = |d — (| +1 < d— g+ 1. Portantod — (r — 1) > (3, ou,
d"~!' > 3. Comod* é funcédo decrescente éepodemos concluir que

d* > 3, parak=0,1,....,r — 1.
Pelo Lema A.3¢d*! > ¥ implicag*! = 3*. Aplica-se recursivamente este lema. Inicialmente,
d' > 3, que implicas' = 3. Portanto,
d? > (', que implicas? = ! = g,
d! '>“6T‘2, que implicasg™! = 3.
E, portanto, podemos concluir que
g* = p,parak=0,1,...,r — 1.
Também pelo Lema A.3 podemos concluir de forma analoga que
[a*/d*] = [a/d] ,parak =0,1,...,r — 1.
Observando a equacéo (2.24), que deffheecursivamente, podemos escrever que
a' =a—[a/d],

a’*=da" - [a'/d"] =a—2[a/d],

o' =a—(r—2)[a/d] - [a/d] =a—(r—1)[a/d],
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a =a' =[N d T =a—r[a/d].
A generalizacao deste procedimento da origem ao ultimdtaesudesta proposicéo,
a* =a—kl[d"/d"]| parak=0,1,..,r. O

O ultimo lema define o termp, muito importante na definicdo do corte CG-Nivel. O tenm®
uma medida da diferenca entiee 3, e portanto, é funcdo do coeficienteda equacéo original e
do parametral. Este lema consegue definir uma expressao fechada para aextefi?, desde que
p < r. Os proximos lemas tém a funcdo de encontrar a expresséadiegara:” quandop > r,
completando a base para a prova da Proposicao 2.3.

Lema A.5. Se0 < d**! < 3%, entdog**+! < 1.

Demonstracdo Pela definicdo de* na equacéo (A.2), podemos escrever que
(ﬁk _719) JdH = Wk/dkHJ ‘

Mas, pela premissa do lenfa< d*™* < g*, e portanto] 5*/d*™!| > 1, originando
(6k _,yk) /dk—H > 1,

gue pode ser reescrita como
Sk < gF L

Considerando qué**! = d* — 1, temos
< B (d 1) =1 (@ - BY).

Pela equacdo (A.3)}/* > p*. Portantoy* < 1. Como o lema A.2 diz que* = p*+!, temos
gl <1. O

Lema A.6. Sejar o mesmo definido no Lema A.4. Entda, /d"| = [a"/d"| parar < k <p — 1.

Demonstragdo Por definicdo = [d — 3]. Portantod — r < 3. Mas, pelo Lema A.43"~! = 3.
Entdo podemos concluir que— r < 5771, ou, pela equacdo (2.23), < g"~!. Aplicando o Lema
A.5, conclui-se que™ < 1.
Mas, por definicdo na equacéo (2.28),> 1, parak < p — 1. Entdod* > ", parak < p — 1.
Assim como foi feito no Lema A.4, utilizamos o lema A.3 paralesar que

d"' > 37, que implicas"*! = 3". Portanto,
a2 > gt que implicaﬁ"“ — gt =g,

d’~' > P72 que implicag? ! = g3".

E, portanto, podemos concluir que
pF=p" parak=rr+1,....p—1.

Também pelo Lema A.3 podemos concluir de forma analoga que
[a*/d*] = [a"/d"] ,parak=r,r+1,..,p—1. O
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LemaA.7. Sep > r + 1, entdo| 5! /d"| < 1.

Demonstracdo Note que se = [d — (f](Lema A.4) ed > [ (equagédo A.3), entdo> 1.
Também pelo Lema A.4, foi provado qd&! > e 3! = 3. Portantod"~! > 3"~!. Como
d—' =d" +1,temosd” + 1 > 5! Dividindo-se esta inequacgéo pér, obtemos

ﬂr—l d +1 1
< =1+ —.
G G R

Pela equacdo (2.25)7 > 1, ja quer < p — 1 (premissa do lema). Entad@ ' /d" < 2, e
portanto, | 3"~!/d"| < 1. 0

A partir dos lemas anteriores é possivel provar a Propogd¢@aeferente a forma fechada do
termoa?.

Demonstracdo da Proposigéo 2.Fara) < p < r, o Lema A.4 apresenta o resultado desta proposi-
cdo. Japara > r+1 é necessario encontrar a expressdeo’détravées dos lemas A.4 e A.6, sabe-se
que

v ) [a/d],  se0 <k <r—1,
{a /d—‘_{mr/dr“’ SeTSkSp_l_

Associando este resultado ao Lema A.1, temdsd"| = [a/d] — |7!/d"|. Pelo Lema A.7,
|57t /d"| = 1. Entdo temoga”/d"] = [a/d] — 1. A partir destas observacdes®/d"| pode ser
reescrito como

ko ) la/dl, se0 <k <r—1,
(a/dw_{(a/cﬂ—l, ser <k<p-1.

Utilizando os resultados acima e observando a forma rereuds termoa” na equacéao (2.24),
podemos deduzir que

p

a’ =a— Z [a'/d"]

=a—) [a/d] = ([a/d] - 1)

—a—rfa/d] - (p—r) (Ta/d] - 1)
=a—pla/d+(p—r). O

A.2 Proposicéo 2.4
A Proposicao 2.4 define os limites do termf paraa positivo ou negativo. Nesta secao, 0s

resultados desta proposi¢céo sdo demonstrados. Inci@m@otdescritos os lemas que formam base
para a demonstragao.
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LemaA.8. [a/d] = [(a — a?)/p].

Demonstracdo Comor > 1, pela Proposicao 2.3, sabe-se que
a—pla/d] <d’ <a—pla/d] +(p—1),

e, portanto,
pla/d] —(p—1) <a—d” <pla/d].

Dividindo-se a expressédo acima poobtém-s€a/d| — 1+ 1/p < (a —a?)/p < [a/d]. Como
1/p—1> —1, podemos reescrever a expressédo acima como

[a/d] =1 < (a—a”)/p <Ta/d].
A partir desta expressédo, conclui-se que— a?)/p| = [a/d]. O

Lema A.9. Sejap > 1, um namero inteiro fixo. Sejd tal qued > p. Entdo, com o aumento do
parametral,

(i) a? aumenta ou permanece o mesmo paral, e

(i) a? diminui ou permanece o0 mesmo para 0.
Demonstracdo Note que|a/d| > 1, paraa > 0, e ,[a/d]| < 0, paraa < 0. Suponha, primeira-
mente, que o termfx:/d| continue constante, com o aumentaidé&leste caso, é necessario observar

0 comportamento de” com a variacdo de. Dado quer = [d — | e 3 = [a/d] d — a, podemos
reescrever como

r=la—d([a/d] —1)]. (A.5)

Se ocorrer o diminuigdo dea partir de um valor infinitog? permanece constante até que r
e aP passe a agregar o ternip — r) (observe a Proposicdo 2.3). Neste caB@umenta com a
diminuicdo der. A andlise € anéloga para o aumento-dAssim, podemos concluir que

» Paraa > 0, observe na equacéo (A.5) que o aumentd oheplica quer diminui ou permanece
constante, ja quez/d] > 1. Assim,a”? aumenta ou permanece constante.

» Paraa < 0, observe na equacgao (A.5) que 0 aumentd meplica quer aumenta ou permanece
constante, ja quen/d| < 0. Assim,a? diminui ou permanece constante.

Suponha, agora que o termi@/d| varie com o aumento do paramettoEntéo,[a/d]| diminui
paraa > 0, e aumenta para < 0. Aplicando o Lema A.8, paraconstante, pode-se concluir que

» Paraa > 0, [a/d] diminui,e, portantog” deve aumentar para que a igualdade do Lema A.8 se
mantenha.

» Paraa < 0, [a/d]| aumenta,e, portanta? deve diminuir para que a igualdade do Lema A.8 se
mantenha. [J
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Lema A.10. a — [a] é o valor minimo de? sea > 0 e o0 valor maximo de” sea < 0. Isto ocorre
parad = p.

Demonstracado Por definicdo do corte CG-Nivel,> p > 1. Portantad = p é o valor minimo de
d. Pelo Lema A.9, para o valor minimo dea? assume seu valor minimo, para> 0 e seu valor
maximo, paraz < 0. Neste caso, a equacao (A.5) pode ser reescrita como

r=[a—p(la/p] =1)].

Comop € Zy ,r =p—[a/plp+[al],0ou,p—r = [a/p|p— [a]. Vamos demonstrar que— r > 0.
Primeiramente, note que/p| p —a > 0. ComoJa/p| p € Z, podemos concluir que:/p| p > [a].
Logo,p —r > 0.

Portanto, sel = p, entdop > r, e a? assume seu valor minimo, ge> 0, e seu valor maximo
paraa < 0. Substituindal = p na Proposi¢éo 2.3, tem-se

a’=a—pla/pl+(p—r)
=a—pla/p]+([a/plp—[a])
=a—[a]. O

O lema anterior define os limites minimo e maximo pataquandoz > 0 e a < 0, respectiva-
mente. O proximo lema afirma que é possivel encontrar osslindes paraz?, atingidos com a
variacao crescente do parametro

Lema A.11. O valor minimo para?, paraa < 0 éa, e é obtido pard > p —a — 1. O valor maximo
a’, paraa > 0 éa—p, parap < [a] ea— [a] parap > [a] + 1. Este maximo € obtido para qualquer
d > a.

Demonstracdo Demonstra-se, inicialmente, os resultados do lema para 0. Considerando
d > p—a— 1, e dividindo esta inequagao pértemosl > (p—1)/d—a/doua/d > (p—1)/d — 1.
Comod > p > 1,temosua/d > —1. Portanto,a/d] =0 e

r=[d—Tla/d]d+a]
=[d+al.

Como|d+al] > p, tem-sep —r < 0, e, pela Posposi¢éo 2.4, = a — p[a/d] = a. Comoa? é
independente dé para todal > p — a, através do Lema A.9 conclui-se gueesta no minimo.
Suponha, agora, que> 0. Parad > a, temos

r=[d—[a/d]d+ a
= [a].

Desta forma, a segunda parte do lema decorre analogamerniesirp. [
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Os lemas anteriores instituem premissas para a demorestlacéroposicédo 2.4, que trata dos
limites do terma:” em funcgé&o del.

Demonstracdo da Proposicéo 2:4 Esta proposi¢cdo decorre diretamente dos lemas A.9, A.10 e
All.

Paraa > 0:

(i) PeloLema A.94” € uma funcdo nao-decrescenteide
(i) PeloLemaA.10a” > a — [a].

»_ Ja—-p,  p<al;
(i) PeloLema A.1la { a—T[a], p>[a] +1: ,Vd > a.

Paraa < O:

(i) PeloLema A.94” € uma funcdo nao-crescentedie
(i) PeloLemaA.10a” < a — [a].
(i) PeloLema Al1la? =a,Vd>p—a.

Os resultados da proposicao decorrem diretamente.

A.3 Proposicéo 2.5

Esta proposicdo mostra quais as restricdes sghte y, para quer” = y. Pela propria definicdo
do corte CG-Nivel, temog € Z. Pela equagéo (2.25) , tem@s> p > 1.
Pela definicdo de? na Proposicdo 2.3, ¢ = y, entdo tem-se

» pla/d], sel <p<r,
a — :a—y:
pla/d]+(p—r), sep>r+1.

Portantoa — y € Z, ja quep, [a/d] er s@o inteiros. Como ja definido na Proposigéo 2.5, temos:
a=[(a—y)/p] -1 (A.6)

Esta definicdo facilita a determinacéo dos intervalos wélghral, bem como a presente demons-
tracdo. Pelo Lema A.8, s& = y, entdo tem-se

[a/d] = [(a —y)/p], ou,
[a/d] = a+1. (A.7)

Portanto temos < a/d < a + 1, ou

da < a <d(a+1). (A.8)
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Observando a definicdo do term® na Proposicao 2.3, nota-se que a diferenca entre as duas
possiveis equagdes é o terfpo— r). Assim, podemos reescrevecomo

y=a-pla/dl+(p-r)". (A.9)
Esta equacao motiva a definichoxele modo que

o= (p—r)"=pla/d] —(a—y).

Pelo Lema A.8,

6 =plla—y)/p] = (a—y).

Observando a definicdo dena equacéao (A.6) , € possivel chegar a definicabalee € colocada
no enunciado desta proposicdo. Assim, temos

d=pla+1)—(a—y). (A.10)

A equacao (A.9) pode ser reescrita de forma mais conventem@y = a — p [a/d| + ¢, dado
gue existe und que satisfaca (A.8). Assim? = y, se e somente se

p—r=9, 6>0,
p—r<9, 6=0.

Em ambos os casos—r < 6. Masr = [d — 3] <d— [+ 1. Portantop — 6 <r <d—p+1,
e,assimp—¢ < d— 3+ 1. Pela definicdo dg na equacao (A.1), temas- 5 = d— ([a/d] d — a).
Substituindo (A.7), temogé — f = d — ((a + 1)d — a) = a — da. AssSim, temos

do < a+0—p+1. (A.11)

Quandod = 0, as equacdes (A.8) e (A.11) sdo condi¢cdes necessarias iersiglicpara garantir
quea? = y. Parad > 0, deve ser adicionada a condigae r > J, para que se tenha— r = §.

Sep—r>d,entdop—3 >r > [d— (]. Masp—0 > [d — (3], se e somente sp;-d > d— 3, J&
quep e o sao inteiros. A mesma analise aplicada a equacéo (A.11)gsvdepetida aqui, originando

da >a —p+ 0. (A.12)

O limitante superior parda dado pela equacédo (A.8) é maior que aquele imposto por (A.11)
poisd < p — 1.

O limitante inferior parala € dado apenas pela equagéo (A.8)) se 0. Sed > 0, o limitante
inferior € o maximo entre (A.8) e (A.12). Para que o limitadiéelo por (A.8) seja maior que o dado
por (A.12), devemos tet + o — p > 0, que segue diretamenie> ped > 0.

Nas equactes (A.11) e (A.12), o termpode ser substituido segundo a equacgéo (A.10). Assim,
estas equacgdes podem ser reescritas como

da < pa+y+1, (A.13)
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do > po +y. (A.14)

Portanto, as condic¢des para gife= y podem ser resumidas como

ap:yﬁ{pa+y§da<pa+y+1, sed > 0,
dla+1)>a, e,da<pa+y+1, sed=0.
Note que, se > 0, entdo[a/d] > 1, e portanto, pela equacao (A.7),
a > 0. (A.15)
Paraa < 0, [a/d] < 0, e portanto, pela equagao (A.7),
a< —1. (A.16)

Os resultados da proposicéo decorrem diretamente destas/abdes.

A.4 Proposicéo 2.7

Para esta demonstracéo sao definidos, dado quaisgugrtais qued > p, 0S NOVOS parametros
p’ ed dados por

p=p+A4, e,
d =d+ Ay,

ondeA, > A; > 0eA, € inteiro. Para manter a coeréncia do corte CG-Nivel, asgisaeny e d
devem respeitar a restricéo de qlie> p'.
Sejama e § definidos segundo as equacdes (A.6) e (A.10). Substitujnmy «?, temos

a’ =a—pla+1)+0.
Sejama’ e ¢', definidos analogamente, relativog'ad’ e a”’. Assim, temos

¥ =a—pla/+1)+7. (A.17)
DefinindoA’” = a — o/ e subtraindo as duas equacdes anteriores, temos

8 =6 —pA + Ap(a’ + 1) + ¥ — a”. (A.18)

Inicialmente € provada por contradi¢do a condigioparaa > 0. Para tanto, suponhé& — a” >
0. Como esta diferenca € inteir&, — o > 1. Pelas definicbes de e o e observando o resultado
do Lema A.8, temos

AN=a—-d =[a/d] - [a/d] >0, (A.19)
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jdqued > d. Além disso, comd > 0(Proposicdo 2.5) e’ > 0(equagédo (A.15)), a partir da expressao
ded’ (A.18) é possivel concluir qua’ = 0 implica emd’ > 0, j& que supomos que’ — a” > 1.

Pela inequagéo (A.13), substituingde= o?, tem-seda < pa+a? + 1. Maspa = (p' — Ap) (A" +
o) =p'd +p A" —alAp. Analogamenteja = d'a’ + d' A’ — aAd. Assim, a inequagéo (A.13) pode
ser reescrita como

pa +a(dg—Ay) —(d —p)A +a’+1>dd. (A.20)

Suponha que’ > 0. Entdo, pela expressdo (A.14), tem#s’ > p'o/ + ¥, que pode ser
substituida em (A.20), originando

/

a(Ag—Ay) > (a® —a? — 1)+ (d — p")A". (A.21)

Por hipétese” — a? > 1. Mas, como ja colocadd\’ > 0, (' —p') > 0,a >0eA; — A, < 0.
Portanto, a inequacdo acima resulta@ny 0 e fica provado por contradicdo que é verdadeiro
parad’ > 0.

Suponha, agora, qug = 0. A partir da inequacao (A.8) temasy’ > a — d’. Comod’ = 0,
a inequacao (A.17) pode ser reescrita catio= a — p'(a/ + 1), e, portantog = a” + p'a’ + 7.
Substituindo esta expressao étm’ > a — d’ e aplicando (A.20), obtém-se

a(Ag—Ay) > (a¥ —aP — 1) + (A = 1)(d —p). (A.22)

Pela equacao (A.19)) > 0. MasA’ = 0 implicad’ > 0, como mostrado anteriormente a partir
da analise de (A.18). Como estamos supafide 0, temosA’ > 1. Analogamente a deducéo feita
para a expressao (A.21), estas hipoteses, se aplicadagia¢gde acima, levam a contradigéo- 0.
Desta forma(:) fica demonstrado.

A demonstracio dgi) também é feita por contradicdo. Portanto, assume-sefquer” > 1.
Da mesma forma que foi feito patia> 0, pode-se derivar que

a(A, — Ag) > (aP —a? — 1) — (d' + p)A/, parad’ > 0, (A.23)

(a+1)(A, = Ag) > (a? —a” — 1) — (A +1)(d —p), parad’ = 0. (A.24)

Pela inequacéo (A.16), para< 0, a < —1. ComoAp > Ad, o lado esquerdo de (A.23) e
(A.24) é< 0. Aplicando a mesma andlise feita a partir de (A.18) e (A.t6hclui-se quel’ < 0
e queA’ = 0 implicad’ > 0, e entdod = 0 implica A’ < —1. Substituindo estes valores nas
duas inequacdes acima, sdo geradas contradi¢cdes do tip0, e o resultado da proposicédo segue
diretamente.





