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Resumo

Dentro do contexto de projetar sistema de comunicacao digital em espacos homogéneos, em
particular, em espacos hiperbdlicos, é necessario estabelecer um procedimento sistematico
para construcao de reticulados O, como elemento base para construcao de constelacoes de
sinais geometricamente uniformes. E através desse procedimento que identificamos as es-
truturas algébrica e geométrica a fim de construir codigos geometricamente uniformes em
espacos homogéneos. Propomos, a partir desses reticulados, a construcao de grupos fuchsia-
nos aritméticos I', obtidos de tesselagoes hiperbdlicas {p, ¢}, derivados de dlgebras de divisao
dos quatérnios A sobre corpos de nimeros K. Generalizamos o processo de identificagao des-
ses grupos em ordens dos quatérnios (reticulados hiperbdlicos), associadas as constelagoes de
sinais geometricamente uniformes, provenientes de grupos discretos. Esse procedimento per-

mite rotular os sinais das constelacoes construidas por elementos de uma estrutura algébrica.

Palavras-chave: dalgebra dos quatérnios, constelacao de sinais geometricamente uniforme,

ordem dos quatérnios, grupo fuchsiano, superficie quociente, transformacao de Mobius.
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Abstract

Within the context of digital communications system in homogeneous space in particular,
in hyperbolic spaces, it is necessary to establish systematic procedure for the construction
of lattices O, as the basic entity for construction of geometrically uniforms signal constel-
lations. By this procedure we identify the algebraic and geometric structures to construct
geometrically uniforms codes in homogeneous spaces. We propose, from lattices, the cons-
truction of arithmetic fuchsian groups I', obtained by hyperbolic tessellations {p, ¢}, derived
from division quaternion algebras A over numbers fields K. We generalize the process of
identification of these groups in quaternion orders (hyperbolic lattices), which are associa-
ted with geometrically uniforms signal constellations, proceeding from discrete groups. This
procedure allows us to realize the labelling of the signals belonging to such constellations by

elements of an algebraic structure.

Key-words: quaternion algebra, geometrically uniform signal constellation, quaternion or-

der, fuchsian group, quotient surface, Mobius transformation.
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Capitulo 1

Introducao

Um sistema de comunicagao digital conecta uma fonte ao destinatario através de um canal
que pode ser, por exemplo, uma fibra ética, um disco de armazenamento, circuito integrado
digital, etc. Quando do projeto de tal sistema uma das principais preocupagoes é o controle
de erros de forma a garantir que a informacao possa ser reproduzida. Em outras palavras,
se uma mensagem recebida contém t erros, como detectar e corrigir esses erros e recuperar
a mensagem enviada? E sob este enfoque que passamos a considerar a teoria dos codigos
corretores de erros.

A teoria da codifica¢do teve inicio em 1948, com o trabalho seminal de Shannon, [33].
Nesse trabalho, Shannon demonstrou que, usando cédigos corretores de erros, é possivel pro-
jetar sistemas de comunicagoes digitais codificados com probabilidades de erros tao pequena
quanto se queira, desde que a taxa de transmissao seja menor que a capacidade do canal.
Desde entao, pesquisas na busca dos bons codigos previstos pela teoria de Shannon tém sido
realizadas.

Os primeiros codigos de bloco surgiram quando Hamming descreveu uma classe de codigos
bindrios capazes de corrigir erros simples. Bose e Ray-Chaudhuri (1960) e Hocquenghem
(1959) propuseram uma classe de c6digos de bloco capazes de corrigir erros multiplos, os
chamados cédigos BCH, definidos sobre os corpos finitos GF(p").

Cédigos sobre os anéis quociente Z,, foram considerados inicialmente por Blake em [3] e
por Spiegel em [35]. Em [31], Rifa apresenta cédigos sobre o grupo dos invertiveis do anel
Z[i]/ (2" 4+142™). Em 1994, Huber em [17, 18] apresentou c6digos definidos sobre subconjuntos
finitos, convenientes, de anéis de inteiros de corpos quadraticos. Estes subconjuntos tém
estrutura de corpo, pois sao formados por representantes das classes do quociente do anel
por um ideal maximal convenientemente escolhido. Em [12], Favareto et al. ampliaram as
familias dos codigos obtidas por Huber.

Até recentemente existiam duas classes gerais de construcao de constelacoes de sinais, a

saber, a classe associada aos cédigos de Slepian e a classe associada aos cédigos reticulados.
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Essas duas linhas de pesquisa praticamente nao interagiam entre si, dadas as especificidades
e conceitos matemaéticos inerentes. Todavia, no trabalho seminal de Forney, [14], essas duas
classes passaram a fazer parte de uma classe mais geral de codigos denominada cddigos
geometricamente uniformes. Desde entao, muitos pesquisadores comecaram a desenvolver
pesquisas no sentido de prover a fundamentacao matemética necesséria, [27], bem como de
estabelecer as condigoes para generalizagoes e possiveis extensoes dessa classe importante de

codigos, como pode ser constatado em [7], [28], e referéncias internas.

A busca por constelacoes de sinais que apresentem o melhor desempenho, em termos
da probabilidade de erro, esta intimamente ligada ao problema de projetar sistemas de co-
municagoes digitais. Alguns trabalhos tratam sobre constelacoes de sinais geometricamente
uniformes provenientes de tesselagoes hiperbdlicas. Em um trabalho pioneiro no contexto da
teoria de comunicacoes e projeto de sistemas de comunicacoes no plano hiperbdlico, Brandani
em [4] considera as tesselagoes auto-duais {p, p}, um importante subconjunto das tesselagdes
{p,q} com p # q, onde {p, ¢} denota um poligono regular de p arestas, onde em cada vértice
q desses poligonos regulares se encontram tendo em comum somente as arestas. Em [24],
Lazari propoe a construcao de constelagoes de sinais geometricamente uniformes no plano
hiperbdlico através do processo de construcao de cadeias de partigoes geometricamente uni-
formes a partir do grupo de isometrias do octégono, regido fundamental da tesselagao {8,8},
e do grupo de isometrias do p-dgono da tesselagdo {p,3}. Em [5], as tesselagoes {8,8} e
{12, 12}, associadas as tesselagoes {4g, 4g}, foram consideradas de modo a obter constelagoes
de sinais geometricamente uniformes a partir de grupos fuchsianos aritméticos. Tesselacoes
{4g,4¢g}, geram os g-toros a partir das identifica¢oes das 4¢ arestas do poligono regular. J&
em [11], foram consideradas tesselac¢oes hiperbdlicas da forma {12¢g—6, 3}, cuja cardinalidade

¢ maior do que as obtidas a partir das auto-duais {4g,4¢g}.

Em [6], foi realizada a andlise de desempenho de constelagoes de sinais geometricamente
uniformes provenientes de tesselagoes hiperbdlicas em espagos bidimensionais com curvatura
seccional constante €. Verifica que, em geral, as constelacoes de sinais em espacgos com
¢ < 0 apresentam os melhores desempenhos em termos da probabilidade de erro quando

comparadas com as constelacoes de sinais em espacos com € > 0.

Bavard em [1], mostra que as tesselagoes do tipo {12¢g — 6,3} apresentam densidade de
empacotamento 6tima, ou seja, sao mais densas do que qualquer outra tesselacao. Mais
precisamente, associado a uma tesselacao da forma {12g — 6, 3} esté o valor de densidade de
empacotamento maxima, % Mediante um empacotamento por bolas um valor aproximado
de
de

sinais provenientes das tesselagoes {129 — 6,3} apresentam melhores desempenhos do que

pode ser atingido escolhendo um género g apropriado. O valor méximo, isto é, o valor

3w 3w

¢ atingido por um empacotamento por horobolas, [10]. Portanto, as constelagdes de
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qualquer outra constelagao obtida a partir de outra tesselacao hiperbdlica. Observamos que
para g = 1, temos a tesselacao {6, 3} que fornece a tesselagdo mais densa no plano euclidiano.

Em [6], é verificado também que dada uma tessela¢ao hiperbdlica {p, ¢}, quanto maior é
o valor de p e quanto mais o valor de ¢ se aproxima de 3, simultaneamente, mais densa ¢é a
tesselacao e, conseqiientemente, melhor serd a constelagao obtida de {p, ¢}.

Dentro deste contexto, ou seja, a fim de obter um método de rotulagem de sinais das
constelagdes hiperbdlicas propostas em [5] (quociente de uma ordem por um ideal préprio) é
necessario estabelecer um procedimento sistemético de construcao de reticulados (ordem dos
quatérnios). E por esse procedimento que identificamos as estruturas algébrica e geométrica
de modo a construir cédigos geometricamente uniformes e, conseqiientemente, alcancar a
eficiéncia desejada. Até onde é de nosso conhecimento, esta proposta nao foi usada anterior-

mente no contexto da teoria de comunicacao.

1.1 Descricao do Trabalho

O problema central deste trabalho consiste em construir grupos fuchsianos aritméticos, asso-
ciados as tesselagoes hiperbdlicas {p, ¢}, e identifici-los em ordens dos quatérnios, de modo a
obtermos uma relagao entre esses grupos e as constelacoes de sinais geometricamente unifor-
mes propostas em [5]. Em sintese, o problema estudado em nosso trabalho é descrito como
segue.

Sejam {p, ¢} uma tesselacao hiperbdlica, onde p = f(A) = aX £ b, A\,a,b € N, e P, o
poligono hiperbdlico regular com p arestas associado a essa tesselacao. Consideremos I'), um
grupo fuchsiano cujos geradores emparelham as arestas de P, de modo que D?/T, representa
uma superficie de Riemann compacta e orientavel de género g. As arestas do poligono
P, constituem a fronteira da regidao fundamental de I', (regidao de Dirichlet). Essa regiao
fundamental é constituida dos pontos exteriores dos circulos isométricos fornecidos pelas
fungoes de emparelhamentos.

Se considerarmos os baricentros desses poligonos é possivel obter uma constelacao de
sinais geometricamente uniforme, desde que exista um grupo que atue transitivamente nos
sinais da referida constela¢ao. As constelagoes de sinais construidas em [5], sdo constituidas
de baricentros de poligonos hiperbdlicos regulares de 4g arestas, Py4, associados as tesselacoes
auto-duais {4g,4g}. Cada uma dessas constelagoes ¢ na verdade uma G,-érbita de 0 (onde
0 denota o baricentro de Pj,) construidas da seguinte forma:

e Consideremos o grupo fuchsiano I', I'y; < I', sendo I'y, o grupo fuchsiano derivado de
uma algebra dos quatérnios A = (a,b) g, cujos elementos sao identificados com elementos de

uma ordem dos quatérnios @ em A. A partir do grupo dos invertiveis O' de O, obtemos o
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subgrupo normal (’); de O' que corresponde a um subgrupo normal T, (onde p é um ideal

do anel de inteiros de K) através do isomorfismo ¢ : A — p(A), sendo

_ 20 2O
RETS N ET S

de modo que

LI _e0) _,
Ly B SD(O%) .
Portanto, a Gy-érbita de 0 é dada por
Gy(0) = {T(0) : T € Gy} (L1)

sendo, assim, uma constelagdo geometricamente uniforme no espago quociente D?/G,,.

Observamos que as constelagdes de sinais como em (1.1) podem ser construidas a partir de
qualquer tesselacao hiperbdlica {p, ¢}, desde que o grupo I'y, obtido de {p, ¢}, seja um grupo
fuchsiano derivado de uma algebra dos quatérnios 4. Em [5], foi proposto um algoritmo
de rotulamento algébrico para os sinais de uma constelagdo como em (1.1). Entretanto, é
necessario que os elementos de I', sejam identificados, via isomorfismo, com elementos de
uma ordem O em A.

Nesse processo, temos em [5] dois casos particulares de identificacdo. Para g = 2, o
grupo fuchsiano aritmético I's, proveniente da tesselagdo hiperbdlica {8,8}, é identificado
com elementos da ordem Oz[ﬁ]. Para g = 3, o grupo fuchsiano aritmético Iy, proveniente
da tesselagao {12,12}, é identificado com elementos da ordem Oy, 3.

Nessa mesma diregao, consideramos grupos fuchsianos aritméticos associados as tes-
selagoes hiperbdlicas {p, ¢}, e construimos de forma generalizada os reticulados hiperbdélicos
O nos quais os elementos de I', sao identificados.

Dividimos o trabalho da seguinte forma:

No Capitulo 2 revisamos os conceitos da teoria dos nimeros algébricos e de geometria
necessarios para o desenvolvimento do texto. Em algebra destacamos os corpos de nimeros
e anéis de inteiros. Em geometria consideramos os conceitos de espagos métricos, espacos
hiperbdlicos, grupos fuchsianos, tesselagoes hiperbdlicas e constelacoes de sinais.

No Capitulo 3 destacamos os conceitos de algebra dos quatérnios e grupos fuchsianos
aritméticos. Consideramos também os reticulados hiperbdlicos (ordem dos quatérnios). Es-
ses dois ultimos conceitos constituem ferramentas fundamentais para a construgao das cons-
telagbes de sinais hiperbdlicas geometricamente uniformes propostas em [5]. Também carac-
terizamos os grupos fuchsianos aritméticos.

Nos Capitulos 4 e 5 apresentamos nossas contribuicoes. Primeiramente, no Capitulo 4,

consideramos as tesselagoes hiperbdlicas auto-duais {4g,4g}, e identificamos as ordens dos
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quatérnios O associadas aos grupos fuchsianos aritméticos I'y, dessas tesselagoes auto-duais,
para os valores de ¢, dados por ¢ = m - 2", onde m = 1,3,5 e n € N. O Capitulo 5 segue
na mesma direcao do Capitulo 4. Construimos familias de emparelhamentos generalizados
associados a tesselagbes hiperbdlicas mais densas do que as auto-duais {4g,4g}. Para a
familia {10\, 2)}, apresentamos a identificagdo dos grupos fuchsianos aritméticos I'1g) em
ordens dos quatérnios de forma generalizada para A\ = 2", sendo n € N qualquer. Para as
tesselagoes {129 — 6,3} e {12\ — 12,4} consideramos de modo particular, a identificagao
dos grupos fuchsianos aritméticos '3y e I'gg nas respectivas ordens dos quatérnios para g =
3 e A\ = 6, respectivamente. Encerramos o Capitulo 5 apresentando alguns exemplos de
rotulamento algébrico de sinais de uma constelacao geometricamente uniforme proveniente
da tesselagao {4¢,4g}, com o objetivo de unir o processo de identificacdo de um grupo
fuchsiano aritmético I' em ordens dos quatérnios, com o processo de rotulagem de sinais das
constelacoes consideradas neste trabalho.

Concluimos o trabalho com o Capitulo 6, onde fazemos as consideracoes finais e apresen-

tamos sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Revisao de Conceitos

Carvalho em [5] estabeleceu um método de construgao de constelagoes de sinais geome-
tricamente uniforme no plano hiperbdlico associadas as tesselacoes hiperbdlicas auto-duais
{4g,4g}, sendo g o género de uma superficie compacta e orientdavel. Cada uma dessas cons-
telagoes constitui uma G, -6rbita de 0 em um espago quociente D?/Gy, onde 0 é o baricentro
de um poligono hiperbélico regular de 4g arestas e D? é o plano hiperbdlico, modelo do disco
de Poincaré. Tais constelagoes contém p™ sinais que sao rotulados por elementos de uma

estrutura algébrica Gpm (um grupo com p™ elementos).

O objetivo central do nosso trabalho esta relacionado com o processo de construgao e iden-
tificagdo de grupos fuchsianos aritméticos (Sec¢ao 3.3) com elementos de ordens dos quatérnios.
Isso possibilita construirmos os reticulados hiperbdlicos associados a essas constelacoes, bem
como realizar a rotulagem dos sinais provenientes de tesselagoes hiperbdlicas {p,¢}. Para
o desenvolvimento, faz-se necessaria uma revisao dos conceitos e resultados da teoria dos

nimeros algébricos e geometria hiperbdlica que serao usados no desenvolvimento deste tra-

balho.

Este capitulo esta dividido em duas partes. Na primeira apresentamos o conceito de corpos
de niimeros, com atencao especial aos seus anéis de inteiros e algumas de suas propriedades.
Na segunda encontram-se os conceitos de geometria hiperbdlica relevantes ao trabalho, tendo
como enfoques principais o conceito de grupo fuchsiano e de outros inerentes a este tais como
regiao fundamental, circulo isométrico e o conceito de constelagao de sinais geometricamente

uniforme.

Nao pretendemos aqui fazer um estudo detalhado dos conceitos supra citados, mas apre-
sentar os que, em geral, serao utilizados nos capitulos subseqiientes. Admitiremos ja co-
nhecidos os conceitos e resultados basicos da teoria dos grupos e de anéis. Para um estudo

detalhado sobre os mesmos, sugerimos as referéncias [15, 16, 23].

7
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2.1 Corpos de Numeros e Anéis de Inteiros Algébricos

Uma leitura complementar dos assuntos desta se¢ao pode ser feita nas referéncias [30, 32, 36].
Um anel A comutativo com unidade onde todo elemento nao-nulo é invertivel é chamado
corpo. Ou seja, A é um corpo se, e somente se, A — {0} é um grupo abeliano multiplicativo.
Sejam A e B anéis (ou corpos). Uma aplicagdo ¢ : A — B é um homomorfismo de A em

B se valem as seguintes condicoes:
1. p(a+b)=p(a)+¢(b), Va,be A;
2. p(ab) =p(a)p(b), Ya,b € A,
3. p(1)=1.

E claro que se ¢ : A — B for um homomorfismo de anéis, entdo ¢ (0) = 0. Um homo-
morfismo injetivo é chamado de monomorfismo e um homomorfismo bijetivo é chamado de
1somorfismo.

Se ¢ : A — B é um isomorfismo, entao dizemos que A e B sao isomorfos e denotamos por
A ~ B. Dois anéis (ou corpos) isomorfos sao considerados idénticos. Analogamente, seguem
as defini¢oes de homomorfismo e isomorfismo para grupos.

Dados inteiros positivos p e n, p primo, existe um corpo com p" elementos. Reciproca-
mente, o nimero de elementos de qualquer corpo finito é uma poténcia de um primo. Um
corpo finito com ¢ elementos também é chamado corpo de Galois e é denotado por GF (q).

Seja K um corpo. Uma eztensao de K é qualquer corpo F' contendo K como subcorpo.

Para indicar que F' é uma extensao de K usaremos a notacao F/K ou F D K. Mediante as

operacoes,
+: FxF — F
(a,b) +— a+1b
e
KxF — F
(A\a) — X-a

tem-se claramente que F' é um espago vetorial sobre K. O grau ou indice de uma extensao
F D K, denotado por [F': K], é a dimensao de F visto como espago vetorial sobre K. A
extensao ¢ dita finita se [F': K] = n < oo, caso contrério, a extensao ¢ dita infinita. Por
exemplo, o corpo dos numeros complexos C é uma extensao do corpo dos numeros reais R
tal que [C : R] = 2. J4 para o corpo dos nimeros racionais Q, temos R D Q e [R : Q] = oc.

Dizemos que um elemento o € C é um numero algébrico se existir um polindmio nao-nulo
f(z) € Q[z] tal que f(a) = 0. Nesse caso, dizemos que « é algébrico sobre o corpo Q.

Se todo elemento em uma extensao L D Q é algébrico, entao a extensao L é dita ser uma

extensao algébrica.
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E claro que se v é um nimero algébrico, entao existe um tinico polinémio ménico p(x) €
Q[z] de menor grau tal que p(«) = 0. Verifica-se que o polindémio p(x) é irredutivel e chamado
polinomio minimal de «.

O conjunto A de todos os numeros algébricos sobre Q é um subcorpo de C, [36]. Além
disso, [A : Q] = oc.

Por outro lado, um nimero complexo 6 é um wnteiro algébrico se existir um polindmio

monico p () com coeficientes em Z tal que p (f) = 0. Em outras palavras,
0" + 10" a0+ ag =0,

onde a; € Z para todot=20,...,n — 1.
Observamos também que o conjunto B de inteiros algébricos é um subanel de A.
Um resultado que relaciona o grau da extensao Q (a) com o grau do polinémio minimal

de a é o seguinte:

Teorema 2.1.1 [16] Se L D Q, entao o € L ¢é algébrico sobre Q se, e somente se,

Q) = {f () : f (z) € Q[2]}

¢ uma extensdo finita de Q. Neste caso, [Q(a) : Q] = Ip(z), onde p(x) é o polinémio

minimal de o sobre Q, e Op(x) denota o grau de p(x).
Isso significa que o corpo Q («) consiste das seguintes expressoes polinomiais em «,
B=ko+ka+- - +k, 10"

onde k; € Q para todoi=0,...,n—1. O corpo Q («) é o menor subcorpo de C que contém
Qe {a}.

Temos também que se uma extensdo L D Q é finita, entdo L = Q () para algum a € A,
[36]. Portanto, toda extensao finita é algébrica, mas a reciproca nao é verdadeira. Por
exemplo, [A : Q] = occ.

Observamos que todos os resultados anteriores podem ser generalizados para qualquer
extensdo L D K. Entretanto, estamos interessados apenas em extensoes da forma L = Q ()
onde # € B C A.

Neste trabalho vamos considerar extensoes algébricas de QQ de grau finito, isto é, extensoes
K D Q tais que [K : Q] é finito. Tais extensoes sao denominadas corpos de nimeros. Desse
modo, temos que K = Q () para algum 6 € A.

Sendo K = Q(#) um corpo de nimeros, com [K : Q] = n, existem n monomorfismos
v;: K — C,i=1,...,n, definidos por, [36],

Pi (0) = 0;,
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onde 6; sao as raizes distintas em C do polindbmio minimal de o sobre Q. Além disso, esses
monomorfismos sao tais que ¢;(Q) = Q, i = 1,...,n. Desde que C D K, o conjunto

{¢1,...,¢n} constitui o grupo de Galois da extensao K D Q.

Exemplo 2.1.2 Seja K = Q (\?/5) Como o polinémio minimal de § = /5 sobre Q ¢
p(x) = 2® — 5, seque que existem trés monomorfismos ¢ : K — C, dados por ¢1(0) = 0,

©2(0) = wh e p3(0) = W20, sendo w = _1+T*/§Z

Para um corpo de ntimeros K vamos considerar o conjunto
O =KNB,

onde B denota o anel de todos os inteiros algébricos. Portanto, Oy é um subanel de K
chamado anel de inteiros de K. Além disso, como Z C B, segue que Z C k.

O anel de inteiros de um corpo de nimeros desempenhara um papel importante no pro-
cesso de identificacao de grupos fuchsianos aritméticos em ordens dos quatérnios.

Vimos que todo corpo de nimeros K pode ser escrito na forma K = Q () com 6 € A.
De modo mais preciso, podemos expressa-lo como K = Q (f) onde 6 € O, [36].

Inerentes ao anel de inteiros de um corpo de nimeros K = Q (0) existem propriedades
bastantes significativas. Por exemplo, o anel Ok ¢ noetheriano! e, portanto, satisfaz a
condicao de cadeia ascendente, bem como a condicao maximal de ideais. Mais propriedades
podem ser verificadas em [9] e [36].

Dentre essas propriedades vamos destacar, de modo especial, a de que (Dg,+) é um
grupo abeliano livre de posto n, onde [K : Q| = n.

Consideremos o corpo de ntimeros K = Q(0) e seja {ay, as, ..., a,} uma Q-base de K.

O discriminante desta base, denotado por A [aq, as, ..., a,), é definido como
A [a17 Qg, ..., an] - {det [801 (aj)]}Q 3

onde {¢1, ..., @, } constitui o grupo de Galois da extensao K O Q. Desse modo, se {1, B2, ..., On}

é uma outra Q-base de K, entao
n
Br=> cwai (cix €Q),
i=1

para k = 1,...,n. Observe que C' = (¢;;) é a matriz de mudanga de base e, portanto,

det (c;) # 0. Conseqiientemente, obtemos a igualdade

A [Bl;ﬁ?a RN 7/677,} = [det (Cik)]Q A [@1,0(2, I ,Oén] .

!Equivalentemente, todo ideal em O é finitamente gerado.
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Além disso, A [ag, g, ..., 0] € Q —{0}; ese a; € D, i =1,...,n, entdo, [36],
A[Oél,OQ,...,Oén] cZ— {O}

O trago e a norma de «, relativos a extensao K D Q, [K : Q] = n, denotados respectiva-

mente por Tk/q (o) e Nk/g («), ou simplesmente, T (a) e Ng (), sao definidos por

Ti(@) = Trje (@) = > pifa) e Ni(a) = Nijo(@) = [[ ¢ ().

onde ¢; denota o i-ésimo monomorfismo entre K e C. Claramente, Nk () = 0 se, e somente

se, a = 0. Para quaisquer «, 3 € K e para quaisquer p,q € QQ, valem as propriedades

(a) Ni(aB) = Ni(a)Nk(B),

(b) Tk(ap + qB) = pTk () + ¢TIk (D),
(¢) Tx(p) = np,

(d) Nk(p)=p"

Podemos verificar também que se o € D, entdo Tk (a), Nk (a) € Z.
Seja K = Q(#) com uma Q-base {a1, s, ..., a,}. Dado um elemento 3 do grupo abeliano

(Ok,+), nem sempre existem z1, 2s, . . ., 2, € Z tais que (3 se expresse de forma tnica como
0= z10q0 + 29000 + - - + Zp(uy,.

Isso nos leva a definicao de base integral.
Sabemos que (Dg,+) é um grupo abeliano. Uma Z-base para (O, +) é chamada uma
base integral para K ou para Og. Portanto, {aj, s, ..., as} é uma base integral para K se,

e somente se, para todo elemento [ € Ok existem tnicos zq, ..., z; € Z de modo que
B = z10q0 + 209 + - - - + 250,
sendo «; € O parai=1,2,...,s.

Teorema 2.1.3 [J] Todo corpo de nimeros K possui uma base integral com [K : Q] = n

elementos, isto é, o grupo (Ok,+) € abeliano livre de posto n.

Para quaisquer duas bases integrais {ay, aa,...,a,} e {01,052, ..., 0.} de um corpo de

nimeros K, vale a igualdade, [36],

A:A[Oﬂvo@a"'aan] :A[ﬁbﬂ%"'aﬁn]-
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O valor comum A é chamado discriminante de K ou de Og.

E claro que toda base integral {a1,as,...,a,} é uma Q-base de K = Q(6). Basta notar
que dado € K, existe ¢ € Z — {0} tal que ¢f € Ok; mas a reciproca nao é verdadeira. Por
exemplo, para K = Q(y/—7), temos que? 1+T*ﬁz € Ok, ou seja, {1,V/7i} é uma Q-base de K,
mas nao uma base integral. Isso nos mostra que nem sempre se tem Ox = Z[6)].

Mesmo que o Teorema 2.1.3 garanta a existéncia de uma base integral para qualquer

corpo de nimeros K, o mesmo nao nos mostra uma forma de encontra-la. Uma excecao sao
os corpos quadraticos K = Q(v/d), [K : Q] = 2 e d livre de quadrado. De fato,

Teorema 2.1.4 [J] Seja d um inteiro livre de quadrado. Entao o anel de inteiros algébricos

de Q(v/d) € dado por

Z[\Vd] se d#1(mod4),
Ok =
Z [%ﬂ se d=1(mod4).

Para o caso de um corpo de nimeros K, [K : Q] > 2, existem outros critérios (um pouco

arduos) para determinar uma base integral para K. Dentre esses critérios, destacaremos os

seguintes:
Teorema 2.1.5 [36] Suponha que aq,qs,...,a, € Ok formam uma Q-base para K. Se
Alag, e, ..., ap] € livre de quadrado, entdao {ay, s, ... ,a,} é uma base integral.

E claro que a reciproca do Teorema 2.1.5 nao é valida, conforme mostra o Exemplo 2.1.7.

Teorema 2.1.6 [30] Seja G um subgrupo aditivo de O de posto igual a [K : Q|, com uma

Z-base {ay, g, ..., }. Se G # Ok, entao existe um inteiro algébrico da forma
1
]_9()\1(1/1 + -+ /\na/n)7

onde 0 < Ny < p—1, \;, € Z, i =1,....,n, e p é um primo tal que p* divide Ag =

Aoy, ag, ... ap).

Exemplo 2.1.7 Seja o corpo de nimeros K = Q(0), onde 0 = /24 /2. O polinémio
minimal de 0 é p(x) = x* — 42% + 2. Consideremos entio o0s quatro monomorfismos ¢; :
K — C, dados por

e1(0) = V2+vV2,  pa(0) =—V2+V2,
e3(0) = V2 — V2, 0i(0) = =2 -2

20 polinémio minimal de H%ﬁi éx?—x+2.
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Seja G um subgrupo aditivo de D de posto quatro com uma Z-base {1,0,0% 03}. Através de
alguns calculos, obtemos

Ag = 2,

Sabemos que se a € D, entdo Nk (a) € Z. Logo, considerando p = 2, seque que ndao existe

inteiro algébrico de K da forma

(A1 + Aab + A30% + \i6°)

DN | —

onde 0 < X\, <1,i=1,...,4, pois caso contrdrio, existem \;, \; € {0,1} tais que

DRESIY

1 € 7 — {0},

0 que nao € possivel. Portanto, pelo Teorema 2.1.6, temos G = D, ou seja, D = Z[0].

2.2 Conceitos de Geometria

Nesta secao vamos considerar os conceitos geométricos usados na construcao dos grupos de
isometrias dos poligonos hiperbdlicos P,, ou seja, transformagoes T' tais que T'(P,) = P,
(P, e P, sao poligonos isométricos ou geometricamente congruentes). Os poligonos F, estao
associados as tesselagoes hiperbdlicas regulares {p, ¢}. Comegaremos entao com o conceito de
isometria.

2.2.1 Isometria

Seja £/ um conjunto nao-vazio. Uma métrica em E é uma funcao d : Ex E — R, satisfazendo,

para quaisquer z,vy, z € F, as seguintes condicoes:

1. d(z,y) > 0, com igualdade se, e somente se, z = v,
2. d(z,y) = d(y, v),

3. d(z,y) < d(z,z)+d(y,2).

Nessas condigoes, d(x,y) recebe o nome de distincia de x a y.

O conjunto F munido com uma métrica d é chamado espago métrico e indicado por (E, d).

Exemplo 2.2.1 Ezemplos cldssicos de espagos métricos sao (R, dy) e (R™, dy), onde di(z,y)
|x —y| edy € a métrica euclidiana, ou seja, do(X,y) = ||x — y||, sendo ||x|| a norma do vetor

X.
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Exemplo 2.2.2 Dado um conjunto nao-vazio E, a funcio d: E x E — R, definida por

0 se z=y,
d(x,y)—{l se x #y.

é uma métrica chamada métrica discreta.

Podemos, a partir da métrica discreta, definir outra métrica sobre o conjunto E" =
{(x1,...,2,) s x1,...,2, € E}. De fato, para quaisquerx,y € E", digamos x = (x1,...,Z,)

ey = (Y1,---,Yn), consideremos

du(x,y) = Z d(xs,y:),
i=1

sendo d a métrica discreta. Verifica-se que dy é uma métrica em E", chamada métrica de
Hamming.
Dado um espago métrico (E,d), uma aplicagdo T' : E — E é uma isometria de E se T

preserva a distancia d, isto é,
d(z,y) =d(T(x), T(y)), Va,yek

Toda isometria 7' ¢ uma aplicacao injetora. Mais ainda, se T é sobrejetora, entdo, 7!
também é uma isometria e, para quaisquer duas isometrias 1" e S de E, a composta T o S
continua sendo uma isometria.

Uma figura geométrica S é um subconjunto de pontos em um espago métrico E. Duas
figuras geométricas S; e Sy de um espago métrico E sdo geometricamente congruentes (ou
simplesmente congruentes) se existe uma isometria 7' : E — E tal que T(S;) = S2. Nesse
caso, dizemos que S; e Sy tém a mesma forma.

Uma isometria T que deixa uma figura geométrica S invariante, ou seja, T(S) = S,
é chamada uma simetria de S. O conjunto das simetrias de S, U(S), é um grupo sob a
operagao de composigao, [14]. O grupo U(S) é chamado grupo de simetrias de S.

Nos Capitulos 4 e 5 vamos considerar os grupos de simetrias de poligonos hiperbdlicos P,

(grupos fuchsianos).

2.2.2 Espacos Hiperbdlicos

Antes de considerarmos o conceito de grupo fuchsiano e alguns resultados inerentes a este,
vamos apresentar os modelos de geometria hiperbdlica que usaremos no decorrer do trabalho.
Sugerimos as referéncias [13, 22] para um estudo aprofundado dos assuntos tratados nesta

secao.
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Consideremos o conjunto
1 1
H"™ = {(z1,...,2p41) € R"™ 121 > 0}

munido da estrutura Riemanniana

daf + - +da?

2
xn—i—l

ds® =

(2.1)

Com essa estrutura, o semi-espago H" ™! é chamado de espago hiperbdlico (n+1)-dimensional,
e a métrica ds é chamada métrica hiperbolica. A partir de (2.1), vamos considerar conceitos
de comprimento de curvas, geodésicas e distancia entre pontos de H"*!.

Seja v : [a, b] — H"™ uma curva diferencidvel por partes, onde

’Y(t) = ($1<t>7 ce 7$n+1(t>>'

O comprimento hiperbdlico da curva -y, que denotamos por ||v||, é definido como

Il - /\/ ),

$n+1

Podemos, sem perda de generalidade, supor que a curva 7 esteja definida no intervalo
I =[0,1]. De fato, considerando a aplicagao ¢ : [0, 1] — [a, b] definida por ¢(t) = a+ (b—a)t
e J(t) = (yo@)(t) = v(a+ bt — at), obtemos pela regra da cadeia que

\/ dzn+1 \/ dzn+1>2
. dé dat =
ot = [ R EE gy  PVEE) gy

Com essa consideracao, podemos definir a distancia entre dois pontos de H"*!.

Definigao 2.2.3 Dados dois pontos p,q € H""', a distincia entre p e q € definida pela

formula
d(p,q) = inf [[y|], (2.2)

onde o infimo € considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferencidveis por

partes v : [0,1] — H"™, com v(0) = p e (1) = gq.

Uma prova detalhada de que a distancia definida em (2.2) é de fato uma métrica pode
ser encontrada em [13].

Consideremos agora o conceito de geodésica em H"H!.

Definigao 2.2.4 Uma curva v : [a,b] — H"™ € dita geodésica se para quaisquer s,t € [a,b],

tivermos

R e ()]
du
d((s),v(t)) = inf / du,
Tn41
ou seja, se vy minimizar a distancia entre os pontos de seu tragado.
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A partir de agora, vamos considerar dois modelos para a geometria hiperbdlica plana, que
sao H? = {z € C : Im(z) > 0}, conhecido como plano de Lobachevski, e D* = {z € C : |z| <

1}, munido da métrica Riemanniana

2|dz|

ds = ,
1|z

conhecido como disco de Poincaré. Definicoes de comprimento de curvas em D?, bem como
distancias entre dois pontos p, g € D? sdo analogas as definicoes em H2. Apesar de existirem
outros modelos (Klein e de Minkowsky), os dois modelos a serem usados servem melhor aos
objetivos deste trabalho.

Os conjuntos 9, H? = {z € C : Im(z) = 0} U {oo} e dD? = {z € C : |z| = 1} sdo
chamados de bordos de H? e D?, respectivamente. J& o conjunto H2 = H? U 9,,H? é o fecho
de H2. De forma andloga, D2 = D? U dD? é o fecho de D?.

Teorema 2.2.5 [15] As geodésicas de H? sao as semi-retas e semi-circunferéncias ortogonais

a O-.H2. Jd as geodésicas de D* sdo segmentos de retas e de circunferéncias ortogonais a

oD?.

Considerando a aplicacao f : H? — D? definida por

f(z) = Z;j_;. (2.3)

Verifica-se que f é uma bijecao e que

21f() _ 1
1—|[f(z)]* TIm(z)

Assim, usando em D? a métrica

2|dz|
1~ |2

ds =

Z2—Z
2

e usando o fato que Im(z) = , segue que f torna-se uma isometria.

Dado um conjunto A C H?, sua drea hiperbdlica pu(A), é definida pela seguinte férmula

uta) = [ =,

y2

se a mesma existir e for finita. Analogamente, se A C D?, entao

H(A) = /A 4dzxdy

(1— (@ +y?)"

O préximo teorema mostra que a area hiperbdlica de um triangulo hiperbolico depende

apenas de seus angulos.
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Teorema 2.2.6 (Gauss-Bonnet) [13] Seja A um triangulo hiperbdlico com angulos a, [3,7.
Entao

pA)=m—a—p3—1.

O proximo passo € considerar o conceito de grupo fuchsiano. Antes, precisamos considerar
os conjuntos PSL(2,R) e SL(2,R).
Seja PSL(2,R) o conjunto de todas as transformacoes lineares fracionérias T : C — C,

definidas por
az+b
T(z) = ——

onde a,b,c,d € R e ad—bc = 1. Essas transformacoes também sao chamadas transformagoes
de Mobius.

Cada transformacao Ty € PSL(2,R) como em (2.4) pode ser representada pelas matrizes

A:i(‘éfl), (2.5)

onde A € SL(2,R), sendo SL(2,R) o grupo multiplicativo das matrizes reais A com det(A) =

(2.4)

1. O grupo SL(2,R) é chamado grupo unimodular. Assim,
Ty € PSL(2,R) & A € SL(2,R).

A composta de duas transformagoes em PSL(2,R) corresponde ao produto de duas ma-
trizes em SL(2,R), e a inversa de Ty € PSL(2,R) corresponde a inversa de A. Portanto,
PSL(2,R) é um grupo sob a operagao de composigao.

Sejam Ty € PSL(2,R), Ta(z) = Zj—j:g e A como uma das matrizes de (2.5). Observamos
que a funcao ¢ : SL(2,R) — PSL(2,R), dada por ¢(A) = T4 é um homomorfismo sobrejetor

cujo nucleo é {£1,}, sendo I, a matriz identidade de ordem 2. Portanto,

SL(2,R)

PSL(2,R) ~ RETAN

(2.6)
O grupo quociente em (2.6) é chamado grupo projetivo linear.

Teorema 2.2.7 [22] A drea hiperbdlica € invariante sob todas as transformagoes em PSL(2,R),
isto €, se A CH?, u(A) existe e T € PSL(2,R), entao u(A) = p(T(A)).

As transformagoes em PSL(2,R) agem sobre H? por homeomorfismos, e pode-se mostrar
que sdo isometrias de H? em H?, [22]. Assim, se v ¢ uma geodésica em H? entao para

qualquer T' € PSL(2,R), T(vy) também ¢ uma geodésica em H?.
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Lema 2.2.8 [15] As isometrias que mantém o disco de Poincaré invariante, sao as trans-

formacoes lineares fraciondrias da forma

b
Ty(z) = gjj_a a,beC, |- =1. (2.7)

FEssas transformagoes formam um grupo com a operagao de composi¢do. Além disso, essas

isometrias podem ser escritas na forma
Tl = f ol o f717
onde T € PSL(2,R) e f como em (2.3).

As transformacgoes em PSL(2,R) sao classificadas em trés tipos. Sejam Ty € PSL(2,R),

Ta(z) = ‘cfj:g com ad —bc = 1 e A como uma das matrizes em (2.5). Seja tr(T) = |a + d|.

Dizemos que Ty e A é:
1. Eliptica, se tr(T) < 2,
2. Parabdlica, se tr(T) = 2,
3. Hiperbdlica, se tr(T) > 2.

Teorema 2.2.9 [13] Seja Ty € PSL(2,R) com Tx # Id, entio existe uma matriz B €
SL(2,R) tal que Tg o Ty o Tg" é uma das matrizes
) | (25)

cos@ senf 1 ¢ A
—senfl cosf |’ 0o 1)’ 0

onde 0 <0 <2m, teR* e e R—{0,1}.

> O

Portanto, a menos de conjugacao, podemos assumir que a matriz A seja uma das matrizes

de (2.8), conforme A seja eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, respectivamente.

az+b
cz+d?

com o elemento (a,b,c,d) € RY. Portanto, como espago topoldgico, SL(2,R) pode ser iden-

De modo natural, podemos identificar cada transformagao 7' € PSL(2,R), T'(z) =

tificado com o subconjunto de R*,
E = {(a,b,c,d) € R*: ad — bc = 1},

herdando, dessa forma, a topologia de R*.
A aplicagdo —p : E — FE, dada por —p(a,b,c,d) = (—a,—b,—c,—d) é um homeomor-

fismo. Além disso, G = {p, —¢}, onde ¢ é a funcao identidade sobre F, é um grupo ciclico
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de ordem 2. Dai, E é um G-conjunto. Definimos a topologia em PSL(2,R) como o espaco

quociente

SL(2,R)
{+e}
A norma em PSL(2,R) é induzida de R* da seguinte forma: para cada T' € PSL(2,R),

T(z) = Zjifl, ad — bc = 1, definimos

PSL(2,R) ~

IIT|| = Va2 + b 4 + d2,

que estda bem definida. PSL(2,R) é um grupo topoldgico com relagao a métrica d(7,S) =
|| — S]|. Temos também que o grupo das isometrias de H?, que denotamos por Z (H2), é

também topoldgico.

Definicao 2.2.10 Um subgrupo I" de I(Hz) é chamado discreto se a topologia induzida em

I' ¢ discreta, isto €, se I' € um conjunto discreto no espago topologico I(]HIQ).

Lema 2.2.11 [22] T € discreto se, e somente se, T,, — Id, T,, € I" implica que T,, = Id para

n suficientemente grande.

Definicao 2.2.12 Um grupo I' é chamado grupo fuchsiano se é um subgrupo discreto de
PSL(2,R).

Definigao 2.2.13 Seja G um grupo de permutacoes de um conjunto E # (). Dado x € E, o
conjunto

G(z) = {T(x): T € G

¢ chamado G-érbita de x. F o subgrupo de G,
G, ={T'eG:T(zx) =z},
¢ chamado estabilizador de x.

O Teorema 2.2.16 caracteriza os grupos fuchsianos. Antes, vamos considerar alguns con-
ceitos, os quais também nos conduzirao a definicao de regiao fundamental de um grupo
fuchsiano. No que segue, E/ é um espago métrico e G é grupo de homeomorfismos agindo
sobre F.

Defini¢ao 2.2.14 Uma familia {M, : « € A} de subconjuntos de E indexados por elementos
de A é chamada localmente finita se para qualquer compacto K C E, M, N K # 0 apenas

para uma quantidade finita de o € A.
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Definicao 2.2.15 Dizemos que um grupo G age de maneira propriamente descontinua em

E, se a G-orbita de qualquer ponto x € E € localmente finita.
Como mencionado, os elementos de I' sao homeomorfismos agindo sobre H?. Além disso,

Teorema 2.2.16 [22] ' € um grupo fuchsiano se, e somente se, I' age de maneira propria-

mente descontinua sobre HZ.

Definicao 2.2.17 Um subgrupo I' de PSL(2,R) ¢ dito grupo elementar se existir = € H?2
tal que a orbita I'(z) seja finita.

Teorema 2.2.18 [15] Seja T' um grupo fuchsiano nao-elementar. Entao T' possui elementos

hiperbdolicos.
Definigao 2.2.19 Sejam I' um grupo fuchsiano e z € HZ.

1. Chamamos de conjunto limite de I' determinado por z ao conjunto

A (T) ={€ € H2 : ¢ € ponto de acumulagio de T'(2)}.

2. Chamamos de conjunto limite de I' ao conjunto

AT) = U A:(D).

z€H?2

Sendo I' um subgrupo discreto, vemos que I'(z) nao possui ponto de acumulagao em H?,
isto é, A,(I') C RU {oo}. Resultado andlogo vale para o conjunto limite A(I"). Além disso,
se £ € A(T"), entao T'(§) € A(T"), para qualquer T € T', [13].

Teorema 2.2.20 Seja I' um grupo fuchsiano e suponha que A(T") possua mais do que dois

pontos. Entdo uma das duas possibilidades ocorre:
1. A(T) = 0,12,

2. AN(I") é perfeito e magro, ou seja, todo ponto de A(I') é ponto de acumula¢ao de A(T") e

o complementar de A(T") € denso.

Definigao 2.2.21 Dizemos que um grupo fuchsiano é de primeiro tipo se A(T') = 0,,H?. O
grupo T serd dito de sequndo tipo se A(T) # O, H>.
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Em nosso trabalho vamos considerar apenas grupos fuchsianos do primeiro tipo. Portanto,
tais grupos sdo nao-elementares, [22] e, assim, possuem elementos hiperbdlicos (Teorema
2.2.18).

Agora vamos destacar o conceito de regiao fundamental de um grupo fuchsiano. Esse
conceito esta intimamente ligado no processo de construcao das constelagoes de sinais geo-

metricamente uniformes no plano hiperbélico consideradas em [5].

Definigao 2.2.22 Sejam E um espago métrico e I' um grupo de homeomorfismos agindo
sobre I/ de maneira propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C E com interior

nao-vazio € chamado regiao fundamental de I' se:

1. UT(D) = E,

Tell

[0

2. DAT(D) =0,Y T el —{Id}.

O conjunto D indica o interior de D. A familia {T'(D) : T € '} é chamada tesselagao
ou ladrilhamento de E. Observamos que se D é uma regiao fundamental de I', entao T'(D)
também o é, para todo T' € I

Sejam I um grupo fuchsiano e zy € H? tal que T'(zg) # 20, para todo T € T'. Chamamos

dominio (ou regiao) de Dirichlet de I' centrado em zy ao conjunto
D.,(T) ={z € H?: d(z,2) < d(z,T(x)), VT €T}. (2.9)

Em outras palavras, D,,(I") consiste de pontos de H? que estao mais préximos de zg
do que qualquer outro ponto da érbita I'(zp). Por outro lado, como T é uma isometria,
d(z,T(z)) = d(T~*(2), z0). Portanto, determinar D,,(T") consiste considerar em cada 6rbita

['(w), os pontos mais préximos de zj, ou seja,
D.,(T) ={z € H? : d(z,2) < d(T(2),2), YT €T}.

Teorema 2.2.23 [15] Se I' é um grupo fuchsiano, entio D, (I') é uma regidgo fundamental
de I'. Além disso, D,,(I") € localmente finita.

Uma regiao fundamental cujo bordo seja a uniao de geodésicas ¢ também chamada regido

poligonal.

Definicao 2.2.24 Um grupo fuchsiano I' € chamado geometricamente finito se existir uma

regiao fundamental poligonal convera de I' com um numero finito de arestas.
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2.2.3 Circulo Isométrico e a Regiao de Ford

O conceito de circulo isométrico desempenhara um papel fundamental no processo de de-
terminacao dos geradores do grupo fuchsiano I', associado ao poligono hiperbdlico P,. O
poligono P, constitui a fronteira de uma regiao de Dirichlet D, (I') de I',.

Dada a isometria
az+b

T(z) = PSL(2,R
(2) =~ € PSL(2.R),
temos que
1
T(2) = —.
(2) (cz+d)?

Portanto, se z = z(t) for uma curva diferenciavel tal que |cz(t) + d| = 1, ent@o a integral de

linha
b b
/ 12/(8)] dt = / T (=(0))] (1) d,

isto é, o comprimento das curvas z(t) e (T o z)(t) coincidem. Disso decorre que a distancia
hiperbdlica ao longo da curva e a distancia euclidiana ao longo da mesma sao preservadas.
Logo, a restricao de T" a esta curva é uma isometria euclidiana.
Se ¢ # 0, entao
lcz+dl =1«

d
z+—| = —,
cl
isto é, o conjunto de pontos nos quais T' age como isometria tanto no sentido hiperbdlico
d 1
c le|”

Seja T'(z) = % € PSL(2,R) uma isometria de H? com ¢ # 0. Chamamos circulo

quanto no sentido euclidiano é um circulo euclidiano de centro —¢ e raio r =

1sométrico de T o conjunto

I(T)={2€C:|cz+d| =1}

De modo andlogo, o circulo isométrico da isometria T'(z) = gji;, b#0,deD*Cc Céo
conjunto

I(T)={2€C: |bz+a| =1}.

Proposigao 2.2.25 [22] Seja I(T) o circulo isométrico de uma isometria T em H?. Entdo

I(T) NH? é uma geodésica em H?.

Resultado andlogo vale para uma isometria em D?.
Seja I' um grupo discreto de isometrias cujos elementos preservam orientacao no disco
unitario

D?={z€C:|z| <1},
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que por (2.7), sdo da forma (supondo b # 0)

b
T(:) =22 P —pP=1, Terl
bz +a

Vamos considerar também
I(T)={z€C: bz +a| > 1}.

Entao

Ry = N I(T)ND?

Ter
estabelece uma regido fundamental para I', onde X denota o fecho do conjunto X. Essa

regiao é chamada regiao fundamental de Ford.
Teorema 2.2.26 [22] Ry ¢ uma regido fundamental de T.

Assim, Ry é uma regiao fundamental constituida dos pontos em D? que sao exteriores aos
circulos isométricos de todas as isometrias de I'. Sao essas as regides que iremos considerar

no decorrer do trabalho.

2.2.4 Grupos fuchsianos co-compactos

Podemos obter uma superficie de Riemann considerando, por exemplo, os espacos quociente
H?/T ou D?/T,, sendo T e T',, grupos discretos agindo de maneira propriamente descontinua
sobre H? ou D?, respectivamente, [2]. O espago H?/T" é construido por meio da seguinte

relacao de equivaléncia sobre H?:
21~ zg< 3T €T tal que 2z = T'(z). (2.10)

Além disso, a classe de equivaléncia de um elemento z € H2, [z], é tal que [z] = [-6rbita de

z. Assim, os elementos do espago H? /T sao as I'-érbitas, isto é,
H?/T = {[2] : z € H?}.

O espago D?/T",, é construido de modo andlogo. Topologicamente, qualquer g-toro 7 local-
mente isométrico a D? pode ser obtido pelo quociente de D? por um grupo fuchsiano I, isto
¢, T, = D*/T,. De um modo geral, para cada género g, a agao do grupo I', em D? pode se
processar pela identificacio das arestas de um poligono regular P, de p arestas em D? por
isometrias que geram I',. Na Secao 5.1, ilustraremos este processo considerando tesselacoes

hiperbdlicas {p, q}.

30u 7, = H?/T.
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Vamos considerar grupo fuchsiano I' para o qual o espaco quociente H?/T' seja uma
superficie compacta. Nesse caso, o grupo I' é chamando grupo fuchsiano co-compacto.

Os dois teoremas a seguir caracterizam os grupos fuchsianos co-compactos.

Teorema 2.2.27 [22] Um grupo fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, toda regido de

Dirichlet de T" for compacta.
Temos também,

Teorema 2.2.28 [15] Um grupo fuchsiano I' é co-compacto se, e somente se, I' nao possui

elementos parabdlicos e p(H?/T) < oo.

Desde que a area sobre o quociente H? /T ¢ induzida pela drea hiperbdlica sobre H?, entao
p(H?/T) (4rea hiperbélica de H?/T') estd bem definida e ¢ igual a u(D), sendo D a regido
fundamental obtida através da acao de I' sobre H?2.

Como vamos considerar apenas superficies H? /T' compactas e tendo area finita, os grupos

fuchsianos considerados em nosso trabalho nao possuem elementos parabdlicos.

2.2.5 A assinatura de um grupo fuchsiano

Sejam I' um grupo fuchsiano co-compacto e D, (I') uma regido de Dirichlet de I'. Existem em
D.,(I") um numero finito de vértices, digamos r, que sdo pontos fixos de elementos elipticos
de I'.

Consideremos entao my,...,m, as ordens desses elementos elipticos e g o género da
superficie compacta e orientdvel H2/T'. O conjunto ordenado de inteiros (g;my,...,m,) é
chamado assinatura de I'.

Caso o grupo fuchsiano I' ndo possua elementos elipticos, sua assinatura é (g;0,...,0),

ou simplesmente, (g; —). O préximo teorema relaciona a area de H?/T' com a assinatura de

r.

Teorema 2.2.29 [22] Seja I' um grupo fuchsiano co-compacto com assinatura

(g;my,...,m,). Entio?,

p(H?/T) = 27 {(29 —2) + 223 (1 - i)} . (2.11)

k=1 my

Reciprocamente,

1Se o grupo I' ndo possui elementos elipticos, entdao p(H?/T) = 27[(2g — 2)].
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Teorema 2.2.30 [22] Dados os inteiros g >0, r >0, my, > 2 (1 < k <r), tais que

r 1
<1 _ _> -0,
=1 my

(29-2)+ >

k

Entao existe um grupo fuchsiano com assinatura (g;mq, ..., m,.).

O 1ltimo teorema afirma que dada uma superficie compacta M com género g > 2, existe
um grupo fuchsiano I' tal que M = H?/T.

Encerraremos os resultados dessa subse¢ao com o seguinte:

Teorema 2.2.31 [13] Toda superficie compacta com género g > 2 pode ser modelada no

plano hiperbolico.

No Capitulo 5 vamos considerar tesselacoes hiperbdlicas. A partir dessas tesselagoes,
iremos modelar no plano hiperbdlico superficies compactas orientaveis, de modo a obter os

geradores dos grupos fuchsianos associados a reticulados hiperbdlicos.

2.2.6 Tesselagoes Regulares no Plano Hiperbdlico

Com o objetivo de determinar os reticulados hiperbdlicos usados no processo de construcao

de constelagoes de sinais, [5], apresentamos a defini¢ao:

Definicao 2.2.32 Uma tesselagao regular do plano hiperbolico é uma particao deste plano
em poligonos requlares isométricos nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos a restricao de
se interceptarem somente em suas arestas ou vértices, de modo a termos o mesmo niumero

de poligonos partilhando um mesmo vértice, independente do vértice.

Se os poligonos de uma tesselacao de H? contém p arestas, onde cada vértice é recoberto
por ¢ desses poligonos, entao a tesselagao serd denotada por {p,¢}. Em particular, se p = ¢,
entao a tesselacao é chamada auto-dual.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperbélico é menor do que 7, {p, ¢}
é uma tesselacao regular de H? se, e somente se,

2T 27
— + — <,
p q

ou seja, se, e somente se,

P—2)(¢—2) >4
Portanto, existem infinitas tesselacoes regulares em H?. Por outro lado, como a soma dos
angulos internos de um triangulo euclidiano é igual a m, segue que {4,4}, {6,3} ¢ {3,6} séo
as lnicas tesselacoes regulares no plano euclidiano. Nesses casos, temos particoes de R? por

quadrados, hexagonos regulares e por triangulos equilateros, respectivamente.
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2.3 Constelacoes de Sinais (Geometricamente Unifor-
mes

Lembramos que nosso objetivo é identificar grupos fuchsianos em ordens dos quatérnios de
modo a considerar constelagoes de sinais geometricamente uniformes, [5]. Destacaremos agora
esse conceito.

Em sistemas de comunicagoes digitais, as figuras geométricas de interesse sao conjuntos

S de pontos discretos de R™, [14]. Isso significa que dado s € S, existe r > 0 tal que
B.(s)NS = {s},

sendo B, (s) um bola aberta em R™ de centro s e raio . Nesse caso, o conjunto S é chamado
conjunto de sinais. Em geral, podemos considerar S como um conjunto de pontos discretos
de um espago métrico qualquer (£, d), desde que tenhamos uma identificagao dos pontos de
E por sinais.

Uma constelagcao de sinais € um subconjunto finito K de S.

Definigao 2.3.1 Um conjunto de sinais K é uma constelagdo de sinais geometricamente
uniforme se para quaisquer dois pontos ki, ke € IC, existe uma simetria T € U(K) tal que

T(ky) = ka. Nesse caso, dizemos que a ac¢ao de U(K) em K € transitiva.
Para todo kg € K, verifica-se que a agao de U(K) em K é transitiva se, e somente se,
K ={T(ko) : T € UK)} = Ulko),
ou seja, K coincide com a orbita de k.

Definicao 2.3.2 Chamamos de regiao de Voronoi associada a um dado ponto k € K ao

conjunto®

Ry(k) = {z € E:d(x,k) < d(z,T(k)), VT eUK)}.

Em outras palavras, Ry (k) consiste de pontos no espago métrico (F,d) que estao mais

proximos de k do que qualquer outro ponto da érbita de k, U(k).

Definigao 2.3.3 O perfil de distancia global com relag¢ao a ko, denotado por PD(kg), € o

conjunto

PD(]{?()) = {d(k’o, k’) ke IC}

No proximo teorema destacamos duas importantes propriedades de uma constelagao ge-

ometricamente uniforme.

SVer (2.9).
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Teorema 2.3.4 Se KC é uma constelagdo de sinais geometricamente uniforme, entao:

1. Todas as regioes de Voronoi sao da mesma forma,

2. O perfil de distancia global é 0 mesmo para qualquer sinal k € K.

Uma constelagao de sinais K esta casada a um grupo G, se existir uma aplicacaon : G — K

tal que
d(n(hl)v U(hz)) = d(n(e)an(hl_lh2>)a v h1> h2 € G>

onde e é o elemento neutro de G e d é uma distancia em K. A aplicacao n é chamada aplica¢ao
casada. Além disso, se n é injetora, entao dizemos que n~! é um rotulamento casado. Nesse

caso, dizemos que 7 é um rotulamento isométrico.
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Capitulo 3

Algebra dos Quatérnios e Grupos
Fuchsianos Aritméticos

Neste capitulo vamos considerar o conceito de édlgebra dos quatérnios A, bem como sua
relacao com grupos fuchsianos aritméticos I'. Iremos destacar os resultados necessarios, de
modo a identificar os grupos I' com os reticulados hiperbolicos O usados no processo de
rotulagem de sinais de uma constelagao de sinais geometricamente uniforme com elementos
de um p-grupo Gpm (um grupo com p™ elementos). Por isso, vamos considerar também o
conceito de ordem dos quatérnios O de uma algebra A (reticulado hiperbdlico) e algumas de
suas propriedades.

Este capitulo é composto por trés secoes. Na Secao 3.1 abordamos o conceito de algebra
dos quatérnios. Nela, destacamos conceitos importantes que usaremos nos capitulos sub-
seqiientes. Na Secao 3.2, consideramos os reticulados hiperbodlicos, destacando os grupos
fuchsianos obtidos a partir deles. Encerramos com a Secao 3.3, onde estudamos os grupos
fuchsianos aritméticos. Esta secao é na verdade uma conexao dos conceitos e resultados das

duas primeiras se¢oes. Para mais detalhes sugerimos [21, 22, 29].

3.1 Algebra dos Quatérnios

Os grupos fuchsianos que iremos considerar sao os grupos fuchsianos derivados de uma algebra
A. Na Secao 3.3 iremos considerar esses grupos bem como uma forma de caracteriza-los.

Antes, veremos o conceito de algebra dos quatérnios e algumas de suas propriedades.

Definicao 3.1.1 Seja K um corpo. Uma algebra B sobre K é um espaco vetorial com uma
estrutura de anel com identidade 1z, cujas operagoes de multiplicacao do anel e por escalar

sao relacionadas por
alzy) = (ax)y =z(ay), YaeK e Yax,yeb.

Além disso, a dlgebra B é comutativa se esta € comutativa sob sua estrutura de anel.

29
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A definicao de dlgebra dos quatérnios é um caso particular da Defini¢ao 3.1.1.
Seja K um corpo. Uma dlgebra dos quatérnios A sobre K é uma élgebra simples central

de dimensao 4 sobre K. Equivalentemente,

1. O radical Z de A (um ideal Z C A tal que Z" = {0} para algum n € N) é trivial;
2. Z={zxecA:v-y=y-z,Vye A} = K, (£ é o centro de A);

3. dlmK(.A) = 4.

Supondo que carK # 2 (caracteristica de K'), é possivel encontrar uma K-base {1,1, j, k}

de A satisfazendo, [21],

i2:a7 j2:b7 k:Z]:_jZ7

onde a,b € K —{0}. A dlgebra A serd denotada por A = (a,b),. Como ij = —ji, segue que
nao vale a comutatividade numa algebra A.

Se x = g+ w11+ x2j + 23k € A, onde xq, 1, T2, x3 € K, entdo T = x¢g — w11 — Toj — T3k
é chamado conjugado de x. Observamos que o conceito de conjugado em uma algebra dos
quatérnios A, estende ao de conjugado em C. Além disso, para quaisquer x,y € A, valem as

propriedades,

Tty=7+7y, T -Yy=2-Y, T=dm. (3.1)

A norma reduzida de x e o trago reduzido de x, denotados, respectivamente, por Nrd(x) e

Trd(z), sao definidos como
Nrd(z) =z -T = x5 — ax; — by +abx; e Trd(r) =1 +7T = 2x,. (3.2)
Como veremos, a funcao norma Nrd satisfaz
Nrd(z-y) = Nrd(z) - Nrd(y), V z,y € A. (3.3)

Sejam A = (a,b) - e My, My, My, Ms matrizes linearmente independentes de M (2, K (v/a)),

dadas por
(10 ([ Va 0
MU_<0 1)7 Ml_(o _ﬁ)?
Ja

Mz:(g (1)) MS:(—bO\/a 0 )

Consideremos agora a aplicagao ¢ da algebra A = (a,b), em M (2, K(y/a)), definida por

©(xo + 210+ x9J + x3k) = 20 - Mo + 1 - My + 29 - My + 25 - Ms.
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Como ¢(i?) = aly, ©(j2) = bly e o(i)p(j) = —p(j)p(i), sendo I, a matriz identidade
de ordem 2, verifica-se que ¢ é um isomorfismo de A = (a,b),, em uma sub-dlgebra de
M(2, K(y/a)). Dessa forma, cada elemento de A = (a,b),, é identificado com

v gle) = (Vi ) (3.4

Com isso, temos dois casos a considerar:

1. Sea =t comt € K — {0}, entao A ~ M(2, K). Neste caso, dizemos que A é ndo

ramificada.

2. Caso contrdrio, A ~ H, onde H é uma sub-algebra de divisao de M (2, K(y/a)), ou seja,
todo elemento nao-nulo de H possui inverso multiplicativo. Neste caso, dizemos que A

é ramificada, para algum a € K e \/Ja ¢ K.
A condigao (2) é conseqiiéncia do seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 [22] Se A = (a,b), nao € isomorfa a M(2,K), entio A é uma dlgebra de

divisao.

Consideremos A = (a, b) - uma algebra dos quatérnios sobre o corpo K e ¢ : K — F um

homomorfismo de corpos. Definimos,

A2 = (2 (0), 0 Mgy © AP@F = (p(a), 0 (b)),

onde A¥ ® I’ denota o produto tensorial da dlgebra A¥ com o corpo F, que continua sendo
uma algebra central simples, [26]. Para cada homomorfismo ¢, chamamos a édlgebra A% =
(¢ (a), (b)) de lugar da dlgebra dos quatérnios A.

Seja K um corpo de ntimeros algébricos totalmente real de grau n. Isso significa que os n
monomorfismos p; : K — C s@o tais que ¢;(K) C R, ou seja, sdo monomorfismos de K em

R. Portanto, os n distintos lugares sao definidos pelos R-isomorfismos
p: APQR —- M(2,R) e p: A @R — H, (3.5)

sendo ¢; um mergulho de K em R, ¢ =1,...,n, onde ¢; é a identidade.

Desse modo, dizemos que A é nao ramificada no lugar ¢, e ramificada nos lugares ¢;,
2<1<n.

Sejam Nrdy e Trdy a norma e o trago reduzidos em H, respectivamente. Dado = € A,

verificamos através de simples calculos que

Nrd(z) =det (p1(z)) e Trd(xz)=tr(pi(z)). (3.6)
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E, desde que identifiquemos
v & @i(x;), 1=0,1, 2, 3,
obtemos, para todo i, 2 < i < n,
i (Nrd (z)) = Nrdy (pi(z)) e ¢ (Trd(z)) = Trdy (pi(z)). (3.7)
Exemplo 3.1.3 Sejam H = (—1,—1); a dlgebra dos quatérnios de Hamilton e
H' = {z € H: Nrdy(z) = 1}.

Entao, dado x = xo+x1i+xej+x3k € HY, obtemos de (3.2) que Nrdy(x) = r3+2i+x3+1% =
1. Disso seque que Trdy(x) = 2x¢ € [—2,2], pois |xo| < 1. Logo, Trdy(H') = [-2,2].

A élgebra H = (—1,—1); é uma algebra de divisao. De fato, A = (a,b)p ~ H se, e
somente se, a < 0 e b < 0, [22].

Um invariante de uma dlgebra dos quatérnios A é seu discriminante d(A), que é definido
como o produto dos geradores dos ideais primos nos quais A é ramificada.

Se duas dlgebras A = (a,b), e A1 = (a1, ;) s@o isomorfas!, entao d(A) = d(A), [21].
Além disso, se A = (a,b), e Ay = (az?, by?) ., entao A ~ A;, para quaisquer z,y € K —{0}.

Temos também (a, b), =~ (b, ab) -, onde K é um corpo de nimeros.

Observacao 3.1.4 Consideremos a dlgebra A = (\/5, _1)@ . Entao,

A~ A = (-1, —\/§)Q(\/§). Portanto, [25],

(V2)

d(A) = d(A;) = V2.

3.2 Reticulados Hiperbdlicos

Sejam A uma &algebra dos quatérnios sobre K e R um anel de K. Uma R-ordem O em A é
um subanel com unidade de A que é um R-mdédulo finitamente gerado tal que A = KO.
Também chamaremos uma R-ordem O de reticulado hiperbdlico, devido a sua identificacao
com grupos fuchsianos aritméticos.
Os reticulados O sao usados no processo de rotulagem dos sinais de uma constelagao de
sinais geometricamente uniforme no plano hiperbdlico proposto em [5]. Nos Capitulos 4 e 5
iremos considerar tesselagoes hiperbdlicas {p, ¢} associadas a grupos fuchsianos aritméticos

I',, os quais identificaremos com as respectivas ordens O.

ISimbolicamente, A ~ A;.
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Sendo O uma ordem em .4, existe uma base {ej, €9, €3,e4} de A e um R-ideal a tal que,
[26],
O = ae; @ R62 D Reg @ R64,

onde @ denota a soma direta.

Observagao 3.2.1 Por definicao, dados x,y € O, temos x -y € O. Além disso, como todo
elemento x € O € integral sobre R, [29], entdo Nrd(x),Trd(z) € R, [21].

Um invariante de uma ordem O, que seréd usado neste trabalho, é seu discriminante d(O)
definido a seguir.
Seja {z, x1, 2,3} um conjunto de geradores de O sobre R. O discriminante de O, de-

notado por d(Q), é definido pela raiz quadrada do R-ideal gerado pelo conjunto de elementos
{det (T'rd(x; - z;)) : 0 <1,j < 3}. (3.8)

Exemplo 3.2.2 Sejam A = (a,b)x e Dk o anel de inteiros de K, onde a,b € D — {0}.
Entao

O = {.730 +I12+$2] +Z‘3k’ tXo, T1, T2, T3 E @K},

¢ uma ordem em A denotada por O = (a,b)g . Vamos determinar d(O). Temos que o

R-ideal gerado por (3.8) € o sequinte ideal principal, [29],
R-det (Trd(z; - z;)), R=2™k,

com {xg, x1, 9,23} = {1,4,4,k}. Assim, por definicdo,

[NIES

d(O) = (det (T'rd(z; - ;)))

Por outro lado, verifica-se que (I'rd(z; - T;)) € a sequinte matriz diagonal:

2 0 0 0
~w_ | 0 =2a 0 0
(Trd(z; - 7)) = 0 0 -9 0
0 O 0 2ab
Portanto,
d(O) = 4ab. (3.9)

O objetivo central de nosso trabalho é identificar grupos fuchsianos aritméticos em uma
ordem dos quatérnios O, de modo a realizar a rotulagem dos sinais das constelagoes mencio-
nadas anteriormente (quociente de uma ordem por um ideal préprio). Entretanto, para que
a rotulagem algébrica seja completa, é necessario que as respectivas ordens sejam maximais.

Uma ordem M em uma algebra A é chamada mazimal se M nao esta propriamente
contida em nenhuma outra ordem em A. A existéncia de uma ordem maximal M é garantida

pelo seguinte resultado:
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Proposicao 3.2.3 [29] Existe pelo menos uma R-ordem maximal em A. Além disso, toda

R-ordem em A estd contida em uma R-ordem em A.

Se M é uma ordem maximal em A contendo uma outra ordem O, entao o discriminante

satisfaz, [19],
d(O) =dM) - M :0], dM)=d(A).

Reciprocamente, se d(O) = d(.A), entdao O é uma ordem maximal em .A.

Exemplo 3.2.4 Consideremos a dlgebra A = (v/2, —1)g(va) com uma base {1,1, 7, k}, satis-

fazendo

i=v2, j=Im, k=+v2Im,

e O = (\/ﬁ,—l)R, onde
R:{Qﬁn:xEZ[\/ﬁ] e n €N}

Por (3.9), d(O) = —/2. Além disso, como observado em 3.1.4, A~ A; = (—1, _\/ﬁ)Q(\/i)

e d(A) = V2. Desta forma, O ¢é uma ordem mazimal em A.
Para cada ordem O em A, consideremos O! o conjunto,
O'={z €O :Nrd(z) =1}.

Proposicao 3.2.5 O! é um grupo multiplicativo.

Demonstragao: Sejam z,y € O'. J4 sabemos que z -y € O. Mas por (3.3), segue que
Nrd(z-y) = Nrd(z) - Nrd(y) = 1. Assim, z -y € O'. Por outro lado, o inverso de = ¢ T e
Nrd(z) = 1. |

Agora, observamos que os grupos fuchsianos podem ser obtidos do isomorfismo p; em
(3.5). De fato, por (3.6) segue que Nrd(x) = det(p; (z)). Disto e da Proposigao 3.2.5,
obtemos p; (O') < SL(2,R), isto é, p; (O') é um subgrupo de SL(2,R). Portanto, o grupo
derivado de uma algebra dos quatérnios A = (a, b) - cuja ordem é O, denotado por I'(A4, O),

é dado por,
P1 (Ol) SL(QaR)

PAO) =577 < Tany

~ PSL(2,R).

Mais ainda,

Teorema 3.2.6 [22] ['(A,O) é um grupo fuchsiano.
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Demonstragao: Vamos provar para o caso em que a algebra de divisao é A = (a,b)@,
a>0eQO ={x=u1xy+xi+ 29) + 23k : 9, 1, To, x3 € Z}. Para o caso de um corpo
de nimeros Q(0), a demonstragdo segue o mesmo raciocinio com algumas adaptagoes. E
necessario encontrarmos uma vizinhanca Vg de Id € SL(2,R) que nao contenha nenhum
elemento de p; (O') diferente de Id. Consideremos,

1 1 1 1
Via = {(gz‘j)i,j=1,2 € SL(2,R) : [gi1 — 1| < 2 l912] < 1 lga1| < 3 |g22 — 1] < 5}-

Seja g, € p1 (OY) N Vi, digamos,

0o = :z:o—l—a:l\/ﬁ :U2+:c3\/5
v b(l’g — $3\/a) Ty — :1:'1\/5 '
Deste modo, 2 |z — 1| < 1, ou seja, 2o = 1. Como b > 1 temos, também, que |zy — x3y/a| <
5 < 3 e, assim, |225| < 1, 0 que implica que x5 = 0. Por outro lado, |z1v/a] < %, |z3v/a] < 1,
implicando que z; = x3 = 0 e, conseqiientemente, g, = Id. Desse modo, I'(A,O) é um
subgrupo discreto de PSL(2,R). [ |

3.3 Grupos Fuchsianos Aritméticos

Os grupos fuchsianos aritméticos foram considerados no processo de construcao de cons-
telagoes de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbélico, no trabalho de Carvalho,
[5], onde as partes aritmética e geométrica inerentes a esses grupos sao unidas nesse processo.

Nesta se¢ao vamos considerar grupos fuchsianos aritméticos e um critério para caracteriza-
los. Destacaremos os principais resultados que usaremos no processo de identificacao desses
grupos em ordens dos quatérnios.

Se I' é um grupo fuchsiano de indice finito de algum I'( A, O), entao dizemos que I é um
grupo fuchsiano derivado da dlgebra dos quatérnios A.

Dois grupos I'; e I's sao chamados comensurdveis se a intersecao I'y NI’y tem indice finito
em I'; e I'y. Se I é comensurdvel com algum I'(A4, O), entdo I' é chamado grupo fuchsiano
aritmético.

Observamos que, por definicao, um grupo fuchsiano derivado de uma algebra A é aritmético.
Agora, mostraremos que podemos caracterizar os grupos fuchsianos aritméticos através do

conjunto dos tragos de seus elementos
tr(T') = {£tr(T): T € T},

conforme o Teorema (3.3.6), que é o principal resultado desta secao.
A partir de agora, vamos apresentar uma série de resultados que nos conduzira ao Teorema
3.3.6.
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Para cada corpo de nimeros K, vamos considerar,
SL(2,K) = {( CCL 2) ca, b, ¢, deK, ad—bc:l}

SL(2, K)

PSL(2,K) = REAY

Lema 3.3.1 [22] Seja T' um grupo fuchsiano tal que p (H?/T') < oo. Consideremos o con-
gunto formado pelos tragos dos elementos de I', tr (I'), e suponhamos que tr (I') C K, sendo
Ky um corpo de niumeros algébricos, [K; : Q] < oo. Entdo existem um corpo de nimeros K
e h € SL(2,K) tais que h"'Th € PSL(2, K).

Teorema 3.3.2 [22] Assumindo as hipdteses do Lema 3.3.1, consideremos
Ky =Q(r(T):T €T). Entdo,

d
Al = K[ = { ot e K, TreT) (5.10)
i=1
¢ uma dlgebra dos quatérnios sobre K.

Demonstragao: Como pu (H?/T) < oo, temos que I' é um grupo fuchsiano do primeiro
tipo e, portanto, nao-elementar. Assim, pelo Lema 3.3.1, podemos supor que I' contém os

elementos

TO:(S )\01>’ T1:<a1 ;1), (1 £0eX#1), (3.11)

&1
el' C PSL(2,K), onde K = K;()) é uma extensao quadratica de K7, ou seja,
[K : K] = 2. Para simplificar a notacao, vamos indicar a algebra A [I'] por A. Dessa forma,
ACM(2,K) el <dimg, (A) <8. Vamos mostrar agora que:

1. 7 = {0},
2. Z =K,
3. dimg, (A) =4,
onde 7 e Z denotam o radical e centro de A, respectivamente. Sejam n € N e
T = ( i 2 ) ez
tais que 7" = 0. Logo, det(7T) = 0. Mas como ad = be, temos que tr(T") = tr(T)", ou seja,

(a+d)"=0<tr(T)=a+d=0. (3.12)
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Como 7 é um ideal, obtemos que

<3 Aql)(i Z>:(AA_‘1‘C Aé?d)eI@wald:o. (3.13)

Portanto, de (3.12) e (3.13), temos que a = d = 0. Analogamente,

a b a; 1
(ca)(%a)er
Assim, be; + ¢ =0 e be(c; — apdy) = 0. Portanto,

bc=0=b=c=0.

Conseqiientemente, Z = {0}. Consideremos agora,
a b
ro(*)ez

c(N—=1)=0 e bN—-1)=0.

Como TTy = TyT, obtemos que

Disso segue que b = ¢ = 0. Mas T' também comuta com 77, assim a = d. Por outro lado, para

qualquer 77 € A, tr(1T") € K;. Dai, tr(T) = a + d = 2a, implicando que a € K;. Portanto,

0
zz{(g a):aEKl}:Kl.

Por fim, a dimensao de A sobre K é um quadrado de um inteiro. Logo dimg, (A) =4. W

Lema 3.3.3 [22] Seja T' um grupo fuchsiano com p(H?/T) < oo, K1 = Q(tr(T): T €T),
[Ky:Q] <0 etr(I') C Ok,, onde Ok, € o anel de inteiros de K,. Entdio

O[] = O, [[] = {ﬁ:aT ta; € O, Th € r} (3.14)

=1

¢ uma ordem da dlgebra dos quatérnios A[l].
Consideremos Ty e T; como em (3.11). Verificamos que o conjunto
{127 TO; T17 TOTl}

é uma base para a algebra A [['] sobre K;. Conseqiientemente,

A[F]={<bi,l Ci),):a,beK, cleKl}, (3.15)

onde a’ e b sdo os conjugados de a e b em K = K;()\), respectivamente. A algebra A [T

desempenhard um papel fundamental no estudo dos grupos aritméticos I' < I'(A, O).
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Lema 3.3.4 Seja T’ um grupo fuchsiano com pu (H?/T') < oo satisfazendo as condigoes:

1. Seja Ky o corpo Q(tr(T):T €T'). Entio Ky é um corpo de nimeros algébricos de

grau finito, e tr (I') estd contido no anel de inteiros de Ky, O;;

2. Seja ¢ um mergulho de Ky em C tal que ¢ # Id (identidade). Entio ¢ (tr (') é

limitado em C.

Entao Ky € um corpo de nimeros totalmente real. Além disso, p(tr (I')) estd contido

no intervalo [—2,2].

Proposicao 3.3.5 Seja ¢ um mergulho de K = K;(\) em C tal que ¢ |k, # Id (identidade).

Entao, para qualquer elemento

obtemos p(c1) < 0.

Demonstracgao: Consideremos

A0
ne (30 er

Como TT§ € I temos, pelo Lema 3.3.4, que

lp(tr(TTy))| < 2. (3.16)

Usando o Lema 3.3.4, podemos mostrar que

1
AN=1 — =\
P =1 e 5

Desse modo, para a = apA + ap N € K = K;y(\),

p(a’) = ¢(a), (3.17)

basta notar que K é um corpo de ntimeros totalmente real e ¢(\') = p(\). Por outro lado,

Dai, usando (3.17), obtemos

p(tr(TT5)) =

tr(TT§) = aX" +a'(N)".

(@\") + @(a'(N)") = (al™) + p(aAn),
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isto é,
p(tr(TT7)) = 2 Re(p(a)p(A")).

Logo, de (3.16),
[Re(p(a)p(A))] < 1. (3.18)

Como ¢(A\)" # 1, para todo n € N, o conjunto {¢(\)" : m € Z} é um subgrupo denso de
={z € C: |z] = 1}. Disso segue que

[Re(p(a) - 2)| <1, Vze S

Assim, de (3.18), obtemos |p(a)| < 1. Agora, aplicando o mesmo raciocinio ao elemento 77,

obtemos |¢(aq)| < 1. Por outro lado,
ad, —c1 =14 ¢(cr) = |pla)]? =1 <0.
Mas sendo ¢; # 0, temos que ¢(c1) < 0. |

Sejam K um corpo de nimeros tal que [K; : Q] =n e

vi Ky — R
os monomorfismos de K; em R, i =1,...,n, e ¢; sendo a identidade. A partir de cada ¢;,
consideremos o isomorfismo?

wi K — (C,

onde K = K; (\), [K : K;] = 2. Logo,

U, - A[I] — M(2,0),

v = (1 ) ),

definido por

com ( )
¢ um mergulho. Portanto,

AP = AV = :{(¢ o ((5,))>:a,beK},
ou seja,

A‘“:{(W?(C) 2) ca,b e (K), ceKl},

2Mais precisamente, 1; : K — 1;(K).
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onde A% é uma algebra dos quatérnios sobre ¢;(K7). Disso segue que, [22],

AP @R ~ M(2,R). (3.19)

Por outro lado, usando a Proposigao 3.3.5 e considerando que ; (a') = 1; (a) para i # 1,
temos, [22],
AP @R ~H, 2<i<n. (3.20)

Portanto, de (3.19) e (3.20), concluimos que A[l'] satisfaz (3.5). Disso segue que A[I'] é
uma &lgebra de divisao sobre K7, [22]. Encerraremos este capitulo apresentando o resultado

principal, pois a partir dele caracterizamos os grupos derivados de uma algebra dos quatérnios.

Teorema 3.3.6 [22] Seja T' um grupo fuchsiano com pu (H?/T') < co. Entdo T’ € derivado de
uma dlgebra dos quatérnios A sobre um corpo de numeros K totalmente real se, e somente

se, I' satisfaz as sequintes condicoes:

1. Seja Ky o corpo Q(tr (T):T €T'). Entao Ky é um corpo de nimeros algébricos de

grau finito, e tr (I') estd contido no anel de inteiros de Ky, Ok, .

2. Seja ¢ um mergulho de K; em C tal que ¢ # Id (identidade). Entao ¢ (tr (I')) é

limitado em C.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que I' seja um subgrupo de indice finito em I'( A4, O).
Para qualquer T € I, tr(T') € K. Mas, sendo K; o corpo Q (tr (T') : T € I'), temos que K; C
K. Portanto, K; também é totalmente real. Como Trd(Q) C Dk, obtemos tr (I') C D.
Com isso, segue a primeira condigao. Consideremos agora um mergulho ¢; de K; em C tal
que @; # Id. Por (3.7), p;(tr (T)) C Trdg(p:(O')), para 2 <i < n, [K; : Q] = n. Por outro
lado, para qualquer x € O, temos que p; (Nrd(z)) = Nrdy (p;(z)). Portanto, p;(O') C
H! = {z € H: Nrdg(x) = 1}. Mas pelo Exemplo 3.1.3, sabemos que Trdg(H') = [-2,2].
Desse modo,
@i(tr (1)) C Trdy(p;(OY)) C Trdy(H') = [-2,2],

isto é, p;(tr (T')) C [—2,2]. Logo, ¢;(tr (I')) é limitado em R. Vamos mostrar que K = Kj.
Suponhamos que K seja uma extensao préopria de K. Dessa forma, existe um mergulho
¢: K — R, ¢ # Id tal que ¢|x, = Id. Portanto, pela defini¢cao de K7, obtemos ¢(tr (I')) =
tr (') C [-2,2]. Isso significa que I ndo contém elementos hiperbdlicos, o que contradiz o
fato de T' ser nao-elementar (por hipétese, u (H?/T') < 00), e a segunda condigao também é
satisfeita.

Consideremos agora a reciproca. Em decorréncia da Proposi¢ao 3.3.5, mostramos que a

algebra A[I'] em (3.13) satisfaz as condigoes de (3.5). Por outro lado, temos que I' é um
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subgrupo de T'(A[T'], O [T]). Mas como H?/T" e H?/T(A[['],O[[]) tém volume finito, segue
que I é um subgrupo de indice finito em I'(A[I'], O [I']). Por isso, I' é um grupo fuchsiano

derivado de uma &lgebra dos quatérnios. [

Observacao 3.3.7 Na primeira condicdo do Teorema 3.3.6, o anel de inteiros algébricos de
Ky, Ok,, pode ser substituido por um anel R tal que O, C R C Ky, desde que O = (a,b)r
e A= (a,b)g,
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Capitulo 4

Identificagao dos Grupos 'y, em
Ordens dos Quatérnios Provenientes
das Tesselagoes {4g,4¢g}

As constelagdes de sinais no plano hiperbdlico construidas em [5] sdo constituidas de ba-
ricentros de poligonos hiperbdlicos regulares de 4g arestas, denotados por Py, associados
as tesselagoes hiperbdlicas auto-duais {4g,4g}, onde g é o género da superficie compacta
D?/T4,. Cada baricentro, ou melhor, cada sinal v de uma constelagao ¢ imagem de outro
sinal w da constelacao através de uma isometria hiperbdlica T' € Iy, isto é, T'(v) = w, sendo
I'4y o grupo fuchsiano associado ao poligono P,,. Portanto, essas constelacoes de sinais sao
geometricamente uniformes, a menos de efeito de bordo. Tais constelagoes contém p™ sinais
e estao associadas aos ideais O, na ordem dos quatérnios Ozg).

Katok, [22], e Johansson, [19], considerando os resultados de Takeuchi, [37], propuseram
uma maneira aritmética de se obter grupos fuchsianos. Esses grupos sao conhecidos como
grupos fuchsianos aritméticos.

Johansson em [20] mostrou que um grupo fuchsiano aritmético estd associado a uma
ordem O em uma algebra dos quatérnios A sobre uma extensao quadratica K de Q, isto é,
[K : Q] = 2, onde os geradores de I' sdo da forma

1 a—+ b/t rl(chdﬂ)
l_§(r2(c—dﬁ) a—bvt )’
com a,b,c,d € Z[6], onde Z [0] é o anel de inteiros de Q (v/m), m > 0,11 = —ry € Z, t € Z 0]
eVt & Z1[d).

A partir da identificagao de um grupo fuchsiano aritmético I' em uma ordem dos quatérnios

(4.1)

O, foi apresentado em [5] um algoritmo de rotulamento algébrico dos sinais pertencentes a
uma constelacao de sinais no plano hiperboélico por elementos de um p-grupo Gpm, derivado
de uma ordem por um ideal préoprio. Em decorréncia dessa identificagao, obtemos os reti-

culados hiperbdlicos associados a essas constelagoes. Portanto, a identificacao de um grupo

43
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fuchsiano aritmético I' com uma ordem dos quatérnios O é o principal passo no processo de
rotulamento.

Nesse processo, encontramos em [5] dois casos particulares de identificacdo. Para g =2 o
grupo fuchsiano aritmético I's, proveniente da tesselagao {8,8}, é identificado com elementos
da ordem OZ[ v3)- Para g = 3 o grupo fuchsiano aritmético [';2, proveniente da tesselagao
{12,12}, ¢é identificado com elementos da ordem Oy, 3.

Nao ¢é trivial verificar se um dado subgrupo discreto de PSL(2,R) é ou nao aritmético.
Uma abordagem sobre grupos de indices finito em PSL(2,R), ou melhor, de indices finito
no subgrupo discreto PSL(2,7Z) < PSL(2,R), é feita em [22].

Este capitulo tem como objetivo estudar os grupos fuchsianos I' ~ I'y,, que correspondem
as tesselagoes {4g,4g}, I' < PSL(2,R), no sentido de caracterizé-los quanto a sua aritmeti-
cidade. Estendemos os resultados de [5] e [20] para os casos em que g = m 2", m = 1,3,5,
e n € N qualquer. Mostramos que esses grupos sao derivados de uma algebra dos quatérnios
A sobre um corpo de nimeros K, tal que [K : Q] = 2™, onde 2™ denota o grau da extensao
do corpo dos racionais Q, conduzindo ao corpo K e, para esses casos, identificamos as ordens
O em A associadas aos grupos I'y,. Dessa forma, generalizamos os resultados anteriores.

Dividimos este capitulo em quatro se¢oes. A Secgao 4.1 é dedicada a apresentacao dos
grupos I'y,, associados as tesselagoes hiperbdlicas {4g,4¢}. Na Sec@o 4.2 estudamos detalha-
damente os grupos I'y, para o caso g = 2". As Secoes 4.3 e 4.4 sao completamente andlogas a

Secao 4.2. Nelas, estudamos os grupos I'y, para os casos g = 3-2" e g = 5-2", respectivamente.

4.1 O Grupo Fuchsiano I'y,

Nesta secao apresentamos o grupo fuchsiano I'y;. No que segue, o modelo de espago hi-
perbdlico a ser usado serd o disco de Poincaré, D?. Uma explanacao mais detalhada do
processo de construgao do grupo I'y, pode ser encontrada em [5]. De modo sucinto, o grupo
Iy, é construido como segue:

Consideremos uma tesselagao auto-dual {4¢,4¢}, g > 2, e seja Py, o poligono hiperbélico
regular de 4g arestas associado a essa tesselacao. O poligono Py, tessela o plano hiperbdlico
D?, de modo que cada vértice é compartilhado por 4¢g poligonos de mesma forma. Logo, para
cada g, I'y, serd grupo que tem P, como dominio fundamental. Algebricamente, temos que
I'yy ~ m(7,), ou seja, grupo fundamental de um g-toro 7.

Sem perda de generalidade, vamos supor que Py, esteja centrado na origem de D?. Con-
sideremos também as arestas de P, dispostas na seguinte ordem ciclica fixa no sentido

anti-horario:

ot ot
T1,€1,T1,E75- - 77_g7€g77_g7597
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e as isometrias hiperbdlicas T4, Si,. .., Ty, S, (os geradores do grupo fuchsiano I'y,) tais que

Te(m) =1, e Sj(g5)=¢j

k,j=1,...,9. (4.2)

Por meio desses emparelhamentos, obtemos uma superficie compacta e orientével D? /Ty, de
género g, [2]. Portanto, definido por uma tesselacao auto-dual {4g,4¢}, temos um poligono
hiperbdlico regular P, de 4g arestas, que por sua vez estd associado a um grupo fuchsiano

"4y, cuja assinatura é (g, —). Disso segue que a area hiperbdlica de Py, é dada por, [22],
p(Pag) = p (D2/F4g) =4m(g—1). (4.3)

s
Observamos que a inexisténcia do somatoério » <1 — m%) na medida da area hiperbdlica de
k=1
D?/Ty, em (4.3) fornecida pelo Teorema 2.2.29, é equivalente a inexisténcia de elementos

elipticos no grupo TI'y,. Isto é suficiente para que tenhamos o quociente D?/T'y, localmente
isométrico a D2

Consideremos agora T como sendo uma transformagao eliptica de ordem 4¢ com matriz

O = ( etr 0 ) , (4.4)
0 et

de modo que T¢ (11) = €1 e 1, é a poténcia de T tal que

associada

(Tc)rk :TCTk (Tl) c {Tk,ﬁk,ﬂg,&?;ﬂ}, k= 1,...,g. (45)

Isto permite escrever os geradores de I'y, como conjugacoes de T por meio de poténcias de T¢.
Por exemplo, queremos uma transformacao 75 de modo que Ty(7) = 7. Mas, T1(1) = 71 e

Tca(11) = 7. Disso segue que Tp-4(72) = 71. Logo,
T\(To-4(m)) = 7, & Toa(Ti(To-1(1))) = Tea(r]) = 75,

ou seja,

Tc4 e} T1 o ch4(7'2) = Té.

Dessa forma, basta considerarmos Ty = T4 0 T} 0 T-4. Para os demais casos, usando (4.2)
e (4.5) obtemos (cf. [5]),

Ay = CHMED A, 07D o By = CYT3A 0TS, (4.6)

onde Ay e B, s@o as matrizes correspondentes as transformacoes T e S, respectivamente,

comk,j=1,...,9.
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Apés algumas manipulagoes algébricas, podemos expressar os geradores do grupo I'y, em
(4.6) da seguinte forma:
C?=DA,C~20-1) para [ fmpar
A= . (4.7)
CP=3)A,0~2=3) para [ par
Portanto, de posse do gerador 77 estamos, conseqiientemente, determinando os demais gera-

dores. O préximo teorema nos mostra a forma do gerador 7.

Teorema 4.1.1 [5] Seja Py, o poligono hiperbdlico reqular de 4g arestas, cujo grupo fuchsi-

ano associado € 'y, com assinatura (g, —). Consideremos T como sendo a aresta entre os

argumentos —3 € —% e T\ a transformagao hiperbdlica que emparelha as arestas 11 e 1|
do poligono Py,. Entdao
az+b
Tl(z) = = >
bz +a
onde a e b sao dados por
1 29 — 1
arg(a) = (9 )W, la| = taunu
29 4g

|b| = ((tan %) - 1) , arg(b) = _(294—;1)7T

As demais transformagoes hiperbolicas Ty (1i,) = 7}, € Sj(g;) = €}, geradoras do grupo fuchsiano

I'yy que realizam os outros emparelhamentos de arestas sao obtidas pelas conjugagoes
Ty =Tew o1y o To—ry, Sj =T 0T o ch'rj.

Por meio do processo de construcao do grupo I'yy, podemos determinar sua estrutura

algébrica através de sua presentacao que ¢ dada por,
<T1, Sy Ty Sy TS TS .TgSng_ng_l = [d> .
De fato, por construgao, podemos verificar que existe um vértice w € Py, tal que
TVSITy ST TS, T S (w) = w.

Mas, o estabilizador de w,
{T'eTly, :T(w) =w},

¢ constituido apenas da identidade, [22].
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4.2 Caso g=2"

Nesta secao consideramos os grupos fuchsianos I'y, em que g = 2". Poderiamos formalizar
os resultados aqui desenvolvidos juntos com os das Secoes 4.3 e 4.4, haja vista serem com-
pletamente andlogos aos casos g = 3-2" e g = 5-2". Mas, para facilitar o entendimento dos
conceitos utilizados na construcao dos grupos I'y,, bem como no processo de identificagao de
I'y; em ordens dos quatérnios, iremos traté-los separadamente.

Nosso principal objetivo é mostrar que I'y; ¢ derivado de uma algebra dos quatérnios
A sobre um corpo de nimeros K, [K : Q] = 2", onde 2" é o género da superficie D? /T,
bem como determinar a ordem dos quatérnios O em A associada ao grupo I'y,. Com isso,
generalizamos o processo de identificacao dos grupos fuchsianos I'y, em ordens dos quatérnios.

Comecaremos com a seguinte:

Proposicao 4.2.1 Se g =2" com n > 0, entdao
29 — 1 —1
(29-Vm (g—Dm

2t =240
an 4g 2g + 0,
onde 6 = \/2+\/2+---+ 2 + /2 contém n radicais.
Demonstracao: Como g = 2", temos que
29 — 1 —1
2tan< g4g )Wcos g % )7 =2+ 2cos 2:;1.

Por outro lado, para qualquer = € R,

2cosx = V2 + 2cos2z.

Assim, para n € N, vale a igualdade

T / T
2 cos 1 = 2+ 2cos o (4.8)

2+2€os%:2+\/§.

Para n =1, isto é, para g = 2,

Suponhamos, como hipétese de inducao, que o resultado seja valido para n, ou seja,

T
2n+1

2 + 2 cos =240,

onde 0 contém n radicais. Assim, de (4.8), obtemos,

T T
2 cos e =4/2+ 2cos St

=214,
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contém n + 1 radicais, e o resultado segue. |

Observamos que cos Te sen— bem como cos k—“ e sen—, para todo k € Z, g = 2", podem

ser calculados a partir da 1gualdade em (4.8). Desse modo, para qualquer r € Z, r # +1, a

matriz C" pode ser escrita sob a forma

(2 0
“=(i2)

com x = a + bi, onde a,b € Q (#), sendo C' como em (4.4).

Consideremos agora a isometria,

f: H*2 — D?
zi+1
z St

Entao, I' = f'T'y,f é um subgrupo de PSL(2,R). Além disso', T' é isomorfo a I'y,. Se-
jam G; = f~YA;f os geradores de I', para [ = 1,...,2""!. Usando a Proposiciao 4.2.1, as

igualdades em (4.7) e levando em consideracao que T (z) = ZZIE onde
-1 29 —1
29 4g

|m:<0m925%g —Q , mngiggiﬁ,

os geradores GG; sao dados por

1 x4+ yVo Zl‘i'wl\/g) 41
G == l=1,... 2" 4.9
‘T ( —u+wnVl x —yVe (4.9)

onde zy, y;, 2, w; € Z[A] e § como na Proposicao 4.2.1. Observamos que para g = 2", os
geradores de 'y, se apresentam da mesma forma como em (4.1) para os casos g =2 e g = 3.
Nosso objetivo agora ¢ mostrar que para cada g = 2", o grupo I'y, é derivado de uma

algebra dos quatérnios A sobre um corpo K, [K : Q] = 2". Inicialmente, vamos considerar o
anel de inteiros de K = Q(6).

Proposicao 4.2.2 Sejam K = Q(0) e 8 como na Proposi¢io 4.2.1. Entdao o anel de inteiros
de K é

D =271].

LA aplicagao ¢ : T’ — I'y, dada por £(T) = f~'Tf ¢ um isomorfismo de grupos.
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Demonstragao: Como # é um inteiro algébrico, claramente Z [0] C D ;. Mostraremos a ou-
tra inclusdao. Seja G um subgrupo aditivo de D i de posto 2" com uma Z-base {1,0,... 6> 71}

Como os 2" monomorfismos ; : K — R ,i=1,...,2" sao dados por?

0 (0) = + 2i\/2i\/2i 2i\/_

temos que o discriminante da base {1,60,...,6* 71} é
A[L0,...,07 '] =2F kel

Logo, fazendo uso do Teorema 2.1.6 com p = 2, concluimos que nao existe nenhum inteiro

algébrico da forma

1 n
§(A1+A29+---+A2n92 -,
onde 0 < \; <1,i=1,...,2" pois caso contrério, existem \;, \; € {0, 1} tais que

A2 2N
~—— ez {0},

0 que nao é possivel. Assim, concluimos que G = D, ou seja, Dk = Z 0] . |

Com relagao a um grupo fuchsiano I', existem, no processo de construcao de constelagoes
de sinais Gp(0) como em (5.55), bem como no algoritmo de rotulamento para seus sinais,
duas condicoes a serem satisfeitas. A primeira é que os elementos do grupo I', associado a
um poligono hiperbdlico regular P, sejam identificados com elementos de uma ordem O em
A, onde A é uma &algebra dos quatérnios sobre um corpo de nimeros K. A segunda é que
o grupo I seja derivado da algebra A. Vamos considerar essas duas condigdes nos Teoremas
4.2.5 e 4.2.6. Primeiramente, apresentamos a Proposicao 4.2.3, cuja demonstragao é simples,

e que serda fundamental para o estudo dos grupos fuchsianos aritméticos.

Proposicao 4.2.3 Seja I' um grupo fuchsiano aritmético finitamente gerado por Gy, ..., G,

Gk:< xk+yk\/5 zk—i-wk\/@) E—1 I
—2 + wp V0 xk_yk\/g ’ Y

onde Gy € M(2, K(\V0)) €0, 1, y, 21, w, € K, sendo K um corpo. Entdo qualquer elemento

com

T €T assume a mesma forma dos geradores de I'.

Demonstracao: Sejam G e GG dois geradores de I', digamos

o :( z1+ Vo zl+w1\/5> . © :< s + yoV/0 22+w2\/5)
' —21+wVO x -V ? 2+ w0y — VO )

20s elementos ¢; (/) sdo as raizes do polinémio minimal de 6 sobre Q, fy(z), que é da forma fp(z) =

n n n . . z ~
22" 4 agn_91? T2 4 agn _42? Tt 4 -+ + azx? + 2, cujos coeficientes (exceto o lider) sdo pares.
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Se Gy -Gy = ( @i 12 >, entao
Qg1 G22
11 = 1122 — 2122 + (Y192 + wiw2)0 + (T1y2 + Tayr + 21wz — 20wV,
Qg = T1T9 — 2122 + (Y12 + wrw2)0 — (T1y2 + T2y + 21wa — Zle)\/éu
(31 = —2123 — 1122 — (Y1wa — wiY2)0 + (=219 + 2wy + T1ws + Y122)V,
@19 = 2125 + 2125 + (Y1wz — wiy)0 + (—2192 + Towy + 1wz + Y125) V0.

Proposicao 4.2.4 Sejam a dlgebra A = (a,b), com uma K-base {1,1,7,k}, r € N—{0}
fixo e R o conjunto
R:{%faeDKezmeN} (4.10)

r

onde O € o anel de inteiros do corpo K. Entdo
O =(a,b)p ={x =20+ 219 + 225 + 23k : 29, 1, 2, 23 € R}
¢ uma ordem em A.

Demonstracao: Temos que R é um subanel de K contendo Dk e que O é um R-modulo.
Por outro lado, se # € K, entao existe ¢ € Z — {0} tal que ¢ € Dg. Logo, para quaisquer
Ty, X1, Ta, T3 € K, existem ¢; € Z — {0} tais que ¢z; = oy € Ok, 1 =0, 1, 2, 3. Desse
modo, dado & = g + 217 + 22j + 23k € A, existe v € K tal que © = vyz', com 2 € O. Ou

seja, A = KO, o que mostra que O é uma ordem em A. |

Os reticulados hiperbdlicos associados aos grupos I'y,, g = 2", sao descritos no préximo

teorema.

Teorema 4.2.5 Para cada g = 2" com n > 0, os elementos do grupo fuchsiano I' >~ I'y,
sio identificados, via isomorfismo®, com elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem
O =(0,-1)y, onde

R:{Qim;aezw] e meN} (4.11)

e 8 como na Proposicao 4.2.1. Consequentemente,
{1,V6,Im, V0 Im}
¢ uma R-base para o reticulado O, sendo Im a unidade imagindria.

e(0)

3Esse isomorfismo, digamos ¢, é tal que I'y;, ~T' < T'(4,0) = ETS onde O C A.
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Demonstragao: Consideremos as seguintes matrizes My, My, My e Ms;
em M (2,Q(v/#)), dadas por

we(42) e (9 %)

(4 ) e (% )

Se T € T, entao pela Proposigao 4.2.3 e por (4.9),

l( x4+ yVo Zz+wz\/5)
28 -z + wl\@ €Ty — ym/g ’

onde s € N e x;, y;, 21, w; € Z[]. Portanto, T ¢ identificado com o elemento z € O' C O =
(0,-1)g,

e}

T —

_m w A
=g ot g

através do isomorfismo ¢ : A — ¢(A) definido por?

. w
—k
it 5k,

(,0((130 + ZL’li + .sz —+ l‘gkﬁ) = X2 MO + X M1 —+ To M2 —+ I3 - Mg, (412)
ou seja,
p(z) =T,
comi?=0,5%=—1,k=1jeux,y, 2z, w €Z[0]. Portanto, cada elemento do grupo fuchsiano

I' ~ Ty, é identificado, via o isomorfismo ¢, com um elemento z € O' € O = (0,—1), e
{1, V0, Im, \/élm} ¢ uma R-base de O. [ |

Teorema 4.2.6 Para cada g = 2" com n > 0, o grupo fuchsiano I' >~ T'y,, associado ao
poligono hiperbdlico reqular Py, é derivado de uma dlgebra de divisio dos quatérnios® A =

(0, —1) i sobre o corpo de nimeros K = Q(0), [K : Q] = 2" e 6 como na Proposi¢ao 4.2.1.

Demonstragao: Pela Proposicao 4.2.3 e por (4.9), qualquer elemento T € I' se escreve na
forma

T 1 ( xﬁ—yl\/g zl+wl\/§)

T2 —zn+wVl z—yVo
onde s € N e x;, y, 2, w; € Z[0]. Portanto, pelo Teorema 4.2.5, existe x = 3- + &Li + 5Lj +

Uk e O'C O =(0,—1), tal que p(z) = T. Logo, tr(T) = tr(p(z)) = Trd(z) = 2 € R.
6

(4.13)

Desse modo, tr(I') C R. Por outro lado, para o caso g = 2", temos

K=Qr(T):TeT)=0Q(6).

4 Andlogo ao isomorfismo de (3.4). Neste caso, p(A) C M (2, K(v/0)) com A= (0,~1), e K = Q(6).
5Observamos que 6 nao é um quadrado em K = Q(f), ou seja, ndo existe t € K — {0} tal que t? = 6.
SEssa igualdade pode ser verificada usando o fato que tr(T) € Q(¢tr(Ty)), VT € T e tr(T1) = 2 + 0.
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Disso segue que a primeira condicao do Teorema 3.3.6 é satisfeita.
Agora, seja s : K — R um homomorfismo dado por ¢5(0) = —6, o qual estendemos ao

isomorfismo” 1y : L — C definido por

onde L = K(v), [L : K] = 2. Consideremos agora a élgebra dos quatérnios A [I'] sobre
K =Q(#) (Teorema 3.3.2),

d
A[F]:{EaiTi:aieK, Tier}.

i=1

Usando as expressoes dos geradores de I' em (4.9), temos que

b
A[F]_{(—agll a}l):al,bleL},

onde a e b} sdo os conjugados de a; e by em L, respectivamente®. Seja
U: Al — M(2,C)

o mergulho definido por

¥ (a) = ( iizji% Z}; ézig ) |

Logo,
A%:xp(A[r]):{( “ 2) :a,bewg(L)}.

De (3.20), segue que A#2 ® R ~ H], [22]. Por outro lado, se T' é um elemento qualquer de I'

etr(T) = a+d (o trago de T'), entdo usando o Exemplo 3.1.3, temos

o (@) + 2 () € [-2,2].

Mas como a + a' € K = Q(6), temos

o (@) + 12 (a) = Y2 (a+d) = 2 (a+d),
ou seja,
o (a+ad)e[-272].
Portanto, g9 (tr (I')) é limitado em C. Logo, a segunda condigao do Teorema 3.3.6 também

¢ satisfeita. Concluimos que I' é derivado de uma &lgebra dos quatérnios’ A sobre K =
Q(r(T):TeTl)=Q(0), sendo

9_\/2+\/2+ 2+f
7Ou melhor, ¥y : L — ().

8Observamos que L é uma extensdo de K tal que [L : K| = 2, pois 22 — 6 é o polindmio minimal de Vo
sobre K. Por isso, dado a € L, podemos escrevé-lo da forma a =z +yvV0 < o =z —yV0, z,y € K.
gA élgebra é A= (9, _1)Q(0)'
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e [K:Q]=2" ]

Pelo Teorema 4.2.6 temos que o espaco das 6rbitas H?/T' é compacto, [22]. Mas por
construgao, os emparelhamentos das arestas de Pj,; sao realizados de modo que a superficie
H?/T" seja compacta e orientavel. Portanto, para os grupos I' ~ T'y,, g = 2", n € N qualquer,

valem a reciproca do seguinte resultado:

Teorema 4.2.7 [22] Seja T' um grupo fuchsiano derivado de uma dlgebra de divisao dos

quatérnios. Entao o espago quociente H?/T' é compacto.

Como uma aplicagao dos conceitos estabelecidos anteriormente, iremos apresentar, no

exemplo a seguir, os geradores do grupo fuchsiano I'y, para g = 4.

Exemplo 4.2.8 Sejam g =4,

C:<616 917r> € Alz( E),
0 e16 a
T

com arg (a) = 3, |a| = tan I, || = ((tan %)2 - 1> e arg (b) = =2*. Disso seque que

C:<x+yi 0 )
0 r— Yl

Y AUV S-S ARy s

o1 (14i(14v2))  —(V2+iy ) V2412
2 2

R R
2 2

S

[V

com

Temos também,

Ay =

Portanto, usando as igualdades em (4.7) e o fato que G, = f~rA;f, 1 =1,...,8, obtemos 0s

sequintes geradores do grupo fuchsiano aritmético I' ~ T4 :

T1—Y1 \4/ 24+/2 z1—w1 \4/ 24+/2
G, = 2 2 — (T WA Wi
—z1—w1 \4/ 2+v2  zitm \4/ 2+v2 80( 2 2 27 2 >7
2 2
r1—w1 \ 24++/2 z1+y1 \ 24-/2
Gy = Y e | = (3 -G+ 5+ Sk
—21i4 V24HV2  mtw V242 90( 2 2 2J 2 )’
2 2
141 \4/ 24+/2 214w \4/ 24+/2
Gg_ 2 2 — I_1+y_1i+z_1'+ﬂk;
—2itwi V24V2 -y V24+V2 o 2 2 2/ 2 ),
2 2
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'
[N
+
S

T1+w1 \ 24/2 21—Y1

— A BT A B d by Q1
—21—y14 242 xi—w1 SO( 2 2 2‘] 2 )7

21—y V/24V2  ztw V 2+

— (1 Yi; 4 215 4 wi
=o(F — 91+ 55+ 5k
—zitwi V24V2  zity 90( 2 2 2 2 )’

+

z1+wi \/ 2+V2 z1+y1

2
—z1+Y1 \4/ 2+v2  z1—wi
2

= o(B +%i+ 35+ 4k),

T1+Y1 A 242 21 —w1

+

SVETRNITE Y Jay
—2—w V24V2  mi—m @(2 2 27 2 )7

+

W~

z1—w1 V/2+V2 z1—Y1

+

080 HR B RR E

oS

T1t+wi +

|
N
[
|
<
=
[\ N
(]
+
S

onde

T =24+V24+V2, oy =2+V2+2V2+V2,
a=1+v2)2+V2+v2), w=V2

Assim, a ordem associada ao grupo fuchsiano I' ~T'14 €

(’):(\/2+\/§,—1)) ,
sendo R={2:a€Z)] e meN}, 0=+v2+2e¢

{1424 Va1, 24 Vo]

¢ uma R-base de O, conforme o Teorema 4.2.5.

O processo de identificagao dos grupos I' >~ I'y; em ordens dos quatérnios através do
isomorfismo em (4.12), nos permite rotular os sinais da constelacdo G,(0) como em (1.1)

obtidas de I'y;. Na Secao 5.1 ilustraremos esse processo.

4.3 Caso g=3-2"

Nesta secao consideramos o caso g = 3 - 2". Os procedimentos utilizados nesta secao sao
analogos ao caso g = 2". Por isso, omitiremos alguns passos realizados com detalhes na

Secao 4.2. Comecamos com o seguinte resultado:
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Proposicao 4.3.1 Se g = 3-2", sendo n um niumero natural qualquer, entdo

2g — 1 —1
2tan( g )Wcos g )7

=240
4g 2¢ 0

0nde€z\/2—|—\/2+--~—|— 2 +/3 contém n + 1 radicais.

Demonstragao: Como g = 3 - 2", temos

Paran =1, temos que g =6 ¢

2+2COS%:2+\/2+\/§.

Suponhamos, como hipdtese de inducao, que o resultado seja valido para n. Como

2 T 242 z 4.15
COS m == + 2 cos m ( . )
temos que
s
2 cos m = 2 + 0
contém n + 2 radicais, e o resultado segue. |

De modo analogo, observamos que para g = 3 - 2", cos %’r e sen%’r,

podem ser calculados a partir da igualdade em (4.15). Desse modo, para qualquer r € Z,

r (2 0
(i %)

com x = a + bi, onde a,b € Q (f), sendo C' como em (4.4) e § como na Proposicao 4.3.1.

para todo k € 7Z,

r # +1, verificamos que

Notamos que, devido as manipulagoes aritméticas que envolvem as expressoes de cos 3]%

e sen%, k € 7Z, usadas para determinar as matrizes em (4.7), V/2 aparece nas entradas de

alguma dessas matrizes. Mas, como podemos escrever

V2 =(-1+V3)\/2+V3€Q(h),

entao, usando a Proposicao 4.3.1 e as igualdades em (4.7), obtemos as seguintes expressoes

para os geradores de I' ~ I'yy, g = 3 - 2",

1( $l+yl\/§ zl~|—wl\/§> I
2\ —z+wVl z—yNo )’

onde xy, yi, 21, w; € Z[0] C D, K =Q(f) e 6 como na Proposigao 4.3.1.

G, = =1,...,3. 2" (4.16)
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Teorema 4.3.2 Para cada g = 3 -2", onde n € um numero natural qualquer, os elementos

0

do grupo fuchsiano I ~ Ty, sdo identificados, via isomorfismo™, com elementos do grupo dos

invertiveis O da ordem O = (0, —1),, onde

R:{%:QEQK e mEN}, (4.17)

K =Q(0), e 8 como na Proposi¢cio 4.3.1. Conseqiientemente,
{1,v6,Im, V6 Im}
¢ uma R-base para o reticulado O, sendo Im a unidade imagindria.

Demonstracgao: A demonstracao é andloga a do Teorema 4.2.5. De fato, sejam as matrizes
My, My, My e Ms em M(2,Q(v/9)), dadas por

e (40 e )

ue(4 ) e )

Pela Proposicao 4.2.3 e por (4.16), cada elemento T € T" pode ser escrito na forma

i( z + Vo Zl‘l’wl\/g)

T =
25\ —z +wnVo x—yno

(4.18)
onde s € N e x;, y;, 21, w, € Z[0]. Portanto, T' é identificado através do isomorfismo'!

¢ : A— p(A), com o seguinte elemento z € O C O = (6, —1),,

onde 1> = 0, 72 = =1, k = ij e x, yi, 21, w; € Z[H], ou seja, p(xr) = T. Assim, cada
elemento do grupo fuchsiano I' ~ Iy, ¢ identificado, via o isomorfismo ¢, com um elemento
2 €0 CO=(0,-1),e{1,V0,Im,v0Im} é uma R-base de O. |

Teorema 4.3.3 Para cada g = 3 - 2", onde n é um numero natural qualquer, o grupo fuch-
siano I' ~ I'yy, associado ao poligono hiperbolico reqular Py, é derivado de uma dlgebra de
divisao dos quatérnios A = (0,—1)k sobre o corpo de nimeros K = Q(0), [K : Q] = 2" ¢

0 como na Proposicdo 4.3.1.

1
10Esse isomorfismo, digamos ¢, é tal que I'yy ~ T < T'(A,O) = fi? ) onde O C A.

2}’
"Definido de forma andloga como em (4.12), onde ¢(A) C M(2, K(v/0)) com A= (0, —1), e K = Q(6).
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Demonstragao: A demonstracao é totalmente andloga a do Teorema 4.2.6, apenas com
algumas modificagdes. Seja T € I' como em (4.18). Logo, tr(T) = 22 € R, sendo R como em
(4.17), ou seja, tr(I') C R, e como K = Q(#), segue a primeira condi¢ao do Teorema 3.3.6.
Por outro lado, seja @5 : K — R um homomorfismo dado por ¢,(f) = —6. Portanto, s :
L — )5(L) definido por ¢(v/#) = i7/0, é um isomorfismo, onde L = K(v/f). Consideremos,
agora, a algebra dos quatérnios A [I'] sobre K = Q (0) dada por, [22],

d
A[F]:{ZaiTi:aiEK, 'EEF}.

=1

Como as expressoes em (4.16) assemelham-se as expressoes em (4.9), segue que

_ ar b
a5 %) i)

Portanto,

sendo
U: Al — M(2,C),

um mergulho dado por
_( Ya2(ar)  Y2(br)
vio=( 2o b )

Conseqiientemente, A7z ® R ~ H. Consideremos, agora, T" um elemento qualquer de I' e

tr (T') = a + a/. Entao, pelo Exemplo 3.1.3, temos que

s (@) + 2 () € [-2,2].

Mas a +a' € K = Q(f). Assim,

Vo (a+a’) =1y (a) + 2 (a) = pa(a+d),
isto é,
po(a+d) e [-2,2].

Portanto, o9 (tr (I')) ¢ limitado em C. Logo, a segunda condi¢do do Teorema 3.3.6 também
¢ satisfeita. Concluimos que I' é derivado de uma algebra dos quatérnios'? A sobre K =
Q(r(T):TeTl)=Q(0), sendo

9:\/2+\/2+--~+\/2+\/§

12A élgebra é A= ((9, —1)@(9).
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e [K : Q] =2+,

Concluimos, também do Teorema 4.3.3, que para o caso g = 3 - 2", continua valendo a
reciproca do Teorema 4.2.7 para os grupos I' >~ I'y,.
Encerraremos esta se¢ao com o Exemplo 4.3.4, onde apresentamos os geradores do grupo

fuchsiano aritmético I' >~ I'yy, g = 6.

Exemplo 4.3.4 Sejam g = 6,

com arg (a) =

com

12’

Por outro lado,

Desse modo, usando as igualdades em (4.7) e o fato que G, =

la| = tan L= || =

24 7

((ran )" — 1)

o xtuy
c=("3

NS

A=

T1+i21

2
—(w1—1iy1) \4/ 2+/3
2

e arg (b) = =X Portanto,
T — Yyl )
=\/2—-/2+ V3.
—(w1+iy1) V243
2
r1—121
A f, 1=1,...,

0s sequintes geradores do grupo fuchsiano aritmético I' >~ T'yy :

Glz

Gy =

Gy =

Gy =

T1—Y1 \4/ 243
2

S

21 —w1 2+

&

—21—Ww1 A 2+

[\

z11+Y1 +

[\

a1—yi V/24HV3  zitw V2
2
—zitwi V24V3  mitu V24
2
x1—k1 A 2+\/§ 21+ 2

—z1+1

z1+k1

[SPYN N
%)
?‘
&

T1—t1 0y 2443 21+ A1 +
2

— MV 24VE w4t 2+
2

T+t V/24V3 A V24
2

—214+M V2+VE  mi—t V24

R
sllsl sllsl B slsl s

[\

T t1 21 A
(5 + Fi+ 35+ 5k),

12, obtemos
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x1+k1 A 243 214l A 243
G = 2 2 —p(B kg b
6 z1+0 \4/ 243 x1—k1 \4/ 24/3 SO( 2 2 27 2 ),
2 2
T1—Y1 V2+V3 z1—w1 V2+V3
G7 — 2 2 — Ny, + Z1 w ke
—z1—w1 A 24v3  mi+uy1 \4/ 243 90( 2 2 2 J 2 ),
2 2
z14Yy1 \4/ 243 z1—w1 \4/ 24+/3
Ge = 2 2 — Z1 + g + Ay Wl
8 —z1—w1 \4/ 243  z1-m \4/ 2+/3 90( 2 2 2 J 2 >’
2 2
z1+k1 A 243 z1—l1 \4/ 24/3
Go = 2 2 ) €2 NI W 1 S
9 —z1—l1 \4/ 243 x1—k; \4/ 243 90( 2 2 2 J 2 )’
2 2
s+t V243 21— V243
Gin = 2 2 ) €2 NS U ST W SIS 3
10 7217)\14 2+\/§ x17t14/2+\/§ 90(2 2 2] 2 )7
2 2
x1—t1 \4/ 243 z1—A1 \4/ 243
Gy = 2 2 ) .2 5 W ST P 3
—21—A1 \4/ 243zt \4/ 24+/3 SO( 2 2 2 J 2 )’
2 2
x1—k1 A 243 z1—l1 \4/ 243
G = 2 2 ) .2 . T O S S
—2—h V24V3 @itk V243 P55 27— 3k,
2 2

onde

T =24+V2+V3, p=2+2V3+ (1+V3) V213,
2=4+2V/3+ (2+V3) V243, k=1+V3+2V2+3,
=1+v3+ (-1+v3)V2+v3, M =3+v3+(1+v3)V2+3,
h=3+vV3+2V2+V3, wi=v2Z=(-1+V3)V2+3.

Assim, a ordem associada ao grupo fuchsiano I'sy €

O:<\/2+\/§,—1) ,
R
sendo R={2:a€Zl] e meN}, 0=+2+V3e¢

¢ uma R-base de O, conforme o Teorema 4.3.2.
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4.4 Caso g=5-2"
Finalmente, para o caso g = 5 - 2", temos:

Proposicao 4.4.1 Se g =5-2", sendo n um numero natural qualquer, entdao

29 — 1 -1
2tan( g )Wcos lg )W:2—|—0,

4g 29

onde 6 = \/2 + \/2 + - + 10”\/5 contém n + 2 radicais.

Demonstracao: Como g =5 - 2", temos que

2g — 1 —1
Qtan(‘q )Wcos(g )W:2—|—2008L.
4g 2g 5. 2ntl

Mas para n = 1, ou seja, para g = 10,

2+2005——2+ 2+10—+2\/§

20

Supondo, como hip6tese de indugao, que o resultado seja valido para n, e usando (4.8), temos

que

T T
2C08m: \/2+2COSW. (419)
Disso segue que

v
QCOSWZ \/2+9,

contém n + 3 radicais. [ |

Portanto, usando (4.19), obtemos, para qualquer r € Z, r # +1,

. (x 0
o= (5 2)

com x = a + bi, onde a,b € Q (), sendo C como em (4.4) e § como na Proposigao 4.4.1.

Além disso, devido as expressoes que envolvem cos 5’% e senzon Qn, podemos, para g = 5 - 2",

escrever os geradores G; de I' ~ I'y; na seguinte forma

G, =

l( w6 z’“"“@) [=1,...5 2! (4.20)

25\ —z+wVl 1z —yVo
onde s € N, xy, y;, 21, w € Z[0] C D, K =Q () e 6 como na Proposigao (4.4.1).

Consideremos os reticulados associados aos grupos I'yg, g = 5 - 2™,
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Teorema 4.4.2 Para cada g = 5-2", onde n € um numero natural qualquer, os elementos
do grupo fuchsiano T ~ Ty, sdao identificados, via isomorfismo

invertiveis O da ordem O = (0, —1),, onde**

, com elementos do grupo dos

Rz{%:aé@;{ e mEN}, (4.21)

K =Q(0), e 8 como na Proposi¢cio 4.4.1. Conseqiientemente,
{1, V6, Tm, \/5Im}
¢ uma R-base para o reticulado O, sendo Im a unidade tmagindria.

Demonstragao: Consideremos as seguintes matrizes My, My, My e M3
em M (2,Q(v/#)), dadas por

we (1) e (8 )

ue(50) (5 0)

Pela Proposicao 4.2.3 e por (4.20), cada elemento T € T" pode ser escrito na forma

l( x + yVo zl+wz\/5)
22\ —z+wVi z—yVo )’

onde s € N e x;, y;, 21, w; € Z[0]. Portanto, T é identificado através do isomorfismo'®

T = (4.22)

¢ : A— p(A) com o seguinte elemento z € O' C O = (0, —1) 4,

T X Zl . w
=g Ly 2 Dy

onde 2 = 0, j2 = =1, k = ij e x;, yi, 21, w; € Z[A]. Portanto, cada elemento do grupo

fuchsiano ' ~ T'y, é identificado, via o isomorfismo ¢, com um elemento z € O' C O =
(0,—1)p e {1,v/0,Im, v/ Im} é uma R-base de O. |

Teorema 4.4.3 Para cada g =5 - 2", onde n é um nimero natural qualquer, o grupo fuch-
siano I' ~ I'yy, associado ao poligono hiperbolico reqular Py, é derivado de uma dlgebra de
divisao dos quatérnios A = (0, —1)k sobre o corpo de nimeros K = Q(0), [K : Q] = 2" ¢

0 como na Proposicao 4.4.1.

1
13Esse isomorfismo, digamos ¢, é tal que I'y; ~ T < T'(A4,O) = ?iii})’ onde O C A.

VvV 10+2v5

14Observamos que 5 € Dk e, portanto, € D
5Definido de forma aniloga como em (4.12), onde ¢(A) C M(2, K(v/6)) com A= (0, 1), e K = Q(6).
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Demonstragao: De modo andlogo a demonstragdo do Teorema 4.2.6, usando (4.22), con-
cluimos que tr (I') C R, sendo R como em (4.21). Mas para o caso ¢ = 52" K =
Qr(T):TeTl)=Q(0). Portanto, a primeira condigdo do Teorema 3.3.6 ¢ satisfeita.
Seja s : K — R um homomorfismo dado por ps(f) = —6. Desse modo, 1y : L — 1h5(L)
definido por 15(v/8) = i7/6, é um isomorfismo, onde L = K (v/#). Além disso,
Y2 — a b .

az=war)=4( % ") iasewnmlb,

sendo

W AN — M(2,C)

um mergulho dado por

vor- () 20

Conseqiientemente, A7z ® R ~ H. Consideremos, agora, T um elemento qualquer de I" e

tr(T) = a+ a'. Assim, usando o Exemplo 3.1.3 e o fato que a +a’ € K = Q(0), temos,

a (@) + b2 (a) = 2 (a+d) € [-2,2].

Portanto, ¢ (tr (I')) é limitado em C. Disso segue que a segunda condi¢ao do Teorema 3.3.6
também ¢ satisfeita. Concluimos que I' é derivado de uma algebra dos quatérnios!® A sobre
K=Q@r(T):TeTl)=Q(0) e [K:Q] =2"". |

Concluimos que, para g = 5 - 2", a reciproca do Teorema 4.2.7 para os grupos I' >~ I'y, é
também valida. Observamos, também, que para os casos de g = m-2", m = 1,3 e 5, os grupos
I'4y sdo derivados de dlgebras de divisdo dos quatérnios da forma A = (6, —1)g(), ou seja,

"coma=0eb=—1, onde o valor de  estd de acordo com o valor de

sao algebras similares!
m (Teoremas 4.2.6, 4.3.3 ¢ 4.4.3 ). Este fato serd comum para as dlgebras consideradas neste
trabalho. Como veremos na Secao 5.7, isso de certo modo facilita o processo de rotulagem
dos sinais das constelagoes como em (5.55).

Para encerrar este capitulo, apresentaremos no Exemplo 4.4.4 os geradores do grupo

fuchsiano aritmético I' >~ I'yg, g = 5.
Exemplo 4.4.4 Sejam g =5,

e 0 a b
(2 n) ey

16A 4lgebra é A = (9, —1)ge)-
17Similares, no sentido do valor de b ser sempre —1, onde estamos usando a mesma notacdo da Secao 3.1.
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2 3
com arg (a) = 1%, |a| = tan 3%, [b] = <(tan =) — 1) e arg (b) = =3=. Portanto,
[ vty 0
¢= ( 0 T — Yl )
com,
\/10+2V5 10+2v/5
2p = \[24 YIUE gy [ VIOV
Logo, considerando as igualdades em (4.7) e usando o fato que Gy = fYAif, 1 =1,...,10,

obtemos os sequintes geradores do grupo fuchsiano aritmético I' ~ 'y :

z1—11 v/ 1042

21—44/10+2

G1: 4

—z1—44/1042

T1+y1 /1042

;| ;‘
;‘ 3
I
AS)
B
|
ool‘S
_I._
013
|
=

S

T1—wi 0y 10+2

S

Z14+t1 A/1042

Gy = 4

—z1+t1 /1042

z14wr v/1042

4

4

1

3
vV V5
8
z14+11 A/ 10+2 21411 \/10+2v/5
Gy = ; =L +4i+2a54+ 0k
3 ot V10425 w111 /10425 i 8 8 s/ T8 ):
8 )
x1+t1 % 10-}-2\/5 21 —wW1 4\/ 10-}-2\/5
G, = 8 8 = bz Wk
4 2 —wi A/ 1042V a1 —t1 3/ 1042v/5 a 8 8 s 78 ):
8 3
21-43/1042v5 21—y /10425
G- = 8 8 o 2 N ST Ty
5 —2i—y1 V1042vF 144 V/1042V5 a 8 2 s) 78 ),
8 )
21—y V/1042V5  z1+43/10+2V5 1
Gs = 8 8 =L Y4 254 2E
6 —21+4V/1042vF 214y 3/ 10425 i 8 8 sJ T2 )
8 8
21-43/1042v5  z14y1 v/ 1042v5
G- = 8 8 =L —Ljpa; 4 ung
7 oty A 1042v5  x14+43/10425 i 8 2 sJ T8 ):
8 )
z1+t13/1042vF  z14wi v/ 10425
Gs = 8 8 =p(B +Li+ a5 +uk
8 214w /10425 z1—t1 /10425 i 8 8 s/ T8 ),
) 3
21401 A/ 10425 21—l v/ 10425
Go = 8 8 —p(m by ms L
9 —21—11 310425 w111 V10425 #( 8 8 s) 73 ),
8 3
z1—w1 V/1042v5  z1—t1 3/10425
Gio = 8 8 = —w gy zni U
0 o=t V1042V 214w V10425 i 8 8 s) 7 % )
8 8
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sendo

21 =84+2V10+2V5, 3y =4+ 4V5+ (1+V5)V10 + 25,
21 =10+ 6vV5 + (24+2vV5) V10 +2V5,  wy =4+ 210 + 2¢/5,
t=6+2V5+(1+vVEVI0+2V5, 11 =6+2V5+2/10 + 2V5.

Portanto, a ordem associada ao grupo fuchsiano I'yy €

0= (\/10+2¢5,—1) :

R

onde R={2:a€Zl] e meN},0=+v10+2V5¢

{1, \/ 10 + 2v/5, Im, 1/ 10 + 2\/51m}

¢ uma R-base de O, conforme o Teorema 4.4.2.



Capitulo 5

Identificacao dos Grupos ', em
Ordens dos Quatérnios Provenientes
de Outras Tesselacoes

Em [5], as tesselagoes {4¢g,4¢g} foram usadas com o objetivo de obter constelacoes de sinais
geometricamente uniformes relacionadas com grupos fuchsianos aritméticos, para os casos
particulares de ¢ = 2, 3. No Capitulo 4, apresentamos os casos em que g =m-2", m =1,3,5
en e N.

Nosso objetivo neste capitulo é considerar tessela¢oes hiperbdlicas {p,q}, p # ¢, mais
densas do que as auto-duais {4g,4g} e, portanto, reticulados mais densos, de modo a cons-
truir constelagoes de sinais geometricamente uniformes relacionadas com grupos fuchsianos
aritméticos. O problema que surge em decorréncia da mudanga da tesselacao {4g,4g} para
uma tesselacdo {p,q}, ¢ a dificuldade em determinar valores de p para os quais os grupos
I, sejam aritméticos. Esse fato ¢ evidenciado, por exemplo, quando buscamos a ordem dos
quatérnios relacionada com o grupo I'ig associado com a tesselacao {12¢g — 6, 3}, para o caso
g = 2. Essa complexidade consiste nao apenas em determinar uma forma padrao para os
elementos do grupo I', (desde que desejamos construir dlgebra de divisdo dos quatérnios A a
partir de I',), bem como em determinar de modo explicito o corpo de nimeros K e um anel
R C K tais que A = (a,b); ¢ O = (a,b)p.

Como mencionamos anteriormente, este capitulo tem como objetivo considerar grupos
discretos de isometrias obtidos a partir de outras tesselacoes hiperbdlicas. Portanto, é ne-
cessario considerar alguns conceitos e resultados, de modo a estabelecer uma conexao entre
tesselacao hiperbdlica e grupo fuchsiano. Por causa disso, dividimos este capitulo na seguinte
forma: na Secao 5.1 apresentamos exemplos de emparelhamentos de arestas de poligonos hi-
perbolicos regulares P, associados as familias de tesselagoes hiperboélicas que construimos. Na
Secao 5.2 abordamos um método de descrever os geradores de um grupo fuchsiano, usando

uma transformagao hiperbdlica fixa do grupo com uma transformagao eliptica de ordem p,

65
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que mapeia as arestas de F,. A Segao 5.3 segue em decorréncia da Segao 5.2, onde estabele-
cemos os geradores do grupo fuchsiano associado a familia de tesselagoes da forma {10\, 2A},
construida na Segao 5.1. Nela, apresentamos uma generalizacao de identificacao dos grupos
I'10n em ordens dos quatérnios. Nas Secoes 5.4 e 5.5, também apresentamos casos de iden-
tificagdo de grupos fuchsianos provenientes das tesselagoes {30,3} e {60,4} em ordens dos
quatérnios, casos particulares das tesselagoes {12g — 6,3} e {129 — 12,4}, respectivamente.
Na Segao 5.6, fazemos uma analise sucinta sobre as tesselagoes construidas na Secao 5.1.
Encerramos o capitulo com a Secao 5.7, onde exibimos exemplos de rotulamento de sinais de

uma G-6rbita de 0, onde 0 é o baricentro do poligono Py, para g = 2,4.

5.1 Exemplos de Emparelhamentos

Como observamos na Subsecao 2.2.4, uma superficie de Riemann pode ser obtida, por exem-
plo, considerando o espago quociente D?/T,, onde o grupo I', age de maneira propriamente
descontinua sobre D? (cf. Definigao 2.2.15), ou seja, se, e somente se, I', é um grupo fuchsiano
(Teorema 2.2.16) e, portanto, um grupo discreto de isometrias. Nesta se¢ao, fornecemos as
condigbes necessarias para que, a partir de uma tesselacao hiperbélica {p, ¢}, possamos obter
grupos fuchsianos I',. Lembramos que, de um modo geral, este trabalho tem como objetivo
construir, a partir de um grupo fuchsiano aritmético, constelagao de sinais geometricamente
uniforme, cujos sinais constituem uma Gp-érbita de 0 (baricentro de um poligono P,). Por-
tanto, a condigao do grupo I', ser discreto ¢ imprescindivel no processo de construcao dessas
constelacoes.

Com este objetivo, apresentamos familias de tesselagoes hiperbdlicas {p, ¢}, de modo a
estudarmos a aritmeticidade dos grupos fuchsianos I', por elas obtidos. Essas tesselagoes sur-
giram de um modo natural através de uma busca (quase que exaustiva) de um conjunto de
isometrias que identifiquem as arestas de um poligono hiperbdlico regular P, (dominio de Di-
richlet de I',)), obedecendo, ¢é claro, condigoes pré-estabelecidas (Teoremas 5.1.3 e 5.1.5). Por
isso, a presente secao tem também a finalidade de oferecer um texto sobre emparelhamentos
generalizados de arestas de poligonos regulares obtendo, como conseqiiéncia, superficies de
Riemann compactas e orientdveis, localmente isométricas a H?/T" ou D?/T,, onde' T' ~T',.

A busca dos grupos T, e, portanto, das superficies D?/T,, com o objetivo de construir
constelagoes de sinais hiperbdlicas provenientes de tesselagoes {p, ¢}, é equivalente, por exem-
plo, a busca dos ideais primos p, convenientemente escolhidos, no anel de inteiros D x de um

corpo de nimeros K, de modo a considerar as constelagoes de sinais euclidianas, provenientes

!Neste capitulo (exceto na Secdo 5.7), I' e I', representarao grupos discretos de isometrias agindo em H?2
e D?, respectivamente e T’ ~ I'p. Além disso, H?/T e D?/ I', representam topologicamente a mesma superficie
(g-toro).
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dos anéis quocientes Dk /p, os quais tém estruturas de corpos. Por exemplo, as constelagdes
de sinais construidas em [12]. Portanto, enquanto que na construgao de constelagoes de sinais
no plano hiperbélico D? consideramos superficies de Riemann, para as constelacoes de sinais
no plano euclidiano consideramos quocientes dotados de uma estrutura algébrica, que pode
ser tanto a de grupo, (por exemplo, [8] e [31]), como a de anéis (por exemplo, [17] e [35]).

Consideraremos emparelhamentos das arestas de poligonos hiperbdlicos regulares P, de
p arestas que estao associados as tesselagoes hiperbdlicas regulares do tipo {p,q}, p # q.
Isso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é 27”. Nesta
direcao, apresentamos emparelhamentos generalizados que estao associados as tesselagoes:
{10X, 27}, {12)\ — 12,4}, {12X\ — 12,4X — 4}, {8A + 16,8}, {10\, 5}, {2A2 + 61 +4,2A + 2} e
{A2+3X+2,A+ 1}, onde A e N.

Seja I', o grupo discreto obtido a partir do respectivo emparelhamento, conforme os
Teoremas 5.1.3 e 5.1.5. Para cada tesselagdo {p,q}, o poligono P, constitui a fronteira do

dominio de Dirichlet D, (I',) de I',. Assim, chamamos também P, de regido fundamental.

Definigao 5.1.1 Seja T, um grupo discreto de isometrias, e sejam u e v pontos de D?.

Dizemos que u e v sao congruentes se eles pertencem a mesma I',-orbita.

Observamos primeiramente que dois pontos em uma regiao fundamental P, sao congru-
entes se, e somente se, eles pertencem a fronteira de P,.
J& vimos na Subsecao 2.2.4 que a relacao de congruéncia é uma relacao de equivaléncia,

cujas I-érbitas constituem as classes de equivaléncia dos pontos de H?2.

Definicao 5.1.2 Consideremos vy, ..., v, 0s p vértices de P,. Chamamos de ciclo a classe
de equivaléncia obtida a partir de cada um dos vértices, ou seja, um ciclo é um conjunto da

forma
C; =A{T(v;) : v; e T(v;) sdo vértices de Pp}.

Portanto, para quaisquer dois ciclos C; e C}, temos
1. Ciij:(DOU Cl:C],
2. UC’L = {Ul,. .. ,’Up}.
(3

Se um dos vértices de P, é fixo por um elemento eliptico T' € Iy, ou seja, se T'(v;) = v;,
entao todos os vértices do ciclo C; sdo fixos por elementos elipticos? de I'. Mais precisamente,
se T(v;) = v; e T é eliptico, entao S(v;) = v; é ponto fixo do elemento eliptico STS™!.
Portanto, os estabilizadores G, e G,, de v; e v;, respectivamente, sao conjugados, isto é,

Gy, = SGU].S*1 e, assim, tém a mesma ordem. Com isso, chegamos ao seguinte resultado:

20 ciclo C; é chamado ciclo eliptico.
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Teorema 5.1.3 [15] Seja P, um dominio de Dirichlet de I',. Sejam vy, ..., v, os vértices de
um ciclo e 01, ...,0; os angulos internos nos respectivos vértices. Se m denota a ordem do

estabilizador em I')y de um dos vértices do ciclo, entao

27
el_i_...—i—et:—. (51)
m
Como uma conseqiiéncia do Teorema 5.1.3, temos que se um dos vértices {vy,...,v;} de
um ciclo nao é ponto fixo, entao G,, = {Id}, de modo que m =1,i=1,... t.

Observacao 5.1.4 Como os grupos fuchsianos I'y que iremos considerar nao possuem ele-
mentos elipticos, entdo a condi¢ao (5.1) resume-se ao caso m =1 e, portanto, 01+ ---+0; =
2m.

O préximo teorema nos mostra como obter um conjunto de geradores de I',.

Teorema 5.1.5 [13] Seja D,(I'y) um dominio de Dirichlet de I',. Considere o conjunto {T; :
T; € I',} de elementos de I',, que identificam arestas distintas de D,(I',). Entao {T;: T, € I',}

¢ um conjunto de geradores de I',,.

Concluimos dos Teoremas 5.1.3 e 5.1.5, que para obter um grupo discreto de isometrias
I',, a partir de uma tesselagdo hiperbdlica {p, ¢}, é necessario considerar um conjunto de
emparelhamentos das arestas de P, satisfazendo a condigao (5.1)°. Conseqiientemente, é
possivel obter o género g da superficie compacta resultante H?/T". O género g é obtido da
caracteristica de Euler, isto é, [13], x(H?/T') = nimero de vértices — nimero de arestas +

numero de faces, ou seja,

X(H?/T) =

(NS

+1=2-2g, (5.2)

3

para superficies compactas.

Para proposta do nosso trabalho, ¢ imprescindivel que o grupo I', seja discreto, uma vez
que vamos considerar constelacoes de sinais que sao I',-6rbita de 0, baricentro de P,.

Se I', nao possui elementos parabdlicos, entdao pelo Teorema 2.2.28, temos que D?/T", é

compacta. Assim, a assinatura do grupo I, é (g, —), de modo que*

u(P,) = p(D?/T,) = 4m(g — 1), (5.3)

pois estaremos supondo que as transformagoes em I',, — {/d} sdo hiperbdlicas, uma vez que

vamos considerar apenas quocientes compactos D?/T",, localmente isométricos a D?.

3Se a condigao (5.1) nio for satisfeita, entao ndo podemos garantir que o grupo I', seja discreto.
I
4A expressao Y (1 — mik) do Teorema 2.2.29 é suprimida pelo fato do grupo I', ndo possuir elementos
k=1
elipticos.
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Nesta dire¢ao, consideremos uma tesselagao hiperbélica {p, ¢}, P, o poligono fundamental
regular de p arestas associado a {p, ¢} e I', o grupo fuchsiano obtido a partir de P,. Sejam
A €N, A >2epcomo fungao de A, digamos p = f(A) = aX+ b, a,b € N, a # 0. Queremos,
a partir de T',, obter uma superficie compacta D?/T, de género g. Primeiramente, devemos
ter®, 2],

49 <p <129 — 6. (5.4)

De modo anélogo, considerando a restrigao da relagdo de equivaléncia definida em (2.10)

sobre o conjunto das arestas de P,

{m,72,..., 7},

verificamos que cada classe de equivaléncia de arestas contém exatamente dois elementos.
Portanto, p deve necessariamente ser um ntmero par. Logo, para uma aresta 7; € P,, existe

uma Unica aresta 7; € P, e um tnico elemento T" € I, tal que
T(TZ> =T, < T_l(Tj) =T,

ou seja, a classe de equivaléncia de 7; é {7;,7;}. Nesse caso, dizemos que T relaciona o
par {r;,7;} ou que emparelha as arestas 7, e 7;. Dizemos também que as arestas 7; e 7;
sao congruentes. Observamos ainda que se T relaciona o par {7, 7;}, entdo 7! também o

relaciona. Usaremos os simbolos
Tn)=m<n—-1<{n1}
para indicar que 7; e 7; pertencem a mesma classe de equivaléncia. E para cada p,

I={1,2,...,p},

representa um conjunto de indices com p elementos. Por fim, a adigao no indice da aresta
Ti1 € realizada médulo p.

Por outro lado, como cada vértice de P, ¢ recoberto por ¢ desses poligonos, temos, pelo
Teorema 5.1.3, que cada ciclo deve conter exatamente ¢ vértices®, de modo que ¢ deve dividir
p. Essas sao as condicoes que devemos usar para determinar os emparelhamentos das arestas
de P,.

Como o processo de construgao dos emparelhamentos generalizados que seguem sao um
tanto quanto construtivos, fornecemos para cada um deles um exemplo a fim de tornar o
processo o mais claro possivel. Desse modo, repeticoes de expressoes nas proximas subsecoes

sdo quase que inevitaveis’.

50 género g é obtido a partir de (5.2).
60 nimero de vértices de um ciclo é chamado comprimento do ciclo.
"Por exemplo, progressao aritmética, ou simplesmente PA, aparecera freqiientemente.
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5.1.1 Tesselagao {10\, 2\}

Sejam P, o poligono hiperbdlico regular de p = 10\ arestas associado a tesselagao® {10\, 2\}
e A € {2k : k € N} com k > 1. Consideremos

T1, 72y« « 5 T10A € V1, V2, ..., 0U10),

as arestas e os vértices de F,, respectivamente, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-
horario. Para cada A, sejam
Li={(—DA+4,...,iA+1) =2}, i=1,...,4,

(5.5)
1175 == {4)\+4,,5>\— 1},

= {A+ 1,20+ 2,3X +3,5), 6\ + 1, 7TA + 2,8\ + 3,10A}, (5.6)

sendo [, 1 = 1,2,3,4, PA’s com A\ — 1 termos e mesma razao r = 1, enquanto que Iy 5 é
uma PA com A — 4 termos e razao r = 1. Para o caso A = 4, vamos considerar [;5 = @.

Facamos entao
5
L =U6L;. (5.7)
i=1
Sob essas condigoes, consideremos agora os emparelhamentos das arestas de P, dados
por?
Tsati, S€ @€ I
Tati, Se © €[]

Como g = 5, temos um total de cinco ciclos, todos de comprimento 2\ que, por (5.8), sao

especificados por

Cy = {v1,v2. .., U, Usxj1, Usas2, - - -, Ugr }

Co = {Un41, V2rs2, - - -, Varta, Usx, Uat1s UTad2, - - - s Vord,
UgA455 « + - UsA—1, U945, - - - ,U1o>\}:

Cs = {Ux42, Urg3s - - - s Varg15 V642, U6A+3s - - - » UTA41 5

Cy = {U2,\+3, VX445« + - 5 UsA4+2, U7A4+3, UTa4+4, - - - 7U8>\+2}7

Cs = {7)3/\+47U3/\+57 « o5 Ugn43, UgA+4, USA+5, - - - 7U9/\+3}-

O ciclo C é dividido em dois blocos. O primeiro bloco consiste dos primeiros A vértices,

comecando no vértice v; e terminando no vértice vy; o segundo também contém A vértices,

8Isso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é r _z,
q A

90s fndices em I; indexardo os geradores de I'igx que identificam as arestas de Pjgx diametralmente
opostas. Ja os indices em I] indexar@o os geradores que identificam as arestas que nao sao diametralmente

opostas.
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que comeca no vértice vsy 1 € termina no vértice vgy. Os ciclos Cs, Cy e C5 sao organizados de
forma andloga a do ciclo C;. Ja o ciclo Cy é dividido em quatro blocos. O primeiro consiste
de cinco vértices'®, que comeca em vy, e termina em vsy, sendo que os indices dos quatro
primeiros vértices obedecem uma PA de razao r = A+ 1. O segundo contém quatro vértices,
cujos indices estao em PA de razao r = A+ 1, que comega em vgy11 € vai até vgy 4. O terceiro
contém X\ — 5 vértices, onde os seus indices obedecem uma PA de razao r = 1, comecando
em vyn45 € terminando em wvsy_;. Finalmente, o quarto bloco contém A\ — 4 vértices, onde
seus indices formam uma PA de razao r = 1, sendo vgy.5 € v1p) 0 primeiro e tltimo vértices,
respectivamente.

Assim, pelo Teorema 5.1.3, H?/I" é uma superficie Riemanniana compacta e orientavel,

cujo género, por (5.2), é g = 5’\7_4. Observamos que

49 <p<129— 64 10N — 8 < 10\ < 30\ — 30, > 2,

de acordo com (5.4).
Exemplo 5.1.6 Para A\ = 6, ou seja, g = 13, temos a tesselagao {60,12}. Logo,

Ly ={1,2,3,4,5}, I.,={8,9,10,11,12},
Iy ={15,16,17,18,19}, I, = {22,23,24,25,26},
I 5 = {28,29}

1 ={7,14,21,30,37,44,51,60}.
5
Assim, sei € Iy = |J I, entao os pares de arestas sao

i=1
{717731}, {727732}, {737733}, {74,734}, {757735},
{78,7'38},{79,7'39}, {7'10,7'40}, {7'11,7'41}, {7'12,7'42},
{71577'45}, {7-1677-46}7{7-17;7-47}7 {7'18,748}, {7'19,7'49}7
{7'22,7'52}, {7'23,7'53}, {7'2477'54},{7'25,7'55}, {7—2677_56}7
{7_2877_58}7 {7'2977'59}-
Se 1 € I, entao
{7_6;7—60}7 {7'7,7'13}, {7'14,7'20},{7'21,7'27},
{7'30,7'36},{7'37,743}, {7'44,7'50}, {7'51,7'57}‘

Logo, obtemos os ciclos

C1 = {v1,v2, V3,4, Vs, Vg, Us1, U3, V33, V34, U35, Usg |,

Cy = {U77U14, V21, V28, V29, V30, V37, V4a, U51,U58>U597060},
O3 = {Us,vgavm,vn,U12,1113,’0307713977140,’U41,U42,’U43}7
Cy = {U15, V16, V17, V18, V19, V20, V45, V46, V47, V48, V49, Uso}’
Cs = {U22, V23, V24, V25, V26, V27, Us2, U3, Us4, Uss, Us6, U57}-

OPara A\ = 4, ordenamos Cy na forma Cy = {vs, v10, V15, V20, V25, V30, U35, V40 } -
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Figura 5.1: Tesselacao {10\, 2}, A =6

Na Figura 5.1, temos o poligono Py, associado a tesselagao {60, 12}, com os respectivos
emparelhamentos de suas arestas. Obtemos de Py a superficie D?/Ts de género g = 13,

localmente isométrica a D?.

5.1.2 Tesselagao {12\ — 12,4}

O emparelhamento a seguir é vélido para todo A tal que A € {2k : k € N}. De modo andlogo
ao caso anterior, seja P, o poligono hiperbdlico regular com p = 12\ — 12 arestas associado

a tesselagao' {12\ — 12,4}. Sejam
T1,T25 - -5, T12X—12 € V1, V2, ...,V12X—12;

as arestas e os vértices de P, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-horario, respecti-

vamente. Consideremos também

I ={2,4,...,6\A— 6}

HTsso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é 27“ =

IR
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I, ={1,3,...,3\—3,6A—3,...,9\ — 9},

onde I; é uma PA com n = 3\ — 3 termos e razao r = 2, e o conjunto Iy é constituido

de duas PA “s'?2 de mesma razdo r = 2 com n = 22 e n = %

5 termos, respectivamente.

Consideremos entao os seguintes emparelhamentos

Tioa—12—(i—2), S€ © € I
T, — : (5.9)
TeA—4—i) se 1€ Iy

Neste caso, temos um total de 3\ — 3 ciclos, todos de comprimento ¢ = 4. Usando (5.9)

obtemos'?

C1 = {v1, V2, Ver—s5, Ver—a},
Cy = {1)3, Ver—6, UsA—3, U12/\—12},

Cs = {v4, Usr—7, Ver—2, Vi2r—13 }»

Csx—a4 = {v3sr_3, Usx, Vor—9, Vor—6 }

Csa—3 = {Usr—2, Usr—1, Ugr—s, Ugr_7 }-

Portanto, pelo Teorema 5.1.3, segue que H?/T' é uma superficie Riemanniana compacta e

322

5. Temos também,

orientavel de género g =
dg<p<12g—66A -4 <1220 - 12 < 18N — 18, A > 2

conforme (5.4).

Exemplo 5.1.7 Para A\ =4, ou seja, g =5, obtemos a tesselagao {36,4}. Logo, se i € I,

{7'1,7’19}7 {737717}, {7'5,7'15}> {7777'13}, {7'97711},
{721,735}7 {723,733}7 {725,731}7 {727,729}7

e para i € Iy,

{7—277_36}7 {7477'34}7 {7—677'32}7 {7—877'30}; {7_1077—28}7

{7_1277—26}7 {714,724}7 {7_1677—22}7 {7_1877—20}-

12A primeira PA comeca em 1 termina em 3\ — 3. J4 6A — 3 e 9\ — 9 sdo o primeiro e o tltimo termos da
segunda PA, respectivamente.

BQuaisquer dois ciclos C; e Cj,i,j #1,j =i+1, obedecem a seguinte relacao: se C; = {vit1,v1,,v1,, V1, },
entdo Cj = {vj11, V1,1, Vipy+1, Viz—1}-
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Figura 5.2: Tesselacao {12\ — 12,4}, A =6

Disso seque que o0s ciclos sao caracterizados por

C) = {01,02,019,020}7 Cy = {U37018,021,U36}7
Cy = {U4, U17,U22,U35}, Cy = {05,7116,1)23, 1134},
Cs = {UG, U15,1124,U33}, Cs = {0770147025, U32},
Cr = {U& V13, U26,U31}, Cg = {U977J127U27, U30}7
Cy = {U107U117U287U29}'

Na Figura 5.2, temos o poligono Pg, associado a tesselacao {60,4}, com os respecti-
vos emparelhamentos de suas arestas. Em decorréncia desses emparelhamentos, obtemos a

superficie D? /Ty de género g = 8, localmente isométrica a D?.

5.1.3 Tesselacao {12\ — 12,4\ — 4}

Sejam

T1, T2y« -y T12X—12 € U1, V2, ..., V12)0-12,
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as arestas e os vértices do poligono hiperbdlico regular P, com p = 12\ — 12 arestas associ-
ado & tesselacao'? {12\ — 12,4\ — 4}, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-horéario,
respectivamente. O emparelhamento a seguir é valido para todo A fmpar e A > 1. Assim,

para cada A = 2k + 1, k € N, sejam!®

4
L =U#hL;
i=1
onde
Li={1,...,2\ =3}, Lo={2\—1,...,3\ -4},
Lis={3\—2,...,5A -6}, Liy={bA—4,...,6A—T},
e

* = (2A— 2,3\ — 3,6\ — 6,9\ — 9).
Considerando os emparelhamentos'®

Toa—6+i, Se 1 € Iy
T, — ;

Tox—2+i, S€ 1€ Iik

obtemos trés ciclos, cada um de comprimento 4\ — 4, dados por!”

Cy = {v1,v2, ..., Var—2,V6r—5, Usr—4, - - - , USA—8

Cy = {U2>\—17 U2Xy -+, U3X=3, Us -4, Us\=3, - - - , U A—6,
USA—7; UBA—6 - - - ; U9IA—9, V11A—10, V11A—9; - - - 77]12/\712}7

Cs = {v3r—2,U3A—15 - - -, Usa—5, Vor—8, - - - , UI1A—11}-

Portanto, H?/T" é uma superficie Riemanniana compacta e orientdvel de género g = 3\ — 4.
Temos,
4g<p<12g—6<= 6\ —4 <12\ —12 < 36N —54, A>3,

de acordo com (5.4).

Exemplo 5.1.8 Para A\ = 5, temos g = 11 e, conseqiientemente, a tessela¢io é {48,16}.

Desse modo,

I ={1,2,3,4,5,6,7} U{9,10,11} U {13,14,15,16,17, 18,19} U {21, 22, 22}

1Tsso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é i _ =@

q D—2°
151, é unido de quatro PA s, todas de razdo r = 1, sendo I ; ai-ésima PAde I;,i=1,...,4, com 2\ — 3,
A—2,2X =3 e A — 2 termos, respectivamente. Os indices em I ;, ¢ = 1,...,4, indexarao os geradores de

I'120—12 que identificam as arestas de Pjs)_12 diametralmente opostas, enquanto os indices em I as que nao
) 1
sao diametralmente opostas.
160s fndices em I;,i=1,...,4, indexardo os geradores de I'12y_12 que identificam as arestas de Pjax_12
diametralmente opostas. Ja os indices em I; indexardo os geradores que identificam as arestas que nao sao
diametralmente opostas.
"Esses ciclos sdo construidos de modo andlogo aos ciclos da tesselagao {10\, 2\}.
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I = {8,12,24, 36}.
Se i € Iy, temos os pares de arestas

{71,7'25}a {7-277'26}7 {7'377'27}, {7'477—28}7 {7'5,7'29}7 {7—677—30}
{7777'31},{7977'33}, {7'1077'34}, {7'1177'35}, {7'1377'37}, {7_1477—38}7
{715,7'39}7 {716,7'40}7 {717,7'41}7{7'18,742}, {7'19,743}, {7'21,745},
{7_2277_46}7 {723,7'47},

e para 1 € 17,
{7—877—48}; {7127720}; {7247732}; {7—367744}-

Disso seque que os ciclos sao caracterizados por

C) = {"01,212,037U4,U5,UG,717,178711257"U267027,0287029,2130,11317032},
Cy = {2)977110,1111,1)12, Va1, V22, V23, V24, U33, Us4, U35, Use, Va5, V46, Va7, U48},

Cs = {U137 V14, V15, V16, V17, V18, V19, V20, V37, U38, U39, V40, V41, V42, V43, U44}-

5.1.4 Tesselagao {8\ + 16,8}

Seja P, o poligono hiperbdlico regular com p = 8) + 16 arestas associado a tesselagao'®
{8\ + 16, 8}. Seja A € N tal que

2A+3 = (mod4) < A€ {2k +1: k € N},

Analogamente,

T1,T2y -+, T8A+16 € V1,V2, ..., U8\+16,

denotam as arestas e os vértices de P, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-horério,

respectivamente. Para cada A = 2k + 1, consideremos os conjuntos

4
I = Ufl,i
=1
onde
Li={2,..., A + 1}, Iio={2X\+6,...,3\ + 5},
I3 ={4X+10,...,5)A 4+ 9}, Ly ={6A+14,..., 7N\ + 13},
€

Li={3,...,2X+3}U{BA+8,.. ., 4\ + T}U{BA+12,...,6A + 11},

Iy = {1, A+ 3,2\ + 5,3\ + 7).

18Tsso significa que os dngulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é 27“ =7
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O conjunto I; é a uniao de quatro PA ’s'?, todas com n = % termos e razao r = 2,
comecando em 2, 2\ 4 6, 4\ 4+ 10 e 6\ + 14, respectivamente. O conjunto I é uniao de trés
PA’s de mesma razao r = 2, comecando em 3, 3\ +8 e 5A 4 12, respectivamente. A primeira
das trées PA’s contém A + 1 termos e as duas tltimas contém % termos.

Agora, seja N = {2,...,2A} uma PA com % termos e razao r = 4. Sob essas condicoes,

sejam?’
T2A+4+(7:_j)’ se ¢ € ]1
Ti — § Teati6—(i-2), S€ 1€ Iy,
TaN+8+i se 1€ I3

onde i e j ocupardo a n-ésima posicao®! tanto em I;; como em N, respectivamente, com

l=1,....,4en=1,..., % Desse modo, obtemos os ciclos??,

C, = {Ub V2, Uax+5; V2A4+65 Var+9, Var+10, UA+13, UGA+14}7
Cy = {Us, Vor+4; VaA+75 U448, Uar+115 UA+12, UsA+15, US)\+16}7

Cs = {04, Vo435 V22485 Var+7, Var+12, V6 A+11, UsA+165 UA+15 }7

Cxi1 = {Uxr+2, Ur15, UsA16, USAL9, UsA+105 UsA+13, VTt 14, UTAH1T )
Cry2 = {U,\+3; U+4, U3A+75 UsA+8, Usa+115 Usa+12; Ura+15, U7>\+16}7
e assim, H?/T" é uma superficie Riemanniana compacta e orientavel de género g = LQ’L?

Observamos que
4g<p<12g—6<< 6N+ 14 <8N+ 16 < 18X\ +36, A>1,
de acordo com (5.4).

Exemplo 5.1.9 Para A\ =5, temos g = 11 e a tesselagdo é {56,8}. Desse modo,
L1 ={2,4,6}, I,»,=1{16,18,20}, I;3=1{30,32,34}, I, = {44, 46,48},
I, ={3,5,7,9,11,13} U {23,25,27} U {37, 39,41},
I3 = {1,8,15,22},
N =1{2,6,10}.

Se i € Iy, entdo

{7'2,714}7 {7'477'12}, {7'6,7'10}, {7'1677—28}7 {7'1877—26}7 {7'20,724}7
{7'3077'42}, {7'32,7'40}7 {7_34;7—38}7 {7_44;7—56}7 {7_46;7—54}7 {7_48;7—52}~

YSendo I ; a i-ésima PA de I1,i=1,...,4.

200s indices em I e I indexardo os geradores de I'sy;16 que identificam as arestas de Psyy1s que nao
sao diametralmente opostas. Ja os indices em I3 indexarao os geradores que identificam as arestas que sao
diametralmente opostas.

21Por exemplo, se i estiver na terceira posigao de I 2, o j também estard na terceira posicio de N. Isso
serd feito até que percorramos todos os indices de I 2 e IV.
22Esses ciclos sao construidos de modo andlogo aos ciclos da tesselacio {12\ — 12,4}.
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Se i € I, entao

{7'37755}, {7'5,7'53}7 {77,7'51}, {7'97721}7 {7'11,7'19}7 {7'1377'17}7
{7'2377'35}, {7'2577'33}, {7'2777'31}7 {7'37,7'49}, {7'39,7'47}, {7'41,7'45}

Finalmente, para i € I3,

{7-177—29}7 {7—877_36}, {7'15,743}, {7'22,7'50}‘

Disso seque que os ciclos sao carcterizados por

C) = {01702,015701677129,U30,U43,U44}>
Cy = {U37U14,Ul7,028,1131,1}427?145,”56},
Cs = {U47U137U18; Va7, V32, U417U46>U55}7
Cy = {715,?)12,?119, V26, U33, U40>U47>U54},
Cs = {7167U11,7120,025,0347039,1148,053},
Cs = {U77U10,U21, V24, U3s, U387U497U52}7

Cr = {7187’09, V22, V23, U6, V37, U507’051}-

5.1.5 Tesselagao {10\, 5}

No que segue, A € N ¢ tal que
10N = (A +3)(mod6) & A€ {2k +1: ke N}.

Seja P, o poligono hiperbdlico regular com p = 10\ arestas associado & tesselagao®® {10\, 5}.
Sejam

T1, T2y« -+ T10A € V1, V2, ..., 0U10),

as arestas e os vértices de P, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-horario, respecti-
vamente. Por conveniéncia, vamos supor que A > 3. Para cada A\ = 2k + 1, k£ € N, vamos

considerar os conjuntos

I ={195 —13,19j — 7,19j =1},  j=1,...,k—1

Iy = {19k — 13,19k — 7,19k — 1,19k + 5}.

Consideremos também

k
*
r=U
=1
2r _ 2x

23]sso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é . =
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(S
;:{1,2,7,8,...,19,20,@1+2,a1+3,a1+8,a1+9,...,ak_l+2,ak_1—|—3,ak_1+8,ak_1+

9,...,10A—(k+4),10A—(k+3)}, onde a; é 0 i-ésimo termo de N, sendo N = {24, ..., 19k —

3A+1

14} uma PA com?! k—1 elementos e razao r = 19. O conjunto I é constituido de =5 blocos,

cada um com 2 elementos ordenados em ordem crescente®® e é obtido até que percorramos
todos os termos de N . Com essas consideracoes, sejam

Ti+5, S€ ZEIT
Ty — ;

Ti+2, S€ ZEI;

para i = 9,
Ts — Tp,
eparat € N,
T4 — Tp—1
T43 — Tp—2

T19k—14 — Tp—k+1

Com esses emparelhamentos, obtemos os ciclos?®

C, = {01702,0371)4,715},
Cy = {07,718,7)9,010,“11},

Csp—g = {U18k7297 V18k—28, V18k—27, V18k—26 U18k725}7
Cs—3 = {1823, Visk—22, Visk—21, Visk—20, Visk—19 ), (5.10)
Csp—p = {U18k—177 V18k—16, V18k—15, V18k—14, UlSk—l?)}a
Cp—1 = {U18k—107 V18k—9, V18k—8, V18k—T7, U18k—6}7
Csp, = {'U18l~c—47 V18k—3; V18k—2, V18k—1, UlSk}a
Cskr1 = {V18k+2, Visk+3, Visk+4 Visk+5, Visk+6 >
Cspyo = {U18k+87 V18k+9, V18k+10, V18k+11, U18k+12}7
27
Ct = {ve, V12, V18, Va4, Up ,
C5 = {25, V31, V37, Vag, Up—1 },

* J—

Ck_l = {019k7327 V19k—26, V19k—20, V19k—14, Up—(k—Q)}a
*

Ck = {Ulgk—w, V19k—7, V19k—15 V19k+5, Up—(k;—1)}-

240 valor de k é obtido de A = 2k + 1.

25Sejam {Iy,12} e {I3,14} quaisquer dois blocos em sequéncias de I3, lo =1 +1ely =Il3+1. Sels = a; +2,
entdo I3 =13 + 7. Se l3 # a; + 2, entdo l3 = l; + 6. Por exemplo, os pares de blocos {1,2} e {7,8}; {19,20} e
(26,27}

260 conjunto {j : v; é o j-ésimo vértice de Cy, I =1,...,3k —2 } é uma PA de razao r = 6. Anélogo para
os quatro ultimos ciclos C, I = 3k — 1,...,3k + 2. Por exemplo, para os primeiros vértices dos ciclos Cf,
l=1,...,3k —2, temos o conjunto {1,7,...,18k — 17}.

270 conjunto {j : vj é o j-ésimo vértice de Cf, I =1,...,k} é uma PA de razdo r = 19, com excessao dos
ultimos vértices, que formam uma outra PA de razdo r = —1. Por exemplo, para os primeiros vértices dos

ciclos Cf, 1 =1,...,k, temos o conjunto {6,25,...,19k — 13}.
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Conseqiientemente, H?/T' é uma superficie Riemanniana compacta e orientdvel de género

g = L;l Temos

4g<p<129—-6< 6A+2 <10 < 18N, A > 5,
de acordo com (5.4).

Exemplo 5.1.10 Para A\ = 5, temos g = 8 e a correspondente tesselagao é {50,5}. Como
=2-2+1, temos que k = 2. Assim,

I, ={6,12,18} e I, = {25,31,37,43}.
Logo,
I = {6,12, 18,25, 31, 37, 43}.

Por outro lado,

N = {24}.
Dessa forma, a, = 24 e, consegiientemente,®

I =1{1,2,7,8,13,14, 19,20, 26, 27, 32, 33, 38, 39, 44, 45}..

Primeiramente, temos {75, Ts0}. Agora, para i € I,

{7_6,7-11}7 {7'12,717}, {7'18,723}, {7'25,7'30}7
{7—317736}7 {737,742}, {743,748},

para i € N, ou seja, i = 24, {To4, Tag}. Finalmente, se i € I, entao

{7—177—3}7 {7—277_4}7 {7—777_9}7 {7—877—10}7
{7'1377'15}, {7'14,7'16}, {7'1977'21}, {7'2077'22},
{7_2677—28}7 {7'2777'29}7 {7'3277'34}7 {7'33,7'35},

{7-3877-40}7 {7'3977'41}, {744,7'46}, {7'45,7'47}'
Disso seque que os ciclos sao caracterizados por

Cy = {v1, v2, 3,04, U5},

Cy = {07,118,119,1)10,1111},
C3 = {013701477115, V16, U17},
Cy = {19, V20, Va1, Va2, Va3 },
Cs = {U267 Va7, V28, V29, 030}7
Cs = {0327 V33, Us4, U35, U36}7
Cr = {U387'U397U40, V41, 042},
Cs = {U44, V45, V46, Va7, U48},

2Para A = 7, temos que k =3 ¢ N = {24,43}. Assim, a; = 24 e ay = 43. Logo,
I ={1,2,7,8,13,14, 19, 20, 26, 27, 32, 33, 38, 39, 45, 46, 51, 52, 57, 58, 63, 641}
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Ct = {vs, V12, V18, V24, Us0 }
*
Cg = {U257U31,U37,U43,U49}-

5.1.6 Tesselagao {p,q}

Agora, ao contrario dos exemplos anteriores, consideramos emparelhamentos para familia de
tesselacao {p, q}, p # q, onde p é uma fungao quadrética de A, isto é, p = a\? + bA + ¢, com
a,b,c € N —{0}. Estes emparelhamentos serao divididos em dois casos, como estabelecidos
nos Teoremas 5.1.11 e 5.1.13.

Teorema 5.1.11 Sejam {p, q} uma tesselagio hiperbélica com poligono regqular associado P,
e I'y o grupo fuchsiano obtido de P,. Se p =2)?> 4+ 6\ +4 ¢ ¢ =2\ +2, sendo A € N um

nimero impar qualquer, entao™

A+1
Ta+is se 1€ U Il,i
T, — =t (5.11)

Tita+1, se 1 €I

onde a =&,
La={(i—DA4+2i—1,...,i(A+2)—2}, i=1,2... A+1,
¢ uma PA3' com \ termos e razior =1, e
I'={\+2,...,p},

¢ uma PA com 2\ + 2 termos e razao r = \ + 2, fornecem emparelhamentos das arestas de

B,, tais que H?/T resulta em uma superficie Riemanniana compacta e orientdvel de género
_ (A+1)?
9="=75"

Demonstracao: Seja P, o poligono regular de p arestas associado a tesselagao {p, ¢}, onde
Tl,TQ,...,Tp [ Ul,UQ,...,Up,

denotam as arestas e os vértices de P, dispostos em ordens ciclicas no sentido anti-horério,

respectivamente. Suponhamos que p = 2A> + 6\ +4 e ¢ = 2\ + 2, onde A € N é um

29 . . ~ . . oy ’ s 2T T
Isso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é s
300s fndices em I 4, i = 1,2,...,\A + 1, indexardo os geradores de I’y que identificam as arestas de P,

diametralmente opostas. Ja os indices em I; indexardo os geradores que identificam as arestas que nao sao
diametralmente opostas.
3Para cada i € {1,2,..., A+ 1}.
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nimero impar qualquer. Com os emparelhamentos em (5.11), obtemos A + 2 ciclos, todos de
comprimento 2\ + 2, dados por??
C1 = {v1,V2, - -, Ung1, Vat 15 Vat2s - - - s Vat At} (5.12)
Cy = {Ur12, Vars4, Usrt6, - - - Up s '
onde (' e (5 sao construidos da seguinte forma: €' é dividido em dois blocos. O primeiro é
constituido dos A + 1 primeiros vértices, enquanto que o segundo comeca em v, € termina
em Ugirr1- Ja os indices dos vértices de Cy estao em uma PA de razao r = A+2. Os A ciclos

restantes sao organizados como segue’

C3 = {U)\+37 Ur+45 + -+ 5 V22435 Va4 A+3, Vat-A+4 - - - >Ua+2/\+3}7

Cy = {V2x45, Vars6s - - - > Usr455 Vat 22455 Vat 22465 - - - s Vat-3A+5 }

Cs = {U3r47, U3r48: - - -, VAT, Vat30+7, Va+ 30485 - « - » Vatart 7} (5.13)
Cri2 = {U)\2+2)\+17 UNZ420425 -« + 5 UN2430+15 Va4 A24204+15 Va4t A2420425 - - - 7Ua+)\2+3)\+1}‘

Logo, pelo Teorema 5.1.3, H?/T' é uma superficie Riemanniana compacta e orientdvel de

A A+1)2
genero g = % Temos

4g<p<120—6 2202+ AN+ 2 <2 246X +4<6X2+12), A > 1,
de acordo com (5.4). |

Exemplo 5.1.12 Para A = 3, temos que g = 8 e {2\ +6A+4,2)\+2} = {40,8}. Portanto,
p=40 ea =15 =20. Logo,

11’1 - {1,2,3}, 1172 - {6,7, 8},

I 3 ={11,12,13}, I,,={16,17, 18}

I = {5,10,15,20, 25,30, 35, 40}

4
Se i€ |J11,, entdo os pares de arestas sio
i=1

{7'1,721}, {7'2,7'22}7 {7_377—23}7 {7'6,7'26}, {7'777'27}, {7_877_28}
{7'1177'31}, {7'1277'32}, {7'1377'33}, {7—16:7_36}a {7'71,7'27}, {7_1877_38}-

Por outro lado, se i € I7, entao

{7—577-9}7 {7-10’7—14}7 {7-1577—19}7 {7-2077—24}7

{7'2577'29}, {7'3077'34}, {7'3577'39}, {7'4077'4}-

320 valor de « é obtido de a = L.

33Esses ciclos sdo construidos de modo anélogo aos primeiros 3k — 2 ciclos da tesselagao {10\, 5} em (5.10).
Neste caso, usamos r = A + 2. Cada um dos ciclos é dividido em dois blocos.
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Disso seque que os ciclos sao caracterizados por

¢, = {’01,’02,U3,U4,021,U22,’0237024},

Cy = {U57U1o,U15,Uzo,U257U30,U35,U40},

Cs = {1’67 V7, Vg, Vg, V26, V27, U28;'029}7
Cy = {01172712,1?13, V14, U317032>U33,U34},
Cs = {U16>Ul7,7}18, V19, 1136,?1377?138,7)39}-

Analogo ao Teorema 5.1.11, temos:

Teorema 5.1.13 Sejam {p, q} uma tesselagio hiperbolica com poligono regqular associado P,
e L'y o grupo fuchsiano obtido de P,. Sep =X +3\+2 e* q=X+1, sendo A € N tal que

A = 0(mod4), entao
A+1
Ti+2, se 1€ U Il,i
T — =1 , (5.14)

TitA+15 Se ’LE [i(
sendo
IM:{(z’—l))\+2i—1,...,w}, i=1,.. A1,

2

uma PA® com 3 termos e razior =1, e

T={\+2,...,p},

uma PA com X+ 1 termos e razao r = X\ + 2, fornecem emparelhamentos das arestas de

Py, tais que H?/T' resulta em uma superficie Riemanniana compacta e orientdvel de género
_A(\+D)
= 2o

Demonstragao: Vamos assumir a mesma notacao usada na demonstracao do Teorema
5.1.11. Usando os emparelhamentos de (5.14), obtemos A 4 2 ciclos, todos de comprimento

A + 1, dados por?®

Cl == {Ul,Ug, . ,U/\_H}
Cy = {U/\+27 V2x+4, UsA+6, - - - 7Up}>
e37
341sso significa que os angulos internos nos respectivos vértices do poligono P, é /\2—_:1

35Para cada i € {1,..., A+ 1}.
360, e Cy como em (5.12), com a ressalva do ciclo C conter apenas um bloco.
37 Analogos aos ciclos em (5.13), com mesma razao r = A + 2. Apenas estao divididos em um bloco.
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C3 = {Urt3, Urga, - - -, V2rgs ),

Cy = {vorys, Vars6, - - - Usrts ),

Cs = {U3r17, Usags, - - - Va7 ),

Cxr2 = {Ux242241, Un2420425 - - - Un243241 )

Conclufmos pelo Teorema 5.1.3 que H?/T" é uma superficie Riemanniana compacta e ori-

entavel de género g = W. Observamos que

4g<p<129—6 N +A< AN +3X0+2<3N+3X -6, A>4,

de acordo com (5.4). [ |

Exemplo 5.1.14 Para A\ =4, temos que g =5 e {\* + 3\ +2, A+ 1} = {30,5}. Portanto,

[171 = {17 2}a 11,2 = {778}7
1173 == {13, 14}, 1174 = {19, 20},

I 5 = {25,26},

I = {6,12, 18,24, 30}.
4

Se i € |JIi,, entdo os pares de arestas sao
i=1

{7—177—3}7 {T27T4}7 {7—777-9}7 {7-877—10}7 {T1377—15}7 {T1477—16}
{7'19,7'21}, {7'20,7'22} {725,7'27}7 {7'2677_28}7

e para i € 17,
{7-677_11}7 {7'1277'17}, {7'18,7'23}, {7'24,7'29}, {7'30775}-

Disso seque que os ciclos sao caracterizados por

Cl — {Uh V2, U3, V4, U5}7
Cy = {U67 V12, V18, V24, 030}

C3 = {U77U87U97U107U11}7

Cy = {0137014,1115, V16, U17},
Cs = {01971120,1}21, V22, 1123},
Co = {U25, V26, V27, V28, U29}-



5.2. Geradores do Grupo I, 85

5.2 Geradores do Grupo [,

O objetivo desta secao é determinar as isometrias hiperbdlicas que emparelham as arestas
do poligono hiperbdlico P,. Pelo Teorema 5.1.5, essas isometrias geram o grupo fuchsiano
I', associado a tesselagao {p, ¢}. Por conveniéncia, o modelo de geometria hiperbélica usado
para determinar esses geradores serd o do disco de Poincaré, D2.

Seja P, o poligono hiperbélico regular com p arestas associado a {p,q}. Sem perda de
generalidade, podemos supor que P, esteja centrado em 0, a origem de D2,

Consideremos

Tl,TQ,...,Tp (§] Ul,’Ug,...,Up,

as arestas e os vértices de P, dispostos em ordem ciclicas no sentido anti-horario, respecti-
vamente. Ligando cada vértice de P, ao seu baricentro, obtemos p triangulos hiperbolicos.
Como {p, q} é regular, cada um desses triangulos tem angulo 27” no vértice que é o baricentro
de P, e angulo 7 nos outros dois vértices. Portanto, pela férmula de Gauss-Bonnet (Teorema
2.2.6), cada triangulo tem &rea igual a
m(pg — 29 —2p)
pq
Sejam T € I'), uma isometria que emparelha a aresta 7, em outra diametralmente oposta a

esta, isto é, T1 () = o1, Ay a matriz associada a T} que, por (2.7), é da forma

=

S
Q>

), abeC, =P =1,

_ a —b
Allz(_b a/).

A Figura 5.3 ilustra uma regiao fundamental P,, cujo baricentro é o ponto 0 de D? com
arestas 7,, 7| e T» correspondendo aos arcos EH, HH e HF, respectivamente. Além disso,
R denota o raio do circulo isométrico I(77) da isometria 7 e, portanto, dos outros circulos
isométrico das outras isometrias de emparelhamentos, ¢ D ¢é o centro de I(7}).

2

Como cada triangulo hiperbdlico tem angulo de S ho baricentro 0, segue que ¥ = I.

P
Sejam G o ponto de intersecao da reta r com o segmento de reta OD e (3 o angulo no ponto
G. Como v = % ev = g, segue que 3 = %. Por outro lado, usando simples relagoes

trigonométricas sobre os triangulos OGH e DHN (DHN é is6sceles) obtemos as seguintes

igualdades

_ (pto)m _2r —q = =27 —
ﬁ_ pq 5_ 7—04— 2q V_q'

Facamos agora x = DG (hipotenusa do triangulo DGH), y = OG e z = GH. Do
triangulo DG H, temos que
R=xsenfl e z=xcosf. (5.15)
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Figura 5.3: Triangulo sobre uma tesselacao {p,q}

Por outro lado, como o tridangulo ODG também é retangulo, onde z + y é a hipotenusa de

ODG e G é o ponto de intersegao do circulo isométrico I(T}) com o disco D?, temos que
(x+y)?=R+1 (5.16)

Usando a lei dos senos no triangulo OGH, obtemos a relacao

z y
= ) 5.17
sentd  senv ( )
Substituindo o valor de z de (5.15) em (5.17), concluimos que
rsenZ cos B
y=——""F— (5.18)
senZ
p
Logo, de (5.16) e (5.18), obtemos
1 2
2= 1 , (5.19)
s

onde

senZ™
p

~\ 2
senZ™ 4+ sen™ cos 3
S = p g
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Sabemos por (5.15) que R? = x2sen?3. Assim, substituindo o valor de 22 em (5.19), segue

que
14+ R2 B 27
R2:( + >senQB:>R2:Lﬁ~,
5 s — sen?f3
ou seja,
) 2sen?T 2sen?T
R = o L 5 = R = o P o (5.20)
COS?+COS7 cos;+cos7
Portanto,
1+ cos 2t
(@+y)’ =R +1= (e +y) = —5 "5,
cos 7 -+ cos "
isto é,
_ 14 cos2®
OD = S (5.21)
COS =~ + cos =
p q
Conseqiientemente, o centro do circulo isométrico de Ty, I(T}), é dado por
in 1+ cos 2=
ev 4 (5.22)

2 2 °
COS — COS —
p + q

De forma analoga, verificamos que os centros dos circulos isométricos das outras isometrias

de emparelhamentos das arestas sao

i(1+2k)7r 1 _|_ coSs 2_71'
e P - g

k=1,....,p—1. (5.23)

2 2
COS — COS =—
p + q

Observamos que as arestas de P, estdo contidas nos circulos isométricos (circulos euclidianos)
de centro C' e raio R, onde C' é dado por (5.23) e R como em (5.20).
Nosso objetivo é determinar os valores de a e b da matriz A;. Como o centro do circulo

isométrico de T; é %a’ obtemos de (5.22) que

in 2sen?™

2 2 °
COS — COS —
p + q

|
=4

Analogamente, o raio R de I(T}) é ‘é Portanto, de (5.20), temos que

1 286%2% .
o] cos%”—i—cos%“' (5:25)

a
Por outro lado, o centro do circulo isométrico de T, * é 7 Assim, de (5.23), temos que

(5.26)

S
I
9]
-
-
MY
3
¥ &
9]
3
[\)
12
[\
)
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De (5.24) e (5.26), concluimos que

_ o imq —im — _
a=—a-er P — _g.ei" = q.

Disso segue que®®

Usando (5.25), obtemos

2sen2Z 2sen?™
Logo,
cos =
a= L (5.27)
sen™
p
Desse modo,
2c08 2 + 2cos &

2senZ
p

Portanto, a matriz A; associada a transformacao 17 é

i( L
2cosE 2c082—7r+20052—7r~ez( p )7r
q p q

2sen T 2senZ
M| s e, p SRS
2cos = +42cos =—-e P 2cos =
p q q
2sen= 2sen =
p p

Fazendo uso de um conjunto de emparalhamentos das arestas de P,, podemos, a partir de
Ty, determinar as outras isometrias de emparelhamentos e expressé-las na forma Ter;, T1 T,

ou por expressoes como Tgr 11T, sendo Te a transformacao eliptica de ordem p, isto é,

Na Sec¢ao 5.3 vamos explicitar este processo, e com isso estabelecer os geradores dos grupos
[0 associados & familia {10, 2A}.

5.3 O Grupo I'ip)

Vimos na Subsecao 5.1.1 que

Tsati, Se 4 €1
, (5.29)

T —

Tatis Se 1€ I

38Lembramos que \a|2 —b)* = 1.
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onde
5
-[1 - U-[Li?
i=1
fornecem os emparelhamentos para as arestas de B, 71, 72,..., 7, tais que D?/ I', seja uma

superficie compacta e orientdvel, p = 10\, onde I;; denota as progressoes aritméticas em
(5.5) e If como em (5.6). A fim de determinarmos os geradores de I'jgy, faremos uso das

progressoes aritméticas:
Ly={(i—-1D)A=(—-2),...,i(A—=1)}, i=1,...,5,

sendo [y, @ = 1,...,4, PA’s com A — 1 termos e razao r = 1, e Iy5 uma PA com \ — 4

elementos e razao r = 1. Sejam T}, as isometrias que emparelham as arestas de Pjg) da forma
Ti(75) = Tjvsa,

onde [ e j sao os n-ésimos termos das progressoes I; e I ;, respectivamente, ¢ = 1,...,5.

Consideremos, agora, os conjuntos ordenados em ordem crescente

Iy = {\+ 1,2\ + 2},

Iy ={1,2},

I = {3X\+3,5X, 6\ + 1, 7TA + 2,8\ + 3,10A},
I; ={3,4,5,6,7,8},

e sejam S as isometrias que emparelham as arestas de Pjgy da forma
Si(75) = Tjsas

onde [ e j sdo os n-ésimos elementos de I} e [;, respectivamente®, i = 3, 4.

Sejam C' a matriz correspondente ao elemento eliptico de ordem 10\, T,

= ( efgrx i >
0 e 10x

e A; a matriz hiperbdlica correspondente a transformagcao

az+b
Tl(Z) = = —.
bz +a
Fixando T (71) = 75.041, temos que para p = 10\ e ¢ = 2\, a matriz A; em (5.28) assume a
forma o
(10241
2 cos I 1/2(COS%+COS§)-6Z< 10A )W
2 T 2 T
A= SE€NTox 72.(10A+1) SEN 10X ) (530)
2(cos 51)\+cos § e ox )7 2cos
2sen{0x 2sen{fx

39Ge [ for o primeiro elemento de I}, entdo j também serd o primeiro elemento de I;.
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As transformacoes T;, i = 1,...,5\ — 8, sao obtidas através de conjugacoes de T7 por meio

da transformacao eliptica Ti. De fato, usando (5.29) obtemos

Ti = Tc(k+i) T, TC’— (k+i)

onde
—1 se 1€ 1271
1 se 1€ [272
k= 3 se 1€ 12’3 .
5 se 1t € 12’4
6 se 1€ 1275
As isometrias S;, i = 1,...,8, sao dados por

S = TC_(4A+1)T1TC,

Sy = T Ty T,

S3 = ch(QAfl)Tchf(2A+1),
St =TT T @rr2),
85 - Tc()\—l)Tch(5)\+1),
S = TeoxTyToax,

Sy = Tc(3>\+1)T1Tc(3>\71),
Sy = TC(4/\+2)T1TC(2A72).

(5.31)

(5.32)

Sejam A; e B; as matrizes correspondentes as transformacoes T; e S, respectivamente,

1=1,...,9A =8¢ j=1,...,8, ou seja,

A'L’ _ C(kJri)Ale(kJri)

e
B; =C"™AC".
Portanto,
2 cos =
tr(A;) = tr(A;) = 2 i=1,...,5A—8.
sen{oy

Por outro lado, verificamos que

TT(Bj):a~(ac4’\+y4A), j=1,...,4

Tr(Bj):a-(x&\—i—yﬁA), j=5,...,8,

cos i _ . .
onde a = —2~ 1 =eiox e y = T (o conjugado de x). Disso segue que

2 -1 5
Tr(Bj):a-Zcosgza- <i>, j=1,...,4

10X
2

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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3 1 -5
Tr(Bﬁza-Qcos%za-( 2\/_), j=>5,...,8. (5.37)

Consideremos o grupo I' = f~1T'jgy f, sendo f como em (2.3). Portanto, I' =~ I'jgy, onde
Gi = filAif (§] G]’ = fﬁlij, (538)

sao geradores de I'.

Nosso objetivo é estudar os grupos 'y, para os valores de A = 2", n € N. Como veremos
nos Teoremas 5.3.2 e 5.3.1, o estudo desses grupos tanto no sentido aritmético, como no
sentido de identificacao de I'jpy em ordens dos quatérnios é, de fato, a conexao dos grupos
I'y, para os casos g = 2" e g = 5 - 2",

Fazendo uso da expressao da matriz A; em (5.30) para A = 2", n € N qualquer, e usando

as igualdades em (5.31) e (5.32), podemos expressar os geradores G; em (5.38) como

G L wtuvbitt zt+wvoto I=1,....5)
s\ ot wO 0, w0 10, ) o

onde s € N e xy, y;, 2, w; € Z[f, + 5], sendo

(5.39)

elz\/2+\/2+---+\/2+\/§ (5.40)

com n — 1 radicais, e

0, = 2+\/2+---+ 2 4 V1025 (5.41)

com n + 1 radicais.
Dessa forma, apresentamos o Teorema 5.3.1 que é uma conexao dos resultados obtidos
nos Teoremas 4.2.5 e 4.4.2.

Teorema 5.3.1 Para cada A = 2" com n > 0, ou seja, para cada género g = 5-2""1 — 2

de D? /Ty, o0s elementos do grupo fuchsiano T ~ T'ygy sdo identificados, via isomorfismo™,

com elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem O = (0, + 0, —1)g,
R:{%:aEZ[Hl—l—QQ] e meN}, (5.42)
sendo 6y e 03 como em (5.40) e (5.41). Conseqiientemente,

{1, §1+«92,Im, vV 91+921m}

¢ uma R-base para o reticulado O, sendo Im a unidade imagindria.

1
10Esse isomorfismo, digamos ¢, é tal que T'jgy ~ T < T'(A4,0) = %, onde O C A.



92 Identificacao dos Grupos I', em Ordens dos Quatérnios

Demonstragao: Sejam as matrizes My, My, My e M3 em M(2,Q(1/6; + 05)), dadas por

Mo — 10 M. — VO, + 0 0
°=\o 1) L= 0 —O0, + 05 )’

(01N 0 Vi+0
2=\ -1 0) T\ Voi+6h 0 '

Se T' € T'ypy, ent@o pela Proposicao 4.2.3 e por (5.39),

_ i xl+yl\/91+02 zl+wlv91+02
2m \ =z +w0 + 0 x—yoh+02 )

onde m € N e xy, y;, 21, w; € Z[0; + 05]. Portanto!

(5.43)

Y .
S/ S —k;) T,
¢(2m+2m+2]+2m

onde 1> =0 + 6y, j* =1, k=1jep: A— p(A) é o isomorfismo definido de modo anélogo
aquele em (4.12), ¢(A) C M (2, K(v/0, + 63)) com A = (0; + 02, —1)x e K = Q(6, + 65).
Claramente, {1,1/0; + 02,Im, /61 + 0, Im} é uma R-base de O. |

Encerramos os resultados desta se¢cao com o Teorema 5.3.2 que é uma conexao dos resul-

tados obtidos nos Teoremas 4.2.6 e 4.4.3.

Teorema 5.3.2 Para cada X\ = 2" com n > 0, ou seja, para cada género g =5-2""1 — 2 de
D? /T, 0 grupo fuchsiano T' ~ T'ygy, associado a tesselagdo {10\, 2)\}, é derivado de uma
dlgebra de divisao dos quatérnios A = (61+60, —1)k sobre o corpo de nimeros K = Q(6,+65),
[K : Q] = 2", sendo 0; e 65 como em (5.40) e (5.41).

Demonstracgao: Inicialmente, vamos estudar o traco do grupo I' >~ I'ypy. Seja T € I' como
m (5.43). Pelo Teorema 5.3.1, existe = 34 + 2Li+ ZLj+ FLk e O' C O = (014 05, —1)g
tal que (x) = T. Logo, tr(T) = tr(p(z )) = T?"d( ) = 2% € R. Portanto, tr(I') C R. Por
outro lado, como K = Q (tr (T) : T € I') = Q(61+02), segue a primeira condigao do Teorema
3.3.6.
Consideremos agora o monomorfismo ¢y : Q(0; + 65) — R definido por*? p,(6; + 6;) =
— (61 + 6,), e o isomorfismo® 1, : L — C dado por 1o(v/0; + 05) = iy/0; + 05, construido
a partir de ¢y, onde L = K(y/0; + 63). Seja A[l] a algebra dos quatérnios sobre K =
Q (61 + 05), isto é,

d
A[F]:{ZaiTi:aiEK, TiGF}.

i=1

“Observe que © = g2k + JLi+ ZLj+ 2Lk € O' C O = (61 + 02, —1)g.

42As poténcias em z do polindémio minimal p(z) de #; + 6, sdo todas pares. Dessa forma, —(6; + 02)
também é raiz de p(x).

43Este isomorfismo é construido de modo analogo aquele em (4.14).
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As expressoes dos geradores Gy em (5.39) nos permitem concluir que

b
A[F]:{(—agll a}l):al,bleL},

onde a) e b/1 sao os conjugados de a; e by em L, respectivamente. Sendo
U: AT — M(2,C),

o mergulho dado por

V(o) = ( 1;?((_@2/1)) ifi ((2}1; ) ’

entao,

A%:MA[F]):{( - 2):a,bew2(L)}.

Mas de (3.20), segue que A#2 @ R ~ H, [22]. Assim, usando o Exemplo 3.1.3, temos, para

qualquer T € T, com tr (T) = a + d/, que

U2 (a) + 92 (d) =2 (a+d) =gs(a+d) €[22

Portanto, ¢s (tr (I')) é limitado em C. Assim, do Teorema 3.3.6, concluimos que I' é derivado

de uma élgebra de divisao dos quatérnios A = (01 + 6, —1)k sobre K = Q (0, +6,) e

(K : Q] = 2"+

No proximo exemplo, vamos exibir os geradores G; dos grupos fuchsianos aritméticos

I' ~ T'jp) para os casos A = 2,4. Para tanto, faremos uso das igualdades em (5.39), (5.40) e

(5.41).

Exemplo 5.3.3 Seja I'1ox 0 grupo fuchsiano aritmético associado a tesselagio {10, 2A}.

1. Para A = 2, o gerador (G; do grupo I'yy é dado por

14y V10425 wi v/1042V5
G, = 8 g
w1 /10425 w1y V/1042v5 |
8 3

onde

21 =12+ 4V5+ 4010 + 25, 4 = —2V/2,
wy = —2v2 = 2v10 — (1 +v5)\/ V5 + 5.
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2. Para A = 4, o gerador GG; do grupo 'y, é dado por

$1—4\/\/§+\/2+\’1();r2\/g wl\/\/iﬂ/ 2 Y1042V5

Gl = 8 8 )
wl\/\/i+\/2+v 1042v5 x1+4\/\/§+\/2+v 10+2v5
8 8

onde
21 =12+ 10V2 + 4v/5 + 2v/10 + (6 4+ 2v2 + 2v/5 + 2v/10)/5 + V5,
w1=—4—6\/§—4\/3—2\/1_—<4+\/§+m> \/5+ V5.

Nas Segoes 5.4 e 5.5 consideramos as tesselagoes {12g — 6,3} e {12\ — 12,4}, onde iden-
tificamos os grupos I'sy e I'gg em ordens dos quatérnios para os casos em que g =3 e A = 6,

respectivamente.

5.4 Identificacao de I'sy em Ordem dos Quatérnios

Em [11] foi estabelecido um conjunto de emparelhamentos das arestas do poligono hiperbdélico
regular Pjy,_¢ associado a tesselacao {12¢g — 6,3}, de modo que D?/ I'124—6 ¢ uma superficie
compacta e orientavel de género g. Essa tesselagao é a mais densa dentre todas as tesselagoes,
cuja densidade de empacotamento maxima, %, ¢é alcancada quando g — oo. Entretanto, um
valor bastante préximo de % é atingido para pequenos valores de g, (cf. Tabela 5.9). Por

exemplo, para g = 3, {12g — 6,3} = {30, 3} tem densidade de empacotamento 0.94585 = 2.

™

Portanto, este sera o caso que iremos considerar.

Teorema 5.4.1 [11] Seja Pyy,_g um poligono hiperbolico regular de 12g—6 arestas associado
a tesselagao {129 — 6,3}. Entdo os geradores do grupo fuchsiano I'a4_g, obtidos de Pyoy_g,

sao dados por

Tk+1 = T05k+1T1Tc—(5k+1) (& Sk+1 = T05kT1T075k7 k= {1, g — 1},

o[t 0 (5.44)
0 e129—6

a matriz eliptica de ordem 129 — 6, e T} € T'194-¢ € tal que T1(T1) = Teg—2.

sendo S1 =TcT1 T e

Para g = 3, a matriz A; em (5.28) associada a T3 assume a forma

™ or i 3L )«
2cos T \/2COSE+2COS?'€ (LY(T)

A . 25671% 256“% 5.45
L= T 2T 72'(%)# : ( : )
2cos {p+2cos e 2005%
T T
2sen 30 2sen 30
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Temos também

C= ( ew 0 ) . (5.46)
0 €730

Sejam A; e B;, 1 = 1,2, 3, as matrizes correspondentes as transformagoes T; e S;, respectiva-

mente. Consideremos também

G, = f'Af para [=1,2,3

Gi=fT'Bif, Gs=["'Baof, Go¢=f"'Bsf,

os geradores de I' >~ I'yg, sendo f como em (2.3). Usando as matrizes A; em (5.45) e C' em

(5.46) e considerando que

4COS%=\/9+\/5+ \/30—6\/3

obtemos os geradores de I' ~ I'sy, dados por**

x1—2v/—4+20 —wiyv —4+260

8
—wiV—4420  x1+2v—4420
8 8

2x1—y2v/—4+20 —waoy/ —4+20
G2 — 16

16 T ya;
—wo/—AF30  2miduys/—4420 | (g — %i
16 16

4x1—y3v—4+260 w3\ —4+20
— 32 96 (Tl ys; , w3
Gs = w3/ —4F20 dzitysv/—4420 | — (g — i+ g3k),
96 32
4x1—yav —4+260 —wav—4+260
G, = 32 32 :gp(ﬂ—y—“i—%k)
4 —wa/—4420  Azi+ysv/—4+20 16~ 32 32 />
32 32
2x1—ysv —4+260 —wsv —4+20
_ 16 16 — (Tl _ Y5, _ ws
G5 = —ws\/—4120  2mi+ysV/—4120 | (g — i — 17k,
16 16
2x1—yev —4+20 weV —4-+26
16 16 o (m Y6 | we
Ge = wey/—4120  2zi4yeV/—4420 | p(F — 50+ T6k),
16 16

onde

i =—4+20, j*=-1, k=ij

40 isomorfismo ¢ : A — (A) é definido de forma andloga ao de (3.4). Neste caso, ¢(A) C

M(2,K(v—4+20)) com A= (—4+20,-1),, onde K = Q(0,), 0 = \/9 +vV54+v30-6v5e60; =34+6.
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21 =8+ 4vV5+ (34+V5)0, wy = 3V3+ V15 + (24 V5)\/ 10 — 2v/5,

Y2 =9+ 5V5 + (2+V5)0, wy = V3+ V15 +1/10 — 2V/5,
ys = 12+ 8V5 + (3+ V5)0, ws = 24v3 + 1215 + (5v/3 + 3v/15)6,

ys =64+ 2v5 + (1 +V5)0, wy = 10v3 + 6v15 + (7 + 3v/5)\/ 10 — 2/5,
ys = 11+ 3vV5 + (2+V5)0, ws = V3 + V154 (24 V5)1/10 — 2V/5,
Yo =7+ 3V5 + (2+V5)0, we =5V3+ V15 + (2 +V5)\/10 — 2V/5,

6=1/30—6v5

9:\/9+\/5+\/30—6\/5. (5.47)

Portanto, os geradores de I'3g podem ser escritos na seguinte forma

G:i r+yv—4+20 z+wv—4+20 1—1 3
: 96 —z+wv—4+20 x;—yv—4+ 20 ’ e

onde x;, y;, 21, w; € Z[01] e 0, = /3 + 6. Com as expressoes dos geradores de I'sy, podemos

(5.48)

provar que '3y é um grupo fuchsiano aritmético.

Teorema 5.4.2 Os elementos do grupo fuchsiano I' ~ TI'3q sao identificados, via isomor-

fismo®, com elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem O = (—4 + 260, —1)g, onde

R={:a€Zlh] e neN},

sendo 0 como em (5.47) e 0, = /3 + 0. Disso seque que {1,v/—4 +20,Tm, /—4 + 20 Im} é
uma R-base de O.

Demonstracao: Sejam as matrizes My, My, My e M3 em M(2,Q(v/—4 + 20)), dadas por
M0:<1 0)7 Mlz(\/—4+20 0 )

0 1 0 —/—4+20
oo 01 Mo — 0 V—4+20
27\ =10 ) BT\ V/=4520 0 '

Se T' € I3, ent@o pela Proposicao 4.2.3 e por (5.48), podemos escrever

T_L( x4+ v/ —4+ 20 zl+wl\/—4+20>

a —zl+wl\/—4+29 xl—ylv—4+29

5.49
96° (5.49)

1

45Esse isomorfismo, digamos ¢, é tal que I'zg ~T' < T'(4,0) = %, onde O C A.
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onde s € N e xy, y;, 21, w, € Z[#,]. Portanto®,

¥ (956618 + 5650 T gesd 9uélsk> =T,

sendo ¢ : A — p(A), p(A) C M (2, K(v/—4+ 20)), o isomorfismo definido por
p(xo + @10 + T2j + x3k) = 20 - Mo + 21 - My + 22 - Mo + 23 - M3,

2= —4+20,j2=-1,k=1ij, A= (—4+20,-1), e K = Q(6,). Temos também que
{1,v/—4+20,Im,/—4 4+ 20 Im} é uma R-base de O, onde Im é a unidade imagindria. W

Teorema 5.4.3 O grupo fuchsiano I' ~ TI'sg, associado a tesselag¢io {30,3}, é derivado de

uma dlgebra de divisio dos quatérnios’™ A = (=4 + 20, —1)x sobre o corpo de nimeros™

K=Q(,), [K:Q] =28, onde

0 =V3+0 e 9—\/9+\/3+\/30—6\/5. (5.50)

Demonstragao: Seja T' € T' com em (5.49). Pelo Teorema 5.4.2, existe z € O' € O =
(=4 +260,—1)p tal que ¢ (z) = T. Assim, tr(T) = tr(z) = 2% € R e, portanto, tr(I') C R.
Por outro lado, como K = Q (tr (T) : T € ') = Q (6,), segue a primeira condigao do Teorema
3.3.6.

Como [K : Q] = 8, entdo existem oito monomorfismos

Observamos que a aplicac@o ¢ tal que ¢(6;) = —6; nao define um homomorfismo entre Q(#,)
e R, uma vez que 1196z® é uma parcela do polindmio minimal p(z) de 6; sobre Q; isso

significa que p(—6) # 0. Escolhamos entao ¢, : K — R definido por

0a(01) =0, = —V3—1\/9—V54+1/30+6V5

9

e, a partir de ¢, consideremos o isomorfismo?*
Yy: L —C

dado por 1y(v/0;) = i/—0}, onde L = K(v/0;) e [L : K] = 2. Seja A[l'] a algebra dos
quatérnios sobre K = Q (6;), isto é,

d
Al = {ZaiTi:ai e K, T, GF}.
i=1

*60bserve que gi + Foi+ Fhj4 gikk € O' C O = (—4+20,—1)g.

470 elemento —4 + 20 nio é um quadrado em K = Q(f;), ou seja, ndo existe t € K — {0} tal que
2 = —4+20.

480 polindémio minimal de #; sobre Q é p(z) = x®+427—402°—1642° +27424+11962° — 16022 —24762—1499.

19Na verdade, 19 : L — 1)o(L).
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Com as expressoes dos geradores G de I'3g, obtemos

_ ar b\,
{5 1) mmes).

onde a e b} sdao os conjugados de a; e by em L, respectivamente. Seja
U: Al — M(2,C)

como sendo o mergulho dado por

vor- () 20

Entao,

A%:@(A[r]):{( - Z) :a,bewg(L)}.

Mas de (3.20), segue que A#2 @ R ~ H, [22]. Assim, usando o Exemplo 3.1.3, temos, para
qualquer 7' € T, com tr (T) = a + d/, que

Yo (a) + s (a') =1a (a+d) =@s(a+d) €[-2,2].
Portanto, o9 (tr (I')) é limitado em C. Assim, concluimos que I' é derivado de uma élgebra

dos quatérnios A = (—4 + 260, —1)x sobre K = Q(0;) e [K : Q] = 8. |

5.5 Identificacao de 'y em Ordem dos Quatérnios

Encerraremos o processo de identificacao de grupos fuchsianos aritméticos em ordem dos
quatérnios considerando a tesselagdo {12\ — 12,4} para o caso particular de A = 6, {12\ —
12,4} = {60,4}, cuja densidade de empacotamento é aproximadamente 0.89364. Como o
processo de identificacao é andlogo ao da Secao 5.4, apresentaremos apenas um esbog¢o das

demonstragoes dos Teoremas 5.5.1 e 5.5.2.

Teorema 5.5.1 Os elementos do grupo fuchsiano I' ~ D'gy sao identificados, via isomor-

fismo, com elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem O = (26, —1)p, sendo
R:{%:QEZ[&] e ml,mQEN},

onde s € N,

0 =V3+0 e 9:\/8+2\/9+\/5+\/30—6\/5. (5.51)

Portanto, {1,4/20,1m,+/20Im} ¢ uma R-base de O.
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Demonstragao: Com os emparelhamentos das arestas de Pgy em (5.9), é possivel padronizar

os geradores de I'gyp na forma

o L w20 g t+wv2
"T 965 \ —z+wv20 x—yv20 )
onde s € N e x;, y;, 2, w; € Z[01]. [ |

Teorema 5.5.2 O grupo fuchsiano I' ~ T'gy associado a tesselagio {60,4}, € derivado de

uma dlgebra de divisio dos quatérnios® A = (26, —1), sobre o corpo de mimeros" K =

Q(0,), [K : Q] =8, sendo 6 e 6, como em (5.51).

Demonstracgao: Basta considerarmos os emparelhamentos das arestas de Py, construidos na
Secao 5.5 em (5.9) e fazer uso da matriz A; em (5.28) com p = 60, associada a transformacao
Ty, tal que T1(m) = T31. [ |

5.6 Densidade de Empacotamento

Nesta secao faremos algumas consideragoes sucintas sobre os desempenhos das tesselagoes
hiperbdlicas construidas na Secao 5.1 com relacao a densidade de empacotamento, cujos
célculos sdo baseados nos resultados obtidos em [10]. Naturalmente, existe uma relagao
bastante interessante sobre densidade de empacotamento de uma tesselagao hiperbdlica {p, ¢}
e a probabilidade de erro associada a sinais de uma constelagao de sinais obtida de {p, ¢}.
Entretanto, esse tipo de andlise nao se encaixa na proposta de nosso trabalho podendo,
portanto, ser explorada em trabalhos futuros.

Antes de fazer estas consideracoes, gostariamos de apresentar, mesmo que de forma sin-
tetizada, o conceito de densidade de empacotamento em H?.

Desse modo, definimos o conceito de empacotamento de um dominio D C H?, isto é, um

subconjunto fechado com interior nao-vazio.

Definigao 5.6.1 Um empacotamento de um dominio D C H? é uma familia {D;}ic1, D; C

H2 sendo todos isométricos a D com D; N ﬁj =0 sei#j.

A seguir a definicao de empacotamento de bolas de H? bem como a definicao de célula

de Voronoi.

Definigao 5.6.2 Um empacotamento de bolas B = B(r) de H? ¢ um conjunto de bolas

B = B(r) de raio r disjuntas e que ndo se sobrepoem.

%00 elemento 20 nao é um quadrado em K = Q(6,).
10 polindémio minimal de ; sobre Q é p(z) = 2% — 5225 + 7342 — 342822 + 3721.



100 Identificacao dos Grupos I', em Ordens dos Quatérnios

Definicao 5.6.3 Consideramos uma célula de Voronoi ou um dominio de Voronoi D em H?

como,

D=D(B;B)={pecH?:dp;B) <d(p;B), VB B} (5.52)

Observamos que D é a intersecdo de uma colecdo finita de semi-espacos em H?, ou seja,
é um poligono convexo. A familia {D(B;B) : B € B} cobre H? sem sobreposicoes.

De certo modo, esses conceitos ja foram tratados no Capitulo 2, quando da defini¢ao de
regiao fundamental de um grupo fuchsiano (Definigao 2.2.22).

O conceito mais importante relacionado com empacotamentos é o de densidade. De uma
maneira intuitiva, para um empacotamento temos que a densidade é a razao entre a soma
das areas dos conjuntos convexos empacotados e a do espaco no qual foram empacotados,
que sempre é um numero menor ou igual a 1.

Consideraremos, agora, a definicao precisa de densidade de empacotamento em H?. Vale
observar que, diferente da definicao euclidiana de densidade, o conceito de densidade no plano

hiperbdlico é definida de forma local.

Definicao 5.6.4 A densidade local Id(B,B) de B em B ¢ dada pela densidade de B com

respeito ao seu dominio de Voronoi D, isto ¢,

vol(B)
vol(D)’

ld(B,B) =
onde D D B € a célula de Voronoi que a contém. Observamos que ld(B,B) < 1.

Os dominios de Voronoi que estamos interessados sao de grupos fuchsianos I',,, obtidos a
partir de tesselagoes hiperbélicas {p, ¢}, ou seja, de poligonos hiperbdlicos regulares P, de p

arestas,

D=D,)={zeH:d(zz2) <d(z,T(x)), VT €T,}.

Lembramos que, se D é uma regiao fundamental de I, entdo 7'(D) também o é. Neste caso,
todos poligonos sao isométricos, e dai a densidade local esta bem definida, independente do

poligono escolhido. Desse modo, temos que

1d(B.B) = ld(p.q) — drea(circunferéncia inscrita)  drea(C)
B TR = area(poligono) ~ drea(P,)’

onde C' denota o maior circulo hiperbdlico inscrito em P,. Portanto, [10],

(p.q) =2 cos ¢ — seny q (5.53)
pa= sen’® plg—2)—2q) '

2
lim ld(p,q) = — (5.54)

p,g—00

Portanto,



5.6. Densidade de Empacotamento 101

A género g | densidade
2 2 0.70711
3 3 0.68301
4 4 0.67122
5 5 0.66423
6 6 0.65958
7 7 0.65627
8 8 0.65380
9 9 0.65188
10 10 0.65035
1012 102 0.63662
A— 00| g— 00 0.63662

Tabela 5.1: Tesselagao {4g,4¢g}

A género g | densidade
3 5 0.75977
5 11 0.69980
7 17 0.679045
9 23 0.66855
11 29 0.66221
13 35 0.65797
15 41 0.65494
17 47 0.652659
19 53 0.65088
21 59 0.64943
1010 +1[3-101—1] 0.63662
A — 0 g — 00 0.636 62

Tabela 5.2: Tesselagao {12\ — 12,4\ — 4}

A género ¢ densidade
3 8 0.76966
5 18 0.73038
7 32 0.70902
9 50 0.69560
11 72 0.68637
13 98 0.67964
15 128 0.67452
17 162 0.67049
19 200 0.66723
2.102+1[2-(102+1)*| 0.63662
A — 00 g — 00 0.63662

Tabela 5.3: Tesselacio {2A% + 6 + 4,2\ + 2}
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A genero g densidade
4 5 0.84246
8 18 0.76252
12 39 0.72700
16 68 0.70706
20 105 0.69432
24 150 0.68547
28 203 0.67898
32 264 0.67400
36 333 0.67008
4-10%2 | 4-10% +10 | 0.66690
A — 00 g — 00 0.63662

Tabela 5.4: Tesselagao {\* + 3\ +2,\ + 1}

A género g | densidade
2 3 0.88003
4 8 0.76966
6 13 0.72734
8 18 0.70535
10 23 0.69192
12 28 0.68287
14 33 0.67636
16 38 0.67145
18 43 0.66763
2-10% | 5-10% -2 | 0.63662
A — 0 g — 00 0.63662

Tabela 5.5: Tesselagao {10, 2A}

A genero g | densidade
3 8 0.76966
5 11 0.77386
7 14 0.77617
9 17 0.77764
11 20 0.778 66
13 23 0.7794
15 26 0.77997
17 29 0.78042
19 32 0.78078
2104+1 13-274+5 ] 0.78414
A— 00| g— 00 0.78421

Tabela 5.6: Tesselagao {8\ + 16, 8}
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A género g | densidade
3 5 0.84246
5 8 0.84888
7 11 0.85162
9 14 0.85313
11 17 0.85409
13 20 0.85475
15 23 0.85524
17 26 0.85561
19 29 0.85591
2-102+113-102+2| 0.85839
A — 00 g — o0 0.85839

Tabela 5.7: Tesselacao {10\, 5}

A género g | densidade
2 2 0.86603
4 5 0.88914
6 8 0.89364
8 11 0.89555
10 14 0.89661
12 7 0.89729
14 20 0.89776
16 23 0.89810
18 26 0.89836
2-10% | 3-10%2 —1 | 0.90032
A — 0 g — 00 0.90032

Tabela 5.8: Tesselagao {12\ — 12,4}

A género g | densidade
2 2 0.93969
3 3 0.94585
4 4 0.94846
5 5 0.94990
6 6 0.95082
7 7 0.95145
8 8 0.95192
9 9 0.95227
10 10 0.95255
11 11 0.95278
1012 1012 0.95493
A— o0 | g— 0 0.95493

Tabela 5.9: Tesselagao {129 — 6, 3}
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Nas Tabelas anteriores, temos na primeira coluna os valores de A\, na segunda os géneros
g e na terceira as respectivas densidades de empacotamento, calculadas usando (5.53).

Por (5.54), concluimos que os valores das densidades de empacotamentos das tesselagoes
{4g,4g}, {12X — 12,4\ — 4}, {2X2+ 61 +4,2X+2}, {A\2+3X+2, A+ 1} e {10\, 2A\} covergem
assintoticamente para o valor de 2, e pelas Tabelas 5.1, 5.2, 5.5, 5.4 ¢ 5.3, {8,8}, {24,8},
{20,4}, {40,8} e {30,5} s@o as suas tesselagdes mais densas, respectivamente.

As tesselagoes {10, 5}, {12\ — 12,4} e {8\ + 16,8} tém densidade maxima de 5(1;—7:/5),

mostra as Tabelas 5.7, 5.8 e 5.6, valores muito proximos das densidades maximas sao atingidos

, respectivamente, as quais sao alcancadas quando A — co. Entretanto, como

para pequenos valores de \. Em geral, essa propriedade é compartilhada por toda tesselacao
hiperbdlica {p, ¢}, com ¢ fixo.
Denotando por A, o valor da densidade de empacotamento da tesselacao {p, ¢}, obtemos,

em geral, as desigualdades

A4g < A4)\_4 < A2>\+2 < A>\+1 < Ag)\ < Ag < A5 < A4 < Ag.

5.7 Exemplos de Rotulamento Algébrico de Sinais de
Constelagoes G,(0)

Nesta secao forneceremos alguns exemplos de rotulamentos de sinais de constelacoes obti-
das a partir de grupos fuchsianos aritméticos I'y4, correspondentes as tesselacoes auto-duais
{4g,4¢g}, para os casos g = 2,4. Antes, apresentamos de modo generalizado as constelagoes
de sinais geometricamente uniformes consideradas neste trabalho, obtidas de tesselagoes hi-
perbdlicas {p, q}.

Seja I'), um grupo fuchsiano aritmético correspondendo a tesselagao {p, ¢}, tal que I'), < T’

(I', é um subgrupo de I'), com

r=r(4.0)= 20,

onde O é uma ordem da &lgebra A = (a,b),, associada com o grupo I', e p : A — ¢(A)
é um isomorfismo, onde ¢(.A) é uma sub-algebra de divisao da algebra M (2, K(y/a)). Para

um ideal p em Ok (anel de inteiros de K),

_p(0})
LY

Iy
¢ um subgrupo normal de I, [5], onde

O, = {0 + @1 + x9j + w3k 1 20, 11, T2, w3 € p}U {1},
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¢ um subgrupo normal do grupo dos invertiveis de O, denotado por O!, sendo
{1,4,7,ij},

uma K-base da algebra A satisfazendo

Desse modo,
I »OY)

Ly B 90(0%) o

Portanto, a Gy-6rbita de 0 (baricentro de um poligono hiperbdélico regular P,),

Go(0) = {T(0) : T € Gy}, (5.55)

é uma constelagao de sinais geometricamente uniforme no espago quociente D?/ Gp. Obser-
vamos que O ~ p(O') e Op ~ p(O;). Assim,
O'  p(0Y)

~

OF ~ #(0})

(5.56)

Portanto, a constela¢do de sinais em (5.55) fica, totalmente caracterizada, pelo grupo quo-
ciente %, isto é, descrevendo os elementos de % estamos, conseqiientemente, descrevendo
todos os sinais de G,(0).

Em [5], foi apresentado um algoritmo de rotulamento para os sinais de uma Gy-drbita
como em (5.55), obtida a partir de um grupo I'y,, cujos elementos sdo identificados com
elementos de uma ordem O de uma algébra A sobre um corpo de nimeros K de grau 2, ou
seja, A = (a, b)Q( V) onde d é um nimero inteiro positivo livre de quadrado.

Como foi mostrado no Capitulo 4, os grupos I'y,, provenientes de tesselacoes {4g,4¢g} que
estao associados as ordens dos quatérnios de algebras sobre corpos de numeros de grau 2
sao I'g e I'9, obtidos de {8,8} e {12,12}, respectivamente. Para estes casos, o algoritmo é

descrito como segue.
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Algoritmo de Rotulamento Algébrico de Constelacoes de Sinais em Tesselagoes

{4g,4g} no Plano Hiperbdlico.

Passo 1) Seja O! o grupo dos invertiveis da ordem O = (a, b)z[e] em uma algebra A = (a, b)Q(\/g),
associada ao grupo fuchsiano aritmético I'yy, a = a1 + a»0,
b =0y + b € Z[0], tal que d(O) = d(A).

Passo 2) Considere uma base {1,1, j,ij} de O sobre Z[v/d] e determine o polinémio minimal
p(z) de k = ij sobre Q.

Passo 3) Fixe um nimero primo p, e considere o polinémio p(x) = p(x)(mod p).

Passo 4) Caso o polindémio p(z) do Passo 3 tenha solucao em Z,, considere os subgrupos
normais Op U {£1} em O, para os ideais p em Z[f] que tenham normas algébrica

poténcias de p.

Passo 5) Caso o polinomio p(x) satisfaga o Passo 4, considere a raiz s de p(z) como rétulo

do elemento 7.

Passo 6) Se s nao for primo, determine a fatoragao de s como sendo dois nimeros inteiros
modulo p, ou seja, s =u-v, 1 < u,v < p. Entao u sera o rétulo do elemento 7 e v sera

o rétulo do elemento j, ou vice-versa, caso contrario retorne ao Passo 3.

Passo 7) Caso o Passo 6 seja satisfeito, determine as solugoes das equagoes diofantinas
ay + asry = u?*(modp) e by + byry = v*(mod p), onde ay, as, by, by € Z, provenientes de
a = ay + azf, b = by 4+ befl. Atribuimos como sendo r o rétulo do elemento #, onde r é

dado por r = r; ou r = ry, mas desde que | # s,u e ry # S, v.
Passo 8) Caso todos os Passos anteriores sejam satisfeitos, o rétulo do elemento
x = (wo + 240) + (21 + 2,0)i + (w9 + 250)7 + (23 + 240)ij € O

é dado pela func¢ao de rotulamento multiplicativo [ : O — G,, onde G, é um grupo,

definida por

I(x) = (zo + z(r) + (21 + 217)u + (22 + 241 )v + (23 + 257)s(mod p).

Observagao 5.7.1 O ndmero primo p (que ndo tem relagio com a notagao I'y) do Passo 3
do algoritmo estd relacionado com o nimero de pontos da constelagcdo de sinais G,(0) como

em (5.55) e, portanto, da ordem do grupo quociente % em (5.56).
p
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Os exemplos de rotulamentos a seguir tém como objetivo unir, de forma ilustrativa, o
processo de identificacao de um grupo fuchsiano aritmético I', em ordens dos quatérnios
O com os sinais da constelacdo G,(0). Como mencionamos anteriormente, a proposta de
descrever G,(0) como um todo, com os respectivos rétulos de seus sinais depende, totalmente,
da apresentacao das classes de equivaléncias do grupo quomente . Uma vez apresentadas
essas classes, os sinais de G(0), bem como os seus rétulos, surgem de forma natural, como
conseqiiéncia da identificagao dos elementos de I';, com elementos de O. Entretanto, nao serd
esse 0 caso a ser considerado a seguir. Os Exemplos 5.7.2 e 5.7.3 ilustram, mesmo que de

forma pontual, esse processo.

Exemplo 5.7.2 Seja I's o grupo fuchsiano aritmético associado a tesselagao {8,8}. Pelo
Teorema 4.2.5, os elementos de I's estio associados com elementos da ordem Oy = (v/2,—1)
em A= (v2, —1)g(ya), onde

R:{%:QEZ[O] e mEN}

{1,4,5,i5} = {1,V2,Im, V2Im}

¢ uma R-base de O. Consideremos também a ordem Oy = (\/75, %I)R. E claro que O1 = Os.
Entretanto, a escolha dea = ‘/75 eb = _71 ¢ apenas um artificio matematico, de modo a
obtermos um niumero primo p que satisfaca os passos do algoritmo anterior. Além disso, o
isomorfismo em (4.12) foi construido usando os valores pré-estabelecidos de a = V2eb=—1.

Consideremos agora uma R-base de Oy,

. . . . 4 m 4 m
{172,73/7Z/J/} = {1’ \/52\/57 \/521 ) \/521 } :

Temos que o polinémio minimal de k' = 1'j' = ‘flm sobre Q € p(x) = x4—§ € R[z]. Fizemos

o nidmero primo p = 7. Assim, pi1(x) = p(x )(mod 7) = 2 + 6, ou seja, p1(z) = 2* +6, ¢

s = 6 ¢ a solugdo de pi(x) em Z7. Sendo Oy = (% ,_QI)R, entao a = ‘/75 eb= 3. Logo,

as representacoes de a e b na R'-base de R, {l, %}, onde R’ = {Qim 1z€Z e mEe N},

3
540°2

a:%izo'%—i—l-‘/?iial:() eay =1,
b=l 1140 b= e b0,

V2
2

0 = 2. Como s = 3-2, vamos escolher w = 3 e v = 2. Desse modo, s = 6 ¢ o rdtulo de

Considerando a R'-base de R, vamos considerar r o rétulo do elemento 6’ = ao 1nvés de

2Na representacido de a na R’-base de R, apenas um dos coeficientes é diferente de zero, isso se deve &
(ﬁ 71)

expressao da ordem Oy = (%57, 5~ ). O mesmo vale para b.
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£

{l/ilm V2
2 2

rotulo de @' € obtido por uma das equagoes diofantinas do Passo 7. Consideremos a equagdo

2

i’y = ,u =3 € o rdétulo dei = ev =2 ¢ o rdtulo de j' = @ Por outro lado, o

ai + rias = u*(mod7), ou seja, 11 = 9(mod7), de onde obtemos ry = 2. Como ry # 6,3,

V2
2

e z = TE(0) de Go(0) = {T(0) : T € Gy}, onde p = (7), provenientes do gerador G, de I's
que, pelas Secoes 4.1 e 4.2, é dado por™

G 1 11— YV2 —z w2
! at+wiv2 i +pv2 )’

2
onde xr1 =1y, = 21 = 2+ V2 e wy = V2. Observamos que Gy = YA f e GF = fTLARf.

by ba
Portanto, ao rotularmos z, e zy, estamos rotulando® 2z, = — e 2, = —=, 2|, 2, € D?,
ai az

temos que 71 = 2 € o rétulo de 0’ = %=, Vamos determinar os rétulos dos sinais z; = T1(0)

respectivamente, onde

_[a b o _ [ az by
Al_(bl C_ll) eAl_(bQ C_lz)'
Sabemos que
O v _
oL~ e(0f) P

Desse modo, rotulando um elemento x € O' (ou sua classe [z] € %), estamos, conseqiente-
P

mente, rotulando ¢(z) € p(O) (ou sua classe [p(z)] € Zggig)

P

a) Rdtulo do elemento z; = T1(0). Temos que o elemento
z =22 <%§>z— (%)jnt%ﬁke(’)l,
€ tal que®™ ¢(z) = G1. Mas,
p=(1+2) - (1+2)i- (1+2)j+ 2k,
ou seja’’,
p=(142) + (-1-v2) 7+ (-1-v2) j/ + V2K
Disso seque que
(z)=(141-2)+(-1-2-2)-34+(-1-2-2)-2+(04+2-2)-6(mod7) = 2,

isto €, x € rotulado por 2. Por outro lado,

_ Y&
W= Ti(0) = TATIY2 o s (94 VBB e D,
4
x1+y1\/§

533G é a matriz associada & transformacao Tj.

5L embramos que os grupos I e I'yg, onde I' = f’1F4gf, sao isomorfos.
%0nde ¢ ¢ o isomorfismo de (4.12).

56Observamos que i = v/2i’, j = /25 e k = 2k’.
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e
by —vV2(V2+Im(2+v2
== V2(v2+ I \/_))24‘/75(2—(1—1—1111)\/5)6]1)2,
a (24 v2) (1 —Im)
onde Im? = —1. Portanto, 2, < 2, € rotulado por 2.

b) Rétulo do elemento z, = TE(0). Temos que®

Q2 — T — V2 —z A+ wiV2
! aAwiv2 T +pv2 )]

onde x1 = 2 + 22, y1221:3—|—2\/§ ew; =14+ +v2. O elemento
y=2+2v2— (3+2v2)i— (3+2v2)j+ (1+V2) &,
é tal que ¢(y) = G%. Mas,
y=2+2V2+ (—4-3V2) i + (—4-3v2) /' + (2+2v2) K.
Portanto, o rotulo de y é

() =24+4-2)+(-4-6-2)-3+(—4—-6-2)-2+(2+4-2)-6(mod7) = 4.

Agora,
4
— 2
sy = TH0) = Z2F V2 e
r1+ V2
e
, by V2(-1-v2—-Im(3+2V2)) D2
By —= — = 3
2 ay 2+ 2v2 — Im(3 + 2/2)
onde Im*> = —1. Logo, z < 2, € rotulado por 4. Observamos que l(y) = I(z) - I(x),

como ja era esperado.

Agora, estenderemos o algoritmo para constelacoes de sinais de tesselacoes hiperbdlicas
{p, q}, cujos grupos fuchsianos I', estao associados com ordens dos quatérnios de dlgebras

A= (a,b), [K:Q] =n.

Algoritmo de Rotulamento Algébrico de Constelacoes de Sinais em Tesselagoes

{p, ¢} no Plano Hiperbdlico.

Passo 1) Seja O' o grupo dos invertiveis da ordem O = (a, b) , em uma dlgebra A = (a,b) .,
associada ao grupo fuchsiano aritmético T, tal que d(O) = d(A). Sejam™ {6,...,60,}

uma R'-base de R e
a:a191+---+an9n € b:b191+"'+bn9n,

as representacoes de a e b nesta base.

5TG% ¢ a matriz associada a transformagao T7.
80 anel R admite uma base com n elementos, onde [K : Q] = n.
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Passo 2) Considere uma base {1,4,7,ij} de O sobre R e determine o polinémio minimal
p(z) de k = ij sobre Q.

Passo 3) Fixe um nimero primo p, e considere o polinémio p(x) = p(z)(mod p).

Passo 4) Caso o polindmio p(z) do Passo 3 tenha solucdo em Z,, considere os subgrupos
normais O; U {£1} em O!, para os ideais p em D que tenham normas algébrica

poténcias de p.

Passo 5) Caso o polinomio p(x) satisfaga o Passo 4, considere a raiz s de p(z) como rétulo

do elemento 7j.

Passo 6) Se s nao for primo, determine a fatoragdo de s como sendo dois nimeros inteiros
modulo p, ou seja, s =u-v, 1 < u,v < p. Entao u sera o rétulo do elemento 7 e v sera

o rétulo do elemento j, ou vice-versa, caso contrario retorne ao Passo 3.

Passo 7) Caso o Passo 6 seja satisfeito, determine as solugoes em Z,, das equagoes diofantinas
airy + -+ + apr, = v?(modp) e bysy + -+ + b,s, = v?(modp), onde a;,b; € R,
¢t = 1,...,n, provenientes de a = a1y + --- + a0, e b = b0y + --- + b,0,. Fixe
i € {1,...,n} e considere r; e s;. Atribuimos como sendo r o rétulo do elemento 6,

onde r é dado por r = r; ou r = s;, mas desde que r; # s,u e s; # s, v.

Passo 8) Sejam r; ou s; o rétulo de 6;, conforme o Passo 7. Suponhamos que r; ou s; nao

sejam primos e que sejam fatorados como produtos de niimeros inteiros, digamos®”

TP =% = 2 Znl ou Si=z =202 .

Atribufmos como sendo z; ou 2} o rétulo de 0;, j € {1,...,n} e j #i.

Passo 9) Caso todos os Passos anteriores sejam satisfeitos, o rétulo do elemento
x = (21014 +xp0,)+ (Y1014 -+ Y0y )i+ (24014 - +2),0,) i+ (Y 01+ - +ylb,)ig € O
é dado pela fungao de rotulamento multiplicativo [ : O — G,, onde G, é um grupo,
definida por
z)=(r121 4+ +Tnzn) + (121 + -+ Ynzn)u+ (i1 + -+ 2l z)v+ (Y21 + - +
Yn?n)s(mod p).

Exemplo 5.7.3 Vamos considerar a tesselagio {4g,4g} para o caso g = 4. Seja ' o

grupo fuchsiano aritmético associado a tesselagio {16,16}. Pelo Teorema 4.2.5, os elementos

A condicio j # i tem o seguinte significado: se i = 1, entdo r, = 2z = 2z3---2,; se i = 2, entdo
To = Zo = 2123 * - Zn, € assim sucessivamente. O importante é que r; seja fatorado em n — 1 elementos em Z.

3 . = . = / DR /
O mesmo argumento vale para s; = z; = 21 -+ - 2,,_1.
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de I' estio associados com elementos da ordem Oy = (0, —1)p em A= (0, —1)q ), onde

0=v2+V2,
R:{g:an[Q] e mEN},

2m

{1,4,4,15} = {1, V2+v2,Im, \4/2+¢§Im},

¢ uma R-base de O. Andlogo ao exemplo anterior, consideremos Oy = (

&

2+
4 )

)y com

uma R-base

727

{1;i/7j/7i/j/}: { 2+ Im 2+ Im}'

V2421 ,
Tm sobre QQ €

Temos que o polindmio minimal de k' = 1'j' =

$4
p(z) = % — at —32;68 € R[z].

Fizemos o mimero primo p = 17. Assim, py(z) = p(x)(mod 17) = a® + 132" + 2. Verificamos
V2+V2
4

que s = 12 € a solugdo de pi(x) em Zy7. Agora, temos que a =

9 9 o 1 ﬁ \/2+\/§ \/i\/2+\/§
{17”‘) 4}_ 40 4 4 5 4 3

eb= ’Tl. Seja®

uma R'-base de R, onde R' = {2% 2z€Z e mEe N}. Temos®

Q= VE2 0. L0 2y VIR0 VRS o gy — gy =0 e ay = 1,
b=t=—1-140. Y240 V22 L0 VAVERVE o o hy — by = b, = 0.

Como s = 12 = 4 - 3, vamos escolher u = 4 e v = 3. Desse modo, s = 12 € o rotulo de

4 4
VR VoA L , 242
z’j’:#,u:éleorotulodez’: zfev—Beorotulodej Im,

Consideremos a equagdo ayry + - -+ + aqry = u?(mod 17), ou seja, r3 = 16(mod 17), de onde

V242
TR

Por outro lado, r3 =16 =4 -2 - 2 Conszderemos entdo, 21 =4, 20 = 24 = 2. Disso seque
que, 0s rotulos de 0, = i, 0y = v2 0, — Y2V2+V2 2+
determinar os rétulos dos sinais z; = T1(0) e 2o = TE(0) de G,(0) = {T'(0) : T € G,}, onde™

Log —v2 g, V2+v2 0, — V24242
2=, =" ehu="—71"—"".
7.2, p nas um dos coeficientes de a na R'-base é diferente de zero, isso se deve
a expressao da ordem Oy = V2 _41

(>
62A norma do ideal p = <1 2 >

(1227 v3) (mm) (14223 (1-22va) - 1.

obtemos que r3 = 16. Como r3 # 12,4, temos que r3 = z3 = 16 € o rotulo de 03 =

2 sdo 4,2 e 2, respectivamente. Vamos

60Vamos considerar 6, =
61 Anslogo ao Exemplo 5.

1

. O mesmo argumento vale para b.
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p = <1 — 22+ \/§>, provenientes do gerador G de 'y, que pelo Exemplo 4.2.8, é dado

por3
xl—y1v42+\/§ 21— w2+ 2
—zn —wiV2+V2 m+ypvV2HV2 )

onde z; = 2+ 24—¢iy1:2+v6+2v?4-¢iz1:(L+¢®<2+w/2+v§>ewlzvﬁ.

1
Gy =fTAf= 5

a) Rdtulo do elemento z; = T1(0). Temos que o elemento

- 2+v2+vV2 <2+\@+22\/2+\/§) i+ ((1+\@)(2-2H/2+\/§)) j— \/Tik c 01’

2

€ tal que® ¢(z) = G1. Mas,

w=0+¥%5)—<ul§+¢;;ﬁ)i

+(1+¢5+Vﬁﬁ+ﬂﬁ@“5)f—§h

ou seja,

z= (1+@5> - (2+\/§+2m>i’
+(2+2\/§+m+\/§ 2+\/§)j’—2\/§k'.

Desse modo, o rotulo de x €

(z)=(4-442-16) — (8-4+4-2+8-16)-4
+(8-44+8-24+4-16+4-2)-3—(8-2)-12(mod 17) = 3,

ou seja, l(x) = 3. Por outo lado,

21—w1\4/2+\/§

2 =T(0) = k e D?,
1+ V2 + V2

e
;b — (V24 Imy) V2+V2
Zl - — = G D B
ap T (l—Im (1+\/§))
onde Im* = —1. Portanto, z; < 2, € rotulado por 3.

b) Rétulo do elemento z, = T?(0). Temos®

1 T —nV2HV2 oz — w2+ V2
2 —zl—w1\4/2—|—\/§ $1+y142+\/§ ’

63G, é a matriz associada a transformacao 7.
540nde ¢ ¢ o isomorfismo de (4.12).
65G? ¢ a matriz associada & transformagao T7.

Gi = i =
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ou seja, [z] = [y] em

onde

1 =44+V2+ 42+ V2, Y1 =8+ 4v2+ (64+v2) V2 + V2,

2 =8+TV2+ (4+4V2) V2+ V2, wi =2v2+V2V2+ V2.

O elemento

y = (2+%§+2m) - <4+2\/§+3m+ﬁ\/2£5)i
T G R N P G

¢ tal que o(y) = G2. Mas,

y= <2+%§+2m) - (8+4\/§+6m+\/§ 2+\/§)z”

+(8+w§+4m+m 2+\/§)j’— (4\/§+2x/§ 2+\/§) K.

Portanto, o rotulo de y é

I(y) =(8-4+2-248-16) —(32-4+16-2+24-16+4-2) -4
+(32'4+28'2+16'16+16'2>'3—(16-2+8-2).12(m0d17):37

ou seja, y € rotulado por 3. Agora,

4
— 2
2y = T2(0) = M cD?

x4 V2 ’
e
b (cImzs ) VV2+2 D2
2 Gy xh — Imy) ’

onde Im? = —1 ¢

T2 =8+4v2+ (6 +V2) V2+ V2, 12=2V2+V2V2+ V2,

zh =4+ V2+4V2+ V2, yh =8+ TV2+ (4+4v2) V2 + V2.

Assim, zy < 2, € rotulado por 3.

Ol
oF

Observagao 5.7.4 O fato de x ey serem rotulados por 3, sugere que x ~y < x -y L € O;,
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Capitulo 6

Conclusoes

Em [5], foram estabelecidas as condigoes algébricas necessérias para o processo de rotulagem
de sinais de constelagoes geometricamente uniformes no plano hiperbdlico, a partir de tes-
selacoes auto-duais {4g,4¢}. Essa proposta consiste na busca de subgrupos normais I'y, com
p™ elementos, em grupos fuchsianos aritméticos' I'y,, através da identificagao dos grupos Iy,
em ordens dos quatérnios @ de uma &lgebra A sobre um corpo K = Q(v/d), [K : Q] = 2.
Carvalho em [5] e Johansson em [19] mostraram que ordens Oy, sendo Z[f] o anel de inteiros
do corpo K = Q(\/E), correspondem a especificos grupos fuchsianos aritméticos.

Em nosso trabalho, generalizamos o processo de identificacao de grupos fuchsianos aritméticos
em ordens dos quatérnios de modo a determinar os reticulados hiperbdlicos associados as
constelagoes de sinais geometricamente uniformes, como em [5]. Para tanto, foi necessario
estabelecer um procedimento sistematico de construcao de grupos fuchsianos aritméticos de-
rivados de algebras de divisao dos quatérnios A sobre corpos de nimeros K, [K : Q] = 2.

No Capitulo 4 estendemos os resultados obtidos em [5] e [19], considerando as tesselagdes
da forma {4g,4g}, para g = m-2", m = 1,3,5, sendo n € N qualquer. Mostramos que, para
esses valores, os grupos I'y, sao aritméticos e determinamos os reticulados nos quais esses
grupos sao identificados.

Nessa mesma direcao, trabalhamos também no Capitulo 5 com familias de tesselacoes
hiperbdlicas {p, ¢}, p # ¢, mais densas do que as tesselacoes {4g,4¢}. Inicialmente, for-
necemos uma série de exemplos de emparelhamentos que identificam as arestas de P,, a
fim de obtermos superficies compactas H?/T" (particularmente, trabalhamos com {10\, 2\}
e {12\ — 12,4}). Entretanto, o processo de identificacao dos grupos I', associados a {p, ¢}
em ordens dos quatérnios se torna um tanto quanto complexo. Como exemplo dessa com-
plexidade, citamos a busca da ordem dos quatérnios associada ao grupo I'yg proveniente da
tesselacao {129 — 6,3}, g = 2.

Consideramos trés casos de identificagao. Exibimos de forma generalizada os reticulados

10s grupos relacionados com as tesselagoes {4g,4g}.
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associados aos grupos I'jgy associado a familia {10\,2A} para A = 2" n € N qualquer, a
qual tem {20,4} como sua tesselagdo apresentando a maior densidade de empacotamento.
Para a familia {12\ — 12,4}, exibimos um caso particular de identificacao para a tesselagao
{60,4}, A = 6, cuja densidade de empacotamento é 0.89363. Para a familia {129 — 6, 3},
apresentamos a ordem O associada ao grupo I'sg que corresponde a {12¢g — 6,3} para g = 3.
A tesselagdo {30, 3} tem densidade de empacotamento de 0.94585, algo muito préximo da
densidade méaxima, que é % ~ (0.95493.

Finalmente, apresentamos alguns exemplos de rotulamento de sinais de uma constelagao
de sinais geometricamente uniforme (Gj-6rbita) obtida da tesselacao {4g,4¢g}. De modo
particular, consideramos os casos g = 2,4. Para o caso g = 2, fizemos uso do algoritmo
de rotulamento proposto em [5]. Estendemos esse algoritmo a fim de considerar outros
valores para g (¢ > 2), uma vez que a proposta de rotulamento em [5] s6 é valida para
grupos fuchsianos aritméticos I'y, derivado de uma dlgebra dos quatérnios sobre um corpo
K, [K : Q] = 2. Como conseqiliéncia, propomos um método de rotulagem de sinais de uma
constelagdo geometricamente uniforme como em (5.55), proveniente de um grupo fuchsiano
aritmético I, associado a uma tesselagao hiperbdlica {p, ¢}, cujos elementos sao identificados

com elementos de uma ordem O em uma algebra A sobre um corpo de nimeros K, tal que

(K : Q] =n.

6.1 Propostas para Trabalhos Futuros

Para finalizar, gostariamos de apresentar de modo sucinto alguns topicos que podem ser
objetos de estudos para trabalhos futuros. De uma forma indireta, j& comentamos sobre

esses topicos no decorrer do trabalho, que sao:

O estudo da aritmeticidade dos grupos I', obtidos das tesselacoes hiperbélicas {p, ¢}

construidas neste trabalho.

e A identificagao dos grupos I', em ordens dos quatérnios, de modo a determinar os

reticulados hiperbélicos associados com as constelagdes de sinais G,(0) como em (5.55).

e Para a familia de tesselagoes {12g—6, 3}, o problema que surge é o seguinte: como obter
o reticulado hiperbdlico associado a {12¢g; — 6,3}, desde que se conhega o reticulado
associado a {12¢g; — 6, 3}, sendo go um multiplo de ¢;? Esse problema trata de fato de

uma generalizacao de identificacao dos grupos I'194_¢ em ordens dos quatérnios.

e A partir da identificacao de um grupo I', em uma ordem dos quatérnios O, descrever, de

forma geral, a constelagao G,(0) com os respectivos rétulos de seus sinais. Para tanto,
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, s . N . 1 ,
¢ necessario estabelecer as classes de equivaléncias do grupo quociente %, através de
p

um ideal p C Dk, convenientemente escolhido. Esse é um problema que julgamos de
uma complexidade consideravel.
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