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Resumo

Nesta tese sao propostos novos algoritmos de otimizagao baseados em busca global para
duas importantes classes de problemas de programagao nao-linear: problemas geométricos, nos
quais as funcoes envolvidas sao descritas por somas de polinomios generalizados, e problemas
de programacao multiplicativa convexa, os quais, por sua vez, apresentam funcgoes objetivos
e/ou restrigoes expressas como produtos de fungdes convexas. Uma abordagem multiobjetivo
para problemas geométricos posinomiais, que admitem reformulacoes convexas, é apresentada.
Para problemas geométricos signomiais, que nao possuem reformulagoes convexas conhecidas,
propoe-se incorporar um procedimento de busca local a um algoritmo branch-and-bound, visando
acelerar a convergéncia deste tipo de algoritmo. Elementos de analise convexa e programagao
multiobjetivo sao usados para abordar problemas de programacao multiplicativa quando estes
apresentam produtos e somas de produtos de fungoes convexas positivas nas suas fungoes
objetivos. Um minimo global para o primeiro caso é obtido como o limite das solugoes de uma
seqiiéncia de minimizagoes quase-concavas sobre politopos, resolvidas eficientemente por meio
de enumeracao de vértices. Um minimo global para o segundo caso é obtido como o limite das
solugoes de uma seqiiéncia de problemas quadraticos indefinidos com caracteristicas especiais,
resolvidos por enumeragao de restricoes. O desempenho computacional dos algoritmos propostos
nesta tese é avaliado por meio de problemas-testes e comparado com algoritmos alternativos

existentes na literatura.



Abstract

In this thesis new optimization algorithms based on global search are proposed for two im-
portant classes of nonlinear programming problems: geometric problems, in which the functions
involved are described by a sum of generalized polynomials, and convex multiplicative problems,
in which, in turn, objective functions and/or constraints are expressed as a product of convex
functions. A multiobjective approach for posinomial geometric problems, which admit convex
reformulations, is presented. As convex reformulations for signomial geometric problems are
unknown, a local search procedure with the purpose of speeding up the convergence of branch-
and-bound algorithms is proposed. Elements of convex analysis and multiobjective programming
are used for dealing with multiplicative programming problems presenting products and sums
of products of positive convex functions in their objective functions. A global minimum in the
first case is obtained as the limit of a sequence of quasi-concave minimizations on polytopes,
efficiently solved by vertex enumeration. A global minimum for the second case is obtained as the
limit of a sequence of special indefinite quadratic problems, solved by constraint enumeration.
The computational performance of the algorithms proposed in this thesis has been evaluated

by means of test problems and compared with alternate algorithms from the literature.



Notacao

O simbolo “:=" significa igual por definicao. Conjuntos sao normalmente representados
por letras maidsculas no estilo caligrafico (), W, ...) ou por letras maitsculas em estilo bold,
no caso de conjuntos especiais (R, C, ... ). Fungoes sdo normalmente representadas por letras

minusculas (f, g, h, ... ).

R, C, Z, N,... : Conjunto dos ntimeros reais, complexos, inteiros, naturais,..., respectiva-
mente. Os reais nao-negativos (positivos) sao representados por Ry (R;1). Se C e S sé@o

conjuntos quaisquer, entao
x € C : x pertence a C
x ¢ C : x nao pertence a C
CUS : Uniao de conjuntos
CNS : Intersecao de conjuntos
C C S : Indica que C é um subconjunto de &
conv(C) : Casca convexa de C
int(C), cls(C), O(C) : Interior, fecho (closure) e fronteira de C, respectivamente
efi(C) : Subconjunto dos pontos eficientes de C
[f,C] : Epigrafo da fungao f sobre C
df(2°) : Subdiferencial da funcao f em z = z°

Vf(z°) : Gradiente da fungdao f em x = 2°

sup f(z) : Supremo ou maior limitante inferior de f sobre C
zeC

in(f: f(z) : Infimo ou menor limitante superior de f sobre C
xE

lim z* : Limite de z*

k—o0

lim sup z* : Limite superior de z*

k—oo

{aF} ou {2*}2°, : Seqiiéncia infinita dos vetores ¥, k=0,1,2,...



Vetores sdo normalmente representados por letras minusculas (z, y, z, ... ). Um
vetor com n componentes é escrito como x = (x1, T3, ...,%,). Quando utilizados em operagoes

matriciais, assumem a forma de vetores-coluna, isto é,

T
T2
Tr =
Tn
O vetor-linha correspondente é
T
T :[.131 Ty - xn},

e ()T indica a transposicdo de (-). Dados dois vetores x,y quaisquer,

r = gy seesomentesexr; =1y, t=12,...,n
r < y seesomentesex; <y, 1=1,2....n
r < y seesomentesex; <y;, t=1,2....n

Observe que z < y e z # y indica que pelo menos uma componente 7 é tal que x; < y;.

n

(w,y) = 2Ty = Z z;y; (Produto escalar entre os vetores x e y)
i=1

|z]|2 = (z,z)2 (Norma Euclidiana do vetor z)

Uma matriz A m xn com elementos a;; (linha ¢, coluna j) é representada como A = {a;;}.
AT . Matriz transposta de A
A >0 : Matriz semidefinida positiva (—A semidefinida negativa)

A >0 : Matriz definida positiva (—A definida negativa)
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1

Introducao

O desenvolvimento de areas tradicionais da Engenharia tem sido caracterizado nas tlti-
mas décadas pelo crescente emprego de modelos de otimizagao como paradigmas para problemas
de tomada de decisoes. Muitos problemas de otimizagao originarios de aplicagoes industriais
ou da pesquisa cientifica exibem nao-convexidades em uma ou mais funcoes envolvidas. A
conseqiiencia deste fato é a impossibilidade de se assegurar 6timos globais para estes proble-
mas, uma vez que na presenc¢a de nao-convexidades os métodos tradicionais de otimizacao sao
capazes apenas de fornecer 6timos locais [Bazaraa et al., 1993]. A Otimiza¢ao Global é uma
especializacao dentro da area de otimizagao dedicada a caracterizagao e a obtencao de minimos
(ou maximos) globais de problemas nao-lineares. Encontra iniimeras e importantes aplicagoes
em problemas de economia de escala, de alocacao e localizagao, de transporte e em diversos
projetos de engenharia. Uma exposicao detalhada sobre condigdes de otimalidade, métodos e
aplicacoes de otimizagao global pode ser encontrada em [Horst & Pardalos, 1995] e [Horst et al.,
1995]. Do ponto de vista computacional, problemas de otimizagao global pertencem a classe
dos problemas NP-completos [Vavasis, 1995], que sdo problemas em que o tempo computacional
necessario para resolveé-los cresce, exponencialmente em funcao do tamanho da entrada de
dados para todo método conhecido. O presente trabalho propoe métodos de otimizacao global
especializados para tratar duas importantes classes de problemas nao-lineares: Problemas de

Otimizacao Geométrica e Problemas de Otimizacao Multiplicativa.

A Programacao Geométrica (PG) surgiu para resolver problemas algébricos de progra-
magao nao-linear nos quais as fungoes envolvidas apresentam-se na forma posinomial [Zener,
1961]. Um posinomio é uma soma de monomios. Cada mondmio é o produto de uma constante

positiva pelo produto de varidveis positivas, sendo que cada variavel pode ser elevada a uma
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poténcia real. O termo Programacao Geométrica foi adotado devido a relagao existente entre as
médias geométrica e aritmética de n nimeros positivos. Problemas de Programacao Geométrica
Generalizada (PGG), também chamada de Programacao Geométrica Signomial (PGS), sao
caracterizados por fungoes objetivos e restricoes descritas como a diferenca de dois posinomios.

Os PGS’s contém um ou mais monomios com coeficientes negativos [Maranas & Floudas, 1997].

Em [Duffin et al., 1967], problemas geométricos posinomiais sao resolvidos analiticamente
via Dualidade. Varios métodos numéricos para obter solucoes de problemas geométricos vém
sendo desenvolvidos desde a década de 1970. Grande parte desses métodos sao baseados na
solucao de uma seqiiéncia de problemas lineares. O primeiro método de pontos interiores para
programagao geométrica foi descrito em [Nesterov & Nemirovsky, 1994], no qual foi estabelecida
a complexidade em tempo polinomial para o método. Trabalhos mais recentes tratando métodos
de pontos interiores para PG sao encontrados em [Kortanek et al., 1996], [Andersen & Ye, 1998]
e [Nascimento & Andrade, 2003]. Discussoes sobre os aspectos computacionais da resolugao
dos problemas geométricos signomiais também estao disponiveis na literatura [Dembo, 1978]
e [Maranas & Floudas, 1997]. Tutoriais sobre técnicas para resolver problemas geométricos
podem ser encontrados em [Phillips & Beightler, 1973], [Ecker, 1980] ¢ [Shen & Zhang, 2004].

Uma propriedade importante da programacao geométrica é que quando o problema
primal tem a forma posinomial, este admite uma reformulacao convexa, e a solucao global
pode ser encontrada resolvendo-se o dual associado, o qual exibe uma estrutura muito mais
simples. Condensacao é o método mais popular para resolver problemas signomiais. A idéia
béasica da condensagao é aproximar um posinémio (soma de monoémios) por um tnico monoémio.
Em [Yang & Bricker, 1996] discute-se como um problema signomial pode ser aproximado por

um problema posinomial.

Programacao Geométrica Signomial tem sido aplicada a diversos problemas de enge-
nharia. Exemplos s@o: controle 6timo [Jefferson & Scott, 1978], teoria de controle [Yazarel
& Pappas, 2004] e [Chandra et al., 2004], engenharia mecanica [Jha, 1990] e [Colleran et al.,
2003], probabilidade e estatistica [Bricker et al., 1997] e [Fuh & Hu, 2000}, teoria da informacao
[Klafszky et al., 1992] e [Chiang, 2004], projeto de circuitos digitais [Boyd et al., 2005a], projeto
de reatores quimicos [Blau & Wilde, 1969] e de [Blau & Wilde, 1971] e trocadores de calor [Duffin
& Peterson, 1966]. Em [Boyd et al., 2005b] sao discutidos problemas origindrios de diversas areas

que podem ser resolvidos via programacao geométrica.

A Programacao Convexa Multiplicativa lida com problemas que envolvem um produto
de fungoes convexas em sua funcao objetivo ou em suas restricoes. Uma fonte importante de
problemas multiplicativos sao certos problemas convexos multiobjetivos nos quais o produto das
fungoes individuais exerce o papel de uma fungao objetivo substituta [Yu, 1985]. Uma estratégia

comumente adotada pelos algoritmos para problemas convexos multiplicativos [Konno & Kuno,
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1995] e [Benson & Boger, 1997], é projetar o problema (geralmente ndo-convexo) sobre o espago
real m-dimensional, onde m é o nimero de fungoes convexas, de forma a coordenar sua solugao
global no espaco dos objetivos. Decomposicao e projecao sao estratégias bem estabelecidas
na literatura de programagao matemaética [Geoffrion, 1970], e seus principais resultados tém
sido progressivamente estendidos para problemas de otimizacao global nao-convexa [Floudas &
Visweswaran, 1993] e [Thoai, 2002].

Nas ultimas décadas, varios algoritmos que visam resolver globalmente problemas mul-
tiplicativos tém sido propostos [Konno & Kuno, 1995]. A literatura classifica os métodos para
resolver problemas multiplicativos da seguinte maneira: métodos baseados em parametrizagao
[Konno & Kuno, 1990], métodos de aproximacao externa [Thoai, 1991], [Kuno et al., 1993]
e [Konno et al., 1994], métodos de enumeragao de vértices [Pardalos, 1990], métodos de planos de
corte no espaco dos objetivos [Benson & Boger, 2000]. Além destes, alguns métodos heuristicos
tém sido desenvolvidos [Liu et al., 1999]. Veja, por exemplo, [Ryoo & Sahinids, 2003] para

maiores detalhes sobre métodos usados na resolucao de problemas convexos multiplicativos.

Aplicagoes de Programacao Multiplicativa sao encontradas em areas como microecono-
mia [Henderson & Quandt, 1971], otimizagao financeira [Maranas et al., 1997], otimizagao de
arvores de decisoes [Bennett, 1994|, projeto de circuitos VLSI [Dorneich & Sahinidis, 1995],
problemas de otimizagao multicritérios [Keeney & Raiffa, 1993] e otimizacao robusta [Mulvey

et al., 1995].

1.1 Proposta da Tese

Esta tese tem por objetivo principal desenvolver algoritmos de otimizagao global para

problemas de otimizagao geométricos e multiplicativos.

Numa primeira etapa aborda-se a implementacao de métodos classicos de Programacao
Geométrica por meio da Teoria da Dualidade. Num passo posterior estende-se o formalismo
para Programagao Geométrica Multiobjetivo. Em [Maranas & Floudas, 1997], propde-se um
algoritmo do tipo branch-and-bound para otimizagao global de problemas signomiais. Os autores
propoem um excelente limitante inferior para a solugao global do problema signomial. Uma das
motivagoes desta tese é mostrar que o algoritmo discutido em [Maranas & Floudas, 1997] pode
ter seu desempenho substancialmente melhorado pelo uso de um limitante superior obtido por
meio da técnica de condensacao. A condensacao é usada como estratégia de busca local no
algoritmo branch-and-bound, visando refinar o limitante superior, acelerando desta forma a

convergéncia do algoritmo.
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Numa segunda etapa do trabalho, aborda-se a solugao de algumas classes de problemas

multiplicativos. Os algoritmos propostos sao baseados em elementos de Analise Convexa e Oti-

mizacao Multiobjetivo, os quais combinados permitem obter aproximagcoes externas do problema

no espaco dos objetivos. A solucao do problema aproximado é submetida a um sub-problema do

tipo min-max, que a verifica com respeito a sua e-factibilidade. Se nao for e-factivel, a solugao

do problema min-max conduz a uma melhora da aproximagao externa do problema original,

cujo e-6timo é obtido pelo algoritmo em um numero finito de iteragoes.

1.2 Organizacao da Tese

O desenvolvimento do trabalho e a apresentagao dos resultados obtidos estao organizados

da seguinte maneira:

O Capitulo 2 revé conceitos e resultados basicos de Analise Convexa. O objetivo deste
capitulo é fornecer um embasamento tedrico para os algoritmos propostos nos capitulos

seguintes;

No Capitulo 3 alguns tépicos de Programacao Multiobjetivo, e em particular, a formulacao
do problema no espago dos objetivos sao apresentados. Definicao, formas de caracterizacao

e propriedades basicas de problemas multiobjetivos sao discutidas;

Os principais conceitos referentes a Programacao Geométrica Posinomial e Programacao
Geométrica Signomial sao apresentados no Capitulo 4. Um algoritmo para otimizacao
global de problemas signomiais baseado na técnica branch-and-bound combinada com a
técnica de condensacao é proposto. A implementacao do algoritmo branch-and-bound foi

realizada em colaboragao com o Dr. Alfredo Del Sole Lordelo;

O Capitulo 5 aborda problemas de Programacao Convexa Multiplicativa. A abordagem
adotada nesse capitulo enfatiza similaridades entre Programacao Convexa Multiplicativa e
Programacao Convexa Multiobjetivo. Propoe-se algoritmos para duas classes de problemas

multiplicativos;

As conclusoes gerais da tese e propostas para novos trabalhos sao apresentadas no Capi-
tulo 6.



2

Fundamentos de Andlise Convexa e Otimizacao

O conceito de convexidade exerce um papel fundamental em otimizacao. O objetivo
deste capitulo é apresentar os conceitos e resultados béasicos sobre analise convexa e otimizagao

que serao utilizados no decorrer desta tese.

2.1 Conjuntos e Funcoes Convexas

Definicao 1. Diz-se que um conjunto C C R™ é convezo se, dados quaisquer x*, 2% € C, todos

2

0s pontos da forma ax' + (1 — a)z?, com 0 < a < 1, também estao contidos em C.

Subespacos lineares sao exemplos tipicos de conjuntos convexos. Por defini¢ao, o con-

junto vazio é convexo. Certas operagoes entre conjuntos convexos preservam convexidade.

Proposicao 1. Sejam C e S conjuntos convexos do R". Entdo, também sao conjuntos convezros

1.C+S;
2.CNS;
3. aC:={y : y=az, x€C}, YVaceR.
Em certos casos torna-se necessario ou conveniente obter aproximacoes convexas para
conjuntos originalmente nao-convexos.

Definigao 2. Seja C um conjunto arbitrario do R". A envoltéria ou casca convexa de C,

representada como conv(C) € o menor conjunto convexo que contém C.
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Alternativamente, pode-se definir conv (C) como sendo a interse¢ao de todos os conjuntos
convexos que contém C. Alguns conjuntos nao necessariamente convexos tém, por sua estrutura,

importancia destacada neste estudo.

Definigao 3. Diz-se que um conjunto C C R"™ € um cone (com vértice na origem) se x € C

implica ax € C, Ya > 0.

O conjunto dos vetores do R™ que assumem apenas valores nao-negativos ({xr € R" : = >
0}) é um exemplo classico e fundamental de cone convexo. O conceito de convexidade pode ser

naturalmente estendido para fungoes.

Definicao 4. Uma funcao [ definida sobre um subconjunto convexo C C R" € convexa se

flaz' + (1 —a)z?) < af(z!) + (1 —a)f(2?), Va',2*> €C, Va €[0,1].

Se a desigualdade for estrita sempre que x' # 2, diz-se que f € estritamente convexa. Uma
fungao g definida sobre um subconjunto convero C C R™ € (estritamente) concava se —g for

(estritamente) conveza.

Sob certas condicoes, o estudo da convexidade de funcoes pode ser reduzido ao da

convexidade de conjuntos.

Proposicao 2. Seja C C R"™ um conjunto convexo e f uma funcdo convexra sobre C. Entao, o

subconjunto
Ci={zeC : f(z) <A}

é convexo, qualquer que seja A € R.

A convexidade de C, para todo A € R nao é suficiente para garantir que f seja uma
funcao convexa. Entretanto, a relacao de C) como um conceito mais geral de convexidade pode

ser perfeitamente caracterizada.

Definigao 5. Uma funcao f definida sobre um subconjunto convexo C C R" € quase-convexa

se
flaz' + (1 — a)z?) < maz {f(2'), f(2*)} Vo', 2> €C, Ya € [0,1].

Uma funcao f definida sobre um subconjunto convero C C R" € quase-concava se (—f) €

quase-convexa.

Teorema 1. Seja C C R" um conjunto convexo. Uma funcao f é quase-convexa sobre C se e

somente se Cy é um conjunto convexo para todo A € R.
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Prova: A prova deste resultado é bastante ilustrativa de varias conceitos relacionados a con-
vexidade. Suponha que C, é um conjunto convexo, VA € R. Sejam entao z',22 € C e

r=az'+ (1 —a)r?, a€l0,1]. Note que 2!, 2% € C), para

A =max {f(z'), f(«*)}.

Como C, ¢ convexo, z = ax! + (1 — a)z? € Cy e portanto

fl@) < A=max {f(z'), f(z*)}.

Uma vez que ', 22 € C e a € [0, 1] s@o arbitrarios, f é quase-convexa sobre C. Assuma
b b b

agora que f é quase-convexa sobre C e sejam ', 22 € C\. Entao 2',22 € C e

max {f(z"), f(z*)} < X

Sejaac[0,1] e x = ax! + (1 —a)z? € C. Como f é quase-convexa
)

f(@) < max {f(z'), f(z*)}.

Logo, x € Cy e consequentemente Cy é convexo para todo A € R. O

Exemplo 1: Considere o conjunto
Cy={zeC:axas?. . . x0m <A},

comAeR,C:={zeR":2>0}eq; <0,i=1,2,...,n. Se A <0, entdao Cy = (), e portanto
convexo. Suponha entao que A > 0. Como a funcao logaritmo é crescente, a desigualdade em
Cy € equivalente a

arlog(zy) + aslog(za) + . .. + aylog(z,) < log(\) (2.1)

na qual o lado esquerdo é uma soma de fungoes convexas, pois a; < 0 e log(z;) é concava sobre
C para todo i = 1,2,...,n. Conseqiientemente, o subconjunto de C que satisfaz a desigualdade
oy oo

(2.1) é convexo, implicando que f(z) = z{"x5? ... 28" é quase-convexa sobre {z € R" : x > 0}

coma; <0, 2=1,2,...,n. O

Uma correspondéncia direta entre conjuntos e fungoes convexas é obtida ao exigir que

A € R e x € C sejam relacionados da seguinte forma.
Definicao 6. O epigrafo de uma funcao f; : C; — R € definido como o conjunto de pontos

[£,C] == {(z,\) : f(x) <\ z€C, NeR}.
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Teorema 2. Uma funcao [ definida sobre um subconjunto convero C C R" € convexa se e

somente se [f,C| for um conjunto convezo.

Geometricamente, [f,C| é o conjunto dos pontos que estao acima do grafico que define
a fungdo. A demonstragdo do Teorema 2 segue os mesmos passos adotados na discussao do

Teorema 1.

Combinagoes lineares da forma az! + (1 — a)z? com « € [0, 1] podem ser indutivamente
estendidas para o caso da combinacao envolver um niimero arbitrario de vetores. Resultados

mais gerais relativos a fungoes convexas podem ser entao obtidos.

Definicao 7. Sejam ', 22, ..., 2" vetores de um conjunto qualqguer C C R"™. Vetores da forma
n
_ 1 2 n __ 7
T =T + ax” + apxr” = o
i=1

n

onde c; > 0, g a; =1 sao chamados de combinacoes convexas dos vetores ', x%, ..., x" € C.
i=1

Teorema 3. Sejam f; : C; — R funcoes convexas sobre subconjuntos converos C; C R", i =

1.2,...,m. Entao,
1. afi(z) é uma fungdo convexa sobre C;, Vi e v > 0;

n
2. E a;fi(x) € uma fungdo convera sobre NI, C;, coma; >0, i =1,2,... ,m;
i=1

3. fl(Z ozkack> < Z o fi(x®), Va' 2? ... 2" €C, Vo >0, Z ap=1".
k=1 k=1

k=1

Funcoes lineares desempenham um papel destacado em andlise convexa devido a sua

associacao com o conceito de hiperplano.

Teorema 4. Seja H um hiperplano do R". Entao existe uma constante o € R e um vetor
ceR", ¢#0 tais que
H:={zecR" : (c,z) =a}.

Para cada hiperplano do R" é sempre possivel definir semi-espacos abertos
He ={zeR" : f(z)>a}; Hco={zeR" : f(z)<a},
e semi-espacos fechados

Hs:={zeR" : f(z)>a}; Hco:={zeR" : f(z) <a}.
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Definigao 8. Um hiperplano H é um hiperplano suporte de um conjunto convexo C C R", se
C estd contido em um dos semi-espacos fechados determinados por H e H contém um ponto do

fecho de C, cls(C).

Teorema 5. Se 2° nao é um ponto interior de um conjunto convewo C, que contém pontos
interiores, entdo existe um hiperplano H contendo x° tal que C situa-se em um dos semi-espacos

determinados por H.

Deste modo, para um conjunto convexo C, que possui pontos interiores, é sempre possivel
associar um hiperplano suporte a cada ponto da fronteira de cls(C); isto é, para todo ponto x
da fronteira de C, 0C, existe um vetor ¢ # 0 e um escalar « tais que (¢,z) > «a, Yo € C se
CCHsoucrx)<a VYVrelseCC H-.

Uma forma alternativa de se caracterizar um hiperplano suporte tendo em vista os
resultados acima é como segue: H = {z € R" : (¢,z) = a} é um hiperplano suporte de C
em 2° € 9C se

(c,2") = glcrég (c,x) ou {c,a") = ilélc) (¢, x).

Observe que se 2° € C, entdao o infimo ou supremo estao bem definidos; se 2° € 9C, mas

2° ¢ C, existem pontos arbitrariamente préximos de 2° € C e invocando a continuidade das

funcoes lineares envolvidas, o resultado se verifica.

Teorema 6. Sejam Cy e Cy conjuntos convexos do R" tais que C1 possui pontos interiores e Cy
nao contém nenhum ponto interior de Cy. Entao existe um hiperplano H separando Cy e Cy ou,
de forma equivalente, existe c € R", ¢ # 0, tal que sup (c,z) < inf (c,x).

z€Cy z€Co
Prova: Seja C :=C —Co={y : y=2a'—2? 2! €, 2* € Cy}. Note que C é um conjunto
convexo e que 0 ¢ int(C). Existe entdo ¢ € R", ¢ # 0, tal que (¢,z) <0, Yy € C, ou seja

(c,xt) < (c,2?), Va' €Cy, Va? e Co.

Conseqiientemente, existe um escalar « tal que

sup (¢, ) <a < inf (¢, z)
zeCy z€Ca

e H:={x : {(¢,x) = a} é o hiperplano procurado. O

As proximas secoes, que tratam dos aspectos de sintese via otimizagao convexa, discutirao
a utilizacao pratica de muitos conceitos e resultados relativos a convexidade. Dentre estes,
destaca-se o de subgradiente de uma funcao convexa, por induzir o desenvolvimento de intimeros

algoritmos.
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Definigao 9. Seja f uma fung¢do convexa definida no R". Um vetor £ € R™ € um subgradiente

de f no ponto 2° se

f(z) > f(a)) + & (x—2"), VaeR"

O conjunto de todos os subgradientes de f mo ponto z°, chamado de subdiferencial, é

representado por Of (z).

Proposigao 3. O subdiferencial 0 f(z°) é um conjunto convexo.

Em particular, se 9f(2°) contém um tnico elemento, conclui-se que & = V f(z°) e obtém-

se o resultado conhecido

f@) = f(a”) + (Vf(a"),z —a"), V2" €eR",

para funcoes convexas diferenciaveis.

O conceito de subgradiente tem consequéncias importantes do ponto de vista de oti-
mizacao. Entre outras propriedades, a funcao f(z°) + &(z — 2°) atua como fungdo suporte
de f no R". No ponto # = 2°, os valores das funcoes coincidem e para = # 2°, a funcao
suporte fornece um limitante inferior para f(z), z € R". Se {¥(z —2%) >0, Vz € R" entao

f(x) > f(2°), VzeR", e diz-se entdo que z° é um minimo global de f sobre z € R".

2.2 Otimizacao

O objetivo desta secao é analisar conceitos de otimalidade associados a problemas de
otimizacao em que uma unica funcao objetivo deve ser minimizada sobre um subconjunto de
decisoes ou alternativas factiveis. Um método basico para solucao de problemas convexos, mas

nao necessariamente diferenciaveis, é apresentado.

O problema de interesse pode ser formulado como

minimizar f(z)

s.a reQCR"Y,

onde f : 2 — R é a fung@o a ser minimizada e §2 é o subconjunto das decisoes factiveis do
problema. Observe que f mapeia vetores do R" em R, um conjunto completamente ordenado
de acordo com a relacao de ordem “<”. Em outras palavras, dados dois elementos quaisquer

al,a? € R é sempre possivel afirmar que o! < o2, o' < a? ou que a! = o2
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Definigao 10. Seja f: Q C R” — R. Um ponto 2° € Q € chamado de minimo local de f sobre

Q se existe uma esfera S(z¥,e) = {z € R" : ||z —2°| < €} tal que
fz%) < f(z), VexeQnS(z’e).

0

Diz-se que x° é um minimo local estrito se a desigualdade acima sempre ocorrer de forma estrita

para x # 2°. Se for possivel estender a esfera S(a°,€) de tal forma que QN S(z°,€) = Q, diz-se
que ° € um minimo global de f em ), estrito caso a desigualdade seja satisfeita de modo estrito
para v # 2°.

O serd um ponto de minimo local de f sobre Q se for possivel definir uma

Assim, x
vizinhanca ao redor de z° em que a funcio sempre assuma valores maiores que ou iguais a
f(x°). A grande maioria dos métodos de otimizagao ¢ capaz de fornecer apenas minimos locais,
0 que nao garante que o menor valor de f (seu minimo global) sobre (2 seja atingido. Portanto,
analisar sob que condigoes a vizinhanca de um minimo local pode ser estendida a toda regiao

de factibilidade é de fundamental importancia.

Teorema 7. Seja f : Q0 C R" — R uma fung¢do convera sobre um subconjunto convero 2 C R".
Se 20 é um minimo local de f sobre 2, entdo z° € também um minimo global de f sobre §, isto

€,

f(a") < f(z), VaxeQ.

Além disso, o subconjunto 2* C Q no qual f atinge o seu infimo é convexo.

0

Prova: Assuma que x° minimiza localmente f sobre QNS(2%, €), para algum ¢ > 0. Entao para

qualquer z! € Q existe um ponto z € S(z°, €) tal que z = ax®+ (1 —a)x! para algum « € (0, 1).

0

Entretanto, como f é convexa e x” é um minimo local,

f@®) < fl@) < af(@) + (1 —a)f(ah),

ou f(x%) < f(z'), Va' € Q. A parte restante do teorema ¢ demonstrada lembrando que se f ¢

uma funcao convexa e f* = ingf2 f(z), entao
HAS
O = {re  f2) <[

¢ um conjunto convexo. 0

Um problema convexo envolve a minimizacao de uma funcao convexa sobre um subcon-
junto convexo de alternativas factiveis. Na verdade, seria mais preciso falar em formulagao
conveza, uma vez que um mesmo problema de otimizacao pode admitir formulagoes convexas e

nao-convexas.
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A forma padrao de um problema de programacao linear é

T

minimizar ¢ &
s.a Ax =0,
x>0,

ondex € R"e A e R™", b e R" e c € R" sao matrizes constantes. Problemas lineares
possuem propriedades que asseguram a obtencao de minimos globais (caso existam) em um

numero finito de passos através de algoritmos eficientes do tipo Simplex.

Um problema geral de programac¢ao nao-linear assume a forma

minimizar f(z)
s.a h(z) =0,
g(x) <0,

onde f: R" =R, h: R"— R"eg:R" — RP. Observe que o problema possui r restri¢oes
de igualdade (hy(xz) = 0, ho(z) = 0,...,h.(x) = 0) e p restrigdes de desigualdade (g;(z) <
0, g2(z) <0,...,g,(x) <0). Diz-se que num dado ponto factivel z° (isto é, h(z°) =0, g(z°) <
0), uma restricao de desigualdade g;(z) < 0 estd ativa se g;(z°) = 0, estando inativa caso

contréario.

Um dos aspectos fundamentais do estudo de problemas de programacgao matematica é a
caracterizacao de minimos, locais e/ou globais, através de condigbes necessarias e/ou suficientes

para otimalidade. No exposto a seguir, assume-se que as funcoes envolvidas sao diferenciaveis.

Definicao 11. Seja x* um ponto satisfazendo as restrigées h(x) =0, g(z) <0 e J o conjunto
dos indices j para os quais gj(x*) = 0. Diz-se entdo que x* € um ponto reqular das restrigoes se 0s

vetores gradientes Vh;(z*), i =1,2,...,r e Vgj(z*), j € J forem linearmente independentes.

O conjunto mais geral de condigoes de otimalidade para problemas de programacao
matematica diferencidveis é conhecido como condicoes de Karush-Kuhn-Tucker. As condigoes

necessarias de primeira ordem sao enunciadas a seguir.

Teorema 8 (Condigoes de Karush-Kuhn-Tucker). Sejam f, h;, i =1,2,...,r eg;, j =
1,2,...,p fungoes com sequndas derivadas parciais continuas. Seja x* um minimo local de f
em Q:={x : h(zx) =0, g(x) <0} e assuma que x* é um ponto reqular das restri¢oes. Entdao

existem multiplicadores A € R" e pn € R tais que
T p
i=1 Jj=1

19 (z*) =0, j=1,2,...,p.



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ANALISE CONVEXA E OTIMIZACAO 13

As condigoes de Karush-Kuhn-Tucker adquirem carater necessario e suficiente se o pro-
blema for convexo, o que ocorrerd quando f e g;, j = 1,2,...,p forem funcoes convexas e

h;, i =1,2,...,r forem funcoes lineares definidas sobre o R".

Certas classes de problemas nao-convexos podem ser abordados através de técnicas de

otimizacao convexa quando se utiliza o conceito de envelope convexo de uma fungao.

Definigao 12. Seja f: Q@ C R" — R uma funcao continua e @ C R", um conjunto convexo

nao-vazio. Entdo o envelope convexo de f € qualquer funcdao F tal que:

1. F(z) € convexa em Q;
2. F(x) < f(z), Vo e Q

3. Se h(x) é uma fun¢ao convexa em <) tal que h(x) < f(x), ¥V x € Q, entdo h(z) < F(x), Vx €
Q.
Geometricamente, F' é precisamente a funcao cujo epigrafo coincide com a casca convexa
do epigrafo de f.

Da defini¢ao acima, o envelope convexo de uma fun¢ao é o melhor subestimador convexo
da funcao no conjunto convexo ). De maneira similar, o envelope concavo de uma fungao
sobre um conjunto convexo €2 é definido como o melhor sobre-estimador da funcao em €. A
cada problema de otimizacao nao-convexo com conjunto factivel convexo pode-se associar um

problema convexo cujo valor 6timo ¢ o mesmo do problema original.

Teorema 9. Considere o problema

minimizar f(x)

s.a z € Q.

no qual 2 T R"™ € um conjunto convero compacto. Seja F um envelope convezxo de f sobre €.

Entao,

f*i= min {f(z) 12 € Q} = min {F(x): 2 € Q}

{yeQ: fly =frcl{yeQ: Fly) =f}
Prova: Por defini¢ao, F(x) < f(z), Vz € Q. Portanto

min {F(z) : z € Q}< f*.
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A funcao constante igual a f* é uma funcao subestimadora convexa de f. Pela definicao de

envelope convexo, temos que F(x) > f* Vz € ) e assim
min {F(z) : z € Q}> f*.

A segunda parte pode ser provada por contradi¢ao. Seja x* um minimo global de f em €, e

suponha que z* nao ¢ um ponto de minimo global de F' em ). Seja y* um ponto de minimo
global de F' em (2. Entao,

F(y") < F(a") < J"

Considere agora a funcdo H(z) = max {f*, F(z)}. Entdo, H é convexa, f(x) < H(z) e
H(z) > F(x), Vo € Q. Mais especificamente, H(y*) > F(y*), o que contradiz o fato de que
F(z), o envelope convexo, é a maior fungao subestimadora convexa. Portanto F(y*) = F(z*) e

x* minimiza globalmente F'(z) sobre €. O

O teorema anterior sugere a possibilidade de resolver um problema nao-convexo através
da resolucao de um problema convexo cuja fungao objetivo é um envelope convexo da fungao
objetivo original. A dificuldade, no entanto, é que encontrar o envelope convexo de uma fungao

é tao dificil quanto calcular seu minimo global.

Existem inimeros métodos destinados a resolucao de problemas convexos. A natureza
da funcao objetivo f e do conjunto de factibilidade €2 dita quase sempre a escolha do método
mais apropriado. Se, a excecao da hipotese de convexidade, o problema nao apresenta nenhuma
outra propriedade importante, por exemplo, diferenciabilidade, entao uma das alternativas sera
utilizar métodos de planos de corte. Um procedimento basico é descrito a seguir. Para facilitar

a notacao, assume-se que {2 é descrito por uma tunica restricao funcional, na forma,
Q:={xeR" : g(x) <0},

no qual g : R" — R.

Suponha que nos pontos x!, 22, ..., z* tenham sido encontrados: a) os valores

f(xh), f(2?),..., f(@¥) eg(xt),g(z?),. .., g(a*) e b) no mmimo um subgradiente de f e g em cada
ponto, f1 € af(xt), f2 € of(z?),..., fF € of(a%),g' € dg(at),g* € dg(?),...,g" € dg(zF).

Observe que os pontos z!, 2%, ..., 2 ndo precisam ser factiveis.

A partir dessas informacoes, obtém-se funcoes lineares por partes que representam os

limitantes inferiores da funcao objetivo e da restricao na iteracao k, isto é,

f(@) = fo(z) = max {f(2") + (f)" (z — a")},

1<i<k

o(x) > gula) = mavx {gla’) + ()" (w — ),
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no qual a propriedade de que cada subgradiente fornece uma funcao suporte para f e g foi
explicitamente utilizada. Uma vez que gi(z) < g(z), Yz € R", a funcdo g; fornece uma

aproximagao externa do conjunto de factibilidade, ou seja,

QCQ ={reR" : gylx) <0}

O método progride comparando os limites inferior e superior para o valor 6timo da funcao
objetivo, f*, os quais podem ser estimados através de

Lk: inf fk(x)a

z€Qy
Uy = miin {f(2")}.

A idéia é que os limitantes sejam melhorados ao se incorporar as informacoes de um novo

k+1

ponto "7, de forma que

Ly < Lpyy < f* < Upy1 < U,

fazendo com que a seqiiéncia de pontos gerada convirja tanto do ponto de vista de otimalidade
quanto de factibilidade, isto é, klim flz®)y = fre klim sup g(z*) <0.
—00 —00
Uma caracteristica importante dos métodos baseados em planos de corte é resolver

problemas de otimizacgao nao-lineares através de uma seqiiéncia de problemas lineares.

2.3 Consideracoes Finais

Um tratamento completo para a maior parte dos topicos abordados neste capitulo pode
ser encontrado em [Horst & Pardalos, 1995]. Veja [Rockafellar, 1970] e [Boyd & Vandenberghe,
2004] para um estudo aprofundado sobre convexidade. Condigoes de otimalidade e métodos
de otimizagao para problemas de programagcao matemadtica (linear e nao-linear) sao estudados

em [Luenberger, 1984], por exemplo.
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Programacao Multiobjetivo via Projecao

Problemas multiobjetivos consistem na otimizagao de um vetor composto por funcoes
objetivos, escolhidas como forma de avaliar o impacto das decisoes factiveis do problema de
acordo com diferentes indices de desempenho. Neste capitulo as principais defini¢oes, formas de

caracterizagao e propriedades de problemas multiobjetivos sao apresentadas.

3.1 Formulacao e Conceitos Basicos

A otimizacao multiobjetivo se distingue de todos os demais ramos da teoria de otimizacao
quanto ao sentido que o conceito de solucdo do problema adquire. De fato, pode-se definir um
problema de otimizagao multiobjetivo como a otimizagao (neste trabalho, minimizagao) de um
vetor composto por fungoes escalares, escolhidas como forma de avaliar o impacto das decisoes
factiveis do problema sobre diferentes indices de desempenho. Entretanto, sabe-se que fungoes
vetoriais estao definidas num conjunto parcialmente ordenado (por exemplo, o R™), e que
portanto podem existir alternativas factiveis que nao satisfazem nenhuma relagao de ordem, do
tipo “<”; inviabilizando desta forma a utilizacao do conceito usual de solucao étima adotado em
problemas mono-objetivos (escalares). Assim sendo, a solugao do problema dependera da nogao
de equilibrio utilizada para resolver os conflitos que surgem da consideracao simultanea de vérios
objetivos. A que melhor se adapta aos problemas discutidos nesta tese é a nocao de equilibrio
cooperativo de Pareto, cuja definicao, formas de caracterizacao e propriedades bésicas sao
discutidas neste capitulo. Dado que um mesmo problema multiobjetivo pode apresentar infinitas
solugoes Pareto-6timas ou eficientes, nao comparaveis entre si, torna-se evidente a necessidade de

critérios adicionais para alcancar uma solucao final. Esses critérios adicionais sao fornecidos por

16
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um decisor que seleciona uma solucao que proporcione uma relacao de compromisso adequada
entre os objetivos do problema. Veja em [Ferreira, 1998] uma discussdao mais detalhada do

assunto.
Um problema multiobjetivo genérico pode ser formulado no espaco das wvaridveis de
decisao como
P, : minimizar f(z)

s.a z €

no qual f = (fi, fo, ..., fm) em > 2. Observe que f : 2 CR" — R™ | isto é, cada ponto x €
¢ mapeado no espaco real m-dimensional. Uma conseqiiéncia imediata deste tipo de formulacgao
é a perda do conceito usual de otimalidade, uma vez que o contra-dominio de f é um conjunto

parcialmente ordenado de acordo com a relacao de ordem “<” isto é, em geral

e f(a) < flx), VzeQnS(a*e),

sendo S(z*,¢) :={z € Q : ||lz* — z|| < €}, qualquer que seja ¢ > 0. E claro que implicita-
mente estd se excluindo a possibilidade de ocorréncia de solugoes triviais, como a representada
pela existéncia de pontos factiveis que corresponderia a chamada solucao ideal ou utépica do

problema.

Definigao 13. A solugao ideal y do problema € definida através de suas componentes como
y, = fi(e"), i=1,2,.,m,
sendo ' == argmi)rcl filz), i=1,2,...,m.
[AS

Se existisse 2* € () tal que y = f(2*), entao o problema estaria resolvido. Entretanto, a

ocorréncia de solucoes ideais em problemas multiobjetivos é rara.

Uma interpretacao 1util do problema pode ser realizada através do conceito de dominan-

cia. Para um ponto qualquer z° € , defina os subconjuntos

Qc(2”) = {zeQ: f(r) < f(a") e f(x) # f(2")},
Qx(2") = {z e fl2) = f")},
Q") = {zeQ: f(x) £ f(2") e f(x) 2 f(=")}.

Note que R" = Q_(2%) U Qs (2%) U Q. (29),V 2° € Q. Os subconjuntos Q. (z°%) e Qs (2°)
contém todos os pontos de € que, respectivamente, dominam e sao dominados pelo ponto z°
de acordo com a relagao de ordem “<”. O subconjunto 2. (z°) representa todos os pontos nao-
comparaveis a 2°. Lembrando que a formulacao do problema busca a minimizacao simultanea
de todos os objetivos e que 2° & Q_(z°), uma solugao candidata z* € Q devera ser tal que

QN Q- (x*) = (). Esta interpretacido motiva a defini¢ao seguinte.
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Definicao 14. Diz-se que x* € ) é uma solucao eficiente se nao existe qualquer outra solugao

v € Q tal que f(z) < f(z*) e f(z) # f(a").

Uma solugao eficiente (Pareto-6tima) nao é dominada por qualquer outra solucao factivel
do problema. Se z* € ) é uma solugao eficiente, entao, de acordo com a definicao, qualquer
alternativa = € () que proporcione um decréscimo em algum objetivo, relativo ao produzido
por z*, deve ao mesmo tempo levar ao acréscimo de pelo menos algum outro objetivo. Esta

propriedade € ilustrada na Figura 3.1.

efi(Q)

Figura 3.1: Interpretacao do conceito de eficiéncia.

O conjunto de todas as solugoes eficientes do problema no espago das variaveis de decisao
serd denotado por efi (€2). Assumindo que a solu¢ao do problema multiobjetivo deve ser eficiente,
o processo de otimizacao fica agora restrito ao subconjunto efi(£2). Conforme serd visto, este
subconjunto pode ser caracterizado através de problemas de otimizacao escalares. Entretanto,
os algoritmos utilizados para resolver problemas deste tipo convergem para solugoes Otimas

locais.

Definicao 15. Um wvetor x* € Q € uma solucdao localmente eficiente numa dada vizinhanca
S(x*¢€), isto €, a* € efi(Q) NS(z*,€), se existe € > 0 tal que x* € eficiente em QN S(x*,¢€).

Teorema 10. Sejam f; : Q2 C Q, 1 =1,2,...,m fungoes convezxas sobre um subconjunto convexo

Q C R". Entao toda solucdo localmente eficiente é também uma solucdao globalmente eficiente.

Assume-se no restante deste capitulo que fi, fa,..., f sdo funcoes convexas sobre um
) Y )
subconjunto convexo 2 C R". Quando esta suposicao nao é verdadeira, os resultados a seguir

téem validade apenas local.
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3.2 Caracterizacao de Solucoes Eficientes

Um aspecto bésico da abordagem de problemas multiobjetivos é a caracterizacao de
solugoes eficientes através de problemas escalares bem definidos. Assim sendo, o conceito de
solucao eficiente fica intrinsecamente associado as condicoes de otimalidade desses problemas.
As relagoes entre solucoes eficientes e problemas escalares passam a ser evidenciadas a partir

dos teoremas seguintes.

Teorema 11. Um vetor x* € efi(§2) se e somente se x* resolve os m problemas escalares

P . minimizar f;(z)
sa fl@) < fyle), VA
x e
Prova: Suponha que z* é eficiente e que portanto nao existe x € 2 tal que f(z) < f(z*) e
f(x) # f(z*). Neste caso z* resolve P;, i = 1,2,..,m. Por outro lado, suponha que z* resolve
P, 1 = 1,2,..,m, mas x* & efi(2). Entao existe x € Q tal que f(z) < f(z*) e que para
algum i, fi(z) < fi(z*). Observe que nestas circunstancias x* nao resolveria o problema P,

contradizendo a hipétese inicial. O

Uma caracterizacao alternativa pode ser dada em termos da unicidade de solugao de

algum problema P;.

Teorema 12. Se para algum i, x* € Q € solu¢ao unica de P;, entao x* € efi ().

Prova: Suponha, por absurdo, que x* €  é solugao unica de P;, mas nao é eficiente. Entao
existe © €  tal que f(z) < f(z*) e f(z) # f(2*) e, em particular, f;(x) < fi(z*), o que

contraria a hipétese de unicidade de z*. Portanto z* € efi(12). O

A caracterizagao de solucoes eficientes através de problemas do tipo P;, i = 1,2,..,m é
interessante do ponto de vista teodrico por induzir o desenvolvimento de condicoes analiticas para
eficiencia. Entretanto, do ponto de vista pratico, esta caracterizacao tem pouca utilidade no
sentido de gerar solugoes eficientes. A geragao de todo o conjunto efi (2), independentemente da

natureza do problema considerado, é teoricamente possivel tendo em vista o resultado a seguir.

Teorema 13. Se z* € Q € eficiente, entao existem um inteiro k € I := {1,2,..,m} e nimeros

reais €;, 7 =1,2,..,m (j # k) tais que x* resolve

Pi(e) : minimizar fip(z)
s.a fi(x) <e;, Vj#k.
r e

onde € estd definido em E := {€ = (€1, .., €k—1,€ks1, - m) : Q(€) £ 0} e

Qu(e) :={z € Q : fi(z) <e;, Vj#k}
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Prova: Defina ff = fi(z*), i = 1,2,..,m e suponha que z* nao resolve o problema acima
para nenhum k£ € [ e numeros reais €;, j = 1,2,..,m (j # k). Neste caso, para k = 1 e
e = ff, j=2,3,..,mdeve existir 2° € Q tal que f.(2°) < fi(2*) e f;(2°) < f7, 0 que contradiz

a hipdtese de que z* é eficiente. O

Variando-se convenientemente € em &, é possivel agora gerar todo o conjunto efi(2).
Porém nem toda solugdo do problema escalar Py(e) é eficiente, o que é previsivel dadas as
similaridades entre os problemas Py(¢) e P;. As condicoes suficientes para que, sendo solugao

do problema Py (€), uma decisdo factivel z* seja eficiente estdo resumidas no teorema seguinte.

Teorema 14. Dado € € &, a solu¢ao x* de Py(e) € eficiente se

i) x* € a solugdo unica de Py(€) para algum k;

i1) x* resolve Py(€) para todo k € I.

Prova: Seja z* a solucao tnica de Py(€) para algum k. Neste caso, 2* é tambem solucao tnica

do problema P

minimizar fi(z)

5.2 filw) < fi(@®), Vj # k.
x €

e em vista de resultados anteriores, x* é eficiente. Por outro lado, suponha que z* é eficiente,

mas nao resolve Py (e) para todo k € I. Assim sendo, existe um k* tal que =* ndo resolve

Py(€) : minimizar fi«(x)

s.a fi(z) < fi(@*), Vj# k.
r e

contradizendo z* € efi (€2). O

A caracterizacdo de solugbes eficientes através dos problemas Py(€) possui algumas
limitagoes de ordem pratica. Verificar a otimalidade de z* com respeito a m problemas de
otimizacao pode exigir consideravel esforco, principalmente devido a agregacao de m—1 objetivos
as restricoes originais. Estas novas restrigoes podem modificar substancialmente a natureza do

problema de otimizacao.

Neste aspecto, uma caracterizacao alternativa baseada na combinacao linear dos objeti-

vos mostra-se mais atrativa.

Teorema 15. Assuma que f;, © = 1,2,...,m sao funcoes convexas sobre um subconjunto

convexo 2 C R. Seja x* € Q solugao de

Pw : minimizar (w, f(zx))
s.a x €
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para w € RY' dado. Entdo x* € uma solugdo eficiente do problema multiobjetivo se
1. z* € a solucao unica de Py, ou
2 w; >0, i=12 . m.

Reciprocamente, se x* € efi(§2), entao existe w € R tal que x* € solucao de Py .

Prova: Considere o primeiro caso. Se z* é a solucao unica de Py, por definicao

(w, f(x*) — f(x)) <0, VreQ.

Suponha que z* nao ¢ eficiente, isto é, que existe x € Q tal que f(z) < f(z*) e f(z) #
f(z*). Como w > 0, isto implicaria contradizer a unicidade de solugdo de x* e portanto x* é
eficiente. A demonstracao para a reciproca do Teorema pode ser encontrada em [Yu, 1985].
O

Como a solugao de Py nao se altera quando a funcao objetivo é dividida por uma

constante positiva pode-se considerar, sem perda de generalidade, que

Observe que o problema Py nao altera a classe de modelos tratados, isto é, a natureza das
restricoes e da funcao objetivo de Py, é a mesma do problema multiobjetivo original. O mesmo
nao ocorre com o problema Pj(€), uma vez que as e-restrigoes podem alterar a natureza do
problema, caso as restricoes originais sejam lineares e as funcoes objetivos nao-lineares. Dentro
deste contexto, a escolha de Py é a mais natural no caso de problemas convexos, ficando o
problema Py(¢) reservado para os casos em que a hipétese de convexidade nao estd presente.
Veja [Ferreira, 1998].

3.3 Abordagem por Projecao

Os conceitos e resultados sobre otimizagao objetivo apresentados até o momento foram
discutidos a partir da formulacao do problema no espaco das variaveis de decisao. Este tipo
de formulagao é natural e possui implicagoes tedricas e praticas fundamentais. Entretanto,
interpretagoes geométricas importantes e resultados adicionais podem ser obtidos com a formu-
lagao do problema no espaco dos objetivos. Neste sentido, seja Y = f(2) a representagao do

mapeamento do subconjunto €2 no espaco dos objetivos:

Y={yeR" : y=f(z), x € Q}.
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O problema multiobjetivo pode ser formulado de forma equivalente como

P, : minimizar y
s.a yey.

e o conjunto de solugdes eficientes associado é efi(Y) = f(efi(Q2)).

Ignorando momentaneamente que este ultimo problema é apenas uma abstracao ma-
tematica, a formulag¢ao no espaco dos objetivos poderia oferecer vantagens importantes sobre
a formulacao no espago das varidveis de decisao no que diz respeito a dimensao e a natureza
do espaco no qual o problema seria tratado. Observe que 2 C R" e Y C R™ e, em geral, o
nimero de objetivos m é pequeno. Neste caso, a abordagem do problema baseada no espaco
dos objetivos traria beneficios computacionais consideraveis. Além disso, o conceito de solugao
eficiente fica muito bem caracterizado em termos geométricos através da formulagao no espaco

dos objetivos.

Proposicao 4. Se y* € efi()), entdo y* € Y.

De fato, supor que y* € int()) permitiria definir uma vizinhanga S(y*,€) entorno de
y*, e qualquer ponto y € S(y*,€) da reta que une y* a origem do R™ seria tal que y < y*,
contradizendo a hipdtese de y* ser eficiente. Conseqiientemente, y € 9) .

O problema Py, possui uma interpretagao geométrica importante no espago dos objetivos,

conforme ilustra a Figura 3.2.

<w,y>= 0,

<w,y>= a,

Figura 3.2: Interpretacao do problema Py .

O problema pode ser reescrito como

Py : minimizar (w,y)
s.a yey

0

Sejam 1° € Y uma solucao 6tima do problema Py e o’ o valor minimo associado.

Observe entao que H := {y : (w,y) = a°} define um hiperplano suporte a Y no ponto °,
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uma vez que (w,y°) = a’e (w,y) > a’ Vy € Y. Em outras palavras, ) estd contido no

semi-espaco fechado H> determinado por H. Se ¢° é a tnica solugao de Py e/ou w € R},
entdao y° € efi(Y).

Se qualquer solucao eficiente admitisse um hiperplano suporte, entao variando-se pa-
rametricamente w € W, todo o conjunto efi()) poderia ser gerado através de Py . Isto
certamente ocorreria se ) fosse um conjunto convexo. Infelizmente, nada se pode dizer quanto

ao mapeamento ) = f(2) preservar a convexidade do problema original.

O problema multiobjetivo admite uma formulagao convexa equivalente no espago dos

objetivos. Nesta nova formulagao, a regiao de factibilidade para os vetores y é redefinida como
YV+D:={c€R" : ¢=y+d, ye)y, deD},
no qual D é o cone convexo
D:={deR™ : d>0}.

O conjunto Y + D preserva a estrutura eficiente do conjunto ), como demonstrado a seguir.

Teorema 16. efi()) = efi(Y + D).

Prova: Suponha que y* € efi(Y), mas y* & efi() + D). Entdo existem elementos y € Y
ed € Dtaisque y+d < y*ey+d # y* oque implica y < y* e y # y*, isto é, que
y* & efi()), contradizendo a suposicao. Portanto, efi()) C efi (Y + D). Por outro lado, assuma
que y* € efi(Y + D), mas y* & efi()). Neste caso, existe y € Y tal que y < y* ey # y*, e
conseqiientemente, existe d € D, d # 0, tal que y +d < y*, isto é, y* & efi(Y + D), o que
contradiz mais uma vez a suposigao. Logo efi(Y +D) C efi(Y) e assim efi(Y +D) = efi(Y). U

Além de preservar a estrutura eficiente de )), o conjunto ) + D possui a importante

caracteristica de ser convexo, o que nao necessariamente ocorre com ).

Teorema 17. Sejam f; : Q@ C X, i = 1,2,...,m fungoes convexas sobre um subconjunto

convezo 2 C R"™. Entdo o conjunto Y + D ¢é convexo.

Prova: Sejam y',y* € Y+ D. Especificamente, y* = f(2*)+d*, k =1,2, com 2* € Qe d* € D.
Entéao para qualquer « € [0,1],

ayt +(1—a)y? = af(z’)+ 1 —a)f(@®) +ad + (1 - a)d?,
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A desigualdade surge da convexidade das funcgoes e as igualdades subsequentes sao
obtidas para algum d, > 0 apropriado. Como d, +d* € D, d, + d*> € D e D é um conjunto
convexo, segue que a combinacao convexa de quaisquer dois pontos de ) + D pode ser sempre

escrita na forma y + d, com y € ) e d € D. Portanto ) + D é um conjunto convexo. 0]

Como qualquer conjunto convexo, Y + D pode ser representado pela intersecao de todos
os semi-espagos fechados que o contém, o passo seguinte é substituir a regiao de factibilidade de
P, pelo conjunto Y +D. O problema resultante é convexo e serd equivalente a P, se for possivel

garantir que pelo menos uma soluc¢ao do problema original ¢é eficiente.

A minimizacao indicada em P, sugere que melhores solucoes sao obtidas quando y
apresenta menores valores. Uma maneira de expressar esta propriedade é definir uma funcao de
preferéncia F' : Y — R, continua e nao-decrescente em relagao a y € ), isto é, dados dois pontos
yty? € ), entao F(y') < F(y?) sempre que y* < y% O sentido da introducao da funciao de
preferéncia ¢ assegurar que se y* € ) resolve P, de acordo com algum critério adicional, entao
existe uma funcao F que quando minimizada sobre ) fornece y* como uma de suas possiveis

solucoes. Desta forma, P, poderia ser substituido pelo problema

Pr: minimizar F(y)
s.a yey.

e o resultado de interesse demonstrado através do teorema seguinte.
Teorema 18. Pelo menos uma solucao de Pr € eficiente.

Prova: Suponha que y* é uma solucao 6tima de Pr e que y° é uma solucao étima do problema

auxiliar

m
minimizar Z Y
i=1 .
s.a yi <y, j=12,...,m.

yey.

Entao y° € efi()). Caso contrdrio, a otimalidade com relacao & soma das componentes

de y seria falsa. Como 3° < y*, a solugdo factivel y° também resolve P, pois
F(y") < F(y"),
dado que por definicao F' é uma funcao nao-decrescente. 0

Dado que pelo menos uma solucao de Pr ¢ eficiente, pode-se aumentar a regiao factivel

de Pr de Y para Y + D, obtendo-se o problema convexo equivalente

Pr: minimizar F(y)
s.a yeY+D.
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no qual a designacao Pr foi mantida por simplicidade.

A solucao de Pr pode ser conduzida através de um método cléssico de planos de corte.
Se y° € YV + D, entao existe um hiperplano H do R"™ separando 4° de ) + D, e um dos semi-
espacos gerados por ‘H contém ) 4 D. Suponha que um certo niimero destes semi-espacos, por
simplicidade representados como H!',H?2, ..., H*, tenha sido determinado. Uma aproximacao

de ordem k para o problema seria

PE: minimizar F(y)
s.a y e (Y +D)F=nk H.

Seja y* uma solugdo 6tima de Pk. Se y* € Y + D, entdo pode-se encerrar o processo.
Caso contrario, se y € Y + D, obtém-se um semi-espaco adicional H*!, no sentido de melhorar
a aproximagao anterior e a estimativa do valor étimo da fungdo F. Observe que efi(Y) =
efi(Y +D) C (Y + D)*, para todo k = 1,2,.... Una tarefa essencial no sentido de resolver Pr
através de aproximacoes por semi-espacos é verificar se y* € ) + D. Neste ponto, referéncias

ao espaco das decisoes sao inevitaveis.
Proposicao 5. YV + D = F, sendo

F={yeR™ : f(z) <y, para algum x € Q}.

Prova: Note que em F, os vetores y podem ser representados como y = f(x) + d, sendo que
flz)eYedeD. O

O teste de pertinéncia de um dado y em relacao a F é entao viabilizado através de um

resultado geral de otimizacao convexa.

Lema 1. y € F se e somente se y satisfaz o sistema de infinitas desigualdades lineares

ing(w,f(x) —y) < 0, YweW.
[AS

Supoe-se que no lado direito da desigualdade, o infimo é obtido em €2 para cada w € W.
As condigoes suficientes para que isto ocorra dependem de propriedades do R", das funcoes
fi, f2, ..., fm € do conjunto Q C R"™. Um modo pratico para se testar a pertinéncia de um dado

y € R™ em relagao a F é introduzido no teorema a seguir. Por conveniéncia, define-se

z(w) = argmin (w, f(z) — y).

e
Teorema 19. y € F se e somente se
O(y) := sup inf (w, f(z) —y) <O0. (3.1)
weW TEQ
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Prova: Suponha que y € F. Entao existe um w® € W tal que

(", fz(w®) —y) >0,

e portanto
O(y) = (v’ flz(w®) —y) > 0.

Por outro lado, se y € F entao aplica-se o resultado do Lema 1, em particular para

w € YW que maximiza o lado esquerdo da desigualdade, o que completa a prova. ([l

Na pratica, as desigualdades de que trata o Lema 1 devem ser entendidas como restricoes
aos valores que a variavel y poderd assumir. Em outras palavras, o conjunto de solugoes factiveis

de Pr passa a ser representado como

(w,y) > ;Ielgf)<w,f(x)>, wE W.

3.4 Algoritmo Basico

Problemas de otimizacao que envolvam um grande ntimero de restricoes sao adequada-
mente resolvidos através de técnicas de relaxacao. Assim, define-se um subconjunto inicial de
restrigoes e resolve-se o problema relaxado. Caso o problema relaxado nao possua solucao fac-
tivel, o mesmo ocorre com o problema original e encerra-se o procedimento com esta conclusao.
Caso contrario, obtém-se uma solucao étima para o problema relaxado e verifica-se se a solucao
satisfaz todas as restricoes ignoradas. Se satisfizer, uma solucao 6tima do problema original
tambem terd sido encontrada. Caso contrario, determina-se quais restrigoes foram violadas,
agregando-as ao subconjunto de restricoes a ser considerado numa préxima iteracao. Este
procedimento bésico pode ser refinado do ponto de vista computacional removendo-se restrigoes

inativas numa dada iteragao, por exemplo.

No caso de problemas com infinitas restrigoes, como o problema multiobjetivo Pz, o
aspecto complicante é verificar se uma solugao étima do problema relaxado satisfaz todas as

(infinitas) restrigoes ignoradas. Entretanto, quando

O(y) = (w, flz(w*) —y) > 0,

sabe-se que pelo menos uma restricao foi violada e entao

(w*y) = (W, flz(w)))
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terd sido a restricao mais violada. Um algoritmo béasico que a cada iteragao incorpora apenas
a restricao mais violada ao subconjunto corrente de restrigoes do problema relaxado pode ser

estabelecido como segue: defina F° = R™ e faca k = 0.

Passo 1. Resolva o problema multiobjetivo relaxado

minimizar F(y)
s.a y € F*.

obtendo y* € F*.

Passo 2. Encontre O(y*) = (w*, f(z(w"))—1*) sendo que (xz(w*), w*) é a solucao do problema
representado no lado esquerdo de (3.1) para y = y*. Se O(y*) < ¢, onde € > 0 é uma
tolerancia pré-especificada, entdo y* resolve o problema no espaco dos objetivos e x(w¥) €

Q) resolve o problema no espaco das decisoes. Caso contrario, defina
FHl={y e F* : (why) > (", flz(w")},

faca k < k + 1 e volte ao Passo 1.

Na prética, é sempre conveniente considerar 9 := {y € R™ y<y< 7}, onde y
é a solugao utépica do problema e y é um limitante superior suficientemente grande para nao

excluir possiveis solugoes eficientes do problema.

A prova de que a sequéncia {y*} gerada pelo algoritmo converge para um ponto limite
y* pode ser conduzida através de argumentos gerais aplicdveis a convergéncia dos métodos de
planos de corte. A demonstracao de que o ponto limite de {y*} resolve o problema multiobjetivo

¢é apresentada a seguir.

Teorema 20. Seja y* o ponto limite da sequéncia {y*} gerada pelo Algoritmo Bdsico. Entdo

y* resolve Pr.

Prova: Seja {y*}, | € N, qualquer subsequéncia de {y*} que convirja para y*. Numa iteragao

arbitraria k;, a tltima restricao incorporada a F* pode ser escrita como
0 > <wkl7f('rkl> - ykl> + <wkluykl - y>7 Y€ Fkla

ou
0 > O + W y" —vy), yeFh,

e para ky com I’ > [, a inequacdo anterior deve ser satisfeita para y*, isto é,

Oy™) < (wh,y" —yM),
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implicando que O(y*) < 0, uma vez que |[w*| < 1,V € N e [[y* —y*|| — 0 quando | — co.
Em outras palavras, y* € F. Seja F* o valor étimo de F. Como F C F*, Vk € N, entao
F(y*) < F*, Vk € N. Assim, pela continuidade de F, tem-se que F(y*) < F*, e portanto, y*

resolve Pr. O

Problema min-max
No Passo 2 do Algoritmo Basico, o valor da funcao © é obtido resolvendo-se o problema

do tipo min-max

maximizar ¢(w)
s.a weW.

sendo
ow) = inf (w, f(x) ~ y).

Por sua vez, o infimo sobre x € €2 é obtido resolvendo-se o problema paramétrico

Py : minimizar (w, f(z)), we W
s.a x € Q.

Um método classico de planos de corte pode ser usado para resolver o problema min-max

e assim obter-se o valor ©(y). O método baseia-se em propriedades importantes da fungao ¢.

Proposicao 6. A fun¢io ¢(w) = ingf)(w, f(z) —y) € concava sobre o conjunto convero W.
re

Prova: Seja w = aw' + (1 — a)w? com w',w? € W e a € [0,1]. Entao,

dlow' +(1—aw’) = inflow’ +(1-a)u®, f(z) ~y)
inf {aw', f() =y) + (L= ) (u?, f(2) =)}
o inf (w', [(2) =) + (1 - ) inf (u?, f(2) 1)

ad(w') + (1 — a)p(w?).

vl

v

OJ

A funcdo ¢ é concava, mas nao necessariamente diferenciavel sobre WW. O teorema a
seguir indica como obter os subgradientes de ¢ necessarios a implementacao de um método de

planos de corte.

Teorema 21. Seja Op(w®) o subdiferencial de ¢ e Q(w®) o conjunto solugao de Py no ponto

w® € W, respectivamente. Entao

f(x) —y € 9p(w®), V€ Qu’).
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Prova: Por definicao,

$(w) < o(w’) + (¢™)" (w — w’), Yw,u’ €W.

no qual ¢* € R™ é um subgradiente de ¢ no ponto w®. Por outro lado,

¢(w) < <w,f(:v) - y>7 Va € Qa

p(w”) = (W’ f(z) —y), Yz e Qu).

Tomando x € Q(w®) e subtraindo as duas tltimas expressoes, obtém-se,

IN

S(w”) + (f(z) —y,w —w’)
$(w”) + (f(z) —y)" (w —w’),

e portanto f(z) —y € dp(wP). O

$(w)

IN

Lembrando que cada subgradiente determina uma funcao suporte linear no ponto consi-

derado, pode-se construir uma aproximacao linear por partes para ¢ na forma

¢"(w) = min {(w, f(z(w')) —y)},

1<i<k

onde k é o nimero de pontos considerados. A Figura 3.3 ilustra o processo de aproximacao de

¢ através de fungoes (hiperplanos) suportes.

Figura 3.3: Aproximagao da funcao ¢.

O problema de maximizacao de ¢* sobre w € W é entao substituido pelo problema linear
nas variaveis (w,o):
maximizar o

S.a o
w

M IA
=
=
=
g@ .

|
=
-~

I
\‘P—‘
no
“W
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k1 ok+1) a solucao encontrada. O problema de minimizacio é resolvido para

Seja (w

k+1

w = w"" e a restrigao linear correspondente é agregada ao problema anterior com k substituido

por k+ 1. Uma vez que o**! é um limite superior para ¢(w**!), o método convergird quando

k+1

"t — ¢(wht1) < ¢, para algum k e uma tolerancia pré-especificada € > 0.

Um aspecto a ser destacado é que, através da abordagem por projecao, a solugao do
problema multiobjetivo pode ser obtida a partir de uma seqiiéncia de problemas formulados
no R™, independentemente das funcoes f1, fa, ..., fm € do subconjunto Q2 C R" sobre o qual
estas funcoes estao definidas. As caracteristicas particulares de cada classe de problemas sao

relevantes apenas no que diz respeito a solucao do problema paramétrico

Py : minimizar (w, f(z)), w e W
s.a x €.

uma vez que cada classe de problemas impoe condi¢oes de otimalidade especificas e fornece

métodos numéricos apropriados para se obter solucoes 6timas para Py .

3.5 Consideracoes Finais

Este capitulo apresentou defini¢coes, formas de caracterizacao e propriedades basicas dos
problemas multiobjetivos. Uma atencao particular foi dedicada na formulagao do problema no
espaco dos objetivos, uma vez que esses conceitos serao retomados no Capitulo 5. A formulacgao
do problema no espago dos objetivos é usual na literatura de otimizacao multiobjetivo e quase
sempre tem fins didaticos, auxiliando em interpretagoes geométricas importantes. Veja, por
exemplo, [Chankong & Haimes, 1983] e [Ferreira, 1998].



4

Programacao Geométrica Generalizada

Duas classes de problemas de otimizacao cujas aplicacoes sao vastas em Engenharia serao
discutidas neste capitulo. A denominagao Programagao Geométrica ¢ devida a relagao existente
entre as médias geométrica e aritmética de n nimeros positivos. Um algoritmo de otimizagao
global baseado na técnica de branch-and-bound é apresentado com vista a obtencao de uma

solugao minima global para problemas geométricos signomiais.

4.1 Programacao Geométrica Posinomial

Programacao Geométrica é uma técnica desenvolvida para resolver problemas algébricos
de programacao nao-linear. Os algoritmos de Programagao Geométrica tém sido recentemente
melhorados e atualmente sao ferramentas poderosas para resolver problemas importantes em
Engenharia. A Programacao Geométrica surgiu com [Zener, 1961]. O matemdtico Richard
Duffin, comprometido com o desenvolvimento da teoria de dualidade, solidificou a proposta
de [Zener, 1961] aplicando-a em suas teorias. Veja [Beightler & Phillps, 1976].

O desenvolvimento matematico da Programacao Geométrica estd baseado na relacao de
desigualdade entre somatorios e produtorios de niimeros positivos. Este desenvolvimento teérico
chamado Programacao Geométrica é também conhecido como Programacao Posinomial. Um

problema de Programacao Geométrica (PG) apresenta a seguinte forma geral:

31
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PG: minimizar f(x)
S.a gz(«r)ély i:1727“‘7p7
2, >0, j=1,2,...,n.

Um posinémio g;(z) é uma fungdo composta por monoémios T} do seguinte tipo:

n

QA
Tk:akaj ’ (41)
=1
no qual oy, > 0 e aj, 7 =1,2,...,n sao nimeros reais. Como = > 0 obtém-se T}, > 0. Assim,

a funcao objetivo e as restrigcoes podem ser escritas como

keJ;

J()UJ1U"'UJP22{1,2,...,P}.

O conjunto Jy descreve os termos (mondémios) da fungdo objetivo e os conjuntos J;
com ¢ representando uma restricao do problema, descrevem os termos de cada restricao. Esses
conjuntos sao conjuntos mutuamente disjuntos; P representa o ntumero total de termos do
problema, p niimero total de restricoes e n o niimero de varidveis do problema. Duas trocas de
variaveis baseadas nos conceitos de dualidade lagrangeana serao efetuadas, visando a obtengao

de um problema convexo equivalente.

Aplicando-se a transformacao logaritmica nas variaveis do problema original, obtém-se,

yj :=1In(z;), 7=1,2,...,n.

Logo x; = exp(y;) e

Tk = Qg Hexp(yj)“’“f =apexplajy), k=1,2,...,P, (4.2)
j=1
em que ai := (ag1, a2, ..., a), k=1,2,..., P e (.)7 indica transposigao.

Obtém-se a seguinte formulacao do problema, denominada de Problema Geométrico
Equivalente (PGE):
PGE : minimizar In[F(y)]
s.a In[G;(y)] <0, i=1,2,...,p,
yeR"
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F(y) = Z Tk, (4.3)

Gi(y) :== ZTk, i=1,2,...,p. (4.4)

Lema 2. Dado um problema de Programagdo Geométrica Posinomial (o positivos), o problema
equivalente obtido através da transformacgao logaritmica é convexo, pois F(y) e Gi(y), i =

1,2,...,p sao fungoes convezas sobre y € R"

Pelo Teorema da Dualidade Forte, cujo enunciado e demonstracao encontram-se em
[Bazaraa et al., 1993], ndo existe gap de dualidade no problema geométrico e o dual lagrangeano
¢ dado por

DL: maximizar {#(u) s.a u >0},

no qual f(u) := min L(y,u). Assim, a fungao Lagrangeana L(y,u) é dada por
y

L@wy:mmm+§:mmgwn (4.5)

Dado u > 0, o minimo do Lagrangeano é encontrado quando V,L(y,u) = 0. Logo, o

dual lagrangeano é equivalente a

maximizar {L(y,u) s.a V,L(y,u) =0, u>0, y € R"} (4.6)
Para simplificar a expressao (4.5), calcula-se o gradiente da fungao Lagrangeana:
p
VyLy,u) = VI[F(y)]+ ) wVh(Gi(y).
i=1

V@) N~ VGiW)
Fly) = " Gily)’

1 o
= T > mear + 2; Gi(y) [,; Tkak] |

keJo 1=

Neste momento, aplica-se a segunda transformacao de varidaveis. Para isso define-se

01,...,0p de acordo com,

ked, i=1,2,....p.
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Existe a necessidade de se tratar o argumento y como uma variavel implicita, suprimindo-
a na dependéncia de F, Gy, 7, 6, 1 =1,...,p, k=1,..., P. O problema (4.6) pode ser reescrito
em termos das varidveis (0, ), eliminando a variavel y do problema. Das expressoes (4.3) e (4.4)
obtém-se
ddk=1e Y G=u, i=12..p (4.7)
keJo keJ;
Estas restrigoes sao chamadas de restrigoes de normaliza¢ao. Usando as equagoes (4.3),

(4.4) e (4.5) pode-se concluir que

vyL(ya U) = Oa
1 U;
—_— Z TrLaE + Z — [Zmak] =0,
F(y) kedo kedi Gily) ked;
Z (5kak + Z 5kak = 0,
keJg keJ;

P
k=1

As tltimas restrigoes de (4.8) sdo conhecidas como restrigoes de ortogonalidade. Para

concluir a construcao do problema transformado, lembre-se que
p

L(y,u) :=In[F(y)| + > u;In[G;].
i=1

Tendo em vista as relagoes (4.2), (4.7) e (4.8), considere o termo u; In|G;(y)] para i €

{1,...,p}. Assumindo que u; > 0, cada um desses termos pode ser escrito como

w;In[G;] = w;In(u;) + uw; In(G;) — u; In(w,)

= wu;In(u;) + u;In {% (u; > 0)

Uy

__Gi

= wu;ln(u;) + Z 0 In U_z]
ked; -

.

= ln(ui)—l—z&fln 5_}
| O

keJ;

o [y, exp(agy)
= w;In(u;) + kezj 0 In 5—k

= w;In(u;) + Z 0 In ?—:} + Z Oragy

keJ; - keJ;

= w;In(u;) + Z5k In 5—k] )

keJ;
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Do mesmo modo, o termo In[F(y)] pode ser escrito como

[F] =3 6 n [2‘—:] .

kedo

Obtém-se entao o Problema Geométrico Dual Equivalente (PGDE):

P P
PGDE : maximizar Z(Sk In [%1 + Zul In(u;)
k
k=1

i=1

P
s.a Z Spak = A6 =0
k=1

> =1

keJg

Z(Sk:ui, i=1,2,...,p

keJ;

6, >0, k=1,2,...,P
UZEO, 221,2,,]?

Observe que o PGDE é um problema convexo do ponto de vista da programagao nao-

linear: a fungao objetivo é concava (e separdvel) e as restrigdes sao lineares.

O PGDE envolve P ntimero de termos e n variaveis. O grau de dificuldade desse problema
é definido como DD = P — (n+ 1). Quando DD = 0, resolve-se um sistema linear P x P; se
DD =1, resolve-se um problema de busca unidimensional. Como a func¢ao objetivo é concava
e diferenciavel, a solugao é simples. A medida que DD aumenta, o problema torna-se mais

complicado, porém nao tanto quanto o problema original.

Teorema 22. Suponha que (0*,u*) > 0 resolve PGDE e que o valor détimo associado € v*.

Sejam v* = (v, v3,...,0) e w* = (wi,wi,...,w

r n

*
p

restricoes de PGDE. Entao uma solucao otima de PGE é

) o0s multiplicadores étimos associados as

*

y]:’l);" j:1,2,...7n7

*

o valor étimo de PGE é v* e u* := (uj,u3,...,uy) sio os multiplicadores timos associados as
restricoes de PGE. Além disso,

x;:exp(y;)a j—1,2,...7n

resolve o problema PG.
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No momento em que a solucao 6tima do problema PGDE é encontrada, torna-se simples
encontrar a solucao 6tima para o problema original. Por outro lado, se o problema geométrico
tem uma solucao 6tima e esta é ponto interior das restricoes, entao pode-se mostrar que o
problema PGDE também possui uma solu¢ao étima (0%, u*) com o mesmo valor na fungao
objetivo v*, e que uma solucao étima do PGDE pode ser obtida resolvendo-se o sistema [Bazaraa

et al., 1993].

s .
aiy =1In ]‘ﬁ%’f”)}, ke Jy,
- (4.9)
-
apy = In u’f‘(k)éJ7 ke Jyi=12....p: u >0

Os trés problemas de otimizacao geométricos descritos a seguir e propostos em [Ruc-
kaert & Matens, 1978] s@o utilizados para fins de comparagao com o algoritmo implementado
em Matlab® versio 7.1, executando sobre uma plataforma computacional composta por um
computador Pentium IV, 2.4 GHz com 512MBytes de meméria RAM. Todos os experimentos
computacionais apresentados nesta tese foram desenvolvidos sobre esta mesma plataforma de
software e hardware. A Tabela 4.1 apresenta as solucoes encontradas adotando uma tolerancia
fixa e = 0.001.

Problema 1
minimizar ot
s.a zizy 4+ 0.505 " < 1,
0. OOl:ng 4+ 0.0125 + 0.00052924 < 1,
T1,T2,T3,Tq > 0.
Problema 2
minimizar 521 + 500002, + 2025 + 7200025+ + 1023 + 14400025
s.a 4oyt + 3225 + 120251 < 1,
Ty,T2,T3,Tq4 > 0.
Problema 3
minimizar (592209 + 58227 + 12002772 + 37027 %2, %* + 2502705 04
_}_2101‘0 62 —0 62 4 250370 40.@;0'40 + 200.1'(1)'851'20'85)
s.a 500x1_ + 50:@1{ + 50x3x1_1 + 5Ox4x1_1 <1,

T1,%2,T3,Tq > 0.
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Tabela 4.1: Comparacao das solugoes encontradas.

| Problemas | Sol. Encontrada e F.Obj | Sol. [Ruckaert & Matens, 1978] e F.Obj |
1 (82.58,87.82,8.28,1.37) 0.0121 (82.847,87.924,8.293,1.364) 0.01208
2 (108.73,85.09,204.27) 6299.1 (107.4,84.9,204.5) 6300.0
3 (749.89,0.1111,1.461,3.4249) 126.310 | (749.89,0.11114,1.46193,3.42481) 126.344

4.2 Programacao Geométrica Multiobjetivo

Esta se¢ao tem como objetivo estender conceitos e procedimentos da secao anterior para
problemas multiobjetivos. Um problema de Programagao Geométrica Multiobjetivo (PGM)

correspondente a formulacao Py discutida no Capitulo 3 apresenta a seguinte estrutura geral:

PGM: minimizar F(z) = w; fi(x) + wafo(z) + ... + Wy frn(x)
S.a gz(x)gl Z.:1727"'7p7
Z; >0,7=12,...,n.

no qual w € W,

E importante ressaltar que as quantidades J;, P, p e n definidas na se¢ao anterior acrescenta-
se a quantidade m, que define o niimero de fungoes objetivos que o problema possui e o conjunto
Ji/ com ¢ representando cada fungao objetivo do problema. De acordo com a definicao de

posinémio citada na equagao (4.1), as fungoes objetivos podem ser reescritas como:

fi(z) = Z T, )

/

keJ;

fo(z) = Z Ty m m
keJ, = F(x) = szfl(x) = Z Z w; T},

=1 keJ,
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A mesma transformagao logaritmica nas varidveis do problema original sera utilizada.

Com a mudanca de variavel, cada funcao objetivo do problema original, assume a forma

fz(l’) = Z Ty

ked;
n
G oT
= 5 akH(eyJ) i = E ay, e'RY = E Th.
keJ;  I=1 keJ; ke,

O problema de Programagao Geométrica Multiobjetivo Equivalente (PGME) pode ser escrito

da seguinte forma:

PGME: minimizar In[F(y)]

s.a In[G;(y)] <0, i=1,2,...,p,

no qual

F(y):ZZwiTk, wGW:{sz:Zwizl}, (4.10)

i=1 ke‘]z{ i=1

Gy)=>_> = (4.11)

=1 keJ;

O dual lagrangeano (DL) deste problema pode ser escrito como:
DL : maximizar { 0(u) s.a u >0},

com 6(u) := min L(y,u).
Y

O minimo da fungao Lagrangeana (4.5) é encontrado quando V,L(y,u) = 0. O gradiente

da funcao Lagrangeana é dado por

VyL(y,u) = VIn[F(y)] + Zu VIn[Gi(y)]. (4.12)

O lado direito da equagao (4.12) é composto de dois termos. O primeiro serd calculado

a seguir; o segundo foi calculado na Secao anterior. Dada a funcao,

F) =3 3wy e,

=1 ke
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seu gradiente é
m m
T
= E E w; o €% Vay = E 5 w; Ty, ay,
=1 keJ, =1 keJ]

e o gradiente de seu logaritmo,

VinF(y) = VF ZZwl T Q-

=1 geyJ;

Assim, o gradiente da fungao Lagrangeana é dado por

V,L(y,u) = Zzwma,ﬁzz ”@ [ZTkak].

z1kJ i=1 keJ; Gil keJ

Aplica-se novamente a transformacao de variaveis. Para isso, definem-se 01, d1, ...,0p de

acordo com

op=—— kel i=1,..m. 4.13

Y= F) (4.13)
U; T .

O = s ke Ji, 1= 1, ey P 4.14

$ T G) ’ .

Reorganizando as dependéncias de F, G;, 7, 0k, ¢ = 1,...,p, k = 1,..., P, a expressao (4.5)
poderad ser reescrita em termos de (J, u) eliminando a varidvel y do problema multiobjetivo. Das
expressoes (4.10) e (4.11), obtém-se

. - Wi Tk
=2 Z]: F(y)

=1 pe
Neste caso,
m m : 1 m
DI S BT ETED 3 IR
=1 ke =l keg Y Y ia keJ;
R~ 1
= Y Y s Fy) =1
Fy) = = F(y)

Logo, tem-se que

iz(skzl e > Y d=u (4.15)

=1 ker{ i=1 keJ;
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As tdltimas equacoes sao as ja mencionadas restricoes de normalizag¢ao. Usando a equagao

(4.5) e as expressoes (4.10) e (4.11), pode-se concluir que

VF(y) <~ VGiy)
F(y) i1 ’ Gi(y)

_ %iZWkWZZ u [Zmak]

i=1 e i=1 kelJ; ke

m p
.

=1 ke =1 ker-

vyL(yv U’) =

Conseqiientemente, V, L(y,u) = 0 implica em
P

> 6k ar =0. (4.16)
k=1

sendo que P representa o numero total de termos do problema.

Esta restricao é a correspondente restricao de ortogonalidade. Para concluir a construgao

do problema transformado, lembre-se que

L(y,u) :=In[F(y)] + Z u; In[G

e considere a expressao

u; In[G 225k ln( > +Zuz In(u;), (4.17)

i=1 keJ;

obtida na Segao 4.1. Falta calcular In[F'(y)] usando as equagoes (4.15) e (4.16). Como

W;iTk
5. =
tR(y)
obtém-se
In[F] = In(w;)+ In(r) — In(dx)
= In(w;) + In(ay, e*¥) — In(y)
= In(w;) + In(ay) + ai y — In(dy)
= In(w;) +1In ( > +aly.
O
Neste caso,

iZék chsk 1nw1+225k m( >+Zz5kaky,

=1 keJ =1 ke =1 ke =1 ke,
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implicando que

ZZ% In(w; +ZZ§k In (O"“) (4.18)

=1 peJ] =1 geJ;

Substituindo as equagoes (4.17) e (4.18) na expressao (4.5), obtém-se

L(y,u) = ZZ&k In(w;) +225k 1n<5k)+225k 1n<6k)+2u, In(u;)

ZlkEJ ZlkEJ i=1 keJ; =1
— Zzak 111 UJZ +Z(5k 1Il( >+ZU2 111 uz
=1 ke,

O Problema Geométrico Multiobjetivo Dual equivalente assume a forma final

maximizar ZZ(S’“ In(w; —i—de In (5 > 4—2:11Z In(u;)
k

21]{:6] =1

s.a Z(Sk ap =0,
k=1
Sy at

=1 ke

p
Zzék:uia

i=1 keJ;

5k207

Através de procedimentos analogos ao caso mono-objetivo, obteve-se um problema dual

equivalente parametrizado por w € W.

O problema geométrico multiobjetivo pode ser resolvido através do seu dual, no qual as
restricoes sao lineares e a fungao objetivo é concava. A solucao do dual fornece os valores 6timos
das varidveis (6,u). O Teorema 22 é entao usado para recuperar a solugdo 6tima do problema

primal resolvendo-se o sistema de equagoes (4.9).

A seguir sdo apresentados alguns exemplos adaptados de [Ruckaert & Matens, 1978],
sobre os quais a técnica de programagao geométrica multiobjetivo foi aplicada. Os pesos usados
na resolugao de cada problema foram w; = 0.5 e wy = 0.5 (wy + wy = 1). As fungbes objetivo e

as restricoes sao detalhadas em cada exemplo e o problema geométrico multiobjetivo assume a
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seguinte forma geral:

Problema 1

Objetivos:

Restricoes:

Problema 2

Objetivos:

Restrigoes:

Problema 3

Objetivos:

Restricoes:

Problema 4

Objetivos:

Restrigoes:

minimizar wy fi(x) + wa fo(z)
s.a gi(r) <1,
g2(x) < 1,
x> 0.
filz) = a7t
fal) = 51 + 5000027 + 202 + 7200025 + 1025 + 14400025 "
g1(z) = 2yt + 0525 < 1,
(z) =

ga(x) = 0. 001$3£L'4 4+ 0.01z9 + 0.00052524 < 1,

T1,T2,X3,Ty > 0.

fi1(x) = 5xy + 500002, + 2025 + 7200025 " + 1023 + 14400025 ',
f2 (I) =Ty 17
gi(z) = 4ot + 3225, + 12025 < 1,

1, T9,x3 > 0.

fi(z) = 168z15 + 3651.221 925 " + 365121 + 40.0002; ",
folx) = 52 4 5000027 + 205 + 7200025 " 4 105 + 144000273 ",
g1(z) = 1.04250 251 < 1,

ga(z) = 0.00035z 23 < 1,

g3(x) = 1.2527 'my + 416327 < 1,

T1,X2,T3,Ta > 0.

fi(z) = (59227 + 58227% 4+ 120027 + 3702 2,
425020407040 4 91(062,-062 4 950,040,040 4 91 0.85,-0.85)
fox) = a1,

g1(z) = 225t + 05251 < 1,

g2(z) = 0.001232, ' 4+ 0.0125 + 0.0005z024 < 1,

Ty,T2,T3, T4 > 0.
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A Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos pela técnica de PG ao se resolver os
problemas 1 a 4 com uma tolerancia fixa e = 0.001. As solugoes encontradas, o valor das

funcoes (fi(z), f2(x)) e os tempos computacionais requeridos sdo apresentados.

Tabela 4.2: Solugoes encontradas usando PG.

‘ Problemas ‘ Solucao encontrada ‘ Valor da funcao ‘ Tempo (Seg) ‘
1 (15.62,47.06,90.98,6.21) (0.06,8241.61) 0.312
2 (25.42,85.10,204.27) (9432.65,0.03) 0.0393
3 (40.96,35.08,74.31,1.52) | (487842.66,453.76) 0.344
4 (0.018,3.45,62.94,44.21) (55.05,453.05) 0.281

Técnicas de escalarizacao como as implementadas neste trabalho sao bastante utiliza-
das para gerar aproximacoes da curva de trade-off (curva de pontos eficientes) de problemas
multiobjetivos, para posterior escolha de uma solucao eficiente por parte de um tomador de
decisdes. A principal desvantagem deste método é o alto custo computacional envolvido. No
caso de problemas multiobjetivos posinomiais, esse custo é substancialmente reduzido ao se
adotar a formulacao dual. A Figura 4.1 apresenta uma aproximacao da curva de trade-off
do Problema 4, obtida resolvendo-se o dual multiobjetivo para diferentes valores de w; e ws
(w1 + wy = 1) [Oliveira & Ferreira, 2003b].

480

460 r

440

420

Fungao Objetivo 2

400

380

360
50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 1

Funcao Objetivo 1

Figura 4.1: Aproximacao da curva tradeoff.
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4.3 Programacao Geométrica Signomial

O problema de Programagao Geométrica Signomial (PGS) é caracterizado por uma
fungao objetivo e/ou restrigoes que sao diferengas de dois posinémios; o problema geométrico
signomial contém um ou mais termos com coeficientes negativos. Cada monémio do problema é
um produto de variaveis positivas, sendo que cada uma delas pode estar elevada a uma poténcia

real, multiplicado por uma constante oy, real:

n
a;
Tk = O Hfbj]k .
j=1

Assim, um posinomio g;(x) é um somatério de monémios Ty(x). Veja [Maranas & Floudas,
1997]. Agrupando-se os monémios de mesmo sinal, o problema (PGS) pode ser formulado como

o seguinte problema de otimizac¢ao nao-linear:

PGS minimizar go(z) = g4 (z) — go (7)
s.a gi(x) =g () —g; () <0, i=1,2,...,p. (4.19)

sendo

Em (4.19), z = (z1,...,,) é o vetor de varidveis positivas; g;" e g, , parai =1,...,psao
fungoes posinomiais em x; aji; sao constantes reais arbitrarias e oy sao coeficientes positivos.
Os conjuntos k;~ e k; indicam quais mondmios positivos e negativos formam os posinomios g~

e g; , respectivamente.

4.3.1 Transformagao em Diferenca de Funcoes Convexas

A funcao objetivo e as restrigdes da formulagao original (PGS) sdo geralmente fungoes
nao-convexas. Aplicando-se em (4.19) a transformacao x; = exp(y;), para j = 1,...,n, obtém-
se o seguinte problema, denotado por (DC), cuja funcao objetivo e restrigdes sao a diferengas

de funcgoes convexas:
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DC: minimizar Go(y) = G¢ (y) — G, ()
Jr

s.a Gily) =G (y) —G; (y) <0, i=1,2,...,p,
yr <y <vyi, j=12,...,n,
sendo
G:_(y) = Z QL €XP {Za]kzy]} s
kek; j=1
G;(y) = Z Q€XP {Zajkzy]} N 1= 1,2, , D
kek; J=1
Dado que yj = In(z}), é necessério que 2 > 0, para j = 1,2,...,n.

4.3.2 Limitante Inferior

Um limitante inferior para o problema (DC) pode ser obtido através da minimizagao
de uma relaxacao convexa. Tal relaxacao convexa é conseguida subestimando cada fungao
concava —G; por uma funcao linear —L;, para 7 = 1,...,p. A Figura 4.2 permite visualizar
essa situacdo. Assim, obtém-se um problema Relaxado Convexo, denotado por (RC), que

proporciona um limitante inferior para o problema (DC).

RC: minimizar G§"(y) = G§(y) — Ly (v)
5.8 GEo(y) =Gl (y) = Ly (y) <0, i=12....p,
yJLSyJSija j:1727' ) T



CAPITULO 4. PROGRAMACAO GEOMETRICA GENERALIZADA 46

sendo

G:(Z/) = Z Q| €XP {Z ajkiyj} )
j=1

kek;

kek; i=1
A _ Yieexp(Vih) — Yieexp(V;)
ik — ’
f V-V
exp(VY) — exp(Vh)
ik — 3
ERT S

n
L : L U
Y = E min(a;ry;’; kily ),
i=1

n
U _ L U
Y}k = E max(ajkiyj » QjkiY, )-
j=1

Veja [Maranas & Floudas, 1997] para detalhes sobre a obtencao das fungdes lineares

L; (y). Observe que o limitante inferior de —G}

; ., —L; (y), é composto da soma de fungdes
lineares. Claramente, quanto menor a diferenga entre a funcgao original G; (y) e a linearizacgao
L; (y), mais proxima a solugdo do problema (RC) estard da solu¢do do problema (DC). A
qualidade desses limitantes inferiores esta relacionada a forma com que termos do tipo —exp(y)

sao aproximadas por fungoes lineares dentro do mesmo intervalo [Y' £, YY].

Yy Yy

—exp(y)

-L(y)

\& \&
\& Yy

Figura 4.2: Relaxagao Convexa (RC).
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4.3.3 Reducao da Particao do Retangulo

Um limitante inferior para (PGS) pode ser obtido resolvendo-se o problema (RC). A
qualidade do limitante inferior é melhorada pelo particionamento do hiper-retangulo inicial
(ij <y; < y]U,j = 1,2,...,n.) e, em seguida, resolvendo o problema associado a cada um
deles. Para alcancar este objetivo, pode-se tentar localizar os valores maximo e minimo da
variavel y; para os quais a restri¢ao nao-linear do problema (DC) permanece factivel e o valor
da funcao objetivo é menor que ou igual ao valor atual do limitante superior, U. Para cada

j=1,2,...,n resolve-se entao

minimizar /maximizar y;

s.a Gi(y) <0,i=1,2,...,p,
GO(y)SUv
yr <y, <yy, j=12,....n

No entanto, este é um problema nao-convexo de dificuldade equivalente ao problema
inicial (DC). Pode-se entretanto resolver o problema relaxado, substituindo todas as fungoes

nao-lineares por suas respectivas relaxacoes convexas.

minimizar /maximizar y;,
s.a G (y) <0,
G(C)(WL”U (y) S U7

A Figura 4.3 ilustra a minimiza¢do/maximizagdo das varidveis y; na regiao factivel do
problema relaxado, o que leva a novos limitantes para y (limites aprimorados). A relaxagao
convexa (4rea tracejada maior) é obtida através da substituicao de toda fungao céncava por
uma fungao linear. Enquanto a restri¢ao convexa (drea tracejada menor) é criada sempre que
um ponto corrente for factivel. Conceitos relacionados a restricao convexa sera discutido com

maiores detalhes na secao 4.3.5.
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Limites iniciais I/?elaxac;ao convexa

T Restricdo convexa

Regido factivel
ndo-convexa

A

L}mites aprimorados

Figura 4.3: Redugao dos limitantes iniciais através de relaxagao convexa.

Apresenta-se a seguir os passos de um algoritmo que visa reduzir os limitantes iniciais

do problema.
Algoritmo para Reducgao de Limitantes

Passo 0. Inicializagao j' < 1

Passo 1. Resolva
minimizar

S.a

obtendo y7;
Passo 2. Atribua

L,old L
yj/ — yj’7

L *
yh =y,
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Passo 3. Resolva
maximizar ;.
s.a
Gem(y) <0, i=1,2,...,p,
Ge™(y) < U,

IN

yf Sy] Syy’ j:1’27...’n’
obtendo y%;
Passo 4. Atribua

U,old U
y]’ yj”
U *
yj/ — y]’?

Passo 5. Teste

Se 7' < n entao j' < j' + 1; volte para o Passo 1.

O algoritmo de otimizagao global branch-and-bound descrito em [Maranas & Floudas,
1997] é usado para localizar a solugdo minima global do problema (PGS). Esse algoritmo é
baseado na reducao da diferenca entre os limitantes superior e inferior do problema através da

solugao de sub-problemas de programagao convexa.

4.3.4 Algoritmo Branch-and-Bound (BB)

O algoritmo branch-and-bound é uma técnica de otimizacao global que pode ser aplicada
a problemas NP-Completos, encontrando o minimo global de uma fun¢ao nao-convexa f sobre
um hiper-retangulo Q;,; C R". O hiper-retangulo é iterativamente subdividido até que o étimo
global seja obtido com uma dada precisao € > 0. Apesar de algumas vezes demandar um elevado

esforco computacional, o algoritmo encontra uma solucao e-6tima global em tempo finito.

O método branch-and-bound pode ser interpretado como uma maneira conveniente de
gerar subdivisoes do espago de busca, utilizando limites superiores e inferiores para refinar
progressivamente as areas de interesse, evitando que todo o espaco de busca seja investigado.
Este procedimento termina quando a diferenca entre o limite superior e o inferior ¢ menor que

a tolerancia e.

No algoritmo BB aplica-se uma regra para o particionamento do retangulo inicial ();,; que
contribui para a redugao do niimero de buscas necessarias para encontrar a solu¢ao do problema.

Para um retangulo @ C Qjy;, define-se @,,;,(Q) = min,cq f(z). O algoritmo encontra @, (Qin:)
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com precisao € > 0, usando duas fungoes ;(Q) e P, (Q), definidas em {Q : Q C Qini}, tais
que CDZb(Q) S (szn(Q) S q)ub(Q)

E apresentada a seguir uma descricao basica do algoritmo BB, cujos parametros sao: k,
contador de iteracao; L denota a lista de retangulos; Ly é o limitante inferior e Uy o limitante

superior para ®,,;,(Q;) no final de cada iteracao k.
Algoritmo Branch-and-Bound
Passo 1. Inicializagao

k = 0;

Lo = {Qinit};
Passo 2. Processo de Divisao

Enquanto U, — L; > €
escolha @ € Ly, tal que Oy (Q) = Ly;

divida @) ao longo do maior lado em ), e )s;
Liy1 = (L — Q) U{Q1,Q2};
Ly = minQel;kH ‘I)lb(Q);
U1 = minger, ., Pup(Q);
k=k+1;
fim enquanto.

No processo de ramificagcdo (particionamento de retangulos) descrito acima, o nimero
de retangulos é igual ao nimero de iteracoes. Retangulos podem ser eliminados caso o ponto
de minimo nao pertenca ao retangulo considerado. Os retangulos @ € Ly, tais que Oy (Q) > Uy

sao eliminados da lista L.

O algoritmo de otimizacao global BB descrito em [Maranas & Floudas, 1997] é usado

para localizar a solu¢d@o minima global do problema (PGS).

Algoritmo Branch-and-Bound [Maranas & Floudas, 1997]
Passo 1. Inicializagao

Uma tolerancia de convergéncia €, > 0 e uma tolerancia factibilidade €; > 0 sao definidas,

um contador [ter é inicializado. Limitantes globais apropriados ijBD e ijBD para as variaveis

. ) . < - . Llter Ut
y; sao calculados através dos procedimentos da Segao 4.3.3. Os limitantes locais ;""" y; ™"

na primeira iteracao sao considerados iguais aos globais. Finalmente, os limitantes inferior e

LBD
Gy

superior e GYPP do valor minimo global Gf sdo inicializados e o ponto inicial corrente
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y©lter  factivel para o problema relaxado, é determinado através de um algoritmo baseado no
método dos elipséides [Kachian, 1979).

Passo 2. Checar a factibilidade e atualizar o limitante superior G§?"

. . . It
Se o maximo sobre todas as restricoes G; calculado no ponto corrente y;?’ “" for menor
que €y, isto €, se
c,Iter
max G;(y>"") < ey,
1=1,2,...,p
entao as restricoes sao es-factiveis no ponto corrente. O valor da fungao objetivo Gy é calculado

no ponto corrente y>*" e o limitante superior G5 PP é avaliado como segue:

G([)]BD — min (G(()]BD, Go(yc,lter>>

Passo 3. Particao do retangulo corrente

L,Iter U,Iter] j _ 17 2

O retangulo corrente [y, y;

.,n é particionado em dois sub-retangulos
(r =1,2) na forma

r L,Iter U,Iter 7 - L,Iter U,Iter 7
(7 Y1 Y1
LIt U, It L,It U, It
L,IteT ( lIte'rETJ'_ lIte'reT> ( lItererJ'_lete'rer) U,It67‘
[1ter 2 ’ 2 [1ter ’
L JIter UIter L JIter UIter
L Yn’ Yy’ . L Yy’ Yn’ .

llter

nos quais corresponde a varidvel com o maior lado no retangulo inicial,

l[ter Ullter yL,Iter)

= arg max;(y, E

Passo 4. Checar a factibilidade da relaxagao convexa (RC)
Atualize em ambos os sub-retangulos (r = 1,2) os parametros YJ’;;, Yf,ﬁ, Aji, Bjk, como

segue:

]k - § min Oé]k:zyj 7az]ky] )
j=1

]k - E max a]kzyj » XjkiY; )

7j=1
o Vhesn(v) - Viep(r})
J 9
Vi
exp(Y7) — exp(Yjp)
By, = .

U L
Yii — Y
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Se existir © = 0,1, ..., p tal que um dos limitantes inferiores
= 5 anesn (S50E) - S [ (38| i=01
kek;F J=1 kek; J=1

satisfaca
GSO””’L > GYPP ou Gfom}’L >0 para algumi=1,2,...,p,

entao, elimine o sub-retangulo correspondente e va para o Passo 6.

Passo 5. Solugao do problema convexo dentro dos sub-retangulos

Resolva o problema de otimizagao convexa (RC) em ambos os sub-retangulos (r = 1,2).

UBD
CTYO

~ Iter . . . , )
Se a solugao G;'"" é menor que o limitante superior, entao ¢ armazenado junto com a

~ r,Iter
solucao y

5ol encontrada.

Passo 6. Atualizacao do contador Iter e do limitante inferior G577

O contador ¢é incrementado,
Iter «— Iter 4+ 1,

e o novo limitante inferior é definido como o menor valor encontrado para os retangulos das

iteracoes anteriores:
LBD __ ' Iter’
GO - GO,sol ’

r! Tter’ . r, 1 o o ; . ~
sendo Gy 5, =min Gy, r=12 T =1,... Iter — L (Iter’ armazena a iteragao na qual

T4

ocorre o minimo e ' indica o retangulo associado.)

L,Iter U,Iter
s .

Passo 7. Atualizar o ponto corrente y“'*" e os limitantes do retangulo y Y

O novo ponto corrente é selecionado como aquele que leva ao minimo do Passo 6:

c,Iter __ v’ Iter’
Y — Jj,s0l

Particiona-se o retangulo correspondente (' = 1 ou 7’ = 2) para obter os novos limitan-

tes.
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Passo 8. Checar a convergéncia

Se (GYBP — GEPP) > €., vd para o Passo 2. Caso contrdrio, o ponto atual satisfaz a

condicao €.-convergeéncia e o ponto corrente € um minimo global.

G§ = Gy (yc’”e’””) no qual [Iter” = arg {Go(y®!) = GYPP 1 =1,..., Iter},
* c,Iter”
y* = yorter.

4.3.5 Busca Local Via Condensacao

Um tipo particular de transformacao baseado na desigualdade geométrica-aritmética é
chamada de Condensagao. Esta técnica foi proposta inicialmente por [Duffin et al., 1967].
O principio bésico da condensacgao é aproximar uma funcao posinomial multitermos por uma
funcao de um unico termo, isto é, por uma funcao monomial. Define-se o problema geométrico
condensado como um problema geométrico na qual todas as fungoes posinomiais tenham sido

reduzidas a fungoes de um tnico termo. Veja [Beightler & Phillps, 1976] para maiores detalhes.

Considere o problema de programagcao geométrico generalizado apresentado a seguir.

Py : minimizar go(x)
s.a gi(x) <oy, i=1,2,...,p.

n

sendo que g;(z) = Z Qg H x?’”, 1 =20,1,2,...,p. Os conjuntos J;, com cada ¢ representando
keJ; 7j=1

a funcao objetivo e todas as restricoes do problema, descrevem os termos da funcao objetivo e

de cada restricao respectivamente. Através de um substituicao direta de varidveis, o problema

Py pode ser escrito de forma equivalente como

P, ;' minimizar x
s.a zy tgo(x) < 1.
gi(r) <oy, i=12,...,p,
z; >0, j7=0,1,2,...,n.

No sentido de otimalidade, o problema P, é completamente equivalente ao problema P;,
pois ambos os problemas possuem os mesmos pontos estacionarios. Logo, o problema P, pode

ser escrito na seguinte forma padrao:

P; ;' minimizar x
s.a gi(z) <oy, i=1,2,...,p,

n
QAeqi .
sendo que g;(z) = E Qg H :17]-'” com o; podendo assumir os valores 1 ou —1.
keJ; 7=1
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Sem perda de generalidade, considere uma restricao ¢ do conjunto de restrigoes do
problema Pj e defina g;(z) = g — g; () < ;. Nota-se que g;" (z) e g; (z) sdo, respectivamente,
o conjunto de todos os termos positivos e negativos da restrigao i. Consequentemente, g;" () e

g; (x) sao fungdes posinomiais multitermos. A seguir analisa-se os dois possiveis casos para o;.
1° Caso: g; = +1
Obtém-se g;' (z) — g; (x) < 1. Define-se G (x) = g/ (z), e G; (x) =1+ g; (x).

)

Jr
Portanto, GZ(@ <1.
G; (z)
2° Caso: g; = —1

Obtém-se g;" (z) — g; (z) < —1. Define-se G (z) = 1 + g/ (z), e G; (z) = g; (z).

G/ (x)

Novamente, G (z) e G (z) sdo fungdes posinomiais; o valor de o; adotado nesta tese foi

Portanto, <1

X

o; = 1. Desta maneira, o problema P; pode ser reescrito como a seguir:

P, : minimizar x

S.a

sendo que G (z) = g (z) e G; () = 1+ g; ().
O passo seguinte é condensar o posinomio G; (z) num monoémio G; (z,T) no ponto « = T,

a partir da desigualdade média aritimética-geométrica.

z": wjx; > ﬁ x;” (4.20)
j=1 j=1

A desigualdade (4.20) ¢é verdadeira sempre que z; > 0 e w; > 0 tal que ij = 1.
j=1

. ~ . . — aj 5 . ~
Considere a funcao posinomial G; (z) = E ay, H xj'” avaliada em um ponto de condensagao
keJ; 7j=1
T e defina o peso wy, em x = T como

n
— Qi
akaj'”
_ J=1
=
— QL
> a][7"

keJ; Jj=1

Wi

A aplicagao direta da desigualdade da média aritimética-geométrica (4.20) resulta no

seguinte posinomio condensado:
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n W n W
ar [T a5 o [ [ G7 (@) i
_ _ _ 7j=1 7=1
Gz een=I]|—2—| =1l ;
keJ; keJ; a, H TOkj
7j=1

O qual se reduz a

n
E A5 O H Tk
j=1

keJd;
G; (7)

(2

. T (5
G; () 2 Gi(w,7) = Gr (@] | (T)
j=1 "
O monoémio G; (z,T) condensa G; (z) no ponto Z. Se o ponto de condensagdo T for

factivel para o conjunto de restri¢coes originais, entao

Gt
_’—(xz <1, umavez G;(z)>G; (z,T).
G; (z,7)
GF GF
Portanto, qualquer solucao factivel para l_(x) < 1 sera factivel para _’—(x)_ <1. Em
Gy (z) Gy (z,7)
geral, o inverso nao sera verdadeiro. Por fim, o problema condesado assume a seguinte forma
padrao:
P5 : minimizar xg
G (z)
s.a — <1, i=12,...,p.
G (2,7) P

O problema Ps; é um problema posinomial, pois a divisdo do posindémio G (x) pelo
monomio G; (z,T) gera posinomios. Se z é factivel para o problema condensado Ps, entdo
satisfaz o problema de programacio geométrico original: G (z) < G; (z,7) < G (x). Logo,
a regiao factivel do problema condensado esta inteiramente contida no espaco de solugoes do
problema original. Desta forma, uma solugao étima para o problema condensado é subdtima
para o problema original. Um procedimento subdtimo para resolucao de problemas signomiais

via condensacao é resumido a seguir.

Algoritmo de Condensagao

Passo 1. Reescrever o problema de programagao geométrica signomial na forma de funcao

objetivo linear, na forma de uma variavel adicional z(, e restricdes nao-lineares como razoes de
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funcoes posinomiais:

Passo 2. Condensar cada fungdo posinomial G; (z),i = 1,2,...,m num monoémio G; (z,T)

(funcao condensada), num dado ponto factivel Z;
Passo 3. Resolver o problema posinomial resultante através de técnica adequada (Segao 4.1);

Passo 4. O algoritmo termina quando a solucao corrente for igual ao ponto de condensagao.
Nao havendo convergéncia, retorna-se ao Passo 2, com a solucao atual como o novo ponto da

condensacao.

Como exemplo, considere o problema de programagao geométrica a seguir.

1
minimizar 21125 + Iglxﬂi + xf%;lx?«:
1 1.2
s.a T3 — Ty xry <1,
T1ToT3 > 5,

T1,To, X3, Tg > 0.

Este problema pode ser reescrito na seguinte forma equivalente:

minimizar To

1
_ 5 1 _ 1 2 _
s.a 2xy w1y + wy wewy wh + xg wy try wg < 1,
1
T1T5 T3

—1 9 =
1+ x5 a3

1,11
0T, Ty @y <1,

Y

T1,T2,T3,Tq > 0.

Assim, a primeira e a terceira restrigoes ja estao na forma posinomial. E necessario

condensar apenas a segunda restricao.

1
Gi(z) = Gf (z) = 22y w123 + 2y wowy ' 2f + mg 'y 22y a3
Gy(z) = G5 (z) — Gy (x), Gy(2) =maizs, Gy(w)=1+a; ai;
Gs(r) = G (z) = 5o tay gt

A condensacao de G5 (x) em x = T é igual a [Beightler & Phillps, 1976]

-z, %3 2z, toy
P ——1-9) | T2 | 1wy E] [Ty | 14eywg
G2 (l’, ZE) = [1 + Ty lxi] — — .
L2 T4
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Torna-se necessario escolher um ponto factivel = do problema original no qual a conden-
sacao sera executada. O ponto escolhido foi 7; = 10.0,7, = 0.10,73 = 5.0,74 = 2.0. Assim,

fungao condensada é dada por

G ( )_122:[,—0975 195

O problema geométrico condensado é agora descrito da seguinte forma:

minimizar g

s.a 23:51931172% + zy twgwy ot + wg te g el < 1,
0942, 2547 22719 < 1,
Sy tay tegt <1,

T1,T2, X3, Ty > 0.

Como este problema posinomial tem grau de dificuldade igual a zero, a solucao é facil-
mente obtida. A solu¢do 6tima do problema condensado (sub-6tima do problema original) é
xy =327, z5=0.04, x5 =2.82, z; = 1.90.

A técnica da condensacao foi usada como técnica de busca local no algoritmo BB com a
finalidade de refinar o limitante superior. O Passo 2 do algoritmo BB foi adaptado para explorar
esta técnica. A idéia fundamental consiste em criar uma restricao convexa do problema original
sempre que o ponto corrente for factivel. Com isso, resolvendo-se o problema convexo implicado,
a melhoria do limitante superior seria acelerada. Os detalhes envolvidos na adaptagao da técnica

da condensac¢ao no Passo 2 do algoritmo BB serao apresentados a seguir.

(yc,lter)

Passo 2. Se max Gj < € para t = 1,2,...,p, entao, o conjunto de restrigoes é €¢-

cJter

factivel em y Formula-se o problema condensado nas varidveis x;, através da transformacao

y; = In(x;) no ponto factivel y7 ter — In(z Clte’") paraj=1,2,...,n

minimizar Tpt1
G (m)
i .
< —_—
s.a —-_(x ICJM) 1, 1=1,2,...,p,
C )

7
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sendo que
n+1
2 : a
Uik H € ; ]kl
kek;

n+1

cIter Z Qg H c,Iter a];m
kek;”

n+1
c,ltery __ e, Iter\a,p;
Hyi(xo7) = agg [ [ (2577 )%,

kek; Jj=1

TL+1 [Hji(xc,lter)
. G__(mc,lte'r)
- c,Iter\ __ ,y— ¢, .cIter T i
G (a0 =6 @) [T (e
=1 7
Se
j = ]., entao Ajk(N+1) = —]_7
j > 1, entao

ajrNy1) = 1, se ag = 0;

ajrn+1) = 0, caso contrario.

Definindo-se,

tem-se que

n+1 . Bji
- c,Iter _ ) j
Gi (CL’, x ) - dz H clter s

i=1 \%Yj
n+1 B]z n+1
— B]z
- d H cIter H Ty
n+1 n+1

= [Jsm ey o [Tl
Jj=1 j=1
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Logo,
n+1
> ca [ ]
G (x) _ kekf 0=l
G~ (Z’ xc,[ter) - n+1 n+1 ”’
7 ) diH(xj,Iter)—ﬁji H x]@ﬂ
j=1 Jj=1
Qi s Bii)
K3 (l jki— M1
= D [T
kek; diH(x?Iter)—ﬁ]L =1
j=1
n+1 n+1
_ Z Qik H c,Iter 5]1 H (U«sz /3]1)' (421>
kek; j=1
Aplica-se em (4.21) a transformacao z; = exp(y;) e :175’“” = exp(yj-’“er), para j =
1,2,...,n e resolve-se o problema condensado convexo:
minimizar Yy
G (y) .
S.a WSO, 221,2,...,]9.
1
com

Gj_ (y) azk - 6 c,Iter e s ((l 6 )
— = g i X E iki — P5)Y5 ¢ -
Gy (y,y=tter) . P e = D

’L -
kek; g=1

Com a solugao y;, j =1,2,...,n, atualiza-se o limitante superior:

G 7P = min (Gg7, Go(y")).

O algoritmo BB com a busca local via condensacao foi testado em diversos exemplos da
literatura. Uma caracteristica fundamental para o melhor desempenho do método proposto é
a quantidade de pontos factiveis encontrados durante a execucgao do algoritmo. Nos problemas
apresentados a seguir, esta caracteristica nao foi encontrada com freqiiéncia, de forma que
a busca local nao pode ser muito efetiva. As solugoes dos problemas sao apresentadas na
Tabela 4.3.

O Problema 1 encontra um ponto factivel na primeira iteragao. O limitante superior é
atualizado para 18.32314. Depois de 8 iteragoes, o algoritmo encontra novamente outro ponto
factivel (6timo global) e o critério de parada é satisfeito. Esse mesmo exemplo foi resolvido
usando o algoritmo BB sem a busca local, o limitante superior inicial foi 49.88694. Sem a adoc¢ao

da busca local, a regiao de busca torna-se maior, aumentando as possibilidades de pesquisa por
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parte do algoritmo e, eventualmente, o esforco computacional necessario para a obtencao de

otimos globais.

Problema 1
minimizar ~ 3.720% 4 1.9852; + 700.32;5 %"
s.a 0.767323% — 0.052;, < 1,
Ty, 9 > 0.
Problema 2
minimizar 0.5z129 — 21 — 5:172_1
s.a 0.01z9x3 " + 0.012; + 0.0005z7 ‘a3 < 1,
1, Te,x3 > 0.
Problema 3
minimizar —x1 + 0.42967 55067
s.a 0.05882x3x4 + 0.1 < 1,
drgryt 4 205 a4 0.0588225 Py < 1,
ZT1,T2,X3,Tq > 0.
Problema 4
minimizar —x1 — x5 + 0,427 2007 4 0.42067 067
s.a 0.05882x3x4 + 0.121 < 1,

0.05882z7x5 + 0.1x1 + 0.1z5 < 1,
daoxyt 4 225 et + 0.05882x, s < 1,
drgrgt + 225" Mg 4+ 0.05882x4 1wy < 1,

T1,%2,T3,Tq4,Ts5,T6, L7, Ty > 0.
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Problema 5

Problema 6

minimizar

S.a

Problema 7

minimizar

S.a

61

minimizar z6 + 0.425°7 + 0.429 7
s.a oy ey Prsr gt + Sy ey gyt < 1

0.05z3 + 0.0522 < 1,
1075 — mayt <1,

1 1.5

-1, .-1. ~1,.—1 ~1, -1
Tg Ty TTy Ty + OTg T

CCEE'ZUhE S 17
Sl +asteg < 1

riwgt — wergt <1,

10219 < 1,

T1,T2,T3,Ty4,Ts5,Te, L7, T8, L9, T10 > 0.

5.3578z3 + 0.8357z 75 + 37.23927;
0.00002584z325 + 0.000066637975 + 0.00007342,704 < 1,
0.000853007x2x5 + 0.00009395z, 24 — 0.00033085z325 < 1,
1330.3294z; 'z5 ! — 0.422 25" — 0.305867; 'z3zs ! < 1,
0.00024186z525 + 0.0001015971 25 + 0.0000737923 < 1,
2275.1327x5 w5t — 0.2668z 25 " — 0.40584w4w5" < 1,
0.00029955z 325 + 0.0000799271 23 + 0.00012157x324 < 1,
78 <xy; <102, 33<a9<45, 27 < xy <45,

27 < x4 <45, 27 < w5 < 45.

A Tabela 4.3 exibe uma comparagao entre duas solugoes (Solugao 1 e Solugao 2). A

tolerancia fixa considerada para esses problemas foi e = 0.001. A Solucao 1 adota o algoritmo

BB com a busca local via condensagao; a Solugao 2 é a fornecida em [Ruckaert & Matens, 1978].
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O numero de iteracoes necessarias para encontrar uma solugao 6tima global para cada problema
também ¢ apresentado. Nao houve alteragao no niimero de iteragoes quando a busca local foi
removida. Analisando a coluna FunObjl (FunObj2) pode-se observar que os valores 6timos

globais sao praticamente os mesmos nas duas abordagens.

Tabela 4.3: Solucoes encontradas usando o BB com a Busca Local.

‘ Prob ‘ Iters ‘ Solucao 1 ‘ Solucao 2 ‘ FunObjl (FunObj 2) ‘
1 | 8 (0.746,420.792) (0.819,446) 11.9046 (11.91)
2 | 2 (87.97,8.21,1.36) (88.31,7.45,1.31) "83.23 (-83.21)
3 | 2 (7.42,0.63,0.75,5.76) (8.13,0.61,0.56,5.63) “5.5811 (-5.7398)
i 2 (5.87,0.68,1.16,6.03, (6.46,0.66,1.01,5.93, 26.0104 (-6.0482)
2.52,0.60,0.48,5.58) 2.23,0.59,0.40,5.52)

5 | 116 | (1.73,10.86,3.25,0.91,0.29, | (2.09,12.09,7.90,0.45,0.35, |  1.3354 (1.1436)
0.57,8.34,1.16,0.94,0.09) 0.45,10.45,1.64,1.19)
6 | 37 | (78,33.32,31.07,45,34.13) | (78 33, 20.99,45, 36.7673) | 10302.0 (10127.13)
7 | 10 (1.1790,2.1662) (1.178, 2.178) 1.1790 (1.178)

4.4 Consideracgoes Finais

Este capitulo abordou problemas de Programacao Geométrica. Através de procedimen-
tos andlogos aos adotados no caso mono-objetivo, obteve-se um problema dual equivalente
para problemas multiobjetivos representados como soma ponderada de funcoes. O problema
dual encontrado representa uma pequena contribuicao visando o futuro desenvolvimento de

algoritmos especializados para Programacao Geométrica Multiobjetivo.

Outro ponto abordado foi a implementacao de um algoritmo branch-and-bound com
busca local via condensacao voltado para problemas de Programacao Geométrica Signomial.
Embora o algoritmo tenha apresentado bom desempenho na busca de solugoes globais, experi-
éncias realizadas mostraram que a busca local foi pouco efetiva no sentido de reduzir o niimero
total de iteracOes necessarias para convergéncia. Acredita-se que os procedimentos usados para
geracao de solugoes iniciais factiveis, necessarias a varias rotinas, respondem em parte pelo
baixo rendimento da busca local. Além disso, testes exaustivos nao puderam ser realizados com
o prototipo Matlab implementado. Uma implementacao do tipo C++ combinada a pacotes de
otimizacao especializados para programagao nao-linear permitiria tirar conclusoes mais precisas

sobre a busca local.



5

Programacao Convexa Multiplicativa

A abordagem adotada neste capitulo para tratar problemas de Programacao Convexa
Multiplicativa explora conceitos e métodos de Programacao Multiobjetivo. Um aspecto central
do algoritmo proposto é a reducao do problema a minimizagao de uma fungao quase-concava

sobre um politopo e sua resolucao por meio de um procedimento de enumeracao de vértices.

5.1 Programacao Convexa Multiplicativa

A Programacgao Convexa Multiplicativa é uma classe de problemas de minimizagao
envolvendo um produto de fungodes convexas em sua fungao objetivo ou em suas restrigcoes.
Pode-se interpretar os problemas convexos multiplicativos do ponto de vista da Programagao
Multiobjetivo, abordada no Capitulo 3. Cada fator da fungao objetivo do problema multipli-
cativo é visto como uma funcao objetivo individual e o produto de todos os fatores representa
uma forma possivel da funcao de preferéncias, a qual agrega os objetivos. Nesse contexto,
as ferramentas matematicas e algoritmos para tratar os problemas estudados neste capitulo
guardam estreita relagao com os do capitulo anterior, conforme sera verificado ao longo do

texto.

Considere o problema convexo multiplicativo

Py minimizar F(f(z)) = H fi(x)
i=1
s.a gi(x) <0, i=1,2,...,p,

63
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noqual f; :R" = R (i=1,2,....m)eg; : R" = R (j = 1,2,...,p) sdo fungbes convexas

continuas. Como ¢ usual para a classe de problemas considerada, assume-se que
Q:={zeR" : gj(x) <0, j=1,2,...,p} (5.1)

é um conjunto convexo, compacto e nao-vazio, e que cada f; é positiva em (). Associamos a
Py a minimizagao da fungao objetivo vetorial f := (f1, fo,..., fm) sobre , com F': R" — R
exercendo o papel de uma fungdo de preferéncias especial [Yu, 1985] que agrega os objetivos
fi,fa5 - fm- A fungao F é geralmente nao-convexa em €2, mas quase-concava sobre {f(z) : x €
Q} [Horst et al., 1995].

Uma solugao z* € €2 é uma solugao eficiente do problema multiplicativo (multiobjetivo)
Py se nao existir outro z € Q tal que f(x) < f(z*) e f(z) # f(z*). Como no Capitulo 3, o

conjunto de todas as solugoes eficientes de Py é denotado como efi(2). Dado que

(x)
filx) >0, 1=1,2,...,m
RER 1;[ J

para todo = € €, segue que F(f(z)) é crescente em relagao a cada f;(x), o que possibilita

garantir a validade de uma propriedade fundamental demonstrada em [Geoffrion, 1967].

Teorema 23. Seja x* € Q uma solugdo dtima do problema multiplicativo (multiobjetivo) Pyy.
Entao x* € efi(§2).

Da literatura de programacao multiobjetivo convexa [Yu, 1985], sabe-se que se z € Q) é
uma solugao eficiente de Py, entao existe w € R’ tal que x ¢ também uma solugao 6tima do
problema de programagao convexa

Py : minimizar (w, f(x))
s.a gz( )<0,i=1,2,...,p.

Por outro lado, considere x(w) uma solugdo 6tima de Py . Entao xz(w) é eficiente se

w € R". Lembrando que
W:={weRT : Y w;=1}, (5.2)
i=1

o conjunto completo efi(2) pode ser gerado resolvendo-se Py sobre w € W. A seguinte
caracterizagao da solugao 6tima de Py, em termos do problema ponderado Py foi introduzida
por [Kathoh & Ibaraki, 1987].

Teorema 24. Seja x* uma solucao otima de Py;. Entdao qualquer solucdo otima de Py para
w = w*, com

w? _Hfj 0, i=1,2,...,m, (5.3)

¢ também dtima para (Pyy).
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O Teorema 24 é um teorema de existéncia: o vetor de ponderacao 6timo w* depende da
solugao 6tima (desconhecida) de Py;. Um método para obter w* como o limite da seqiiéncia

gerada por um algoritmo ¢é proposto neste capitulo.

5.1.1 Abordagem no Espaco dos Objetivos

A formulacao no espaco dos objetivos do problema Py; é

Py : minimizar F(y) = l_IyZ
i=1
S.a Yy € ya
no qual
Y={yeR" : y=f(z), ze} (5.4)

é o espaco dos objetivos. Formulacoes no espaco dos objetivos tém sido utilizadas com sucesso
em Programagao Convexa Multiplicativa [Kuno et al., 1993] e [Benson, 1999]. Nesta secao ¢é
proposta uma manipulagao diferente de Py, a qual combina elementos de anélise convexa e

otimizagdo multiobjetivo no espago dos objetivos [Ferreira & Machado, 1996].

Note que a continuidade de f e a compacidade de €2 implicam na compacidade de ). O
conjunto de todas as solugdes eficientes no espago dos objetivos é dado por efi(Y) = f(efi(€2)).
Sabe-se que se y € efi()) entao y € 0, sendo J) a fronteira de ). Além disso, ) possui um
hiperplano suporte em cada y € efi(}).

Como discutido no Capitulo 3, o problema (Py) admite uma formulac¢do equivalente no

espaco dos objetivos com uma regiao factivel convexa:

Pr : minimizar F(y)
s.a yeF,

comF:=Y+D e Di={zecR":2=y+d, de R}, yc YV} Além disso,y € F see

somente se y satisfaz o sistema de infinitas desigualdades lineares

meig (w, f(x) —y) <0 paratodo weW. (5.5)

Em termos praticos, y € F se e somente se 0(y) < 0, com

0(y) := max d(w) (5.6)
o(w) = min (w, f(x) — y). (5.7)

e
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O algoritmo utilizado para obter 0(y) foi discutido no Capitulo 3, e é reintroduzido a

seguir por conveniéncia.

Algoritmo A,

Passo 0. Escolha w® € W e faca [ « 0;

Passo 1. Resolva o problema de programagao convexa

Py : minimizar (w!, f(z))
s.a x €,

obtendo z(w!);

Passo 2. Resolva o problema de programagao linear

Pr : maximizar o
s.a o <(w, f(z(w) —y), i=0,1,...,1
weW, o€ R.
obtendo o1, w!t! e p(w!*!). Se ¢!t —p(w't!) < €1, sendo €; > 0 uma pequena tolerancia,

declare 6(y) = o' e pare. Caso contrario, faca [ < [ + 1 e retorne ao Passo 1.

5.1.2 Problema Mestre

Seja F':={y e R™ : 0 < y < y < ¥} uma aproximacao externa inicial de F. Com
as hipdteses inicias sobre Py, o minimo de F' sobre FY é atingido em 13° = y. Pelo Algoritmo
A; deve-se concluir que 6(y°) > 0, isto é, y° € F. Ao convergir, o Algoritmo A; fornece o
hiperplano

H={y e R™ ¢ (u’,y) = (w’, f(z(w")))}, (5.8)

que suporta F em y = f(z(w®)). O semi-espago
Hy={y e R™ : (w'y) > (uw’, f(z(w")))} (5.9)

nao contém 7°; sua interseccao com F° fornece uma aproximacao externa melhorada de F
pois, ao remover y°, uma parte significativa de F° ¢ também removida pelo plano de corte H°.
Imaginando F como um conjunto infinitamente restrito, a restricao mais violada por 3° ¢ Hi,

0

no sentido que w" maximiza o lado esquerdo de (5.5). Com base neste argumento, pode-se dizer

que ‘H® produz um corte mdzimo em F.
p vido em uma iteragao arbitraria k é formulado como

Pri. : minimizar F(y)
s.a y € F*.
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Dado que F' é uma funcéo continua quase-concava e F* é um politopo, um minimo global
de (Pgx) é atingido em um vértice de F* [Horst et al., 1995]. O ntimero de vértices de F* estd
associado a m. Quando m é pequeno, o que é freqiientemente verdade na pratica [Kuno et al.,
1993], o problema (Pzx) pode ser resolvido por um procedimento de enumeragao de vértices. O
procedimento aqui adotado é o seguinte: inicialmente, F° tem 2™ vértices e a solugao de (Pro)

é, obviamente, o vértice y° = y. Em uma iteragao arbitraria k, o conjunto dos vértices de
FF— FrnHk, (5.10)

denotado como V(F*), ¢ determinado por um algoritmo denominado de Algoritmo de Lista de
Adjacéncias [Chen et al., 1991], a ser detalhado na Secao 5.1.5. A implementagdo proposta
deste algoritmo pode resolver problemas degenerados, discutidos em detalhes em [Horst et al.,
1995]. Entao

k .
—arg min F 5.11
Y gye\)(fk) (y) ( )

resolve globalmente (Pgx ).

5.1.3 Algoritmo Global

Nesta Secao serd formalizado um algoritmo de otimizagao global para resolver problemas
de Programacao Convexa Multiplicativa por aproximacoes externas; algumas de suas caracte-

risticas serao discutidas.

Algoritimo A,

Passo 0. Encontre F° e faca k « 0;

Passo 1. Resolva o problema multiplicativo

Pr: minimizar F(y)
s.a y € F*k,

obtendo y*;

Passo 2. Encontre 0(y*) = (w¥, f(x(w*)) — y*) através do Algoritmo A;. Se 0(y*) < €3, onde
€2 > 0 é uma tolerancia pequena , pare: y* e x(w*) sdo solugdes ex-6timas de (Pr) e (Pyy),

respectivamente. Caso contrario, defina
Frt={ye F* o (uhy) > (", fz(w"))},

faca k « k + 1 e retorne ao Passo 1.



CAPITULO 5. PROGRAMACAO CONVEXA MULTIPLICATIVA 68

Teste de convergéncia: Assumindo que um minimo global é sempre determinado no Passo
1 do Algoritmo Ay, a convergéncia infinita do Algoritmo Ay para um minimo global de (Pr) e
de (Py) decorre do Teorema 21 do Capitulo 3.

Politopo Inicial: A aproximagao externa inicial de F assume a forma F° = {y e R™ : 0 <
y<y< ¥}, com o limitante inferior y dado por

y = migzl filx), i=1,2,...,m. (5.12)
=t x€

O limitante superior ¥ pode ser definido como os méaximos individuais das func¢oes convexas
fi1,f2,- -, fm sobre €2, o que exige a solucao de m problemas de maximizacao de funcoes convexas.
As caracteristicas particulares dos problemas multiplicativos considerados ou as abordagens

analiticas propostas por [Kuno et al., 1993] e [Benson, 1999], podem ser usadas para encontrar

Y.

Critério de Convergéncia: Suponha que y* ¢ F e considere o problema de programacao

convexa
P : minimizar 7
S.a y < ne+ yk,
yeF, neR,

sendo que e denota o vetor m-dimensional cujos elementos possuem valores iguais a um. Pelos
resultados de [Geoffrion, 1970], o problema dual Lagrangeano associado a (P) é

D : maximizar min (w,y — y"),
weW yeF

no qual w é o multiplicador de Lagrange associado as restrigoes lineares de desigualdade de (P)
e W é o dominio da fungao dual
. ok
min (w,y —y").
Seja (w*,y*) o par étimo associado a (D) e suponha que w* € R",. Se y* € F mas
y* ¢ Y, a otimalidade de y* com w* € R, nao seria vélida. Portanto, y* € ) e o valor 6timo

dual
0(y") = (w*, y* — y*).

Uma vez que os valores 6timos de (P) e (D) devem ser iguais, n* = 0(y*). Além
disso, como w* € R, , as restricoes de desigualdade de P devem estar ativas, implicando que
y* = 0(y*¥)e + y*. Entdo, uma interessante interpretacio geométrica é estabelecida: 6(y*) é a
norma infinito entre y* e a regido factivel de F. E importante notar que w* € R, para um
minimo global de Py, (Teorema 24). Assim, ao fixar €5 > 0, estabelece-se uma distancia maxima

para F ao término do Algoritmo A,.
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Esforco Computacional: A maior parte do esfor¢co computacional requerido pelo Algoritmo
Ay estd concentrado no Passo 2, em que 6(y*) é calculado pelo Algoritmo A;. Enquanto o
esforgo computacional empregado nas minimizagoes por programacao linear (Passo 2 do A;p) é
relativamente pequeno, para as nao-lineares (Passo 1 do A;) um esforgo maior é exigido, apesar
da convexidade das fungoes permitir o uso de métodos eficientes de programacao convexa. Os
esforgos de codificacao e preparagao relacionados a abordagem proposta (Algoritmos A; e As)
parecem ser pequenos comparados com outras abordagens disponiveis na literatura [Oliveira &
Ferreira, 2003a].

5.1.4 Enumeracao de Vértices

Um minimo global de uma fungao f concava ou quase-concava (como no problema Pg)
sobre um politopo P := {z € R" : Az < b} é obtido em um dos seus vértices. Podemos
entao resolver um problema de minimizacao quase-concava sobre politopos determinando todos
os vértices de P e comparando os valores correspondentes da funcao objetivo. Assim, esta-
se diante do problema classico de encontrar a representacao de um politopo descrito por um

sistema de desigualdades lineares através de seus vértices.

Freqiientemente é preferivel construir uma aproximacao externa de P, por um politopo
simples Py D P, com um conjunto de vértices V(P;) conhecido. Entéo, um vértice v* € V(Ps)
satisfazendo

f(") =min{f(v) : v € V(Py)} = min{f(z) : x € P} (5.13)
fornece o limitante inferior f(v*) < min{f(x):x € P} = f(z*) (Ps D P).

Se acontecer de v* pertencer a P, entao, obviamente, v* deve minimizar f sobre P, e o
problema esta resolvido. Quando v* nao pertence a P e um ponto z interior a P é conhecido, a

intersegao y do segmento [z, v*] com a fronteira de P produz uma solucao factivel aproximada.

Para melhorar a aproximagao externa inicial, define-se o conjunto
P, — PN {z: (a")Tx < b}, (5.14)

no qual (a’)Tx < b; 6 uma das restrigoes que define P, a qual ¢é violada por v* ((a®)Tv* > b;) e
determina-se um novo v* via (5.13). Claramente, a desigualdade (a")”’z < b; elimina uma parte
nao-vazia do politopo inicial P (porque alv* > b;). Por esta razao, o hiperplano correspondente

H = {z: (a")Tz = b;} é frequentemente chamado de plano de corte.

Repetindo este procedimento obtem-se um método de aproximacgoes externas por (hi-
per)planos de corte, que termina depois de um numero finito de iteragbes com v* € P, ou
quando a aproximacao y correspondente é suficientemente boa devido a f(y) — f(v*) < ¢ para

uma dada tolerancia ¢ > 0. Quando P = {z : (a®*)Tx < by, k = 1,2,...,m}, pode acontecer
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que, no pior caso, o método leve m iteragoes para reconstruir P através de cortes sucessivos.

Neste caso, certamente o método nao sera melhor do que uma enumeracao direta dos vértices

de P.

A seguir, discute-se o sub-problema de determinar novos vértices de Py «— Py N {x :
(a")Tz < b;}, que surge de (5.13) quando P é substituido por (5.14).

5.1.5 Problema de Enumeracao de Vértices

Seja Py = {x € R" : g;(z) = (a')Tz —b; < 0,i =1,2,...,m}, com a’ € R"\{0},b' €
R, i = 1,2,...,m, um politopo com um conjunto de vértices conhecido, V(P), e considere
H:={zx € R" : gnyi(z) = (a2 — b1 = 0} com a™ € R"\{0},bps1 € R, um
hiperplano tal que

P.=P.NH

nao ¢é vazio, nem uma face de P. Determine o conjunto de vértices V(Ps) de Ps.

Este problema difere do problema geral de encontrar vértices de um politopo com repre-
sentacao na forma de desigualdades porque dispomos do conhecimento adicional do conjunto de
vértices V(Ps). Considere

V=V (Py) :={v €V(Py) : gms1(v) > 0},
Vo=V (Ps) :=={v € V(P) : gm4a(v) <0},

e defina v := |V(P,)|, v = |[VH(P,)|,v~ = |V (P,)| e ¥ := |V(Ps)| como sendo o ntimero de
vértices de Py, Ps N {x 1 gry1(z) > 0}, PsN {2 : gy < 0} e P,, respectivamente.

Todos os algoritmos conhecidos para resolver o problema considerado sao baseados na

seguinte caracterizagao [Horst & Pardalos, 1995].

Teorema 25. w € V(Ps) se e somente se w é um vértice de Ps em H ou um ponto onde uma
aresta [u,v] de Ps,u € V= (Ps),v € V¥ (Ps), intercepta H.

Uma aplicacao direta do Teorema 25 leva ao problema da vizinhanga. A suposicao de
que P, nao é vazio, nem face de P, que surge do método de aproximagao externa subjacente,

implica que v~ # 0, v+ # 0.

Sem perda de de generalidade, supoe-se que v~ < vt. Caso contrdrio, os papéis V™ e
VT terao de ser trocados na discussao abaixo. Um vértice v de um politopo Py é um vizinho do
vértice u de Ps se o segmento [u,v] é uma aresta de P,. Entdo, pelo Teorema 25, o problema é

equivalente a encontrar, para cada vértice u € ¥V, seus vizinhos em V*. Seja N (u) o conjunto
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de vizinhos (lista de adjacéncia) de u € V= em P,. Dado v € V™ e v € N(u) N V', o ponto w

onde a aresta [u,v] intercepta o hiperplano H, é,
w=au+ (1 —a),
com

a = gm+1(v>/(gm+1(v) — Ym+1 (u))’

¢ um novo vértice, e todos os novos vértices em V(Ps) podem ser determinados dessa forma.
Assuma, primeiramente que todos os vértices de P, e P, sdo ndo-degenerados. Um vértice
nao-degenerado é um vértice de P, que tem exatamente n vértices adjacentes a ele, onde n é
a dimensao do politopo. A degenerescéncia pode ocorrer quando num processo de sucessivos
planos de cortes acontecer de um ou mais vértices do politopo P, estar sobre o hiperplano
‘H. Esta situagao pode ser tratada de varias maneiras. A abordagem adotada neste trabalho,
consiste em checar, no Passo 2 do algoritmo de lista de Adjacéncias, se algum dos vértices do
politopo esta sobre o hiperplano, e entao introduzir uma pequena perturbacao em b,, .1, evitando

assim a degenerescéncia [Oliveira & Ferreira, 2004b].

O algoritmo a seguir assume ainda que para cada vértice u € P, a lista de adjacéncia
N (u) de seus vizinhos em Py é conhecida. Seja J(u) := {i € {1,2,...,m} : gi(u) = 0},
o conjunto de indices das restricoes ativas no vértice v, v~ < v* e € > 0 um escalar muito

pequeno.

Algoritmo de Lista de Adjacéncias
Passo 1. Inicializagao

Determinar V¥, V= vt v;

Se v~ = 0 entao Pare (P, é vazio);

Se v = 0 entao Pare (restrigao redundante);

Passo 2. Evitar degenerescéncia
enquanto |[vT Uv~| < [P,
bm+1 = berl + €

fim enquanto

Passo 3. Novos vértices
V(P,) « 0;

para todo u € V™ faga
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para todo v € N(u) N V' faca

determinar w = [u,v] N H;

(Ps) < V(P,) U{w}:

N(u) = N (u)\{v}) U{w};

N(w) —{u};

J(w) — (T (u)NJ(v)) U{m+1};

fim para
fim para

Passo 4. Vizinhos dos novos vértices

para todo u € V(P,),v € V(P,) faga
se |J(u)NJ(v)] =n—1 entao
N(u) = N(u) U{v;
N(v) = N(v) U{u};
fim se

fim para

Com respeito a complexidade do algoritmo, assumindo nao-degenerescéncia verifica-se
que, na implementagao direta do algoritmo, a complexidade do Passo 1 é O(n(vt +v7)), a
complexidade do Passo 3 ¢ O(n(v™ 4+ v™)) e a complexidade do Passo 4 é O(nv) no pior caso.
Se ocorrer degenerescéncia, entao ao invés de simplesmente checar se |7 (u) N J(v)] =n — 1,
deve-se checar se o posto da matriz dos coeficientes das restri¢oes em J(u) N J(v) é igual a

n — 1. No Passo 2, esse procedimento requer O(mn?v-v") operacoes, no pior caso.
Alguns comentarios sobre a implementacao do Algoritmo de Lista de Adjacéncias.

Planos de Corte: O principal objetivo do Passo 1 é evitar planos de corte e execugoes
desnecessarias do algoritmo. Ao separar os vértices em dois conjuntos, acima (V1) e abaixo
(V7) do plano de corte, garante-se que, se nao houver vértices em VT, a restricao nao elimina
vértice algum do politopo; se nao houver vértices em V~, o plano de corte elimina todo o

politopo.

Degenerescéncia: O Passo 2 tem como objetivo a eliminacao da degenerescéncia. Para
eliminé-la, uma pequena perturbagao (e) é aplicada sobre o termo b,,,1, sucessivamente até
que a alteragao seja suficiente para que nenhum vértice esteja mais sobre o plano de corte,

dentro da precisao estipulada.
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5.1.6 Experimentos Numeéricos

Considere inicialmente o exemplo ilustrativo discutido em [Benson, 1999], onde um
algoritmo alternativo para problemas convexos multiplicativos que combina técnicas do tipo
branch-and-bound com técnicas baseadas em aproximagoes externas sao propostas. Os dados

envolvidos sao: n =m =p = 2,

fg(l') = (iIZ'Q — 4)2 —+ 1,
g2(x) = x1 + 229 — 4.

fl(l') = (%1 - 2)2 -+ 1,
g1(z) = 2527 + 4a3 — 100,

Considerando y = (1,1), 7 = (18, 38) (como em [Benson, 1999]), ¢; = 0.001 e €, = 0.01,

obtém-se os resultados apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Convergeéncia do Algoritmo As.

12 v’ | w* et [ e ]
0 [ (1.0000,1.0000) | (0.4074,0.5926) | (0.0000,2.0000) | 4.0000
1 | (1.0000,7.7500) | (0.6585,0.3415) | (1.3547,1.3226) | 0.4170
2 | (1.0000,8.9711) | (0.8129,0.1871) | (1.7014,1.1493) | 0.1016
3 | (1.0000,9.5139) | (0.8907,0.1093) | (1.8500,1.0745) | 0.0247
4 | (1.0000,9.7394) | (0.9451,0.0549) | (1.9009,1.0495) | 0.0074

O algoritmo A, convergiu apds 5 iteragoes para a solugao es-global z* = (1.9009, 1.0495).
O valor 6timo da funcdo multiplicativa foi f(z?%)fo(z*) = 9.8008. Como esperado, x* é uma
solucao eficiente do problema convexo bi-objetivo associado, visto que ambas as componentes
de w* sdo positivas. De fato, todas as solucoes intermedidrias geradas pelo algoritmo A, sao
eficientes. O algoritmo proposto em [Benson, 1999], com um critério de convergéncia equivalente

a €5 = 0.025, convergiu apds 8 iteragoes.

Além desse exemplo ilustrativo, a abordagem proposta foi testada tendo como base duas

classes de problemas de programacao multiplicativa, ambas com restricoes lineares:

m

Pyp : minimizar H(cﬂx)
=1
s.a Axr <b, x>0,
e
m—1
Pug: minimizar (¢, z) +d°) [[ [(¢,2) + 2T diag(ds, di, . . ., d})x]
i=1
s.a Ar <b, x>0,
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nos quais A € RP*", b€ R?, ¢/ € R" e d' € R" representam matrizes constantes com elementos

gerados aleatoriamente com distribui¢ao uniforme no intervalo [0, 100].

As seguintes quantidades foram definidas (valores totais): W, niimero de problemas Py,
resolvidos; C', nimeros de planos de corte necessarios para convergéncia; V, nimero de vértices
gerados no processo e T, tempo de CPU (em segundos). A quantidade W foi introduzida
visando estabelecer comparagoes aproximadas com os resultados de [Kuno et al., 1993]. Dez
problemas com combinagoes selecionadas de n (nimero de varidveis), p (nimero de restriges) e
m (numero de fungoes) foram resolvidos. A tolerancia fixa adotada para resolver esses problemas
foi € = 0.001. As tabelas a seguir apresentam a média e desvio padrao (em parénteses) dos
valores de C, W, Ve T.

Primeiramente, considere os problemas na forma Py, envolvendo produtos de funcoes
lineares. As Tabelas 5.2, 5.4 e 5.7 reproduzem os resultados obtidos por [Kuno et al., 1993]
param = 3, m = 4 e m = 2 a 5 respectivamente, com um método de aproximacao externa
alternativo. Os resultados obtidos com o Algoritmo A, sao apresentados nas Tabelas 5.3, 5.5, 5.6
e 5.8. Os valores médios de W nas Tabelas 5.4 e 5.5 sao comparaveis, embora sejam menores e
relativamente constantes na Tabela 5.5. Por outro lado, os valores médios de V na Tabela 5.5 sao
significativamente menores que os da Tabela 5.4. Uma razao para isso é que, enquanto em [Kuno
et al., 1993], V é uma funcao crescente de W, no método proposto neste capitulo, V cresce com
C, o nimero de cortes (méximos) gerados pelo Algoritmo As, que é significativamente menor
que W. Outra razao para isso € o uso do Algoritmo de Lista de Adjacéncias para enumeragao
de vértices [Oliveira & Ferreira, 2005b].

Quando o método proposto neste capitulo é adotado, o crescimento de V é muito mais
lento o que leva [Kuno et al., 1993], a limitar o nimero maximo de fungdes a m = 5. Na
A Tabela 5.8

apresenta os resultados obtidos com o Algoritmo A, para m = 2,3, ...,10 (n = 30 e p = 20).

abordagem proposta, problemas relativamente maiores podem ser resolvidos.

Tabela 5.2: Resultados de [Kuno et al., 1993] para (Py), com m = 3.

n | 100 100 120 120 140 140 160 180
P 80 100 100 120 120 150 150 200
W 41.8 | 383 | 469 | 475 | 455 | 46.1 | 46.1 | 425
(5.98) | (4.67) | (12.51) | (7.47) | (7.23) | (9.98) | (9.67) | (3.75)
V | 1765 | 159.0 | 200.0 | 2049 | 197.1 | 2004 | 200.0 | 180.3
(30.91) | (23.14) | (61.42) | (37.07) | (36.99) | (46.86) | (50.55) | (19.29)

Considere agora o problema da forma (Pyq), produtos de uma fungao linear e m — 1
fungoes quadraticas convexas [Oliveira & Ferreira, 2004a]. As Tabelas 5.9 e 5.11 apresentam os

resultados obtidos por [Kuno et al., 1993], e as Tabelas 5.10 e 5.12 apresentam os resultados
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Tabela 5.3: Abordagem proposta para (Pyy), com m = 3.

n | 100 100 120 120 140 140 160 180
P 80 100 100 120 120 150 150 200
W 4540 | 4020 | 42.30 | 45.80 | 48.09 | 42.39 | 47.10 | 41.7
(11.13) | (10.86) | (9.03) | (18.45) | (9.20) | (9.46) | (9.82) | (10.70)
C | 960 | 933 | 740 | 10.00 | 920 | 750 | 9.00 | 6.60
(5.81) | (6.76) | (3.06) | (5.45) | (3.85) | (4.00) | (3.62) | (3.71)
V | 3320 | 3370 | 2880 | 43.00 | 3470 | 27.20 | 35.60 | 25.40
(18.06) | (26.70) | (13.71) | (29.83) | (19.52) | (13.46) | (15.83) | (16.48)
T | 2783 | 2646 | 42.87 | 47.80 | 75.38 | 68.94 | 89.63 | 122.94
(5.96) | (7.83) | (10.22) | (9.84) | (13.68) | (16.24) | (50.60) | (52.56)

Tabela 5.4: Resultados de [Kuno et al., 1993] para (Pyr), com m = 4.

n 40 60 80 100 100 120 120
P 50 50 60 80 100 100 120
W 77.9 81.9 86.8 100.1 101.5 98.5 99.8
(21.6) | (11.41) | (15.00) | (17.84) | (24.62) | (13.68) | (18.65)
V 983.7 1060.6 1153.8 1386.0 | 1414.7 | 1370.6 | 1385.3
(365.13) | (199.37) | (258.10) | (311.34) | (422.3) | (251.71) | (327.6)
Tabela 5.5: Abordagem proposta para (Pyr), com m = 4.
n 40 60 80 100 100 120 120
P 50 50 60 80 100 100 120
W | 52.87 51.87 52.66 58.06 56.25 56.27 57.56
(12.51) | (10.60) | (6.81) | (14.32) | (5.20) | (9.03) | (8.65)
C 11.40 11.10 10.20 11.50 10.20 10.60 10.10
(4.37) | (4.55) | (2.20) | (5.06) | (2.20) | (3.40) | (2.84)
V 48.80 47.90 52.20 51.80 55.00 48.70 52.20
(26.85) | (28.60) | (17.16) | (16.95) | (15.24) | (16.40) | (26.98)
T 5.952 11.08 19.91 36.41 38.10 56.72 59.66
(1.36) | (2.82) | (3.04) | (9.15) | (4.22) | (9.91) | (8.26)

obtidos pelo algoritmo As, respectivamente, para o caso m = 2 e m = 3. Comparando os
dados dessas tabelas, pode-se observar que quando o Algoritmo A, é utilizado, o nimero
de vértices gerados ¢ muito menor, permitindo assim que problemas maiores venham a ser

resolvidos. As Tabelas 5.13 e 5.14 apresentam os resultados do Algoritmo A, para m = 4 e

m = 5 respectivamente.
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Tabela 5.6: Abordagem proposta para (Pyr), com m = 5.

n | 40 60 80 100 100 120 120
P 50 50 60 80 100 100 120
W[ 61.04 | 6244 | 70.94 | 7643 | 78.91 | 79.04 | 84.91
(11.44) | (12.84) | (7.18) | (9.26) | (9.80) | (10.66) | (12.75)
C | 1410 | 1420 | 1410 | 15.60 | 15.00 | 13.40 | 18.40
(4.01) | (5.73) | (2.92) | (3.40) | (4.00) | (3.47) | (8.36)
V | 81.80 | 85.40 | 108.20 | 100.80 | 100.70 | 76.90 | 102.80
(18.73) | (39.91) | (45.88) | (37.74) | (36.16) | (23.88) | (47.36)
T | 624 | 1159 | 23.90 | 40.96 | 44.15 | 6524 | 72.17
(1.55) | (3.68) | (3.61) | (6.41) | (5.40) | (7.98) | (11.99)

76

Tabela 5.7: Resultados de [Kuno et al., 1993] para (Pyr), com (n,p) = (30,20) e m =2 a 5.

oml 2 [ 3 | 4 [ 5 |
W[ 101 | 374 62.8 118.3
(3.78) | (4.2) | (12.66) | (19.3)
V [ 192 | 1525 | 7332 | 5406.2
(7.56) | (20.42) | (207.12) | (1585.29)

Tabela 5.8: Abordagem proposta para (Pyr), com (n,p) = (30,20) e m = 2 a 10.

m| 2 | 3 [ 4 | 5 6 | 7 [ 8 | 9 [ 10 |
W | 17.19 | 3047 | 4328 | 63.89 [ 6473 | 73.63 | 9813 | 92.72 | 105.01
(3.04) | (5.66) | (6.25) | (19.74) | (9.96) | (9.08) | (23.48) | (23.77) | (11.13)
C [ 220 | 760 | 1050 | 1520 | 16.10 | 19.60 | 26.30 | 26.30 | 28.30
(0.63) | (2.79) | (2.32) | (4.13) | (1.96) | (1.89) | (8.51) | (6.43) | (0.67)
V | 700 | 2820 | 51.70 | 113.50 | 144.30 | 274 | 42340 | 730.70 | 1686
(1.69) | (10.20) | (26.63) | (48.40) | (40.28) | (52.29) | (88.50) | (154.49) | (433.79)
T | 091 | 1.65 | 267 | 479 | 7.79 | 2266 | 89.50 | 521.21 | 2692
(0.19) | (0.37) | (0.55) | (1.29) | (1.99) | (5.51) | (43.19) | (349.27) | (999.48)

Tabela 5.9: Resultados de [Kuno et al., 1993| para (Paq), com m = 2.

n | 40 60 80 100 100 120 120
P 50 50 60 80 100 100 120
W 346 | 455 | 431 | 437 | 430 | 527 | b5l4
(8.62) | (19.41) | (12.51) | (10.63) | (14.72) | (10.74) | (17.60)
V | 1407 | 1929 | 181.9 | 185.3 | 181.3 | 2269 | 222.6
(40.71) | (99.68) | (63.14) | (50.54) | (70.93) | (51.36) | (87.26)
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Tabela 5.10: Abordagem Proposta para (Pyq), com m = 2.

n | 40 60 80 | 100 | 100 | 120 | 120
p | 50 50 60 80 | 100 | 100 | 120
W [ 4748 | 45.48 | 42.09 | 46.18 | 48.58 | 43.98 | 45.98
(6.52) | (6.39) | (4.33) | (4.54) | (7.87) | (10.36) | (5.86)
C | 640 | 650 | 540 | 690 | 620 | 6.00 | 5.90
(1.34) | (1.08) | (0.51) | (1.28) | (1.03) | (1.15) | (0.87)
V [ 25.10 | 26.00 | 20.30 | 26.80 | 24.00 | 23.00 | 23.20
(7.04) | (5.47) | (2.05) | (5.49) | (4.24) | (4.32) | (3.35)
T | 5.00 | 10.77 | 1824 | 34.78 | 3850 | 55.10 | 58.27
(0.69) | (1.36) | (2.37) | (3.25) | (5.92) | (14.64) | (8.78)

Tabela 5.11: Resultados de [Kuno et al., 1993] para (Pysq), com m = 3.

n 20 40 40 60 80
p 30 30 50 50 60
W 69.3 93.6 ol.1 | 109.1 | 1013
(12.84) | (27.52) | (13.63) | (26.09) | (23.39)
V | 820.1 | 12342 | 1194.6 | 1505.6 | 13526
(199.55) | (473.77) | (236.4) | (439.97) | (378.39)

Tabela 5.12: Abordagem Proposta para (Pyg), com m = 3.

n | 20 40 40 60 80
P 30 30 50 50 60
W | 7634 | 61.11 | 6389 | 69.95 | 76.34
(13.05) | (6.28) | (22.27) | (6.96) | (13.05)
C | 1290 | 980 | 950 | 10.10 | 11.50
(2.80) | (1.31) | (1.50) | (1.52) | (3.97)
V| 974 | 642 | 59.8 | 704 | 86.40
(30.63) | (12.76) | (16.26) | (21.03) | (55.85)
T | 3.16 5.9 743 | 1610 | 35.73
(0.74) | (0.69) | (1.22) | (1.56) | (6.90)

Como consideracao final, é importante mencionar que devido ao fato da funcao multipli-
cativa ser um produto de fungoes quadraticas convexas ou lineares, o problema Py (Algoritmo
A;p) é um problema de programagao convexa quadratica ou linear, respectivamente, para os quais

algoritmos eficientes de solucao estao disponiveis. Essa caracteristica foi levada em consideragao

ao se implementar o Algoritmo A; [Oliveira & Ferreira, 2005a].
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Tabela 5.13: Abordagem Proposta para (Pyg), com m = 4.

n | 20 40 40 60 80
p 30 30 50 50 60
W 89.04 | 9544 | 9373 | 85.06 | 93.66
(15.45) | (7.71) | (13.17) | (8.53) | (9.15)
C | 154 | 138 | 1430 | 11.70 | 15.20
(1.17) | (1.47) | (2.71) | (0.82) | (3.42)
V | 20880 | 176.70 | 179.30 | 118550 | 198.80
(25.65) | (48.04) | (75.83) | (18.13) | (82.89)
T | 660 | 11.60 | 12.76 | 21.00 | 47.22
(0.78) | (2.18) | (2.77) | (3.54) | (7.05)

Tabela 5.14: Abordagem Proposta para (Pyg), com m = 5.

n 20 40 40 60 80
P 30 30 50 50 60
W [ 11175 | 11491 | 12152 | 12474 | 126.40
(21.77) | (10.85) | (8.15) | (9.29) | (14.96)
C 19 16.4 20 174 17.30
(2.98) | (245) | (3.16) | (2.63) | (3.46)
V | 423 | 379.70 | 55440 | 408.40 | 419.60
(105.05) | (163.04) | (198.16) | (135.82) | (234.14)
T 21 2540 | 4260 | 4360 | 73.70
(7.58) | (10.38) | (16.43) | (9.73) | (22.21)

78
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5.2 Programacao Convexa Multiplicativa Generalizada

Os problemas multiplicativos generalizados [Konno et al., 1994] sao formulados como

Py : minimizar F(f(z)) = fi(x) + ZfQi(x)fQi-‘rl(x) (r>1)
s.a gj(x) <0, j=1,2, -Zilapv

noqual f; :R" =R, i=12...m=2r+1,eg;, : R" = R, j=12,...,p, sao fungoes

convexas continuas. Como no caso multiplicativo classico, assume-se que

Q:={zeR" : gj(x) <0, j=1,2,...,p} (5.15)
¢ um conjunto compacto nao-vazio e que fi,fs,...,fn s@o positivas em 2. Ao problema (Pyq)
também pode-se associar o problema de minimizar a func¢ao objetivo vetorial f := (f1, fa, ..., fm)

em ), com F': R" — R fazendo o papel de uma funcao de agregagao, continua e crescente em

relagao as fungoes individuais fi,fa,...,fm [Yu, 1985].

Observa-se que F' é geralmente nao-convexa em €2, e que diferentemente do caso multipli-
cativo, ndo se pode nem mesmo afirmar que F' é quase-concava em { f(z) : = € Q}, uma vez que
F envolve agora uma soma de fungoes quase-concavas em {f(z) : x € 2}, e a soma de fungoes
quase-concavas nao é geralmente quase-concava [Bazaraa et al., 1993]. Embora nao seja possivel
explorar propriedades como quase-concavidade, que permite resolver problemas multiplicativos
através de enumeragao de vértices, quando o problema multiplicativo generalizado (Pyg) é

reformulado no espago dos objetivos, algoritmos eficientes ainda podem ser desenvolvidos.

5.2.1 Formulacao no Espaco dos Objetivos

A projecao do problema (Pyg) no espago dos objetivos assume a forma

Py : minimizar F(y) = y; + Z Y2iY2i+1
i=1
s.a yey,

sendo
Y={yeR" : y=f(z), z€Q} (5.16)

o espago dos objetivos. A reformulagdo do problema (P)) como o problema de minimizar F
sobre um conjunto convexo JF e a caracterizagao de F como um conjunto infinitamente restrito
seguem as mesmas linhas adotadas para o caso multiplicativo classico. Em particular, como

F' é crescente em relacao aos objetivos fi, fa, ..., fm, as solucoes 6timas globais de Py serao
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eficientes, o que implica que se x* é uma solucao étima de Py, entao existe w € W tal que z*

também é uma solugao 6tima de

Py minimizar (w, f(x))
s.a gi(x) <0, i=1,2,...,p.

O algoritmo de otimizagao global (Algoritmos A; e As) e todas as propriedades derivadas
anteriormente, como convergéncia para uma solugao 6tima global, permanecem validas. Com

isso, o problema se resume na obtencao da solucao 6tima global do problema mestre

PE: minimizar F(y) = y; + Z Y2iY2it1
=1
s.a y € F*.

numa iteracao genérica k, isto é, apos a geracao de k hiperplanos de corte, responséaveis pela

aproximacao corrente de F. O conjunto F* é descrito por k restricoes de desigualdade da forma
m
Zwijyjzvia i:1727"'ak7
j=1
nas quais w;; e v; sao quantidades calculadas pelo Algoritmo A;, e pelas restricoes de limitacao
Y Sy S, t=1,2,...,m. Na forma matricial,

Wy>v, WeRM™ veRF,
<

<
IN

2

|<

sendo W := {w;;} e v o vetor-coluna formado por vy, vs, ..., vg.

Proposicao 7. O problema (Pgr) € equivalente ao problema de programag¢ao quadrdtica

1
Pgr : minimizar F(y) = §yTQy +cly

s.a Wy >,
y<y<y,
no qual ) )
0 0 0 0 0
0 01 0
o100 -- 0
Q= Do Do , Q€ Rmxm’
0 00 01
| 000 10 |
e

c"=[100--00], ceR"”
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Proposicao 8. A matriz Q) € indefinida.

Prova: Dada a estrutura bloco-diagonal de (), seu polinomio caracteristico pode ser escrito
como
det M — Q)= AN\ =1)---(\>=1).

—
r termos

Logo, os autovalores de () sao 0,1 e —1, e portanto () ¢ indefinida. O

Uma conseqiiéncia importante da Proposicao 8 é que (Py) representa um problema
de programacao quadratica indefinida, uma vez que a matriz Hessiana de F', igual a @), é
indefinida. Embora seja necessério abordar o problema (Pgx) por meio de algoritmos mais
gerais, a reformulacdo (Pgr) exibe como possiveis atrativos sua forma altamente estruturada,
pequeno numero de variaveis, m, o numero de objetivos, geralmente muito menor do que n, o
nimero de varidveis de (Pyq), e, em fungdo de experiéncias numéricas realizadas, um nimero

maximo de restrigoes, isto é, um nimero maximo para k, relativamente pequeno.

Por conveniéncia, define-se

—-W —v
A= | T |, AeRE2m o .= | 5 | be R,
-1 —y

de forma a representar as restrigoes de (Pgr) como Ay < b. Sabe-se que qualquer solugao étima

global de (Pgr) deve satisfazer as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker do problema:

Ay < b,
Qy+ AT\ = —c
M(Ay—b) = 0,
A >0,

Rk+2m

nas quais A € ¢ o vetor de multiplicadores de Lagrange associados as restrigoes de

desigualdade.

Uma propriedade fundamental para a validade do algoritmo a ser proposto, demonstravel
a partir de resultados gerais para a classe de problemas quadraticos indefinidos [Horst et al.,

1995], é enunciada a seguir.

Teorema 26. Uma solugao otima global de (Pgr) encontra-se na fronteira do politopo

P:={yeR™ : Ay <b}.
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Do Teorema 26 conclui-se que para uma solucdo étima global de (Pgr), existe um
subconjunto de indices Z C {1,2,...,k + 2m}, tal que

AZy = va
Qy+ AT = —c
A = 0,

sendo Azy = by o subconjunto de restricoes ativas determinado por Z, e Z o conjunto comple-
mentar de Z. As restri¢oes inativas sao associados multiplicadores de Lagrange nulos, de forma

a satisfazer as restrigoes de complementariedade AT (Ay — b) = 0.

5.2.2 Solugao por Enumeracao

Um método simples para resolver problemas quadraticos indefinidos, como (Pgx ), con-
siste em enumerar todos os possiveis conjuntos Z, resolver os sistemas lineares associados, checar
sey € Pe ) >0, e entao, dentre as solugoes factiveis encontradas, determinar aquela que fornege

o menor valor para F' [Horst et al., 1995].

Na presente aplicacao do método enumerativo, O(28+2™(k+3m)?3) operagoes aritméticas
sao necessarias: existem 2¥72™ maneiras de se selecionar subconjuntos de {1,2,..., k +2m} e
cada sistema de equagoes é resolvido em no maximo O((k+ 3m)?) operagoes aritméticas. Entre-
tanto, como as restricoes de limitacao Y, < yiey; <Y;nao podem estar simultaneamente ativas
se os limites forem diferentes, o niimero de subconjuntos a serem explorados é significativamente

menor.

Para k = 0, a solugao 6tima global de (Pgo) ¢é y° = y, devido ao fato de F ser crescente
em relacdo a y. Suponha que numa iteracdo qualquer k o problema (Pgx) é resolvido por
enumeracido, obtendo-se a solucao 6tima global y*. O Algoritmo A; verifica y*, retornando
com uma nova restricio de desigualdade, caso y* nao seja factivel (y € F). Neste caso deve-se

trabalhar com o conjunto de restricoes
{1,2,...,k+2m} U {nova restri¢ao},

mas subconjuntos de {1,2,...,k+ 2m} nao precisam ser explorados, porque levariam a mesma
solugao y* anterior, que se revelou infactivel; é suficiente explorar as combinacoes de {1,2, ..., k+
2m} como a nova restricao. Se o algoritmo global convergir apds [ iteragoes, este procedimento

terd evitado 2! combinacdes desnecessarias.
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5.2.3 Exemplos Numéricos

O algoritmo desenvolvido para problemas de programagao multiplicativa generalizada
foi avaliado com base em problemas classicos da literatura. O problema a seguir foi utilizado

para ilustrar o algoritmo alternativo proposto em [Konno et al., 1994].

minimizar F(z) = (321 — 4z + 15) + (1 + 229 — 1.5) (221 — 22 + 4)+
(1‘1 — 21’2 + 85)(21’1 + I9 — 1)
s.a ox] — 8x9 > —24,
5ry + 8xy < 44,
61’1 - 3.I2 S 15,
41’1 + 51’2 Z 10,
T Z 0.

A Figura 5.1 mostra a regiao factivel 2 formada pela interseccao das restricoes do

problema. O algoritmo baseado na projecao do problema no espaco dos objetivos forneceu
os resultados apresentados na Tabela 5.15.

X 2
(2,4.25)
%, 2% +85=0
2x,-% +4=0 4,3)
3x1—4x2+ 15=0 (0’3) Q
2%+ % - 1=0
0,2)
x, +2x2— 1.5=0
0 (2.5,0) T

Figura 5.1: Interpretacao da regiao factivel.

Tabela 5.15: Convergéncia do Algoritmo As.

kL Y wk ECOIESN
0] (3,1,1,2,2) | (0.3333,0.6667,0,0,0) | (0,2) | 2.3333
1] (3,45,1,9,2) (1,0,0,0,0) (0,3) 0

O algoritmo A, convergiu depois de apenas 2 iteragdes para a solucao es-global z* = (0, 3)

com €, = 0.01. O valor 6timo da fungao multiplicativa foi fi(x*)+ fo(z*) f3(2*) + fa(x*) fa(z*
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12.50. Foram gerados 2 planos de cortes, o problema (Py ) foi resolvido 6 vezes e o tempo
computacional requerido foi de 0.20 segundos. O algoritmo proposto em [Konno et al., 1994],
com um critério de convergéncia equivalente, convergiu para a mesma solugao, apos um nimero

nao indicado de iteracoes.

Em seguida, o algoritmo proposto foi avaliado de forma mais geral por meio de problemas-

teste aleatérios envolvendo a seguinte classe de problemas multiplicativos:

T
Py : minimizar ((c',z) + 127CTCx) + Z(c%,x) (1)
i=1
s.a Ar <b, x>0,
com A e R, C €e R"", b e R, ¢ ¢ R", i = 1,2,...,m = 2r + 1 representando
matrizes e vetores constantes com elementos gerados aleatoriamente com distribui¢ao uniforme
no intervalo [0, 100]. As condigdes impostas para os testes e as convengoes adotadas para utilizar
as quantidades presentes nas tabelas a seguir sao as mesmas do caso multiplicativo classico, ou
seja, W, numero de problemas Py, resolvidos; C', nimeros de planos de corte necessédrios para
convergeéncia; V, nimero de vértices gerados no processo e T, tempo de CPU (em segundos). Dez
problemas com combinagoes selecionadas de n (nimero de varidveis), p (nimero de restri¢oes)
e r (nimero de fungoes quadraticas) foram resolvidos. A tolerancia fixa adotada foi e = 0.001.
As tabelas a seguir apresentam a média e desvio padrao (em parénteses) dos valores de C, W,
VeT.

Considere o problema na forma (Pq), envolvendo a soma de uma fungao quadrética
com a soma de produtos de funcoes lineares. As Tabelas 5.16 e 5.18 reproduzem os resultados
obtidos por [Konno et al., 1994] para r = 1, r = 2 e r = 3, respectivamente, com um método
de aproximacao externa alternativo baseado em enumeracao de vértices. Os resultados obtidos
com o uso do Algoritmo A; em conjunto com o algoritmo enumerativo sao apresentados nas
Tabelas 5.17 e 5.19. Observa-se que os valores médios de W, apresentados nas Tabela 5.16 ¢ 5.18
sao ligeiramente menores que os valores médios de W apresentados nas Tabelas 5.17 e 5.19. Os
nimeros médios de vértices gerados pelo método de [Konno et al., 1994] sdo progressivamente
maiores, o que dificulta a aplicagao do algoritmo para r > 3. Por outro lado, a abordagem
proposta gera um nimero pequeno de cortes no espaco dos objetivos. Com isso, o algoritmo
enumerativo proposto, mesmo sendo de natureza exponencial consegue excelente desempenho

nos casos testados.
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Tabela 5.16: Resultados de [Konno et al., 1994].

r 1 1 1 1 1 1 1
n 20 20 20 50 100 100 150
D 10 30 30 70 70 130 130
W1 89 | 10.6 | 10.5 | 10.2 8.1 11.7 11.5
(3.5) | (3.0) | (2.7) | (4.3) | (3.4) | (4.2) | (3.5)
V | 158 | 19.2 | 19.0 | 184 14.2 214 21.0
(7.0) | (6.0) | (5.3) | (8.7) | (6.8) | (85) | (7.1)
T 0.5 1.9 8.7 27.9 83.5 | 288.2 | 4822
(0.1) | (1.0) | (4.0) | (13.6) | (28.7) | (99.9) | (131.7)
Tabela 5.17: Abordagem Proposta.
r 1 1 1 1 1 1 1
n 20 20 20 50 100 100 150
P 10 30 30 70 70 130 130
C 2.5 2.3 3 2.7 2.8 2.9 2.6
0.7) | (0.48) | (0.47) | (0.48) | (0.48) | (0.73) | (0.52)
W | 16.6 15.2 21.3 21.5 21.3 22 19.6
(4.25) | (3.64) | (3.47) | (5.46) | (3.92) | (5.31) | (4.38)
T | 0.55 0.53 3.14 3.61 | 16.80 23 45.34
(0.15) | (0.13) | (0.61) | (0.98) | (4.25) | (16.88) | (10.9)
Tabela 5.18: Resultados de [Konno et al., 1994].
T 2 2 2 3 3 3
n 20 20 20 20 50 90
D 30 30 70 30 30 70
W 19.6 22.2 23.9 28.1 33.0 35.1
(3.0) | (3.8) | (3.0) (2.9) (4.1) (5.2)
V| 212.8 | 270.8 | 308.8 | 2048.0 3193.0 3896.6
(65.2) | (96.9) | (80.0) | (625.0) | (1089.4) | (1816.5)
T 7.0 56.2 | 183.8 421.4 536.0 2101.4
(4.1) | (43.0) | (57.4) | (1096.5) | (193.1) | (881.4)

85
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Tabela 5.19: Abordagem Proposta.

r 2 2 2 3 3 3

n | 20 50 50 20 50 50

p | 30 30 70 30 30 70

C | 43 41 42 | 366 | 455 | 6.11
(1.16) | (0.32) | (0.42) | (0.5) | (1.33) | (0.33)

W[ 349 | 4122 | 4811 | 31 | 4122 | 4811
(5.04) | (15.82) | (2.93) | (5.05) | (15.82) | (2.93)

T | 235 | 524 | 6.65 | 12.85 | 35.63 | 70.34
(1.66) | (0.59) | (1.25) | (4.04) | (22.28) | (17.80)

36

5.3 Consideracoes Finais

Um algoritmo para problemas multiplicativos convexos baseado em elementos de analise
convexa foi proposto neste capitulo. O uso de analise convexa permitiu decompor o problema
multiplicativo em subproblemas mestre, quase-concavo no espaco dos objetivos, solucionado
por enumeracao de vértices, e min-max, responsavel pelo teste de factibilidade das solugoes
encontradas pelo subproblema mestre. O uso de cortes maximos no espago dos objetivos,
aliado a uma implementacao eficiente de um procedimento de enumeracao de vértices resulta
num desempenho computacional significativamente melhor do que os apresentados por um
algoritmo alternativo bastante referenciado na literatura de programacao convexa multiplicativa.
A extensao da abordagem proposta para problemas convexos multiplicativos generalizados
implicou no uso de uma técnica mais geral para resolver o subproblema mestre, representado por
um problema quadratico indefinido de pequena dimensao e estrutura particular. O algoritmo
global apresentou bom desempenho nos testes realizados. A abordagem proposta também

evidencia conexoes entre programacao multiplicativa e programacao multiobjetivo convexas.
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Conclusoes

O desenvolvimento tedrico e a implementacao computacional de métodos de otimizagao
global especializados para duas classes de problemas de programacao nao-linear — problemas

geométricos e problemas multiplicativos — foram as principais metas perseguidas nesta tese.

No Capitulo 4, apés uma extensao relativamente simples da abordagem dual para pro-
blemas geométricos posinomiais a problemas multiobjetivos representados pela soma ponderada
de funcgoes objetivos, investigou-se a possibilidade de melhoria de um algoritmo do tipo branch-
and-bound voltado para problemas geométricos signomiais. A tentativa de melhoria consistiu
na incorporac¢ao ao algoritmo branch-and-bound de um procedimento de busca local baseado
no conceito de condensacao, bastante utilizado na literatura no desenvolvimento de métodos

subotimos para problemas signomiais.

Embora o algoritmo tenha apresentado bom desempenho no sentido de obter solucoes
6timas globais nos problemas testados, a adogao da busca local como estratégia de refinamento
do limitante superior do algoritmo nao se mostrou particularmente vantajosa, no sentido de

acelerar sua convergeéncia.

No Capitulo 5, elementos de analise convexa e de programacao multiobjetivo foram utili-
zados no desenvolvimento de algoritmos para os chamados problemas convexos multiplicativos.
A estratégia comum aos algoritmos propostos foi a projecao e resolucao do problema no espaco
dos objetivos por meio da técnica de relaxagao. Ao ser projetado, cada problema considerado
passou a exibir propriedades especiais que tornaram sua solucao mais simples. No caso de

problemas multiplicativos classicos, por enumeracao dos vértices gerados por planos de corte;

87
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no caso de problemas multiplicativos generalizados, por enumeracao dos proprios planos de corte

introduzidos pelo algoritmo.

Testes realizados vém demonstrando maior eficiéncia dos algoritmos propostos em relacao

aos algoritmos alternativos existentes na literatura de programacao multiplicativa.

Trabalhos futuros na linha de programacgao geométrica signomial deverao necessari-
amente envolver uma implementacao mais eficiente do algoritmo branch-and-bound, prova-
velmente numa linguagem de programacao como C++, que faca uso de pocotes especiali-

zados em programacao nao-linear. (O protétipo atual encontra-se implementado em MA-
TLAB/ Optimization Toolbox.)

Dois aspectos poderao contribuir para que a busca local via condensacao possa se mostrar
eficaz. Em [Maranas & Floudas, 1997] é proposto um escalamento especial de varidveis e
outros refinamentos voltados para problemas signomiais, os quais chegaram a ser testados, mas
nao incorporados ao prototipo MATLAB. Um tratamento mais completo para o problema de
inicializar varias rotinas de otimizagao restrita com solugoes iniciais factiveis seria outro aspecto
a considerar. Aplicagoes da versao aprimorada do algoritmo a problemas importantes nas areas

de Pesquisa Operacional e Teoria de Controle poderiam entao ser desenvolvidas.

Trabalhos futuros na linha de programacao multiplicativa deverao contemplar funcoes
multiplicativas descritas como produtos de razoes de funcoes lineares, ou outras classes de
funcoes multiplicativas que favorecam a aplicacao da abordagem proposta nesta tese. Problemas

que apresentem restricoes convexas multiplicativas também poderao ser abordados.

Durante o desenvolvimento dos algoritmos propostos para programacao multiplicativa,
alguns algoritmos alternativos baseados na idéia de se condensar funcoes multiplicativas no
espaco dos objetivos convergiram, infelizmente sem prova tedrica, para solucoes globais em
todos os problemas testados. Estudos mais aprofundados sobre condensacao de posinomios

poderao eventualmente levar a propriedades interessantes desses algoritmos alternativos.
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