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ABSTRACT

Our first aim is to prove an important caracterization of weakly compact sets in Banach
spaces, the Eberlein-Smulian Theorem which says that a subset X of a Banach space is
weakly compact if and only if each sequence in K has a subsequence which converges weakly
to an element of K.

We next prove an important caracterization of weakly compact operators between Banach
spaces, the Gantmacher Theorem, which says that a continuous linear operator T: F — F
between Banach spaces is weakly compact if and only if its adjoint 77: F' — FE’ is weakly
compact.

Finally, we prove the principal result of this work, the Factorization Theorem of Davis,
Figiel, Johnson and Pelczynski, which says that a continuous linear operator 7: E — F
between Banach spaces is weakly compact if and only if T factors through a reflexive Banach
space, i.e, there are a reflexive Banach space G and continuous linear operators S: £ — G
and L: G — F such that T = Lo S. An application of this result is that an m-homogeneous
continuous polynomial P: £ — F between Banach spaces is weakly compact if and only if
there are a reflexive Banach space GG, an m-homogeneous continuous polynomial @: E — G

and a continuous linear operator L: G — F such that P = L o Q.
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RESUMO

Nosso primeiro objetivo é provar uma importante caracterizacao de conjuntos fracamente
compactos em espacos de Banach, o Teorema de Eberlein-Smulian, gue diz que um subcon-
junto K de um espaco de Banach é fracamente compacto se, e somente se, toda segiiéncia
em K tem uma subseqiiéncia que converge fracamente para um elemento de K.

Em seguida nés provamos uma importante caracterizacio de operadores fracamente com-
pactos entre espacos de Banach, o Teorema de Gantmacher, que diz que um operador linear
continuo T': E — F entre espacgos de Banach é fracamente compacto se, e somente se, 0 seu
adjunto T": F/ — E’ é fracamente compacto.

Finalmente, nés provamos o resultado principal deste trabalho, o Teorema de Fatoragao
de Davis, Figiel, Johnson e Pelezynski, que diz que, um operador linear continuo T: £ — F
entre espacos de Banach é fracamente compacto se, e somente se, T fatora-se através de um
espaco de Banach reflexivo, isto é, existern um espaco de Banach reflexivo G e operadores
lineares continuos S: £ — G and L: G — F tais que T = L o §. Uma aplicagdo deste
resultado é que um polindémio m-homogéneo continuo P: £ — F entre espagos de Banach
é fracamente compacto se, e somente se, existern um espaco de Banach reflexivo G, um
polindmio continuo m-homogéneo ¢J: F — G e um operador linear continuo L: G - F tais
que P = Lo(Q.

i
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Introducao

A 4rea do conhecimento matemético na qual este trabalho se insere é a Andlise Funcional,

na teoria de espacos de Banach.

Smulian em 1940 mostrou que os subconjuntos fracamente compactos de um espaco de
Banach sao seqilencialmente fracamente compactos. Ele também fez algumas tentativas so-
bre a reciproca, assim como também Phillips {(1943). A prova da reciproca foi feita por
Eberlein em 1947. Em 1967 Whitley fez uma prova elementar do Teorema de Eberlein-
Smulian em seu artigo intitulado “ An elementary proof of the Eberlein-Smulian theorem
7 E devido ao resultado de Eberlein-Smulian, que existem varios estudos sobre os conjun-
tos fracamente compactos em espagos de Banach. Citamos dentre vérios, um artigo de J.
Lindenstrauss, intitulado “ Weakly compact sets-their topological properties and the Banach
spaces they generate 7 de 1972, e a monografia de K. Floret (1980), intitulada “ Weakly

b

compact sets 7.

Schauder [6] provou que um operador linear continuo 7': £ — F entre espacgos de Banach
é compacto se, ¢ somente, se seu adjunto 77: F' — E’ é compacto. Gantmacher [6] obteve
um resultado andlogo para operadores fracamente compactos. R. Ryan [13] obteve um re-
sultado andlogo para polinémios homogéneos. Vérias aplicactes do Teorema de fatoracio de
Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski [4] existem, tais como a teoria de ideais de polindmios
gerados por operadores fracamente compactos [2] e secio 3 em [4] sobre as técnicas de fa-

toracio envolvendo bases.



Agora passaremos a um resumo da dissertacdo, que é dividida em cinco capitulos.

o O Capitulo 1 é dedicado as definigbes preliminares e alguns Teoremas clissicos da
Andlise Funcional. L(FE;F) denota o espago vetorial de todas aplicagbes lineares
continuas. O espaco L(E;K) ¢é denotado por £', e é chamado de dual topoldgico,
ou simplesmente dual de E. Os elementos de F’ sdo chamados de funcionais lineares

continuos.

e O Capitulo 2 é dedicado ao estudo dos espacos de Banach reflexivos. Sabemos que
a nocao de compacidade desempenha um papel fundamental na solugdo de diversos
problemas. Para resolver alguns destes problemas, introduzimos na secao 2.2 duas
importantes topologias na teoria dos espacos de Banach, com menos abertos e, con-
seqlientemente, com mais compactos de forma a possibilitar a solucgio de diversos prob-
lemas. Essas topologias sfo a topologia fraca e a topologia fraca estrela. A primeira (a
topologia fraca) esta presente em todos os espagos normados, jé a segunda (topologia
fraca estrela) estd presente somente nos espacos duais. Sabemos que a bola fechada
unitdria em um espago normado E é compacta se, e somente se, £ tem dimensio
finita. Devido a Banach e Alaoglu, temos que bola fechada unitaria de B’ é compacta
na topologia fraca estrela de E'. Na se¢io 2.2, nds daremos uma condicio necesséria e
suficiente para um espago de Banach F seja um espaco de Banach reflexivo: um espaco
de Banach F é reflexivo se, ¢ somente se, a bola fechada unitdria de F é compacta na

topologia fraca.

e O Capitulo 3 é dedicado ao estudo dos conjuntos compactos para a topologia fraca. Nas
secoes 3.3 e 3.4, nds mostraremos que dado um espago normado F e um subconjunto X
de F, entao K é compacto na topologia fraca se, e somente se, toda seqiiéncia (z,,)22,
em K admite uma subseqiiéncia, que converge fracamente para um ponto de K. Este

resultado foi demonstrado por Eberiein e Smulian.

o O Capitulo 4 é dedicado & caracterizago dos operadores fracamente compactos entre
espacos de Banach. Na secio 4.1 definimos o adjunto de um operador e estabelecemos
condi¢des necessérias e suficientes para que um operador seja fracamente compacto.
Na segdo 4.2 encontra-se o principal resultado deste capitulo: para um operador ser fra-
camente compacto é necessario e suficiente que o seu adjunto também seja fracamente

compacto. Este resultado foi obtido por Gantmacher .



o O Capitulo 5 é dedicado ao estudo dos operadores fracamente compactos e polinémios
m-homogéneos fracamente compactos entre espacos de Banach. O nosso principal
resultado deste capitulo é o Teorema de fatoracdo de Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski
[4]: para um operador linear e continuo entre espagos de Banach 7: E — F ser
fracamente compacto é necesséario e suficiente que exista um espago de Banach reflexivo
G e operadores S € L(E,G) e L € L(G;F) tais que T = Lo 5. Na se¢go 5.2,
nés mostramos que um polindmio m-homogéneo continuo P: E — F é fracamente
compacto se, e somente se, existem um espaco de Banach reflexivo G, um polinémio
m-homogénec ¢ € P(™E;G) e um operador w € L(G;F) tais que P = w o Q). Aqui
P(™E,G) denota o espago vetorial de todos os polindémios m-homogéneos continuos de
EemG.



CAPITULO 1

Definicoes Preliminares e Teoremas

Classicos da Analise Funcional

1.1 Espacos Normados

Sempre consideraremos espagos vetoriais sobre K, onde K é R ou C.

Definicao 1.1.1. Se E € um espaco vetorial, entdo uma funcdo .|| : E — R € chamada de

norma se verifica as seguintes propriedades:

(a) llz|l = 0 para todo z € E.
{(b) ||z|| = 0 se e somente se z = 0.
(c) IAz]| = |A| =]l pora todos A e K ez e E.

(d) 1z +yll < llzll + Iyl para todos x, y € E.

A desigualdade (d) é chamada de desigualdade triangular. O par (E,].]]) é chamado
de espago normado. Com freqiiéneia falaremos do espago normado F em lugar do espago

normado (E,[.||). £ é chamado espago de Banach se for completo com relacdo & métrica
natural d (z.y) = |z — y]| .



CAP.1 » DEFINICOES PRELIMINARES E TEOREMAS CLASSICOS DA
ANALISE FUNCIONAL

Proposicao 1.1.2. Sejam E e F espacos normados. Seja T : F — F aplicagdo linear.

Entio T é continua se e $6 se existe uma constanie ¢ > 0 tal que
\T{z)|| < cllz|| pare todo z € E.

Definicdao 1.1.3. Sejam £ e F' espacos normados sobre K. Dado uma aplicagdo linear
T:E— F, seja ||T| definida por

1Tl = sup {IT(z)l| : z € E, ]z < 1}.
Denotaremos por L(E;F) espaco vetorial de todas as aplicagdes lineares continuas
T:FE—F.

Proposigao 1.1.4. A funcdo T — ||T| € uma norma em L(E,F). Se F' é um € um espaco

de Banach, entdo L{E;F) também é um espaco de Banach.

E claro que o valor absoluto define uma norma em K, ¢ que K, munido dessa norma,
é completo. O espagco L(E:K) é denotado por E', e é chamado de dual topoldgico, ou
simplesmente dual de £. Os elementos de £’ sdo chamados de funcionais lineares continuos.

Como consequéncia imediata desta Proposicio, o dual de um espago normado é sempre
um espac¢o de Banach. Seja £ um espaco normado. Dados 2’ € E' ¢ z € E, com frequéncia
escreveremos

('.2) =2’ (z) .

1.2 Teorema de Hahn-Banach e Conseqiiéncias

Teorema 1.2.1. (Hahn-Banach) Seja E um espaco normado,e seja M, wm subespaco de E.

Entdo para cada ¢, € M/, existe um ¢ € E' tal que:

(b) & (z) = ¢, (z) para todo z € M,;

(c) ligll = ligoll-

Demonstragdo. Veja [6]. 0

Temos os seguintes resultados conseqiiente do Teorema de Hahn-Banach.
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Corolario 1.2.2. Seja E um espaco normado.

(a) Seja M, um subespago fechado de E. Se x ¢ M, entdo existe um funcional z' € E' com

2’ (z) =1 ez’ (y) =0 para todo y € M,,.
(by Para cada x # 0 em E, existe um 2’ € E' com ||z']| =1 e 2’ () = ||z]|.
(¢) Para cadaz € E,

llzll = HS}EI |z’ ()] .

Demonstragio. Veja [6]. 0

Definicao 1.2.3. Sejam E e F espacos normados e T € L{E;F).

(a) Dizemos que T € isomorfismo topoldgico entre E e F se T € bijetora, e sua inversa €

continua.

(b) Dizemos que T € isomorfismo isométrico entre £ e F se T € bijetora, e {T(z)| = |||

para todo x € I,
Definicéo 1.2.4. Seja E um espago normado, € seja A C E.

(a) A € dito equilibrado se Ax € A para todosz € A e A€ K com || < 1.

(b) A ¢ dito absorvente se para cada x € E existe 6 > 0 tal que Ax € A para todos A € K
com [A] < é&.

(c) A € dito convezo se ax + Gy € A para todosz,y € Aea,>0coma+=1.

Defini¢do 1.2.5. Seja E um espago normado. Uma funcdo p: E — R € chamada de

seminorma se verifica as sequintes condigdes:
(a) plz) 2O paratodoz € F .

(b) p(Az) = |\ p(z) paratodos Ae Kez € E.
(¢) p{z +y) < p(z) + ply) para todos z, y € E.

Temos que uma seminorma p € uma norma se p(z) = 0 implica z = 0.



CAP.1 e« DEFINICOES PRELIMINARES E TEOREMAS CLASSICOS DA
ANALISE FUNCIONAL

Proposicao 1.2.6. Seja E um espago normado, e seja p uma seminorma em E. Entdao o
conjunto
Upe ={z € E:p(x) <e}

¢ convexo, equilibrado e absorvente, para cada & > ().

Demonstragdo. Seja € > 0. Mostremos que U, € convexo. Sejam o,f > 0 coma+ 5 = 1,

assim temos:

plaz + By) < plaz) +p(By) = ap(z) + Op(y) S ela+8) =«
para todos z, y € U, .. Seja A € K| entdo temos:
p(Ax) = ]\ p(x) < |A\le < e sempre que A < 1,
portanto U, . é convexo, equilibrado e absorvente, para cada £ > 0. ]

Como toda norma € uma seminorma, temos que as bolas
B(O;e) ={z € E: |z|| <e},
com ¢ > 0, forrnam uma base de vizinhancas de zero que s30 convexas, equilibradas e abertas.

Teorema 1.2.7. {Grdfico Fechado) Sejam E e F dois espagos de Banach. Seja T: F — F
um aplicagdo linear cujo grdfico € fechado em E x F. Entdo T € continua.

O grdfico de uma aplicacio T: E — F € conjunto
Graf(T) = {(z.y) € Ex Fiy=T(2)} = {(z,T(2)) :z € E}.

Demonstracio. Veja [6]

[

Teorema 1.2.8. {Banach-Steinhaus) Seja E um espaco normado, e seja A um subconjunto
de E tal que ¢ (A) € limitado em K para cada ¢ € E'. Entdo A € limitado em E.

Demonstracdo. Veja (6] O



CAPITULO 2

Caracterizacao dos Espacos Reflexivos

Neste capitule definimos quando um espaco de Banach E é reflexivo. E introduziremos
as duas topologias importantes na teoria dos espacgos de Banach, que s@o a topologia fraca e
a topologia fraca estrela. A primeira (a topologia fraca) estd presente em todos 0s espagos
normados, ja a segunda (topologia fraca estrela) estd presente somente nos espacos duais.
E veremos que bola unitaria dos duais sdo sempre compactas na topologia fraca estrela. O
resultado central deste capitulo é: para que a bola unitaria fechada de F seja compacta na

topologia fraca é necessério e suficiente que F seja um espaco de Banach reflexivo.

2.1 Espacos Reflexivos

Definicao 2.1.1. Seja F um espaco normado, o dual do espago de Banach E', denotado
por E" € chamado de bidual de E.

Proposigao 2.1.2. Seja J: E — E" definido por
J(x)(z') == (z',z) para todosz€ E , 2’ € E'.
Entdo J € um isomorfismo isométrico entre E e um subespago de E”.
Demonstragdo. Se x € E, é facil verificar que J (z) é linear. Entéo dado 2’ € F', temos que
|/ () (2)] = [{z’, 2)| < '] ll=]],

3



CAP. 2 ¢« CARACTERIZACAO DOS ESPACOS REFLEXIVOS

segue da Proposigdo 1.1.2 que J (z) € E” e que
17 ()| = sup {|J (z) (=')] |’ <1} =sup {[{z’.2}| :[lz]| <1}
<sup{ fl2'] = ;=" <1} ={=].

Assim pela Proposicdo 1.1.2, J : E2 — E" é linear e continua e ||J{z)| < ||z|| para todo

x € F. Agora, como

17 (@)l = sup {IJ (z) (z')] ;2’| <1} =sup {[{’, )| ;" <1}

e tendo que pelo resultado conseqiiente do Teorema de Hahn-Banach, para cada z € F
existe um 7’ € E' com ||z'|| =1 e 2’ (z) = {|z|, temos ||J{z)|| = |lz||. Portanto J é um

isomorfismo isométrico entre E e J (£). 0
Definicao 2.1.3. Seja £ um espago de Banach, dizemos que E reflexivo se J (E) = E".

Observagao 2.1.4. Se E € um espace normado, como E” € sempre completo, E 36 poderd
ser reflexivo se for Banach. Desta forma, uma condicdo necessdria para J seja sobrejetora

é que F seja um espaco de Banach.

Exemplo 2.1.5. Todo espaco normado E de dimensdo finita € reflexivo, pois como a

dimE =dimE" e J: E — E” ¢ linear e injetora, temos:
dim E” = dim E = dim Ker(J) + dim J{E) = dim J{E)
portanto dim E” = dim J(E) assim temos que J (E) = E".
Teorema 2.1.6. Um espaco de Banach E € reflezivo se e somente se ' € reflexivo.

Demonstracdo. Suponhamos que F seja reflexivo. Mostremos que E’ é reflexivo. Mostremos
que Jp:(E') = E". Entéo seja 2™ € E™ é preciso encontrar um ¥’ € £’ tal que Jp (y/) = 2.
Como temos que z” : E”" - Ke Jg: £ — E’ tomemos ¢y =z o Jg. Logo ¢y € E' e como

E é reflexivo temos Jp (E) = E”. Assim

Je(y') (Je(z)) = Je(z)(¢) = ¥, z) =2" o Jp (z) = 2" (Je(z)) para todo z € F.

Portanto Jg(y') = 2.
Reciprocamente suponhamos que £’ seja reflexivo ¢ mostremos que Jg (E) = E”. Supon-

hamos que Jg (E) & £”. Como pelo Proposi¢ao 2.1.2 Jg é um isomorfismo isométrico entre
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E e Jg (E), tendo que E é de Banach, temos que Jg (E) é um subespacgo de Banach de E”,
logo Jg (F) é fechado. Assim pelo coroldrio do Teorema de Hahn-Banach existe 2 € E,
' # 0 tal que

z" (Jp(z)) = 0 para todo z € E. (1)

Tendo que E' é reflexivo existe 2/ € £’ tal que Jg/(z'} = 2" ou seja
2" (y") = Jp(2') (") = " (') para todo y” € E". (2)
Como Jg({z) € E”, para todo z € E, temos por (1) e (2):
0=2" (Jp(z)) = Jp (&) {Je(z)) = Jg(z) (z') = (z',z) para todo z € E.

Portanto 2’ = 0. Assim temos que 2z = Jg{(z') = Jg{0) = 0 absurdo, pois = # (.

Portanto temos que Jg {E) = E” O

2.2 Topologia Fraca e Topologia Fraca Estrela

A topologia fraca de um espaco normado. Seja E um espaco normado e seja E' seu
dual. A topologia frace de E, que denotaremos por o (E, E') é a topologia em FE que tem
como base de vizinhancas de z, € F, os conjuntos

V (Zo: 1,02, n.€) ={z € E:|p;(z,~z)] <cparacadaj=1,2,...,n},

come>0ed,Pe,....0, E FencHN.

Dado A um subconjunto de E, denotaremos a aderéncic de A em (F,o (E,E")) por A" .
E quando A for compacto em (E,o (E, E')), com freqiiéncia diremos que A é fracamente
compacto ou simplesmente A é w-compacto.

Em um espa¢o normado F dizemos que uma seqiiéncia (z,)°. ; em E converge fracamente

se existe um z € £ com
7' (z} = lim z'(z,) paratodo z’ € F/,
L OO
o ponto z é chamado de limite fraco da seqiiéncia (z,)°., , denotaremos

=1t

T T,
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Como conseqliéncia imediata, temos que toda seqiiéncia (z,)°_, em E que converge para

x € F ou seja z, — z, converge fracamente para z ou seja

Tps T,
pois como todo z’ € £ é continuo, temos que 2’ (z,) — 2’ ().
A topologia fraca estrela do dual de um espago normado. Seja £ um espaco
normado e seja £’ seu dual. A topologia fraca estrela de E', que denotaremos por o (E', E),

é a topologia em E' que tem como base de vizinhangas de 2}, € ', os conjuntos
W*(zl, 1, %2, ..., Zn,e) ={p € B : [(z) ~ ¢,2;)| < e paracada j =1,2,...,n},

come>0ex1,22,..., 2, € FenelN.

Dado B um subconjunto de £', denotaremos a aderéncia de B em (£',0 (E', E)) por
B . E quando B for compacto em (E',o (E', E)), com freqiiéncia diremos que B é fraco
estrela compacto ou simplesmente B é w*-compacto.

Dizemos que uma rede (z},),.o em £’ converge na topologia o (E', E) para z, € E' se
paracadaz € I

(Ta: @) = (25, 7).

Denoctamaos

rowt ’
I, —™ I,

O seguinte resultado mostra que E e E' com a topologia fraca e fraca estrela respectiva-
mente sdo espago topoldgicos de Hausdorfl. Dizemos que um espago topoldgico (F, 7) é de

Hausdorff se dados z, ¥y € F com z # y existem U e V vizinhancas de = ¢ y respectivamente
em (F,7)comUNV =0.

Proposi¢ao 2.2.1. Seja £ um espaco vetorial normado. Entio (E,o{(E,E")) e (E', 0 (E', E))
sdo espacgos topoldgicos de Hausdorff.

Demonstracgo. Sejam z , y € E com x % y, assim temos que z —~ y # 0, logo como £ é um

espaco vetorial normado, como conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € E' tal

que ¢ {z —y) = |lz — y|l # 0, assim ¢(z) — ¢(y) # 0, o que implica que ¢{x) # ¢(y). Tome
|6(x — y)i

=
€ 3 0,
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assim U(z,¢,¢) = {we E:|op(z —w)| <e} e V(y0,8) = {we E:|p(y—w)| <e} sao
vizinhancas de = e ¥ respectivamente em (E,o (£, E')). Mostremos que

U(I’¢1E) mv(yfés) = 0.
Suponhamos que exista z € U (z,é,e) NV (y, ¢, &), Assim
lo{z — z)| < ce |p(y—2)] <e.

Logo
2e = |plz —y)| < |d(z — 2)l + |o(y — 2} <e+e =2

Absurdo! Portanto (E, 0 (E; E’)) é um espaco topoldgico de Hausdorff.
Sejam ¥, ¢ € E' com ¥ # . Entdo existe umn z € E tal que ¥(x) # p{z). Tome

s = f("r/) “29013:)[ > 0,

assim U* (p,z,6) ={0 € B : |[{p—b,2) <eleV*{¢,z,e) = {8 € E': |{(y — 0,7} < &} sho
vizinhancas de ¢ e ¢ respectivamente para (E', ¢ (E', E)) com U* (¢, z,) N V* (¢, z,e) = 0.
Portanto (E', o (E', E}) é espaco topolégico de Hausdorff. O

Definigao 2.2.2. Dadas duas topologias 71 e 75 num conjunto X, diremos que T1 € mais
fraca que 12 se Ty C To.

Seja I/ um espago normado. Denotaremos 7g, a topologia em & que tem como base de

vizinhancas de z, € F ., os conjuntos
B(zoie)={x € E: |z, —z| <e},
com £ > 0.
Proposicao 2.2.3. Seja E um espago normade. Entdo:
(a) o (E,E"y C 7

() o (F',E)Co(E,E") C rp.
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Demonstrag@o. Para mostrar que o (£, '} ¢ 7g, mostremos que dados z, € £ e uma

vizinhanca U,, em (E,0 (E, F'}), existe uma vizinhanca de x, em {E, 7g), ou seja
B(zo;8) = {z € E: |z, — zl| < 4},

tal que B(zy;0) C U,,. Seja entdo

uma vizinhanga do z, em (E, ¢ (£, E")). Logo pela Proposi¢do 1.1.2:
¢ (2, ~ )] < ¢z, — z]] paracada j=1.2,...n

Seja ¢ = max{¢c; : 7 =1,2,...,n}. Tomemos entdo B(xa,%) = {9: elE jz,—z| < %} a

qual é uma vizinhanca de z, em (£, 7). Afirmamos que

Seja = € B(z,; £) entdo
lpi(zo — )| S ¢ llzo—xll ez — 2] < - % =¢paratodo j=1,2,...n.

Portanto x € U (3:0: @1;‘;52: v :gbnzg)' LOgO g (EJ EI) C 7E.
Sejaz, € E'e

WH*(z),z1,22,...,2n,6) = {¢¥' € B : |{z, —¢/,z;)| <e paracada j = 1,2,...n},
uma vizinhanca de z, em (E', ¢ (F', E)). Definimos

v B =K
8 — {1;,0) = (f,z;) paracada j =1,2,...7.

Logo ¢; € E” para cada j = 1,2,...n. Seja entdo
U(Q:;:,{bl:w%-'wwnsg) = {9 € EI : |% (xlo _9)] <& COI}’lj = 1'277’}
a qual é uma vizinhanca de z/, em (E', o (E', E”}). Mostremos que

U (552:1/)1,%’)2: s 71,!/)%76) - wr (xrm-rl:x?: s %x'ﬂtg) :
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Seja a € U{z], ¥, ¥s, ..., Yn.€), entdo temos que a € E' e
| {z, —a)| <eparaj=12,...n
Assim, pela definico dos ¢, para cada j = 1,2,...n, temos
e > |(al ~ o) =Nzl — o, z;)| paraj=1,2,...n,
assim o € W* (2,21, %2,...,2,,2). Portanto pela parte (a) temos
o{E'\EyCo(E E") Crp.
O

Observacao 2.2.4. Suponhamos que E seja espaco normado de dimensdo finita, dimFE =

k > 1, verifiguemos que g C o (£, E). Sejam z, € E ¢
B(z,;8) ={zc E: |z, —z| < d}.

Tomemos uma base {e1,ez,...,ex} de E com ||e;]| = 1{i=1,2,....,k), eseja{¢1,d2, ..., 01} C
E' tal que:

(@5, €5) = 1,
(i €m) =0 (J #m).

Entdo considere
, ) , 0 .
U xo,gbl,gpg,...,@k,% = .:z:EE:|cpj(:cc«-~3:)1<%pamcadajzl,?,...k .

Mostremos que U (o, $1,b2,-. ., ¢k, 2) C B(2,36). Seja © € U (To, 1,2, Pk, 2)-
Escrevendo
To == (1€1 T ...+ Qg€ e $=ﬁ181+---+6kek1

segque que

k

2 (a; — B;) e

J=1

2o — 2| =

k k k )
< 2oy = Gilllesl = X lag = Bl = L lbilee —z)| < kg =6
7=1 j=1 i=1

ou seja © € B(x,;8), seque que 75 C o (E, E"). Portanto da Proposigdo 2.2.3, temos que
o {E,E") =1 se a dimensdo de E € finita.
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Proposicido 2.2.5. Sejam E e F' espagos de Banach e T: E — F uma aplicagdo linear.
BEntio T: (E.1g) — (F,7r) ¢ continuo se e somente se T é fracamente continuo, ou seja
T: (E,0(E,E"Y) — (F,o (F,F")) ¢ continuo.

Demonstracio. Suponhamos que T': (E, 15} — (F,7¢) seja continuo. Sejam z, € F e
VAT (20) 01,025 . 8) ={y € F 1 [{;, T (z,) —y)| < e paracada j=1,2,...n}
uma vizinhanga de T {z,) em (F, o (F, F")). Agora para cada j = 1,2,...n, definimos:
v E—K
z = {Ua) = (poT,x)

entdao temos que ¥; = ; o T ¢ continuo e linear, assim ¢¥; € £ paracada j = 1,2,...,n.

Seja

Ulze, V1,02, Une) ={z € E: |¢;(z, —z)l <ecparacada j=1,2,...,n},

i

a qual é uma vizinhanga de z, em (E, o (E, F')). Mostremos que
T (U (@os V1, %2, -+ ¥n:8)) CV(T (20), 01,02, -+ ¥ns €) -
Seia z € U (24, V1, Y2y - - -, ¥n, €), entio
€ > [th(zo = 2)| = [{pj 0 T, 2o — )| = {65, T (o) ~ T (z))| paracadaj=12...,n,

ou seja T(z) € V(T (2o}, 01,92, --.,¢n,&). Portanto T: (E,c(E,E")) — (Fo (F,F")) é
continua. Reciprocamente suponhamos que T': (£, 0 (E, E")) — (F, o (F, F'}) seja continuo,
mostremos que 7" € continuo. Como F e F sio espagos de Banach. Seja (z,y) € Graf(T) ,

entdo existe uma seqiiéncia

(#n.40)32, € Craf(T) tal que (zus) — (2,9).

Isto irnplica que

Tp =T €Yy, =1 (T,) —y.

Loogo pelo Teorema do gréfico fechado é suficiente provar que y = T (z). Como 7, — = e
T (z,) — ¥, temos que

w

Tn T e T{z,) 2 ¥y
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como
T: (E,0(E.F")) — (F,o (F.F"))

é continua, entéo
T(z,) 2 T{z).

Como pela Proposicao 2.2.1, (F,o (F, F")) é espaco topoldgico de Hausdorff, segue que o

limite é Unico, ou seja y = T (x) . Portanto pelo Teorema do grafico fechado T é continua. O

Observagao 2.2.6. A Proposicdo acima também é vdlida considerando E e F quaisquer

eapacos normados.
Seja X um espaco normado. Denotamos a bola unitéria fechada em X por
Bx={re X :|z| <1}.

O Teorema seguinte foi obtido por Banach no caso dos espacos de Banach separdveis;

muitos o referem como Teorema de Banach-Alaoglu. Alaoglu obteve a seguinte versdo em
(1940).

Teorema 2.2.7. (Banach-Alaoglu) Seja E um espago normado. Entdo Br € w*-compacta.
Demonstragio. Veja (5] O

Teorema 2.2.8. (Goldstine) Seja E um espaco normado e Jg: £ — E” o mergulho natural.

Entdo

Je(Br) = Bpr
Demonstragdo. Veja [5] O

Seja E espago de Banach. A seguir estabeleceremos uma condigdo necessdria e suficiente

para que £ seja um espaco de Banach reflexivo.

Teorema 2.2.9. Um espago de Banach E é reflexivo se somente se Bg € fracamente comn-

pacto, ou seja Br € w-compacto.
Demonstragdo. Suponhamos que F seja reflexivo, segue que

JEI E— EH
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é bijetora. Provemos que Jg: (E,o(E,F)) — (E", o(E",E")) é um homeomorfismo.
Temos que Jg: (F,72) — (E",7g) & linear e continua. Segue da Proposicio 2.2.5 que
Je: (E o (E,E")) — (E",0 (E", E"™)) é continua. Da Proposi¢io 2.2.3 temos que

O,(EJH:EI) C CT(E”,E”’)7

segue entao que
Jg: (F,o(E,E") — (E",c (E",E))

é continua. Mostremos que (Jg) ™ : (E”,0(E", E")) — (E, 0 (E, E")) é continua na origem.

Sejam ¢ > 0 e ¢, 03, ..., 90, em E’ e considere
V0, 01,02,...,0n,8)={z & E:|{p;,z) <ecparacadaj=12,...,n},

a qual é uma vizinhanga de zero para (E, o {E, E")}. Seja entéo

U (0,01, 02, ¢n.8) = {4 € E" : (¢, p;)l < e paracada j = 1,2,...,n},
a qual é uma vizinhanga de zero para (E”, o (FE", E')). Mostremos que

(Je) (U (0,61, 02, 90m, €)) C V0,01, 02, -, ny E) -
Seja y" € U™ (0,01, 00,...,n, €} C B Como Jg (E) = E”, existe um z € E tal que
Je(z)=v"e (¥, ¢;)| <eparacada j=1,2,...,n.

Assim temos

Hesz)| = [(Je(z) o0 = (4", ¢;)| <eparacadaj=1,2,....n

como (Jg) ™' é linear temos que (Jg) ™ : (E", 0 (E",E")) — (E,c (E, E')} é continua. Logo
Jg: (E,o(E,E") — (E",¢ (E", E")) é um homeomorfismo.
J4& sabemos que Jg ¢ uma isometria, logo pelo fato de Jg (E} = E” temos que (Jz) ™" também

é isometria. Pelo Tecrema de Banach-Alaoglu,

B ={z" € E" . ||z"]| < 1}

¢ w*-compacto. E tendo que

(Je)™': (E" 0 (E".E")) = (E,0 (E,E")

o
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¢ continua, temos que {J E)'"l (Bgv) = Bg é w-compacto. Reciprocamente, suponhamos que

Bg seja w-compacto e provemos que F é reflexivo. Sabemos que
Je: (E,0(E,E")) — (E",c{(E",E"))

é continua e¢ como Bp é w-compacto, temos que Jg (Bg) é w*-compacto. Como, pela
Proposi¢ao 2.2.1, (E", 0 (E", E")) é um espaco topoldgico de Hausdorff, temos que Jg (Bg)

¢ w*-fechado. Assim pelo Teorema de Goldstine temos que

Je(Bg) = Jg (Bg) " = Bgn.

Seja y’ € B, se y" = 0 temos que 0 = Jg (0) € Jg (E). Se ¢ # 0 entéo

Y
m € By = Jg (BE) C Jg (E)

como Jg (E) é um subespaco de E” temos que ¢’ € Jg (E). Portanto Jg (E) = E”, ou seja
E é reflexivo. |



CAPITULO 3

Caracterizacao dos Conjuntos

Fracamente Compactos

Neste capftulo, estudamos os conjuntos fracamente compactos. Nés sabemos que em um
espaco normado F um subconjunto K é tg-compacto se e somente se K é seqiiencialmente
compacto, ou seja toda seqiiéneia (2, o, em K admite uma subseqiiéneia que converge para

um ponto de K. Mostraremos que dados um espacgo normado £ e um subconjunto K de £,

o

entdo K é fracamente compacto se, e somente se, toda seqiiéncia (z,,),., em K admite uma
subseqiiéncia que converge fracamente para um ponto de K. Este resultado foi obtido por

Eberlein e Smulian.

3.1 Conjuntos Fracamente Compactos

Definigao 3.1.1. Seja I um espaco normado.

(a) Dizemos que um subconjunto K C E € relativamente fracamente compacto se K €

fracamente compacto

(b) Dizemos que um subconjunto K C E ¢ sequencialmente fracamente compacto se toda
seqiéncia (zn)o, em K admite uma subseqiiéncia gue converge fracamente para um

ponto de K.

19
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Seja K um conjunto fracamente compacto num espac¢o de Banach E. Se 2/ € E', entfio
temos pela Proposicdo 2.2.5 e pela Observacio 2.2.4 que 2/ : (E,0 (E,E")) — (K, é
continuo; entdo z’ (K} é um conjunto compacio nos escalares. Segue que ' (K) € limitado

para cada =’ € F’, ou seja

supx (k) < oo, paratodo ' € E'.
keK

Portanto, pelo Teorema de Banach-Steinhaus, K é limitado.

Além disso, como pela Proposi¢do 2.2.1 (F,o (E, E')) é um espago topoldgico de Haus-
dorff e K é w-compacto, temos que K é w-fechado. Como temos pela Proposicao 2.2.3 que
o(E,E") C rg, entdo K é 7p-fechado.

Portanto concluimos que os conjuntos fracamente compactos de nm espago de Banach E
sao fechados e limitados na topologia da norma., Porém, ser fechado e limitado nfo implica

ser fracamente compacto. Veja o seguinte exempio:

Exemplo 3.1.2. Bg, para todo espaco noramdo E de dimensdo infinita ndo-reflexivo.
Temos que Bp € fechada e limitada. Como E ndo-reflexivo, pelo Teorema 2.2.9, temos

gue Bg nao € fracamente compacta.

3.2 Conjuntos Convexos

Temos que um subconjunto F w-fechado de um espaco de Banach E é 7tg-fechado. O
seguinte resultado nos diz quando um subconjunto F rg-fechado de um espaco de Banach é

w-fechado.

Proposigao 3.2.1. Seja E' um espago de Banach e F' um subconjunto de E convezxo, entio:

F € tp-fechado se e somente se F' é w-fechado.

Demonstracao. Mostremos que se F' é 7g-fechado ent@o F' é w-fechado. Para isto mostremos
que ¥ ¢ F=F*. Suponhamos que exista um z, € HF“’%\F, entdao B = {z,} é convexo e 7p-
compacto. Logo £ e B sfo dois subconjuntos convexos e disjuntos de F , com F' rg-fechado
e B tg-compacto. Entdo pelo Teorema de Hahn Banach para separacio de convexos existem

z, € E', e o > 0 tais que

1l (o) < a <zl (y), paratodoy € F,
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no caso real; e

Rez (z,) < a < Red, (y), paratodoy &€ F,

no caso complexo. Tome
W= (IL" )_1 (_OO‘J Of)

]

no caso real e
W = (Rez)) ™ (—o0,a)

no caso complexo. Entéo como zf, € F', temos pela Proposigao 2.2.5 que
z, e Rez,: (E,0(E,E")) — (K, %)

sdo continuos. Portanto W é w-aberto. Temos que 2, € W e W N F = §, absurdo, pois
z, € F’. Portanto ' = F, ou seja F' é w-fechado. O

Definicao 3.2.2. Sejo E um espaco normado, ¢ seja A C E.

(a) Denotaremos por co (A} a interse¢do de todos 0s subconjuntos convezos de E que contém

A. Diremos que co(A) é a envoltéria conveza de A.

(¢) Denotaremos por €0 (A) a interse¢do de todos os subconjuntos fechados convezos de E

que contém A.
Proposicao 3.2.3. Seja E um espago normado e sejo A C E. FEnido:

(a) co(A) é o menor subconjunto convexo de E que contém A.

(c) e6(A) =co(A) ",

Demonstracdo. Como temos que a interse¢io de convexos é convexo, temos que co(A) é
convexo e A C co (A}, segue que vale (a}. Como 7o (A) é interseciio de fechados e temos que

2o (A) é Tp-fechado e convexo, segue pelo item (a} que co(A) C @ (A), logo

E

co(A) " c @ (A) " =5 (A). (1)
Temos que co(A) © & rs-fechado e convexo, logo pela definicio de zo (A),

@ (A) Ceco(A) " (2)

De (1) e (2) temos que 6 {A) = co(A4) ". O
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Coroldrio 3.2.4. Se E ¢é um espaco de Banach e A C E, seja x € AY. Entéo eriste uma

seqiiéncia (Tn) e, em co(A) tal que z, — .

Demonstragdo. Como z € A° e tendo que A ¢ T (A) temos:

re A" ca@(A). (1)

Como 8 (A) é convexo e Tp-fechado pela Proposicéo 3.2.1 temos:

@(A) = (4) " =co(A). (2)

Como pela Proposicio 3.2.3, @ (A) = co(A) *, de (1) e (2) temos que:

reA Cto(A) = (A4)=co(A)

oo

ou seja existe uma seqliéncia (z,)0e

em co(A) tal que z, — z. o

3.3 Teorema de Smulian

Nesta secao mostraremos o seguinte resultado: seja F um espaco de Banach, e seja
A C E. Se A é relativamente fracamente compacto , entio cada seqiiénecia em A admite
uma subseqiiéncia que converge fracamente a um ponto de E. Este resultado foi obtido por
Smulian em 1940. Para provar este resultado, necessitaremos de uma Proposicio e de um

Lema auxiliar.

Definicao 3.3.1. Seja E um espago normado.

(a) Dizemos que E € separdvel se existe um subconjunto enumerdvel D de E tal que D €

denso em E, ( isto €, para todo x € E e para todo € > 0, B(z,e)ND # 1§ ).

(b) Seja F' um subconjunto de E'. Dizemos que F' separa pontos de E se

{z',z) = 0 para cada z' € F entdo z = 0.

Proposicao 3.3.2. Seja E um espaco normado separdvel, e seja {z, :n € N} um subcon-

junto enumerduvel e denso de E. Entdo:

(a) Existe {¢n:n € N} C E' tal que {|onl] = 1 e ¢, (z) = |lzn]|| pare todo n € N.
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(b} A aplicacdo
T: E—
z+— T (z) = (¢a (z))7,
€ um isomorfismo isoméirico entre E e um subespaco de £,

(c) {¢n:n € N} separa os pontos de E.

Demonstragdo. Seja n € N fixo e tomemos z, € F, logo segue do Coroldrio do Teorema de

Hahn-Banach que existe ¢, € E' tal que

Ionll = 1 e dn(2n) = lznl -

Portanto vale (a). Mostremos o item (b). E claro que T estd hem definido e é linear,

mostremos que T ¢é continuo. Como ||¢,|| = 1 para todo n € N | segue que

1T (@), = (@ (2))52ll,, = sup {ién (2)] - n € N}
<sup{{|gnlllzll :n €N} = llz|| Vz € E,

logo pela Proposicao 1.1.2 T é continuo. Mostremos que
1T (@), ==l YzeFE.
Pelo que mostramos anteriormente basta mostrar:

lz] < IT @)l V=€ E.

Sejaz € F, entdo z € {z, :n € N} | logo existe, para simplificar a nota¢io, uma seqiiencia
(z5)52, € {znin € N} tal que z; — z. Logo, dado £ > 0, como {¢, : n € N} ¢ E’, para j

suficientemente grande, temos:

£

Il < lley =l + flasl) < 5 + llasll = 5 + 05 (&)
<2 +165 (25) — 65 (2) + 5 (2)
<5 +165 (25) — &5 (@) +10; (=)
£

<4+ T @), =+ |T ()],

o
ro] M
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Portanto |7 (z)]], = l|lz|l ¥ = € E. Assim temos que T € um isomorfismo isométrico entre
E e o subespaco T (E) de £. Logo

lzll = [T (@), = sup{l{(¢n, z)| : n € N}.

Assim se {@,,z) = 0 para todo n € N, entdo ||z]] = 0, logo z = 0. Portanto {¢, : n € N}
separa os pontos de E 0l

Lema 3.3.3. Se K € um conjunto fracamente compacto num espaco de Banach E e E’

contém um subconjunto enumerdvel que separa pontos de E, entdo (K ,o (B E )] K) € metrizdvel.

Demonstra¢éo. Suponhamos que K seja w-compacto. Seja D = {2/ :n € N} um subcon-

junto enumeravel de elementos ndo nulos de E’ que separa pontos de £. Defina:
d: Ex E—R

o< 1zl (z—
d(z,y} = Zw__l z—n—w——lx"ﬁ%“ l

E claro que d estd bem definida e d{x,y) > 0. Se d(z,%) = 0 entdo =, (z — y) = 0 para todo
n € N, como D separa pontos de £ temos que z = y. Mostremos a desigualdade triangular.
Sejam z,y e z em E, logo

d(z,2)=y imeiélxm—y)wg(yw)t

n=1 27 IIIHI Izl

1 -l (y —
<Zn-1 - |z, y)!tI ; lilxn (v —2)|

_ Llan(e—y)l | e 1z, (1 —2)
Z”—i 27 fznll Zn:l 2z
=d{z,y)+dy, z).

Portanto d é uma métrica em F. Mostremos que a métrica d em K define a topologia fraca

e K, ou seja aplicacdo identidade:
idge (K o (E, E’)ix) (K, 7y)

¢ um homeomorfismo. Mostremos que idy é continua. Dados z € K e £ > 0. devemos

encontrar uma vizinhanca U/, de x em (K, (B, E’)EK) tal que

U.Clke K:d(z, k) <¢e}.
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Sejam 0 < d < £ e N > 0 um ntmero natural tal que

oe M
Z <§ondeM=Sﬂp{!]kH:keK},

n=N+41 2n—1 2

esejar =min{llzl | :n=1,2,...,N}. Tomemos entdo A = § - r e seja

Ulz,z},zh,.... 2, \)={y € K : |z, (z —y)| < Aparacadan = 1,2,... N}.

Seja y € Uz, zi, 25, ..., 2, A), assim:
I e Y )] o 1]z, (z—y)
N2 T ] i T ]

AN 1 oo 1
< ; Zn:i '5;'? T Z1*1:.7\1'«}-.‘{ 5‘7‘1— ”.’L‘ - y”
d-r oo M e ¢
< I S
B _é_zn:)v-;-z -1 <4+2<€'
Portanto U (z, 27,25, ..., 2, A) C{k € K : d{(z,k) < ¢}, logo
iy (K, o (E, E’)|K) - (K, 7g)

é continua. Seja ' C K um conjunto w-fechado em K, como K é w-compacto temos que
F & w-compacto em K. Portanto, como 2dg: (K ,o(E, F' )l K) — (K, 14) é continua, temos

que idg (F) = F é t4-compacto e conseqilentemente I é 75-fechado. Assim
idx: (K, (B, F)) — (K,7)
¢ um homeomorfismo. Portanto a topologia fraca em K é metrizdvel. 0
Agora temos condigbes de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 3.3.4. (gmulian)Seja E um espago de Banach, e seja A C E. Se A € relats-
vamente fracamente compacto, entdo cada segiiéncia em A admite uma subsegiéncia que

converge fracamente a um ponto de E.

Demonstragio. Seja (an)..., uma seqiiéncia em A. Seja

[ax] = span {(an)32,} "

Como [a,] é Tp-fechado e convexo, temos pela Proposicdo 3.2.1 que [a,] é w-fechado. Temos

que [a,] é um espaco de Banach separdvel, segue que

U

ANfa, €d” e ANl Clan = [an] .
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Como A" é w-compacto, temos que A M [a,] & w-compacto. Assim AN [a,] & fracamente
compacto no espago de Banach separavel [a,], logo pela Proposicio 3.3.2, temos que existe um
subconjunto enumerdvel de [a,]" que separa pontos de [a,]. E assim pelo Lema 3.3.3, segue

que ANja,] ¢ metrizdvel na topologia fraca de [a,)

Como compacto e seqiiencialmente
~ . e - o ¥ - - = -
compacto sdo equivalentes em espagos métricos, A N la,] € um subconjunto seqiiencialmente

fracamente compacto de [a,]. Em particular, a seqiiéncia (a,).-, admite subseqiiéncia fra-

o0

camente convergente, ou seja: existe uma subseqiiéncia (a.,),_, e existe a € E tais que

=1

ur
—

an-

;T oaem [a,].

Asgsim temos:

lim z' (a,,) = z' (a) para todo 7’ € [a.] .

j=o0
Portanto

lim 2’ (a,,) = 2’ (a) para todo 2’ € E'.

J—so0
Logo toda seqgiiéncia em A admite uma subseqiiéncia que converge fracamente a um ponto
de E. O

3.4 Teorema de Eberlein

Apgora nesta secao mostraremos que se cada seqiiéncia em A admite uma subseqliéncia que
converge fracamente a um ponto de £, entdo A é relativamente fracamente compacto. Este
resultado foi obtido por Eberlein em 1947. Antes de provar este resultado, necessitaremos

de dois lemas auxiliares,

Lema 3.4.1. Seja £ um espaco de Banach, e seja A C E. Se cada seqiiéncia em A admite

uma subsegiéncia que converge fracamente a um ponto de E entdo A € limitado em E.

Demonstragdo. Seja ¢ € E' e seja (a,)32,; uma segiiéncia em A. Entdo por hipdtese existe

uma subseqiiéneia (a,, )32, da seqiiéncia (a,)32.; tal que:
an, = a € L.
Como ¢ € E', entdo pela Proposicio 2.2.5 e pela Observacao 2.2.4, temos que:

¢ (E, 0B E)) — K )
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w
é continuo. Logo, como a,,™ a, temos que:

@(anj) —* ¢'(a)

em K. Assim temos que seqiiéncia (¢(a,))%., em ¢(A) admite um subseqiiéncia que converge
para um ponto de K , logo ¢(A) é um conjunto relativamente seqgiiencialmente compacto
em K, entio ¢{A) é compacto em K. Entao ¢(A) é limitado em K. Como ¢ € £ é
arbitrdrio, temos que ¢(A) é limitado em K para cada ¢ € E’. Portanto pelo Teorema de
Banach-Steinhaus A é limitado em E. O

Lema 3.4.2. Se F' é um subespaco de F'de dimensdo finite, entdo existe um conjunto finito

D de By tal que para todo 2" em F temos

liz"]]
2
Demonstracdo. Como a dimensdo de F' é finita, temos que Br € compacta na topologia da

< max{|z"(z")|: 2’ € D}.

norma ¢ tendo que
Brc | W eF:|"~y<

zeBp

b

| b

™
temos que existem z¥, 73, ..., 2 em B tais que Br C |J B

T

T i—), ou seja: dado 2" € Bp

existe 2§ € Bp tal que Hx” — m}’” < 1, ou seja ~
(2" = 2)(2")| < i— para todo 2’ € Bp. (1)
Entdo escolhemos D = {z],2},....z,,} C Bg tal que
(z,2%) > g, j=12..n. (2)
Entdo sempre que z” € Bp ,por (1) e (2) existe 7€ {1,2,...,n} tal que
(2 = (o)) + (2 —alfal) > 2= 3 = 5,

logo temos que
}‘ H 7 !
5 =32 Kz", 2})| < max{z"(z)] : 2’ € D}.
Portanto para todo z” € F temos que
iz

= < max{|z"(z)| : ' € D}.
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Agora temos condigdes de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 3.4.3. (Eberlein} Seje E um espaco de Banach, e seja A C E. Se cada seqiéncia
em A admite uma subseqiéncia que converge fracamente o um ponto de E, entio A € rela-

tivamente fracamente compacto.

Demonstracdo. Precisamos mostrar que A é relativamente fracamente compacto, ou seja
A" ¢ w-compacto. Como temos que a aplicacio canénica J : E — E” é um isomorfismo
isométrico entre F e J(FE), podemos sempre identificar E com um subespaco de E”. Entio
considerando A C E”, temos que A é um conjunto limitado em FE”, pois pelo Lema 3.4.1
A é limitado em E. Entao temos que A & limitado e w*-compacto em E”, pois temos
que A7 ck- Bpgn para certo k > 0. Como pelo Teorema de Alaoglu temos que Bgr é

w*-compacto em E”, e tendo que a aplicacio (linear bijetiva)
re (E" o(E"E))—kzxe(E" o(E" E))
é continua, temos que k - Bg» é w*-compacto em E”. Logo A° é w*-compacto em E”.

Suponhamos que A7 cE , como o (E, E') = o (E", E) 3, segue que A = A", Assim

-

AY & w-compacto, pois AV & w- compacto em E”. Entdo para mostrar que AY 8 w-
compacto basta mostrar que AY © E. Mostremos que 4° C E. Seja 2’ € A” e seja

zy € Bg/, entdo temos que
Vorg ={y" € E" : |(a" — y")(z})] < 1}
¢ uma vizinhanca de z” em (£”, o (F”, E")), assim:
Viri MA#0,
ou seja existe um a; € A4 tal que
(=" —ai)(z])] < 1.

Considere F = span{z",z" ~ a1} , como F; C E” e tem dimensio finita, pelo Lema 3.4.2

existem &, ..., ;) em By tals que para todo ¥’ € F} temos:

ly"|
B

<max{ |y ()1 <k <n(2)}
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Agora tendo que Vo, 1 = {¥" e E": <rircza.x( ) [(z" — ") (z})] < 3} & uma vizinhanca de 2"
? 1<k<n(2
em (E” 0 {(E", E")), temos que

p;fr!% ﬂ A ?é @,

ou seja existe um a; € A tal que
1
(2" — a)(z})] < 5 para todo 1 < k < n(2).

Considere Fy = span{z”, 2" —a;,2" — a2 }. Como F; C E” e tem dimenséo finita, pelo Lema

3.4.2 existem x;(2}+1= ...,m;(s) em Pg tais que para todo 4" € F3 temos:

y”
W < max(] (el 1 <k <n3) 3.
Agora tendo que Vo1 = {y" € B :  Jnax (2" —o"){(z},)] < 3} é uma vizinhanga de z”
m (E" o (E", E')), temos que o
‘/;:n!_lg N A # @,

ou seja existe um az € A tal que

(2" — as)(z})] < 31); para todo 1 < k < n(3).

Considere F3 = span{z”,z” — a1, 2" — ag, 2" — a3}. Como F3 C E” e tem dimensao finita,

pelo Lema 3.4.2 existem x4 .1, ..., T,,¢yy €m Bpr tais que para todo 3" € Fj temos:

H
W < et | /(a1 1 < k<0 .
Agora tendo que Vo1 = {y" € B : Jax (=" —y"){(z},)] < 1} é uma vizinhanca de z"
m (E”, 0 (E", E")), temos que T
qu,% i A # @,

ou seja existe um ay € A tal que
1
(2" — ag)(z})] < 7 para todo 1 < k < n(4).

Assim construimos uma seqiiéncia (a;)52; C A tal que para todo j € N

1
("~ )@}l <5 para i€ Bp el <k <n(j) @
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Como por hipétese cada seqiiéncia em A admite uma subsegiiéncia que converge fra-
camente a um ponto de E, entdo a seqliéncia (a;)72; admite uma subseqiiéncia, digamos

(a;,)2,, que converge fracamente para = € F, ou seja

a;, % = € F o que é equivalente a (z',a;,) — (z',z) V'€ F" (2)

*

. ki .
Agora considerando (a;,)2, C E”, temos que 2" — a;, — 2”7 — z, ou seja
*
2"~z &F  onde F = span{z’,7" — a1,7" — az,2" — a3, ...}. (3)

Pela construcdo dos z) em Bgr e dos a; € A temos:

Iyl

5 < sup{{ "(z,)]} para todo y" € F. (4)

Mostremos que (4) é valida para todo ¢ € F* . Seja ¢’ € F* . Ento existe uma rede
(Un)acn C ¥ tal que

Yo ¥, 4" o que é equivalente a {yh, 'y = () Vo' e E.

Como ¢ € F V o € Q, temos por (4) que

H ! i
l(yaéx)l < HEJQQH < sup{ly w} YaeQ eV¥Yz e Bg.

Portanto, como (ys,z'} — {y", 2"} V =’ € E', temos:

I !
L@—é—x—)—]—< sup{ I} Va' e Bg.
Logo ,
H% ” < Sﬂp{i '(z/)]} para todoy” € F © .
Assim, como 2"~z € F *? temos:
:C” — ’
Eol < s ) @l )

Agora dado € > 0 e fixando m, temos por (1} e (2):

(" — ) (z)) = |2"(27,) — z.(a;,) + 2, (a;,) — z(z),)]
= |(z" ~ a;,){(z,,) + 2/, (a;,) — 2}, (z)]

<@ — g, ) (&) + 12 (ag,) ~ ala(2)] < ;}- e
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sempre que m < n{p) e p < j,. Assim temos que sup{ |[(" —z)(z],)| } = 0. Portanto
m

temos em (5), que ||z” — zl| = 0, logo 2 = z € F, assim temos que A~ ¢ E. Portanto

AYé w-compacto. ]

Entdo a partir dos resultados feitos por Smulian e Eberlein temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.4.4. [Eberlein e Smulion] Seja E um espaco de Banach, e seja A € E. Entdo
A € relativamente fracamente compacto se, e somente se, cada segiéncia em A admite uma
subseqiiéncia que converge fracamente a um ponto de E. Em particular , um subconjunto
de um espaco de Banach € fracamente compacto se. e somente se, ele € seqiiencialmente

fracamente compacto.

Demonstracdo. Segue do Teorema 3.3.4 e Teorema 3.4.3. O



CAPITULO 4

Operadores Fracamente Compactos

entre Espacos de Banach

Nesta capitulo consideraremos £, F espacos de Banach. Definiremos os operadores
fracamente compactos e o adjunto de um operador. E estabeleceremos condi¢bes necessédrias
e suficientes para que um operador seja fracamente compacto. O principal resultado deste
capitulo é que para um operador ser fracamente compacto é necessério e suficiente que o
seu respective adjunto também seja fracamente compacto. Este resultado foi obtido por

Gantmacher.

4.1 Adjunto de um Operador entre Espacos de

Banach

Nesta secdo serao apresentados algumas defini¢des e estabeleceremos condi¢des necessirias

e suficientes para que um operador seja fracamente compacto.

Definigdo 4.1.1. Sejam E' e F espagos de Banach. SejaT € L(E;F)e By ={z € F: |z|| < 1}.

O operador T € fracamente compacto se T (Bg) € w-compacto.

Se T ¢ fracamente compacto, entfo dado um conjunto U C E limitado, T (U} é w-

compacto.

32
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Proposicao 4.1.2. Seja T' € L(E; F). As seguinte condigdes sio equivalentes:

(a}) T € fracamente compacto.

oo

oo em B, a seqiéncia (T (x,)),., admite ume sub-

(b) Para toda seqiéncia limitada (z,,)

segiiéncia fracamente convergente.
Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema de Eberlein-Smulian 3.4.4 O
Definicao 4.1.3. O adjunto T de um operador linear T € L(E; F) € operador linear

T.F — E
Y T ()=y oT.

Lema 4.1.4. A aplicacdo T — T é um isomorfismo isométrico de L(E; F} em L(F'; E").

Demonstracao. Claramente temos que a aplicagdo T — T" € linear. Temos que o funcional
linear 4/ o T é continuo quando ¢ € F' e T € L(F, F)entdao T'(¢) = v o T € E'. Como

conseqiiéncia do Teorema de Hahn-Banach temos:

lzllz = sup 2" ()] ,
z'eByy

onde By = {z' € E': |lz'|| <1}. Portanto

T {)p= sup [, T (x))] ,

?.,"'E.Bpf

entaoc

||T'!|L(F,;E,)*—‘ sup [[T"(y)llz = sup [iy' o Tlz

Y EBp Y EBp

- {sup . @)}

yeBpr \zEBE

= sup { Sup !(y'fT(fr})!}

z€Bg | ¥ E€Bp

= sup [[T(z)]|r =T
rEBE

Isto mostra que a aplicacdo T - T é um isomorfismo isométrico. 0
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Lema 4.1.5. Seja T € L(E; F). Entdo
T: (Fl,o(F,F))—{(F,c(F E))

é continuo.

Demonstragdo. Sejam x) € F', 21,29, ..., 7, em E, ¢ > 0 e tomemos:

V(T (z)) 21, %2, ..\ Tny€) = {2’ € B |(T'{x)) — 2") (2;)] < e paracada j = 1,2,...,n}
uma vizinhanga de 7" (z) em (E', o (E', E)). Tomemos entio:

Uz, T (z1),---, T{zn),e)={y € F: |{(z, ~¢'), T (2;))] <eparacada j =1,2,...,n},
que ¢ uma vizinhanga de z;, em (F”, o (F', F')). Mostremos que
T U (z,, T (z1),.... T (xa),&)) CV(T' (), 21,72, .. ., Ty €) -

Sejay’ € TV (U (z,. T (z:),..., T (zn) . &)}, ousejay =T" (zYondex’ € U (z,, T (z1),.... T (zn) ¢
Entzo:

(T (z%) —¥) (z)] = (T (z;, — 2")) (@) = [{(z, — 2") , T (z;)})| < e paracada j = 1,2,....n.
Portanto T': (F', 0 {F',F)) — (E',o (E', F)) é continuo. |

Lema 4.1.6. Se T € L(E:F) e U € L(F,G) entio (UoT) = T oU'. O adjunto da
identidade de L(E; E) € a identidade de L{E'; E').

Demonstragdo. Para 2’ € G' e 2’ € E' temos:

(UoT)Y (=2 o(UoT)=(Fol)oT=U()oT
=(T"o U} (2) .

Seja [: E — E a identidade. Entao:

I'(z')=2'ol =1
Portanto I’ é a identidade de L (E'; £). =
Lema 4.1.7. Seja T € L(E, F) e Jg: E — E” 0 mergulho natural. Entdo

T'(Jg(z)) = Jr (T (z)) paratodoz € E |
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Demonstracdo. Sejam ' € E’, entdo pelas defini¢bes de adjunto, Jg e Jp temos:

T"(Je (@) )(@) = (Jp () o T') (&) = T'(z' (z)) = (&' 0 T) (z) = (2', T ()}
= Jr (T (2)) (=) .

Observagao 4.1.8. Temos como conseqiiéncio que T" (2) =T (z) sex € E.

O proéximo resultado nos dé uma condicgéo necessdria e suficiente para que um operador

linear T € L(E; F') seja fracamente compacto.

Teorema 4.1.9. Um operador linear T° € L{E; F) € fracamente compacto se somente se
T" (E"y C Jp{F) onde Jp: F — F" é o mergulho natural.

Demonstracdo. Suponhamos que T seja fracamente compacto. Seja Bgr a bola unitdria

fechada de E”. Temos pelo Lema 4.1.5 que
" (E", o (E",E)) — (F",0 (F", F")) (1)
é continuo, ¢ pelo Lema 4.1.7 temos:
T"{(Je(z)) = Je (T’ (z)) paratodoz € E . (2)

Assim por (1) e (2),

(58" ST Un Be))” = Tr (T (Ba))”

w

¢ e (TE") (3)
como T é fracamente compacto, temos T (Bg) w-compacto. Tendo que:

Jr: (F g (F,F")) — (F" o (F", F"))

é continua, temos que Jp (T(BE) ) é w*-compacto, logo Jr (T (Bg) ) é w*-fechado, por-

&

tanto Jp (W) = Jp (T (Bg) )w . Logo temos em (3):

" (JE (Bz) ) C Jp (T (Br) ) C Jp (F),
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Ed

como pelo Teorema de Goldstine m = B temos:
T" (Bgr) & Jp (F).

Como T" ¢ linear e Jr (F) é subespaco de I temos:
T"(E"y C Jp(F).

Reciprocamente suponhamos que T (E”) C Jr(F) = F, identificaremos F' com um
subespaco de F, e mostremos que T é fracamente compacto. Como pelo Lema 4.1.5 temos
que T7: (E", o (E",E")) — (F", 0 (F" F')) é continua e pelo Teorema de Alaoglu Bgn é
w*-compacto entao temos que

T" (Bg~) é w*-compacto . (4)
Pelo Lema 4.1.7 temos:
T(Bg)=T"(Bg) CT"(Bg) CF. (5)

De (4) e (5) temos que T (Bg) 6 w*-compacto e T (Bg) e F, logo como ¢ (F,F') =

o (F",F') g, temos T'(Bg) & w-compacto. Portanto T' & fracamente compacto. O

Coroldrio 4.1.10. Se E ou F é um espago reflexivo, entdo todo operador T € L(E, F) ¢
fracamente compacto.

Demonstracdo. Se F' é reflexivo, entdo Jp (F) = F”, assim
T' (E") C F" = Jp (F),
e se E é reflexivo, entdo Jg (E) = E”, e utilizando o Lema 4.1.7 temos:
T"(E") =T"(Jg (E) =Jr (T (E)) CJr (F)..
Portanto em ambos os casos, pelo Teorema 4.1.9 temos que T ¢ fracamente compacto. [

Definicao 4.1.11. A topologia uniforme em L(E;F) é a topologia métrica de L{E;F)
induzida pela norma

“T“L(E;F) = f@ligl 1T ()]l -
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Coroldrio 4.1.12. O conjunto dos operadores fracamente comnpactos é fechado na topologia
uniforme de L (£ F'y.

Demonstragdo. Seja (Tr,).—, uma seqiiéncia de operadores fracamente compactos, e seja
T, — T. Mostremos que 7" é fracamente compacto. Pelo Lema 4.1.4, temos que aplicagio
T — T’ é um isomorfismo isométrico, segue que

T/ — T == [T/ ~T"| - 0.
Como para todo n € N, T, é fracamente compacto, temos pelo Teorema 4.1.9 que
T/ (E") ¢ Jp (F) para todo n € N,

ou seja, para cada z”7 € E”, temos que T, (") € Jp (F) para todo n € N. Como Jr (F) é
fechado em F” com a topologia da métrica e

(T =T7) ()] < T T ="

temos que T, (z”) — T"(z"). Portanto T"(z") € Jr (F'), assim pelo Teorema 4.1.9 T é
fracamente compacto. O

Teorema 4.1.13. Sejam T, U € L(E;F) fracamente compactos, W € L(F;G), V €
L(GE) ea, 3 € K. Entio:

(o) (aT + BU) € fracamente compacto.

(6) TV e WT sdo fracamente compactos.

Demonstragdo. Temos {aT + BU)" = oT"+3U". Utilizando (1) = Teorema 4.1.9, (2) =Lema
4.1.6 e (3) =Lema 4.1.7 temos:

(aT + BU)" (E") = (aT" + BU"Y (E") € aJp (F) + 8Jr (F) C Jr (F) |
(TV)” (Gn) % (THVH) (Gﬁ) C TI.'(EH) é Jr (F) :

(WTY' (B") 2 (W'T") (B") € W"(Jp (F)) £ Je W (F)| € Js (C) .

Portanto, pelo Teorema 4.1.9, {aT + 80U, TV e WT sao fracamente compactos. O
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4.2 Teorema de Gantmacher

Nesta secao faremos o principal resultado deste capitulo. O resultado foi obtido por
Gantmacher o qual é; para um operador ser fracamente compacto é necessario e suficiente que

o seu respectivo adjunto também seja fracamente compacto. Antes de provar este resultado,

necessitamos de um lema auxiliar.

Lema 4.2.1. Um operador T € L (E; F) € fracamente compacto se e somente se
T (F,o(F'\F)) = (E,e(E E"))

é continuo.

Demonstragdo. Suponhamos que T seja fracamente compacto, entdo, pelo Teorema 4.1.9,
para cada z” € B existe y € F tal que

T"(z") = Jr () ,

assim temos:

(TN =T"E") =Tk @) =Wy VyeF. (1)
Seja (Yl,) pen uma rede em F' e suponhamos que y, Y e F', ou seja

Yo () — ¥ (y) paracaday€ F. (2)
Mostremos que 77 (v} = T7{y'), ou seja
(T (y)) — " (T' ('}) para cada 2" € E”.

Seja 2” € E". Entdo existe y € F tal que, por (1) e (2), temos:

" (T (o)) = Waw ) = ¥ (w) = 2" (T (%)),

T

assim temos que 77 (y,) * 7" (y'). Entdo, dados ¢ € F' e uma rede (y,),., em F' tais que

w

¥l ¥y, temos que T7 (3} = T'(y'). Portanto

T (Flo(F',F)) = (E' o (E' E")
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é continua. Reciprocamente suponhamos que 77: (F' o (F',F)) — (£ 0 (F E")) seja
continua e mostremos que 77 (E") © Jp(F). Sejam 2] € E" ¢ (y,) s uma rede em F.

Suponhamos que ¥, W oy € F', como T': (F',o(F,F)) — (E',o (E',E")) é continua,

1w

temos que T" (¢.,) = T"(y’), ou seja para z// € E” temos:
T (23) (ya) = 25 (T" (yo)) = 2 (T'(y) = T" (23) (¢/) -
Assim segue que
T () : (Fl,e(F',F)) =K

é um funcional linear contfnuo, assim 77 (z%) € (F',o (F",F)) = F = Jp(F). Portanto

T"(E") C Jp (F), assim pelo Teorema 4.1.9 T é fracamente compacto. O
Agora temos condigoes de demonstrar o seguinte Teorema.

Teorema 4.2.2. (Gantmacher) Um operador T € L(E;F) € fracamente compacto se e

somente se T' € fracamente compacto.

Demonstragdo. Suponhamos que T seja fracamente compacto. Como pelo Teorema de

Alaoglu temos que Bpr é w™-compacto e pelo Lema 4.2.1 que
T: (F.o(F,F))— (E,¢{E E")
é continua, segue que:
T'(Bp/) é w-compacto.

Portanto 7' (Br) = T'(Bgr) é w-compacto, ou seja 7" é fracamente compacto. Supon-

hamos que T” seja fracamente compacto , assim pelo Lema 4.2.1 temos:

T”: (Eh"o_ (E”’ Ef)) — (F”.JU(FIZ F.’H)) (1)
continua. Como pelo Teorema de Goldstine Jg (Bg) "= Bgr e utilizando o Lema 4.1.7
temos:
’ " =y (D w W
T" (Bgpi) =T (JE Bz ) C T"Jz (Bp)" = J¢T (Bg)". (2)

Como By é convexo e tendo que JgT € linear, temos que JpT (Bg) é convexo. Portanto
JeT (Bg) = JeT (Bg) ™. Assim de (2) temos:

T"(Bg+) = JrT (Bg) = Jel (Bg) © C Jp(F) .

Portanto T" (E") € Jr (F) e pelo Teorema 4.1.9 temos que T é fracamente compacto. [



CAPITULO 5

Fatoracao de Operadores e

Polinémios Fracamente Compactos

Neste capitulo definimos quando um operador fatora-se através de um espaco de Banach
reflexivo. E o resultado central deste capitulo é: para um operador entre espacos de Banach
ser fracamente compacto € necessario e suficiente que ele fatore-se através de um espago de
Banach reflexivo. Este resultado foi obtido por Davis, Figiel, Johnson e Pelczynski 4]. E

veremos umna aplicacao deste resultado na fatoracéo de polindmios m-homogéneos fracamente

compactos.

5.1 Fatoracao de Operadores Fracamente Compactos

Neste secdio mostraremos que todo operador fracamente compacto entre espacos de Ba-
nach fatora-se através de um espaco reflexivo. Para mostrar este resultado precisaremos de

alguns resultados preliminares. Comegamos com a seguinte definicao.

Definicao 5.1.1. Seja T: E — F wm operador entre espagos de Banach. Dizemos que T
fatora-se através de um espago de Banach reflexivo se existem um espaco de Banach reflexivo
R e operadores S € L(F;Rye L e L{R,F) taisque T = Lo S.

40
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Observacao 5.1.2. Seja T: E — F um operador entre espacos de Banach que fatora-se
atrovés de um espaco de Banach reflexivo. Entao existern um espago de Banach reflexivo
R e operadores S € L(E;R) e L € L{R;F) tais que T = Lo S. Como R € um espago
de Banach reflexivo temos pelo Coroldrio 4.1.10 que S e L sdo fracamente compactos e logo

pelo Teorema 4.1.13, temos que T = L o S € fracamente compacto.

Lema 5.1.3. Seja (X, ||],)°., uma seqiiéncia de espagos de Banach e seja {3 o espago de

o0
. L . 5
Banach das seqiéncias nmimericas (@)oo, tais que Y |an|” converge. Denotamos o espago
sl
de todas as sequiéncias

()i q € anl X, tais que r; |z ]2 < oo
por (3.0 Xn},. Entdo:

(a) A aplicagcdo

I, : (ix) R

- 1/2
@) = M)l = (£ ool
€ uma norma em (3 oo X,),.
(b) ((mel Xp)y: I-lls) € um espago de Banach.

Demonstragio. Pelo fato de £; ser um espago normado, temos que |-, é uma norma em
(3220 | Xn),. Provemos que (3577 Xn), ., [|-]l;) é um espaco de Banach. Seja (2")2-, uma
seqiiéncia de Cauchy em (3°—, X,,),, temos

A (ﬁln), . ) para todo n € N.

Entéo como (z™)o-_; é de Cauchy, para todo £ > 0 existe N € N tal que

@™ — 2™)], = (i’i

j=1

1/2
2
§§“) — gj.m}”j) < ¢ sempre que n,m > N . (1)

Entdo segue que para cada j = 1,2, . ..

3

& — 53(-"‘)” < ¢ sempre que n,m > N . (2)
L
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Logo fixado 7 em (2), temos que a seqiiéncia

(gmygm)’ €9 )

é de Cauchy em X,. Como X; é um espago de Banach, existe & € X; tal que

%n) — §; quando n — oo.

Entao definimos:

I == (617527‘531 . ) 3

e mostremos que z € (37" 1 X,,), e que (z7)5, converge para = em ((3 o0, Xaly, f-llo)-
(1) nés temos que para n,m > N

] et
Zlé_’;nm 7 2 ’k=1:213="'

=1

Fazendo m — oo em (3),

iﬁn) —&;

2
< eg*para n>N ek=1,23,...
J

j=1

Fazendo & — co em {4),

2
oc
™ —z)|ls =3 ( gj(.”) - & ) < €% sempre que n > N |
j=1 j
ou seja 2" — z em ((3°°0. Xa)y Ilia). Temos de (5) que z° —z € (32, Xn),, logo

el < Hz™ —2)||, + 12", < oc .

Portanto z € (3, Xa)y-

Proposicio 5.1.4. O dual de ( o1 Xnly € o X)os0u seja o dual de (30 X
isometricamente isomorfo a (3 - X )..

Demonstragdo. Dado y = (z,,),~, em (3 0 X7),, definimos ¢y: (3o, X,), — K por

n=1

Oy (z) : f: (2, 2n) para todo z = (z,)0o, em (an) )
na==] 2

n=1

Temos que

vl = (5 1lxn|X,>1/2 .

De

(3)
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! o0 1/2
onde [zl = sup{lz; (za)|: [zall, < 1} e llz], = (5, (Jzall,)%) " < oc. Logo
(lznllon, © (Hxnilx,> . estdo em f3. Entdo pela desigualdade de Hglder, e pelo fato
de x! € X para tedo n € N temos

™32

oc
(Zns Tu)| < 20 {25, Za))
1 n=1

(Set) " (£ 0mut?)

= llyll; - ll; -

3
i

IA
18

&
_IL

IA
18

Segue que ¢, € (nes Xn)2)f e {lé,]l < llylls- Reciprocamente, provaremos que dado
¢ ((Z;ﬁ-_i Xn)z)’= existe y € (27030&1 Xa’q)z tal que ¢, = ¢ e ”y”2 < ol Seja z = (ﬁn):}ml
em (> - Xp),ee,=(0,0,...,1,0,...) com 1 na n—ésima coordenada, entéo

lim
— G

T Z:cje]

J=1

= lim = .

n—os
2

Z Li€;

Fj=n+1

2

Portanto = 3 oo, 7;€; para todo z em (3020, X,),. Seja entdo ¢ € (32, X,.),)’, temos
paracadan € N

Tn bl o)
e (ZXn) by K
A 2
Tp t— (D C Ty (mn) = @ (:Enen) .
Assim temos que ¢ o T, € X, para cada n € N. Definamos
r
T, = @O .

Portanto, para =™ = (T1,%2,...,2,,0,0,...) temos que
ki

6 @") = S (zer) = oo () = 3 (2,).

Para 0 < # < 1 fixado, existe y; € By, tal que

(37; yj) 20 “mj?l[x;
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Tomemos:
== <33;y3> Ui

e seja z" = (11, Ta,...,%,,0,0,...), assim temos que
Tt n
(") = 2, (25 25) = 322 (5 u) - (23:%3)
2 = 12 -
20 Z Hmj”X{'
jm] 7

Por outro lado,

1/2
¢ (x") < ol - ="l = [ (Zl(x ui| - sl )

1/2
< 16 ( o), - b )

) 1/2
<t (S 10E,)

I D’j;s

Logo temos

1/2
o5 Il <o <t (B k)
ou seja

3 (i

%) <lel
Fazendo § — 1 temos

n 1/2
> (i) <ol

Como n € N ¢ arbitrério, segue que y = (o) 24, 75,...) € (205, X0, ¢y = o e |yll, < ol

v (£x).- (),

y— T (y) = &y,

Se definimos

entdo T é lincar e sobrejetiva, e [T (y)ll = |ly||, para cada y € (3o X0).. 0
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Definicao 5.1.5. Seja I um espago normado € seja A C E wm conjunto absorvente. O

funcional de Minkowski de A € a funcéo pa: E -~ R definida por
palz)=inf{a>0:z € ad}.

Proposicao 5.1.6. Seja E um espaco normado e sejam A e B subconjuntos absorventes de
FE tois que AC B e A> 0. Entdo:

(@) pa(x) = pp (x} para cada z € E.
(b) paa(z) = $pa (&) pare cade z € E.

Demonstracio. Como A C B, entdo para o > 0 temos ad C «B, assim temos que se

z € aA, entdo r € aB. Portanto ps (z} > pg (z) para cada z € E. Temos:

1 1.

XpA(m)m:\-mf{a>0.:z:eaA}
. o

mmf{x>0.z€afl}

o

= ()}
=inf{u > 0:2¢€ p(AA)}

minf{—c—;—\—>0:3:€

= paa(T).
O

Proposigao 5.1.7. Seja E' um espago normado e seja A um subconjunto convezo, eguilibrado

e absorvente de E. Entédo:

(a) pa € uma seminorma em E.
By {z€l ps(z)<l}CAC{ze E:ps(z) <1}
(c) Se A é tg-fechado entdo A= {z € E :ps(x) < 1}.

Demonstragdo. Temos da definicdo que pa{z) > 0 para cada r € E. Mostremos que
pa(Az) = |A|-palx) para cada )\ € K ez € E. Isto é claro quando A = 0. Se )\ # 0,
entdo, como A é equilibrado, temos que

AA = |A| A para todo A € K.
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Assim temos

pa(Az) =inf{a>0: )z € cA}
= inf{a>0:|Az € ad}
o
= inf a>0:x€—A}
{or0iaey
=inf {I\ 8 > 0:z € §A}
= Al pa(z).
Provemos que

palz+y) <ps(x)-+paly) paratodosz,y € E.

Dado € > 0, existem «, 3, com

palz) Sa<pslz)+e, paly) <8 <paly) +e¢,

tais que z € a4 ey € fA. Como A é convexo, segue que

« 3
A :
a+ 3 +a+ﬁ

:z:—%—yEaA—l—ﬁA:(a—}»ﬁ)(

-

—= == 1. Logo de (1) e (2) temos que

b X
pols =5 -+

palz+y) =inf{6 >0: (z+y) € A}
<a+i8

< palz)+paly) + 2.

A)cm+6pa

Como & > 0 é arbitrdrio, temos que pa{(z+y) < pa{z} + pa(y) para todos z,y € E.

Portanto temos que p4 é uma seminorma em F. Provemos (b). De
zeA=zxeclA=p,y(z) <1,

segue que A C{x € Fpy(z) <1}.

Seja x € E tal que pa(z) < 1, entdo existe o > O tal que pa{z) < a < lez € aA
Como A é equilibrado e [a] < 1, temos que z € aA C A. Portanto {x € F:pa(z) <1} C

Ac{ze E:palz) <1}
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Seja agora A fechado. Temos de (b) que A C {x € F:pa{z) <1}. Sepa(z) <1, por
(b) z € A. Se pa (x) = 1, entdo para todo n € N existe a, > 0 tal que

1
pA(x):1§Qn<1+%-comx€anA( (3)
Temos que para todon € N,

T = @na, coma, € Aea, >0

oC

Logo a seqiiéncia («f:) = (@), C A. Segue de (3) que

=1

x
— — z quando n — oo.
Oy

Assim temos que z € A © = A, pois A é fechado. Portanto A = {re Fipalz) <1k O

Definicdo 5.1.8. Seja E um espago normado. Duas normas |-}, e I-ll, em E sdo ditas

equivalentes se existem constantes a,b > 0 tais que

allzll, £ llzll, < bllzl, para todo z € E.

Lema 5.1.9. Seja W um subconjunto convexo, equilibrado e limitado de um espaco de Ba-

nach (X, |-]]). Para cadan € N, o funcional de Minkowski do conjunto
U, =2"W + 2" Bx
¢ uma norma equivalente a ||-}.

Demonstragcao. Como W ¢é limitado, temos que ||w| < k para todow € W. Logo W C kByx.
Assim temos

2"Bx CU,=2"W +2"Bx C (an + 2‘“) By para cadan € N.
Logo pela parte {a) da Proposico 5.1.6 temos

Po-mBy (l') = Pu, (-’L‘) = Dlkan42-»)By (1') para todoszxe X eneN.

Pela parte (b} da Proposicao 5.1.6 segue que

1
2anX (J:) = Pu, (93) = W;’n—)pgx (33) paratodosz € X en € N, (1)
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Como temos gque Bx € 7x-fechado e U, = 2"W 4 27" By para cada n € N é convexo,

equilibrado e absorvente, pela Proposicao 5.1.7 segue que
By = {z € X :pp, (x) <1} e py, é uma seminorma para cada n € N. (2)

Mostremos que py, ¢ uma norma equivalente a ||-|| para cada n € N. Seja z € X e supon-

hamos que z 7 0. Como % € Bx, segue de (2) que

pr(” H) ’ Ipr( )giﬁpﬁ'x(x)g“:r“

Assim segue de (1) que

s ol S GrrmyPes (9) S 2 () S Vo () < 2

para cada n € N. Portanto

m lzl] < pu, () <27 |jz| paratodoz € X en € N.
Logo py, é uma norma equivalente a ||| para cadan € N. L
Denotaremos py, = ||-||,, para cada n € N.
Defini¢do 5.1.10. Para cada z € X, definimos [i|z]]| :== (302, |i:c”i)1/2 e consideremos 0s

sequintes subconjunios de X :
Y={zeX: |zl <o} eC=By={zeY  |{zl]| <1}.
Finalmente, seja j: Y — X a inclusdo de Y em X.

O seguinte lema d4 uma condi¢do necessdria e suficiente para que o subconjunto Y de

X seja um espaco de Banach reflexivo. Serd de grande contribuiciio para mostrarmos o
resultado principal deste capitulo.

Lema 5.1.11. (W. J. Daws, T. Figiel, W. B. Johnson, A. Pelczynski ) Seja W um subcon-

Junto convezxo, equilibrado e limitado de um espago de Banach (X, || -|]). Entdo:
(1) W CC= By.

(#8) (Y.l - 1l) € um espago de Banach e j: (Y {||-}]l) — (X.[|- ][} € continua.
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(1i3) 77 Y" — X" € injetora e (j/)TH(X) =Y.
(iv) Y € reflexivo se, e somente se W € relativamente fracamente compacto.
Demonstracdo. Seia w € W, entdo 2%w € 2"W C U, = 2" W + 27" Bx para cada n € N.

Segue que

|2*wl], < 1 para cada n € N.

Logo {|w|? < 5= para cadan € N, o que implica que

1/2 1/2

iholl = (5 1wi) < (£55) <1
Portanto estd provado (7).
(i1) Provemos que ||| -]/}: ¥ — R é uma norma. E claro que
o0 1/2
it = (£ i) 2o

pois jjzf|,, > 0 para todon € N. Se
Nz = 0= |jzf, = 0 paratodon e N= 7 = 0.

Logo |||z]|| = 0 se e somente se z = 0.
Sejamz € Y e A € K. Segue que
1/2 1/2 1/2

el = (S 1etz) = (Eneie) (2 E 1ol

= AL [l

Sejam z. y € Y. Segue do fato de £; ser um espago normado que

1/2

e <ol = (S e+ui) < (5 el o) )

=]
" N\ V2 o 1/2
<(Sre2) o+ (S 02) " = sl + ol
Portanto (Y, ||| - |||) é um espaco normado.
Para mostrar que {Y, ||| - |l|} é espaco de Banach, consideramos a seguinte seqiiéncia de

espacos de Banach
(X1 H.“n):i—_l H
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pois, pelo Lema 5.1.9, para todo n € N a norma |-|],, é equivalente a |-|. Denotamos
X, = (X, |l,) - Logo pelo Lema 5.1.3, segue que {((3°°0 ; X,,), . |'l,) é um espaco de Banach.
Consideremos a aplicacio

o vl — ((Ex) .0 ng)

v @ (y) = (| i), )
0 S\ 2
Logo [l¢ (W)ll, = (E 17 (¥l ) ( ) H para todo y € Y. Entao
temos que ¢ ¢ um isomorfismo isométrico entre (Y- (Y). Assim para mostrar que
(Y, ]| - |}l) é espaco de Banach, mostremos que ¢ (¥) é um subespac;o fechado de

(&), m)

. Entéo existe um seqiiéneia (z")._; em ¢ (Y) que converge para z em
((Zn=1 KX)o ll- l|-1l,). Digamos que = = (71,7, ...}. Temos que

Seja x € c,a(Y)H 2

p¥)={s=(z,)i i zpn=1z1 €Y paracadan=1,2,...}.
Logo para cada n temos:
z" = ( R ) onde 7\™ = 7{"™ para j=1,2,3,... (1)

Como (z™)>-, em ¢ (Y) converge para x, dado € > 0 existe N > 0 tal que

" — =l|, = (

Logo, para cada 7 = 1,2,3,..

Segue que, para cada j fixo, a seqiiéneia

3
(nV. 0.

2

1/2
(n} ; ) < £ sempre que n > N.

7

'f?jn} — W

< £ sempre que n > V.
2
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¢ uma seqiiéncia que converge para 1; em X;. Ou seja

Para j =1 temos que ni”) — 1 quando 1 — oo.

Para j = 2 temos que nén) — 752 quando n — oo.

@\ o\ _ _ m\F .
De (1) temos que (7 = | 7 ==\ = ..., e como X; é um espago

A . , ’TL:"—“"l n=1 n=1
de Banach ¢ o limite é tnico, segue que

ny=1; para j == 1,2,...

Portanto £ = (n1,M1,---) € @ (Y). Portanto ¢ (Y) é fechado em (3., X,),. Portanto
(Y, ||l - ||} é espago de Banach. Como j = = o ¢, onde 71 é a projecio de (3 .-, Xn)
primeira coordenada, temos que j é continua.

(431} Mostremos que j”: Y — X" é injetora e (§)7' (X) = Y. Pela Proposiciio 5.1.4,
temos que Z = (3, 1 Xn), . Z' = (0o Xp), e 2" = (300 X]),. Como para cada n,
j = Tp 0, temos:

211&

jH

X Yf YH'

i X7
k« A x ,/41 h A
z' z"

Z
Y — (oc X::) .
n=l 2

Portanto, para cada ¢’ € Y, temos " (') = ("({¥"),7"(¥"),...) € Z". Como ¢ é uma
isometria entdio " é isometria e portanto j7: Y — X" ¢ injetora e (/)7 (X) =Y.

Xff

(iv) Mostremos que Y ¢ reflexivo se, e somente se W & relativamente fracamente com-
pacto. Suponhamos que Y seja reflexivo. Entdo, pelo Teorema 2.2.9, temos que ¢ = By é
fracamente compacta, como por (i), W C By. Logo, W' é w-compacto.

Reciprocamente, se W é w-compacto, mostremos que Y é reflexivo. Antes mostremos:

Passol:

By ) ZjH (BYH) .

Temos pelo Teorema de Alaoglu que By~ é w*-compacto. Por (i} temos que § é continua e
3" e L{Y" X"), segue entdo do Lema 4.1.5 que

jf.f: (Yh" a (Y”, Y!)) . (X”1 o (XH: Xl))
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é continua. Entdo j"{By~) é w*-compacto em X"”. Como (X",c (X", X)) é um espaco
topoldgico de Hausdorff, segue que j” (By») é w*-fechado. Temos pelo Teorema de Goldstine
que By = By». Como By = j"(By) C 77 {By+), temos

*

By" < 4" (Byr) =j"(Byr). (2)

Seia " € §" (Byn), logo 2" = {”,4") com ' € By» = By ", Existe uma rede (Vi) et
em By tal que y ¥ ", Como

j!f: (Yt{50' (YH;YJ')) . (X”}O' (XH,\ Xf))

é continua, temos {3, y7) W (5", y") = 2”. Como (3" (¥,)) 4er ©Sté em j” (By) = By, temos
que z” € By . Portanto de (2} concluimos que By = 7" (By~).

Passo 2: Tendo que W é w-compacto, entio conjunto
A=2"W" £ 2"Byv n=12,3,...

é w*-fechado em X",

Seja n fixado e seja z € A” . Entdio existe uma rede (z,),c; em A tal que

wk

Zo = Z.
Escrevemos
—— ¥ R P w 1?
Zo = 2"y + 27"z, com yo € W ez, € By» paracada o € I.

Como Bx» é w*-compacto, a rede (z,)_.; admite uma subrede (xg(j))jw tal que

oy 2" € By
Assim
2"y = Zoy — 2 Ty L 2 — 270 (3)

Como W ¢ convexo e o (X, X') = o (X", X') 5 , temos que MW = W 6 w-fechado.
Segue de (3) que
z — 27" ¢ "W,
- Portanto

z=(2—27"2") +27%2" € "W + 27" Byn = A,
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ou seja A é w*-fechado.

Provemos agora que Y é reflexivo. Seja y € By. Entéoc temos que

(ni lfy!li) e L,

logo ||y, < 1 para todo n € N. Como 2"W +27"Bx = U, C U," Vn € N, pela Proposicio
5.1.6 temos
oox (¥) < llyll, £1¥neN,
ouseiay €U, =Un ={2€X :pprx (y) <1} VneN.
Segue que

y € 2"W + 2-7Bx C2"W" +27"By C2"W " 4+ 2 "By, ¥n € N,
pois U, é convexo, ¥n € N, adicho e multiplicacao por escalar sdo continuas. Portanto
By C2"W" +27"Bx» ¥n € N.
Logo, pelos passos 1 e 2, temos:

>

3" (Byn) = By" ConW" +2Byxr =2W"'+2"Bxs VneN.

Portanto

5" (Byn) € [ ("W +27"Bxs) C [ (X +27"Bxv) = X.
n=1 n=]

Segue de (4i7) que
By =(j")" 03" (Byn) S (") (X) =Y .

Portanto temos que Y C Y, ou seja Y é reflexivo. O

Agora como conseqgiiéncia do lema, mostraremos que todo operador fracamente compacto

entre espacos de Banach fatora-se através de um espaco de Banach reflexivo.

Coroldrio 5.1.12. Sejam Z, X espagos de Banach ¢ T € L(Z;X). Se T € fracamente

compacto entdo, T fatora-se através de um espago reflexivo.

Demonstra¢do. Como Bz é um conjunto convexo, equilibrado e absorvente e limitado. E
tendo que T € L{Z:; X), segue que T (Bz) é convexo, equilibrado e limitado, e Logo tomando
W = T (Bz) no Lema 5.1.11, temos que existe um espago de Banach reflexivo Y e W =
T (Bz) C By. Logo temos que T(Z) C Y. Considerando os operadores (j)™ o T: Z — Y
e 7: Y — X, temos a fatoracdo para T. O
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A partir deste resultado temos o seguinte Teorema.

Teorema 5.1.13. Um operador T € L(E;F) € fracamenie compacto se, e somente se, T

fatora-se através de um espago reflexivo.

Demonstracido. A demonstracio segue da Observacao 5.1.2 e do Coroldrio 5.1.12. O

5.2 Fatoracgao de Polinémios m-homogéneos

Fracamente Compactos

O objetivo central desta segio é mostrar que um polindmio m-homogéneo P € P(™EF)
continuo é fracamente compacto se, e somente se, existem um espago de Banach reflexivo G,
um polindémio m-homogéneo @ € P{™ F;G) e um operador w € L(GF) tais que P = wo Q.
Aqui P(™E;@G) denota o espago vetorial de todos os polindmios m-homogéneos continuos de
EemG.

Definicao 5.2.1. Sejam m € N, X,,...,X,, ¢ Y espacos vetoriais. Dizemos que uma
aplicacdo

A: Xy x ... x X, —=Y

é m-linear (multilinear) se é linear em cada varidvel, ou seja

A(Ela"'aximlﬁxi_g_’)\yiax'i—Fl,"':xm) =A(xir“-;xiz“-;xm)+)\A($17---;yi;'--:$m)
para cade 1 =1.2,....,m.

Se X1, ..., Xy sdo espacos normados, o espago X x...x X, também ¢ normado, munido

da norma

(1, 2m)ll = max Jadl

e se X1,...,Xm e Y s@o espagos normados, denotaremos por L (X1,...,Xn;Y) o espago
vetorial de todas as aplicacoes m-lineares continuas. Equando X; = X =... =X, = F,

denotamos por L (™E;Y). L(™E;Y") é normado com a norma natural. Observe que quando
m =1, temos L (E;Y).

Defini¢ao 5.2.2. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacdo P: X — Y € dita um
polinémio m-homogéneo se existe uma aplicag@o m-linear A= X™ — Y tlal que P(z) =

Alz, ... z), ou simplesmente P (z) = A{z™) para todo z € X.
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Exemplo 5.2.3. Sejamn, pe N e P: £, — K dada por

kel

Plz)=Yz7 comaz= (i) €4

F=1

Afirmamos que P é um polinémio 2-homogéneo. De fato, tomemos
Al xt, = K
J:

com z = (Zi)0y, ¥ = (Uidic; € £p. Claramente temos que A € bilinear ¢ A(z,z) = P (x)

para todo (z;);e, € 4. Portanto P é 2-homogéneo.

Vamos denotar por P (™X;Y) o espaco vetorial de todos os polinédmios m-homogéneos
continmios de X em Y. P (™X; Y} é um espago normado com norma natural. Quando ¥ =K,
denctaremos P {™.X).

Proposicao 5.2.4. Sejam X, Y e Z espacos normados e m € N. Sejam P € P("X:;Y),
TelL(Z;X)eSeL(Y;Z). EntioPoT € P("Z;Y)eSoPe P(™X;Z).

Demonstracido. Como P é um polindmio m-homogéneo, existe uma aplicacio B: X™ — Y

m-linear tal que P (z) = B (z™) para cada z € X. Seja Cy: Z™ — Y dada por
Ci(z1,. o y2m) =BT (z21),...., T {zm)) .

para cada (z1,..., 2m) € Z™, entdo facil ver que C, é m-linear e

(PoT)(2)=F(T(2)) =B(T(z),...,T(2)) = C1 (™),

para cada z € Z. Portanto PoT € P(™Z;Y). Agora seja Cy: X™ - Z dado por
Colzy, .o ovZm) s =S(B(x1,....2Zm)),

para cada (xy,...,Tm) € X™. Entdo Cy é m-linecar e

(SeP)(z)=S5(P(z)) =S5 (B(z,....z)) = C2 (2",

para cada z € X. Portanto So P ¢ P (mX; Z).
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Definigao 5.2.5. Sejam E e F espagos normados. Um polinémio m-homogéneo P &€
P (™E; F) é um polinémio fracamente compacto se P(Bg) ¢ um subconjunto fracamente

compacto de F.
Vejamos o seguinte resultado para polinémios fracamente compactos.

Proposicao 5.2.6. Seja P € P{"E; F'}. As seguinte condicies sdo equivalentes:
{a) P é um polinémio fracamente compacto.

(b) Para toda segiiéncia limitada (2,),_, em E, a seqiéncia (P (z,)).., admite uma sub-

seqiiéncia fracamente convergente.

Demonstracdo. Segue diretamente do Teorema de Eberlein-Smulian 3.4.4 O

No préxima proposicdo denotamos operadores lineares continuos com letras minisculas

para diferenciar dos polinémios.

Proposicao 5.2.7. Sejam P e Q polindémios fracamente compactos em P (™FE; F). Sejam
te L{F;H) eu € L(G;FE). Entio

{a) P+ @ € fracamente compacto.

(b) A composic@oto P ou € fracamente compacto.

Demonstragéo. {a) Seja (x,).., em B C E. Como P ¢ fracamente compacto, segue da
Proposicio 5.2.6 que (P (z,)}),_, admite uma subseqiiéncia fracamente convergente, ou seja
existe

P(Inj) = 1 EFJ (1)

e como (znj);;

existe uma subsequéncia

estd em Bg e @ é fracamente compacto, temos pela Proposicdo 5.2.6 que
o) (a:njk) % e I (2)
Entio segue de (1) e (2) que

P'?‘Q(ﬂfnjk) = ytpeF

Portanto, pela Proposicio 5.2.6, temos que P + @ € fracamente compacto.
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(b) Seja (an)roy em Bg. Como u € L(G;E), temos que {(u(e,)),., ¢ limitada em E.

Como P ¢ fracamente compacto pela Proposigio 5.2.6, existe uma subseqiiéncia
Pou(a,) % yeF. ®)
e como t € L{F; H), pela Proposicio 2.2.5, temos que
t: (Fo(F, F) — (H,oc(H,H),

é continua. Segue de (3) queto Pou (anj) % t(y) € H. Portanto pela Proposicao 5.2.6,
temos que t o P o u é fracamente compacto. ]

O Préximo Teorema foi obtido por R. Ryan [13] utilizando produtos tensoriais. Christo-
pher Boyd provou no Teorema 2.10 [3] uma generalizacBio deste resultado para espagos lo-

calmente convexos.

Teorema 5.2.8. Seja E wm espaco de Banach e seja m € N. Entdo existem um espago de
Banach Q ("E) e um polinémio 6,, € P (ME; Q (™E)) com a seguinte propriedade universal:
Para cada espaco de Banach F e cada polinémio P € P("E; F), existe um dnico operador
Tp € L{Q(M™E); F) tais que P =Tp 0 by,

Demonstragdo. Ver Teorema 2.4 em [11]. O

O proximo resultado foi obtido por R. Ryan [13] e também por Mujica em [11].

Proposicao 5.2.9. Sejam E e F espagos de Banach, seja m &€ N. Entdo um polindémio
P c P(™E; F) é w-compacto se e somente se o correspondente operadorTp € L{Q (TE); F)
€ fracamente compacto.

Demonstragio. Veja Proposigdo 3.4 em [11]. O

Sabemos da seqdo anterior que um operador T : £ — [ entre espagos de Banach é
fracamente compacto se, e somente se, ele fatora-se através de um espaco reflexivo, ou seja
existern um espago de Banach reflexivo G e operadores v € L (F;G) e w € L(G; F) tais que
T = wow. Temos da Proposicio 5.2.4 que existem duas possibilidades para fatoracdo de um
polindmio P, sendo P = Qouou P = uo (), onde u é um operador linear continuo ¢ ¢ é um
polinémio. O seguinte resultado mostra que para um polinémio ser fracamente compacto
é necessario e suficiente que ele fatore-se através de um espaco de Banach reflexivo. Este

resultado é uma aplicacao do Teorema 5.1.13.
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Teorema 5.2.10. Sejan E e F espacos de Banach. Seja P € P(™E,F). Entdo P ¢
fracamente compacto se, e somente se, existe um espago de Banach reflexivo, G, um operador
w € L(G; F) e uwm polinémio Q € P(™E;G) tais que P = wo Q.

Demonstragio. Suponhamos que P = w o (J, onde G é um espaco Banach reflexivo, w €
L(G;FyeQ € P(ME;G). Seja (zn).., em By C E. Entdo temos que {@{z,): n € N}
¢ limitada em (. Sendo G um espaco Banach reflexivo, pelo Teorema 2.2.9 segue que

{Q (z,) : n € N} é w-compacta. Logo pelo Teorema 3.4.4 temos que existe uma subseqiléncia
Q(zn) % wel. (1)
Como w € L{G; F), temos pela Proposicio 2.2.5 que
w: (G.0(G.G") — (Fa(F,F))

é continua. Logo de (1) temos que P (z,,) = w(Q(z,,)) % w(y,) em F, logo pela
Proposicdo 5.2.6 P é fracamente compacto.

Reciprocamente, suponhamos que P seja fracamente compacto. Entdo pelo Teorema
5.2.8, temos que existem um espaco de Banach @ (™ E), um polinémio é,, € P ("E,Q (™ E))
e um tnico operador Tp € L (Q (ME); F) tais que P = Tpo 6.

Como P é fracamente compacto, pela Proposicio 5.2.9 temos que Tp é fracamente com-
pacto. Portanto pelo Teorema 5.1.13 existem um espago de Banach reflexivo GG e operadores
v e L(Q(™E):G)ew € L{G; F) tais que Tp = wov.

E F

w4

Q(mE) w

N

G

F

Logo temos pela Proposicao 5.2.4 que



Q=vod, e PME,G).

Segue que
Pe=Tpod, =wovod, =wo@.
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