View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by fCORE

provided by Repositorio da Producao Cientifica e Intelectual da Unicamp

@
Universidade Estadual de Campinas s",,
FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA E DE COMPUTACAO v¢~;’

DEPARTAMENTO DE TELEMATICA UNICAMP

Controle por horizonte retrocedente de
sistemas lineares com saltos markovianos
e ruido aditivo

Tese a ser apresentada a Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao da
Universidade Estadual de Campinas, como parte dos requisitos exigidos para a
obtencao do titulo de Mestre em Engenharia Elétrica.

por

Alessandro do Nascimento Vargas
Engenheiro de Computacao — UFES

Setembro de 2004.

Orientador: Prof. Dr. Joao Bosco Ribeiro do Val FEEC/UNICAMP
Co-orientador: Prof. Dr. Eduardo Fontoura Costa ICMC/USP

Banca Examinadora

Prof. Dr. Marcelo Dutra Fragoso LNCC/CNPq
Prof. Dr. Wagner Caradori do Amaral FEEC/UNICAMP
Prof. Dr. Joao Bosco Ribeiro do Val FEEC/UNICAMP (orientador)


https://core.ac.uk/display/296836799?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

V426¢

Vargas, Alessandro do Nascimento

Controle por horizonte retrocedente de sistemas
lineares com saltos markovianos e ruido aditivo /
Alessandro do Nascimento Vargas.--Campinas,SP:
[s.n.], 2004.

Orientadores: Joao Bosco Ribeiro do Val, Eduardo
Fontoura Costa

Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computacao

1. Teoria do controle. 2. Sistemas estocasticos. 3.
3. Sistemas lineares. 4. Markov, Processos de. 1. Val, Joao
Bosco Ribeiro do. II. Costa, Eduardo Fontoura. III.
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computagao. IV. Titulo




Resumo

A principal contribuicdo deste trabalho é propor e resolver um
problema de controle de Sistemas Lineares com Saltos Markovianos
(SLSM) na presenca de ruido que possa existir atuando ininterrup-
tamente sobre estes sistemas. Adotamos o método de controle por
horizonte retrocedente sob a suposicao de que os estados da Cadeia
de Markov nao sao conhecidos pelo controlador, com excecao de uma
distribuicao inicial, e impomos ganhos de realimentacao linear em um
problema com complexidade restrita. Incorporamos ao modelo com
ruido alvos dinamicos e entradas exdgenas que podem sofrer saltos,
com especial interesse em aplicacoes em modelos macroecondémicos,
sistemas robdticos, entre outros. Desenvolvemos uma formulacao de-
terministica equivalente ao problema estocastico estudado, em que
condicoes necessarias de otimalidade sao propostas e um método ite-
rativo baseado em um procedimento variacional soluciona o problema.
Como passo intermediario para a obtencao da solucao do problema de
rastreamento, desenvolvemos primeiramente a solu¢ao do problema de
regulacao, por este se tratar de um caso particular do primeiro. Algu-
mas aplicagoes sao apresentadas, de forma a ilustrar numericamente
a teoria desenvolvida.

Abstract

The main contribution of this work is to propose and solve a control
problem of Markov Jump Linear Systems (MJLS) driven by noise. We
adopted the receding horizon control method assuming that the Mar-
kov state chain 6 is not known by the controller, with the exception of
an initial distribution. We impose linear feedback gain structure in a
problem with restricted complexity. We add to the noisy model swit-
ching targets and exogenous inputs variables, which are interesting
for applications such as macroeconomic models, robotic systems and
others. We develop an equivalent deterministic formulation to the sto-
chastic problem studied where necessary conditions of optimality are
proposed and an iterative method based on a variational procedure
solves the problem. As an intermediate step to attain the solution to
the tracking problem, we develop first the solution to the regulation
problem, since this is an particular case of the former. To illustrate
numerically the theory developed, some applications are presented.
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Notacao

Nos capitulos, os teoremas, proposicoes, lemas, corolarios e comentarios sao

numerados na ordem em que aparecem. Seus textos possuem fonte enfatizada.

As provas terminam com o simbolo O, de forma a diferencid-las do restante do

texto. Para simplificagdo, algumas vezes denotaremos por M = [m;;] uma matriz

M qualquer contendo elementos m,;; na i—¢ésima linha e j—ésima coluna. A seguir,

apresentamos uma breve lista de simbolos que serao usados com maior freqiiéncia

neste trabalho:
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Capitulo 1

Introducao

Neste primeiro capitulo, descreveremos de maneira geral as principais carac-
teristicas dos Sistemas Lineares com Saltos Markovianos, que se constituird no
topico principal desta dissertacao. Justificaremos seu estudo, adotando a estraté-
gia de controle por horizonte retrocedente. Na ultima secao, descreveremos como
os capitulos seguintes estao organizados, enfatizando os principais objetivos de

nossa investigacao.

1.1 Descricao geral dos Sistemas Lineares com
Saltos Markovianos

Suponha que num dado pais, o desempenho da economia possa assumir um
dos trés modos de operacao: ruim, neutro e bom. Suponha ainda que a auto-
ridade monetaria responsavel pela economia possua um modelo matematico que
represente com certo grau de confiabilidade cada um destes estados. A dificuldade
estd no fato de que, de um instante para o outro, fatores externos nao previstos
podem levar o modo de operacao a sofrer mudancas abruptas, alterando repenti-
namente, por exemplo, o desempenho da economia de bom para ruim. Além disso,
¢ comum em problemas praticos haver distirbios (ruidos) que atuam ininterrup-
tamente sobre o sistema, que por sua vez tendem a desviar seu comportamento
daquele desejado, se nenhuma agao eficiente de controle for implementada. Posto
isso, deseja-se modelar processos que possuam incertezas em seus parametros, de

tal modo que as mudancas inesperadas sejam representadas no modelo, e as agoes



4 Capitulo 1. Introducao

de controle sejam tomadas com objetivo de minimizar um certo critério de desem-
penho. Em alguns casos, modelos dessa natureza podem ser caracterizados por
Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM), que formam uma classe de
processos usada para modelar sistemas dinamicos sujeitos a mudancas abruptas
em suas estruturas. Adiante, usaremos as siglas “sistemas SLSM” ou “processos

SLSM” para designar esta classe de sistemas.

Sistemas SLSM formam uma importante classe de sistemas lineares estocésti-
cos, e um consideravel interesse tem sido focado nestes sistemas nos tltimos anos,
particularmente no que concerne a analise, condicoes de estabilidade e problemas
de controle 6timo desses sistemas. Podemos citar (Ji e Chizeck, 1990a; Ji e Chi-
zeck, 1990b; Costa e Fragoso, 1993; Costa e Fragoso, 1995) como importantes
contribui¢oes no desenvolvimento tedrico de SLSM. Os processos SLSM podem
ser utilizados para modelar sistemas dinamicos sujeitos a fenomenos aleatérios
que apresentam mudancgas abruptas em sua estrutura ou parametros, tais como
troca ou falha de componentes, mudancas ambientais sibitas, modificacao do
ponto de operacao de um sistema linear ou nao linear, alteragoes repentinas em
parametros de processos economicos, entre outras. Aplicagoes podem ser encon-
tradas, como exemplo, em sistemas aeronduticos (Athans et al., 1977), sistemas
robéticos (Saridis, 1983), receptores térmicos solares (Sworder e Rogers, 1983),
modelos macroecondmicos (do Val e Bagar, 1999) e industria manufatora de papel
(Khanbaghi et al., 2002).

De forma geral, os SLSM sao sistemas estocasticos cuja dinamica altera-se
de forma abrupta em certos instantes aleatorios e se comportam como sistemas
lineares entre estes instantes. As alteracoes na dinamica se referem a mudancas
repentinas em parametros do sistema, cujo valor ocorre de acordo com uma Cadeia
de Markov, isto é, a mudanca para outro modo de operagao ocorre de acordo com
certa probabilidade (conhecida a priori), dependente apenas do modo de operagao

no qual o sistema se encontre em cada instante.

Falhas em atuadores ou sensores, ou grandes alteragoes na dinamica basica
do sistema, além da possivel presenca de ruidos atuando ininterruptamente, sao

ocorréncias que precisam ser levadas em conta na sintese do controlador. Assim,
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devido a caracteristica essencialmente aleatéria das mudancas abruptas, a abor-
dagem deterministica torna-se inadequada. Quando as alteracoes nos parametros
sao pequenas, a abordagem via controle robusto da teoria de sistemas lineares,
na qual se considera intervalos ou regioes dentro dos quais os parametros devam
permanecer, ou variacoes paramétricas limitadas através de normas das matrizes
do sistema, sao em geral adequadas. Entretanto, se as alteragoes nos parame-
tros forem extensas, o conservadorismo inerente a estas abordagens pode tornar
inadequada a sua aplicacao. Nestes casos, a utilizacao de um modelo estocas-
tico baseado em pontos representativos que descrevam varios possiveis cenarios
ou combinacoes de parametros, como é o caso dos sistemas SLSM, ¢é claramente
preferivel.

Os sistemas SLSM podem ser modelados por um certo ntimero de possiveis
formas ou modos de operagao, em que cada uma expressa uma possivel combina-
cao de eventos. Em particular, se cada uma dessas formas for linear e a transicao
entre elas possuir estrutura estocastica markoviana, entao estas transigoes podem
ser representadas através de uma Cadeia de Markov com um nimero de estados

“processos li-

finito (ou eventualmente enumeravel infinito), dando origem aos
neares markovianos com saltos”. Denominamos por saltos os instantes em que

ocorrem transi¢oes nos modos de operagao do sistema.

1.1.1 Exemplo

A titulo de exemplificagao, considere novamente o modelo sujeito a mudancas
abruptas apresentado no inicio da secao, e suponha que agora cada modo repre-
sentativo do desempenho da economia esteja associado a certa dinamica linear
descrita pelos parametros (Ay, By), (As, By) e (A3, Bs) de acordo com a situagao:
respectivamente ruim, neutro e bom. Desta forma, enquanto o desempenho da
economia opera no modo de funcionamento ruim, o sistema é descrito por uma
equagao dindmica na forma x(t+1) = Ajx(t) + Byu(t), e apresenta probabilidade
de transicao para cada modo de operacao dependendo unicamente do modo atual,
dada, digamos, por pi1, p12 € p13, € assim analogamente para os demais estados.

A Fig. 1.1 mostra um possivel diagrama de estados para o exemplo, onde as
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transicoes entre os estados ocorrem nos instantes de saltos.

P11

D22 P33

Figura 1.1: Representacao de um possivel diagrama de estados para exemplo.

1.1.2 Controle de horizonte retrocedente

O problema de controle de horizonte retrocedente tem sido estudado na li-
teratura, particularmente por (Bitmead et al., 1990) e (Kwon et al., 1983) para
sistemas lineares deterministicos, e por (Mayne e Michalska, 1990) para siste-
mas nao-lineares. Resultados iniciais aplicados em SLSM sao recentes (do Val e
Bagar, 1999; Costa e do Val, 2000).

Também conhecido como controle de horizonte deslizante, ou ainda como Mo-
del Predictive Control (MPC) (vide, por exemplo (Camacho e Bordons, 1999;
Mosca, 1995)), o controle por horizonte retrocedente tem-se mostrado como uma
estratégia de sucesso, tanto no meio académico como na industria, com diversas
aplicacoes em processos industriais.

O principio de controle retrocedente permite-nos assumir que o sistema tem
um modelo preciso somente dentro dos curto e médio prazos, ou seja, os possiveis
valores dos parametros do modelo e a probabilidade de transi¢ao entre seus valores
sao conhecidas somente dentro destes prazos. Depois de certo periodo, entretanto,
nao ha um modelo apropriado, acarretando sérias dificuldades para a abordagem
do problema de longo prazo.

Nas préximas segoes abordaremos seu mecanismo de funcionamento aplicado

em sistemas SLSM.
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1.1.3 Motivagao: ruido e alvos em SLSM

Normalmente saltos nos sistemas SLSM estao associados principalmente a mu-
dancas que ocorrem na estrutura do problema e nas matrizes que representam
o indice de desempenho a ser otimizado. Além disso, os saltos no modelo tam-
bém podem refletir mudangas em alvos desejados para o estado e/ou varidveis de
controle. Uma motivacao para estudo de problemas dessa natureza sao as possi-
veis aplicacoes em modelos macro-economicos, como por exemplo, nas politicas
de regras consistentes com alvos inflacionérios (Rudebusch e Svensson, 1998).
Problemas de alvos também aparecem em sistemas onde se deseja suprir uma
demanda aleatéria caracterizada por saltos entre niveis distintos (vide (Costa e
do Val, 1998)).

Em (do Val e Bagar, 1999), os autores formularam e resolveram o problema de
rastreamento com controle de horizonte retrocedente para SLSM com observacao
completa dos estados e com observagao parcial da Cadeia de Markov em termos
de cluster de estados. Entretanto, o modelo proposto em (do Val e Bagar, 1999)
nao considera ruido aditivo no sistema, e essa caracteristica também é desejavel,
pois certos sistemas apresentam erros de pequena monta, devido a imprecisao

nominal, que podem ser modelados através de ruidos estacionarios.

1.2 Estrutura da dissertacao

No préximo capitulo, algumas defini¢coes e conceitos basicos serao apresenta-
dos. Mostraremos em termos formais o sistema SLSM com ruido, caracterizando
o indice de desempenho quadratico e a lei de controle de complexidade restrita
associados.

No Capitulo 3, como passo intermediario para obtengao da solucao do pro-
blema de rastreamento, estudamos e solucionamos inicialmente o problema de
regulacao, por se tratar de um caso particular do primeiro. Adotamos uma lei de
controle na forma u(t) = K'z(t), sendo que o estado da cadeia subjacente nao
¢ conhecido pelo controlador. Em particular, condi¢oes necessarias de otimali-

dade serao desenvolvidas, e provaremos que a solugao ¢ obtida através de método
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baseado em procedimento variacional. Veremos ainda que o funcional de custo
minimo depende de operadores de segundo momento da trajetoria do estado .
Um exemplo ilustrativo sera apresentado.

No Capitulo 4, desenvolvemos a solugao para problema de rastreamento nao-
autonomo com controle de horizonte retrocedente para SLSM discretos, onde o
sistema possui as seguintes caracteristicas: saltos nos alvos dinamicos dos esta-
dos e das variaveis de controle; saltos nas entradas exdgenas; entradas de ruido
estaciondrio. Os estados da Cadeia de Markov nao sao acessiveis, com excegao da
distribuicao inicial, que é conhecida a priori, e restringimos o controle na forma
de realimentagao linear de estados dada por u(t) = r* 4+ K'z(t). Mostraremos um
método baseado em procedimento variacional que obtém a solucao baseada em
condicoes necessarias de otimalidade.

No Capitulo 5, apresentaremos duas aplicagoes sujeitas a mudancas abruptas,
sendo que as mesmas podem ser modeladas de acordo com os sistemas SLSM com
ruido. Adotaremos como solucao para estas aplicagoes os métodos desenvolvidos
nos Capitulos 3 e 4.

Finalmente, o Capitulo 6 é dedicado a conclusoes, e uma breve discussao sera

feita sobre os possiveis trabalhos futuros.



Capitulo 2

Definicoes e conceitos basicos

No capitulo anterior, introduzimos de maneira geral o sistema SLSM e o con-
trole por horizonte retrocedente, citando motivacoes para o estudo desta classe
de problemas.

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e conceitos bésicos que serao
extensivamente utilizados ao longo dos préximos dois capitulos. Caracterizamos
formalmente o sistema SLSM, a lei de controle usada, o indice de desempenho
quadratico e o mecanismo de funcionamento do controle por horizonte retroce-

dente.

2.1 Introducao

Seja A :={1,...,n} um conjunto finito e M"* (M") a representagdo de um
espago linear formado por todas as matrizes reais r X s (r x r). Definimos M"*
como sendo o espaco linear de todas as .4 -seqiiéncias de matrizes tais que M"™* =
{U=(Uy,...,U,) : U € M"* i € A}, Seja 8" a representagdo do subespago
linear normalizado de M" de matrizes simétricas, ou seja, 8" = {U € M" :
U = U'}, onde U’ denota o transposto de U. Considere também 8™ (8™) o
cone fechado (aberto) de matrizes semi-definidas (definidas) positiva de 8", ou
seja, 8 = {U € 8§ : U > 0}, 8t = {U € 8§ : U > 0)}. Definimos S"
como sendo o espago linear de todas as .4 -seqiiéncias de matrizes tais como
ST ={U = (Uy,...,U,) : U; € 8,i € A}. Também escrevemos S (S"T)
quando U; € 8" (€ 8™) para todo i € A"

9
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Utilizaremos com certa freqiiéncia, ao longo deste e dos proximos capitulos,
a representacao M™! (Mb!) para denotar uma matriz-coluna real r—dimensional
(escalar), e M™! (MM!) para colegdo de matrizes-coluna r—dimensionais (colegao

de escalares).

Empregamos ordenamento U > V (U > V) para elementos de S", significando
que U; — V; é definido positivo (semi-definido positivo) para todo i € 4. Para

U € S", usamos a norma || - |2

U5 =" tr {U/U:},

ieN

onde tr {-} é o operador trago. E conhecido que S™* preparado pela norma acima

forma um espaco de Hilbert, com produto interno dado por

<UV >= )Y tr {U}Vi}.

N

Definimos A := {4, e M"" : i € N/}, B:={B, e M : i€ A} H =
{HieMl:ie N/}, Q={Q, €8 :ie N/}, R={R, €8F:ic N}e

F:={F, €87":i€ .4} como um conjunto de matrizes associadas.

Seja (Q,F,{Fr}, P) o espago de probabilidade fundamental. Seja ainda © :=
{6(k); k =0,1,...} uma Cadeia de Markov homogénea a tempo discreto, tomando
valores no conjunto .4, tendo P = [p;;],Vi,j € A" como matriz de transicao de
probabilidade. O estado da Cadeia de Markov, num certo instante ¢, condicionado
ao conhecimento até o instante k, é determinado conforme uma certa distribuicao
de probabilidade ju, em A7, ou seja, iy (i) := Pr(0(t) =i | F;). Considerando
o vetor n-dimensional . = [tk (0), ..., pye(i), .., pu(n)]’, Vi € A, a distri-
buicao do estado da cadeia py, é definido como iy = (P') k). Nos préximos
capitulos, utilizaremos intensamente £ = 0, e assim denotaremos fio simples-

mente por pu; quando k = 0.
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2.2 Os processos SLSM

De maneira formal, os SLSMs abordados neste trabalho sao representados

pelo sistema discreto no tempo na forma
Gy x(k+1) = Agwyx(k) + Boyu(k) + Hygyw(k), (ko) = o, 0(ko) ~ pio-

com k € [ko, k1] C N, sendo que os vetores de estado, controle e ruido sao repre-
sentados por x, u e w, respectivamente.

Note que as matrizes Ag), Bo) € Hoqr) possuem dimensoes apropriadas e sao
fungoes do processo © = {0(k);k > ko}. Consequentemente, quando 0(k) = 1,

1 € N, teremos A;, B; e H;, respectivamente.

2.2.1 Resultados preliminares

Os resultados a seguir representam uma extensao dos resultados encontrados
em (do Val e Bagar, 1999; Costa e do Val, 2000) e serao intensamente utilizados
ao longo dos préximos capitulos.

Definimos 14 como a fun¢ao indicadora do conjunto . Considere

X! = Egy o [2(0)2(t) Lo, Vi € A,
7 = EIOzuo [x<t>]l{9(t)=i}]7 Vie S,

em que Eyg o - | = B[ - [2(0) = 20, 0(0) ~ ).

Lema 2.1 Sejam quaisquer seqiiéncias U = {U; € M0 : 1 € 4/} € S, ¢ =
{pse Mt ie Ny eM! ea={a; € MM i e #/} € MM As sequintes

relagoes sao vdlidas:

(i) Esguo2(t) Upyz(t)] = Y tr{Ui X!} =< U, X" >
e N
(i1) Eap o[y (1) = > @2 ) >
ieN

(Z”) 0,10 Oég Z az,ut

€N
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Prova:
(Z) Ewo,uo[ ( U9(t Z E:vo uo (t)ﬂ{é(t):i}]
ieN
= Z Eg o tr{Uiz (t)2(t) L g(1)=i3]
iEN
= Z tr{UiEag o [2(t)2 (1) Loy =] }
iEN
=Y t{UX[} =<U,X'>
iEN
(44) Exg,po (b@ Z Eaq [0 ﬂ{e(t) Z}]
ieN
= Z ¢ EIOMO ]1{9('5) Z}]
ieN
= b =Y tr{ai()} =< ¢, () >
€N €N

(i18) Bago[00w) =D Bagolaillpw=n] = Y auu(i) = pja
€N €N

2.3 Leis de controle

Em muitas aplicagoes, o controlador nao possui observagao alguma dos Esta-
dos de Markov (Guolin e Bar-Shalom, 1996), e baseado neste fato, utilizaremos
métodos que levarao em conta esta caracteristica do controlador. Porém, antes
de caracterizarmos formalmente este tipo de controlador, é interessante aqui de-
talharmos um pouco mais a estrutura de observacao dos estados markovianos. O
Estado de Markov 6(t), do ponto de vista da informagcao disponivel para controle,
pode ser completamente observado, parcialmente observado ou totalmente nao
observado.

Quando somente uma parte dos Estados de Markov sao observados, ou seja,

somente uma parte deles sao acessiveis, o controle deve apoiar-se na forma de
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grupamentos (clusters) de estados (vide (do Val e Bagar, 1999), (do Val et al.,
2002)).

Nos casos em que 6 e x sao completamente acessiveis, a solu¢ao 6tima é obtida
na forma de ganhos de realimentacao lineares, conseguidos através de equagoes
de Riccati acopladas.

Entretanto, conforme mencionado, nem sempre todas as informacoes do sis-
tema estao disponiveis. Em principio, deseja-se utilizar toda informacao disponi-
vel associada a historia da evolucao do processo para controlar o SLSM.

Nesta dissertagao, restringiremos nosso estudo aos casos em que 6 e x sao
nao observados e observados, respectivamente. Nesta situagao, o controlador nao
tem a informacao do Estado de Markov atual, de maneira que nao é possivel
considerar regras de realimentacao associadas a cada estado markoviano.

Impomos como restricio uma lei de controle linear na forma'
u(t) ="+ K'z(t), t =0,..., N, (2.0)

como uma classe de controle de complexidade restrita, da qual deseja-se escolher a
lei de controle. Neste caso, a classe de todos os possiveis controladores é denotada
por K .

Contrariamente ao caso com observagao completa, a historia do processo x é
importante e deve ser considerada na modelagem matematica.

Nos proximos capitulos retomaremos a discussao sobre os conceitos de reali-

mentacao com maior detalhamento.

2.4 Indice de desempenho e o principio de con-
trole por horizonte retrocedente

O problema que desejamos resolver é o de encontrar uma estratégia de controle
admissivel conforme (2.3), para o sistema estocéstico com saltos ¢, de tal maneira
que um indice de desempenho seja minimizado em termos de valor esperado,

lembrando que tratamos aqui de um problema que envolve aleatoriedade.

ISe os estados de Markov fossem completamente acessiveis, entdo a lei de controle seria na
forma u(t) = rg, + K§ x(t), e esta estrutura atinge o Gtimo entre todas as possiveis classes de
controles adaptadas a histéria do processo SLSM.
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O indice de desempenho, doravante chamado por funcional de custo, serd
motivo de minimizacao ao longo de nossa investigagao nos préximos capitulos.
Além disso, o0 mesmo é dado numa forma quadratica em x e u, ponderado pelas

matrizes (Qy, Ry e Fy, conforme a seguir:

N-1
Jk’N = Exk://'k\k x(k + g)’@@(k+[)x(k + 6) + U(l{ + g)le(k+g)u<k + g)
=0
+ 2(k + N) Foprnyz(k+ N) |,
em que By, [ -] = E[ - [2(k) = 24,0(k) ~ pp] e sendo N > 0 finito represen-

tando um horizonte de N estagios. Os termos envolvendo x(k + ¢) penalizam o
desvio de z(k + ¢) da origem enquanto Y u(k + €)' Ry(ereyu(k + £) é uma medida
de energia empregada no controle. Assim, o problema de controle é o de conduzir
z(k + ¢) para zero o mais rdpido possivel sem gastar muita energia de controle;
gasto de energia pode ser mais ou menos penalizado através da especificacao
adequada das matrizes Ro0).

O principio de controle de horizonte retrocedente afirma que o custo funci-
onal (2.4) deve ser minimizado para cada instante de tempo k = ko,..., k1. A
entrada corrente u(k) é obtida através da determinacao da seqiiéncia de entra-
das {u*(k),...,u*(k+ N — 1)} que minimiza J*V e fazendo-se u(k) = u*(k). A
seqiiéncia restante é descartada, e este procedimento é subsequentemente repetido
a cada instante.

Consequentemente, para cada k = ky, ..., ki, ao aplicarmos como entrada em

(2.4) uma lei de controle linear de complexidade restrita na forma
w (t+k)=K z(t+k), t=0,...,N—1, (2.0)

obteremos a seqiiéncia K := {K*** € M*",t = 0,...,N}, e o controle a ser
implementado em 4, é u(k) = K*z(k), Vk = ko, ..., k. Salientamos que cada
u(k) é gerado levando-se em conta x(k) e puyx conhecidos antecipadamente.

O modelo ¥, é valido somente quando o indice do tempo k é tal que kg < k <

ki1 + N, sendo que ko, ..., k1 + N representa o intervalo de validade sobre ¥;.
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Tabela 2.1: Exemplo ilustrativo do método de controle de horizonte retrocedente
para kg =0,k =2e N =4.

Informacao Intervalo de Tempo Funcional Seqiiéncia Controle
k  Conhecida Considerado Minimizado Obtida Implementado
0 2(0), rojo 0,...,4 JON LK . K3 u(0) = KY(0)
1 2(1),pp 1,...,5 JUN K KYY u(1) = Kla(l)
2 2(2), o 2,...,6 JPN O {K? K u(2) = K2x(2)

Para melhor esclarecimento, a Tabela 2.1 ilustra o método de controle por
horizonte retrocedente quando avaliado para kg =0, ky =2 e N = 4.

No préximo capitulo escreveremos o funcional (2.4) de uma maneira determi-
nistica equivalente, utilizando para isto operadores matriciais dinamicos, e mini-
mizaremos este equivalente em relacao a K, adotando o método de controle por

horizonte retrocedente, sob suposicao de que o estado 6 é nao observado.






Capitulo 3

O problema de regulacao

Neste capitulo, estudamos a solucao do problema de regulacao de SLSM com
ruido, adotando estratégia de controle por horizonte retrocedente. O indice de
desempenho é quadratico, e os estados da Cadeia de Markov nao sao acessiveis
ao controlador. Um equivalente deterministico é desenvolvido para representar o
problema estocastico, e um funcional de custo deterministico equivalente é uti-
lizado como objeto de minimizacao. Condicoes necessarias de otimalidade sao
desenvolvidas. Um método iterativo é desenvolvido para obter a seqiiéncia de
ganhos de realimentacao, solucionando desta forma o problema. Um exemplo

ilustrativo é apresentado.

3.1 Formulacao do problema

Considere o processo ¢ definido num espaco de probabilidade subjacente con-

forme:

x(k+ 1) = Aguyx (k) + Bogyu(k) + Hoyw(k),
g . ) 4k) = (k) Qe(k z(k) + u(k) Rogyu(k),
p(k) = x(k) Fopryz(k),
k > ko, (k:o) =z, 0(ko) ~ 1o

sendo que x é um vetor de estados r-dimensional e v é um vetor de controle s-
dimensional. A Cadeia de Markov é indexada por 6, e o processo conjunto {z, 6}

é um processo markoviano. As outras expressoes em ¥ representam o custo por

17
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estagio e o custo final, nesta ordem, representados por g e p. O modelo ¥ repre-
senta um sistema linear estocastico a tempo discreto sujeito a saltos markovianos
nos parametros, estruturado na forma de variaveis de estado. O processo esto-
castico {w(k); k > ko} é uma seqiiéncia de vetores aleatérios de segunda ordem
i.i.d.! ¢-dimensionais, com média nula e matriz de covariancia finita representada
por ¥ := Elw(k)w(k)'] € 8™ Vk > ko. Também sabemos que {w(k);k > ko} ¢
independente de {0(k); k > ko}; em particular, x(k) e w(k) sdo vetores aleatérios
independentes.

O problema de regulacao considerado neste capitulo é descrito a seguir.

O indice de desempenho associado a ¢ é uma funcao custo quadratica padrao

com um horizonte de N estagios, definida por
N-1
TN =By | D alk +0) +p(k + N) |,
=0

de modo que este indice serd empregado no problema de controle por horizonte

retrocedente (vide Segao 2.4).

3.1.1 Conceitos de realimentacao

Um padrao de informacoes restrito é imposto no sentido de que o estado
presente z(k) é disponivel, porém © nao é observado dentro do intervalo k, ..., k+
N, e a distribui¢ao p, € a unica informacao conhecida.

Em conformidade com a estrutura de informagoes, consideramos um controle
de horizonte retrocedente para ¢, levando-se em conta o problema de regulagao,

como uma acao de realimentacao de estados conforme
u(k) = K*z(k), (3.0)

para cada instante de tempo k = kg, ..., kq.
Seja K := {K' € M*" t = 0,..., N} uma seqiiéncia de ganhos de realimen-
tagao. Relembre o custo funcional J*¥ conforme (3.1). Em correspondéncia a

forma em (3.1.1), o custo funcional é associado aqui a seqiiéncia K e ao sistema

lindependente, identicamente distribuido
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¢, com realimentagao na forma:
u (t+k)=Kat+k), t=0,....,N—1, (3.0)

, kN . . . . L.
e sera chamado por Ji. Para simplificagao notacional, faremos o estdgio inicial
k coincidir com a origem do tempo (k = 0), sem nenhuma perda em generalidade,

e desta maneira, chamamos o custo funcional simplesmente por J&, ou seja,

N—-1
JI](V = Eﬂco,uo [Z CI(E) —{—p(N)] )
=0

com controle na forma u(t) = K'x(t), t =0,...,N — 1.
A classe de todos os controles admissiveis para K é denominada neste caso
por % . Adotaremos, nas proximas secoes, a convencao de chamar %k o sistema

% com um controle K na classe 7.

3.1.2 Funcionais e operadores associados

Desenvolvemos, nesta secao, uma forma equivalente deterministica de expres-
sar o custo J{, para se obter uma representacio mais conveniente para oti-
mizagao. De acordo com (do Val e Bagar, 1999; Costa e do Val, 2000)inimos
Xt = {X! € 87} €S como um conjunto de matrizes de segundo momento de

estado tal que

Xt.= Exo,uo [x(t)x(t)’]l{g(t):i}], Vie N,

(2

t =0,...,N, em que pg e z(0) = zy sao vetores conhecidos e 14 representa
funcao indicadora do conjunto %. Lembramos que a distribuicdo da cadeia no
instante ¢ é obtida conforme p; = (P")? 0.

Seja A' € M" tal que A! = A; + B;K',Vi € .#. Representamos ¥' € S™
conforme:

U= pii(j)H;SH), Vie N,
jeN

e os operadores &, % e 7 : S0 — S0 definidos, respectivamente, como: & =

{&ieN}, L'={LieN}e T ={T ' ie #/}, t=0,...,N, para algum
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¢ € S™, de acordo com:
jeN

ZH(0) = (AN E(0)AL e FH(0) =Y puAjo;(A}), Vie N,
jeN
Algumas vezes, quando necessério, utilizaremos a notagao £o(¢) de modo que
1 (0) = (Ai+ B:G") 8(¢)(Ai+ B;G"), para uma seqiiéncia qualquer de matrizes
G={G"....GgN"YYex.
O resultado a seguir serd util no desenvolvimento de uma expressao geral que

simplifica o cdlculo de X*.
Lema 3.1

Eﬂfmuo [Jf(t + ].)IL‘(t + 1),]]-{9(t+1):i}]

= 3" P XA + HSH () )
jen

Prova: Avaliamos
Eogpol(t + 1)z (t + 1),]1{9(t+1):i}]

=Y Eagpo [t + Dt + 1) Lip(es1)=io0)=5)]
jeN

=) Eag o [(Asa(t) + Bogyu(t) + Howyw(t))(Agryz(t)
jeN

+ Boyu(t) + Howyw(t)) Lipe+1)=i.0(0)=5]

Perceba que z(t+ 1) ndo depende de 6(t + 1). Assim, empregando a propriedade
Pr(0(t +1) = i,0(t) = j) = Pr(6(t) = j)pji = E[L{ow)=jlpji-

m (3.1.2), segue que (3.1.2) é idéntico a

ZEJ:OMO Ae(t )+Bg ( )+H9( ( ))(A9 ( )
JEN

+ Bowyu(t) + Howyw(t)) Lioy=j3]pji-

= Buguol(A5(t) + Hyw (1)) (Afz(t) + Hyw(t)) Lig=p1ps

jeN
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Lembrando que u(t) = Kfz(t) e Al = A, + B;K", temos que (3.1.2) é similar &

D Baool { Af(0)2(t)'(A5)" + Aja(t)w(t) H;

jen
+ Hyw(t)x(t)' (A%) + Hyw(t)w(t) H; Migw—iylpsi

= Y (DA B [ (D) 2(1) Loy (AT
jeN
+ pjiH By o l0(8)w(t) Loy Hj }.

Levando em conta que E{w(t)w(t) Ligw=j] = E[w(t)w(t)] Pr(0(t) = j) = L (j)

e empregando a defini¢do (3.1.2) em (3.1.2), segue que (3.1.2) é equivalente a

D Dl ATEy o [2(0)2(8) Lgory=iy ) (A5 + H; X Hjpy () }
JjEN

= i { ASXUAY + HS Hjpua(5) }
jeN

o qual nos mostra que (3.1) e (3.1.2) sao idénticos. O

O resultado a seguir estabelece a dinamica de X! envolvendo os operadores

introduzidos anteriormente.
Proposicao 3.1 Para cadat=0,...,N —1, a relacao
Xt = FHX)+ VU, Vie s,
¢ vdlida sempre que X = uo(i)x(0)z(0), Vi € AN .
Prova: Por indugao. Para ¢t = 0, temos pela definigao (3.1.2) que
oo [#(0)2(0) Lgoyy] = io(i)(0)(0)' = X?, i €
O Lema 3.1, (3.1.2) e estdgio t = 0 conduzem a
X} =7%X") + 9 Vie s,

e o resultado é valido para t = 1. Suponha que o resultado seja vélido para t.

Desta forma, o Lema 3.1 e defini¢ao (3.1.2) conduzem a
X7 = FHX) + W, Vie S,

e consequentemente o resultado é valido para t + 1, completando a prova. O
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3.1.3 Expressao deterministica do funcional de custo

Nesta secao desenvolvemos uma expressao deterministica equivalente ao fun-
cional JE que serd titil no processo de otimizagao.

Definimos, para um controle K € J# | uma variavel aleatéria na forma

N-1

W(t,a(t),0(t)) = E [ S 4(0) + p(N)

=t

x(t)ﬁ(t)],
t=0,...,N —1, com
W(N,z(N),0(N)) = p(N) = 2(N) Fyn)z(N),

que sera ttil na simplificacao da expressao do funcional de custo. Podemos rees-

crever a equacao acima de maneira equivalente a

Wt 2(t).00) = E|a(t) + 3 a(6) + p(V) w(t),f)(t)]
(=t+1
)+ B| 3 a0) + p(N) | (1), 000
(=t+1
— g(t)+E E[ S a(t) + p(N) | (¢ +1),6( + 1) x(t),@(t)]
(=t+1

=qt)+E Wi+ 1Lz(t+1),0t+1)) | z(t),0()],

em que na terceira igualdade utilizamos o fato de que o processo conjunto {x(t), 6(¢)}
é markoviano (vide Teorema 2.19 em (Cinlar, 1975, p.37)).

Para K € %, considere as equagoes recorrentes acopladas

Li= Qi+ (K')YRK'+.Z/(L'), LY=F,Vie/t,
wh = &™)+t {&(LTHYHEHY, W) =0, Vie N,

validas quando t =0,..., N — 1.
Lema 3.2 O funcional (3.1.3) € expresso equivalentemente da funcao quadrdtica
W(t, z(t),0(t) = z(t)' Lo = (t) + wig).

com Ly, e wy,y satisfazendo (3.1.3) e (3.1.3), respectivamente, com 0(t) =i €

N
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Prova: Procedemos por indugao. Para t = IV, utilizando a definicdo em (3.1.3)

e a condicdo final em (3.1.3) e (3.1.3), encontramos
W(N,z(N),0(N)) = 2(N) Fylyya(N) = (N) Ly vz (N),
e o resultado é valido para t = N. Suponha que
W(t+ 1,2t +1),0(t + 1)) = a(t + 1) Ly, o (t + 1) + wpll )
seja valido. Entao, por (3.1.3) e equagao dinamica ¢ temos
W(t, (1), 0(t)) = q(t) + Elo(t + 1) Ly} o (t + 1) + wylyyyy | 0(), 2(1)] ]
= 2(t)' Qo x(t) + u(t) Royu(t) + E[(Ap z(t) + Boyul(t)

+ Hg(t)w( )) LZ—(i_tlJrl (Ag(t)x(t) + Bg(t)u(t) + Hg(t)w(t))
+ Wyl | 008), 2(1)]
e usando o fato que u(t) = K'z(t) e AL = A; + B;K", e aplicando (3.1.3), (3.1.3),

segue que (3.1.3) é equivalente a

(1) Qoqryx(t) + x(t) (K') Ry K w(t) + (1) (Agr)) Goery (L) Ay (t)
+ E[(Howyw(t)) Ly Howyw(t) +waly | 0(t), x(t)]

= 2(t)"{ Qo) + (K" Roy K' + (Abyy) oy (L) Ay b (t) + Eyiy (W)
+ tr{ &) (L) Hoy S Hpgpy }

= 2(t)' Ly x(t) + why
e portanto o resultado é valido para t, completando a prova. O

Definicao 3.1 Seja K € % . O funcional

- e[

¢ indezxado no instante t correspondente a K.

Pela definigao acima e por (3.1.1), percebemos que J (0) = J&.
Desenvolvemos a seguir uma expressao deterministica equivalente para o fun-

cional JE (t), que sera ttil na analise de otimalidade.
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Proposicao 3.2 Para cadat =0,...,N, sejam L' e w' definidos de acordo com
(3.1.3)~(3.1.3). Entdo, o funcional J&(t) € idéntico a

I () = Euy o [x(t)’Lg(t)x(t) + wg(t)] =< L' X" > it

Prova: Note que através da Definigao 3.1, (3.1.3) e Lema 3.2 temos

TR (1) = Eao o q(f) + p(N)]

B N—-1
= Easo,uo E [ q(g) +p(N)
t

= Ewo#o [W( )
= B o[£ (1) Ly () + whp)]

8
~~
N—
>
—~
~
SN—
S~—
=

vélido para cada t = 0,..., N. Aplicando o Lema 2.1 em (3.1.3), encontramos a
ultima igualdade de (3.2). 0

3.1.4 Otimalidade

A minimizacio do funcional de custo J serd agora discutida.

Considere a classe de controles # = {K'* € M*" : t = 0,..., N} definida na
Secao 3.1.1.

A seguir obtemos uma condi¢ao de otimalidade que deve ser atendida para

um controle K € 7.

Teorema 3.1 Seja K = argmingey J§. Entao K satisfaz

> l(Ri + Bi&(L")B) K" + Bi&(L) A X! =0, ¥t =0,...,N - 1.
€N

com X' e L' definidos conforme (3.1) e (3.1.3), respectivamente.

Prova: Para qualquer K € ¢, avaliamos o efeito da escolha de um ganho K no

custo J& , e empregamos a representacio dada na Proposigao 3.2 para o funcional
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(3.2) desde o instante t. Podemos escrever
arg Hil(ltn JRE(t) = arg rr}1<1tn < LN X' > 4wt
= argmin Y tr{[Qi + (K'Y R;K' + (A; + BiK") &(L"™ ) (A + BIK")] X[}
K
+[E(w™) + te{ &L HSH (i),

Utilizando propriedades de diferenciacao de traco de matriz, veja Apeéndice C,
aplicamos diferenciacao direta com respeito a K' em (3.1.4) para obter (3.1).
Consequentemente, se K = {K° K1 ..., K¥~1} ¢ um controle 6timo em ¢,

(3.1) deve ser satisfeita para cadat =0,..., N — 1. a

A discussao sobre a solugdo da equagao algébrica (3.1) estd detalhada no
Apéndice A.

Note no Teorema 3.1 que a seqiiéncia de ganhos obtida depende da trajetéria
Xt

Comentario 3.1 Se o cendrio fosse aquele no qual todos os estados de Markov
sdo acessiveis ao controlador, com uma lei de controle na forma u(t) = Kg,x(t),
entdo obter-se-ia uma seqiiéncia étima de ganhos {K°,..., K¥~1} que indepen-

dem da trajetoria X'Vt (vide Teorema 11 em (do Val e Basar, 1999)).

Na seqiiéncia, apresentamos um algoritmo baseado em um principio variacio-

nal cuja solucdo satisfaz a condi¢do de otimalidade da equagao (3.1).

3.1.5 Algoritmo

Solucionar as equagdes matriciais acopladas (3.1), (3.1.3), (3.1.3) e (3.1) trata-
se de um problema complexo. Neste trabalho adaptaremos um método variacional
proposto por do Val e Bagar (1999) para encontrar a solugao do problema, baseado
no resultado do Teorema 3.1.

Definimos G(n) := {G°(n),...,GN"Y(n)} € M*", n = 0,1,... como uma

seqiiéncia de controles. Vamos associar A (n) € S”, A'(n) € S*T de acordo com

Aig(n) = A+ BiG'(n), Ai(n) := Ri + Bi&(L'(n))Bi, Vi€ N,
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e, para algum ¢ € S", associamos os operadores .7, e %, via

Tin(0) =Y piiAla(n)e;Ala(n), Vie A,

jeN

2L (9) = Alg(n)E(9)Alg(n), Vi€ AN
Um algoritmo que envolve calculos recursivos simples ¢ apresentado a seguir:

e Passo 1: Grave contador de iteracoes n = 0. Escolha a seqiiéncia inicial

G(0) e 7.

e Passo 2: Paracadat=1,..., N, encontre X*(n) € S™, solucao do seguinte

conjunto de equacoes:
Xi(n) = Z, (X ) + Ui,

com X?(n) = uo(i)zoxy, Vi € N .

Apés isto, facap=n+1et = N — 1 e siga para o proximo passo.

e Passo 3: Encontre G*(n) definido por
S A )G (n) + BI&(LT () Al X! (n — 1) = 0.
icN

Calcule L'(n) € S e w'(n) € M através de

Li(n) = Qi + G'(n) RiG"' (n) + £, (L™ (n)), Vi € A,
W) = G () + e { ST ) HiSHLY, Vi € A

)

com LY(n) = FyewN(n) =0,Vie . Gravet =t — 1; se t > 0, retorne

ao inicio do Passo 3.

e Passo 4: O critério de parada deve ser baseado na variacao do custo entre
Jg(n—n e Jg(n)' Se o critério de parada nao é satisfeito, entao retorne ao

inicio do Passo 2.

Teorema 3.2 As seqiéncias G(n),n =0,1,..., geradas pelo Algoritmo acima,

sao tais que Jév( ) < Jg(n)’ e lim, .. G(n) satisfaz a condigao do Teorema 3.1.

n+1
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Dedicamos a proxima segao a provar o Teorema 3.2.

Comentario 3.2 Os procedimentos nos Passos 1-4 provéem um método vari-
acional para encontrar a solucao do problema, de acordo com Teorema 3.2. A

solugdo do Passo 3 envolvendo a equagao (3.1.5) estd detalhada no Apéndice A.

Comentario 3.3 Uma forma de se validar o algoritmo desenvolvido nesta secao
€ comparando-se a solug¢ao obtida pelo mesmo com a solu¢ao a diferenca de Ric-
cati quando o problema de Markov com saltos € reduzido a um caso degenerado,

conforme veremos adiante na Segao 3.1.8.

3.1.6 Prova do Teorema 3.2

Para provar o Teorema 3.2, desenvolveremos alguns resultados auxiliares. Es-
tamos interessados em avaliar a variacao ocorrida no funcional de custo dentro
do Passo 3 em dois instantes de tempo subsequentes. Provaremos adiante que o
funcional de custo encontrado é sempre decrescente, ou seja, o procedimento dos
Passos 1-/ gera uma seqiiéncia mondtona decrescente.

Considere as seqiiéncias K = {K*,t =0,...,N} e G = {G',t = 0,...,N},

pertencentes a classe £, avaliadas em (3.1.3) conforme:

Lix = Qi+ (K'Y RiK" + £ (LK),
Lic = Qi+ (G")RiG" + Zig(Ld"),

validas parat =0,...,N — 1, com LY, = LI, = F,, Vie /.
Lema 3.3 A relacdo
Lix — Lig = 0 + ZLig(Lg' — Ld"), Vie A,
¢ valida, sendo que definimos
Sl = (I — KLYALE (K — KYy) — (G = Ky ASNG — KL, Yie

com Ny := R; + Bl&,(L%)B; e Kl := —(AEEl)*lBZ{éZ(L?l)Ai.
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Prova: Avaliacao algébrica direta conduz a

Lix — L' =(K"YR,K' — (G"YR,G" + (A; + B{G" &(LY — L") (A + B.GY)
— (BG") (L") BiG" — (BiG") (L ) Ay — Ai6i(Lig) BiG'
+ (B K" &(L ) B K" + (B K") 6,(Lg ) Ai + Ai6i(L ) B K
=(K'Y(R; + B{&i(L ") B) K" — (G") (R + Bi&,(L ") Bi) G*
+ (B:K"Y &(LEN Ay + Al& (L) BiK!
— (BiG" (L Ai = AL BG' + Zig (L' — Lig')
=(K") A K = (G") N G — (K'Y N K — (KGN K
+ (G N Ko + (Kjp)' Nl G' + Lia (L' — L)
=(K" = Kjp) Nl (K" = KGy) = (G" = K )'Aig (G" = Ky)
+ el — Li&)
=0, + Zia(Lix' — Lig)-

Lema 3.4 Seja K € Z . O resultado a sequir € valido:
t—1

K=Y <X Q+(K'YRK'>+ < X' L'>+pu'
/=0

Prova: Desenvolvendo (3.1.1), temos:

N-1 i—1 N-1
JIJ{V Ewo,lto (](4) +p(N)] = ELUO,HO [ q(f) + q(m) —|—p(N)] ,
L ¢=0 /=0 m=t
[ t—1
= Ezo#o q(ﬁ) + < Xt, Lt > —i—/}éwt
L ¢=0

em que a ultima igualdade advém do resultado da Proposicao 3.2. Lembrando
que u(t) = K'z(t), segue que (3.1.6) é equivalente a

t—1

J& =Euo o [Zx(@'(Qe(z) + (KZ)'RW)K@)SC(@]

+ < XU LY > 4t
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e aplicando o Lema 2.1(i) em (3.1.6) obtemos (3.4). O

Para K e G € M®" | estamos interessados em avaliar expressoes do tipo:
T = |IT(K - 2)1]; - IT(G - 2)1]3

para K que satisfaz
> THEK — Z)I =0 (3.-22)
ieN
para algum ' € Mt I € M™ e Z € M*". O Lema a seguir foi extraido de
do Val e Basar (1999, pag. 1123).

Lema 3.5 T =—|I'(K — G)II|3.
Prova: Avaliagao direta conduz a

T = Z tr{ K'T?KI; — K'T?Z,117 — 7 Z1?K — G'T;GII?
eN
+ GT;ZIE + 1 ZT;GY
=Y w{K'T}KII; — K'T}KI; - IZK'TK — G'T;GIT;
EN
+ GTKI? + 2K’ T:GY = —||T(K — G)II||3.

O
Para a prova do Teorema 3.2, escrevemos (3.1.5) na forma (3.1.6):
D> A G (n) = Ko Xi(n = 1) = 0. (3-22)
ieN
com Ki(n) = —(AS () 1BI& (L (1)) Ays; considerando 4% conforme (3.3),

definimos

T =< X', 0 >=[(AY)2(GH(n) — Ki(n) X (n — 1)2||2
— (ALY (G — K(n)X (- 1)2 )

para algum G € M*". De acordo com o Lema 3.5,

T =< X', 6 >= —|[(A)2 (G (n) — )Xy — 1)%]2 (3.-22)
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é valido.

Definimos a seqiiéncia de controles

9t(77) = {Go(ﬂ - 1)’ SRR Gt_l(n - 1)7 Gt(n)7 Gt+1(77)7 R GN(”)}U

para cada 0 < ¢t < N. Além disso, G(n) = G°(n). Relembre a expressao do
funcional de custo (veja Proposi¢ao 3.2), e note que o tltimo elemento de §*(n)
(isto é, G (n)) nao influencia no célculo do custo. Desta forma, Jé\én_l) = Jé\ﬁv(n).

Para simplificacao notacional, algumas vezes suprimiremos os indices n — 1 e
n. Suprimiremos ainda o indice do Estado de Markov 0(t) =i € .47, e frisamos
que G'(n) independe deste indice V¢. Também denotamos X*(n — 1) associado
com a seqiiéncia de controle §(n — 1), simplesmente por X* Vt. Avaliando (3.1.3)

aqui, para G', temos que
& =Q+G'RG+ L5 (LEH) (3.-22)
no qual G € G' ¢ dado por:

G- G™(n), se m > t;
lGm(n—1), sem <t

Para m = t, recuperamos (3.1.5).

Duas seqiiéncias subseqiientes sao G(n) e G'(n) nesta ordem, e de acordo
com o Passo 3, o elemento G*(n — 1) em G*'(n) é modificado para G*(n) em
G'(n); os demais elementos em ambas seqiiéncias permanecem inalterados. Posto

isto, podemos enunciar os resultados a seguir.

Lema 3.6 (i) L = L%, Vt:t<m.
(i) Xg =X, YO <m<t.

(ZZZ) wgt:wgt+1, t:O,,N

Prova: (i) Aplicamos indugdo em m. Para m = N, segue que Lg]t = Lgiﬂ =F.
Para m > t, suponha que
Lgtt = LEh (3.-22)
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seja valido. Podemos mostrar que Lgi = Lgi, € vélido para m > ¢. Usando
(3.1.6) e (3.1.6) obtemos
& = Q-+ (G™(0)'RG™(n) + Ly (L),
= Q + (G™(0))'RG™ (1) + L (LT1)
— Lglt+1 .
(77) Analoga a prova do Lema 3.6(7), aplicamos indu¢do em m. Para m = 0, o
resultado segue imediatamente pois X gt =X gm = poxoxy. Param < t, suponha
que
X§ = Xgn (3.-22)
seja véalido. Mostramos que X¢i = X¢iy, € vélido para m < t. Utilizando (3.1.6)
e (3.1.6) obtemos
thz — <?m—l()(gtz—l) + \I,m—l
= gm_l(thL:ll) + Ut = §?+1
(7i1) Perceba pelo Lema 3.6(7) e pela recursao seguinte
wg = E(wgt) + tr{ (LG HEH'Y, wg = 0,
que wg; = wei1 € valido, para m > t. O
No Passo 2, foi calculado X*, Vt. Temos pelo Lema 3.6(ii) que
Xét - Xéz+1 = Xt.

Note que, em ambas as seqiiéncias G e G, os termos iniciais G°(n —1),.. .,
G'1(n — 1) sdo idénticos. Portanto, ao avaliarmos o Lema 3.4 fazendo K™ =
G™(n—1),Ym <t — 1, temos que a seguinte expressao é vélida:

Jé\{ — Jé\t[_i,-l =< Xt, Ltgt — LtSt.H > +M;(WEt — ngl)
=< Xt, L%t - Lt9t+1 >
uma vez que fit(wg — W) = 0 conforme o Lema 3.6(iii). O resultado do Lema

(3.3) neste caso pode ser reescrito de acordo com:
LﬁSf - L§9t+1 = dix(n) + ztG(Lthtrl - Ltgﬁl),
= dix(n)
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usando o resultado do Lema 3.6(7) e fazendo G = G*(n—1) em (3.1.6). Portanto,

(3.1.6) pode ser avaliada como
Jo — Jon =< X', 05 > .
Uma vez que G*(n) satisfaca (3.1.5) (ou (3.1.6)), teremos
< X' 6% >:= —a', para certo o' >0,
através da avaliacdo de T em (3.1.6). Segue que
Jo — J = —a, Vt. (3.-23)

Usando a defini¢ao de norma conforme (3.1.6) e o fato que G = G*(n — 1), segue
que o = 0 se e somente se A} (G'(n) —G) X" = 0,Vi € A" Neste caso, no Passo
3, 0 método realiza G*(n) = G*(n — 1), que por sua vez implica que o' = 0 se e
somente se G'(n) = G'(n —1).

Concluindo, o resultado final do teorema segue diretamente pelo fato exposto

acima, através da soma dos termos em (3.1.6). Desta maneira, obtemos:

N N TN N
Jotm = Jstm-1) = J5om) = Jgv )
N—-1

N-1
Jé\t]_‘]é\’{+1 :—Zat SO,
t=0 =0
e o custo é estritamente decrescente sempre que G(n) # G(n — 1) e enquanto a

condigao de otimalidade (3.1) do Teorema 3.1 nao for satisfeita. O

3.1.7 Exemplo ilustrativo

A seguir, apresentamos um exemplo extraido de Ji e Chizeck (1990b, exem-
plo 6.4) com o objetivo de ilustrar alguns dos principais aspectos desenvolvidos
nesta se¢ao para o problema de regulacao.

Considere um sistema com dois modos de operacao distintos, sendo que o
primeiro representa as condigoes normais de operagao e o segundo representa

uma falha de atuador.
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Os dados do sistema sao

2 2 2 05 0 20 L,
A1_|:3 1:|7B1_[1:|7H1_[0 074:|7Q1_|:0 2:|7R1_17F1_07

1 0 0 1 0 10
A2_|:0,5 1:|7BQ_|:0:|7H2_|:0 O,8:|,Q2—|:0 1:|7R2_17F2_0-

com matriz de transicao de probabilidade e de covariancia do ruido escolhidas
conforme
1 2
P {0,9 0, ] L ox— {0,05 0’(;5} '
Fazemos N = 3, x;, = [—10 6] e puy = [0,85 0,15].

Utilizamos os softwares Matlab? ou Octave® para implementacao do algoritmo
proposto na se¢ao 3.1.5.

Avaliamos o algoritmo para 10.000 seqiiéncias G(0) € # distintas entre
si. Em todas as avaliagoes, o algoritmo sempre converge para um custo mi-
nimo, independente da escolha feita sobre G(0) € ', sendo este um forte in-
dicio de que o custo obtido é o minimo global. A seqiiéncia de controle 6timo
K ={K° K!' ..., K¥~1} obtida na convergéncia do algoritmo ¢ tinica, e também
independe da escolha inicial feita para G(0).

Essa convergéncia do algoritmo é garantida pelo método variacional, que por
sua vez gera seqiiéncias mondtonas decrescentes para o funcional de custo, e na
convergencia as condigoes necessarias de otimalidade do Teorema 3.1 sao satisfei-
tas.

A Fig. 3.1 mostra a evolugao do custo ‘]g(n) em funcao do nimero de iteracoes
n. Note que ha trés curvas tragadas, geradas a partir de trés seqiéncias G(0) € &
diferentes, porém o algoritmo converge sempre para o custo étimo, confirmando
desta maneira o resultado do Teorema 3.2.

Os resultados numéricos encontrados pelo algoritmo, para custo minimo J§
e seqiiéncia 6tima { K9 K1, K2}, sdo conforme a seguir: J§ = 1340,85;

K° = [-0,4374 0,2624]; K' = [-1,2145 —0,9755]; K* = [-1,2356 — 0,8883].

2
3

www.mathworks.com
WWw.octave.org
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. Evolugao Jév )

1440
1420

1400

custo Jév(n)

1380

1360

1340

L %
0 0.5 25 3

1 15 ~ 2
numero de 1teracoes n

Figura 3.1: Evolucao do Custo para Exemplo apresentado na Secao 3.1.7.

3.1.8 Caso particular do problema de regulacao com saltos

O problema de regulacao com saltos, desenvolvido neste trabalho, é uma ge-
neralizacao do regulador linear estocastico sem saltos, bastante conhecido na li-
teratura, como por exemplo (Davis e Vinter, 1985, Cap. 6), (Kwakernaak, 1972)
e (Astrom, 1970).

A seguir, a titulo de ilustracao, mostramos que a solucao conhecida do caso
sem saltos satisfaz a condi¢ao de otimalidade (3.1).

O resultado a seguir é obtido usando programacao dinamica, e a prova serd

omitida.

Proposicao 3.3 Suponha que o sistema % tenha como parametros A; = A,
B;=B,H;,=H, Q;,=Q, R, =R e F; = F constantes para todo i € A". Seja a

equacao algébrica de Riccati:
L'=Q+ (K'YRK"+ (A+ BK'"YL'"(A+ BK"), LN = F,

com
K'= —(R+BL"'B)'B'L'"'A, t=0,...,N—1.

Entao, J¥ = minger J&.
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Note que a seqiiéncia de ganhos obtida na Proposicao 3.3 atende trivialmente a
correspondente equacao (3.1). Além disto, esta seqiiéncia independe e é tnica
para qualquer valor de X, ao passo que a seqiiéncia obtida pelo método variaci-

onal depende de X?°.

Comentario 3.4 Outra situacao particular em que obtemos o mesmo resultado
da Proposi¢ao 3.3 € aquela em que a Cadeia de Markov 0(t) entra num estado
absorvente. Isto ocorre, por exemplo, quando temos uma distribuicao inicial po =

[10 ... 0) e matriz estocdstica

p=|' 0.






Capitulo 4

O problema de rastreamento com
alvos dinamicos

Neste Capitulo 4, desenvolvemos a solugao completa para problema de ras-
treamento nao-autonomo com controle de horizonte retrocedente para SLSM dis-
cretos, sendo o sistema sujeito a um ruido estacionario. Além disso, outra carac-
teristica adicional do modelo é a incorporacao de saltos que ocorram em alvos
dinamicos dos estados e das variaveis de controle, além dos saltos nas entradas
exoégenas. Alvos dindmicos possuem especial interesse em aplicagoes economicas

e sistemas robdticos, entre outros.

O estudo do Capitulo 3 sobre o problema de regulacao pode ser visto como
um passo intermedidrio para obtencao da solugao do problema de rastreamento,

por se tratar o primeiro de um caso particular do segundo.

Similarmente ao Capitulo 3, assumimos que os estados da Cadeia de Markov
nao sao acessiveis ao controlador; apenas a distribuicao inicial é conhecida a
priori. Aplicamos uma classe de realimentacao linear restrita e apresentamos
a existéncia de condigoes necessarias de otimalidade. Propomos ainda, como
no Capitulo 3, um método iterativo baseado em procedimento variacional, que
obtém a solucao completa do problema de controle de horizonte retrocedente para

a classe de politicas adotadas.

37
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4.1 Introducao

No Capitulo 3, saltos no SLSM com ruido estavam associados principalmente
com mudancas na estrutura do problema, ou nas matrizes bésicas (@, R, F') do
funcional de custo. Além disso, é interessante que saltos no modelo ¢ também
possam refletir as mudancas em alvos desejados nas varidveis de estado e/ou
controle (e.g. Carlson et al. (1994), Rudebusch e Svensson (1998)). Apresentamos
aqui este caso mais geral como um problema de rastreamento, que inclui saltos

nos alvos e nas variaveis exégenas.

4.2 Formulacao do problema

Considere o processo %, que leva em conta o problema de rastreamento,

definido num espaco de probabilidade subjacente conforme:

z(k+ 1) = Agyz (k) + Bogyu(k) + ey (k) + Hogyw(k),
q(k) = (z(k) — Toy (k) Qoqry (x(k) — Toqry (K))
% + (u(k) — (k) (k) Roy (u(k) — gk (K)),
p(k) = (x(k) — Zow) (k) Fo) (x(k) — Zo (K)),
k > ko, x(ko) = o, O(ko) ~ po-

sendo que x é um vetor de estados r-dimensional e u é um vetor de controle
s-dimensional. A Cadeia de Markov é indexada por #, e o processo conjunto
{z,0} é um processo markoviano. As outras expressoes em ¥ representam o
custo por estagio e o custo final, nesta ordem, representados por g e p. O modelo
%, representa um sistema linear estocastico a tempo discreto sujeito a saltos
markovianos nos parametros, estruturado na forma de variaveis de estado. Os
estados e as entradas de controle possuem um conjunto de alvos conhecidos ou
valores de trajetoria prescritos, que podem variar aleatoriamente no tempo, de
acordo com uma Cadeia de Markov subjacente, em que 7;(k) € M™! e u;(k) €
ML Vi € A,k > kg, representam os alvos para estado e alvos para entradas
de controle, respectivamente, quando #(k) = i. Para cada i € .4, a seqiiéncia
fixa {e;(k),k > ko} € M5! é conhecida antecipadamente e representa entradas

exdgenas no sistema. Além disso, o processo estocastico {w(k);k > ko} é uma
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seqiiéncia de vetores aleatérios de segunda ordem i.i.d. /-dimensionais, com média
nula e matriz de covariancia finita definida por ¥ := E[w(k)w(k)’] € 8™, Vk > k.
Também sabemos que {w(k);k > ko} é independente de {0(k);k > ko}; em
particular, x(k) e w(k) sdo vetores aleatdrios independentes.

O problema de rastreamento considerado neste capitulo ¢ descrito a seguir.

O indice de desempenho associado a %, é uma funcao custo quadratica padrao
com um horizonte de N estagios, definida da mesma forma que em (3.1).

Lembramos que o modelo ¥, é valido somente quando o indice do tempo k
é tal que kg < k < k1 + N, sendo que kg, ...,k1 + N representa o intervalo de
validade sobre %.

4.2.1 Conceitos de realimentacao

De maneira similar ao Capitulo 3, impomos um padrao de informacoes restrito
no sentido de que o estado z(k) é observado, enquanto o Estado de Markov 0(k+t)
nao ¢ observado no intervalo ¢ = 0,..., N, sendo a distribui¢ao fu, conhecida
previamente.

Em conformidade com a estrutura de informacoes, adotamos um controle por
horizonte retrocedente e empregamos uma acao de realimentacao de estados para

%, conforme:

u(k) = r* + K*z(k), (4.0)

para cada instante de tempo k = kg, ..., ky.

Seja K := {K' € M*",t = 0,..., N} uma seqiiéncia de ganhos de realimen-
tacio e r := {r* € M>',t = 0,..., N} uma seqiiéncia de sinais de referéncia.
Denotaremos por v o par formado pelas seqiiéncias K e r, ou seja, v := (K, r).
Relembre o custo funcional J*V conforme (3.1). Em correspondéncia a forma em
(4.2.1), o custo é associado aqui as seqiiéncias v e ao sistema %, com realimen-

tacao na forma:
w(t+k)=r"+Kazlt+k), t=0,...,N—1, (4.0)

e serd chamado por J&V.
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Para simplificacao notacional, faremos o estdgio inicial k coincidir com a ori-
gem do tempo (k = 0), sem nenhuma perda em generalidade, e desta maneira,

chamamos o custo funcional simplesmente por J, ou seja,

JY =B [Z (0 +p<N>] .

/=
com controle na forma u(t) = r* + K'z(t), t =0,...,N — 1.
A classe de todos os possiveis controles para (K,r) é denominada neste caso
por #,. Adotaremos, nas préximas secoes, a convencao de chamar ¥, o sistema

%, com um controle (K, r) na classe .J%,,.

4.2.2 Funcionais e operadores associados

Desenvolvemos, nesta secao, uma forma equivalente deterministica de expres-
JN b ~ . . . .

sar o custo J,', para se obter uma representacao mais convenlente para otimi-
zagao. Para o problema de rastreamento, definimos X! = {X! € 8§} € S™
(s = {5 € M™} € M"!) como um conjunto de matrizes (vetores-coluna) de

segundo (primeiro) momento de estado tal que

X! = Ey polz()z(t) Lipy=py], Vi€ N,
sl = Ezo,,uo [x(t)ﬂ{G(t):z}]v Vie N,

)

t=0,...,N, tal que z(0) = ¢ ¢ um vetor conhecido. Representamos W' € S™

conforme:
W= piim(D)(Bjr' + ;(1)(Bjr' + (1)) + H;SH]).
jeN
Além disso, os seguintes operadores serdao considerados:
e Para algum ¢ € S™, consideramos &,.% ¢ 7 : S — S como os ope-

radores & = {&;,i € N}, L = {Lie v}y, T ={Ti e N}

t=0,...,N, definidos, respectivamente, conforme:

E(0) = piydy. Li(0) = (A E(S)AL THo) =D piidle;(AL).

JjeEN JjeEN
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e Para algum ¢ € M"!, consideramos & e ¥ : Mt — M"! e 77 : M"™! — M7
como os operadores & = {&,,i € N}, V' ={V ie N}, W ={U' i€

AN}, t=0,..., N, definidos, respectivamente, conforme:

= Z Pij s

JEN
Z pjilA ¢J + 1 (3)(Byr' +e5(t))],
JEN
UH9) =Y pilAlo;(Byr' + e;(1) + (Byr' + e;(1))¢(AL)'].
JjeN

e Para algum ¢ € M!!, consideramos & : MY — MY, como o operador

& = {&;,i € A} definido conforme &(¢) = _,c , pijd;-

Note que usaremos o operador & aplicado em colecao de matrizes, vetores e

escalares, sem distincao quanto a notacao.

Lema 4.1 As sequintes igualdades sao vdlidas:

(Z) Ewmuo [l‘(t + 1):E(t + 1),]1{9(t+1)='}]
= P ATXI(ALY + Al (Byr' + ¢5(1)) + (Bjr' + e;(1)) (54) (AL

jen Y
+ () Hy X Hj 4 pe(5)(Byr' + e (1) (Bjr' 4 ¢;(t))" }
(77) Eaguol2(t + 1) goq11)=i]
=) pifAlsd + () (Byr' + (1)) }

JeEN

Prova: (i) Avaliamos

Eio,,uo [I(t + 1)1‘(t + 1)/ﬂ{9(t+1):z’}]
= Z By o [2(t + 1) (t + 1) go(41)=i.000)=51]

JEN

—Zanouo [(Aoyz(t) + Bowyu(t) + eoqr)(t) + Hoyw(t)) (Ao (1)

JjeEN

+ Bowyu(t) + ea) (t) + Howyw(t)) Lio+1)=i60)=5})-
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Perceba que x(t+ 1) ndo depende de 6(t + 1). Assim, empregando a propriedade

Pr(f(t +1) =4,0(t) = j) = Pr(0(t) = J)psi = Elliot)=j)]psi;

m (4.2.2), segue que (4.2.2) é equivalente a

D Eag o (Ao (t) + Bogyu(t) + e (t) + Hoyw(t)) (Ao (1)

JEN

+ Boayu(t) + eaqr) (t) + Howyw(t)) Loy=jy]pji

=) Eaguol(Ala(t) + Byr' + e;(t) + Hyw(t))(Alx(t) + Byr'

JjeN

+ ¢;(t) + Hyw(t)) Lipw)=5ypsi

em que a igualdade acima segue pelo fato que u(t) = r'+ K'z(t) e Al

Segue de (4.2.2) que (4.2.2) é equivalente a

D Bagpol { Alz()a(t) (AL + Abw(6)(Byr' + e;(1)) + (Byr' + e;(1))x(t) (A
JEN
+ (B’ +e(t) + Hyw(t))(Bjr' + ¢;(t) + Hyw(t))" }yon=j1pii

= > il AS By o[£ ()2 (1) Lioy= ) (AS) + A5 o [2(8) Lo=p ) (Byr' + ¢5(1))’
JeEN

+ (Bjr" + €;(t)Eag o [2(t) Lgo)=i3] (A3) + H;Eqy o [w(t)w(t) Lig =53] H;
+ (B;r' + ¢ (1)) (B;r" + €(t))Eag o [Lgo=53] }

no qual a caracterizacao da seqiiéncia de ruido foi utilizada. Levando em conta que

Ezou0Lo)=j3) = p;(t), e empregando as definicoes (4.2.2) e (4.2.2) e

m (4.2.2),
obtemos (4.1), mostrando o resultado.

(ii) Procedendo de maneira equivalente a prova anterior, avaliamos

B o [2(t + Do 1= = Y B o [#(t + D goe41)=i0=7)]
JEN

= Eugpolw(t + 1)ory=)Ipji
jen

=) Bag o [(Asy(t) + Bogyu(t) + eoq(t) + Howyw(t)) Lo ]psi
JjEN
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Segue de (4.2.2), aplicando-se u(t) = r* + K'z(t) e AL = A; + B;K", que:

> Eargol )+ Bjr' +¢;(t) + Hyw(t)) Loy ]pji

JEN

= piid ATy o[ () Wgo=y] + (Bir" + €5(8))Eag o [L o= }
jeEN

na passagem acima foi utilizada a hipétese de média nula para o ruido. Empre-
gando (4.2.2) em (4.2.2), obtemos o resultado (4.1). O
O resultado a seguir estabelece a dindmica de X! e s envolvendo os operadores

introduzidos anteriormente.

Proposicao 4.1 Para cadat=0,...,N — 1, temos que:
(i) X = THX) + U () + 0, Vi€ A,
(i1) 2t = ¥ (), Vie N,

sdo relagoes vdlidas sempre que X? = po(i)x(0)x(0),Vi € A, e 2 = 1o(i)z(0),Vi €
N

Prova: (i) Por indugdo. Para t = 0, temos pela definigdo em (4.2.2) que
B 10 [2(0)2(0) Lo0)—y] = po(i)2(0)(0) = X7, Vi€ A
Empregando a definigao de 7, %', V', (4.2.2)-(4.2.2) e estdgio t = 0, é possivel

reescrever (4.1) na forma

X} = FOXO) + %) + 90, Vie A,

)

e o resultado é valido para t = 1. Suponha que o resultado seja vélido para t.

Entao, similarmente obtemos
X = FHXY + U () + ¥, Vie N,

e consequentemente o resultado é valido para ¢t + 1. Este argumento por inducao
completa a prova.

(ii) Também por indugao, de forma andloga ao item anterior. Para t = 0, temos
pela definicdo em (4.2.2) que Egq 0 [(0)Ligo)=it] = po(4)2(0) = 5, Vie A .
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Empregando a definicao de #7, (4.2.2) e estdgio t = 0, é possivel reescrever
(4.1) na forma

=700, Vie N

Z

e o resultado é valido para t = 1. Suponha que o resultado seja vélido para t.

Entao, similarmente obtemos
T =), Vie N,

e consequentemente o resultado é valido para t + 1. Este argumento por inducao

completa a prova. O

Comentario 4.1 Proposicdo 4.1 mostra-nos que as entradas exdogenas do sis-
tema egq)(t) influenciam na evolugao da dinamica de X' através de V' e dos
operadores V't e Ut. Além disso, o ruido atua na dindmica de Xt através de

matrizes de entrada constantes Wt.

4.2.3 Expressao deterministica do funcional de custo

Nesta secao desenvolvemos uma expressao deterministica equivalente ao fun-
cional de custo JY que serd 1til no processo de otimizacdo. Alguns resultados
preliminares sao desenvolvidos.

Relembramos, primeiramente, que ¢(t) e p(IV) sao definidos conforme %, con-
templando alvos dinamicos.

Seja v = (K, r) € J,. Similarmente ao Capitulo 3, utilizaremos uma varidvel

aleatdria na forma

N-1
W(t,z(t),0 [ q(l
=t

:z:(t),G(t)].

que serd util na simplificagao da expressao do funcional de custo. Equacao (4.2.3)

é equivalente a
Wi(t,x(t),0(t) =q(t) + EW(t+ 1, z(t+1),0(t+ 1)) | z(t),0(t)].

A prova do Lema a seguir esta detalhada no Apéndice B.
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Lema 4.2 Considere quaisquer seqiiéncias Z = {Z;;i € ¥/} € S, 2z = {z;,i €
N} eM e p={p;,iec N} eM". A igualdade a sequir é vdlida:

q(t) + Elz(t + 1) Zpernyz(t + 1) + (20041)) w(t + 1) + pocer) | (1), 0(1)]

— x(t)/{QG(t) + (K" Ry (K*') + (Ag(t))'gg(t)(Z)Ag(t)}x(t)

+ {5‘9@)(,2)’/19@) + 2eq() (1) (1) (Z) Abre) — 2To(1) (1) Qo

+ 2(r" = ro(y0) Moy (K" — Kouy0) — 2<T9(t),0)/A0(t)K9(t),0}x<t)

+ {é"e(z» (P) + Zow) (1) Qo Toqw) (t) + Ua) (1) Roqwy o) (1) + Sy (2) eoqn) (1)

+ 69(,5) (t)'c%(t)(Z)eg(t)(t) + tr{cfg(t)(Z)Hg(t)EHé(t)}

+ (r' = Tow),0) Moy (r' — Tory 0) — (Te(t),o)/AG(t)TG(t),O}
com Mgy, To)0 € Koo definidos, respectivamente, como

Aoy = Roq) + ByuyGor)(Z) Bogwy,
ro.0 = —(Now) T {BhyGon) (Z)eaw) + (1/2) By oy (2) — Rogwytior (1)},
Koy = _(AG(t))ilBé(t)ge(t)(Z>A9(t)‘
Suponha que L' € S0t = 0,...,N — 1, com LY = F} para todo i € A,
satisfaz:
Li =Qi + (K'Y RiK' + (A7) &,(L") Al
e também ¢t € M"' t =0,...,N — 1, com (¥ = —2F,7;(N) para todo i € A4,
satisfaz:
0E=A& (0 + 24086(L ey — 2QqTi (1)
- 2(Kfo),A§+l7"fo + Q(Kt - Kito),AfH(rt - th'o)'
Finalmente, suponha \X' € MY ¢t =0,..., N — 1, com AN = z;(N)'F;z;(N) para
todo 7 € ¥, satisfaz:
N =GN + Zi(t) Qua(t) + (1) Ritis () + € &5(L e
OGBSI + &(EF e, — (AL,

+ (rf =l AT (= ),
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com Af“, iy e K, definidos, respectivamente, conforme:

AL = R, + BI&(LHY By, Vi€ N,
o = —(N)HBIG(L es + (1 BIE(T) = Riu(h)}, Vi€ A,
Kjy=—(A) T BiG(LT A, Vie A

Lema 4.3 O funcional (4.2.3) é expresso equivalentemente a fun¢do quadrdtica
W (t,2(t),0(t) = z(t) Ly (t) + (G z(t) + Mg

com Ly, Cooy € Mgy Satisfazendo (4.2.3)-(4.2.3), respectivamente, com 0(t) =
€N,

Prova: Procedemos por indugao. Para ¢t = N, utilizamos (4.2.3) e obtemos

W(N,z(N),0(N)) = E[p(N) | z(N),0(N)]
N) = Zony(N)) Fyony (2(N) = oy (N)) | 2(N), O(N)]
"Foonyx(N) = 220 (N) Fovyz(N)
+ Zon) (N) Fon) oy (V)
= &(N) Lyinz(N) + (Loiny) t(N) + Aginy

no qual o resultado segue imediatamente pelo fato que L{;EN) = Fywy, fé\g Ny =
—2Fpn)Zov) (V) € Ay = Tavy (N) FowvyZovy (N) para O(N) € A

Suponha que
Wit + 1,2t +1),0( + 1) = ot + 1) Lpihyyw(t + 1) + (i) w(t + 1) + Al

seja valido.

+

Empregando o resultado do Lema 4.2 com Zg(11) = Léf{til), 20(t41) = Eg(tlﬂ) e
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Po(t+1) = /\ZJ&IJFD, podemos escrever (4.2.3) de maneira equivalente a

Wt 2(t), 0()) = a(t) + Ela(t + 1/IHL a(t + 1) +wbil ) |6, 2(0)] ]
= x(t),{QO(t) + (Kt),RG(t)(Kt) (Ae(t)) ge(t)(LtH)Aé(t)}l"(t)
+ {éae(w (C) Ay + 2€00) (1) Eoy (L) Aggry — 200y (1) Qe
+2(r" = 1o(0),0) Doy (K" — Ko0) — 2(ro),0) Mo Ko, o} (t)
+ {59@ () + Ty (1) Qo Toey (£) + Taaey (1) Rogy oy (1) + Sawy (€7F) eq (1)
+ eqge) (1) Gy (L ey (1) + tr{ oy (L) Hoy X Hygpy }
+ (' = roge).0) oy (7" = Toe)0) — (7“9<t>,o>'/\e<t>7“e<t>7o}
= 2(t) Ly (t) + (o) () + Mgy

e a ultima passagem segue de (4.2.3)—(4.2.3). Desta maneira, o resultado é valido

para t, completando a prova. O

Definicao 4.1 Seja um sistema ¢, com uma politica de controle representada

pelo par v = (K,r) € #,. O funcional

-1
N
J, = Ezq,u0 [ q(¢ ]
=t

€ indexado no instante t correspondente ao par v.

Pela defini¢ao acima e por (4.2.1), percebemos que JN(0) = J¥.

O préximo resultado mostra uma forma equivalente de se representar o fun-

cional JY(¢).

Proposicao 4.2 Para o sistema 9, sejam L, (' e X', t =0,..., N definidos de
acordo com (4.2.3)~(4.2.3), respectivamente. Entdo, o funcional JY(t) é idéntico

a

Ty () = Eag o [£(1) Ly () + (Cqe)) w(t) + Ngo)]
=< L' X" >+ < (), (0" > +pi).
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Prova: Empregando Definigao 4.1, (4.2.3) e Lema 4.3, temos

‘]zfv(t) = Elo,uo Q(é) + p(N)]

B N-—1

= Euopo | B [ > q(0) + p(N)
= Ew()Hu'O [W(t7

= B puo[2(t) Ly (t) + (Lo () + Ngoy]

vélido para cada t = 0,..., N. Aplicando o Lema 2.1 em (4.2.3), obtemos (4.2).
O

4.2.4 Otimalidade

Considere a classe de controles ¢, = {(K' r') : K* € M*" rt € M*! ¢t =
0,...,N} definida na segao 4.2.1. O resultado a seguir é uma adaptacao do
Teorema 14 em (do Val e Bagar, 1999).

Teorema 4.1 Suponha que a lei de controle a cada instantet =0,... N —1 ¢

tal que u(t) = r* + K'x(t), sendo que r' e K* conjuntamente satisfazem:

DA = i) + (K" = K)] =0,
e

D AT = i) (o) + (K" = Kjp)X{] = 0.
ieN

com Vt € 80 vt € M ew! € MY, t =0,...,N definidos, respectivamente,

conforme

Vi =Qi+ (K" R K' + (A) &V AL VN = F, Vie A,
v; =AE () + 248,V e

—20Q;7(t) — 2(K'Y Ayl wN = —2F3(N), Vi € N,
wi =& (W) + 3 (8) QT (t) + s (1) Ryt (t)

+ el &V e, + tr{&(VITYH, X H]}

+ &Y ey — (FY AT WY = 2(N)' Fzy(N), Vi € N,
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com

A =R, + B{&(V'Y)B;, Yie N,
rio = —(AT) THBIEV e

+ (1/2)Bl& WY — Riis ()}, Vie AN,
Kl = —(AMMTIBI&(VITH A, Vie A

Entao, o custo do funcional associado a esta lei é dado por
T = Eag o [2(0) Vyiy2(0) + (vg(0)) x(0) + wpey).

Além disso, para qualquer outra lei, mantém-se a relacao:

a0 [ Z_ q(t) +p(N )] > Eag1u0[7(0) V(o) (0) + (Vo)) (0) + wig -

t=

Prova: Faga k£ = 0 por motivo de simplificagdo notacional. Introduzimos an-
teriormente a notacdo q(t) = (z(t) — Zow) (1)) Qow (x(t) — Zow (1)) + (u(t) —
gty (t)) Roey(u(t) — toy(t)),t = 0,...,N — 1, e aqui também chamaremos a
mesma expressao por qg(t) ou ¢;(t), onde quer que 6(t) = i. Seja a seguinte

equacao de Bellman:
m}? Eat) uelg0(t) +2(t + 1) Vo w(t 4+ 1) + (vl ) 2t + 1) + will )
sendo que Vil = (VI i e 4} € SO ottt = [olth i e #} € M e wit! =

{wt i € A} € MY sdo os parametros em ¢+ 1. Considere Vi vt e w! os

parametros do custo em ¢ e usando (4.2.4), escrevemos

2 = 171[1%1 Eq ) [2(t + 1)’1/'9t(ﬁl):x(t +1)+ (v%il))ﬁ(t +1)

+wohhy) + () — 2 () Va(t) — (vhe)'z(t) — whey -

Usaremos (4.2.4) para provar os resultados no Teorema 4.1.
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Aplicamos inducao em t. Para t = N,

Evt),u [(x(N) = Zov) (V) Foovy (2(N) = Zo(vy (V)]

= Buul(@(N) = Zoon) (V) Foony (2(N) = Zogwy (V) Lgo)=]
ieN

= (te{FXN} = 22 Fyse) + T Fizipun (i)
ieN

=< F, XN > 2< F'z, " > 7' Fz,

e o resultado é verdadeiro por definicao. Suponha que seja valido para t + 1.
Tomando uma lei de controle na forma u(t) = r + Kxz(t), podemos escrever

(4.2.4) de maneira equivalente a

2 = min Y [0r{[Qu + AL (VI A — (KA K
e A Ky - X
+ { S A+ 266V A — 23 (1) Qs
= 27 ALK 4 2(r — 1l ALK — Kh) = (vf) o
+{ W) + E( QuEilt) + 1t Rit(t)
+ (e + Huw(t)) &V ) (e + Haw(t)))

+ éai(vtﬂ)/ei - ("”zt'o)/AﬁH"’fo + (r — th'o)/Alz‘fH("’ - 7’;0)

— (i) ]

Esta expressao ¢é da forma quadratica nao-negativa em r e K, e o minimo é obtido
por diferenciacdo direta. Este procedimento conduz aos valores étimos r! e K¢,

que devem satisfazer (4.1) e (4.1) conjuntamente. Aplicando agora (4.1) e (4.1)
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em (4.2.4), temos ap6s alguma manipulagao algébrica que

2 = [t{[Qi + (K")RiK'
ieN
+ (A; + BiKY &V (A + B K'Y — VX!

+ {é‘;(vt“)’Ai 2l & (VY A — 27:(1) Qs

— 2(rjp) AT K" — (Uf),}%f + {&(Wtﬂ) + 2(1) Qi (t)
+ @i (t) Ryu;(t) + e;é‘%(V”l)ei

+ tr{ &V HSH} + &™) e

— (YA — ot biu(i) ]

Segue de (4.1)—(4.1) que cada termo dentro das chaves é nulo, e consequentemente

2 = 0. Para qualquer r e K, o resultado acima conduz a
Eo )0z (t + 1)’1/;(?;1@(75 +1)+ (ngrtil))’x(t +1)
+ Wy T 00(t) — 2() Vi (t) — (V) 2(t) — whey)]
=< VU X > 4 <o A s ot
+<Q+ KRK,X'">+2< K'R(r — ) — Q'7, 5" >
+ <, QT+ (r—u)R(r —u) > — <V, X' >
— <ol > —pw' > 2 =0
e a igualdade é obtida se r = r* e K = K'. Reescrevemos (4.2.4)—(4.2.4) de

maneira equivalente a

Ew(t),uo [QQ(t) (t)] > E:p(t),uo [$(t)/vet(t)x(t> + (Ué(t))/w(t) + wé(t)
—a(t+ )Vt + 1) — (ot ) a(t + 1) — Wl )]

e somando os termos do resultado acima teremos:

> By o [(0) V)2 (0) + (v(0))'(0) + wyg]

N-1
Exo,uo [ Z do(t) (t) + Po(N)
t=0

e a igualdade é obtida onde quer que u(t) = r* + K'x(t), para cada r*, K', t =
0,...,N — 1, conjuntamente satisfazendo (4.1) e (4.1). Desta forma, mostramos

o resultado. O
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Comentario 4.2 Os parametros do custo V', vt e Wb, parat = 0,...,N, sdo
atualizados, respectivamente, de acordo com (4.1)-(4.1), sendo que r* e K* sdio

determinados conforme (4.1) e (4.1).

Comentario 4.3 Como resultado do Teorema 4.1, concluimos que

= B 10 [x(O)’Lg(O)x(O) + (52(0))/35(0) + /\2(0)]

N-1
Eo oo [ Z o) (t) + o)
=0

> Eog o [(0) Viioyz(0) + (00" (0) + wy(g]

e a igualdade acima é obtida quando as sequéncias L', (' e X' em (4.2.3)—(4.2.3)

eVt ot ew' em (4.1)~(4.1) sao geradas com r' e K" satisfazendo conjuntamente
(4.1) e (4.1).

O corolario proveniente do Teorema 4.1, dado a seguir, possui prova simples,

e portanto a omitiremos.

Corolario 4.1 O minimo do funcional de custo associado ao problema de con-
trole de horizonte retrocedente, a partir do estado inicial do sistema x(0) e da

distribuicao inicial g, € dado por

T2 = By o [1(0) Vitoy2(0) + (080 2(0) + )]

=< V% X%> + <% 5 > 4 pfwo

tomando-se as seqiiéncias V', v' e w' em (4.1)~(4.1) er' e K em (4.1) e (4.1).

4.2.5 Algoritmo

A solugao das equagbes matriciais (4.1)—(4.1), (4.1)—(4.1), que sao acopladas
umas as outras, nao é obtida de forma simples. Adiante, para obter a solucao do
problema, desenvolveremos um algoritmo baseado em principio variacional que
generaliza aquele desenvolvido no Capitulo 3.

Definimos G(n) := {G°(n),...,GY"1(n)} e M*", x(n) :== {r°(n),...,r 1 (n)}
€ M*', n =0,1,..., como uma seqiiéncia de controles, e v(n) := (G(n),r(n))
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como uma politica de controle associada. Associamos AL (n) € S”, Af(n) € S*F,

ri(n) € M, Kk(n) € M™* e os operadores .7, via

Aic(n) = Ai + BiG'(n),

Ai(n) = R; + Bj&(V' () By,

rio(n) == —(A () THBIEV T (n)e:
+(1/2)Bi&i (v (n)) — Riui(t)},

Kj(n) = —(A7 () "' Bi&i(VH () A,

Tin(8) =D piAla(me; Al (n),

jer
Vi) = piilAlg(mé; + (i) (Byr' + ¢;(1))],
jen
U (9) = Z piilAia(mé;(Byr' + e;(t)) + (Byr'
jen

+e;(1)¢;(Aia ()],

Vi € A, tal que ¢ € S, ou ¢ € M"™! ou ¢ € MY, Um algoritmo que envolve

calculos recursivos simples é apresentado a seguir:

e Passo 1: Grave contador de iteracoes n = 0. Escolha a seqiiéncia inicial

(G(0),r(0)) € ..

e Passo 2: Para cada t = 1,..., N, encontre X'(n) € S™ e s!(n), solugoes

dos seguintes conjuntos de equacgoes:

Xi(n) = Z7H(XT ) + U (7 () + 97,
7 (n) = %1 ),

com X?(n) = po(i)zoxy € (1) = po(i)zo, Vi € N .

Apés isto, facanp=n+1et =N — 1 e siga para o proximo passo.
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e Passo 3: Encontre G*(n) e r'(n) definidos por

Z AT ) [ () = 7o () e (4)
+ (G'(n) — K}y(n)) > (n —1)] = 0,
D A [ (n) = rly() < (n — 1)

ieN

+(G'(n) = Kip(n) Xi(n — 1)] = 0.
Calcule V'(n) € S, v'(n) € M"! e w'(n) € M"! via

Vi(n) =Qi + G'(n) RiG"(n) + Alg(n) &V () Alg (), Vi€ A,

vi () =480 () + 246(VH (n))e;
—2Qi7i(t) — 2G"(n) A rig(n), Vie A,
wi(n) =6;(W () + Ti(t) Qi (t) + s (t) Ritis (¢)
+ (&) GV (n)es + to{&(VIH () 2 H; }
+ &0 () e — (P A ()t Vie N,

com VN(n) = F,oN(n) = —2Fz;(N) e w¥(n) = 2;(N) Fz;(N),Vi € N .

Grave t =t — 1; se t > 0, retorne ao Passo 3.

e Passo 4: O critério de parada deve ser baseado na variacao ocorrida entre
custos Ji\([nfl) e sz\([n)' Se o critério de parada nao for satisfeito, entao retorne

ao Passo 2.

Teorema 4.2 As seqiéncias (G(n),r(n)),n = 0,1,..., geradas no Algoritmo

N
) < T

acima sao tais que JY )

(1 e lim, .o(G(n),r(n)) satisfaz a condi¢io do

Teorema 4.1.

A prova do Teorema 4.2 segue de maneira andloga a prova do Teorema 3.2, sendo
a primeira uma generalizacao desta tltima. Dedicamos a proxima segao para a

prova do Teorema 4.2.

Comentario 4.4 Os procedimentos nos Passos 1-4 provéem um método variaci-
onal para encontrar a solucao do problema, de acordo com Teorema 4.2. A solucdo

do Passo 3 envolvendo as equagoes (4.2.5)—(4.2.5) estd detalhada no Apéndice A.
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4.2.6 Prova do Teorema 4.2

Aqui, de maneira andloga a secao 3.1.6, procederemos a anélise de convergen-
cia do método variacional desenvolvido na secao anterior. Desejamos avaliar a
variacao do funcional de custo dentro do Passo 3 em dois instantes de tempo sub-
sequentes. Deste modo, provaremos adiante que o funcional de custo encontrado

¢ sempre decrescente, ou seja, gera uma seqiiéncia mondtona decrescente.

Desenvolvemos a seguir alguns resultados preliminares que auxiliarao na prova.

Sejam K ={K'e M*" t=0,...,.N} e G:={G' e M*",t =0,..., N} duas
seqiiéncias de ganhos de realimentacio, e sejam r := {r' e M*' t =0,..., N} e
h:={ht e M>',t =0,..., N} duas seqiiéncias de sinais de referéncia. Considere
os pares v = (K,r) € J, e ¢ = (G,h) € %, como duas politicas de controle
distintas, e suas respectivas seqiiéncias L, e pr, t=0,...,N,avaliadas em (4.2.3);
l, e l,,t =0,...,N, avaliadas em (4.2.3); A, e A,t = 0,..., N, avaliadas em
(4.2.3).

A prova do Lema a seguir estd detalhada no Apéndice B.

Lema 4.4 (i) L, — Lf‘p =6 + Al

onde definimos

Oip, =K"= Ko, A (K" = Ky ) = (G = Ko, ) AH(G! = Ky );
Oig =2(K" = Ko, ) N (' = rip,) — 2(G" = K )N (B =iy, );

Sy i=(r' =,
Al = LI — L),

Al = A = 05 £ 248 (L — L ey

+2{ (GYY[B&(LL™ — LI Bih' 4+ Aig(Ly — LU B!

+(GY[Big(L — L es(t) + (1/2)Bi&(6, — ()] };

ALt = ri,) = (B =i, )AL (R = g, );

10,v 10,v
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Al =&\ — Afjl) + &0 — Ef:’l)'ei + e & (LT — ijl)e,-
+ tr{& (L — LS H S H Y + (WY [Bié&(LyH — L) Bih!
+ 2[ef & (L — Lt“)B + (1/2)& (05 — ﬁfjl)’Bi]ht,

com

A = R+ Bi&(LT B,
riow = —(AZ) TH(BIG(Ly e + (1/2) Bi&i(61) — Riua(t))
Kip, = —(AG) T Bi&i(L, ) A;

i0,v

Lema 4.5 Sejam os pares v = (K,r) € %, e p = (G,h) € %, duas sequéncias
de controle. Suponha que K' e r', a cada instante t = 0,..., N, satisfacam

conjuntamente

Z At+1[(r - TZO V):ut( ) + (Kt - KitO,V)%ﬂ = 07
1eN
Z At+1 ZO l/)(%’f), + (Kt - KztO,l/)th] =0.
ieN

com LY, ¢/ e X, t = 0,...,N definidos conforme (4.2.3)-(4.2.3) e AL, rt

w2 0w

Ky, definidos conforme (4.4)~(4.4), respectivamente. Entdo, para cada t =

0,...,N—1,

<O X' >+ < (58 (0)) > ol
= —Eu ) [((r" = ) + (K" = G"a(t)) Agly (' = 1') + (K' = G")a(t))]

com 0t dp e 05, t=0,..., N — 1, satisfazendo (4.4)—(4.4), respectivamente.
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Prova: Desenvolvendo (4.5) temos:

<O, X' >+ < (), (6)" > 1y

)
= > {SlL X} + (61) 7 + Ofyu(i)

ieN
= >t { (KA K = 2K VAL KD, + (K, VAL KD,
e
= (G N GT+ 2GTY N Ky, — (Ko, ) A Ko )X}
+2[(r' ) AT — (r )AtHKfOV (7"0 VAR A+ (r 101/) At+1K’LtOl/
— (R AGG 4 (R )AtHKfOV (TEOI/) AGIG = (r 101/) AtJrletOzz] «<
+ (AT = 20 A g, + (Mo ) A o
= ()N R 4 2R N g, = (i, ) NG o L ()
=Y t{ [(K'YAS K — (GYAS'G = 2(K" = G'Y AL KX )
ieN

+2[(r" YA = (WY ALTG = (' = R ARGy, — (7, ) A (KT = G
+ () A = (WAL = 2(r" = RTYAL (g ) e (0)

Temos que a igualdade (rly, )AL (K — G)xd = tr{(K' — G'Y Al (5)'}
é valida como propriedade bésica do trago (vide Apéndice C). Aplicando esta

igualdade em (4.2.6), segue que (4.5) é equivalente a

D e [(KYAS'K = (GGG = 2(K' — G'Y ALK

t
i0 V]X’L
ieN

—2(K" = G A, (54)" }
+2((r") AT K — (W) ATGE = (= B ARG Lo
+ () At = (WAL = 2(r" = BTYAG g L (4)

= S [(KYY AR — (GYAGYXY )
€N
F (Y ALK — ()AL G

+ (YA = (R AT R e (2)
+tr{ —2(K" = G YA Ky, X + 7o, (54)'] }
- 2( h’t) AH_l[KfOV ; + 7110 ulut( )]
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Aplicando (4.5) e (4.5) em (4.2.6), segue que (4.5) é equivalente a

> u{ [(KYAS K — (G'YASGXT )

ieN
+2[(r") AT = (B A G
() At = (W) AL B (3)
+tr{ —2(K" = G AKX + ' ()] }
— 20" = BN K 5+ g (3)]

= tr{ [ (KYAFTK' — (G'Y A GN 4+ 2(GY AKX )

Zei 2= (r') ALK = (M)A G+ (r') AT G+ (B A K54

AL — (YALR 2R AL )

= 3t (K= G AR — GYXL - 20 — YA (K — G
ieN

— (" = R A" = B (d)
= —Eao)u [((r" = 1') + (K" = Gz (1)) Ay, (' = 1Y) + (K" = G')a(1))]

sendo que as propriedades do Lema (2.1) foram aplicadas na ultima passagem.

Concluimos pelo resultado acima que (4.2.6) é idéntico a (4.5), mostrando o re-

sultado. O

O Lema a seguir é uma generalizacao do Lema 3.4 do Capitulo 3.

Lema 4.6 Sejav = (K,r) € Z . O resultado a sequir é vdlido:
t—1
=> <X Q+(K'YRK'> 42 < (K'YR(r' — u) - Q'z, = >
=0
+ < g, TQT + (r* —a)'R(r* —a) >
+ < LN X > 4+ < (), (0 >+

Prova: Desenvolvendo (4.2.1), temos:

JiV:EIO:MO EQ(@ ( ]_Exouolzq +iq )—l—p(N) )

= = =t
t

0,410 q(()

L =0

= o

+ < L X' > 4+ < (6, (68 >+
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em que a ultima igualdade advém do resultado da Proposicao 4.2. Lembrando

que u(t) = rt + K'z(t), segue que (4.2.6) é equivalente a

—

t—

T =By | S 2(0) Qoo + (K'Y Ra K )a(0)

~

=0
+ [(KYY Roge) (v — tigge)) — QboyToco))z(£)
+ Ty Qo Torey + (1 — tg(e)) R(r" — to(e))
+ < Lt,Xt > + < (%t)/, (gt)/ > +M;)\t,

e aplicando o Lema 2.1 em (4.2.6) obtemos (4.6). O

Definimos

7 (n) = {(G(n—=1),7(n=1)),...,(G"'(n—1),7" " (n—1)),
(G'(n),r' (m), (G (), ™ (), -, (GN (), P ()},

como uma seqiiéncia de politicas de controle admissiveis valida para cada 0 <
t < N. Além disso, 7(n) = #°(n). Novamente aqui relembremos a expressao do
funcional de custo (veja Proposigao 4.2), e note que o ultimo elemento de v*(n)
(isto ¢, o par (G™(n),7"(n))) nao influencia no célculo do custo. Desta forma,
Jé\([nq) =J é\ffv(n)‘ Também aqui, algumas vezes suprimiremos os indices n — 1 e n
como forma de simplificacao notacional. Suprimiremos ainda o indice do Estado
de Markov 0(t) = i € 4. Denotamos X*(n — 1) e s'(n — 1) associados com a
politica 7(n—1), simplesmente por X* e »" V¢, respectivamente. Podemos avaliar

(4.2.3), (4.2.3) e (4.2.3) aqui, para o', da seguinte forma respectiva:

% =Q+GRG+ (A+ BG)&(L(A+ BG)
o= AW + 248 (LY e(t) — 2Q7(t)
+2{ G'[R+ B'&(L%™)Blr + A& (L) Br
+GB'EL e(t) + (1/2)B'E(05) — Ra(t)] }
B=E\IT + 2 Qx(t) + u(t) Ru(t) + UL e+ ' E(L e
+tr{&(LETYHSH'} +r'[R+ B'&(L ) Blr
+2[e/E(LB + (1/2)8 (001 B — u(t)' R]r,
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sendo que o par (G,r) € v é dado por:

P = (G™(n),r™(n)), sem > t;
() {(Gm(ﬁ —1),r™(n—1)), sem <t.

Duas seqiiéncias subsequentes sao 7'71(n) e vf(n) nesta ordem, e de acordo
com Passo 3, o elemento (G'(n — 1),r'(n — 1)) em »'"!(n) é modificado para
(G*(n),r(n)) em P'(n); os demais elementos em ambas seqiiéncias permanecem
inalterados. Posto isto, podemos enunciar o resultado a seguir que generaliza o
Lema 3.6.

Lema 4.7
Z) Vt = I/t+17 Vt m > t
1) 00 = 00, Yt :m > t.

(

(

(199) Aot = Alipa, VE:m >t
(1v) st = sgin, YO <m < 2.
(

U) th: 9t+1, VOﬁmSt

Prova: (i) Aplicamos indugdo em m. Para m = N, segue que Lé\ﬁ = Lé\ﬁ“ =F.
Para m > t, suponha que

m+1 _ ym+1
Lot = )

seja valido. Podemos mostrar que L7 = L7, é valido para m > t. Usando
(4.2.6) e (4.2.6) obtemos

7=Q+G"(n)RG™(n) + (A+ BG™(n))E(LLT)(A+ BG™(n))
=Q+ G™(n)RG™(n) + (A+ BG™(n)) & (LI (A + BG™(n))
= L7,

(77) Analoga a do Lema 4.7 (). Aplicamos indugao em m, sendo que param = N

obtemos (5, = ¢X,, = —2Fz(N). Para m > ¢, suponha que

+1 —+1
mt — ]
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seja valido. Usando (4.2.6), (4.2.6) e o Lema 4.7 (i) obtemos
m— AE(E) + 24 E (LI elt) - 20a(1)
+2{ G"(n)[R+ B'E(Ly ) Blr™ (n) + A€ (L) Br™ ()
+G™ () [B'E(Ly e(t) + (1/2)B'E () — Ra(t)] }
= AR + 2L elt) — 2Qi()
+2{ G [R+ BELIHBI™ () + AE(LEH) B (n)
+G™(n) [B'E(Lyte(t) + (1/2)B'E (1) — Ru(t)] }
= Ef{iﬂ,
e consequentemente o resultado 7} = (7}, ¢ valido para m > t.
(i7i) Por indugdo, de maneira andloga a do Lema 4.7 (ii). Avaliamos em m, sendo
que para m = N obtemos A}, = A, = Z(N)'Fz(N). Para m > t, suponha que

m+1 _ ym+1
)\l)t - )\,)t+1

seja valido. Empregando (4.2.6) e o Lema 4.7 (i), (i4) em (4.2.6) obtemos
o=\ + 2(1)Qa(t) + u(t) Ru(t) + £ e+ ' &(LI e
+tr{E(LETHSH'Y +r™(n) [R+ B'& (L) Blr™ (n)
+2eE (L) B + (1/2)6 () B — a(t) Rlr™ (n),
=6\ +2()'Qx(t) + u(t) Ru(t) + £ (L) e + ¢ 6 (L e
+te{E(LEL)HSH} + 7™ (n) [R + B'E (L) Blr™ (n)
+2[e (L) B + (1/2)E (C5L) B — ult) Rr™ (n)
e consequentemente o resultado A7} = A7, é valido para m > t.

(7v) Por indugao. Avaliamos em m. Para m = 0, o resultado segue imediatamente
pois 30, = %, = pgzo. Para m < t, suponha que

P iy (4.-97)

seja valido. Mostramos que s = 3., é valido para m < t. Utilizando (4.2.6)

obtemos

st =Y

= V") = sia
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(v) Andloga a prova do Lemma 4.7 (iv). Aplicamos indugao em m. Para m = 0,

o resultado é direto pois X9, = th+1 = poxoxy. Para m < t, suponha que
Xnt=Xxn! (4.-97)
seja valido. Utilizando (4.2.6) e Lemma 4.7 (iv) obtemos

m _ym 1<X;Ttl—1)+%m 1( )—i—\lfm 1
_ 91’)’1—1(){;)}:11) %m 1( )—f—\lfm 1 ;?-‘-1

e portanto X[} = X7, é valido para m <. O
No Passo 2, o método variacional calculou s e X* Vt. Temos pelo Lema
4.7(iv) que
t

t t
At = Hpt+1 =

e pelo Lema 4.7(v) que

Xbo=Xb = X7,

vt =

Note que, em ambas as seqiiéncias 7' e ', os pares iniciais (G°(n—1),r%(n—
1),..., (G (n— 1), (n — 1)) sdo idénticos. Portanto, ao avaliarmos o Lema
4.6 fazendo K™ =G (n—1) er™ =r"(n—1), Vm < t—1, temos que a seguinte

expressao ¢é valida:

J J pt+1 — =< Xt,Ltvz - Ltvt+1 >
+ < () (G = Cn) > i (Age — Ao,

Adotando v = ' e ¢ = ! no Lema 4.4, podemos reescrever (4.2.6) na forma

J Jyt+1 :<Xt,5E+AE>
+ < (), (05 + A)) >+ (65 + AY)
= < X', 00 >+ < (), (07) > +365,

uma vez que AL =0, Al = 0 e Al, = 0 como conseqiiéncia do uso do Lema
4.7(i)—(iv) em (4.4)—(4.4).
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Sempre que G = G'(n) e r' = rf(n) satisfagam conjuntamente (4.5)-(4.5) (ou
(4.2.5)-(4.2.5)), temos pelo Lema 4.5 que
<O, X' >+ < (58, (0)) > ol
= —Eou[((r' (1) = 7' (n = 1)) + (G"(n) = G"(n — 1))z(1)) Agyy,
(') = r'(n = 1) + (G'(n) = G'(n — 1))x(t))]

= —a,

sendo que o > 0 é vdlido para todo t, quando a expressdo quadrética (4.2.6) é
avaliada. Segue de (4.2.6) que (4.2.6) é idéntico a

JN () — IV (1) = o, Yt
Comentario 4.5 Note por (4.2.6) que o' =0 se e somente se
r'(n) = r'(n—1) + (G'(n) — G'(n — 1)x(t) = 0.

Neste caso, no Passo 3, o método variacional realiza G'(n) = G'(n—1) er'(n) =

rt(n—1), que por sua vez implicard que o' = 0 se e somente se G*(n) = G*(n—1)
er'(n) =r'(n—1).

Concluindo, o resultado final do teorema segue diretamente pelo fato exposto

acima, através da soma dos termos em (4.2.6). Desta maneira, obtemos:
N N  _ gN N
o) = Jotg-1) = Ty = S

14
t=0

N-1
= Jg\tf—Jé\t[+1:—ZQ’t§O,
t=0

e o custo é estritamente decrescente sempre que 7(n) # (n — 1) e enquanto a

condigao de otimalidade (4.1)—(4.1) do Teorema 4.1 nao for satisfeita. 0






Capitulo 5

Aplicacoes

Neste capitulo, desenvolvemos duas aplicagoes de forma a ilustrar qualita-
tivamente a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores para os problemas de
regulagao e rastreamento com saltos. Na primeira aplicacao, analisamos o brago
mecanico do robo Furopean Robot Arm, e na segunda analisamos um pequeno
modelo macroeconomico dos EUA sujeitos a alvos inflacionarios. Porém, antes
de introduzirmos as aplicagoes, teceremos algumas consideragoes sobre os proce-

dimentos adotados na implementacao computacional.

5.1 Consideracoes de implementacao

Para realizar a simulacao completa de ¢,, no intervalo de validade ky < k <
ki1 + N do modelo, além dos algoritmos desenvolvidos nas Secoes 3.1.5 e 4.2.5,
implementamos computacionalmente o descrito nos Procedimentos 1 e 2.

A idéia principal da implementacao é a de executar um procedimento de
Monte-Carlo envolvendo simulacoes independentes com objetivo de obter dados
estatisticos confiaveis. E neste problema em particular, devido a grande quanti-
dade de dados gerados pela implementacao e a aleatoriedade envolvida, a andlise
deve ser baseada em graficos que representam a média e desvio padrao de x, u e
Jf’N para todos os instantes kg < k < k.

O Procedimento 1 é o responsével pela estrutura principal da simulagao, en-

quanto o Procedimento 2 realiza o sorteio do estado (k) a cada novo instante
k.

65
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Procedimento 1 Simulacao Principal
Objetivo: Realizar a simulacdo completa do sistema %, aplicando todo o
desenvolvimento teérico do Capitulo 4.
Entrada: Todos os parametros e variaveis considerados em %.
Saida: Na forma grafica.
INICTO
N,ep = nimero de repetigoes;
ko e k1 = intervalo para validacao do controle retrocedente;
for int =1 to N,., do
stage = 0; k = ko; 2(k) = Ty Ustate = fak;
(1, Vstate) =Mdquina de Sorteio(Vsiate);
while stage < (k1 — ko) do
(r, G, J&N)=Algoritmo da Segdo 3.1.5 ou da Secio 4.2.5
u(k) = r* + GFz(k);
z(k+1) = Ajz(k) + Biu(k) + ei(k) + Hw(k);
(4, Vstate) =Mdquina de Sorteio(P'vgaze);
stage = stage + 1; k = k + 1;
end while
Estime a média e desvio padrio das realizacoes de z(k), u(k) e JV, ko <
k< ki;
end for
Gere figuras representando a média e desvio padrao de x, u e J*V, ky < k <

ky; FIM

Procedimento 2 Médquina de Sorteio
Objetivo: Realiza um sorteio aleatério, baseado na distribuigao dada pelo
vetor gz, € grava um valor para o estado (k) =i € .
Entrada: Vetor de estados mgqte.
Saida: Estado i e um novo vetor vggte.
INICIO
n = numero de estados da Cadeia de Markov;
Vgeum = vetor de zeros de comprimento n;
for ) =1tondo

Vacum = Vacum T Tstate;
Tstate — [0 ; 7T-stoufe];
7Tstate(n + 1) = [ ]a
end for
rand = gere um numero aleatorio entre 0 e 1;
i = encontre menor indice do vetor vgeym tal que Vaeum (i) > rand,
Ustate = [0 ...0 10 ...0] em que 1 se localiza na posicao i; FIM
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5.2 O braco do robo

O exemplo apresentado nesta segao consiste no modelo linear de uma junta do
European Robot Arm (ERA) (e.g. (Yang e Blanke, 2000)), cujo esquema é mos-
trado na Figura 5.1. Trata-se de um sistema a tempo continuo cujos parametros

sao dados na Tabela 5.1. As equagoes do movimento da junta do brago do robo

engrenageim NO
f—— === Yo =
motor

mola son

Figura 5.1: Estrutura Bésica de uma junta do ERA.

com amortecimento sao como segue:
N2 Ly Q 4 Lion (Y4 &) + B(Q +¢) =T
[son(Q + E) + ﬁ(Q =+ 6) = Tdef
O modelo de atuador do motor e da caixa de transmissao é:

T = NT,,, Ty = 2.u

J
e o torque de deformagao é descrito como
Tde f = CmE€.

Adota-se ' = [, €,¢] como vetor de estados e u representa a varidvel de
controle. O modelo dinamico do sistema é dado por & = A.x + B.u e as matrizes

do sistema sdo descritas conforme (e.g. (Yang e Blanke, 2000)):

0 1 0 0 0 0
Cm 0,5z 0,5z¢
A = 0 0 N21I,, 0 B. — N NI,
¢ 0 O 0 1 y e 0 0 ;
0o —-8 _( Cm Cm ) _ B 05z 0,5z
Isnn NQIm ISOTL Ison NIm NIm

O sistema do ERA, quando submetido a controle, apresenta falhas que levam

a alteracoes nos valores dos parametros da constante de torque do motor z. e



68

Capitulo 5. Aplicacoes

Tabela 5.1: Valores nominais dos parametros de um modelo de uma junta do

FRA.

‘ Simbolo ‘ Descrigao ‘ Un. ‘
Razao de transmissao da caixa de engrenagem | N = —260,6 | -
Angulo da junta do eixo inercial Q rad
Torque efetivo no eixo de movimento da junta Tjef 7 Nm
Constante de torque do motor 2.=0,6 N/%
Coeficiente de atrito viscoso 6=04 N/%
Torque de deformagao da transmissao Thef Nm
Inércia do eixo de entrada I, =0,0011 | Kgm?
Inércia do sistema de saida I, =0 Kgm?
Angulo da junta do eixo de saida € rad
Corrente do motor u Am
Constante de mola ¢m = 130.000 | N/%

da inércia do eixo de entrada I,,. Assumiremos que estas alteracoes podem ser
representadas por uma Cadeia de Markov com espaco de estados finito e matriz
de transicao de probabilidade conhecida. Definimos os saltos nos parametros com
falhas do ERA conforme z.(7) := a(i)z. e I,,,(i) := 6(i)1,,, com valores «(i) e 6(4)
encontrados em (Yang e Blanke, 2000) e listados na Tabela 5.2. A Cadeia de
Markov homogénea é representada por §(k) =i € A ={1,2,...,6}.
Consideramos, nesta secao, que o problema é o de levar o estado x para a ori-
gem, podendo, portanto, ser tratado como um problema de regulacao. Transfor-
mamos o modelo continuo do ERA num modelo discreto, e estendemos o modelo
de forma a considerar um ruido aditivo w atuando ininterruptamente que pode
representar incertezas de pequena monta. Como solucao, empregamos o método
de controle por horizonte retrocedente, desenvolvido no Capitulo 3, assumindo

que o controlador nao possui acesso aos estados de Markov.

Tabela 5.2: Parametros de saltos do torque do motor e na inércia do eixo.

Parametros i=1 =2 =3 i=4 =5 =6
a(i) 1 1 1,2 1,2 0,12 0,12
d(7) 1 0,5 1 0,5 1 0,5
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Na transformacao do sistema continuo em discreto, utilizamos periodo de
amostragem igual a 0,05 milissegundos, e levamos em conta os parametros de
saltos com falhas z.(i) e I,,,(i) e o conjunto de equagoes (5.2). Desta maneira,

obtemos um equivalente discreto conforme:
x(k+1) = Ajz(k) + Biu(k) + Hyw(k)

em que as matrizes A; e B; no caso discreto sao redefinidas conforme:

1 0,05 a ab b, b
a= |0 Loasal g 0 ey
0 0 a; ag b b
0 0 at d v, b
nos quais os valores a', ... a%,bt, ..., b} sao obtidos conforme Tabela 5.3.

Adotamos

90.000 0 300 300
_ | 0 4 10 200 _[102 0
=130 10 26 501 ’Ri:{o 1,02
300 20 501 10.001

],View,

F, = H;, = I,,Vi € A4 xy = [0,83808 1,0002 — 0,4943 14825, ky = 0,
k1 = 40 (representagao em milissegundos); N = 5; uo =[0,9 0,05 0,05 0 0 0]

Tabela 5.3: Valores dos parametros sujeitos a saltos markovianos para robo ERA.

Parametros 1=1 1=2 1=3 1=4 1=5 1=6
at 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277
ab 0,028 0,0449 0,028 0,0449 0,028 0,0449
ai 29,2528 3,2249 29,2528 3,2249 29,2528 3,2249
a 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277 1,3864 1,8277
ak —0,6453 —0,9984 —0,6453 —0,9984 —0,6453 —0,9984
al 0,0168 0,0009 0,0168 0,0009 0,0168 0,0009
at —34,7158 —3,5259 —34,7158 —3,5259 —34,7158 —3,5259
ak —0,6453 —0,9984 —0,6453 —0,9984 —0,6453 —0,9984
b, —0,0009 -0,0012 —-0,0011 -0,0015 —0,0001 —0,0001
b, —0,0231 —-0,0107 —0,0277 -0,0129 —0,0028 —0,0013
b 0,0008 0,0011  —0,0046 0,001 0,0001 0,0001

b 0,0176  0,0019 0,0211 0,0023 0,0021 0,0002
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Estabelecemos a matriz de transicao de probabilidade conforme

0,9 0,07 0,03 0 0 0 ]
0,7/ 0,1 005 015 0 0
0,85 0,05 0,1 0 0 0

06 0,05 0,05 025 005 0
06 0 0 0 035 005
(05 0 0 005 0,15 03]

Analisaremos, na préxima se¢ao, o comportamento do sistema (5.2) mediante
duas intensidades de ruido w(k) distintas, representadas por médias nulas e ma-

trizes de covariancia do ruido conforme:

e Caso 1: X =0,0051y;

o Caso 2: ¥ =0,0214.

5.2.1 Resultados

Utilizamos os Procedimentos 1 e 2 para um total de N,., = 600 simulagoes
independentes de Monte-Carlo. Os resultados obtidos sao analisados de acordo
com as Figs. 5.2-5.5, para os Casos 1 e 2.

Em todas as figuras, a curva central representa a média, sendo esta limitada
superiormente e inferiormente pelas curvas de soma e subtracao do desvio padrao,
respectivamente.

Representando os estados do sistema discreto por x = [z1 2y x3 x4)’, verifi-
camos que 0s mesmos possuem comportamento similar, e por isto apresentaremos
somente a evolucao dos estados x; e x3 conforme Figs. 5.2-5.3, respectivamente.
A linha em zero representa o alvo a ser alcangado (problema de regulacao), e
percebemos que, apds um transitério maximo de 25 milissegundos, os estados
estabilizam-se em torno da origem, conforme o desejado.

A variavel de controle, representada pela corrente no motor, tém sua evolugao
mostrada na Fig. 5.4. A figura apresenta o esforco de controle utilizado em
ao longo do tempo, e percebemos que o esfor¢o anula-se em termos médios ao
obter-se a regulacao.

Todas as figuras mostram, para o Caso 1, que as curvas superior e inferior

do desvio estao mais proximas da curva média se comparados ao Caso 2. Este
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resultado é esperado, pois adotamos no primeiro caso a matriz de covariancia do
ruido com magnitude menor que a do segundo caso.

Na Fig. 5.5, a linha horizontal em zero indica o valor hipotético minimo que,
por definicao, o custo poderia assumir. Verificamos que, apesar de obtermos a
regulacao do sistema, o custo nao vai a zero, ilustrando positivamente o fato de
que o ruido adiciona valor ao custo final. Percebemos ainda nesta mesma figura
que o custo médio em regime do Caso 2 é maior que o do Caso I, também por
conta da diferenca de magnitude entre as matrizes de covariancia adotadas em

ambos os casos.

Evolugao de 1 — Caso 1
15 T T T T

-©- med
* *- desvUp
1{ el * *- desvLow
* ¥ *Q % — alvo
051 *9 % B
—
8 N sk KR K e e e e kKK R OR KR KX
0 ) % E3 *
I * Kk
* o x ¥ Fk ks sk kK KK KK Kk Kk K
*
-05f *oxox k¥ i
-1 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 25 30 35 40

20
tempo k

Evolugao de 1 — Caso 2

‘ med

desvUp
desvLow
alvo

[ x*¢

P st S T

*********%**********%****f
*

25 30 35 40

Figura 5.2: Evolugao do estado z; para Caso 1(superior) e Caso 2(inferior) em
funcao do tempo.
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Evolucao de x5 — Caso 1

0.6 T
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Figura 5.3: Evolugao do estado x3 para Caso I (superior) e Caso 2(inferior) em
funcao do tempo.
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% 10° Evolucao do custo — Caso 1
20 T T T I
-©— med
*- desvUp
; 15¢ % *- desvLow H
<

X 10° Evolucao do custo — Caso 2
20 T T T I
-©— med
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Z 15FRy *- desvLow H
=3

Figura 5.5: Evolucao do custo para Caso I (superior) e Caso 2(inferior) em fungao
do tempo.

Variagao do horizonte N

Desejamos ainda verificar a sensibilidade da resposta do sistema mediante a
variacao do horizonte N. Para isto, fixamos k1 = 140, ¥ = 0,001/4 e variamos o
horizonte nas seguintes situagoes: N =3; N =4; N =6; N =9.

Percebemos que, quanto maior o valor de N, mais rapidamente o sistema
atinge a regulacao, e este fato estd ilustrado na Fig. 5.6 somente para o estado
x1. Além disso, verificamos através desta figura que o sistema torna-se menos
oscilatorio a medida que aumenta-se o horizonte N.

A Fig. 5.7 mostra a evolugao do esforgo de controle para os horizontes N = 3;
N =4; N = 6; N = 9. Quanto maior N, menor o tempo necessirio para a
regulacao do sistema. E na regulagao, o esforco de controle é nulo em termos

médios.
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Evolugao de z;
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Figura 5.6: Evolucao de x;

140

para horizontes N =3, N=4, N=6e N =9.
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Figura 5.7: Evolugao do esfor¢co de controle u para horizontes N = 3, N = 4,
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5.3 O modelo macroeconomico

Muitos paises possuem uma politica publica de metas inflaciondrias, entre
eles o Brasil, Nova Zelandia, Reino Unido, Canada, Austrélia, Espanha. Normal-
mente, a autoridade monetaria (Banco Central) implementa politicas de controle
de forma a obter niveis inflacionarios que se aproximem ao maximo de alvos

previamente conhecidos.

Atingir os alvos (ou metas) inflaciondrios pode ter dificil implementagao, pelo
simples fato de que o Banco Central nao possui um controle preciso sobre a

inflacao. O nivel inflacionario pode ser afetado por:

e disturbios (ruidos) econdmicos;

e lacuna de producao da economia, que pode ser definido como o desvio per-

centual do atual em relagao ao potencial Produto Interno Bruto (PIB).

e taxa de juros.

O objetivo nesta secao é aplicar o SLSM com ruido para modelos existentes
da economia dos EUA, adotando para isto o método de controle por horizonte
retrocedente, visto que este método é bem adaptado para manipular problemas

macroeconomicos (do Val e Bagar, 1999).

Verificaremos o comportamento dos principais indicadores econdémicos, sejam
eles inflacao, lacuna de producgao e taxa de juros, segundo os modelos macroe-
conémicos dos EUA usados por Rudebusch e Svensson (1998) e Dennis (2001).

O problema sera tratado aqui como o de rastreamento, no qual os alvos dos
indicadores economicos serao previamente fixados. Os resultados sao analisados

ao final desta secao.
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5.3.1 O modelo monetario da inflacao e da lacuna de pro-
ducao

O modelo monetério considerado, conforme (Rudebusch e Svensson, 1998;

Dennis, 2001)!, possui duas equagoes auto-regressivas na forma geral

w(k+1) =aom(k) + aym(k — 1) + agm(k — 2) + azw(k — 3)

+ asy(k) + eg + wr (k)

y(k +1) =boy(k) + bry(k — 1) + boy(k — 2) + bzz(k) + byz(k — 1) + bsz(k — 2)
+ bgz(k — 3) + brz(k — 4) + by (k) + bom(k — 1) + byom(k — 2)
+bym(k —3) + biam(k — 4) + e + wy(k)

sendo que as variaveis 7, y e z representam a inflacao, a lacuna de producao e a
taxa de juros, respectivamente. Estas variaveis sao dadas em valores percentuais.
O ruido no sistema é representado por w,(k), w,(k), e ey, e; representam entradas
exdgenas.

Os valores dos parametros aq, ..., a4, by, ..., b12, €9, €1 sao tomados conforme
os Modelos 1-5 descritos na Tabela 5.4 (Rudebusch e Svensson, 1998; Dennis,
2001), e cada Modelo representa um cenério hipotético distinto da economia.

Os Modelos 1-5 podem ser reescritos na forma de varidaveis de estado conforme:

x(k 4+ 1) = Agyx (k) + Boryu(k) + eq) (k) (5.-3)

com z(k) = [w(k) y(k) y(k—1) y(k—2) n(k—1) w(k—2) w(k—3) w(k—4)],
u(k) = [z(k) z(k—1) z2(k—2) 2(k—=3) z(k—4)], egy(k) = [ef + wr(k) €} +

ay ay 0 0 a@ ay af 0 00 0 0 0

g 0o by by by iy by Dy by by by g b

o 1 0 0 O 0O 0 O 0 0 0 0 O
L]0 0ot 0o0 0 0 0o, _ 00000
‘(0 0 0 1 0 O O O |”77"~ 10 0 0 0O
0O 0o o o1 0 0 0 0 0 0 0 0

0o 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 O

000000 0 1 0 000 0 0 0|

! Agradecemos ao Prof. Dr. Thomas Vallee - Faculté des Sciences Economiques et de Gestion
- Université de Nantes - Francga, pelo auxilio na formulagao do sistema macroeconémico como
um sistema com alvos dindmicos.
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com a,...,al, by, ... by €l et conforme Tabela 5.4. Assumimos que mudangas
abruptas ocorrem nestes modelos de acordo com uma Cadeia de Markov, de forma
que O(k) em (5.3.1) representa o estado da cadeia, e portanto (5.3.1) torna-se um
SLSM com 6(k) =i € A = {1,...,5}. Assumimos também que os estados de
Markov nao sao observados pela autoridade monetaria, definindo portanto um
conjunto de estados de Markov nao acessiveis ao controlador.

Segundo do Val e Bagar (1999), o controle por horizonte retrocedente é bem
adaptado para lidar com problemas macroeconomicos, pois a escolha do compri-
mento do horizonte N pode corresponder ao horizonte no estagio ¢ que limita
o conhecimento do modelo. Como conseqiiéncia, empregamos esta técnica de
controle no SLSM (5.3.1). O SLSM possui um conjunto de trajetérias prescritas
para variaveis de estado e controle, e a autoridade monetaria deseja minimizar um
funcional economico que é equivalente ao funcional quadrético (4.2.1), quando as

seguintes as matrizes sao adotadas:?

10000000
01000000
00000O0TO 0O L =1 000
00000000 -1 1000
Q;=F,=H;, = JR=1 0 0 0 0 0], ,Vies.
00000000
0 0 000
00000000 0 0 00 0
00000000
(0000000 O |

A autoridade monetaria deseja verificar o comportamento da economia, ao
longo dos préximos 50 trimestres, mediante os seguintes alvos: 1,2% de inflacao;
0,5% de lacuna de producao; 1,5% de taxa de juros. Para tal intento, fixamos
Toy(k)=[1,2 0,5 0 0 0 0 0 0] e ugy(k)=[1,5 0 0 0 0], V.

O valor do estado inicial foi obtido de (Rudebusch e Svensson, 1998), e é
igual & zo = [2,2693 1,6341 1,6475 1,6084 1,1201 1,4725 1,1274 0,9745];

Fazemos ky = 0, k; = 50; horizonte de N = 4 estagios; distribui¢ao inicial

2Podemos relaxar a suposicio feita inicialmente de R > 0 para R > 0, se a solucdo de norma
minima do Apéndice A é adotada. Desta forma, conseguimos tratar o funcional econémico com
R, >0,Vie s
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Tabela 5.4: Valores dos parametros para cinco modelos distintos, representando
cinco cendrios macroeconomicos particulares.
Parametros Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4 Modelo 5

al 0,70 0,70 0,70 0,638 0,401
al —0,10 —0,10 0,10 0,023 0,08
a 0,28 0,28 0,28 0,186 0,407
al 0,12 0,12 0,12 0,053 0,084
ai 0,14 0,14 0,14 0,146 0,144
b 1,16 1,16 1,13 1,208 1,596
b —0,25 —0,25 0,08  —0,202  —0,683
b 0 0 —0,14 0 0
b, —0,10 —0,32 0,8  —0,067 —0,05
b, —0,10 —0,56 02  —0,067 —0,05
b —0,10 —0,56 02  —0,067 —0,05
b —0,10 —0,56 —02  —0,067 —0,05
b 0 —0,24 —0,2 0 0
b 0,10 0,32 0,8 0,067 0,05
b 0,10 0,10 0,2 0,067 0,05
b, 0,10 0,10 0,2 0,067 0,05
b, 0,10 0,10 0,2 0,067 0,05
b, 0 0 0,2 0 0
e 0 0 0 0,051 0,025
et 0 0 0 0,157 0,035

o =[0,5 0,2 0,1 0,1 0,1); e matriz de transi¢ao de probabilidade

07 02 01 0 0
01 0,7 02 0 O
P=|0 01 07 02 0
0 0 01 07 02
0 0 01 02 07

Na proxima secao, analisamos graficamente a sensibilidade do sistema com
saltos (5.3.1), quando submetido a duas intensidades de ruido distintas, de médias

nulas e matrizes de covariancia conforme:
e Caso 1: ¥ = 0,01251y;

o Caso 2: ¥ =0,11,.
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5.3.2 Resultados

Utilizamos os Procedimentos 1 e 2 para um total de N,., = 500 simulacoes
independentes de Monte-Carlo. Os resultados obtidos analisados de acordo com
as Figs. 5.8-5.11, conforme os Casos 1 e 2.

Os resultados macroeconomicos sao apresentados na forma de graficos, e mos-
tram a evolucao das variaveis economicas ao longo dos 50 trimestres.

De maneira andloga ao apresentado na secao 5.2.1, todas as figuras mostram
que no Caso 2 as curvas de desvio estao mais acentuadas que no Caso 1, devido
a matriz de covariancia no Caso 2 possuir magnitude maior que a do Caso 1.

A Fig. 5.8 ilustra a evolucao da inflacao. A linha horizontal em 1,2% indica
o alvo inflacionario, enquanto que a curva central representa a média, sendo esta
limitada superiormente e inferiormente pelas curvas de soma ou subtracao do
desvio padrao. Note que, apds o vigésimo trimestre, a autoridade monetdria
consegue controlar a inflacao para patamares, em termos médios, menores que o
alvo inflacionario,

A Fig. 5.9 mostra a evolucao da lacuna de producao, sendo esta caracterizada
ao longo de todo o processo por niveis acima do alvo fixado em 0,5%. Este
resultado caracteriza um cenario positivo, demonstrando que a economia esta
crescendo com taxa maior que a fixada pelo Banco Central.

As intensidades do controle empregado em (5.3.1) sdo representadas na Fig.
5.10, que mostra a evolucao da taxa de juros controlada pelo Banco Central.
Confirmando a conjuntura favoravel dos demais indicadores econémicos, a taxa
de juros, apos o quinto trimestre, é menor em termos médios que o alvo fixado
em 1,5%.

Percebemos, através das Figs. 5.8-5.10, que 7, y e z, em termos médios, nao
alcancam com exatidao os seus respectivos alvos prescritos. Isto ocorre pois os
alvos escolhidos nao representam a condicao de equilibrio do sistema dinamico
(5.3.1).

A Fig 5.11 mostra a evolucao do custo JV que tende a se estabilizar em termos
médios apds o décimo quinto trimestre. A linha horizontal em zero representa o

limite minimo, por definicao, que o funcional de custo pode atingir. Frisamos que
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no Caso 2 o custo médio é maior que no Caso 1, devido a maior magnitude do
ruido empregado no Caso 2 em relagao ao Caso 1.

Podemos concluir, baseado nos resultados das Figuras 5.8-5.11, que o con-
trole, em termos médios, e de maneira geral, obtém um bom comportamento de
rastreamento dos alvos fixados apds a resposta transiente que pode durar até 20

trimestres.
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Figura 5.8: Evolugao da inflagao 7(k) em funcdo do tempo, para Caso 1 (superior)
e Caso 2(inferior).
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Figura 5.9: Evolucao da lacuna de produgao y(k) em fungao do tempo, para Caso
1 (superior) e Caso 2(inferior).
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Figura 5.10: Evolugao da taxa de juros z(k) em fun¢ao do tempo, para Caso
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evolucio do custo J&V — Caso 1 = med
T T T T T T T *- desvUp
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Figura 5.11: Evolucdo do custo J%V

e Caso 2(inferior).

em fungao do tempo, para Caso 1 (superior)



Capitulo 6

Conclusoes

Neste capitulo apresentaremos uma sintese dos resultados, alguns comentarios

finais e sugestoes de trabalhos futuros.

6.1 Sumario dos resultados

Nesta dissertacao, estudamos o problema de controle através da técnica de
horizonte retrocedente em SLSM sujeito a ruido aditivo, sendo o tratamento com
a inclusao de ruido ao modelo a nossa principal contribuicdo. Analisamos o SLSM
sempre sob hipdtese de que o Estado de Markov # nao é observado, o estado = é
observado e a distribuicao jug, e matriz P sao conhecidos. Além disso, impusemos
uma lei de controle linear restrita na forma wu(t) = r* + K'z(t).

Um funcional de custo quadratico foi adotado e tratado através de um equiva-
lente deterministico. Ao ser minimizado, obtém-se os pares de seqiiéncias étimas
(r, K) pertencentes a classe de todos os controles admissiveis. Para obter este
equivalente deterministico, equagoes matriciais acopladas e recorrentes foram de-
senvolvidas e, em particular, as equacoes de segundo momento da trajetéria X*
possuem forma quadratica.

Desenvolvemos, primeiramente, o problema de regulacao e, em seguida, o de
rastreamento, visto que o segundo é uma generalizagao do primeiro. Para ambos,
foi possivel desenvolver um método recursivo baseado em um principio variaci-
onal que obtém solucao de acordo com as condigoes necessarias de otimalidade

encontradas para cada caso.
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Ressaltamos que no problema de rastreamento, além do ruido aditivo, incor-
poramos ao modelo saltos nos alvos dinamicos dos estados Zg((t), dos controles
tgr)(t) e nas entradas exégenas ey (t), com especial interesse em aplicacoes.

Finalmente, descrevemos no capitulo 5 um procedimento computacional que
realiza simulacoes de Monte-Carlo, e o aplicamos de forma a ilustrar qualitativa-
mente a teoria desenvolvida para os problemas de regulagao e rastreamento com
saltos. Verificamos graficamente que podemos obter um bom comportamento de
regulacao e rastreamento para os casos analisados, e que a magnitude do ruido
influencia sobremaneira na dinamica do sistema e por conseguinte no custo.

Os estudos desenvolvidos nesta dissertacao deram origem aos seguintes traba-
lhos:

Vargas, A. N., do Val, J. B. R. e Costa, E. F. ,(2004), Receding horizon
control of Markov jump linear systems subject to noise and unobservable

state chain, ‘43th IEEE Conference on Decision and Control’. Accepted.

Vargas, A. N., do Val, J. B. R. e Costa, E. F. ,(2004), Controle de horizonte
retrocedente de sistemas lineares com saltos markovianos para o problema
de rastreamento com alvos dinamicos, ‘XV. Congresso Brasileiro de Auto-

matica’. Aceito.

6.2 Trabalhos futuros

Acreditamos que as condigoes necessarias de otimalidade desenvolvidas neste
trabalho também sao condicoes suficientes de otimalidade, devido principalmente
a estrutura quadratica do funcional de custo e dos operadores envolvidos. Por
definicao o funcional é sempre nao-negativo, e a funcao multidimensional a ser
minimizada JY(K°,..., KN71) é tal que K* — JV(K°,..., KN71) é quadratica
semi-positiva definida para qualquer escolha de (K, ... K1 K1 . KN-1).
Porém, até a conclusao deste trabalho, nao conseguimos reunir os elementos su-
ficientes de forma a provar a existéncia de um unico minimo do funcional de
custo. Diversos exemplos numéricos distintos foram avaliados através de simula-

¢oes independentes, e os resultados encontrados sao um forte indicio de que existe
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somente um unico minimo global. Seguindo esta linha de investigagao, sugerimos
como trabalho futuro a demonstracao de que estas condigoes sao necessarias e
suficientes para otimalidade.

Uma extensao natural de investigacao seria analisar o comportamento de sis-
temas SLSM mediante restricoes impostas na amplitude do sinal de controle u e
no estado x, pois de maneira geral, estas restricoes existem em situacoes praticas
e este tipo de problema é bastante estudado em Modelos de Controle Preditivo.

Sugerimos ainda a pesquisa acerca da estabilidade em SLSM com controle de
horizonte retrocedente nos casos em que ruido aditivo atua sobre o sistema.

Outra direcao interessante de pesquisa é o estudo do comportamento assin-
tético do custo JV aplicado ao problema de controle por horizonte retrocedente,
como passo intermediario para o estudo da estabilidade.

Observamos que é possivel tratar o caso em que a matriz R é singular, o que
foi feito no problema econémico desenvolvido no Capitulo 5. A exigéncia que
R; + &(L'™)B; seja positiva definida pode ser relaxada, pois verificamos que
nao ¢ essencial a andlise, e pode ser combinada com a solucao de norma minima
do Apéndice A para evitar ambigiiidade na definicdo do controle. Uma linha
interessante de pesquisa seria verificar o comportamento de sistemas singulares,
tratados desta forma.

Finalmente, outra possibilidade interessante seria a investigacao de outros
indices de desempenho, como normas H,y/H,, nos casos em que # nao seja com-
pletamente observado, e verificar se existem condigoes necessarias e/ou suficientes

de otimalidade derivadas daquelas apresentadas no presente trabalho.






Apendice A

Método de obtencao da solucao
das Equacoes Algébricas
Acopladas (3.1.5), (4.2.5) e (4.2.5)

Neste Apéndice introduzimos algumas propriedade do Produto de Kronecker
e mostramos um método baseado em solucao de norma minima que obtém a
solugao das Equagoes Algébricas Acopladas (3.1.5), (4.2.5) e (4.2.5), que por sua
vez aparecem nos problemas de regulacao e rastreamento com alvos tratados neste

trabalho.

Produto de Kronecker

A seguir mostra-se algumas propriedades do Produto de Kronecker (vide
(Horn e Johnson, 1991), (Brewer, 1978)). Denotamos por R™*" o espagco de todas
as matrizes reais de dimensao m x n. Seja A € R™*" ¢ B € RP*4. Portanto, o
Produto de Kronecker de A e B é definido por

aHB a12B Ce alnB
A ® B CLQ%B 0/2?3 R CLQTILB c Rmpxng
amiB amaB ... aunB

Segundo Brewer (1978, Teorema 2.16), a proposigao abaixo é vélida:
Se A=A">0e B=B' >0, entdo (A® B) > 0. (A.0)
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Seja X € R™ ™ e vec(X) denota o vetor formado pelo empilhamento das

colunas de X num longo vetor:
vee(X) :=[r11 o1 ... X1 Ti2 Toe ... Tin Toy -oe T
Entao, para qualquer matriz A € R¥*™ ¢ B € R™*! e X € R™ " temos que
vec(AXB) = (B'® A)vec(X). (A.0)

O desenvolvimento da solugao das equagoes algébricas para problemas de re-

gulacdo e rastreamento tratados a seguir foi extraido de (do Val e Bagar, 1999).

Solucao das Equacoes Algébricas para Problema de Regu-
lacao

As equagoes algébricas acopladas que aparecem quando Estado de Markov ©
nao é acessivel ao controlador, possuem a forma geral equivalente:
> {X! @ A tvec(K' = K} = 0.
ieN

no qual At e K sdo conforme

AT = R + BI&(LYY) By, Yie N,
Kjy = —(AT) ' BI&(LTH A, Vie N

Note que podemos reescrever (A) de maneira equivalente a

Z Qivec(K") = Z Qivec(K})

ieN €N
com Q; = X! ® A e consequentemente, Q; = Q) > 0 € MO+U™ v ¢
A, Uma vez que €2; pode ter deficiencia de posto, e similarmente suas somas,
o conjunto de equagoes em (A) geralmente é deficiente de posto. Entretanto,
podemos adotar a solu¢ao de norma-2 minima dada pelo problema de minimo
quadrado do conjunto de (A), e note que devido a estrutura de (A) a norma
residual deve ser nula. Relembre que para uma matriz A € M™", A > 0 com

posto{A} = k, a representacdo: A = vjv; + --- + vpv; é vélida, em que cada
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v; € M™! e o conjunto {vi,...,v;} formam um conjunto ortogonal de vetores
nao-nulos. Uma vez que os residuos da solucao de (A) devem estar no espago nulo
de Q:=3>"._ , i, e o lado direito de (A) é formado pelas projegoes no range de
), estes residuos sao zero.

A solugao de norma-2 minima é determinada pela decomposicao de valor sin-
gular (singular value decomposition) da matriz Q. Se U'QV = S é a decom-
posicdo de valor singular de Q, com k = posto{Q}, e U = [u1,..., Umnt1)m],

V=1[v1,...,0ns1)m], S = diag(oy,...,04,0,...,0); e

Bi=Y_ Qvec(K})

€N

a solucao de (A) é fornecida diretamente por (e.g., Golub e Loan (1990))

kg
vec(K") = Z 1y,

a,
=1 !

e a norma residual pode ser monitorada usando a relacao:

(n+1)m

=Y (yp)?

I=k+1

Comentario A.1 Sugerimos uma solucao de norma minima sempre que X* > 0.
Em particular, se X' > 0 (X' ndo-singular) para algum t : 0 <t < N — 1, entdo
podemos obter a solucao direta sem a utilizacao do método de norma minima.
Primeiramente, note em (3.1) que se a matriz aditiva de ruido V! for definida
positiva, para algum 1 € A, entao Xf“ também o é€Vi € N". Podemos reescrever

(A) de maneira equivalente a

3 (X; ® A§+1>vec(z(t) = ST {X! @ Altvec(KL)).
icN €N

Por defini¢io, A* > 0, Vt, e aplicando a propriedade (A) em (A.1), podemos

concluir que a solugao K* € inica somente se X! > 0 para algum i € N .
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Solucao das Equagoes Algébricas para Problema de Ras-
treamento

Generalizando o resultado da se¢ao anterior, podemos reescrever as equagoes

algébricas acopladas para o problema de rastreamento na forma geral equivalente:

S {1 (ATt = rl) + (seh) @ A vec(K' — Kl)} =0,
eN

> LA @ A (rt = rly) + X! @ A vee(K' — Kjy)} = 0.
ieN

nos quais At 7l e KY, sdo conforme (4.2.3)-(4.2.3), respectivamente. Note que

podemos reescrever (A) e (A) conforme

] = 2 e

ieN ieN
com
i [N e
i
e consequentemente, €; = Q > 0 € MO*Y™ Vi € 4. De maneira si-

milar & secao anterior, se U'QV = S é a decomposicao de valor singular de
Q, com k = posto{Q}, e U = [ur,...,Ums1ym)s V = [V1,.-,Vniym), S =
diag(al,...,ak,(),...,O); e

Bi=2 9 [Vec Kfo]

€N

a solugao de (A) é fornecida diretamente por:



Apeéendice B

Prova dos Lemas 4.2 e 4.4

O objetivo deste Apéndice é desenvolver as provas dos Lemas 4.2 e 4.4, con-

forme dado a seguir.

Prova do Lema 4.2

Prova: Desenvolvendo (4.2), temos

q(t) + Elz(t + 1) Zogrnyz(t + 1) + (zo@+1)) z(t + 1) + pour1) | z(2), 6’(75)]

(
= (@) = Zow) () Qo) (x(t) — Tor (1)) + (u(t) — U (1)) Roqe) (u(t) — o (1))

(
+E[< z(t + 1) Zogs1y + (2oge41) >xt—|—1)+pgt+1 | z(t) )}

= (1) Qo (t) — 2T (1) Qoy (1) + Torr) (1) Qo)™ ( )
+ u(t) Ragoyu(t) — 2o (¢ > scyult) + o <t> o) ()
+ B ((Aaa(t) + Boyu(t) + ear (£) + Hoou(t >> 59(1&)( )+ G (=) ) (A (t)

+ Byyu(t) + ego (1) + Hoyw(t)) + Sy (p) | (1), 0(2)
= 2(t)' Qo (t) + (1) (K*) Rogey (") (t) — 23 (t) Qo (t) + 2(r") Ry K" (t)
— 2tg(5) (1) Roy K 2(t) + Togry (1) Qo) Tor) () + Togry (1) Rogry oy (1)
+ (') Rogyr* — 2t (1) Royr" + x(t)' (A o)) 6o w(2)A4 x(t)
+ 2(Byyr’ + eoqn) () + Howy E[w(t)]) Sy (Z) Aoy )+@%>( ) Ay (t)
+ (Boyr' + o (t) + How E[w(t)])' Ep) (Z)(Bogyr" + eoqn)(t) + How E[w(?)])
+ oty (2) (Bogoyr" + eory (1) + How E[w(1)]) + oy (p)
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em que usamos em (B) o fato que a restrigdo é da forma u(t) = r' + K'z(¢)
e AZ(t) = Ap) + By K" para obtermos (B). Empregando em (B) a suposicao
feita sobre a seqiiéncia de ruido, e em seguida rearranjando seus termos numa
forma quadratica, linear e constante em relacao a z(t), segue de (B) que (B) é

equivalente a

z(t)'{Qe@) + (K" Ry (K") + (Af)) oy (2 )Afa(t)}l’(t)
+ {59@)(@’149( + 200 (1) G0y (Z) Aoty = 220 (8) Qo
+2( (") [Roe) + BoayGaw) (Z) Bow | K' + (') By o (Z) Aoy
+ eotn (£) €3 (2) By + (1/2) 0 () Bogy) — oy (1) R K* ) }x ()
+ {50(0( )+ Zo(ey (1) Qoey Tor) (1) + toqr) (t) Rory oy () + oy (2) e (t)
+ eo) (1) Eo(t) (Z) eaqr) () + tr{&p) (£ )H9(t)EH9(t)}
+ (1) [Rowy + BoyGo) (Z) Bogn)r'
+ 2[eq(r) (t) o) (Z) Boqry + (1/2)Epay (2) Bory — Uoq) @)’Re(t)]?“t}
= w(t)’{Qe(w + (K") Ry (K') + (A§<t>)’@”’e<t)(Z)A§(t>}m(t)
{ 0(2) Aoy + 2e0() (1) o) (Z) Agay — 2T0(0) (1) Qogry
+2( (") Mot K" = () Mooy Koo = (o) Ao K ) ()
{ 0 (P) + Zow (8) Qo) o) (t) + o) (8) Roy o) (1) + Eor) (2) eorr) (1)
+ o) (t)' Eor) (Z) eaqr) (t) + tr{Ep) (Z) Hoy X Hp(yy }
(1Y Bogyr' = 2(ro0) Moo}
= af(t)’{@e(w + (K") Ry (K') + (A’é@))’é%(t)(z)fl&n}x(t)
{0 (2) Aoty + 2e00) () G (2) Aoty — 28000 (8) Qo
+2(r" = 19(5)0) Do) (K" = Ko0) = 2(To16),0) Mooy Koey.0 }l’(t)
+{£9(t)( ) + Zoe) (t) Qo) Togr) (1) + Ty (1) Rory oy (1) + Socry (2) ear) ()
+ eo(t) () Gy (Z) eqe) (t) + tr{Ep(e) (Z) Ho(y X Hpp) }
+ (1" = 700,0) Doy (" = To(1).0) — (7“9@),0)'/\0@)7“9(1:),0}

Acima, verificamos que (B) e (B) sao idénticos, mostrando o resultado. O
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Prova do Lema 4.4

Prova: (i) De (4.2.3), temos que

Ly, =Qi + (K")RiK' + (A; + B;K') &,(L,)(A; + B;K")
Li, =Q; + (G")YRiG" + (A; + B,G")&(LS) (A + B,G")

sao validas, quando avaliadas para os pares de controle v = (K,r) e ¢ = (G, h),

respectivamente. Equagao (B) subtraida de (B) é equivalente a

Li, — Li, =(K'YRiK' — (G")R,G" + (A; + B,G") (L — LG (Ai + BGY)
— (BG')&(LS)B,G — (BiGY) &(L, ™) Ai — Aiéi(Ly,) BiG*
+ (B K" &(L, ) B K + (B K" &(Ly ™) A + Ai6i(L,) B K
=(K'Y(R; + B{&i(L,")B) K" — (G") (R + B&,(L,™) Bi)G*
+ (B;K"Y & (LT A + A& (LS B K
— (BG"YE(LS A — AG(L,) BG' + ZLip (L — LifY)
=(K'YAGTK = (GYYAS'G = (KA Ky, — (K, ) A K

+ (GYAFK, + (K, A G+ L (L — L)

=(K" = Ko, NS (K" = KGy,) = (G = K )N (G = Kp,) + A
:5;‘5L + AﬁL

(77) Equagao (4.2.3), quando avaliada para ¢ = (G, h), pode ser escrita como

¢, = AE(L,) + 2406(L,)es(t) — 2Q:2.(1)
+2{ (GYY[R: + BU&(L) B + Aii(L,) Bih'
(G [BIE(L,)eilt) + (1/2)BI&(L,) - Ras(t)] )

e escrevemos na forma

£, =AU + 2A56(L e: — 2Qii(1)
= 9Ky, VA, + 2K — Kl YA~ ),

i0,v i0,v i0,v
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para avaliacdo de v = (K, r) também feita conforme (4.2.3). Equagao (B) sub-

traida de (B) é equivalente a

by = by =AGWT — () + 2A6(LH — L e
- 2(Kfo,u)/A§jlrfo,u + 2<Kt - KfOW)/A’;fjl(rt - th'o,u)
—2{ (G")[R: = Bi&(L," — L) Bi + Bi&(L," ) Bilh'

— A&(Ly — L) Bih! + Ai&(LyH ) Bih!

+ (G [=Bi&i(L, — L eilt) + Biéi(L,)ei(t)

— (1/2)Bi&(6 = 67) + (1/2)Bi&i(6) — Riwi(t)] }

Temos que (B) é equivalente a

by, — G, =AG (0 — () + 24161y — L e
+2{ (G")[BI&(L," — L) Bilh' + ALy — L) Bih!
+ (G [BIG(L, — L es(t) + (1/2) Bi&(6 — (7)) }
- 2(Kf07,/)//\§j1rfo’y + 2<Kt - Kfo,u)/Afjl(rt - T’fo,z)
—2{ (G")[Ri + Bi&(Ly, ) B + A6i(L, ) Bih!
+(G)[BI&G(L, N e(t) + (1/2)Bi&i(6,") — Riui(t)] }
=Al, — Q(K;O,V),A;:jlrfo,u +2(K' — Kfo,u)/AEjl(Tt - Tfo,u)
—2{ (G") AR — (Ko, ) AR — (G A g,
=4l — 2(Ky, ) N o, + 20K = Ky YA (= 1)
+ Q(Kfo,u),AEjlrfo,u - Q(Gt - wa)’_/\ﬁjl(ht - Tfo,u)
=Aj +2(K' — Kz‘to,y),Aﬁjl(rt - Tfo,z) —2(G" - Kfo,yyAfjl(ht - Tfo,u)
=Aj + 6,

(7i1) Equagao (4.2.3), quando avaliada para ¢ = (G, h), pode ser escrita como

+ tr{&(Ly) H;XH[} + (h')'[R; + Bi&(L,)Bi]h'
+2[€6 (L) B+ (1/2)6(65) By — ;(t) Ri] ',
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€ escrevernos

A =& 4+ 21 Qi () + wi(t) Ryt (t) + €56 (L5 es
+tr{& (L) H;SH} + &5 e; — (vl ) Nt

zO v
+ (7" - T’LO V) A;‘/f'l(rt - Tf{),y)?

para avaliacio de v = (K,r) feita em (4.2.3). Equacao (B) subtraida de (B) é

equivalente a

N = N =GN = AT + ST = L e+ ei6i(L) — L e
+ tr{@(g‘(LtH - prﬂ)Hz‘EH;} ( T'io, » AtH f()u
+ (7” - Tzo » Afjl(rt - th'o,u)
— (W")'[R; = Bi&(LL — L) B; 4+ Bj&(L) B!
—2[—ej &L — LU B, + €i&(Ly) B;
— (1/2)& (45 — ft“) Bi + (1/2)&(05Y By — y(t) Rih!
=&(N\EH — )\fjl) + &0 — ﬁfjl) e; + ei& (LEH — ijl)ei
T+ {E(LL — L) HSH) + (W) [BI& (L — L) BH
+ 2[e}&(LLT — LE) By + (1/2) (057 — 071) B]h!
— (] Tiow) ‘A fo (= Tzo AT~ Tfo,u)
— (h")'[Ri + Bi&(L, ) Bilh!
= 2[e}6 (L) Bi+ (1/2)6,(6,71) By — wi(t) Ri ',
:AE,\ ( Ti0, » AHI fo v T (Tt - TzO 1/) Atﬂ( Tfo,u)
+ (7] Tiow) ‘A fo = (B = Tzo V) AR — Tio, )
=A4 4 (7 =g, )N (' =g, — (R =l )AL (B =g )
=Al, + 0},

0,v 101/






Apéndice C

Propriedades elementares de
Traco

Neste Apéndice faremos um breve sumario das principais propriedades de
trago usadas nesta dissertagao (vide (Zhou et al., 1996) e (Brookes, 2004) para

uma listagem maior de propriedades).

Propriedades

Seja A = [a;;] € R™™, entao o traco de A é definido como

tr{A} —- ia”
=0

O trago possui as seguintes propriedades:

tr{aA} = atr{A}, VaeR, AecR™"
tr{A+ B} = tr{A} + tr{B}, VA, BeR™"
tr{AB} = tr{BA}, VA R™™ BeR™"

Calculo Matricial

Seja X = [z;;] € R™" uma matriz real e F'(X) € R uma funcao escalar de

X; entdo, a derivativa de F'(X) com respeito a X é definido como

9
S F () = |

0

89%

F(X)} .
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Sejam A, B e C' matrizes reais e b e ¢ vetores de dimensoes compativeis. Entao,

apresentamos uma lista de férmulas derivativas:*

0
0 / n _

itr{AXBX} = AX'B' +BX'A

0X
aiXtr{AX BX'C} =A'C'XB +CAXB
%tr{(AXb +¢)(AXb+ )} =2A"(AXb+ o)V

'Matrizes devem resultar em um argumento de dimensdes n x n para tr{-}.
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