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RESUMO

O objetivo da tese é descrever o grupo de Harrison T'(G; R) para o caso em
que G é um grupo ciclico de ordem prima fmpar p e R é um anel (comutativo
com unidade) que nao possui raiz p-ésima da unidade, exigindo-se apenas que
p seja regular em R.

RIX]
(@y(X))
¢ o p-ésimo polindomio ciclotomico em R[X]| e e = X + (®,(X)) é uma raiz
p-ésima primitiva da unidade em S, e a seqiiéncia exata de L. Childs 1 —
H(G;S) — T(G;S) — P(S;G) — 1, onde H(S;G) é o subgrupo de
T(G; S) formado pelas classes de isomorfismos das extensoes abelianas de S
com grupo de Galois G que possuem S-base normal, e P(S;G) é o co-nicleo
da inclusao  H(G;S) — T(G;9).

Denotando ' = {v; | i € u(%)}, o subgrupo dos R-automorfismos de

Para isso, precisamos considerar o anel S =

= Rle], onde @,(X)

S dados por ~;(¢) = &', definimos uma agao de I" sobre a seqiiéncia de L.
Childs. A seguir, mostramos que a seqiiéncia dos subgrupos estaveis por
esta acao também é exata. Além disso, cada grupo estavel por I' é isomorfo
ao correspondente grupo obtido pela “descida” de S ao anel R, ou seja, a
seqiiencia abaixo é exata:
1 — H(G;R) — T(G;R) — P(G;R) — 1

A agao citada acima coincide com a x-acao de C. Greither e R. Miranda
sobre a seqiiéncia exata de Kummer quando p for invertivel em R. Assim,
estendemos o resultado de C. Greither e R. Miranda para p regular em R.
Também descrevemos P(G; R) como o grupo dos elementos primitivos de
p-torsao do grupo de Picard Pic(R[G]).

Concluimos este trabalho com uma aplicacao ao caso cubico, descrevendo

o grupo H (3%; R) independente da acao de I'.
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ABSTRACT

The objective of the thesis is to describe the Harrison group 7'(G; R) in
the case G is a cyclic group of prime odd order p and R is a ring (commutative
with identity) without a primitive p** root of unity, assuming only that p is
regular in R.

RIX]
(@,(X))
®,(X) is the p* cyclotomic polynomial in R[X] and € = X + ($,(X)) is a
primitive p** root of unity in S, and the exact sequence of L. Childs 1 —
H(G;S) — T(G;S) — P(S;G) — 1, where H(G; S) is the subgroup of
T(G; S) whose elements are the isomorphism classes of the abelian extensions
of S with Galois group G having normal S-base, and P(S;G) is the cokernel
of the inclusion H(G;S) — T(G;YS5).

Denotingby I' = {v; | i € U (%) }, the subgroup of the R-automorphisms

For this purpose we need consider the ring S = = R[e], where

of S defined by v;(¢) = &', we define an action on the L. Childs’ sequence.
We then show that the sequence of the subgroups stable under this action is
also exact. In addition, each subgroup stable under I' is isomorphic to the
corresponding group obtained by “descent” from .S to the ring R, so that the
sequence below is exact:
1 — H(G;R) — T(G;R) — P(G;R) — 1

The above mentioned action coincides with the x-action of C. Greither
and R. Miranda on Kummer’s sequence when p is invertible in R. In this way
we extend the result of C. Greither and R. Miranda to the case in which p is
regular in R. We also describe P(G; R) as the group of primitive p-torsion
elements of the Picard’s group Pic(R[G]).

We finish this work with an application to the cubic case, and present a

description of the H (%; R) that does not depend on the action of T'.
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Introducao

Em todo este trabalho R denotarad sempre um anel associativo, comu-
tativo e com elemento identidade 1 € R. Uma &algebra sobre R sera sem-
pre associativa, comutativa com elemento identidade, e os morfismos de
anéis preservarao a identidade. O grupo aditivo (resp. multiplicativo das
unidades) de R serd denotado por R* (resp. U(R)), e denotaremos por
R* o conjunto dos elementos regulares de R, isto é, R* = {r € R |
r nao é divisor de zero em R}.

Em 1965, S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] desenvolveram a
teoria de Galois para anéis comutativos, a partir do trabalho de M. Auslander
e O. Goldman sobre dlgebras separdveis ([2] de 1960). Sejam A uma R-
algebra e G um subgrupo finito de R-automorfismos de A. Segundo estes
autores, A é uma extensdo galoisiana (finita) de R com grupo de Galois G,

se:
e R C A como subanel (isto é, R~ R-1 C A, ou ainda, mais

geralmente, A é uma R-édlgebra fiel),
e A={ae€A|o(a)=a,0€G}=R,

e para cada id # o € (G e para cada ideal maximal 97 de A,
existe a € A tal que (a(a) - a) Z M.



Dizemos que A é uma extensao abeliana (resp. extensdo ciclica) de R, se
o grupo G é abeliano (resp. ciclico).

Observemos que toda extensao galoisiana de R com grupo de Galois G
é, como R-mddulo, projetivo finitamente gerado de posto constante igual a
ordem de G [6], chamado de grau da extensdo.

Sejam A e B duas extensoes galoisianas de R, com mesmo grupo de
Galois G. A e B sao ditas isomorfas se existe um isomorfismo de R-algebras
f A — B que comuta com a acao de GG, ou seja, fo = of, para qualquer
o € G. Seja T(G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensoes
galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Se G for abeliano, entao

T(G; R) possui uma estrutura de grupo abeliano dado por
[A] * [B] = [(A®f B)’@)] para quaisquer [A],[B] € T(G; R)

onde 6(G) ={(07'®@0) | 0 €G} e (A®r B)’@ é o subanel de A®p B

fixo pela acdo (componente a componente) de §(G) sobre A ®p B. E claro

GoG

que (A ®p B)*©) é uma extensdo abeliana de R com grupo de Galois 50

naturalmente isomorfo a G. A acgdo de G sobre (A @z B)*©) é via primeira

coordenada. O elemento neutro de T'(G; R) é [eq(R)], com eg(R) = @ Ru,,

oceG
onde {v,}sec ¢ uma familia de idempotentes (dois a dois) ortogonais e de

soma 1. A acdo de G sobre eg(R) é induzida pelo produto de G, isto é,
o(v;) = Vs, para quaisquer 0,7 € G. Para cada elemento [A] € T(G; R), o

~1 ¢ representado pela prépria extensao A, com a aciao de G

seu inverso [A]
dada por 0 : a+ 07 (a), a € Ae o € G. T(G;R) é chamado de grupo de

Harrison de G sobre R.



Em 1968, D. K. Harrison [20], generalizou a teoria cldssica de Kummer
sobre extensoes abelianas finitas de corpos contendo raizes da unidade para
o contexto de anéis comutativos. Nesse trabalho, D. K. Harrison construiu
formalmene o grupo T'(G; R). O principal resultado de [20], obtido para anéis

conexos (anéis onde os unicos idempotentes sao 0 e 1) é o seguinte:

“Seja R um anel conexo. Entao existe uma correspondéncia biunivoca en-

tre as extensoes abelianas finitas de R e os subgrupos finitos de T'(Q/Z; R)”,

onde T'(Q/Z; R) denota o limite direto dos grupos T(Z/nZ; R), 1 < n € N.

No nosso contexto, de extensoes abelianas (finitas) com mesmo grupo de

Galois G, o resultado de D. K. Harrison pode ser reescrito na seguinte forma:

“ Seja R um anel conexo. Entao existe uma correspondéncia biunivoca
entre as extensoes abelianas de R com mesmo grupo de Galois GG e os sub-

grupos finitos de T'(G; R)”.

Por exemplo, se |G |= n (resp. |G |= p, p primo) e R é um corpo
de caracteristica zero que contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade
(resp. de caracteristica p), entdao o grupo de Harrison T(G; R) é isomorfo
a0 grupo quociente % (resp. %). Este exemplo mostra que a
teoria desenvolvida por D. K. Harrison nao sé estende as teorias classicas
(multiplicativa) de Kummer e (aditiva) de Artin-Schreier, como também as
une numa unica linguagem. Na realidade, D. K. Harrison queria desenvolver

uma teoria da qual pudesse derivar todas as teorias até entao conhecidas

no estudo das extensoes abelianas de um corpo. E ele obteve éxito com as



teorias classicas de Kummer e de Artin-Schreier. J& naquela época, tinha-
se consciéncia de uma sutil conexao entre a teoria de D. K. Harrison e a
teoria de numeros algébricos. Essa conexao torna-se bem mais explicita,
envolvendo inclusive as conjecturas de Leopoldt e Vandiver, com os trabalhos
mais recentes de I. Kersten e J. Michalicek [24] e [25], ambos de 1989, e
de C. Greither [16] de 1992. Mas é preciso destacar que o trabalho de D.
K. Harrison da um novo e importante enfoque para o estudo de extensoes
abelianas finitas de um corpo ou, mais geralmente, de um anel comutativo
qualquer. Este novo enfoque oferece mais vantagens que a teoria classica de
corpos, destacando-se aqui as propriedades funtoriais do grupo T'(G; R), ja
que o grupo de Harrison T'(G; R) é um bifuntor covariante nos dois fatores e

aditivo no primeiro [20].

Toda extensao galoisiana de R com grupo de Galois G tem, de modo
natural, uma estrutura de R[G]-médulo. Esse R[G]-médulo é projetivo e
de posto constante 1, se G for abeliano [34]. Denotamos por Pic(R[G])
o grupo de Picard das classes de isomorfismo dos R[G]-médulos projetivos
de posto constante 1. Assim, temos a aplicagdo canoénica 7 : T(G, R) —
Pic(R[G]). Na verdade, m é um homomorfismo de grupos abelianos [14]. O
ntcleo de 7, que denotamos por H(G; R), consiste das classes de isomorfismo
das extensoes abelianas de R com mesmo grupo de Galois G, que possuem
R-base normal. Portanto, o estudo do grupo T(G; R), se remete ao estudo
dos subgrupos nicleo e imagem de 7. Além disso, ja que T(G; R) é aditivo

no primeiro fator, é suficiente estudar os grupos T(Z/p™Z; R), p primo e



1 < m € N. Ou seja, estudaremos o grupo de Harrison das extensoes ciclicas
de R cujo grau é uma poténcia de um primo p.

Seguindo esta idéia, existem varios trabalhos dando contribui¢ao ao es-
tudo desses subgrupos e, conseqlientemente, a descricao do grupo de Harrison
T(G; R). A seguir, destacamos alguns dos trabalhos mais relevantes sobre o

assunto até entao obtidos, de nosso conhecimento:

1) Teoria de Kummer com raizes da unidade: [3], [8], [9], [19] e [32].
n invertivel em R, G ~ Z/n7Z e R contém raiz n-ésima primitiva
da unidade (cf. [3] e [8]): Neste caso, temos que H(G; R) ~ U(R)/U(R)",

Im(m) = Pic,(R) e que a seqiiéncia exata de grupos abelianos
I — UWR)/WR)» —— T(G;R) —— Pic,(R) — 1
cinde, onde Pic,(R) é o subgrupo de n-tor¢ao de Pic(R).

2) Teoria de Kummer sem raizes da unidade: [10], [17], [16], [23].
p primo impar invertivel em R, G~ Z/p™7Z, 1 < m € N e R conexo
(cf. [16]): Neste caso, precisamos de alguns resultados preliminares:

i) Por [22], para cada inteiro m > 1, R pode ser imerso em uma R-
algebra conexa S tal que S contém uma raiz £ do polinomio ciclotomico
Dy (X) = p(XP") = (X7 XPTT 4 1L Além disso S = RJe]
é uma extensdo ciclica de R com grupo de Galois I tal que y(¢) = £, onde
[=<vy> e t:T'—=WZ/p™Z) é um isomorfismo de grupos.

ii) O grupo I' tem uma acdo natural sobre o grupo T(G;.S), dada por
v-[A] = [JA], v € I' e [A] € T(G; S), onde o S-médulo ,A coincide com o

grupo aditivo A e a acao de S sobre ,A é induzida por v : s-a = y(s)a,

bt



para quaisquer s € S e a € A. Também temos que I' age de modo similar
sobre Pic(S) e de maneira canénica, como grupo de Galois, sobre U(S). Isto
permite definir uma *-agao de T' sobre U(S)/(U(S))?" (Tesp. Picpm(S)>,
conhecida na literatura como “acdo de Stickelberger” [10], dada por
v (s) = 77 1(s')(mod U(S)P™) (resp. v(P) = (P ), para todo
s e U(S) (?"esp. Pc Picpm(5)>.

iii) Com a agdo de I sobre T(G; S) e as *-agoes de I' sobre U(S)/U(S)P"

e Pic,m(S), as aplicagdes ¢ e m na seqiiéncia exata de grupos abelianos
I —— US) /(WS —— T(G;S) —— Pic,m(S) —— 1

sao ['-lineares. Conseqilientemente, a seqiiéncia dos subgrupos estaveis

*T *T

1 (uE)/W)”") s (16 5))FL) (Picy () ——1

também ¢é exata, onde ¢/ e 7’ denotam as respectivas restricoes de ¢ e .

iv) A aplicacao j : T(G; R) — T(G;S), dada por j([A]) = [S ®r A], é
um homomorfismo de grupos cujo nicleo (resp. contcleo) é igual ao nicleo
(resp. conucleo) de sua restricao jo a H(G; R). Claramente, j(T(G; R)) C
(T(G; S))F e, a menos de isomorfismo, jo(H(G; R)) C <U(S)/U(S)pm>*F

Finalmente estamos em condicoes de escrever o resultado principal obtido
neste caso, que pode ser representado pelo seguinte diagrama de grupos, cujas

linhas e colunas sao exatas:



ker(jo) —  ker(j)

l l

coker(jo) —— -coker(j)
T .
onde P(G; R) = coker(i) = % e 7' é um isomorfismo.

Além disso, se m = 1 entao jy e j sdo isomorfismos [17].

3) Teoria de Artin-Schreier: [12], [33], [45].
p=0em R e G=Z/p™Z (cf. [12]): Neste caso H(G;R) = T(G;R)
([26], [39]) e T(G; R) é um Z/p™Z-mdbdulo livre de posto constante igual &

dimensao de R/{r —r” | r € R} como Z/pZ-espago vetorial [12].

De um modo geral, o estudo do grupo T(Z/p™Z; R) nesses trabalhos
ainda esta restrito aos casos p invertivel ou p = 0 em R. Além disso, dentre
os trabalhos mais completos com a hipdtese p invertivel, exige-se a condicao
p # 2,se m > 1. Quando p é um primo nao necessariamente invertivel em
R, podemos reduzir o estudo do grupo T(Z/p™Z; R) a dois casos [15]: p ndo
divisor de zero ou p =0 em R.

O caso p =0 jé estd completamente resolvido, conforme descrito acima



em 3). No caso em que p nao é divisor de zero em R, existem véarios trabalhos
muito interessantes na literatura (cf. [9], [16] e [19] para primos impares e
[18] e [43] para p = 2), mas todos supondo que R possui uma raiz p-ésima
primitiva da unidade. Dentre estes, é preciso destacar o trabalho de C.
Greither [16] como o mais completo, mas para uma melhor leitura desta
tese, faremos a seguir um breve resumo dos resultados obtidos por L. Childs

em [9].

Sejam p um primo impar, € € R uma raiz p-ésima primitiva da unidade e
G um grupo ciclico de ordem p. Suponhamos que p € R* e seja Prim(G; R)
o contcleo da inclusao candnica i : H(G; R) — T(G; R). Conseqiientemente,

a seqiiéncia de grupos dada abaixo ¢é exata:

1 —— H(G;R) —— T(G;R) —— Prim(G;R) —— 1

onde 7 é a aplicacao canonica.

Em [9] Childs descreve Prim(G; R) como sendo isomorfo ao subgrupo
dos elementos primitivos do grupo de Picard Pic(R[G]), isto é, isomorfo ao
subgrupo {P € Pic(R[G]) | PQrP ~ R[G@G]@%G]P} onde o isomorfismo
exigido é de R|G ® GJ-médulos e A : R[G| — R[G ® G] é o homomorfismo
de R-élgebras induzido por A(o) — o ® 0, 0 € G. Na realidade, como
|G|=p este subgrupo é de p-torsao ([36] Théoreme 1.1), isto é, Prim(G; R) é
isomorfo ao subgrupo dos elementos primitivos de Pic,(R[G]), que denotamos
por PrimPic,(R[G]).

O grupo H(G; R) é descrito por L. Childs como sendo isomorfo ao grupo
quociente Upp(R)/U(R)?, onde A = ¢ — 1 e Uy(R) denota o grupo das

8



unidades de R do tipo 1 + Ar, com r € R.

O objetivo desta tese é dar uma descrigao dos grupos T(G; R), H(G; R)
e PrimPic,(R[G]) para o caso em que G é um grupo ciclico de ordem p, R
nao possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p um primo impar,
exigindo-se apenas que p seja um elemento regular em R. Obtemos esta des-
cricao através da construcao de uma nova seqiiencia exata de grupos. Faze-
mos isto, aplicando técnicas da teoria de “descente” galoisiana desenvolvidas
por L. Childs em [10], e generalizadas por Greither em [16], a seqiiéncia exata

de L. Childs [9], para o caso em que p € R*.

De agora em diante, assumimos que p ¢ um primo impar regular em R e
que o anel R nao possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Sejam G um
grupo ciclico de ordem p e S = % = R[], onde ¢ representa a classe de
X médulo @,(X), isto é, ¢ = X + (®,(X)) é uma raiz primitiva da unidade
em S. Para cada 1 < ¢ < p — 1, consideremos a aplicacao v; : S — S,
induzida por 7; : € — &’. Claramente, v; € Autr(S), 1 <i<p—-1 e
I'={id=m,...,7-1} é¢ um grupo ciclico de ordem p — 1.

Consideramos a agao natural de I' sobre os grupos PrimPic,(S[G]) e
T(G;S) e a *-acao de Stickelberger sobre o grupo Uye(S)/UA(S)P. Estas
agoes comutam com as aplicagoes (cf. capitulo 2)

Une (S)/UA(S)? =~ H(G;S) — T(G;S) e T(G;S) = PrimPic,(S[G)).

Entao, aplicando alguns resultados classicos e basicos de cohomologia,



obtemos que a seqiiéncia dos grupos estaveis por I'
T r

(U ()/Ur(S)) ——(T(C:9)) ——(PrimPic,(s]C])) ——1

é exata. Além disso, mostramos que

H(G: R) ~ (W (S)S)) = n(Wn(SG(S)) ~ H(G:S)™,
PrimPic,(R[G]) = (PrimPicp(S[G])>F ~ n(Pm’mPicp(S[G])), e

T(G;R) ~ (T(G; S)) F, onde 7 denota a norma definida para S[I'-médulos
M tais que pM = 0, dada por n(z) = [[ crv(z), € M. O isomorfismo
H(G;R) = 77<UAP(S)/U)\(S)p> jé tinha sido obtido por D. Maurer [29], com
hipéteses um pouco mais restritivas. Além disso, aqui mostramos esse iso-

morfismo utilizando métodos mais simples.

Dividimos este trabalho em trés capitulos: um preliminar, com as notagoes
e os resultados bésicos, que nos permitem desenvolver o tema proposto (se-
gundo capitulo). Terminamos esta tese com uma aplica¢do ao caso cubico
(terceiro capitulo), obtendo uma descrigao do grupo H(Z/3Z; R) indepen-

dente da *-acao de I'. Em particular,

Uys(5)

H(Z/3Z,R) ~ -
Un(R)- (W(5))

10



Capitulo 1: Pré-requisitos

1.1 Extensoes galoisianas

O conceito de extensao de Galois de um anel comutativo foi introduzido
por M. Auslander e O. Goldman [2] em 1960, e a teoria correspondente foi
desenvolvida por S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg [6] em 1965. A
seguir enunciamos o Teorema 1.3 de [6], onde os autores apresentam varias
definigoes equivalentes deste conceito. Enunciamos este teorema segundo
[11], [13] e [40], onde alguns itens foram reescritos com hipdteses menos
restritivas. Para isso, precisamos fixar a notacao utilizada.

Seja R um anel comutativo com unidade. Dizemos que uma R-algebra
comutativa com unidade A é uma eztensao de R, se A é um R-médulo fiel.
Nesse caso, existe uma imersao natural de R em A que associa r com 7 - 14,
para cada r € R. Para simplificar a notacao identificamos R com R - 14.

Agora, sejam A uma extensao de R e G um subgrupo finito do grupo
Autr(A), dos R-automorfismos de A. Denotamos por A(A4;G) o A-médulo
livre com base {u, | 0 € G}. Observemos que A(A; G) possui uma estrutura
de R-4lgebra com a multiplicagao dada por:

<U€z;aaug> (; bﬂh) = Z 50 (by)ttgr.

o,7TeG
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Consideremos o homomorfismo de R-algebras ¢ : A(A;G) — Endr(A)
definido por ¢<Z aaug> (a) = Z a,o(a), para cada a € A.

oceG ceG

Por outro lado, denotamos por eg(A) a A-dlgebra das func¢oes de G em

A, com as operacoes de adicao e multiplicacao usuais. Seja v, : G — A
1 se 7=p

dada por v, (p) = 0., = { 0 se T£p

T = id, denotamos 0,4, por d1,. Claramente, {v;},cc é uma familia de

para cada 7, p € G. Quando

idempotentes (dois a dois) ortogonais com soma 1, e conseqiientemente,
eq(A) = TEeBGAUT' Consideremos A ®p A como A-dlgebra via primeira
coordenada e o homomorfismo de A-dlgebras h: A®r A — eg(A) induzido
por h(a ® b) : p — ap(b), para quaisquer a,b € A e p € G. Finalmente,
denotamos por A = {a € A | p(a) =a, p € G} o subanel de A formado
pelos elementos estaveis sob a agdo de G, e dado um A(A; G)-médulo M,
denotamos por M¢ o R-submédulo de M formado pelos elementos estaveis

sob a acao de GG. Agora podemos enunciar o teorema

1.1.1. Teorema ([6], Theorem 1.3)
Sejam A uma extensao de R e G um subgrupo finito de Autgr(A).

As sequintes condigoes sao equivalentes:

(1) A € um R-mddulo projetivo finitamente gerado e

¢ : A(A;G) — Endg(A) € um isomorfismo de R-dlgebras.

(ii) A € um R-mddulo projetivo finitamente gerado e para qualquer
A(A; G)-médulo a esquerda M, a aplicagio g: A®@r MY — M,

mduzida por g : a®@m — a-m € um isomorfismo de A-mddulos.
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(iii) A € um R-mddulo projetivo finitamente gerado e

h:A®prA— eqg(A)é um isomorfismo de A-dlgebras.

(iv) A =R eeristemm €N e zj,y; € A (1 <j<m) tais que
Z;; z;0(y;) = 01,5, para todo o € G.

(v) A9 =R e para cada id # o € G e para cada ideal maximal M de
A existe a € A tal que (0(a) —a) € M.

(vi) A% = R, A € separdvel sobre R e para cada idempotente ndao nulo

e de A e para quaisquer o,7 € G, 0 # T, existe a € A tal que

o(a)e # 7(a)e.

Dizemos que A é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois GG, se
A, R e G satisfazem uma (e portanto todas) das afirmagdes do Teorema 1.1.1.
Os elementos z;,y; (1 <i <m) do item (iv) sdo chamados coordenadas de
Galois de A. Se, em particular, o grupo G ¢é ciclico (resp. abeliano, p-grupo)
dizemos que a extensao galoisiana A é ciclica (resp. abeliana, p-extensao).
Toda extensao galoisiana de R com grupo de Galois G é, como R-médulo,
projetivo finitamente gerado de posto constante igual & ordem de G (Lemma

4.1 de [6]), chamado de grau da extensao.

1.1.2. Lema ([6], Lemma 1.6)
Seja A, uma extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G. FEntao,

existe c € A tal que tr(c) = .. 0(c) =1 e R é somando direto de A como

R-mddulo.
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Dadas A e B duas extensoes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois
G, seja f : A — B um isomorfismo de R-algebras. Dizemos que f é um

1somorfismo de extensoes de Galois se f comutar com a acao de G, isto é, se

A /
—
o diagrama o | | ¢ for comutativo, para todo o € G.
A L B

O préximo resultado estende o Teorema 3.4 de [6] e nos dé condigoes
suficientes para que um R-homomorfismo entre uma extensao galoisiana de
R e uma R-algebra seja um isomorfismo. Em particular, se A e B sao duas
extensoes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G tais que existe um
homomorfismo h : A — B satisfazendo of = fo, para qualquer o € G,

entao A e B sao isomorfas como extensoes galoisianas.

1.1.3. Proposicao

Sejam A, extensdo galoisiana de R com grupo de Galois G ¢ B uma
extensio de R tal que exista uma imersio T : G — Autr(B) e B™¢) = R.
Se f: A— B é um homomorfismo de R-dlgebras satisfazendo 1(o)f = fo

para cada o € G, entao f € um isomorfismo.

Demonstracao : Para simplificar a notacao, para cada o € G, denotamos
também por ¢ a sua imagem pela imersao em Autr(B). Sejam z;,y; € A
1 <i < m as coordenadas de Galois de A, ou seja, Y .-, x;0(y;) = 01, para
qualquer o € G. Consideremos tr =) _.0: A — R a aplicagao traco.

Seja b € B. Temos:
(S it (Fib) ) = S0 F@tr(F8) = X0t f(0)- e o (F(1)0)
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= S0 @) Yoee £ (000))0(0) = e £ (X0 i) o (b)
=Y, 01,0(b) = b, isto & f é sobrejetor.

Agora, seja a € A tal que f(a) = 0. Entdo, f(o(ym)) - a( f(ym)) -
o(f(yi) f(a)) = o(0) = 0, para quaisquer 0 € G e 1 < i < m. As
sim, tr(y;a) = f(tr(y;a)) = 0, para todo 1 < i < m. Conseqiientemente,
0 =Y wtr(yia) = >, (Z?ll in(yi)>U(a) = Y sec0100(a) = a, ou

seja, f ¢é injetor. O

Tomando a inclusao na proposicao anterior, obtemos o

1.1.4. Corolario
Sejam A C B extensdes galoisianas de R com mesmo grupo de Galois G.

Entao A = B.

Mostremos, por exemplo, que eq(R) (que ¢ o elemento identidade do
grupo de Harrison T'(G; R)) é, de fato, uma extensao galoisiana de R com

grupo de Galois G. Nesse caso, identificamos R com R - 1.,z = R - Z’UT.

TG
A agao de G sobre e¢(R) é dada pela permutagao dos v, induzida pela multi-

plicacdo de G, isto é, o(v;) = vyr, 0,7 € G. Claramente R C eg(R)“. Seja

o= E raU, € eg(R)G. Entao, o-a = E R — E r;v,, para qualquer
TEG TEG TEG

o € (G. Conseqiientemente, para cada 7 fixo, a coordenada r, de « coincide
com a coordenada r,-1, de ¢ - «, para qualquer ¢ € G. Ou seja, r, = ro-1,,

para todo o € G. Logo, existe r € R tal que r = r,, para todo 7 € G. Assim,

Oé:ZT’TUTZZTUT:T ZUT:r-lzr, isto 6, eq(R)“ = R.

TEG TEG TEG
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Finalmente, sejam x, = y, = v,, para cada 7 € G. Conforme ja
observado, {v,}se¢ é um conjunto de idempotentes ortogonais, ou seja,
U; Vs = 0oV, Dara quaisquer o,7 € G. Portanto z,,y, 7 € G sado as

coordenadas de Galois de eg(R).

O préximo lema caracteriza quando uma extensao galoisiana A de R com

grupo de Galois G é isomorfa a eg(R).

1.1.5. Lema ([20], Corollary 2)
Seja A, uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G.

As sequintes afirmagies sao equivalentes:
(i) A eeq(R) sao extensoes galoisianas isomorfas.

(ii) Eziste um homomorfismo de R-dlgebras f: A — R.

Consideremos agora B uma R-algebra comutativa. A partir de uma
extensao galoisiana de R, construimos uma extensao galoisiana de B com
mesmo grupo de Galois. Fazemos esta “subida” via produto tensorial sobre
R, como mostra o proximo lema, devido a S. U. Chase, D. K. Harrison e A.

Rosemberg.

1.1.6. Lema ([6], Lemma 1.7)

Sejam A, uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G e B uma
R-dlgebra comutativa. Consideramos G agindo sobre B ®pr A via o(b® a) =
b® o(a), para quaisquer a € A, b € B e o € G. Entio, B®r A € uma

extensao galoisiana de B com grupo de Galois G.
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O proximo resultado é uma conseqiiéncia imediata do Lema 1.1.6 e da

Proposicao 1.1.3.

1.1.7. Corolario
Sejam A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois G e H um
grupo finito qualquer. Entdo, A[H] € uma extensdo galoisiana de S[H| com

grupo de Galois G agindo sobre A[H] via O'(Z ahh> = Z o(ap)h.

heH heH

O Lema que enunciamos a seguir, devido a M. Orzech (Lemma 1.5 de
[34]), nos dé uma reciproca do Lema 1.1.6 no caso em que S é uma R-algebra

fielmente plana ([4], pg.46).

1.1.8. Lema ([34], Lemma 1.5-b)

Sejam A uma R-dlgebra comutativa e G um subgrupo finito de Autg(A).
Seja S uma R-dlgebra fielmente plana tal que S ®r A seja uma extensao
galoisiana de S com grupo de Galois G. Entao, A € uma extensao galoisiana

de R com grupo de Galois G.

1.2 Raiz Primitiva da Unidade

Sejam S um anel com unidade, S* = {s € S | s éregularem S} en € N,
n # 0. Nosso objetivo nesta seccao é estender o conceito de raiz primitiva n-
ésima da unidade ao anel S, com n € S*, a partir da raiz complexa £ = e*™/",
Também descrevemos o ideal gerado pelo primo p, quando o anel S possui

uma raiz primitiva p-ésima da unidade.
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n—1 n—1

Temos, que em Z[¢][X], X" —1=][(X-¢) e n=]JQ1-¢).

i=0 i=1
Seja ¢q(X) = H (X — &Y o d-ésimo polinémio ciclotémico. Entao,

1<i<d
(i,d)=1

X" —1=[]¢a(X) e ¢u(X) € Z[X] & irredutivel e monico ([30], pg.40 ).
dln
Dado um homomorfismo de anéis com unidade o : S — S’, denotamos

por o*: S[X] — S'[X] o homomorfismo de anéis induzido por o, isto é,

m m
o* <Z a; X ’) = Z o(a;)X". Entao o d-ésimo polinomio ciclotémico em
i=0 '

=0

S[X], que denotamos por ®4(X), é a imagem de ¢4(X) pelo homomorfismo
o* : Z|X] — S[X] com o(t) =t-1g, paratodot € Z.

Consideremos agora o epimorfismo de anéis 0 : Z[X| — Z[¢] definido por
0(g) = g(&) . Como ¢,(§) = 0 e ¢,(X) é irredutivel e monico em Z[X],
Ker(0) = (¢,(X)). Assim, pelo teorema do homomorfismo,

5. _ZX

(on (X))

—— Z[€] onde 0:7+ g(€¢) é um isomorfismo de anéis.

O lema a seguir nos permite estender o conceito de raiz primitiva da

unidade ao anel S.

1.2.1. Lema

Sejam 0 #n € N ee € S. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
(i) nesS* e P,()=0.

(ii) e"=1 e (1—¢)€S*, paratodol1 <i<n-—1.
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Demonstragao : Sejam p: S[X] — S dado por p: g+ g(e) e
h=pooc*:Z[X] — S. Como acima, ¢,, € Ker(h). Conseqlientemente,
Z[X]
(n (X))

cZ[E] — S, B:g(§) — g(e) é um homomorfismo de anéis.

— 5. Assim,

existe um homomorfismo de anéis h :

-1

B=hof
n—1

Agora, em Z[¢], " =1en = H(l —¢Y). Portanto, em S,

=1
n—1

en=BO)" =pE) =p1) =1 Hﬁ (1-¢) —H<1—el‘>.
Mas n € S*, e entao, (1 — ') € S*, para todo 1 <i <n — 1.

Reciprocamente, suponhamos que €” =1 e que, paracada 1 <7 <n—1,
(1 — &%) € S*. Entao, segue que

0= ()" = 1= =1

2+...+€i+1), donde
concluimos que ((&?i)n_l FE) T et 1) =0, pois (&' — 1) € S*.

Ou seja, €' é raiz do polinomio f(X) = X® !+ ...+ X + 1 para cada

1<i<n-—1. Como f émobnicoe (' —¢e/) e S* para quaisquer
n—1
1<i#j<n-—1,¢éfaci ver que f = H(X — &%), Assim,
i=1

n—1
n=f(1)=]](1 ¢ e 8 Além disso, em Z[X], (X*—1)=]]¢u(X
i=1 dle
e entdo, aplicando o*, obtemos que, em S[X] H $4(X). Con-
dje
seqiientemente, (¢f — 1) H Dy(e). Agora, se £ < n, entdo (' — 1) S

dle
e segue que ®4(e) € S*, para todo d | /. Em particular, (H @g(é)) € S”.

Lin
0#n
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J& que Hqﬁg(X) = (X" —1) em Z[X], segue que H@g(e) =e"—-1=0,
Ln Ln

isto é, 0= (H @g(e)) -®, (). Logo, ®,(¢) =0. O

£n
l#n

Sejam 0 # n € N e ¢ € S. Dizemos que € é raiz n-ésima primitiva da

unidade em S, se € e n satisfazem uma das condicoes equivalentes do lema.

p—1 p—1
Observemos que para p primo, em Z[{][X], ¢,(X) = Z X' = H(X — &Y.
=0 i=1

Entao, segue do homomorfismo [ definido na demonstragao acima que

p—1 p—1 p—1

Zzi = H(Z —¢') paratodo z € S. Em particular, p = H(l — &Y.

=0 i=1 1=1
Consideremos agora 0 #n € N e R um anel com unidade que nao

contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade, com n € R*. Sejam
RIX]
(@, (X))

®(g) = 0, e portanto € é uma raiz n-ésima primitiva da unidade em S = R|[e].

S = ee=X+(9,(X)) €S. Claramente n =n-1g € S* e

Por outro lado, temos que {1,¢,...,e™ '} é uma R-base de Rle], onde m
é o grau de ¢, (X). Entao, segue que todo elemento regular de R também

X

é regular em R[e], ou seja, R* C (R[e])*. Por outro lado, é imediato que
todo elemento de R N (R[e])* é regular em R. Isto mostra que os elementos
regulares se comportam muito bem com relagao a contracao. O lema abaixo

registra este fato:

1.2.2. Lema

Sejam 0 # n € N, € raiz n-ésima primitiva da unidade num anel S que

20



contém R e S = R[e]. Entdao, R(S* = R*.

p—1
O préximo lema, juntamente com a igualdade p = H(l —¢&') em S, que
i=1
vimos acima, nos permite dar uma descricao do ideal gerado por p, pS, em

fungao de (1 — ¢).

1.2.3. Lema

RIX]
(@p(X))
(1-e)S=(1-¢)S para cada 1<i<p-1.

Sejam p € Z primo, S = e e=X+(P,(X)). Entao,

Demonstragao : Sejai € {1,...,p — 1}. Logo, existem nimeros inteiros

s e t satisfazendo 1 = si+tp. Mas € é uma raiz p-ésima primitiva da unidade

em S, eentdo £—1= (" —1)(c"“"H + ...+ £ +1). Por outro lado,

e —1=(—1)(¢7 + - +e+1). Logo,
e—l=(—-1ET+ - +e+1)(eCV+... 4 +1)

ouseja, (€7 4 +e+ 1) (e 4. &+ 1) =1, Assim,

u=c¢c"1+ .- +e+1€U), onde U(S) denota o conjunto das unidades

do anel S. Portanto, 1 — &' = u(l — ¢), com u € U(S). Segue que

(1-e)S=(1-¢euS=(1-¢)S. O

1.2.4. Corolario
Sejam p € Z primo, S = e e=X+(2,(X)). Entao,
p—1
pS=]J(1-e)s=(1-glVs.
i=1
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O corolério a seguir serd muito 1til no préximo capitulo. Ele nos permitira
definir os isomorfismos necessarios para dar uma caracterizacao do grupo das
extensodes galoisianas sobre o anel R com mesmo grupo de Galois (ver capitulo

2).

1.2.5. Corolario
Sejam S uma dlgebra comutativa, € € S uma raiz p-ésima primitiva da
unidade, A = (¢ —1) e a = XNs+1 com s € S. Entdo, existe um

polinémio monico f € S[X] tal que (AX 4+ 1)? —a = N f(X).

Demonstragao : Claramente (A\X + 1)? —a = Y7, (f))xiXi — Ns.
Mas, pelo coroldrio anterior, (’;))\i € NpS = XNWL1S C WIS, Logo,
para cada ¢ € {1,...,p} existe s; € S tal que <’i’))\i = Ms;. Entao,
AX+1)P—a=>" N X' —\Ps = )\7’< o siXi—s>. Como (g))\p = )P,
s, = 1. Conseqiientemente, o polinomio f(X) = Y7 X' —s € S[X] é

monico e, por construgao, satisfaz (AX + 1)? —a = N f(X). O

Dado um anel A, denotamos por Max(A) o conjunto dos ideais maximais

de A.

1.2.6. Lema

Sejam S uma extensao inteira de R, T' C Autg(S) subgrupo finito tal que
S'=R, p € Maz(R) e F = {q € Maz(S) | ¢N R = p}. Entio, T age
transitivamente sobre &F. Em particular, se R € um anel semi-local entao S

também é semi-local.
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Demonstragao : Claramente, F = {qg € Maz(S) | S C ¢}. Logo, como
©S é um ideal nao nulo de 5, existe um ideal maximal de S que contém pS.
Entao, este ideal pertence a &, e portanto F # (). Seja ¢ € F e suponhamos,
por absurdo, que exista ¢’ € F satisfazendo ¢’ # 7(q), para todo v € T.
Assim, S = ¢ + v(q), para cada v € T'. Logo, {¢/,v(q) | v € T} é um
conjunto finito de ideais co-maximais. Pelo Teorema Chinés dos Restos,
existe v € S tal que x € ¢’ e x = 1(mod7(q)), para todo v € I'.  Em

particular, = € v(q), ou seja, v~ !(x) € ¢ para qualquer v € I'. Segue que

H v () & g. Por outro lado, H v (z) € S¥ = R. Temos ainda que

vyel vyel

x € ¢, donde obtemos que H vt )€ ¢ NR=gpCq,o que contradiz a
vyel

hipétese assumida. Portanto I' age transitivamente sobre J.
Agora I' é um grupo finito, e portanto segue que F é uma familia finita.
Conseqiientemente, se R é um anel semi-local entao S também ¢é semi-local

(ver [1] Corollary 5.8). O

Finalizamos esta secgao, observando que se R é um anel local, S = R[¢]
¢ semilocal. Isto é uma conseqiiéncia do Lema anterior, ja que S = R[e| é
uma extensdo inteira de R tal que R =S¥, onde I' = {~; | 7 : e —¢',1 <

i < p— 1} subgrupo finito de Autg(S).
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1.3 Extensoes de Galois com base normal

Seja A, uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G. Nesta
seccao caracterizamos os elementos geradores de uma R-base normal de A,
isto é, os elementos x € A tais que {o(z) | ¢ € G} é uma base de A como
R-médulo livre. A proposigao a seguir relaciona a existéncia de uma R-base
normal com a invertibilidade de matrizes. Isto nos d4 uma boa ferramenta
para verificar se uma determinada R-base de A é gerada pela acao de GG sobre

um elemento de A, ou seja, se A possui uma R-base normal.

1.3.1. Proposigao ([39], Proposition 3.1)
Sejam A uma, extensao galoisiana de R com grupo de Galois

G ={oy =ida,09,...,0,} ex € A. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) {zi=0i(x) | 1 <i<n} é R-base normal de A.

(i) det (a,-(xj)) e U(A).

1<i,j<n

Demonstracao : Sejam a;,b; € A, 1 <i <m, taisque Y ;" a;0;(b;) = 1,
para todo 1 < j < n. Agora, para cada i € {1,...,m}, existem \;; € R,
1 <k <ntais que a; =Y ,_; \ixZx. Assim,
O =ity aioj(bi) = 32700 >y Aik w0 (bs) = D4y -0 (Z?il Ai,kbz) =
> i Troj(yr) para qualquer 1 < j < mn, onde yp = > ", A\ xb;, para cada
1<k <n.

Definimos as matrizes M = <al-(a:j)) = (O'iO'j(I)) e N = (Jj(yi)) com
1 <14,7 <n. Entao, MN = I, a matriz identidade n x n. De fato,

(ostan)s - s0t@n)) - (oa0n), 2 050m) = iy )
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— 01 Sy (07 5) () = 6. Logo, det (a05() ) € U(A).

1<i,j<n
Reciprocamente, seja © € A tal que det (O—io—j<x)> € U(A). Como
1<4,j<n
M = (aiaj(x)> é invertivel, sejam yq,...,y, € A, as entradas da primeira

coluna da matriz M ~!. Logo, para qualquer 1 <i < n,

Z?Zl 0:0;(2)y; = Sido, = 01,. Entao, M ! (aj(yi)>1<ij<n. De fato,

(o36e). - sn(m)) - (050), 205 0m) = Sy )y )

= 0j (ZZ:1 Uj_laz'(xk)yk> = 03 (0,07 10,) = 05(0i5) = 0y
Seja T,, : A" — A" definido por T,,(ay,...,a,) = (a1,...,a,) - M".

Entao, T, ¢ um isomorfismo de R-médulos. Seja a € A. Da sobrejetivi-
dade de T, decorre que existem Aj,...,\, € A tais que T),(Ay,..., \,) =
(a,09(a),...,0n(a)). Desta igualdade decorre que >  ANz; = a e que
Ay M) = (a,09(a), ... 00(a)) (M)~ Segue que \; = 377 0j(ax;) €
A% = R. Conseqiientemente, {x1,...,z,} é um sistema de geradores de A

sobre R. Agora, sejam, rq,...,r, € R tais que > . r;x; =0. Mas,

T, (ry,...,rm) = (r1,..., 7)) M"

= (Z rioy(zi), Z rioa(Ti), . .-, Z T’U”(Ii)>

=1 =1 =1
n

= <Z TiT;, U2(i TiTi), - - - 70n(i Tixi))’

i=1 i=1 i=1
e segue que T, (r1,...,r,) = 0. Como T, ¢ injetor, temos que r; = 0 para
todo 1 < i < n. Logo, {x1,...,2,} é R-linearmente independente, e por-
tanto {z, = 01(x),...,x, = o,(x)} é uma R-base de A. O
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1.3.2. Corolario

Suponhamos que A seja extensao galoisiana de R com grupo de Galois
n—1

ciclicoG = (o | c"=1) ea = Zam_i € A[G]. As condigoes abaizo sdao
i=0

equivalentes:
(i) {a}1=y) € R-base de A e o*(ap) = v, para todo 0 < i <n — 1.
(il)) a € WA[G]) e o(a) = ao, onde a a¢ao de G sobre A[G] é dada

pela acao nas coordenadas.

Demonstragao : Mostremos que o(ag) = i, 1 <i <n — 1 é equivalente

a o(a) = ao. Temos: a = Y a0~ = 7 0% ()0, e portanto, segue
ate o(a) = 15 0" a0) " = X0, o3 (ag)o o = (S5 o7 (an)o ) =
ao. Reciprocamente, S o(a;)o™t = S ot = Z?;& 1077, e

entdo, aj41 = o(w;), para qualquer 0 < j < n — 1, ou seja, a; = o'(ap),
para todo 1 <i<n — 1.

Resta verificar que {a;}/-; é R-base de A equivale a o € U(A[G]). Seja

ap ay az ... Qp-1
ap—1 QG A1 ... QAp—2 .
Co(A) =¢ M = ] o i la; € A, 0<i<n-—1,,
aq as asz ... Qo

a R-subalgebra comutativa de A,«, das matrizes circulantes. Considere-
mos agora 7 : A" — A" a permutacao circular 7 : (ag,a,...,a,-1) —
(@p_1,a0,a1,...,a,_2). Claramente, 7 € Aut(A") e 7" = idsn. Também
é facil ver que uma matriz quadrada M € C,(A) se, e somente se, existe

t
v = (ap,as,...,a,_1) € A" tal que M = (v,r(v), o ,T"‘l(v)) :

26



t
Sejam vy = (0, 1) e A" e 0= (UO,T(UO), . ,T”_l(vo)) . E facil
ver que 0" = I, (a matriz identidade) e para cada 1 < i < n — 1,
, t
0" = <vi,7'(vi), o ,T”_l(vi)> , onde v; = (0,...,0,1,0,...,0) com 1 na i-
ésima coordenada (1 <7 <mn—1). Além disso, para cada matriz circulante
¢ n
M, temos M = <U,T(v), o ,T”_l(v)) com v = (ag,ay,...,0,_1) = Z a;v;,

e portanto,

t t

M:<v, 7(v),... ,T”fl(v)> :(Z?:_()l a;v;, Z?:_()l a;7(v;), ..., Z?:_ol an"il(vi)>

t

=y 0 @ (vz, (v3), ... ,T"‘l(vi)) =3 a0

Finalmente, seja ¢: A[G] — €,,(A) dado por ng(Z:L ) a0 i)—zz o aid'.
Entao, ¢ é um isomorfismo de A-dlgebras. Conseqiientemente, U(A[G]) e
U(GH(A)> sao isomorfos. Logo, a € U(A[G]) e ¢(a) € u<(‘3n(A)) sa0

equivalentes. O resultado segue agora da Proposicao 1.3.1. O

RIX]

(®p(X))
e =X+(P,(X)). Como ja vimos, € é uma raiz p-ésima primitiva da unidade

Voltemos a considerar p € Z primo e regular em R, S = = R[],

em S. Denotamos por 7; o R-automorfismo de S dado por v;(¢) = &' e seja
Z
'={y|1<i<p-1} Como p é primo, u<—Z> é um grupo ciclico.
p
Claramente, p : u(%) — I" dado por p(i) = v;, paratodo 1 <i <p—1 ¢
um isomorfismo de grupos. Seja 7o um gerador de u(%). Portanto, I' é um
P

grupo ciclico com, por exemplo, I' = (p(iy)). De agora em diante, fixamos

te{l,....,(p—1)} talque =1 =p(ip), istoé, T = ().

Dada A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois G, dizemos
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que A é uma extensao I'-normal de S, se existe 7 : A — A automorfismo de
R-algebra que comuta com a agao de G e estende 7, isto é, ¥|s= v e 07 = o
para todo o € G. Por exemplo, A = eg(S) é uma extensao I'-normal de S. De
fato, seja 7 : eq(S) — eq(S) definida por ’?(ZT€G sTvT> = recV(50)vr,

para todo > __.s:v; € eq(S). Claramente, ¥ é um R-automorfismo de

ec(S) que comuta com a ac¢do de G sobre eg(S) e estende 7.

Consideremos agora A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois
G = (o | o? = 1) que também é uma extensao -normal de S. Seja
7 € Autgr(A) satisfazendo 7 |[s= v e Jo = 07. Os grupos G e I" se estendem

naturalmente a grupos de automorfismos de A[G], pelas agoes abaixo:

p—1 p—1 p—1 p—1
oY aio)=> ola)o™ e A ao) =Y Ala)o "
=0 =0 =0 =0

satisfazendo o7y = Jo.

Temos, pelo Corolario 1.1.7, que A[G] é extensao galoisiana de S[G] com
grupo de Galois G. A seguir, construimos uma S-base normal de A induzida
pela acao de & sobre o gerador de uma S-base normal de A conhecida. Isto

¢ uma aplicacao direta do corolario anterior.

1.3.3. Corolario
Sejam R, S, ', G, A,~v,0,t,p e €, como acima. Suponhamos ainda que v

estenday o A[G] satisfazendo 3o = 05 e ay € A é tal que {a; = o' (ap) Y2,

p—1 p—2
seja uma S-base normal de A, o = Z ao e f= H’y’i(a’l)tl
i=0 i=0

p—1
:Z Bio~" € A[G]. Entdo, {3 = o*(60)}'=y € também S-base normal de A.
=0
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Demonstragao : Pelo Corolédrio 1.3.2, o(a) = ao e o € U(A[G]). Con-
seqiientemente, o(a™!) = a™lo™ e f € U(A[G]). Além disso, Y(o™1) = o7,
Portanto, 5 (c™") = (1), e 3 (c™") = (¢7")", para todo

1<i<p-—1. Agora,

p—2 p—2 ; p—2

a(B) = U<H:yi(a1)ti> _ [ ,~yi<a(@1>)“ _ [ fy*i(ofla’l)ti
- (ﬁﬁz(al)tz) (%:2’72'(01)&) = H((gl)t_l>ti

Segue, novamente do Coroldrio 1.3.2, que {3; f;ol ¢ S-base normal de A. O

Finalizamos esta seccao com o teorema, devido a L. Childs, que carac-
teriza quando A, uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois ciclico
de ordem prima p, possui uma S-base normal, no caso em que S contém &,
uma raiz p-ésima primitiva da unidade, com p regular em S. Faremos sua
demonstracao pois usaremos muitas vezes, no proximo capitulo, argumentos
que sao utilizados aqui. Para isso, seja A = ¢ — 1 e denotamos por U,(A) o
subgrupo das unidades de A do tipo 1+ Az, com x € A. Precisamos do

seguinte lema:

1.3.4. Lema

Sejam S anel comutativo com unidade, p € 7Z primo, € € S raiz p-
éstma primitiva da unidade, A extensao galoisiana de S com grupo de Galois
G = (0 | o = 1) que possui S-base normal e A; = {x € A | o(z) = ez},
para todo 0 < j < p—1. Entao, eziste z € U\(A) tal que A; = S27, para

todo 0 < 7 <p-—1.

29



Demonstracio : Seja o € A tal que {o; = o?(a)}'—y é S-base normal de

A. Entao, para qualquer 0 < j <p—1, A; = Sz;, onde z; = Zl 0 €y

p i—1)j

De fato: o(z;) = > 0 e Y =30 e Wiq, =3P e7la; =elzj e

portanto, z; € A;. Assim, Sz; C A;, para qualquer 0 < j < p — 1. Recipro-
camente, seja a € Aj, a = ZZ o Sic; € A. Logo, o(a) = fo Siuy1 =
ZP o &’ s;c;;.  Conseqiientemente, para todo 0 < i < p — 2, temos que
s; = €ls;11 e sp_1 = €lsg, ou equivalentemente, s;11; = £7s;, para qual-
quer 0 < i < p— 2, isto é,
a = soa + e Ispo(a) + e ¥spo?(a) + ... + e Uspol (@) + ...+ 7500 PV ()
= 30< P2eTol(a) + eja(”_l)(a)> = s02; € Rz;, e A; =Sz

Como A é uma extensao galoisiana de S, z; € U(A), para todo 0 < j <
p — 1. Isto segue das coordenadas de Galois: sejam a;;b;, 1 <17 < n tais que
Sor aio I (b;) = do;, para qualquer 0 < j < p—1. Mas, para cada 1 < i < n,
existem s;, € S com 0 < k <p —1 tais que a; = Zi;é si k0. Entao, dg; =
S (S s oI (0) = ST ano ™ (s suabi) = SiZpowo™ ()
onde B, = Y7 | sixbi, para qualquer 0 < k < p—1. Aplicando o7, para cada

0<j<p—1, doj=Dh"pus;B . Assim,
1 i -1 _
2 (>0 e B) = (Zk; 0€ Yay) (X ogkjﬁk) > im0 (Zizk-&-l aiﬁk)‘s Y

=5 ( ozkHﬁk)s U =3P 80ue7H =1, isto é, z; € U(A), para todo
0<j<p-1

Agora, para cada 0 < j <p—1, 0(2]) = 0(z1) = (1)) = &72], e entdo,
21 € A,. Logo, Sz{ C A; = Sz;. Conseqiientemente, existe s; € S tal que
2] = s;z;. Como 2, € U(A), para todo 0 < k < p—1, s; € U(A). Mas,
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st = 2772, e portanto, o(s;') = o(z7)o(z)) =27 el = 277 25 = s; .
Segue que 3371 € AY = S, ou seja, z; = sj_lz{ € Sz{, e concluimos que
A; = Sz; = Sz]. Resta verificar que z = 2, € Uy(A), isto é, z = 1(mod A\A).
Temos Szg = Ag = AY = S, e entdo, z € U(S). Substituindo a por
2y 'a, podemos supor que zp = 1. Além disso, z — 2z = Zf;ll (e =1y =

PINeP T e 2 4 e+ Dag, ou, 2 = 2z = 1(mod MA). O

1.3.5. Teorema ([9], Theorem 2.5)

Sejam p € Z primo, S um anel comutativo com unidade onde p € reqular,
e € S raiz p-ésima primitiva da unidade. Seja A, uma extensao galoisiana de
S com grupo de Galois G ciclico de ordem p e G = (o). Entdo, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) Euxiste z € Uy(A) tal que o(z) = ez.
(ii) FEziste x € A tal que A= S[x] e o(x) =cx + 1.
(iii) A possui S-base normal.

Demonstracao : (i = i) Como z € U,(A), existe z € A tal que z = 14+\x.
Agora, ez = 0(z) = 1 + Ao(x), ou seja, € + edx = 1 + Ao(z), ou ainda,
Ao(z) = (e = 1)+ edz = M1 + ex). Logo, A(o(z) — 1 —ex) = 0. Mas
A € R*, e portanto o(z) = 1 + ex. Mostremos que A = S[z]. Observemos
que, paratodo 1 <i<p—1, e —1= (-1 +...+e+1)eque
ol =clz+ (e +.. . +e+1). Assim, o'(x)—x = ("= 1)z + (" +.. . +e+1)
=+ ...+e+1)(1+ M) € U(A). Logo o'(x) — x ¢ M, para todo ideal
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maximal M de S[x]. Por outro lado, S C S[x]¢ C A% = S. Segue que S[z]
¢ uma extensdo galoisiana de S com grupo de Galois G (Teorema 1.1.1,v).
Agora, como a inclusao S[z] — A comuta com a acao de G, temos que
Slz] = A (Corolério 1.1.4).

(it = i) Seja z = 1+ A\x = o(z) —z. Entdo o(x) = = + z. Logo,
o(z) =1+ Xo(z) =1+ ANz +2)=(1+ A x)+ Az =(14+X)z =ez. Resta ver
que z € Ux(A). Suponhamos que exista M um ideal maximal de A tal que
z € M. Assim, z = (o(z) — z) € M. Conseqiientemente, (o(a) —a) € M,
para qualquer a € S[x] = A o que é uma contradigdo com o fato de A ser
uma extensao galoisiana de S (Teorema 1.1.1,v). Logo z € U(A), isto ¢,
z =14 Az € U\(A).

(740 = i) Decorre do lema 1.3.4: basta tomar z = z; no lema.

(it = dit) Seja v € A tal que A = S[z] e o(x) = ex + 1, e consideremos
z=1+4 (¢ =1z =14 Az. Pelo que vimos acima na parte (it = i) desta
demonstragao, z € U\(A) e 0(z) = ez. Entao o(zP) = ez = 2P, ou seja,
2P € S = A%, Portanto 2P € (U,\(A)>p NS CUw(A) NS =Un(9).

Expandindo(Az + 1)? — 2P = 0 como um polinémio em x, temos que os
coeficientes pertencem a APS, ou seja, x é raiz de um polinomio, de grau p,
monico, em AS[X], ou ainda, existem a; € S, 0 < i < p — 1, tais que
NP 4+ NPa, 1P~ + ...+ Najz + NWag = 0. Mas N\ € S*, logo x é raiz do
polindémio ménico f(X) =>" ¢, X" € S[X].

Do fato de f ser monico, segue que para cada g € S[X], existem q,r €
S[X] tais que g = fg+r comr =0oud(r) <p=9(f). Assim, g(z) =
f(z)q(x) + r(x) = r(z), para qualquer g € S[X], e portanto, A = S[z] =
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-1 . . . . ‘-
> P~ Sx*. Consideremos o seguinte epimorfismo de anéis 7 : S[X] —

Slz] = A definido por 7(g) = g(x). Claramente, f(X) € Ker(m), e portanto,

X
existe um epimorfismo de anéis 7 : % — S[z] = A dado por 7(g) =
g(z).
SIX] , :
Por outro lado, B = ———— é um S-mddulo livre de posto constante
< f(X) >

p = O(f) com base {1, X, ... ?qu}’ e A também é S-mdédulo projetivo
de posto p =| G | ([6], Lemma 4.1). Entao, T é um isomorfismo de anéis

([27], 1.2.4). Conseqiientemente, {1,x,...,2P"'} é uma S-base de A. Logo,

asoma A = S[z] = 307! Sa' ¢ direta.
p—1 p—1
Segue da observacao feita logo apds o Lema 1.2.1 que, Z 2t = H(z — &Y.
i=0 i=1

Além disso, (z — ') = 2 —1 = 0(mod\A). De fato: z —¢' = (1 —¢&') + Iz =
As+ Ax = A(s + ) € AA, para certo s € S. Entdo,

(z — ') € W?71A = pA (Corolario 1.2.4). Seja 3 € A satisfazendo

7
I
—7

p—1
E z' = pB. Temos que [ é tnico, pois p é regular em A. Resta verificar que
i=0

[ gera uma S-base normal para A. Sejam

I6; 1 1
_ of z x _
p = : , Z= , e T= , . Entéo, f = M7T
o,p;lﬁ Zp;l xp;l

para tnica matriz M € M, ,(S), pois {z'}}—, é uma S-base de A. Também,

temos que po'(B) = ?;é gz e = Z;:o <;>)\’x3 Entao segue

que p3 =Dz e zZ = ET, onde D,E € M,.,(S) com pM = DE,
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p(p—1)

det(D) = n)\p(p;) comn € U(S) e det(E)=\
pPdet(M) = det(pM) = det(D)det(E) = npA\P?~Y e, como p = A\P~'s para
algum s € S (Corolario 1.2.4), obtemos que APP~YsPdet(M) = n\P®~1 ou

. Conseqiientemente,

seja, sPdet(M) = 7. Segue que M é invertivel. Entao, ja que {2/}’ é uma
S-base de A, concluimos que {o"(3) f:_& também €. O teorema estd demons-

trado. O

1.4 Extensoes abelianas: o grupo de Harrison

Seja T'(G; R) o conjunto das classes de isomorfismos das extensoes ga-
loisianas de R com mesmo grupo de Galois G. Denotamos a classe de uma
extensdo A por [A] e lembramos que, se G for abeliano, T'(G; R) é um grupo
multiplicativo (grupo de Harrison de G sobre R), com o produto definido
por [A] x [B] = [(A ®r B)°“], onde 6G = {oc @0~ ! | 0 € G}. A acdo de
G sobre (A ®g B)°“ é via primeira coordenada, que coincide com a agao
dada na segunda coordenada. O elemento identidade de T'(G; R) ¢ represen-
tado por eg(R) = UEEBGRU(,. Segue do Lema 1.1.5, que [A] = [eq(R)] se, e
somente se, existe um homomorfismo de R-dlgebras de A em R. Para cada
[A] € T(G; R), temos que [A]™! é representado pela prépria extensao A, com
a agao de G dada por o :a+— o (a),a € A, 0 € G.

Quando G ~ %, escrevemos T, (R) para denotar o grupo de Harrison.
Se o grupo G for ciclico, a acao de G sobre A é completamente determinada

pela acao de um gerador. Assim, se G = (0 | o? = id), denotamos a classe

de A, em T,(R), por [A,c]. Por exemplo, é facil ver que [eq(R)] = [R!°!; 7],
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onde a acdo de 7 é dada por 7(r1,...,7q)) = (MG, 1, - - T|G|-1)-
Segue de ([36] Théoreme 1.1) que [A,0%] = [A,o* ' modP)] para todo
k # 0 (mod p). Conseqiientemente, todo elemento nao trivial de 7,,(R) tem

ordem p, ou seja, T}, é de p-torsao (novamente por[36] Théoreme 1.1).

Denotamos por H(G; R) o subgrupo de T'(G; R) formado pelas classes
[A] € T(G; R) que possuem R-base normal. Para o caso em que G ¢ ciclico

de ordem prima p, denotamos H(G; R) por H,(R).

Para dar uma descrigao do grupo das extensoes ciclicas de grau p de R que
possuem uma R-base normal, no caso em que p é um primo impar regular e R
possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade, o grupo Uy (R), com A = e—1,
desempenha o papel correspondente do grupo das unidades U(R) na Teoria
de Kummer, onde temos p invertivel. Isso fica evidente no teorema, devido a
L. Childs, que mostramos abaixo. Outra vez vamos incluir a demonstracao

pois, no préximo capitulo, usaremos muitas vezes argumentos contidos aqui.

1.4.1. Teorema ([9], Theorem 2.4)
Sejam p primo impar reqular em R e G um grupo ciclico de ordem p.

Suponhamos que R possui €, uma raiz p-ésima primitiva da unidade. Entao,
Uy (R)

os grupos H,(R) = H(G;R) (u (R)>p

sao 1somorfos.

O isomorfismo citado no Teorema acima associa, a cada classe

a u’\p—<R) a classe onde A = R[X]
e(uﬂR))p, lasse [A] € H,(R), onde A X))

com
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f(X) € R[X] monico dado pela equagao (ver Coroldrio 1.2.5)

(A + 1)p —a=Nf(X).

Demonstracao : Sejam G =< ¢ >, A uma extensao galoisiana de R

Uxe (R)

(i)

Segue do Teorema 1.3.5 que existe z = 14+ z € U, (A) satisfazendo o(z) = ez.

com grupo de Galois G tal que [A] € H(G;R) e G,(R) =

Agora, pela demonstragao do mesmo Teorema 1.3.5, 27 € Uy (R). Entao,
definimos ¢ : H(G; R) — G,(R) por ¢([A]) = 2P, e mostremos que ¢ é um
isomorfismo de grupos.

Sejam [A] = [A"] € H(G;R) e f : A — A’ um isomorfismo de extensoes
de Galois. Pelo Teorema 1.3.5 existem z € Uy(A) e 2 € Uy(A') stisfazendo
o0(z) = ez eo(2) = e2/. Seja 2’ € A tal que f(2") = 2. Logo o(2") =
o(f71(2) = [ o)) = [l (7)) = ef 1 (7)) = 2" e conseqilentemente
o(2"271) = 2271 isto 6, 2’271 € AY = R. Seja u € R com 2’ = uz.
Assim, u € Uy(A) "R = Ux(R), (2")?P € R e (") = uPzP = 2P. Agora,
podemos supor que f(z) = 2/, pois uf : A — A’ dada por uf(x) = f(ux)
para cada x € A, também é um isomorfismo de extensoes de Galois. Entao,

o([A']) = (Z) = f(z)? = f(z) = 2P = ¢([A]). E facil ver que a definicao

de ¢ independe da escolha de z. De fato, suponhamos que exista z” € A tal
que o(Z") = e2”. Como acima, existe u € U,(R) satisfazendo 2" = uz e
(2")P = ()» em G,(R). Segue que ¢ estd bem definida.

Sejam [Ay],[Az] € H(G; R) e [As] = [A][Aq] = [(4; @p 4)*7 7).

Pelo Teorema 1.3.5, existem z; € Ux(A;), i=1 e 2, tais que o(z;) = ez; e
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2P e (u,\(R)>p. Tomamos 23 = 21 ® 22 € U\ (A; ®r As). Entéo, (6 ® 1)z3 =
0(21)®20 =€23 e (1®0)z3 =cz3 em Az. Logo, z3 € U\(A1 ®rAs)NA3 =
Ur(A3) e o(z3) = ez3. Consideremos R A~ R®p R C A, ®p Ay. Temos:

B = @ LAl ousein, p([As]) = T = 77 = (=) plz). Tsto
mostra que ¢ é um homomorfismo de grupos.

Seja [A] € H(G; R) com ¢([A]) = 1, isto é, 2P = uP, onde z € U\(A) é
dado pelo teorema 1.3.5, e u € Uy(R). Entao, (u‘1z>p =1 e oultz) =
e(u™'z). Conseqiientemente, podemos assumir que 2¥ = 1.

Seja x € A tal que z = 1+ Ax. Segue da demonstracao do teorema 1.3.5,
p
que A = R[z] e o(x)=cex+ 1. Por outro lado, 2¥ — 1 = ()\x + 1) —-1=

N f(xz) = 0, onde f(X) é um polinémio moénico de grau p e com termo
. R[X]
constante nulo. Mas A € R*, e assim, f(z) =0 e A= R[z]~ :
0

Seja h : R[X] — R dado por h(g) = ¢(0). Claramente h é um homomor-

fismo de anéis. Segue, ja que (f(X)) C Ker(h), do teorema do homomor-

R[X]
(F(X)

h(g) = h(g) = g(0). Pelo Lema 1.1.5, [A] = eq(R), isto é, o é injetor.

fismo, que existe um homomorfismo de anéis h : — R, tal que

Finalmente, mostremos que ¢ é sobrejetor. Seja a € Uy (R). Entao,
AX + 1>p —a=MNf(X)com f(X) € R[X] monico (Coroldrio 1.2.5). Seja
RIX]
{(f(X))
aacdo de G =< o > sobre Aviao(x) = ex+1. Como A(ex+1)+1 = e(Ax+1)

A= = R[z], onde v = X = 2 + (f(X)). Logo, f(x) = 0. Definimos

obtemos que N f(ex+1) = <5()\$+ 1)>p —a=el(Ax+1)P—a = Nf(x)=0.
Assim, f(o(x)) = f(ex +1) =0, e a agdo de G sobre A esta bem definida.

Precisamos mostrar ainda que A é uma extensao galoisiana de R com
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grupo de Galois G =< o >. Seja f:_ol a;z' € A%, Entéo,

p—1 p—1 p—1 i p—1 i p—1 % i
it =3 aio(e) = S ai(o@) =Y a(e) =2 a (2 ( 7))
=0 =0 =0 =0 =0 7=0 J

Comparando os coeficientes de x;, vemos que:

sei=p—1, entao a,—1 = ap_lsp’l, e portanto a,—, = 0.

se i =p— 2, entao a,_o = ap,gap_Q, e portanto a,_o = 0.
Continuando este processo, concluimos que a,-1 = a,—2 = ... =a; =0 e
ayp € R, ou seja, A9 C R. Logo AY = R.

Por outro lado, o(z) —x =ecx+1 -z =(c—1l)z+1 =X+ 1= 2

com 2P = a € Uy(R). Entao z = (o(z) —x) € UA(A). Pelo Teorema 1.1.1
segue que A é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois G. Por

construcao, ¢([A]) = zP = @, isto é, ¢ é sobrejetor. O teorema estd demon-

strado. O

A seguir, apresentamos a seqiiéncia exata de L.Childs (construida em [9]).
Como no teorema acima, sejam p um primo impar e regular em R, G um
grupo ciclico de ordem p e € € R raiz p-ésima primitiva da unidade.

Denotamos por Pic(R) o grupo de Picard das classes P de isomorfismos
dos R-mddulos projetivos de posto constante 1, e por Pic,(R) o subgrupo
de p-torsao. Observemos que, se G for um grupo abeliano, toda extensao
galoisiana de R com grupo de Galois G é um R[G]-médulo projetivo de posto
constante 1 [34]. Seja 7 : T,(R) — Pic(R[G]) definida por 7([A]) = A a
aplicacao canonica. Na realidade, 7 é um homomorfismo de grupos abelianos

[14]. Claramente o nicleo de 7w é H,(R). Em [9], L. Childs mostrou que a
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imagem de m é PrimPic,(R[G]), o subgrupo dos elementos primitivos de
p-torsdo de Pic(R[G]), isto é, o subgrupo formados pelos elementos P €
Pic(R[G]), de p-torsao, tais que P®@r P = R|G X G| ®%[G} P como R|G x G-
moédulos, onde A : R[G] — R[G x G| é o homomorfismo de R-algebras
induzido por A(c) = (o, 0), para qualquer o € G.

Decorre dai, e do Teor 1.4.1 que a seqiiéncia de L. Childs

1 — G,(R) -1 T,(R) = PrimPic,(R|G]) — 1,

é exata, onde G(R) = M» j(a) = [
(uA(R))

qualquer @ € Gp(R), com x = X + (f(X)), A\=e—1 e f € R[X] monico

dado pela equacio (AX +1)? —a = AP f(X) (Corolario 1.2.5). E com esta

;o(z) =ex +1| para

seqiiéncia que vamos trabalhar no proximo capitulo, para dar uma descricao
dos grupos T,(R), H,(R) e PrimPic,(R|G]), no caso em que p é um

primo impar regular e R nao possui uma raiz p-ésima primitiva da unidade.

1.5 Cohomologia galoisiana

O nosso objetivo nesta segao ¢ a construgao de uma determinada seqiiéncia
exata de grupos, de quatro termos, de forma analoga aquela construida por
S. U. Chase, D. K. Harrison e A. Rosenberg em [6], Corollary 5.5 (ver
também [11], Theorem IV.1.1). Faremos uso dessa seqiiéncia e dos principais
resultados deste trabalho, os quais serao tratados no préximo capitulo, para
construir o isomorfismo PrimPic,(R|G]) &~ PrimPic,(S[G])" (ver secgao

2.4).
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Comecamos considerando uma R-dlgebra S e I' C Autg(S) um grupo
finito de R-automorfismos de S. Sejam
ZHDUS) = {f T = WS) [ f(r") = F(f(V)),
para quaisquer v,v" € I'}
BYT,U(S)) = { f € ZT,U(S)) | existe u € U(S) tal que
f(v) =~v(wu~! para qualquer v € I'}
Z2US8) ={f:TxT = WS f(r/s4") f(,7)

!0

= f(7, YY" )v(f(v,~")), para quaisquer v,7',v" € I'}
B*(T,U(S)) = { f € Z*(T,U(9)) | existe g : T — U(S) tal que

F(7) =90 g()1(9(v)) 7 para quaisquer 7,7 € I'}.
Observemos que Z(T', U(S)) é um grupo abeliano com a multiplicacao pon-
tual e BY(T', U(S)) é um subgrupo de Z(T',U(S)), i = 1, 2. Seja H (T, U(S))
ZHT,U(S))/BYT,U(S)) o i-ésimo grupo de cohomologia de T' com coefi-

cientes em U(S), i =1, 2. Se f € Z/(T',U(S)) denotamos por [f] a classe que
f representa em H*(T',U(S)). Como antes, Pic(R) (resp. Pic(S)) denota o
grupo das classes de isomorfismo dos R (resp. S)-mddulos projetivos de posto
constante 1. Consideremos a acio de I' sobre Pic(S) dada por v P = P,
onde P = P como grupos aditivos e s-x = 7(s)z, para todo s € S e
xr € ,P. Denotamos por Pic(S)" o subgrupo dos elementos estdveis pela
acdo de I, isto é, o subgrupo dos elementos P de Pic(S) tais que v- P = P,

para todo vy € T.

Agora ja podemos enunciar o principal resultado desta secao.
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1.5.1. Teorema

Sejam S uma R-dlgebra fielmente projetiva e I' C Autgr(S) um grupo
finito de R-automorfismos de S tal que S* = R. Suponhamos que exista
c € S tal quetr(c) =) r7(c) = 1. Entio existem homomorfismos naturais

1; para os quais a sequéncia de grupos abairo € exata:

1 —— HYT,U(S)) —— Pic(R) —L— Pic(S)' —2— H*T,U(S))

Para a demonstracao desse teorema necessitamos de alguns resultados
auxiliares. Para a demonstracao desses resultados estaremos assumindo, na
medida que for necessario, a existéncia do elemento ¢ € S tal que tr(c) =1

e o fato de S ser um R-médulo fiel e projetivo finitamente gerado.

Seja D = {3 r Ay [ Ay € S} E imediato que D C &ndg(S) como sub-
anel. Seja Ts = tr(S_) C D, o S-submddulo & esquerda de D formado pelos
elementos da forma t¢r(s_) = >_ 7 (s-), para todo s € S. Claramente
Ts é também um D-médulo & direita via a acao tr(s") - sy = tr(s'sy_) =
Doy V(8 = 3 er p(v(8's))p = tr(y71(s's)-), para todo s € S e
sy € D.

Dado um D-médulo & esquerda M denotamos por M o R-submédulo de M
estavel pela acao de I', isto é, o R-submddulo de M formado pelos elementos
m € M tais que v - m = m, para todo v € I'. E imediato que ¢r- M C MT,
onde tr = 3 v € D. Isto permite definir o homomorfismo de R-médulos
¢ Ts®@p M — M", induzido por @(tr(s_) ® m) =tr-sm =y _.v-sm

ondese€ Seme& M.
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1.5.2. Lema

@ € um isomorfismo de R-mddulos.

Demonstragao : Claramente ¢ é sobrejetor pois p(tr(c_)@m) = tr-cm =
tr(cym = m, para todo m € M', onde ¢ € S ¢ tal que tr(c) = 1. Como
tr(s_)@m=1®tr(s_)-m=1®tr-sm = 1@ p(tr(s_) ®m), para quaisquer

s €S em e M, segue que  é injetor. O

Tomando M = S no lema anterior, obtemos o

1.5.3. Corolario
Ts®@p S~ ST =R como R-mddulos.

1.5.4. Lema
A aplicagao ¢ : S @r Ts — D, induzida por (s’ @ tr(s_)) = s'tr(s_), é

um monomorfismo de S-mddulos.

Demonstracao : Claramente ¢ é um homomorfismo de S-médulos. Para

mostrar que ¢ é injetor, usaremos o fato de que S é um R-mddulo projetivo

finitamente gerado. Neste caso existem s; € S e g; € Homp(S,R), 1 < j <
n

n, tais que Zgj(s)sj = s, para todo s € S. Logo, se
j=1

a= Z s @ tr((s;)_) estd no nicleo de 1 entao Z sitr((s;)-) = 0 e temos
i=1 i=1

o= Z s; @tr((si)-) = Z?; 2?21 gi(sh)s; @tr((s;)-)

=25 @3 gi(tr((s0)-) = 3295 @ g5 (3 sitr((s0)-)) = 0. -
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1.5.5. Lema
Seja M um D-mddulo a esquerda plano. Entao a aplicacdo
p:S®p MY — M, induzida por u(s @ m) = sm,

€ um isomorfismo de D-mddulos a esquerda.

Demonstracao : E imediato que i é um epimorfismo de D-médulos . Desde
que M é plano, decorre do Lema 1.5.4 que ¥ ®1 : (S®QrTs)@p M — D@p M
¢ um monomorfismo de S-moédulos. Logo, a injetividade de pu decorre do fato
de p poder ser visto como a composicao dos seguintes monomorfismos de
S-modulos:

S@p M~ S (Ts ©p M) ~ (S @ Ts) @p M 225 Dop M~ M
com os monomorfismos acima induzidos por

s@m = sQ(tr(c_)@m) — (s@tr(c_))@m +— str(c_)@m — str(c_)-m

= str-cm = str(c)sm, onde ¢ € S é tal que tr(c) = 1. O

1.5.6. Lema
Todo f € Z'(T,U(S)) define um S-automorfismo 0; : D — D tal que

Qf(ZWEF 87/7) = Zyer SWf(V)’Y'

Demonstracao : Claramente 6y ¢ um homomorfismo de S-moédulos e
07 ((s7)(sY)) = 05(s7v(s)y') = sv(s) (Y )y = sy() F (v (F (Y)Y

— (sF()(F()7) = 05(57)65(s'7"), para quaisquer s, € S e 7,9' € T.
Logo 6; ¢ um homomorfismo de S-algebras. Além disso, para todo sy € D
temos O (sf(v)~') = sf(7) "' f(7)y = s7, ou seja, O é sobrejetor. Como D

¢ um R-médulo finitamente gerado, pois S o é, entao 6y é um isomorfismo
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([27], 1.2.4). O
1.5.7. Lema
A aplicagao 0 : ZY(T,U(S)) — Auts(D), dada por 0(f) = 0f, € um

monomorfismo de grupos.

Demonstragao : Para quaisquer f,g € Z'(I',U(S)) e para todo sy € D

Org(s7) = s(f9)(v)y = sf(Ng(y)y = sg(N)f ()7 = 05(s9(7)7) = 0,04(s7),
ou seja, 0(fg) = 0sy = 0,0, = 6(f)8(g), e portanto 6 é um homomorfismo

de grupos. Agora, se §(f) = 1, entao f(y)y = 04(y) = 7 e, em particular,

f(v) = f(y)y(1) =~(1) =1, para qualquer v € I'. Logo f =1, isto é,

6 é injetor. O

1.5.8. Lema
Para qualquer f € BYT,U(S)), O(f) é um automorfismo interno de D.

Demonstragao : Seja f € BT, U(S)). Entao, existe u € U(S) tal que
f(7) = u'y(u) para todo v € T'. Logo,

Or(svy) = sf(v)y = suty(u)y = u*(sy)u, para todo sy € D. O

Para cada f € Z'(I',U(S)) denotamos por Sy o D-médulo & esquerda S

dado pela acdo sy -x = 0¢(sy) - x = sf(y)y -z = sf(vy)y(x), para quaisquer
rxeSpesyeD.

1.5.9. Lema

Sy € um D-mddulo a esquerda projetivo finitamente gerado.
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Demonstragao : Pelo Lema 1.5.2 existem s’ € Sy e t; = tr((s;)-) € Ts,

1 < 5 < n, tais que th(s;) =1. Paracada 1 < j <mnsejat;:Sf— D
j=1
a aplicacao dada por t;. : s — st;. Claramente, t; ¢ um homomorfismo

de R-moédulos. Além disso, observemos que t}(s'y - s)(z) = (s'y - s)t;(z) =
s'y-(stj(z)) = (s'y-stj)(z), para todo = € Sy. Portanto t)(s'y-s) = s'y-st; =

s'y-t(s), para quaisquer s € Sy e s'y € D. Logo t; € Homp(Sy, D) e temos

s=1s= th(s;-)s = Zstj(s;) = Zt;(s) -5, para todo s € Sy, o que
j=1 j=1

Jj=1
demonstra a afirmacao do lema. O

O corolario a seguir é uma conseqiiéncia imediata dos Lemas 1.5.5 e 1.5.9.

1.5.10. Corolario

S ®gr S}: ~ Sy, como D-mddulos a esquerda.

Demonstracao do Teorema 1.5.1: A demonstracao deste teorema sera

feita em seis etapas.

Etapa 1: a definicao de

Observemos que S}: é um R-modulo projetivo de posto constante 1. De fato,
note que Sy = S como R-médulos e S é R-mddulo fiel e projetivo finitamente
gerado. A afirmacao agora decorre, via localizagao, do Corolario 1.5.10 e do
([27] Lemme 1.6.2). Isto permite definir uma aplicagao n : Z*(I',U(S)) —
Pic(R) dada por n(f) = S_}: Mostremos inicialmente que 7 é um homo-
morfismo de grupos. De fato, dados f,g € Z'(I',U(S)) temos a seguinte

seqiiéncia de S-isomorfismos
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S®r(S;®rSy) = (S®RS})®s (SQRS;) ~ Sf®sS, & Spy ~ S@r S},

cuja composicao é um D-isomorfismo. Logo,
Ts ®p (S ®r (S} ®r S;)) = Ts @p (S @r Sy,) de onde segue que
(Ts @p S) @r (S} ®r Sy) =~ (Ts @p S) ®r S}, e portanto
Sy ®r S) ® R®g (S} ®r Sy) = R®g Sy, = S}, ou seja,
n(fg) = St = SE@g ST = SE ST = n(f)nlg).

Agora, mostremos que B'(T,U(S)) estd contido no nicleo N(n) de .
De fato, se f € BY(T',U(S)) entdao f(v) = u~'y(u), para algum u € U(S)
e para qualquer v € I'. Logo, para todo r € R temos, em Sy, y.u™'r =
F)y(w)™r = uty(u)y(u)~tr = ulr, para qualquer v € T', ou seja u~'r €
S§. Isto define um R-homomorfismo, claramente injetor, ¢ : R — S}, dado
por ¢ : r +— u tr. Além disso, ¢ é um isomorfismo, pois se s € S}: entao
s=r~v-5= f(7)y(s) = utvy(us), e portanto y(us) = us, para todo v € T
Logo, us € S¥' = R e 1(us) = u~'(us) = s, ou seja, ¢ é sobrejetor. Assim,
n(f) = S_; = R e f € N(n). Conseqiientemente 7 induz um homomorfismo
de grupos n; : HY(T',U(S)) — Pic(R) dado por n;(f) = S_JI:

Etapa 2: a exatidao em H'(T',U(S5))

Seja f € ZY(T,U(S)) tal que ST = R. Entdo S} ~ R como R-médulos e
temos a seguinte composicao w de D-isomorfismos S =~ S®@r R~ S®p S}: R
Sy, dadaporporw : s = s®1 — sQw — sw = ws, para algum w € S}; C Sy
Como w é um isomorfismo, w € U(S). Além disso, dado v € D temos

v (ws) =v-w(s) = 0p(v) - w(s) = w(l(v)-s) = w@(v)-s), para todo
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Ly - w. Em particular, ji

s € S. Logo, v-w = wh(v), ou seja, Op(v) = w™
que w € St Or(y) = wty - w = wtw = 1, para qualquer v € I'. Por outro
lado, 0;(v) = wlyw = w™ f(y)y(w). Assim, f(7) = wy(w™!) para todo

v €T, o que mostra que f € BY(T',U(S)). Ou seja, [f] =1 em H'(T,U(S9)).

Etapa 3: a defini¢ao de 75
Seja P € Pic(R). Entdio y®1: S ®g P — (S ®g P) é um S-isomorfismo,
para todo v € T'. E suficiente mostrar que v ® 1 é um S-homomorfismo. De

fato, y@1(s(s' ®z)) = 7@ 1(ss' @) =y(ss) @z =y(s)y(s) @z =5 (Y®

1(s' ® x)), para quaisquer s,s' € S e x € E. Portanto v- S ®@zr P =S ®r P,
para qualquer v € T, ou seja, S ®p P € Pic(S)'. Isto permite definir uma
aplicacdo 7y : Pic(R) — Pic(S)' dada por ny : P+ S ®@p P. Claramente 7,

¢ um homomorfismo de grupos.

Etapa 4: a exatidao em Pic(R)

Seja f € ZHT,U(S)). Entao nony ([f]) = 772(5_?) = WRS}; e S®r Sy~ Sy
como D-médulos e, em particular, como S-médulos. Mas Sy ~ S como S-
moédulos e entao 7;1m; = 1. Ou seja, a imagem de 77 esta contida no ntcleo
de ns.

Consideremos agora um elemento P do niicleo de 7,. Entdo existe um
isomorfismo de S-médulo ¢ : S®gr P — S. Observemos que S ®pg P tem uma
estrutura de D-modulo a esquerda, com D agindo na primeira componente.
Seja @ : D — D a aplicagdao dada por 0(v) - s = ¢(v - ¢~1(s)), para todo
veD e seS. E ficil verificar que # é um homomorfismo de R-algebras

e de S-médulos. Logo 0(s) = sf(1) = s e 6 é univocamente determinado
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por sua acgao nos elementos v € I'. Seja f : I' — S a aplicacao dada
por f() = 6() - 1, para qualquer 7 € . Como 0(7) = o(y - &~ ()) ¢
claramente um isomorfismo e 6(y) - s = ¢(y - ¢7(s)) = ¢<7(s¢_1(1))> =
¢(7(8)7(¢‘1(1))> =7(s)p(v- ¢~ (1)) =(s)0(7) - 1 = 4(5)f (7). para todo
s € S, entao f(y) € WS) e O(y) = f(7)y, para qualquer v € T. Além
disso, de f(v7')7y" = 0(v7') = 0(MO() = fF (V) F(¥) = F()y (F ()
decorre que f(vY) = f(v)7(f(7)), para quaisquer 7,7 € I, ou seja, f €
Z1 (F,U(S)). Para a conclusao da demonstracao desta etapa basta exibir
um R-isomorfismo de P em S}:, isto é, mostrar que P esta na imagem de 7);.
Para tanto, observemos que ¢! ¢ um S-isomorfismo de S em S ®z P e que
¢(v-071(2)) =6(y) = f(7)7, para todo v € T'. Logo, para quaisquer s € Sy
e sy € D temos 671"y - 5) = 675 F(3)y - 5) = 67 Loy - 671(s))) =
s'v¢~(s). Entao, ¢~ : S; — S ®g P é um isomorfismo de D-mddulos a
esquerda e

Sy = Ts®p Sy %TS@@D (S®rP)~ (Ts®@p S)@p P~ R@r P~ P

¢ um isomorfismo de R-modulos.

Etapa 5: a defini¢ao de 73

Seja P € Pic(S)'. Entao v-P = P, para cada v € I'. Conseqiientemente,
existe um R-isomorfismo ¢, : P — P tal que ¢, (sx) = s-9,(x) = v(s)1,(x),
para quaisquer s € S e x € P. Logo www;lwy_ 1. P — P é um isomorfismo
de R-médulos e wwzg/g,l@/};l(sx) = S@/M/z/)v_,lv,b;l(a:), para quaisquer s € S
e r € P. Portanto, ww/w;,lz/};l € Endg(P). Por outro lado, ja que P é um
S-médulo projetivo de posto constante 1, é facil verificar, via localizagao, que

a aplicagao ¢ : S — Endg(P), dada por s :— (15 :  +— sz), para todo s € S
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e z € P, é um isomorfismo de S-médulos. Conseqiientemente, 1/177/1#;,11/1; Le
a multiplicacdo por um elemento f(v,7’) € U(S), para quaisquer v, € I
Desta forma, para cada S-médulo P tal que P € Pic(S)" existe uma funcao
[T xT' = U(S). Além disso, da igualdade ),y = (441, Obtemos que
feZ2,u(s)).

Seja 3 : Pic(S)t — H?*(T,U(S)) a correspondéncia P + [f]. Mostremos
que 73 estd bem definida. Para isso, seja { A\, |y € I'} uma outra escolha
de R-isomorfismos de P em P tais que \,(sx) = v(s)\,(z), para quaisquer
s € Sex € P. Pelo mesmo argumento utilizado acima, determinamos
uma nova fun¢do g : ' @ I' — U(S) tal que g(v,7) = >"Y’Y’)‘71)‘ L para
quaisquer y,7" € T'. Também como acima g € Z*(I',U(S)). Como A,ep;" é
um S-isomorfismo de P em P, entao A7 1'¢ também a multiplicacao por

um elemento A(y) € U(S). Temos:

FA) g = ( DA ALATY)
= (VAT DA (Y AT AT A AN

h(Y) T A ) T IA A A
WA ) (A ALIATT)
T ATATH AT

= (V(R(Y)(y) T ().

Entao, [f] = [g] € H*(T,U(S)) e 13 estd bem definida.

Resta mostrar que 73 ¢ um homomorfismo de grupos. Sejam
P, P, € Pic(S)' tais que n3(P) = [f] e n3(P,) = [g]. Para cada v € T,

sejam ¢y : P — Py e, : P, — P, os R-isomorfismos que definem f e g
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respectivamente. Logo 1, ® 0., : P, ®s P» — P; ®g P, ¢ um R-isomorfismo
que define um novo elemento h € Z'(T',U(S)). Portanto, para quaisquer

7,7 €T temos

h(v,7") = (thyy @ O1) (g @ 07’)71@/}7 ® 07)71
= Yy 9 ® 00010

= f(,)g(v. ).

Conseqiientemente, n3(P; ®s P2) = [f]lg] = n3(P1)ns(P,) e n3 é um homo-

morfismo.

Etapa 6: a exatidao em Pic(S)"

Observemos que se P € 1, (Pic(R)), isto é, se P = S ®p F, para algum
E € Pic(R), entdao P ~ . P via o R-isomorfismo v, = y®1, para todo y € T".
Além disso, ¥, 1hs = 1., Entdo, n3(P) = [f], com f(v,7') = @bw/ﬂ);,l@/};l =
1, para quaisquer v,y € I'. Ou seja, P estd no nicleo de 5. Reciprocamente,
se P esta no nticleo de 73 entao, para cada v € I, existem um R-isomorfismo
Y, © P — P e um elemento h(y) € U(S) tais que ¢, (sx) = v(s)¢,(2),
para quaisquer s € S, x € P e ¢y 0t = h(yy)(h(y)y(h(+')) 7", para
quaisquer v,7" € I'. Conseqiientemente, a agao v - = h(y) ¢, (), para
todo x € P e todo v € I', define sobre P uma estrutura de D-mdédulo a

esquerda. De fato, para quaisquer 7,7 € I' e x € P, temos
v (0 w) =y (R )y (2) = h(v) " by (R(Y )y ()

_ -1 _
= h() () sy (@) = h(yY) My (2) = (77) - .
Mas P e S sao, respectivamente, S-moédulo e D-moédulo a esquerda projetivos

finitamente gerados, entao P é também um D-moddulo a esquerda projetivo
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finitamente gerado e, pelo Lema 1.5.5, P ~ S ®z P'. Como P ¢ S-mdédulo
projetivo de posto constante 1, pode-se ver facilmente, via localizagao, que
P e S téem o mesmo posto como R-moédulos projetivos. Portanto, ainda via
localizacao e pelo Lemme 1.6.1 de [27], obtemos que PT € Pic(R), ou seja,

P = 1y(PT). Com isto concluimos a demonstracao do teorema. O
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Capitulo 2: O Resultado
Principal

Neste capitulo R continua denotando um anel comutativo com unidade.
Seja p € Z primo impar e regular em R. Em todo este capitulo, denotamos
RIX]

(©,(X))
capitulo € é uma raiz primitiva p-ésima da unidade em S = Rle|. Como antes,

por S o anel S = ee =X+ (P,(X)). Pelo que vimos no primeiro
denotamos por Pic(S) o grupo de Picard, das classes P de isomorfismos dos
S-médulos projetivos P de posto constante 1, e por Pic,(S) o subgrupo de

p-torsao.

Na primeira sec¢ao definimos uma agao de I' = {; | 15 : e — &', 1 <
i < p—1}, que é um subgrupo de R-automorfismos de S, sobre a seqiiéncia
exata de L. Childs e mostramos que a seqiiéncia formada pelos subgrupos
estaveis por I' também é exata.

Nas seccoes seguintes vamos estender os resultados de C. Greither e R.
Miranda [17], dando uma caracterizacdo para os grupos T,(R), H,(R) e

PrimPic,(R|G]), onde G denota o grupo ciclico de ordem p.
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2.1 A T'-linearidade

Em [9], L. Childs mostrou que a seqiiéncia de grupos abaixo é exata:

1 — G,(S) -1 T,(S) = PrimPic,(S[G]) — 1
onde G,(S) = _We(S) com A = e — 1 e, para quaisquer [A] € T,(S) e

(i)

aeGyS), w(lAia) =7 e j@) = [

(f(X))
com z = X + (f(X)) e f € S[X] ménico dado pela equacio (AX +1)" —a =
N f(X) (Corolério 1.2.5).

jo(x) =ex + 1}

Consideremos agora o subgrupo de Autg(S), I' = {id = v1,72, ..., Yp—1}
com v; : € — &', para todo 1 < i < p— 1. Como vimos no Capitulo
anterior, I' é ciclico. Para definir uma acao de I' sobre a seqiiéncia de L.
Childs, precisamos do seguinte médulo:  dados A um S-médulo e v € T,
definimos o S-médulo , A tal que ;A = A como grupo aditivo e S age sobre
JA via s - a = y(s)a, para quaisquer s € S e « € A. Entao a acao de
I' sobre a seqiiéncia de L. Childs é dada pela acao natural sobre os grupos
T,(S) e PrimPic,(S[G]) e pela *-acao sobre G,(S): para cada v; € I' com

1<i<p-—1,

vi*a@=~;'(a’), para qualquer @€ G,(9);

7i([4;0]) = [1,A; 0], para qualquer [A;0] € T,(S); e

vi- P =P, para qualquer P € PrimPic,(S[G]).

Observemos que estas acoes estendem as *-acoes de C. Greither e R.

Miranda [17]. Claramente, precisamos verificar esta afirmagao somente so-
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bre PrimPic,(S[G]). Entao, vamos supor que p € U(S), e portanto, para
qualquer classe [A;0] € T,(S), temos A ~ S®P G ... P PP onde
P=Py={a€A| o(a)=ca} ([3] e [14]). Sejam v, €l e

A =n([A;0]) € PrimPic,(S[G]) = 7(T,(5)). Logo,

V¥A= , (SOP®..ea PP V= S@o P3.. &, PPV c Pic(S[G)).
Agora, trabalhando em Pic,(S) como C. Greither e R. Miranda, traba-

lhamos com P4 em vez de A, e o(a) = € - @ somente para os elementos de

%P®i. De fato, sejam 1 <i<p—1 e a=)," 24 ®...Qzy € %.P®i

com zj, € P={a€ A | o(a) =ea} para quaisquer 1 < j <i e

1<k<m. Entdo,o(a) =3, co®...Qczp = > 1 & (216 ®. .. Qzy)

= 5i<2?:1 T @ ... ® xzk> =vy(e)a=¢-a. E facil ver que, para k # i

e fe %P®k, o(B) =e¥B3 # - 5. Conseqiientemente,

Yix A= P4 =.P® =% Py, o quemostra a afirmagao.

A verificagdo de que o homomorfismo 7 comuta com a acao de I' sobre
os grupos T,(S) e PrimPic,(S[G]) é imediata a partir das defini¢des dadas.

Para a verificacao de que o homomorfismo j também comuta com a acao
de I' sobre os grupos G,(S) e T,(5), necessitamos de algumas consideragoes
preliminares.

Observemos que cada v € I" se estende de modo natural a um R-automor-
fismo de S[X] via v(>, siX*) = Z%Sk)Xk- Observemos também que a

cada polinomio h(X) =Y, sy X" em S[X] corresponde o polinémio

(X) = Ty (s) - X* em o (SIX]). Assim, - (55 ) = 25ty = (ST

onde z = X + (f(X)) e além disso, a aplicagao -(S[X]) — S[Z] dado por
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Z Sk Xk) — Z sxZ", induz um isomorfismo de S-dlgebras
k k

(SIX)  s|z]
LAY 2

Agora, via ¢ estendemos a agao de o sobre S[z], isto é,

o(2) = p(0(p7(2)) = plo(@) = ¢y () -+ 1) =77 ()2 + 1,

Assim, para cada v; € T,

¢ 5(Slz)) = = S[z] onde z = Z + (v"1(/(2))).

y(i(@) = %<[<?([§]>>,0(9€) =¢ezr + 1}) = [% <<]€([))§])>>,a(x) =cx+ 1]
R =054 = [t =05 ]

— S[Z] . NN 4 —
- [m_l(f(zm,a(z) =cz+ 1] em T,(S), com it = 1(modp).

Por outro lado, seja w = (0(z) — 2) € S[z]. Entao, w = (' — 1)z +1 =
7% '(A\)z + 1. Logo, o(w) = (¢t — No(z) +1 = (e = )(w+2) +1 =
(e"—1Dz+1+("—Dw=w+("—1Nw=cw e owP)=(e"Pw? = wP, ou
seja, b =wP € S. Além disso, w € U(S[z]). De fato, suponhamos que exista
M € Maz(S[z]) tal que w = (0(2) —z) € M. Conseqiientemente, (o(s)—s) €
M, para cada s € S[z], o que contradiz o fato de que S|z] é extensao galoisiana
de R (Teorema 1.1.1). Mas v, *(\) = (¢! = 1) = A& +... + e+ 1) € \S,
isto é, w =, '(\)z + 1 € Ux(S[z]) e portanto b = wP € Uy (S).

Afirmamos que b = v; *(a). De fato, (AX +1)? —a = \f(X) em S[X],
significa que (17 (0)X +1)” = 77} (a) = 17 (A, F(X) em o, (S[X]). Con-
seqilentemente (v, (M) Z 4+ 1)" —~; " (a) = v, " (AP (f(2)), isto &, ((e' —
1)Z+1)" =77 a) = 17 (P2 (f(2)) em S[Z). Agora, de 77 (f(2)) = 0
em S[z], temos ((e! — 1)z +1)" —~;"(a) = 0, ou seja, b = w? = v, ' (a).
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Finalmente, seja v = w'. Entdo, v* = (w')? = (wP)’ = b = v;*(a’)
e o) = ow) = (w) = e'w’ = ev. Comow =1+ (¢ —1)z e
(=1 = A"+ ... 4e+1), w=14+ A"+ ... +e+1)2. Logo,
v = w' = 1+ \y para certo y € S[z]. Assim, € + ey = ev = o(v) =
o(l+Xy) =14+ Xo(y),isto é, e —1+ehy = Ao(y), ou A(1+ecy) = Ao(y).
Mas A é regular e portanto o(y) = ey + 1. Segue da igualdade v? = ~; ' (a?)
que (14 Ay)? —v; *(a’) = 0. Conseqiientemente, existe um polindmio ménico
g(Y) € S[Y] satisfazendo (AY + 1) —~; ! (a’) = Ag(Y'), com g(y) = 0. Pelo
Teorema 1.3.5, S[z] = S[y]. J& que y é raiz de g(Y'), segue do teorema do

homomorfismo e da comparacao dos postos que existe um isomorfismo de
S[Y]

{g(Y))
de Galois, pois ¢ (o(y)) = ¢(ey+1) =eY +1=0(Y) = o(¢(y)). Portanto,

S-dlgebras S[y] v, . Além disso, 1 é um isomorfismo de extensoes

[%;a(z) =tz + 1} = [%;a(g/) =ey+ 1], onde g € S[Y] é o
polindémio ménico dado pela equacio (AY + 1)? — ;1 (a’) = APg(Y) e
[%; o(y) =ey+ 1} = j(’y{l(ai)> = j(v; xa). Com isto, mostramos que

7i(j(@) = j(vi *a).

Finalizamos esta seccao, mostrando que a sequiéncia formada pelos grupos
estaveis pela acao de I' sobre a seqiiéncia exata de de L. Childs também é

exata.
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2.1.1. Teorema

Sejam p € Z primo, S = = Rle] com =X+ (D,(X)) e

D ={v | v:e—e1<1i<p—1} subgrupo de Autr(S). Entdo, a

sequéncia r

1 — Gy(9)T - T ()T = <PrimPicp(S[G])> 1
¢ exata, onde j(a) = [<?([§]>>,a(x) =cx + 1} comz =X+ (f(X)) e

f € S[X] ménico dado pela equagio (AX +1)" —a = If(X) e
7([A;0]) = A, para quaisquer [A] € T,(S) e @€ G,(9).

Demonstracao : Claramente a seqiiéncia é exata a esquerda, pois j é
a restricio & G,(S) T de um monomorfismo. Entdo, decorre do Lema da

Serpente ([42] Theorem 6.5) que a seqiiéncia abaixo é exata:

1 — Gy(S)T L T ()" (PrimPicp(S[G])>F 2,

0L HYD,G(S)) L HY(D, T(S)) == H (r, (Pm’sz’cp(S[G]))F>.
U (S9)
) a UA(S)P
Entao, <H1(F,Gp(5))> = {1} ([42] Theorem 10.26). Além disso, I' ~

Por outro lado Uy»(S) € UA(S), e portanto G,(S) ¢ de p-torsao.

W(Z/pZ) e, em particular, |T'|=p — 1. Logo, segue que

(p—1) -
(novamente por [42] Theorem 10.26) (Hl (T, Gp(S))) T {1}. Assim,
dado 6 € H'(T',G,(S)), T=6"= gg Y = 0, e portanto

HY (I, G,(S)) ={1}. O que conclui a demonstragao. O
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2.2 O isomorfismo T,(R) ~ T,(S)"

Para obter o isomorfismo desejado, vamos exibir, para cada A, extensao
galoisiana de S com grupo de Galois G, uma extensao galoisiana Ay de R
com mesmo grupo de Galois G, tal que [A] = [S ®g Ao] em T,(S). Fazemos
isto, aplicando técnicas da teoria de “descente” galoisiana, observando o fato
de que, em geral, S nao é uma extensao galoisiana de R pois, para p nao
invertivel em R, S = R[e] ndo é R-separdvel. Entao, usamos o conceito de
extensao I'-normal (ver secgao 1.3). Para o caso em que [A] € H,(S), isto é,
A possui S-base normal, Ay (que possui R-base normal) é obtida no préximo
lema. Para isso, consideremos novamente o subgrupo ciclico de Autg(S),

[ = {id =71,7%,.--,Yp-1} com 7; : € — &', para todo 1 <i <p—1.

2.2.1. Lema

Sejam p € Z primo impar, G = (o) grupo de ordem p e A uma extensao
['-normal de S com grupo de Galois G que possui S-base normal, isto é€,
[A] € H,(S) tal que v se estende a7 € Autp(A) com ordem p—1 satisfazendo
0% =F0, onde T = (7). Sejam T = (3) e Ay = AL. Entdo, [Ao] € H,(R)
e [A] =[S ®r Ag].

Demonstragao : Como 4 comuta com ¢ temos o(Ay) C Ay e portanto G
age naturalmente (via restrigao) sobre Ay. Assim, a a¢ao de G sobre S®g Ay

é dada via 1 ® G. Entao, como 05 =40 e 7 |s= 7, segue que

r ~
(S®r AT = S@RAS = S®n (AG) — S@RrST=S@RrS" =S@RrR=S.
Mas, [A] € H,(S), isto é, A possui S-base normal. Seja {a; = o%() |

0 <i <p— 1} uma S-base normal de A. Pelo Corolario 1.3.2,
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p—1

a= Zocia_i € WAIG]) e o(a)=ao.

i=0
p—1 p—1
Por outro lado, 7 age sobre A[G] via (Y a;0™") =Y F(a;)o™"
- - =0 i=0
Seja 3 = H’yk(a_l) = Zﬁm_i € U(A[G]). Entao,
k=1 i=0

B =3(8) = A Bio™') = X0 (B)o " e portanto, §; = F(0;), para
todo 1 <¢<p—1. Logo, [ € U(Ap[G]). Além disso,

o(B) = g(ﬁ ’?k(ofl)> _ p:1 A (U(ofl)>
- p:1 P (a o™ = p:1 Ala Y3k e ) =3- p:l (o) = Ble™ P! = Bo.

Novamente pelo coroldrio 1.3.2, {3 = o%(8)}’=y € Ao é S-base normal de
A. Claramente {£;}’~) é também uma R-base de A,.

Consideremos agora o homomorfismo de S-algebras S @z Ay —— A dado

p—1 p—1
por u( Z S8 ® bi> = Z s;b;. Entao pu comuta com a acao de GG. De fato,
i=0 i=0
p—1 p—1 p—1 p—1
o $; @b; = sio(b;) =0 ( sibi> = (U,LL $; ® bl)
=0 =0 1=0 =0

Ja que a imagem da S-base {1 ® ﬁi}fz_ol de S®r Ay é {@}f;ol, que é uma
S-base de A, obtemos que p é um isomorfismo de S-algebras. Segue que
S ®r Ay também é uma extensao galoisiana de S com grupo de Galois G.
De fato, sejam z;,y; € A (1 < i < m) coordenadas de Galois da extensao

A. Claramente, u ' (x;), ' (y;) € S ®r Ao (1 < i < m), sdo coordenadas
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de Galois da extensao S ®p Ag. Logo, em T,(S), [A] =[S ®@r Ayl
Agora, S é uma R-dlgebra fielmente plana ([4], pg.46), pois S = Rle| é
livre. Entao, segue do Lema 1.1.8 que Ay é extensao galoisiana de R com

grupo de Galois G. O

No préoximo lema, mostramos que, para cada extensao galoisiana A de R
com grupo de Galois G, ao “subir” do anel A para o anel S® g A com S = R|e],
preservamos as operagoes dos grupos T(G; R) e T(G;S). Observemos que

nao precisamos da hipétese |G |= p prima.

2.2.2. Lema

Sejam R C S, com S uma R-dlgebra comutativa e G um grupo abeliano
finito. Sejam [A] =[S ®r Ag] e [B] =[S®g By em T(G;S), com
[Aol, [Bo] € T(G; R). Entao, [A]* [B] =[S ®r (A ®r By)*“] € T(G; S).

Demonstracao : Da hipdtese, existem isomorfismos de extensoes de Galois
Aé S®rAy e B e S ®g By satisfazendo fo = (1®o)fego=(1®o0)g
para qualquer o € GG. Portanto A ®g B % (S ®pr Ag) ®s (S ®r By) com
fRgleem)=(1®0)f®(1®T)g para quaisquer 0,7 € G.

Como Aj e By sao extensoes galoisianas de R com grupo de Galois G
entao Ay ®g By é uma extensao galoisiana de R com grupo de Galois GRG =
{o@7 | o7 € G} e S®rA)®g By é extensao galoisiana de S (Lema
1.1.6), com grupo de Galois GRG ~ 1®G®G (G ® G age sobre Ay ®@g By
via 0 ® T e sobre S ®@r Ay ®r By via 1 ® 0 ® 7, para quaisquer 0,7 € G).

Assim, definimos
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v A®Rs B — S®rAg®@gr By por Y(a®b) = Zsl(a ti(b;g) @ a; @b,
irj
n(a;f) m

onde f(a) = > si(a; f) @ a; e g(b) =

i=1

~
<

i9)
tj(b;g) ®b;.  Como f e g estao

M

si(a; f), m(b) = m(b; g) e t;(b) =

tj(b;g), para quaisquer 1 < i < n(a) e 1 < j < m(b). Além disso, para

<.
|| i

fixos, escrevemos n(a) = n(a; f), s;(a)

qualquer 0 € G, fo=(1®0)f ego=(1®0)g. Entao, dado o € G,

n(a) n(a(a))

Y sila) ® o) = 1@ 0)f(0) = fol@) = Y sifo(@) @olo)
m(b) m(r(v))

> i) @) = (1@7)g(b) = gr(b) = ti(r(b)) @ 7(b);

Logo, ¥(c @ 7) = (1® 0 ® 7)Y, para quaisquer 0,7 € G. De fato, dados
(a®b) e A®s B e o,7€QG,

¢<(a®7)(a®b)>:@/}< ) Zsl< )( ))@a()®7(b)j

1<i<n(o(a))
1<]<m( (b))

m<T(b

_ (n(f(a)) 55 <a(a)) ® oa ) ( 3 t]< ) ®1®r(b); )

=1

J

n(a m(b)
<Z ®aa,®1)< () @17 )>

=1 7=1

= Z si(a)tj(b) ®o(a;) ® T(bj) =(1®ca71)Y(a®Db).
1<i<n(a)

1<5<m(b)

Conseqlientemente,
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(A®s B)'C & (S @p Ay @5 Bo)'¥¢ = § @ (Ag @5 By)'©

Pelo Teorema Fundamental da Teoria de Galois, (Ag ®r B0)5G é extensao

%G, ou seja, em T'(G; S),
[A] % [B] = [S @ (A ®r By)*“]. O

galoisiana de R com grupo de Galois G ~

Podemos agora mostrar o isomorfismo desejado

2.2.3. Teorema
R[X]

(Dp(X))
P={y|vi:e—e,1<i<p—1} subgrupo de Autr(S) e

Sejam p € Z primo, S = = Rle] onde =X+ (D,(X)),

®,(X) o p-ésimo polinomio ciclotomico em R[X]. Entao,

p: TH(R) — TP(S)F
[A;0] — [S®r A;1Q 0]

¢ um isomorfismo de grupos.
Demonstracao : A acao de I' sobre S ®r A é via primeira coordenada.
Logo, para cada v € I, vp[A;0] = 7[S®@ 41 ®0] = [[S® A4 1®0] =
[S® A;1® o] = ¢[A;0], isto é, p[A;0] € T,(S)'. Consideremos agora
[A1;01] = [Ag; 09] em T, (R), e seja f : A — A, isomorfismo de R-algebras
tal que fo; = oof. Conseqiientemente, 1 ® f: S ®r A1 — S ®r Ay é um
isomorfismo de extensoes de Galois. Logo, ¢ esta bem definida, e segue do
Lema anterior que ¢ é um homomorfismo de grupos. Mostremos que ¢ é
bijetor.
Seja [A; 0] € Ker(p), istoé, [S®rA;1®0|=[5P;7] onde
T(S1,. .., 5p) = (Sps 1, ..., 8p—1). Logo, existe § : S@g A — S? isomorfismo

de S-dlgebras tal que f(1 ® o) = 7.
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Para cada 6 € T, definimos 05 = 8537 10~!. Claramente 05 € Autr(SP).
Observemos que I' age sobre S? via ¢ - (s1,...,5,) = (6(s1),...,0(sp)). Logo,
para quaisquer s € S e z € SP,

B5(52) = B03 16~ (s2) = 30515~ (s)~(2)) = ﬂd(&‘l(s)ﬁ_lé‘l(z)) —505(2),
isto é, 05 € Autg(SP).  Por outro lado, a agao de I' sobre Autg(SP) é via
conjugagao: d(p) = dpd~!, para quaisquer 6 € I' e p € Autg(SP). Assim,
05,5, = 80102710510, = (86167107 1)01(B2671051)d7 " = 05,01(05,)

= 0(61)6; (9(52)), para quaisquer ;1,05 € I' =<~ >. Portanto, a aplicagao
0 : ' — Autg(SP), dada por 6(J) = 65 é um 1-cociclo.

Por outro lado, a acao de I' comuta com a acao de 7. De fato:
OT(S15-+58p) = 0(Sp, S1,y -y Sp—1) = (0(5p),0(81), ..., 0(sp—1))
=7(6(s1),...,0(8p)) =T6(s1,...,5p), para qualquer (sq,...,s,) € SP.

Além disso, para cada d € ', 057 = 8557101t = 363~ 1ro~!
— B(r15)" 5 = 36 <6(1 ® 0‘1))_ 51 = Bo(1® 0)B 16!
=1 ®ac)dB 16 =7366"16"1 = 705, ou seja,
05 € A = {w € Autg(S?) | wr = Tw}.
Observemos que A C U(S < 7 >). De fato, por ([6], Theorem 3.1),

para cada w € A, existem e;,, € S?, 0 < ¢ < p — 1 idempotentes or-

. . -1 ) 7
togonais com soma 1, tais que w = Y ' e ,7. Ji que wr = Tw,
—1 ; —1 ; ~ o
segue que Y 0 e, = S0 0 7(e4)T . Entdo, €, = 7(e4), isto é,

eiw € (SP)™ = S, para todo 0 <4 < p — 1. Assim, mostramos que

p—1
A={w= Z eiwT | {eiwy—y € uma famdlia de idempotentes de S dois a
i=0

dois ortogonais e com soma 1}.  Como S e (T) sdo comutativos, segue
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que A é comutativo. Além disso, A é I'-moédulo via a conjugacao.

J& vimos que § : I' — A, § + 65 é 1-cociclo. Logo 0 € HY(I',A), e
portanto g7 = 1, onde 1 : I' — A associa a cada § € I' a identidade
idsr ([42], Theorem 10.26). Por outro lado, para qualquer 05 € A, 05 =

pP—

1 -1 : : : :
Yo eisr onde {e; s}y ¢ uma familia de idempotentes de S dois a dois

ortogonais com soma 1, para todo 0 <: < p — 1. Entao,

(Z@ 0 € aT) =Y eist" = ( " ei,g)idsp =1-idsr = idss,
ou ainda, para cada § € T', 07(9) = 0y = ids». Logo, 8" = 1 e portanto,
T=3"=0""'9=4. Conseqiientemente, # = T em H'(I', A), ou seja, 6 ¢
um 1-cobordo. Logo existe w € A tal que 0(§) = §(w) - w™!, para qualquer
§ € I'. Entao, 0(6) = 3618710 =§(w)w! =dwd ' -w™! =wlows™?, e
portanto obtemos que 35371 = w™ldw, ou seja, (wB)d = §(wf), para cada
0 € I'. Assim, o isomorfismo w( : S ®p A P gp ™, 8 nos mostra que

AL RopA=S"0rA=(SorA) % (S = RP,
isto é, A 1’3*6 RP. Além disso, w3 -1 ® o = wrf = Twf, e portanto

[A] = [RP] = eq(R). Conseqiientemente, ¢ é injetor.

Para mostrar a sobrejetividade de ¢ é suficiente verificar que
[A;0]P=Y € p(T,(R)), pois h : T,(S)" — T,(S)" dado por
h([A;0]) = [4;0]PY = [A;0]7! é um isomorfismo de grupos. Observemos

que
h([A;0]) = [A; 0] D H% ([A;0]), pois [4;0] € T,(S)".

Seja B =[]\, 7,([ ;o)) = [1°=[,,4; 0]. Entao,
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B = [(®f:11 %.A)N' oc®1®...®1], onde N é o niicleo da multiplicacao

m: HpZ ﬁ definida por m(zy,...,Z-1) = Hl L %ioe Hl h ﬁ age

sobre <®f;11 A) coordenada a coordenada. Para simplificar a notagao, também
denotamos por B a S-algebra <®Z 1%A>N.

Agora, para cada 3; € I', 1 < i < p — 1, definimos §; : B — B do
seguinte modo: J; |s= i e Y;(b) = ®§;iaij(modp), para todo elemento bésico
b= ®§;} a; € B. Assim, ; permuta as coordenadas de b: na j-ésima posicao
temos ajj(mod p) Substituindo a;. Claramente, dado r € R, temos que 3i(r) =
vi(r) = r, e entdo ; € Autr(B), para todo 1 <i < p — 1. Da defini¢ao de
B, segue que c ® 1 ®...® 1 age identicamente a 1 ®...®1®cR1®...Q1,
e conseqilentemente, o7y; = ;0, para todo 1 <7 <p— 1.

Além disso, T' = {§; | 1 < i < p—1} é um grupo ciclico de ordem
p—1 Sejam I' =< 5% > e By = BI. Mostremos que [By] € T(G;R)
e [B] = [S®gr By]. Seja M € Max(R). Entao, segue de ([1], Proposition
5.6) que Sy é uma extensao inteira de Ryr. Mas I' é um subgrupo finito de
Autpg, (Sn), € Sh; ~ Ry Assim, como Ry é local, Syt é um anel semi-local
(Lema 1.2.6).

Conseqiientemente, pelo teorema ([6], Theorem 4.2-c ), Byt tem Sy-base
normal. Consideremos o homomorfismo de S-dlgebras induzido pela multi-
plicaciio 1t : S ®p By — B. Pelo Lema 2.2.1, jia : Sat @y (BM)O . Byt
é um Ry-isomorfismo de dlgebras para qualquer M € Max(R). Por outro

lado, para todo M € Max(R),
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n
Bt & S @y, (BM> = S By <B0> =~ <S D BO> 8

Entao, pelo Principio Local-Global ([31], corol. iv.7 pg. 261)

p:S®gr By — B, induzido pela multiplicagao u(s ® b) = sb, para qual-
quer (s ® b) elemento bésico de S ® By, é um isomorfismo de R-algebras. Ja
que p é S-linear e que po = op, [B] = [S ®@gr By| em T,(S). Mas S é um
R-médulo fielmente plano e portanto [By] € T,(R) (Lema 1.1.8). Ou seja,

[B] = ¢([By]). Logo ¢ é um isomorfismo de grupos. O

2.3 O isomorfismo H,(R) ~ H,(S)"

Dados M um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M,

a norma em M relativa a H (ver [10]) : M — M ¢é definida por

USTRY;

N (M) = H h - m, para qualquer m € M. O préximo lema
heH

descreve M = {m € M | h-m = m, para qualquer h € H} em fungao de
1. Na verdade, fazemos uma restricao sobre a torsao de M, mas observamos
que a hipdtese assumida é claramente satisfeita pelos grupos com os quais

vamos trabalhar.

2.3.1. Lema
Sejam M um grupo abeliano e H um grupo finito agindo sobre M. Se M
¢ de torsao n =|H|+1, entio 7, ,, (M) = MH.

Demonstracao : Claramente, 7, ,, (M) C M*". Reciprocamente, dado

m € M", temos que 7, ,,(m) = ml = m"~! e portanto,
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(nH,M)2(m) = m(n—1)2 = m, desde m"™ = 1. Logo, m € s <M) -

Para mostrar que H,(R) ~ H,(S)", observemos que o monomorfismo
J: Gy(S) — T,(S) da seqiiéncia de L. Childs ¢é I'-linear (secgao 2.1). Mas
Jj =6, onde G,(5) < H,(S) é o isomorfismo dado no Teorema 1.4.1. Con-
seqiientemente, G,(S)" 6%| H,(S)'. Assim, vamos mostrar que os grupos
H,

* ~ . . .
»(R) e G,(S)T sdo isomorfos. Para isso, consideremos a norma em

Gp(S) relativa a I', n= Gp(S) — G,(S) dada por

Mr.pes) -
p—2 p—2

n(a) = H%- *xa = nyi’l(ai) para todo @ € G,(5), conhecida como a
i=0 i=0

norma de Stickelberger. Recordemos que I' = (y) com v =; e

1<t l<p-—1 tais quetl = 1(modp). E f4cil ver que, para cada @ € Gp(9),

O coroldrio a seguir é imediato:

2.3.2. Corolario
n(G(9)) = Gy(8)T

A partir deste corolario e do préximo lema, podemos construir o isomor-
fismo proposto nesta seccao.

Denotaremos por E,(S) o subgrupo ¢(H,(R)) de T,(S)", onde ¢ é o
isomorfismo dado pelo Teorema 2.2.3. Vamos mostrar que E,(S) é um grupo

isomorfo a n(G,(S)).
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2.3.3. Lema

Seja p um primo impar. Entao n(G,(S)) = E,(S)

Demonstracao : Observemos que H,(S) '~ Gp(S), onde 0 ¢ o isomorfismo
dado pelo Teorema 1.4.1. Assim, basta verificar que 67 (E,(S)) = n(G,(S)).

Seja [A] € E,(S5). Entao existe Ay € Hy(R) tal que [A] = [S®pAq]. Além
disso, se {a; = 0*(ap)}?Zy 6 uma R-base normal de Ay, entdo {I®a;}’-y §é
uma S-base normal de S ®g Ap e consequiientemente A possui S-base normal.
Assim, temos [A] € E,(S) N Hy(S) C T,(S)" N H,(S) = H,(S)". Por outro
lado, H,(S) = 0(G,(5)) = j(G,(S)) (Teorema 1.4.1) e, como j é I'-linear
(ver secgao 2.1), temos H,(S)" e G,(9)'T. Agora, segue do Coroldrio 2.3.2
que 7([A]) € Gy(S)T = 1(Gy(S)).

Reciprocamente, dado @ € U(GP(S)) = G,(9) ", seja A = ——— = Sa,

com f(X) € S[X] monico tal que (AX + 1)’ —a = INf(X) (Coroldrio
1.25) ex = X + (f(X)). A agao de G sobre A é dada por o(z) = ex + 1.
Como Mf(o(z)) = (Ao(z) + 1) —a = (Mez + 1) +1)" = (Aex + A +
P = Qex+e)P =e(Ax+1)P = (Ax+ 1)P —a = Nf(z) = 0, isto §é,
f(a(x)) = 0, obtemos que a acao estd bem definida. Seja z = 1+ A\z. Entao,
22 = (14 Xx)P = Nf(z) +a = a, isto é, 22 = a € Un(S) e portanto

61 ([A]) = a. Pelo Teorema 1.4.1, [A] € H,(S). Mostremos que [A] € E,(S).

p—2___
Como a € n(Gp(S)), existe d € Uyp(S) tal que n(d) = Hv—’f (dt’“> =a,
k=0

onde t satisfaz t/ = 1(mod p) com 1 < ¢,l < p—1. Conseqilientemente, existe

p—2 p—2
u € Uy (S) satisfazendo a = Hv‘k(d)tkup, ou seja, au P = Hv‘k(d)tk.
k=0 k=0
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p—2
Assim, substituindo a por au™?, podemos supor que a = H y_k(d)tk. Entao,
k=0

a)a™ = (1:[ V‘k(dyk) (1:[ 7"“(d)tk) _ erzte) ()
w(l_t(Pfl))

—d = 7<d1_t(p71)>. Ja que tP~Y = p(—r) + 1 para algum

1 — ¢=1)
r €2, temos ———— =r €Z. Sejac=d". Assim,
p

Y@t =y(d7) = (e") = (e, e portanto, y(a) = a'y(c)"
Definimos 4 : A — A satisfazendo ¥(s) = 7(s), para qualquer s € S
¢ 3(2) = (). De () = ()2 = A()al = (a) = F(=P), segue que
7 estd bem definido com respeito a z. Para obtermos a boa definicao de ¥
com respeito a x, precisamos primeiramente verificar que ¢ = d” € U, (5).
Mas d € Uy (S). Logo d € U(S) e existe dy € S tal que dr: 1 4+ APdy.
Conseqiientemente, d” € U(S) e c=d" = (1+ Ndy)" =1+ Z(;))\pkdlg

k=1

=1+ (Z(;))\(”Ll)dlg> € U, (S). Agora, observemos que ¢ = 1 4 Acy,
k=1

comcy €S e
1+ M) = 5(2) = () = (1 + A)(1 + A’
= (1+7()7(eo)) (L +28) = 1+ 7() (7(co) + (o) Ab) + b

t

t
onde b € A é dado por b = Z(k)/\(k_l)xk. Mas, pelo Lema 1.2.3, existe
k=1

s € S tal que A =y(\)s, isto é,

1+ 9(NF(@) = 14+ (3(eo) + 7(e) b+ sb)
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e obtemos que ¥(z) = y(co) + (o) Ab + sb, ou seja, F(x) = y(co)z" + sb. Isto
nos dé a boa definigdo de 4 com respeito a x. Mostremos que 7 € Autr(A) e
que 07 = Fo. Temos 7P~V (z) = Bz, com € Uy(S) ou, equivalentemente,
7P D(2)87" = 2. Logo,

Bt (1 + v(p_l)(/\)i(p_l)(x» = 3713 D(2) = 2 = 1 + Az, isto ¢,
Bt (1 + )\i(p_l)(:n)) =1+ Xz = 3743+ \3x), ou ainda,
1+ 2P V(z) = B4+ A\Bx. Seja By € S tal que B = 1 + A\3. Entdo,
L+ M2 () = (14+ M) + A3z = 1+ A\B + Br). Como A € RX,
FP=U(z) = By + Bz. Conseqgiientemente, z = B3P V(z) — 718, =
’y('y‘l(ﬂ_l)’y(p_z)(x) - ”y‘l(ﬁ_lﬁo)>, e portanto 7 é sobrejetor. Segue que
7 ¢é bijetor ([27], 1.2.4). Claramente, ¥ é R-linear, e entao 5 € Autr(A).

.
Finalmente, 2 '4® D (z) =zt "-1. H’Y*k(C) IS L)
— Rt *’c)( )L gr(ChZS TR g0 — 1,
e portanto 7P~V (z) = 2. Agora,
1+ =2z=7P"V(z) =3P V(1 4 \2)
=1+~ DN)FED(2) = 14+ NP D(z),

e entdo x = 7P~V (z), ou seja, 7 tem ordem p — 1. Pelo Lema 2.2.1, segue

que [A] € E,(S5). 0

Do Corolario 2.3.2 e Lema 2.3.3 temos o

2.3.4. Teorema

Sejam p € Z primo, S = ——~ = R[e] onde @,(X) ¢ o p-ésimo
(@p(X)) '

polinémio ciclotomico em R[X], ¢ = X + (®,(X)) € uma raiz primitiva
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p-ésima da unidade em S e T ={v; | vi:e— ", 1<i<p—1} subgrupo
de Autg(S). Entdo,

2.4 O isomorfismo .
PrimPic,(R|G]) ~ <PrimPicp(S[G])>

Para obter o isomorfismo desejado, utilizamos a seqiiéncia cohomoldgica
construida na secgao 1.5 e os isomorfismos construidos nas duas secgoes an-

teriores. O lema a seguir, é uma conseqiiéncia imediata do Lema 2.3.1.

2.4.1. Lema
S€Jan = Ny pyipieysicy @ MOTMa em PrimPic,(S[G]) relativa a . Entdo,

n (PrimPicp(S[G] )> = (Primpicp(S[G])> r

Observemos que S[G] =~ S ®g R[G] é uma R[G]-dlgebra fielmente pro-
jetiva, pois S é uma R-algebra fielmente projetiva. Por outro lado, como
Ldede®+...+e!1 =0 segue que tr(—¢) = 3 pv(—¢) = 1, isto &,
tomando ¢ = —e no Teorema 1.5.1 obtemos, para os anéis R[G] C S[G], que

a sequéncia abaixo é exata:
1— H' (r, U(S[G])> 1 Pic(R[G]) 22 Pic(S[G])T s B2 (r, u(S[G]))
onde, em particular, 7o(P) = S ®@g P.

Vamos verificar que a restrigao de 7, ao subgrupo PrimPic,(R[G]) nos
d4 o isomorfismo de grupos proposto. Denotemos esta restrigao de 7y por 75,

e mostremos que
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7% (PrimPicp(R[G])) = PrimPicp(S[G])F e Kern)=1.

2.4.2. Lema
A aplicagio de grupos Pic(R[G]) — Pic(S[G]) dada por P — S ®g P

induz um homomorfismo de grupos PrimPic,(R|G]) — PrimPic,(S[G])"

Demonstracao : E suficiente verificar que, para cada elemento primitivo P
em Pic(R[G]), S®pg P éum elemento primitivo de p-torsio em Pic(S[G]).
Seja P € PrimPic,(R[G]). Entdo, segue da definicio de um elemento
primitivo (ver [9]) que existe um isomorfismo de R[G x GJ]-mddulos
¢: P®r P — R|G x G| ®§[G] P, onde R[G] age sobre R|G x G] via
A : R|G] — R|G x G| com A(o) = (0,0).
Assim, ¥ : (S®g P) ®s (S ®@g P) — S[G x G ®§[G] (S ®g P) induzido
porUV(s@m®t®n) = Z sri(04, 7)) ® t ® a; 6 um homomorfismo de S[G x

G]-médulos, onde (Z ri(o:, 7)) ® ai) € R[G x G] ®%G] P é univocamente
determinado por ¢. Dé fato, como a aplicacao definida do produto cartesiano
(S®gr P) x (S®pg P) no produto tensorial S[G x G| ®§[G] (S®g P) que associa
a cada (s @ m,t ® n) o elemento Y . sr;(0;, 7)) ® t ® a; é aditiva nas duas
coordenadas e S-balanceada, ¥ esta bem definido. Além disso, é facil verificar
que ¥ é um homomorfismo de S[G x G]-médulos. Por outro lado,
1@V : S@g (S®r P)®s (S®r P) — S @r S[G x G] @4 (S @ P)

induzida por (1@ V) (a® (s@m)® (t®n)) =a® (sr(o,7)) @ (t®a) para
quaisquer a,s,t € S e m,n € P onde ¢(m®@n)=r(o,7) ®a com

re R, o,7€ Geac€ P éum isomorfismo de S[G x GJ-mddulos. De fato,
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usando as propriedades associativa e comutativa do produto tensorial, segue
que
S®r(S®r P)®s (S®r P) = (S®r P)®r S ®s (S ®@g P)
a®(s@m)R(t®n)— sAMAOaRt®n

(SRrRP)RrS®s (S®rP) ~ PRrS®rS®s PRgrS
SAMPIaRERXINFH——MRISSSQLaRnNRt

PRrRS®rS®s PRrS ~ (P®RgP)®gr(S®sS®@gS5)
MmRVSRLaRNRQT— MRANQSQIR SR o

(P@r P)@r (S ®sS®rS) R RIGx Gl @8 Por(S®s S o5 S)

mMAINtRsQar—o(meAn) At s® «

R[G x G] ®§[G] P®r(S®sS®rS) =~ R[G x| ®§[G] (S®rP)®sS®rS
<ZT¢(U¢,T¢)®CL¢> RITRsRQ o —— Zri(ai,n)®t®ai®s®a

R[G x G] @%yq (S®r P) @5 S®r S ~ S®s R[G x G] @3¢ (S ®r P) @R S
Zm(ai,n)®t®ai®s®an—> S®Zri(ai,n)®t®ai®a

(2 3

S®s R[G x G] @5 (S®rP) @5 S ~ S®s S ®r RIG x G] @R (S @r P)
S®Zri(ai,n) RtRa; @ a — a®s®2ri(ai,n) Rt ® a;
Agora, aplicando as férmulas associativas do produto tensorial ([5], Proposi-

tion IX.2.1) obtemos
A A
S ® (SerRGxG) @ (SerP) ~ S®r (S@rRIGxG]) ® (SezP)
RiS r[G] SiR[G]

¢
(@58 1i(01,m) ®(tQa) — a®@s® Y ri(0,7) @D a;

)
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A
(s ®r S @g R[G x G]) ® (S@pP) ~ S@gS|Gx G @3 (S©x P)
SiR[G]
a®s®Y ri(0nT) Ot Qe —a® (Z sri(os, n)) ® (t® a;)

Mas a® <Zisn~(0i,n)> ®(t®a)=1070) (a@semetan), e

portanto 1 ® ¥ é a composicao dos isomorfismos acima, o que mostra a
afirmacdo. Como S é um R-médulo fielmente plano, pois S = R[e] é um
R-moédulo livre, segue que ¥ é um isomorfismo de S[G x G|-médulos. Ou
seja, S ®r P é um elemento primitivo em Pic(S[G]) (ver [9]). J& que P é
de p-torsdo, S ®p P = 15 (P) € PrimPic,(S[G])". 0

E imediato que 7} (PrimPic,(R[G])) C PrimPic,(S[G])". Reciproca-
mente, seja P um elemento primitivo em Pic,(S[G])F. Como
7 : T,(S)" — PrimPic,(S|G])}, que a cada extensdo galoisiana de S com
grupo de Galois G estével pela agao de I" associa a sua classe em Pic,(S[G]),
é sobrejetora, podemos supor que P é uma extensao galoisiana de S com
grupo de Galois G estével pela acdo de I'. Assim, existe [P] € T,(R) tal
que S ®g Py ~ P (Teorema 2.2.3). Em particular, Py é uma extensao
galoisiana de R com grupo de Galois G. Portanto, Py é um elemento primitivo
em Pic,(R[G]) ([9], Corollary 1.3), isto é, Py € PrimPic,(R|G]). Logo,
P =n}(Py), ou seja, ny(PrimPic,(R[G])) = PrimPic,(S[G])".

Por outro lado, H'(T', U(S)) é de (p-1)-torsao, pois |[T'|=p—1 e
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PrimPic,(R|G]) é de p-torsao. Portanto,
kerny € n (HY(T,U(S[G]))) N PrimPic,(R[G]) =1,
isto é, i}, ¢ injetor. Conseqiientemente, 75 ¢ um isomorfismo. Desta forma,

temos o

2.4.3. Teorema
R[X]

(@,(X))

polinémio ciclotomico em R[X], ¢ = X + (®,(X)) € uma raiz primitiva

Sejam p € Z primo, S = = Rle] onde ®,(X) € o p-ésimo

p-ésima da unidade em S e T ={vy; | yi:er— e, 1<i<p—1} subgrupo

d t . Enta
e Autg(S). Entdo, U : PrimPic,(R|G]) —  PrimPic,(S[G])"

P — S®rP
€ um isomorfismo de grupos.

Finalmente, como conseqiiéncia dos isomorfismos construidos nestas trés

ultimas seccoes e da seqiiéncia exata dada pelo Teorema 2.1.1, obtemos o

2.4.4. Teorema
Sejam R um anel comutativo com unidade e p € Z primo regular em R.

Entao, a seqiiéncia abaixo € exata
1 — H,(R) — T,(R) — PrimPic,(R[G]) — 1

onde 7([A;0]) = A.
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Capitulo 3: Aplicacao ao caso
Ctbico

3.1 O grupo G3(5) T

T independente da

Nesta sec¢ao, damos uma descrigao do grupo G3(S5)
*-agao de I'. Seja, como antes, I' = {id = 1,72, ...,7p-1 | Vi : € — &, para
qualquer1 < i < p —1}. Definimos a norma associada a I' em G,(5) por
Nr(@) =[1,er v(a), paracadaa € G,(S). Entdo, como G,(S) é de p-torsio,
G,(S)T C ker(Nr). De fato, seja @ € G,(S)'. Para cada 1 <i <p—1,
a=r"*a= W Conseqiientemente
s ) p-1)
Ne(@) = H% H% Hal_ A e

Agora, para o caso cibico vale a igualdade, isto é, p =3 e I = {id,~v}
onde v : e+ % e Np(a) = ay(a), para qualquer @ € G3(S). Vemos isso no

préximo lemas:

3.1.1. Lema
G3(S)T = ker(Nr).

Demonstragao : Sejaa € G3(9) tal que ay(a) = 1. Segue que a?y(a?) = 1.

1

Aplicando y~! a esta igualdade, obtemos que y~1(a?)a? = 1. Logo, v~ 1(a2) =
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(@®)~! =@, ou equivalentemente, v x @ = @, isto é, @ € G3(9)". O

Seja Dr : G3(S) — G3(S) definida por Dr(a) = a/v(a). Claramente,
Dr(G3(S)) C ker(Nr). Reciprocamente, seja @ € G3(S) tal que Nr(a) = 1.

Assim, @ = 1/v(a) = y(a™1). Segue que

a = a’/a = a'/y(a') = Dr(a') € Dr(G;(5)). Pelo Lema anterior
Dr(G5(S)) = ker(Nr) = G5(S)™. Conseqiientemente, Dr induz a fungao

D : Uys(S) — ker(Nr) C G3(S) dada por D(a) = Dr(a) = a/v(a).

Como G3(S) é de 3-torsao, <u,\(S)>3 C ker(D). Além disso,
Uys(R) C ker(D), pois v é R-linear. Entao, D é fatorada pela funcao

. Uy (S)
We(B)- (U(S))

s — ker(Np) = Dr(G5(5)) = G5(5)" dada por

m(a) = D(a) = a/v(a). Claramente, 7 é um homomorfismo de grupos.

3.1.2. Lema

m € um isomorfismo de grupos.

Demonstragao : Dado b € ker(Np) = Dr(G5(5)), existe a € Uys(S)
satisfazendo b = a/v(a) = D(a) = 7(@), ou seja, m é sobrejetor.

Agora, seja a € Uys(S) tal que w(a) = 1, isto é, (@) tem norma 1 relativa
a I'. Por outro lado, 4 para algum t € U,(S5), ou seja, v(a) = &.

7(a)
Mas t define uma classe [t3] € H* (F, (U,\(S))3>. Seja s = ps <u,\(S)>

{a € U\(S) | a® = 1}, e consideremos a seqiiéncia exata

l— M3<UA(S)> — Ur(S) — (ux(s)f’ — 1,
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que induz a seqiiéncia exata (Lema da Serpente)
HY(T, iy (Un(8)) ) — H (T, U (8))— H (T, (Ur(8))2) " H2 (T, p(9)).

Mas, H' (F,ug(u/\(S’))> = 1, pois |I'|= 2 e pu3 é de 3-torsdo. Além disso,
2/ (P, (uA(S))S) — 1 ([42] Theorem 10.26). Logo, 2[t*] = [t°] = [1],

isto ¢, t ¢ um cobordo, e portanto, existe u € Uy(S) tal que t® = )’
y(u
2

Seja z = a_g € Uys(5). Entao,
u

v(@?) a* 1 a?y(u?) 1 a’
— — — . = — =2z

A R T BT BT

Conseqlientemente, z € Uys(S) N R = Uys(R). Assim,
3

a’ = zu® € Uys(R)- (U,\(S)> ,

Uys(S5)
Un(R)- (W(5))

= 1, pois o grupo ¢é de 3-torsao. Logo 7 é injetor.

ou seja, a classe de a? é a identidade em 3. Segue que

Como conseqiiéncia do Teorema 2.3.4 e dos dois Lemas acima obtemos o

seguinte isomorfismo de grupos:

3.1.3. Teorema

Hy(R) ~ Gs(S)T ﬂ; Uns (S) .
We(R)- (W (9))
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