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Resumo

Neste trabalho de tese apresentamos alguns resultados obtidos na teoria fuzzy multivoca.
Numa primeira parte, apresentamos um novo tipo de aproximacao de conjuntos fuzzy com-
pactos.

Fazemos o estudo do espaco de conjuntos fuzzy compactos. Provamos que este espaco
é um espaco quasilinear normado e portanto métrico. Depois, introduzimos a teoria de
operadores quasilineares fuzzy. Neste contexto, a quasilinearidade substitui a linearidade da
teoria classica de andlise. Assim, constroimos uma anélise fuzzy consistente.

Damos um novo conceito de diferenciabilidade para multifuncoes fuzzy e estudamos suas
propriedades. Finalizamos esta primeira parte com uma aplica¢ao a dinamica de populagoes.

Na segunda parte deste trabalho de tese, apresentamos resultados referente a “Lei forte
de grandes nimeros” e do “Teorema central de limite” para conjuntos aleatérios e variaveis
aleatérias fuzzy.

Na tltima parte, introduzimos o conceito de processo fuzzy s-convexos, estudamos suas
propriedades e obtemos alguns tipos de desigualdades como Hadamard e Jensen, as quais

sao importantes na teoria classica de otimizacao.

X






Abstract

In this thesis work we presented some results obtained in the theory fuzzy-valued ma-
pping. In a first part, we introduced one new type of approximation of compact fuzzy sets.

We make the study of the space of compact fuzzy sets. We proved that this space is
a normed quasilinear space and therefore metric. Therefore, we introduced the theory of
fuzzy quasilinear operators. In this context, the quasilinearity substitutes the linearity of
the classic theory of analysis. So in this way, we build a consistent fuzzy analysis.

We give a new concept of differentiability for fuzzy-valued mappings and we studied its
properties. We concluded this first part with an application to the dynamics of populations.

In the second part of this thesis work, we presented results with respect to the “ Strong
law of large number” and the “ Central limit theorem” for random sets and for fuzzy
random variables.

In the last part, we introduced the concept of s-convex fuzzy processes, we studied its
properties and we obtain some types of inequalities as Hadamard and Jensen, which are

important in the classic theory of optimization.
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Introducao

Existe uma ampla classe de sistemas que, ao menos aparentemente, nao podem ser go-
vernados por leis do tipo deterministas (ou nao se conhecem estas leis) como acontece, por
exemplo, com o comportamento humano, ou com o problema de modelar o comportamento
das microparticulas (Mecéanica quantica), cujas leis nao sdo totalmente conhecidas, ou ainda
mais, o que acontece com a dinamica de populagoes, onde os parametros que caracterizam
um individuo ou um grupo de individuos nem sempre podem ser avaliados ou medidos no
sentido tradicional, sdo “incertezas” que somente podemos conjeturar intuitivamente. Assim,
existe uma dificultade ao descrever sua evolucao no tempo a partir de um estado inicial
dado. Neste contexto, os métodos e técnicas matematicas cldssicas (tais como: as equagoes
diferenciais, equagoes de diferengas, a teoria de probabilidades) ndo funcionam, devido a
natureza intrinsicamente fuzzy (difuso, nebuloso) do problema, ou entao se impéem condigoes
e/ou restri¢oes tao drésticas que, na maioria dos casos, termina desvirtuando a natureza da

situacao em estudo.

Uma maneira de descrever conceitos que envolvem incertezas, nebulosidades, surgiu, em
1965, a teoria de conjuntos fuzzy com o pioneiro trabalho de L. Zadeh [99]. Na mesma época
comegou-se a desenvolver a teoria multivoca, sendo as inclusoes diferenciais (I.D., conceito
que generaliza as equagoes diferenciais) e os conjuntos aleatérios (C.A., que generaliza o con-
ceito de varidvel aleatéria) os temas centrais dentro desta teoria. Estes dois conceitos, C.A.

e [.D., envolvem algum tipo de incerteza, por exemplo, diferente das equacoes diferenciais,



onde a velocidade é conhecida, nas inclusoes diferencias a velocidade nao é conhecida com
precisao, mas sabemos que pertence algum conjunto compacto.

Ambas as teorias, conjuntos fuzzy e teoria multivoca, foram motivos de estudo de diversos
autores, obtendo diversas aplicagoes no ambito da matematica pura e aplicada, assim como
na engenharia e ciéncias sociais.

Podemos dizer que estas teorias dao origem a teoria fuzzy multivoca, que surgiu na
década de 80 com a introducao do conceito de variaveis aleatérias fuzzy, com a necessidade
de desenvolver novas técnicas matematicas para abordar problemas de natureza difusa ou
nao deterministica. Esta teoria tem avancado de maneira significativa nos ultimos anos
devido, a diversidade e riqueza dos conceitos e técnicas que esta teoria tem e, por outro lado,
as distintas e interessantes aplicagoes que possui.

Depois de surgir a teoria fuzzy multivoca, seria desejavel poder administrar o melhor
possivel esta teoria, isto é, seria desejavel obter uma série de ferramentas (definigdes, teo-
remas, ...) que permitam trabalhar de forma “andloga’a que se trabalha no caso cldssico
(levando em conta que em muitas ocasides a utilizagdo da teoria fuzzy multivoca, ainda
que consiga refletir o melhor possivel a realidade existente, terd uma maior dificuldade nos
célculos e incluso uma perda de precisao), mas quantificando e levando em conta a nebulosi-
dade existente na situagao em estudo.

Nesse sentido, neste trabalho de tese, apresentamos algumas contribugoes a teoria fuzzy
multivoca.

Cabe ressaltar, que fomos motivados pelo estudo de problemas de controle 6timo, onde
os controles tém natureza fuzzy, pelas equacoes e inclusoes diferencias fuzzy e pela teoria de
probabilidade fuzzy. Nao vamos a entrar em detalhar como surgem cada um destes temas,
mas podemos dizer que sao interessantes tanto do ponto de vista matematico assim como de
suas aplicagoes.

Este trabalho de tese, estd constituido por trés partes. Na primeira parte, a qual
chamamos de “Anélise fuzzy”, é dedicada ao estudo do espaco de conjuntos fuzzy com-
pactos, que acreditamos seja o espaco adequado para desenvolver a teoria fuzzy multivoca.

Este espaco pode ser munido de métricas e assim podemos estudar seu comportamento
topoldgico. Como um primeiro resultado, no Capitulo 2, apresentamos um novo tipo de

aproximacao de conjuntos fuzzy: usando a convolugao de conjuntos fuzzy provamos que um



conjunto fuzzy compacto pode ser aproximado por conjuntos fuzzy Lipchitz.

Como pode ser visto, este espago nao é um espaco vetorial (linear) o que dificulta o uso
da anélise cldssica. Também, se definirmos um operador linear como no sentido classico, este
operador se reduz a uma funcao com valores nao fuzzy, o que dificulta ainda mais ter um
analise fuzzy consistente. Para contornar estes problemas, utilizamos o conceito de quasi-
linearidade para construir uma teoria de andlise fuzzy andloga a teoria de andlise classica.
Como pode ser visto no Capitulo 3, provamos que o espaco de conjuntos fuzzy compactos
é um espaco quasilinear, definimos operadores quasilineares e obtemos resultados analogos
aos de analise funcional classica, por exemplo, expomos uma versao fuzzy do teorema de
Banach-Steinhauss. Acreditamos que estes resultados representarao um papel importante
na construcao de uma analise fuzzy consistente.

Tendo introduzido o conceito de operadores quasilineares, pudemos discutir sobre a dife-
renciabilidade de multifungoes fuzzy (fungées que possuem valores conjuntos fuzzy), conceito
que ¢ bastante discutido na literatura pela importancia dentro da analise, por exemplo, é
uma ferramenta basica no contexto de equagoes diferenciais fuzzy. Assim, no Capitulo 4,
propomos uma nova nog¢ao de diferenciabilidade para multifungoes fuzzy, como uma genera-
lizagdo natural da idéia principal de célculo diferencial classico que consiste na aproximacgao
local de uma funcao por um operador linear. Utilizamos para tal os operadores quasilineares
0s quais suprem os operadores lineares da teoria classica.

Terminamos esta primeira parte fazendo uma aplicdo a dinamica de populagoes. Aqui,
nos apresentamos uma nova forma de estudar a dinamica de populagoes, via inclusoes dife-
renciais fuzzy. Consideramos as caracteristicas de um individuo ou grupo de individuos como
conjuntos fuzzy. Apresentamos o exemplo de expectativa de vida de um grupo de pessoas
onde a pobreza, que tem natureza fuzzy, é um fator que contribui para o aumento da taxa
de mortalidade dos individuos, obtemos suas solugoes e analizamos a estabilidade destas.

A segunda parte deste trabalho de tese, é dedicado ao estudo da teoria de probabilidade
fuzzy.

Como tinhamos dito anteriormente, conjuntos aleatérios (random set) é um dos temas
centrais da teoria de andlise multivoca, este conceito surgiu como uma generalizacao da
teoria classica de probabilidades, conceito que tem permitido abordar varios problemas rela-

cionados, especificamente, com processo de predi¢ao (a partir de informagao de tipo deter-



ministica).

Nos anos 80 surgiu o conceito de varidvel aleatéria fuzzy, a qual generaliza as anteriores
e permite modelar problemas de predicao na presenca de informacao difusa.

No contexto classico da teoria de probabilidades, uma ferramenta bastante utilizada é a
lei forte de grandes nimeros e, por outro lado, o teorema central do limite. Estes resultados
foram adaptados e desenvolvidos no contexto fuzzy por diversos autores [6], [7], [22], [68].

No Capitulo 7 deste trabalho apresentamos um novo resultado referente a lei forte de
grandes numeros para conjuntos aleatérios, que generaliza os resultados existente na lite-
ratura. Geralmente, este reultado foi provado para conjuntos aleatérios compactos usando
a Métrica de Hausdorff, e para conjuntos aleatérios fechados tem-se usado outros tipos de
topologia, que sao mais fracas do que a gerada pela métrica de Hausdorff [6], [36], [37].
Nosso resultado é para conjuntos aleatérios fechados e usando a métrica de Haussdorff.
Cabe ressaltar também, que em nosso resultado é usado uma técnica diferente das existentes
na literatura.

No Capitulo 8, apresentamos uma lei forte de grandes nimeros (LFGN) e um teorema
central de limite (TCL) para varidveis aleatérias fuzzy. O TCL apresentado neste trabalho
generaliza em alguns aspectos os resultados existentes na literatura [68], [95]. Entretanto, a
LFGN que obtivemos, embora exista um resultado mais geral, tem a vantagem de apresentar
uma prova muito mais simples.

Finalmente, na tltima parte deste trabalho, apresentamos o conceito de processos fuzzy
s-convexos. Esta generalizacao foi feita motivados em desenvolver ferramentas para estudar
otimizacao fuzzy, pois é conhecida a importancia, na teoria classica de otimizagao, do conceito
de funcgoes convexas e processos convexos. Assim, uma vez introduzidos os conceitos de
processos fuzzy, estudamos suas propriedades, sua relacao com funcao suporte e no ultimo
Capitulo apresentamos algumas desigualdades de tipo Hadamard e Jensen para processos
fuzzy.

Temos a dizer que este trabalho tem sido acompanhado por pesquisadores que colabo-
raram na obtencao dos resultados e temos que agradecer a eles suas idéias, seu apoio. Por
outro lado, os conceitos dados e os resultados obtidos, acreditamos sejam de utilidade para

um melhor desenvolvimento da teoria fuzzy multivoca.



CAPITULO 1

Conceitos basicos da teoria fuzzy

Os conjuntos fuzzy* surgiram em 1965, com o pioneiro trabalho de L.A. Zadeh “fuzzy
set”[99], como uma nova forma de representar conceitos que envolvem incertezas, como por

exemplo:
Exemplo 1.1. Descrever o conjunto dos nimeros reais proximos do zero.
Exemplo 1.2. Descrever o conjunto dos pobres de uma cidade.

A idéia é dar um grau de pertinéncia de um elemento ao conjunto em questao, para
isto, Zadeh pensou em generalizar a fungao caracteristica de um conjunto e assim ter o
grau de pertinéncia no intervalo unitario. Em seguida, Goguen propos generalizar a idéia
de conjuntos fuzzy por conjuntos L-fuzzy, onde o intervalo [0, 1] é substituido por algum
conjunto abstrato L. Até agora, sé conjuntos [0, 1]-fuzzy sdo considerados na prética, apesar
do interesse tedrico do conceito geral. Em 1990 Aubin [1] usa a escala L = [0, co] para definir
conjuntos fuzzy, esta idéia é motivada pela analise convexa. Recentemente, Dubois e Prade
em [30] chamaram os conjuntos [0, oo]-fuzzy por “Toll Sets”e investigaram como os conceitos

bésicos de conjuntos [0, 1]-fuzzy é transferido a Toll sets.

*Fuzzy, que pode ser traduzido ao portugués como Nebuloso.



Neste capitulo sao dados os conceitos basicos da teoria fuzzy. Iniciaremos com a defini¢ao
de conjuntos fuzzy, segundo Zadeh e Aubin, logo teremos as operagoes entre conjuntos fuzzy
e o Teorema de Representagao, este ultimo de muita importancia pois com este resultado
podemos relacionar os conjuntos classicos e os conjuntos fuzzy. Tipos especiais de conjuntos
fuzzy, como compactos, convexos e normais, serao dados. Discutiremos alguns aspectos sobre

as operagoes algébricas e algumas métricas sobre o espago de conjuntos fuzzy.

1.1 Conjuntos fuzzy

Consideremos um conjunto nao vazio X, que sera nosso conjunto universo. Um conjunto
usual A C X tem associado, de maneira natural, sua fungao carateristica x4 : X — {0,1}
definida por

0 se x g A

xa(r) =
1 se z € A.

Generalizando este conceito temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3. (Zadeh [99]) Define-se um conjunto fuzzy u sobre X como qualquer apli-

cagao u : X — [0,1], sendo u(-) a fungao grau de pertinéncia do conjunto fuzzy u.

Note que u(z) € [0, 1] representa o grau de pertinéncia de x ao conjunto em questao,
e assim por abuso de linguagem dizemos Conjunto Fuzzy u. Por outro lado, se u(x) = 1
diremos que x pertence totalmente a u; se 0 < u(x) < 1 diremos que x pertence parcialmente
a u e se u(zr) =0 temos que x nao pertence a u.
Outra forma alternativa de definir os conjuntos fuzzy é a seguinte: Um conjunto usual
A C X tem associado de maneira natural sua fungao indicatriz W4 : X — {0, +o00} a qual é
definida por
0 se veA
Vy(z) =
+o00 se x & A,
e reciprocamente. Assim, podemos definir um conjunto fuzzy como qualquer aplicacao w :
X — [0,400]. Esta generalizagao tem sido usada principalmente pela escola francesa (veja
Aubin [1]).



Observemos que as duas defini¢oes implicam na convexificagao do conjunto imagem, isto

co{0,1} =10, 1]

co{0, 400} = [0, +00,

onde coA denota a envoltura convexa do conjunto A.

Também é interessante observar que a primeira extensao ¢ motivada pela teoria da medida
e a segunda pela andlise convexa.

E importante salientar que é possivel encontrar uma funcao injetora F : [0,1] — [0, +o0],
e consequentemente como conjuntos [0, 1] e [0, +0c] podem ser identificados, porém, com as
estruturas que sao adotadas tal identificao nao é possivel, isto é, onde a soma e produto por
escalares positivos se respeitem. Assim, as duas extenstes mencionadas acima serao diferen-
tes. Agora, cada uma destas generalizacoes é valida e tem suas vantagens e desvantagens.

Daqui para frente quando falamos de conjuntos fuzzy estamos nos referindo a conjuntos

fuzzy no sentido da Definicao 1.3 introduzida por Zadeh.

Exemplo 1.4. Voltemos ao Fxemplo 1.1. Neste caso, nosso conjunto universo serd R.

Consideremos a aplicagao

Figura 1.1: O conjunto fuzzy dos ntimeros reais proximos do zero.



E claro que u(0) = 1, o qual significa que x = 0 pertence totalmente ao conjunto fuzzy
u e cada vez que x esteja mais longe de zero seu grau de pertinéncia vai disminuindo
simétricamente até anular-se fora do intervalo [—1,1].

Com essa escolha se estd aceitando que os elementos cuja distancia a x = 0 é maior do
que 1 os consideramos definitivamente “longe” dele, isto é, “longe”de zero.

E evidente que existe outros critérios diferentes de representar o mesmo conjunto fuzzy,

_1_

.2, também € uma fungao grau

por exemplo, definindo u : R — [0,1] como sendo u(x) =
de pertinéncia do conjunto fuzzy dado.

Logo, sao infinitas as possiveis representacoes, mas a idéia central € que a fungdo de
pertinéncia tenha que refletir o melhor possivel as caracteristicas mais relevantes do conjunto

fuzzy que desejamos representar.

Exemplo 1.5. [12] Agora voltemos ao Exemplo 1.2. Para modelar a “pobreza”, poderiamos
utilizar qualquer indicador da mesma, como por exemplo, consumo de vitaminas, saneamento
basico, qualidade de vida, etc. Vamos supor que a pobreza seja avaliada pelo nivel de renda
de cada individuo. Assim, se R € o conjunto de rendas e u : R — [0, 1], entdao u(r) indica
o grau de pobreza do individuo com nivel de renda r. Neste caso especifico u pode ser
representado por qualquer funcao decrescente que seja coerente com o fenomeno estudado.

Seja, por exemplo,

u(r) = [1—<%>2r se 0<r<m

0 se 1 >rg.

onde, k é um parametro que fornece alguma caracteristica do grupo, r é wm parametro
proporcional a renda do individuo e rq € a renda minima a partir da qual os individuos nao

sao mazis diferenciados quanto a pobreza. Para maiores detalhes deste exemplo pode-se ver

[19].

1.2 Operacoes entre conjuntos fuzzy

Denotemos o conjunto de todas as fungoes caracteristicas associadas aos subconjuntos de
X por
2% = {xa/AC X}



Podemos dotar 2% com uma relacio de ordem parcial < como segue
XA < XB Y vrex: xa(x) < xp(x).
Claramente podemos ver que
xa<xp& ACB.

A seguir temos as propriedades de operacoes entre conjuntos, uniao, intersecao, comple-
mento, via a fungao caracteristica. Isto, consequentemente, nos levara a definir as operagoes
entre conjuntos fuzzy. Antes, denotaremos por a Ab e a Vb o minimo e o maximo, respec-

tivamente, entre a,b € [0, 1].

Proposicao 1.6. Dados x4, x5 € 2% as sequintes propriedades sio satisfeitas
(a) xanB(z) = xa(7) A XB(7) € 2%

() xavg(@) = xa(2) V xB(7) € 2%

(¢) xac(z) =1—xa(x) € 2% onde A® denota o complemento de A.

Demonstracao: E uma consequéncia imediata da defini¢ao. |
Agora procedemos a definir as operacoes entre conjuntos fuzzy, mais uma vez pensando
como uma generalizacao do que acontece com a fungao caracteristica acima descrito. Para

isto denotemos a familia de todos os conjuntos fuzzy sobre X por
X)) ={u/u: X —[0,1]}.
Definicao 1.7. Uma relagdo de ordem parcial C sobre (X)) define-se como sendo
uCoveulr) <v(xr), Vee X
onde u,v € ¥(X).

Exemplo 1.8. O sequinte grdfico é um exemplo da rela¢ao de ordem em I(X).
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Figura 1.2: u C v

Definigao 1.9. Sejam u,v dois conjuntos fuzzy quaisquer de X. Entdo, a intersec¢do de u

e v, denotado por u A\ v, é definida por

(u Av)(z) = inf{u(z),v(x)} para todo x € X
e a uniao de u e v, denotado por uV v, € definida por

(uVv)(x) =sup{u(x),v(x)} para todo x € X.

Definicao 1.10. Seja u qualquer conjunto fuzzy de X. Entao u®, o complementar de u, € o

congunto fuzzy definido por
u’(x) =1 —u(z) para todo x € X.
Exemplo 1.11. Seja X = {a,b,c,d}. Sejau: X — [0,1] tal que
u(a) = 0.3, u(b) = 0.9, u(c) = 0.4, u(d) = 0.6
e sejav: X — [0,1] tal que

v(a) = 0.3, v(b) = 0.5, v(c) = 0.7, v(d) = 0.2.

Entao,
(uAv)(a) =03, (uAv)(b) =0.5, (uAv)(c) =04, (uAv)(d) =0.2
(uVw)(a) =03, (uVo)(b) =009, (uVov)(c)=0.7 (uVv)d) =0.6.
Também,

u(a) = 0.7, u(b) = 0.1, u(c) = 0.6, u(d) = 0.4.
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1.3 Niveis de um conjunto fuzzy e o Teorema de

Representacao

Nesta secao define-se os niveis de um conjunto fuzzy, conceito que é bastante explorado
para levar os conceitos e/ou estruturas mateméticas classicas ao contexto fuzzy. Também, é
dado o Teorema de Representagao, conhecido como Teorema de Representacao de Negoita
e Ralescu, cuja importancia é grande na teoria fuzzy, porque é através deste que pode-se
relacionar a teoria cldssica com a teoria fuzzy. Por exemplo, como veremos nos capitulos
seguintes deste trabalho, uma maneira de definir e calcular a integral de uma multifuncao

fuzzy é usando o conceito de niveis e o Teorema de Representacao.

Definigao 1.12. Sejam u € (X)) um conjunto fuzzy e a € [0,1]. Define-se o a-nivel de
u como sendo o conjunto

[ul* ={z € X /u(z) > a}.

No caso em que X é um espaco topoldgico considera-se o 0-nivel, chamado suporte do

conjunto fuzzy u, como sendo

[u]” = supp(u) = {r € X / u(x) > 0}, (1.1)

onde A, com A C X, denota o fecho de A. Neste trabalho consideraremos (1.1) se X for um

espago topoldgico.

0.5 [~ A

Figura 1.3: O 0.5-nivel de um conjunto fuzzy.
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Exemplo 1.13. Sejam u,v conjuntos fuzzy sobre X como no Exemplo 1.11. Entao

(X se 0<a<0.3 (X se 0<a<0.2
{b,c,d} se 03<a<04 {a,b,c} se 02<a<0.3
[ul|* =19 {b,d} se 04<a<06 e [U*=< {bc} se 03<a<05
{b} se 0.6 <a<0.9 {c} se 0.5 <a<0.7

\Q) se 0.9<a<l. \@ se 0.7<a<l.

Um forma equivalente de representar o suporte de um conjunto fuzzy é dada pela seguinte

Proposicao.

Proposicao 1.14. Seja X um espago topoldgico e u € I(X), entao

0<a<l

Demonstracao: Para sua demonstracao ver [28]. |

A seguir, apresentamos as principais propriedades de niveis de um conjunto fuzzy.
Proposicao 1.15. Sejam u,v € (X), entdo
(a) u=v se, e somente se, [u|* = [v]* Vae€[0,1];
() [u]® > [ul* > m? VO<a<s
(c) Seu € semicontinua superior e a,, 1 a = [u]* = (), [u]*";
(d) [u]* #0 VYo €10,1], € equivalente a u(x) =1 para algum x € X;
() uCve [u*C v* Yae0,1].

Demonstracao: Pode-se consultar [28], [55]. |

Agora, uma pergunta interessante é: Dada uma familia de subconjuntos nao vazios de X,
existe um conjunto fuzzy cujos niveis coincidem com a familia dada?. A resposta é afirmativa
para algumas familias, isto é conhecido como Teorema de Representagao ou Teorema de

Representacao de Negoita e Ralescu [61], cuja versao geral é a seguinte:

Teorema 1.16. Sejam X um conjunto ndo vazio e {Na}tacp,1) uma familia de subconjuntos

de X tais que
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(CL) N(] :X,'
() a <= NgC N,;

() Sea; <as <..,lim, ,wa,=a= N, = ﬂ;il N, ;

pJ

Entao existe um conjunto fuzzy u: X — [0,1], definido por
u(z) =sup{a € [0,1] / z € N},
tal que [u]® = N, para todo o € [0,1].

Demonstragao: Para a prova veja-se [61] pag. 27. [
No Exemplo de aplicacao a seguir, veremos uma forma de levar conceitos e propriedades

da teoria classica ao contexto fuzzy via o Teorema 1.16.

Exemplo 1.17. Seja X = R" o espaco FEuclidiano n-dimensional. Define-se a soma de
Minkowski por
A+B:={a+b/acAebe B}

para todo A, B C X. Denotemos por F(X) a familia de todos os conjuntos fuzzy u : X —
[0, 1] semicontinua superior. Entdo, dados u,v € F(X), a familia {[u]® + [v]*}acjo,) satisfaz
as condicoes do Terorema de Representacdo, pelo que existe um unico conjunto fuzzy w tal
que [w]® = [u]®* + [v]* para todo « € [0, 1]. Assim, podemos definir a soma de dois conjuntos
fuzzy u,v sobre o espago F(X) como sendo o unico conjunto fuzzy w := u+ v € F(X) tal
que [w]* = [u 4+ v]* = [u]* + [v]* para todo « € [0, 1].

Como vemos, uma operagdo algébrica (soma) pode-se definir no espag¢o F(X) usando o

Teorema 1.16.

1.4 Tipos especiais de conjuntos fuzzy

Nesta secao definimos alguns tipos especiais de conjuntos fuzzy que serao de utilidade

em nosso trabalho.

Definigao 1.18. Um conjunto fuzzy u € I(X) € chamado normal se

dreX: ulx)=1
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Exemplo 1.19. Dado um subconjunto A C X, sua func¢ao caracteristica x4 € um conjunto

fuzzy normal.

Definicao 1.20. Seja X um espago vetorial. Um conjunto fuzzy u € (X) é chamado

convexo se o conjunto [u|® € convero para todo o € [0, 1].

Exemplo 1.21. Um conjunto fuzzy T € chamado trapezoidal se existe a < b < c < d € R tal

que
0 se z€]—o0,a]Uld, o0,
() = Ezg se x € la,b),
=2 se x € lcd],
1 se xelbc.

Figura 1.4: Conjunto fuzzy trapezoidal

Agora, para o € [0, 1] temos que
7] = [ba+(1—a)a, ca+ (1 —a)d
= ba+ca+ (1—a)la,d.
Entao, n € S(R) € um conjunto fuzzy convezo.

Proposicao 1.22. Seja X um espago vetorial. Um conjunto fuzzy u € (X)) € convezo se,

e somente se,

u(Az + (1= A)y) = min{u(z), u(y)},

para todo x,y € [u]® e todo X € [0,1].
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Demonstracao: A prova acha-se em [54]. |
Exemplo 1.23. Se u: X — [0,1] € uma fun¢ao conveza, i.e., se satifaz a relagdo
Ve,y € X, VA € [0,1] : u(Ax + (1 — AN)y) > Au(z) + (1 — Nu(y),

entao esta € um conjunto fuzzy convexo, mas a reciproca nao € sempre vdlida como prova a

sequinte figura.

Figura 1.5: Um conjunto fuzzy convexo que nao é uma fungao convexa.

Defini¢ao 1.24. Seja X um espago topoldgico. Um conjunto fuzzy u € (X) € chamado

compacto se [u]* é compacto para todo o € [0, 1].

Exemplo 1.25. Um conjunto fuzzy triangular n é dado por

0 se z€]—o0,alUlc 00|
n(@):=q =2 se x € a0
= se xe[bd,
onde a <b<ceR.
Agora, para o € [0, 1] temos que
m* = [ba+(1—-a)a, ba+ (1 — )

= ba+ (1 —a)la,cl.

Entao, n € S(R) € um conjunto fuzzy compacto.
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Figura 1.6: Conjunto fuzzy triangular

Proposicao 1.26. Seja X um espago topoldgico. Um conjunto fuzzy u € (X)) é compacto

se, e somente se, o suporte [u]® é compacto e u : X — [0,1] € semicontinua superior.

Demonstracao: Basta saber que um subconjunto fechado de um compacto é compacto. B
Existem outras caracterizagoes de conjuntos convexos e compactos que veremos mais na
frente. Agora, um resultado muito utilizado é a seguinte versao particular do Teorema de

Representagao de Negoita e Ralescu.

Teorema 1.27. ([/28]) Sejam X um espaco topologico e {Na}acio,1) uma familia de subcon-

Juntos de X tais que

(a) Ng é compacto para todo o € [0, 1]

(b) a < B = NgC Ny,

() Sean <ag <. lim, o, =a= N, = ﬂ;ozl Na,:

Entao existe um conjunto fuzzy u: X — [0,1], definido por
u(z) =sup{a € [0,1] / x € N,},

tal que [u]* = N, para todo a € (0,1] e [u]® C Np.

Demonstragao: Para sua demonstracao pode-se consultar [28].

Exemplo 1.28. Consideremos X = R" o espaco Euclidiano n-dimensional e denotemos

por F(R™) a familia de todos os conjuntos fuzzy compactos de R™. Dados u,v € F(R™)



17

a familia {[u]® + [v]*}acpa], onde [u]® + [v]* € a soma de Minkowski como no Ezemplo
1.17, satisfaz as condigoes do Teorema 1.27, pelo que existe um unico conjunto fuzzy w tal
que [w]* = [u]* + [v]*. Assim, dado dois conjuntos fuzzy u,v € F(R™) podemos definir
a soma u + v como sendo o unico conjunto fuzzy w = u+ v € F(R™) e teriamos que
[w]® = [u+ 0] = [u]” + [v]*.

Por outro lado, da mesma forma que a soma, podemos definir o producto por um escalar

sobre F(R™) através dos niveis de um conjunto fuzzy. Para isto, define-se
A :={Xa [/ a € A},

para todo A € R e A C X, e considera-se a familia {\[u|*}acio1) que também satisfaz as
condicoes do Teorema de Representacao.

No Capitilo 3 estudaremos o espa¢o F(R™) que é um espago quasilinear.

1.5 Operacoes algébricas sobre 3(X)

E claro que se u,v € F(X), entdo nao podemos esperar que as operagoes algébricas usuais
entre fungoes sejam as adequadas sobre o espago (X)), se desejamos obter novamente um
elemento de ¥(X), jd que, por exemplo, se somarmos ponto a ponto como é usual entre
fungdes pode ocorrer que (u+v)(x) = u(x) +v(x) ¢ [0, 1]. Agora como nos Exemplos 1.17 e
1.28, algumas classes de conjuntos fuzzy de X, como F(X) e F(R"), pode-se dotar de uma
soma entre conjuntos fuzzy usando o Teorema de Representacao de Negoita e Ralescu.

Mas, como definir a soma para o espago (X)?7, a resposta a este problema passa pelo
chamado Principio de Extensao de Zadeh (ver [62], [73], [99]), o qual diz o seguinte: Se X,
X5 e Y sao conjuntos nao vazios e f : X7 X Xy — Y é qualquer aplicagao, entao esta pode
ser extendida ao contexto fuzzy como sendo

~

QX)) x $(Xa) — S(Y),

onde

A sup uy (1) Aug(zs) se fi(y)#0
flup,ug)(y) = { (@ra2)ef~@)
0 se fHy)=10

para cada y € Y.
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Para definir a soma e multiplicagao por escalar sobre (X)) usa-se o principio de extensao.

Para isto precisa-se que o espaco universo possua uma estrutura linear.

Definicao 1.29. Seja X um espago vetorial. Se consideramos f: X x X — X, f(xq1,23) =

x1 + X9, entdo esta induz uma soma sobre I(X) tal que

(u+v)(x) = sup u(zy) Av(zs),

r1+To=I

para todo x € X. Andlogamente, se A € R, u € ¥(X) e consideramos f : X — X como

sendo f(x) = Ax entdo, usando o principio de extensdo, temos o produto \u sobre I(X)

u(s) se A#0
) () =
(u)le) {X{o}(l’) se A=0.

dado por

O que justifica a definicao das operacoes algébricas na forma como estabeleceu-se anteri-
ormente, via o Principio de Extensao, é a relacao com as operacoes de niveis como mostra

a sequinte proposicao.

Proposicao 1.30. Sejam X um espago de Banach real, u,v € F(X) e A € R. FEntao,
u+v e F(X)edue F(X) sdao tais que:

[u+o]® = [u]* +[]* M = Alu]?,
para todo o € [0, 1].

Demonstracao: Ver [28)]. [

Figura 1.7: A soma de dois conjuntos fuzzy.
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Note que no Exemplo 1.28 tinhamos visto que a familia {[u]* + [v]* }acjo,1) satisfaz o Teo-
rema de Representacao e assim podemos ter uma soma sobre F(X), e segundo a Proposic¢ao
anterior temos que esta forma de definir a soma coincide com a definicao usando o Principio
de Extensao. Esta relacao é fundamental, pois aproveitando a estrutura vetorial de X define-

se a soma e o produto por escalar sobre F(X).

Exemplo 1.31. Consideremos o conjunto fuzzy triangular n como no Exemplo 1.25 e o

conjunto fuzzy trapezoidal T como no Exemplo 1.21. Entao

sup n(z1) A 7(x2)

xr1+Tro=2

supfa € [0,1] /@ € [n]* + [7]"}
= sup{a€[0,1] /z €200+ 2(1 —)a, alb+c)+ (1 —a)(c+d)] }

(n+7)()

0 se x €] —o00,2a]U[d+c,o0[;
_ 220 se x € [2a,2b);
a % se x€[b+c,d+cl;

1 se x € [2b,b+ ¢].

1.6 O espaco métrico F(X)

Exitem muitas métricas sobre o espago F(X) e a maioria destas sdo uma extensao da
métrica de Hausdorff. Assim, nesta se¢ao definimos a mética de Hausdorff, damos algumas
propriedades e definiremos as métricas mais usuais no contexto fuzzy.

Seja (X, d) um espago métrico. Denotaremos por K (X) a classe de todos os subconjuntos

compactos e nao vazios de X, isto é,
K(X):={AC X / Aécompacto e ndo vazio };

e por K¢(X) a classe de todos os subconjuntos compactos, convexos e nao vazios de X isto
¢,

Keo(X):={Ae€ K(X) / Aé convexo}.
A métrica de Hausdorff H sobre K (X) é definida por

H(A,B) :=max{d(A, B) ,d(B, A)},
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onde

d(A, B) :=supd(a,B) e d(a,B):=inf{d(a,b) / b € B},

a€A

para todo A, B € K(X).

Exemplo 1.32. Consideremos X como sendo o espaco Euclidiano R? e sejam A = {(z,y) €
R? [ ]z[ + 1yl <2} e B={(z,y) € R? / |(2,y) = (L,O)| < 1} U{(z,y) € R* / [[(2,y) —
(—=1,0)|| < 1}. Entdo, temos que d(A, B) = v/5—1 ed(B,A) = % Por tanto, H(A, B) =
V5 — 1.

-2
Figura 1.8: A distancia de Hausdorff.

A seguir veremos sobre a completitude e separabilidade do espago métrico (K(X), H).

Daqui na frente consideraremos X como sendo um espaco de Banach.

Proposicao 1.33. O espago métrico (K(X), H) é completo e separdvel. Alem disso, Kc(X)
¢ um subespaco fechado de K(X).

Demonstragao: A sua demonstragao pode-se achar em [21], ver também [53]. |

Na seguinte Proposicao damos algumas propriedades da métrica de Hausdorft.
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Proposicao 1.34. Se A, Ay, B, By € K(X) entao

(a) H(tA,tB) =tH(A, B) para todot > 0;

(b) HAA+ Ay,B+ B1) < H(A,B) + H(Ay, By);

(¢) HHA+C,B+ C) = H(A, B) para todo A,B € Kc(X) e C € K(X).

Demonstracao: Para sua demonstracao consultar [14] e [69)]. |
Agora procedemos a introduzir algumas métricas sobre o espago de todos os conjun-
tos fuzzy compactos F(X). Para isto denotemos por F(X) a familia de conjuntos fuzzy

compactos e convexos, isto é,
Fo(X) :={u e F(X) / ué convexo}.
Podemos extender H para F(X) como segue: A métrica do supremo definida por

D(u,v) := ail[lopl] H{([u]*, [v]*)

para todo u,v € F(X).

A L,-métrica D, ¢é a classe de métricas para 1 < p < oo definida por

Dytu) = ( [ (e, b1 ”

para todo u,v € F(X).

Exemplo 1.35. Consideremos o conjunto fuzzy triangular n com suporte supp(n) = [—1,1]

e o conjunto fuzzy u definido por

u(m):{ 1—a2% se xel[-1,1]

0 se x &[—1,1].
Entdo,
D(u,n) = asél[lol?l]ﬂ([UJ“,[n]a)
= swp H([-VI=a VI=al [-(1-a) (1-a)))
= ail[lol?l]IM—(l—a)!

— 1/4.
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Figura 1.9: A métrica do supremo D.

Agora, usando a Li-métrica Dy temos que

Di(un) = / H([u)*, [7]°)da

_ /0 H([-Vi—a, Vi—a ] [~(1-a), (1-a)])da
= 1]\/1—a—(1—04)]d04

0
= 1/6.

A seguir, vejamos o que acontece com a completitude e a separabilidade do espago F(X).
Proposicao 1.36. (F(X), D) € um espago métrico completo.

Demonstragao: Pode-se ver a Proposi¢ao 7.2.2 em [28]. |
Como vimos, o espago métrico dos conjuntos fuzzy compactos com a métrica do supremo
D ¢é completo, mas esta nao é separavel como veremos no exemplo a seguir. Porem, este

espago F (X)) é separavel com a L,-métrica, mas perde a completitude.

Exemplo 1.37. Seja t € (0,1] e considere a sequinte familia de fung¢ées uy - R — [0, 1],
defnidas por:
0 se x¢]0,1]
w(r)=¢ t se 0<z<1

1 se r=1.
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Observemos que [ug])® = [0,1], Vt, mas se « € (0,1], entdo

] = [0,1] se «€(0,¢]
v {1} se a € (t1].

Logo, nao € dificil ver que se t; # to entdo D(uy,uy,) = 1. Isto nos diz que o espago
(F(X), D) nao € separdvel.

Proposicao 1.38. Para 1 < p < oo, (F(X), D) é um espago métrico separdvel.

Demonstragao: Veja as Proposigao 7.1.2 e 7.3.3 em [28]. |
Existem distintas métricas, como as dadas anteriormente, com as quais subecpacos de

F(X) sdo completos e separaveis, pode-se ver [28].

1.7 Funcao suporte fuzzy

E conhecido a impotancia do conceito de fungao suporte de um conjunto em anadlise.
Este conceito foi generalizado ao contexto fuzzy por Puri e Ralescu [63]. Desde entao esta
ferramenta, fungao suporte fuzzy, bem sendo bastante utilizada com sucesso na teoria fuzzy,
ver por exemplo [70], [74].

Nesta secao apresentamos o conceito de fungao suporte fuzzy e serao dadas suas pro-
priedades principais.

Consideremos, nesta segao, o espaco de Banach Real X com norma | - ||, X* seu dual

topolégico com norma || - ||, e (-, ) o produto real canonico entre X e X*.

Definigao 1.39. Seja A um subconjunto nao vazio de X. A fungao suporte de A ¢ a

funcao o(A,-) definida em X* com valores em R U {400} dada por
o(K,z*) =sup{(z*,z) /x € K}
Observacao 1.40. Se X = R", seu dual é o mesmo R™. Assim, se A C R" entao
o(A,z) =sup{(z,y) / y € A}

onde (-,-) € o produto interno usual em R".
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Exemplo 1.41. Seja B0, 1] a bola unitdria centrada em 0 € X. Entao a fun¢ao suporte de
B[0,1], 0(B[0,1],.), € definida como a fun¢ao norma do dual, isto €,

a(B[0,1],2%) = sup{(z",z) / [|=[| < 1} = [l2"],

para todo x* € X*, e esta € continua. Se X = R"™, o(B[0,1],x) = ||z|| Vx € R™ , onde ||.||

é a norma usual em R™.
J& que a funcao suporte é positivamente homogénea, isto ¢,
o(A,\x*) = Aa(A,z"), YA >0,

entao a funcao suporte de um conjunto estd completamente determinada na bola unitaria
B*[0,1] de X*, isto é, dado um subconjunto A C X a sua func¢ao suporte é uma aplicagao
o(A,-): B*[0,1] - RU{+o00} definida, para cada z* € B*[0, 1], por

o(A,x*) = sup{(z*,z) / © € A}.

Definigao 1.42. Seja u € F(X), entao definimos a fungao suporte fuzzy de u como uma
aplicagio S, : [0,1] x B*[0,1] — RU {400} tal que

Sule, x*) = o([u]*, "), V(a,2%) € [0,1] x B*[0,1].

Proposicao 1.43. Sejam u,v conjuntos fuzzy sobre X. Entdo a fungdo suporte Sy(-,-)

satisfaz as sequintes propriedades:

(a) Su(a, A\x*) = AS,(a, x*) YA > 0.

(b) Sula,zi 4 x3) < Sula,z7) + Su(a, xh) para todo x3, x4 € B*[0,1].
() Sxul(vy) = ASu(+,+) YA >0.

(d) Para u,v € F(X) temos que Syiy(+, ) = Su(-y ) + Su(+, ).

(e) Se u C v, entio Sy(a,z*) < Sy(a,z*) Y(a,x*) € [0,1] x B*[0,1]. Em particular, se
u,v € Fo(X) entao

u Cov<= S,(a,x%) < S,(a, %) V(a, %) € [0,1] x B*[0, 1].

Demonstragao: Pode-se consultar [28]. |



CAPITULO 2

Convolucao e aproximacao de conjuntos

fuzzy

Em muitas situagoes é necessario a aproximacao de um conjunto fuzzy normal compacto
por conjuntos fuzzy com algumas propriedades adicionais, como por exemplo, conjuntos
fuzzy continuos ou conjuntos fuzzy Lipschitz, ver [28].

Nesse sentido, Colling e Kloeden [26] provaram que conjuntos fuzzy normais, compactos
e convexos sobre R™ podem ser aproximados por conjuntos fuzzy continuos na D-métrica.
Também, em [70] Rojas-Medar, Bassanezi ¢ Roman-Flores provaram que o espago de con-
juntos fuzzy normais, compactos, convexos sobre R"™, com a aplicacao de nivel Lipschitz é
um subespago denso no espaco de conjuntos fuzzy normais, compactos, convexos, com a
aplicacao de nivel continua em relagao a D-métrica, o mesmo resultado é generalizado para
espacos de Banach com aplicagoes que ajudam na caracterizacao da compacidade no espago
dos conjuntos fuzzy (ver [74]).

Neste Capitulo, apresentamos um novo tipo de aproximacao, usando o conceito de con-
volugao entre conjuntos fuzzy que introduzimos na primeira se¢ao. Esta aproximacao gene-

raliza os resultados citados anteriormente de dois maneiras:

a) Consideramos o espago F(R™) de conjuntos fuzzy compactos e normais, sem nemhuma

25
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condicao de convexidade;

b) Provamos a densidade de conjuntos fuzzy compactos, normais e Lipchitz em F(R™)

com respeito a D-métrica.

Por simplicidade todos os nossos resultados sao considerados em R”, mas eles podem ser
extendidos a um espaco de Banach real, reflexivo e separavel X. Isto, porque o principal
argumento utilizado é a compacidade da bola unitaria em R", e assim ¢ suficiente considerar
a topologia fraca sobre X e usar o mesmos argumentos.

Este Capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Segao 2.1, introduzimos o conceito
de Convolugao de conjuntos fuzzy e damos algumas notacoes; na Secao 2.2 apresentamos
nossos resultados principais sobre a aproximagcao de conjuntos fuzzy e na Secao 2.3 provamos
algumas relagoes entre convolucao de nimeros fuzzy e a integral de Choquet. Também
daremos alguns exemplos.

Os resultados deste Capitulo foram publicados em [78].

2.1 Convolucao de conjuntos fuzzy

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de Convolucao de conjuntos fuzzy, como veremos, é
uma nova forma de somar conjuntos fuzzy. Na verdade, é uma maneira de reescrever a soma
de dois conjuntos fuzzy compactos. Também, daremos algumas propriedades e provaremos
alguns resultados que serao de muita utilidade para provar nosso resultado principal, a
aproximacao de conjuntos fuzzy compactos normais por conjuntos fuzzy Lipchitz.

Como tinhamos visto no Capitulo 1, F(R™) denota a familia de todos os conjuntos fuzzy

compactos e normais, isto €,
F(R") ={u:R" —[0,1] / u é compacto e normal }.

Por outro lado, consideremos o subespago fechado F¢(R™) C F(R™) de todos os conjuntos

fuzzy compactos convexos e normais, isto €,
Fo(R™) :={u € F(R") / u é convexo}.

A seguinte defini¢ao foi dada em [87] em outro contexto.
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Definigao 2.1. Sejam u,v € F(R™). Entao, definimos a convolugao, usy v, deu e v como

(u 7 v)(2) = sup{u(y) Av(z = y)},

yeR™

onde o simbolo A\ denota o minimo sobre o intevalo [0, 1].

A definigdo anterior é bem conhecida em andlise convexa, ver [79], [87]. Agora, um

resultado usual é o seguinte:
Proposigao 2.2. Se u,v € F(R"™), entdo vy v € F(R"™). Além disso,
[u7 0] = [u]” + [v],
para todo o € [0, 1].
Demonstragao: A prova é andloga as apresentadas em [79], [87]. |

Observacao 2.3. Devido a Proposicao 2.2, usando a convolugao, podemos rescrever sobre

F(R™) as operagoes de soma e produto escalar por

U+v = uYyv

u(¥) se A#0

(A-u)(z) =
Xqo3(x) se A=0.

e, com tais defini¢oes, obtemos que [u + v]* = [u]* + [v]* e [A - u]* = AMu|¥, para todo

u,v € F(R"), a € [0,1] e A € R (para maiores detalhes sobre soma de niveis de fungoes ver

[70], [87], [89]).

2.2 Densidade e convolucao

Em geral, é conhecido que o espaco de funcgoes lipschitz é um subespaco denso das fungoes
continuas com respeito a métrica uniforme. Nesta secao provaremos um tipo diferente de
densidade, especificamente, provaremos que o espaco de fungoes Lipchitz é um subespaco
denso do (F(R"), D).
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Lembremos que u € F(R") é chamado Lipschitz (sobre seu suporte) com constante
M e R" se |u(z) —u(y) |[< M ||z —y || para cada z,y € [u]® = supp(u).

Denotaremos por L£(R") a familia de todos os conjuntos fuzzy Lipschitz v € F(R™), isto

L(R") :={u € F(R") / u é Lipchitz }.

Observagao 2.4. Seja A € K(R"). Entdao x4 € L(R™).

O seguinte resultado é provado similarmente como em [87].
Teorema 2.5. Sejam u,v € F(R"). Seu € L(R") entdo usy v € L(R™).
Demonstracgao: Primeiro, observemos que

supp(u \7 v) = supp(u) + supp(v).

Como,
(u7 v)(x) = sup{hy(z) = u(y) ANv(r —y) / y € supp(u)}, (2.1)

entdo, para cada y € supp(u), a funcao h, : R* — [0, 1] é Lipschitz com constante M, pois

| hy(x) — hy(2) | | u(y) ANv(z —y) —uly) Av(z —y) |
| v(z —y) —v(z—y) |

Kl|xz—=z].

IAIA

Finalmente, para provar que u s/ v é Lipschitz com constante M notemos que
hy(2) = M || w = 2 [[< hy(2) < hy(2) + M || 2= 2 |,
e entao, tomando supremo com respeito a y obtemos que
(uvv)(z) =M z—-2|<(uvo)(@) < (uvo)(z)+M[z—=z],

isto é,
[ (v v)(z) = (uvo)(z) |[<M|z—=z].

Isto completa a prova. |
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Observagao 2.6. Notemos que em [87] as fungées u e v sio consideradas com valores em R
e sao Lipschitz sobre todo o dominio. Em nosso caso estamos trabalhando com funcoes com
valores em [0, 1] as quais sdo Lipschitz so sobre seu suporte. Por outro lado, é importante
observarmos que em (2.1) poderiamos supor, sem perda de generalidade, que y € supp(u) e,

simultaneamente, © —y € supp(v). E claro que em qualquer outro caso temos hy(x) = 0.

Exemplo 2.7. Consideremos a fun¢do u: R — [0,1] definida por

% se 0§x<%
ux) =41 se +<z<1
0 se x¢]0,1].

Entao podemos ver que u nao € uma funcao Lipschitz. Mas, se consideramos
r se 0<z<l1

{ 0 se x¢]0,1],

temos que v € L(R™). Agora,

[u]a:{[o,l] se ogagé
[%,1] se %<a§1
e
[v]* = [a, 1], Va € 0,1].
Assim,
wo et = {[0,11+[a,1] s 0<a<}
31 +1] se j<a<l
_ {m se 0<a<)
[0+3.2] se 3<a<l

Logo, usando a sequinte formula

(u v v)(z) = sup{a / = € [u7 0]},

obtemos que

T se O§x<%
1 1
1 1<
(wyv@=4 2 | 2 2=
r—1 g 1<zx<?
2 = 2
1 se %SxSQ,
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¢ uma funcdao Lipschitz com constante M = 1.
Nosso resultado principal nesta secao é o seguinte.

Teorema 2.8. Para cada u € F(R™) existe uma sequéncia (v,) € L(R™) tal que D(v, ,u) <
1/p parap=1,2,.....

Demonstragao: Seja u € F(R™) quaisquer. Denotemos por B0, 1/p] a bola fechada com
raio 1/p centrada na origem 0 € R". Entdo, ja que B[0, 1/p] é compacta, temos que X pjo,1/5 €
L(R™) para cada p € N.

Agora, tomando v, := u </ X80 ,1/p), pelo Teorema 2.5, temos que v, € L(R™), Vp.
Além disso, utilizando propriedades da métrica de Hausdorff H e propriedades de nivel de

um conjunto fuzzy, para cada « € [0, 1], temos que

=

H(lvp]", [u]") = H([u v x5i0.1/5]" ; [u]")

Il
=

([

([ + [x510 /] 5 [1]*)
H([u]* +B[0,1/p] , [u]* + {0})
H(B[0,1/p],{0})

= 1/p.

IN

Assim, tomando o supremo em «, obtemos que D(v, ,u) < 1/p, para cada p, e a prova estd

completa. ]
Corolario 2.9. (L(R"™), D) é um subespago denso de (F(R™), D).
Demonstragao: E uma consequencia imediata do Teorema anterior. [

Observagao 2.10. Em um contezto mais restrito, Colling e Kloeden [26], usando técnicas
totalmente diferentes, provaram que os conjuntos fuzzy continuos sao densos em Fc(R™) com

respeito a D-métrica.

Observacao 2.11. Em [70] e [7}] Rojas-Medar, Bassanezi e Romdn-Flores, usando os
polinomios de Berstein multivoco, provaram que os conjuntos fuzzy com a aplicacao de nivel
a — [u]® Lipschitz sao densos na classe de conjuntos fuzzy onde a aplicagdo de nivel o — [u]®

€ continua.
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2.3 Convolucao e integral de Choquet

Nesta secao, como uma aplicacao de convolucao de conjuntos fuzzy, provaremos a adi-
tividade da integral de Choquet (ver [75]) sobre a classe F¢(R) de nimeros fuzzy em relacao

as medidas fuzzy algébricamente aditivas sobre R.

Definicao 2.12. Seja ¥ um o-dlgebra de subconjuntos de R. Uma medida fuzzy sobre ¥ é

uma fungao p: 3 — [0, 00| tal que
1) (@) =0
2) AABeX, AC B= u(A) < u(B).

Definicao 2.13. Uma medida fuzzy pu € chamada algebricamente aditiva sobre intervalos se
pd +J) = pl) + p(J),
onde I,J sao intervalos compactos e [ + J é definido por
I+ J=1la,bl+[c,d] =[a+c,b+d].

Exemplo 2.14. (Medidas exteriores em R). Para cada conjunto A de nimeros reais con-
sideremos a familia enumerdvel {1,,} de intervalos abertos que cobrem A, isto €, uma familia
para o qual A C \JI,, e para cada tal familia consideremos a soma dos comprimentos
do intervalo da familia, isto €, > I(I,), onde I(1,) denota o comprimento do intervalo I,,.

Definimos a medida exterior m*(A) de A como o infimo de todas tais somas, isto €,

Da definicao de m* seque imediatamente que m*(0)) = 0 e que se A C B, entio m*(A) <
m*(B).

Portanto m* é uma medida fuzzy definida sobre P(R). Além disso, ja que m*(I) = (1)
para qualquer intervalo limitado, entao m* € uma medida fuzzy algebricamente aditiva sobre

R. De fato, se I = |a,b] e J = [¢,d] sao dois intervalos limitados, entdo depois de alguns
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calculos provamos que I + J =[a+¢,b+d], e

m*(I+J) = (b+d)—(a+c)
= (b—a)+(d—¢)
= m*(I)+m"(J).

Definicao 2.15. Seja 1 uma medida fuzzy sobre R e f € Fo(R). Entdo, define-se a integral

de Choquet de f com respeito a p como

© [ san= [ wtte 160 2 ayia = [ )i

Teorema 2.16. Seja p uma medida fuzzy algebricamente aditiva sobre R e f,g € Fo(R).

Entao,
(C )/(fvy = /fdu+ /gd,u
©) [0aw = x©) [ fan.

Demonstracao: Se f,g € Fc(R") entao, devido a Proposicao 2.2, [f <7 ¢]*,[f]* e [g]* s@o

intervalos limitados, convexos e fechados, para todo «a € [0, 1]. Além disso,
[f 79l =1f1"+1g]", Vae[01]. (2.2)
Assim, devido a (2.2),

wlfgl®) = w(f]* +19]")

Vael0,1].

Consequentemente,

©) / (f v g = / w(lf 7 ¢)")da
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Analogamente,

Portanto,

/fdu

Exemplo 2.17. Se consideramos u e v como no Exemplo 2.7 e p = m™, entao temos que
u,v € Fo(R) e

2—a se 0<a<li
(wo*) = 9§, . 2
5—a  se 5<a§1
et 1 1 se 0<a<i
m*([u]*) = ¢ | . 2
5 se §<04§1
m*([v]*) = 1—a, Yael0,1].
Desta maneira,
1
©) [wvvds = [ w(uda
0

1/2 1
2 — a)da 3/2 — a)da
2-a) +/1/2</ )

I
W] o o\

Por outro lado,

(C’)/udu+(0)/vdu = /Om da+/ m*

_ [/0 da+ §da {/0(1—04)@}
5
4
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Observacao 2.18. Em [75] foi estudado a convergéncia de nivel e a T'-convergéncia de
fungoes e suas relagoes. Em [76] sao estabelecidas as condi¢oes minimais para a continuidade
de medidas fuzzy com respeito a convergencia de Hausdorff sobre K(R™). FEstes trabalhos
devem ser o ponto de partida para estudar a continuidade da integral de Choquet e as integrais

nao aditivas (ver [29]) com relagdo a convergéncia de nivel de fungaoes.



CAPITULO 3

Espaco Quasilinear Fuzzy e Aplicacoes

Em [9] Assev apresenta uma nova forma de estudar o espago de subconjuntos e o espago de
multifungoes, enfraquecendo a exigéncia de linearidade na construgao da analise funcional
linear. Assev introduz os conceitos de espacos quasilineares e operadores quasilineares as
quais nos permitem considerar espacos lineares e nao lineares de subconjuntos e multifuncoes
sob um mesmo ponto de vista. Ele estabelece propriedades e teoremas que sao a contraparte
“quasilinear” de alguns resultados em anélise funcional linear e calculo diferencial em espacos
de Banach. Este trabalho nos motivou para extender a nocao de espacos quasilineares ao

contexto fuzzy.

Neste Capitulo temos o propdsito de apresentar o conceito de espacos quasilineares fuzzy e
introduzir a teoria de operadores quasilineares fuzzy. Apresentaremos algumas propriedades
sobre espacos quasilineares, bem como algumas proposicoes e teoremas relativos a teoria
de operadores quasilineares fuzzy. Por exemplo, expomos a versao fuzzy do teorema de
Banach-Steinhauss e introduzimos uma teoria de dualidade para operadores quasilineares
fuzzy. Também apresentamos alguns resultados relacionados as inclusoes diferenciais fuzzy.
Outra aplicacao desta nova teoria sera dado no préximo capitulo, onde estudamos o calculo
diferencial fuzzy. Acreditamos que estes resultados representarao um papel importante na

construcao de uma anélise fuzzy consistente.

35
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Este capitulo estd organizado como segue. Na Secao 3.1 damos os conceitos de espagos
quasilineares normados e operadores quasilineares que foram introduzidos por Assev em
[9]. Na Secao 3.2 estudamos o espago quasilinear F(X) (espago de todos os conjuntos
fuzzy compactos definidos sobre X'), suas métricas associadas a quasinormas e damos alguns
resultados de convergéncia. Também estudamos operadores quasilineares definidos entre dois
espagos quasilineares fuzzy, obtendo resultados que sao analogos aos de andlise funcional: a
relacao entre operadores quasilineares e a continuidade e o teorema de Banach-Steinhauss.
Na Secao 3.3 estudamos os operadores quasilineares fuzzy, os quais sao operadores sobre um
espaco vetorial normado tomando valores em um espago quasilinear fuzzy. Usando o Teorema
de Representacao devido a Negoita e Ralescu, definimos o adjunto de um operador quasilinear
fuzzy. Finalmente, na Se¢ao 3.4 obtemos alguns resultados sobre inclusoes diferenciais fuzzy.

Os resultados deste Capitulo serao publicados em [42].

3.1 Espacos quasilineares

Definicao 3.1. Um conjunto X é chamado espag¢o quasilinear se uma relagao de ordem
parcial <, uma operagao de soma algebrica + e uma operagao de multiplicacao por nimeros
reais -, sao definidas sobre este e as sequintes propriedades sao verificadas para quaisquer

x,y,2,v € X e numeros a, 3 € R:

(q.1) x < x;
(¢2) 2 <y, y<z=1x <z
(¢.3) <y, y<az=z=y,

(¢.5) x4+ (y+2) = (x+y)+ 2;

(q.6) existe um elemento 0 € X, chamado elemento neutro, tal que x + 60 = x;
(¢.7) o (B- ) = (o B)-

(¢:8) a-(z+y)=az+ay;

(q.9) 1-x = x;

(q.10) 0-x = 6;

(q.11) (a+ B)-x < a-x + (- x;

(q12) r<yez<v=z+z<y+uv;



37

(g.13) < y= -z < ay.

Um elemento ' € X € chamado inverso de x € X, se t +x = 6.

/ . ~ 7 a .
Notemos que, se um elemento x existe, entao este é unico. Se cada elemento x €
) ?
.« . / ~ ~ , . .
X possui inverso x , entao a relagao de ordem em X estda determinada pela igualdade e

consequentemente X é um espago linear (vetorial) com escalares em R.

Definigao 3.2. Seja X' um espaco quasilinear. A funcao real ||-||x : X — R € chamada
norma se as sequintes condigoes sao satisfeitas para quaisquer x,y € X e qualquer o € R:
(n.1) x # 0 = ||x||x > 0;

(n-2) |z + yllx < [[zllx + lyllx;

(n.3) lla- 2|2 = |o [lz]|x;

(n-4) v <y = |zl <llyllx;

(n.5) se para qualquer € > 0, existe um elemento x. € X tal que
r<y+ae|r]xr <e=x<y.

Um espaco quasilinear X com norma definida sobre este € chamado espag¢o quasilinear

normado.

. . / ~ .
Se qualquer x € X possui um elemento inverso x € X, entao o conceito de um espaco
quasilinear normado conincide com o conceito de um espago linear real normado.
De agora em diante, denotaremos (—1) - z por —z.

Seja X' um espaco quasilinear normado. A métrica de Hausdorff sobre X é definida por
Hy(z,y) =inf{r >0 /2 <y+aj, y<z+ay, [afllx <r i=12}

Jiquer <y+(r—y) ey <x+ (y—x), aquantidade Hy(z,y) estd definida para cada
z,y € X, e Hy(z,y) < ||z — y||lx. Temos que a funcdo Hx(x,y) satisfaz todos os axiomas
de uma métrica.

A prova do seguinte Lema é uma consequéncia da definicao da métrica de Hausdorff e

dos axiomas de espagos quasilineares.

Lema 3.3. As operagoes de soma +, a de multiplica¢ao por um nimero real e a norma || - || »

sao continuas com respeito a métrica de Hausdorff Hy.
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Um exemplo interessante de espago quasilinear normado é o seguinte: Seja X um espago
linear real normado. Como tinhamos denotado na se¢ao 1.6, K(X) ¢é o espago de todos os
subconjuntos fechados, limitados e nao vazios de X.

As operagoes de soma algébrica e a multiplicacao por um ntumero real o € R sao dados
por

A+B={a+b/a€cA be B}, aA={aa/ac A}

O espaco K(X), com a relacao de ordem parcial dada pela inclusao e as operagoes de
soma e produto escalar definidas acima, satisfazem as condigoes (¢.1) — (¢.13). A norma
em K(X) é dado por |A||x = sup,cy ||a||. Consequentemente K (X) e Ko (X) s@o espagos

quasilineares normados. Neste caso a métrica de Hausdorff é definida como usualmente
H(A,B)=inf{r >0/ AcC B+rB[0,1], BC A+ rB[0,1]},
onde B[z, 1] é a bola fechado de raio 1 centrada em x € X, Blz,r| ={y € X/ |z —vy| < r}.

Definicao 3.4. Sejam X e ) dois espacos quasilineares. Uma aplicacao I' : X — Y ¢é
chamada operador quasilinear se satisfaz as sequintes condicoes:

(0.1) T(Ax) = Al'(x), VX E€R,

(0.2) T'(zx+y) <I(x)+T(y), Vo,ye X,

(0.3) v <y=T(z) <I(y).

Um operador quasilinear I' : X — Y € chamado limitado se existe um k > 0 tal que
IT(@)lly < Ellzllx, VzeX.

Denotaremos por L(X,)) o espago de todos os operadores quasilineares e limitados de
X em Y. Escrevemos I'y < T’y se I'1(z) < I'y(z), Vo € X. A multiplicagdo por um nimero
real é definido sobre L(X,)) pela equacao (AI')(z) = AI'(z). Além disso, a soma algébrica
sobre L(&X,)) é definido por (I'y +T'2)(z) = I'1(z) + I'2(x). Com estas operagoes, L(X,)) é
um espaco quasilinear.
Uma norma sobre L(X,)) é dado por
Tz = sup [IT'(z)]y-

llz]lx=1

Consequentemente, L(X,)) é um espago quasilinear normado.
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3.2 Espaco quasilinear fuzzy

Seja X um espaco de Banach. Lembremos que F(X) denota o espago de todos os
conjuntos fuzzy compactos e Fo(X) o espago de todos os conjuntos fuzzy compactos e
CONVEXOS.

Uma relagao de ordem parcial C sobre F(X) é definido (ver se¢ao 1.2) por
uCoveur) <v), Vee X & [u* C v, VYael0,1], (3.1)
As operagoes de soma algébrica e multiplicacdo por um nimero real A € R sobre F(X)

sao definidos (veja a Secao 1.5) por

(u+v)(z) = Sup min{u(y),v(z —y)} e (Mu)(z)=

u(¥) se A # 0,
Xqo}(z) seA=0,

respectivamente. Com tais definigoes obtemos que [u + v]* = [u]® + [v]* e [Au]* = A[u]?,
para todo u,v € F(X), a € [0,1] e A € R.

O espago F(X) com a soma, multiplicagdo por um niimero real e a relagdo de ordem
parcial definida em (3.1) é um espaco quasilinear com elemento neutro xoy.

Podemos considerar diversas normas sobre F(X), tais como

[ulloe = sup |[[u]*[|x
0<a<l

1
lull, = / | dor

A métrica de Hausdorff que provém da norma || - ||, é dado por
D(u,v) =inf{r >0/ u Cv+wj, v Cu+wj, w; € F(X), |w]|e < i=1,2},
ou equivalentemente,

D(u,v) =inf{r >0/ u Cv+rw, vCu+rw},
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onde w € F(X) é o conjunto fuzzy compacto definido por

_J 1 sexeB[0,1],
wiz) = { 0 sex ¢ B[0,1]. (3:2)

Também, podemos escrever D como segue,

D(uav) = Sup H([u]av [U]a)'

a€l0,1]

Para a norma || - ||;, a métrica de Hausdorff associada ¢ dada por
Di(u,v) =inf{r >0/ u Cv+w], v Cu+wy, w; € F(X), ||wi| <r i=1,2}.

Usando o a-nivel de u e v, D; pode ser equivalentemente expressado como

D (u,v) :/0 H([u]®, [v]*)da.

O espago F(X) extende K(X) no sentido que, para cada A € K(X), sua fungao carac-
teristica x4 pertence a F(X). Claramente se A, B € K(X), entao

D(xa,xB) = Di(xa,xs) = H(A, B).

Daqui em diante, o espaco F(X) com a norma | - ||z (onde || - ||7x) é uma das
normas dadas anteriormente ou quaisquer outra), serd chamado espago quasilinear fuzzy

normado. A métrica de Hausdorff que provém da norma || - || 7(x) serd denotado por D(- ,-).

Lema 3.5. Seja F(X) um espaco quasilinear fuzzy normado e sejam ug, Vo, Up, Up, Zn €
F(X), Vn € N.

(a) Suponhamos que u, — uy € v, — vy. Se u, C v,, Yn > ng, para algum ny € N, entdo

U g Vo,

(b) Suponhamos que u, — uy € z, — uy. Se u, C v, C z,, Vn > ny, para algum ny € N,

entao v, — Up;

(c) Suponhamos que w, + vy, — Uy € Vy — X{o}, ENLAO Uy — Ug.
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Demonstracao: (a) Se u,, — ug e v, — vg, entao para qualquer € > 0 existe um N tal que
para quaisquer n > N existem elementos a, b, € F(X), com [la||zx) < € e ||b5]|7x) <€,

tais que

uy C up, +a;, e v, Cug+ 0.

Desta maneira,

uy € vy + a;, + by,

paran > N.
Ja que
lay, + by ll7 o) < llanllzoo) + 19700 < 26,
de (n.5) segue que uy C vg. As demonstragoes de (b) e (¢) sao andlogas. [

Lema 3.6. Sejam F(X) e F(Y) dois espagos quasilineares fuzzy. Se VU : F(X) — F(Y) é

um operador quasilinear, entdo V(xo0}) = X{o0}-

Demonstragao: Usando (q.10) obtemos 0 - x{0} = Xf0}. Logo, como ¥ é um operador

quasilinear, de (O.1) temos que ¥(x03) = ¥(0- xq03) = 0- ¥Y(x10}) = X{0}- [

Lema 3.7. Um operador quasilinear ¥ : F(X) — F(Y) € limitado se, e somente se, este é

continuo em X0y € F(X).

Demonstracao: Primeiramente suponhamos que o operador ¥ é limitado. Entao existe
um k£ > 0 tal que
1Ol zery < Kllullzx), Vo e FX).
Assim, dado € > 0, se
D(u, xqo0y) = llullzx) < 6 = €¢/k,
entao

D), (xqoy)) = [2(w)|zr) < kllullrox) < k6 =,

e consequentemente ¥ é continua em xyo. Agora, suponhamos que ¥ é um operador quasi-
linear continuo em x € F(X). Entdo, para qualquer ¢ > 0, existe um 6 > 0 tal que

D(U,X{o}) = Hqu(X) < ¢ implica

D(¥(u), ¥(x03)) = D(¥(u), Xq0p) = ¥ (w) || 7v) <€
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Assim, para quaisquer u € F(X),

ou o
()], = sttt <
||u||.7:(X) FY) ||u||F(X)
entao,
2¢
(@)l =r) < 5 llull =),
e portanto ¥ é limitado. |

Lema 3.8. Seja ¥V : F(X) — F(Y) um operador quasilinear fuzzy. Se W é continuo em

X0y € F(X), entao ¥ ¢ uniformemente continuo sobre F(X).

Demonstracao: Suponhamos que ¥ é continuo em xo. Entao, para qualquer e > 0, existe
um 0 > 0 tal que se ||ul|zx) <, entdo [|[¥(u)||zy) < e. Dado ug € F(X), se D(u,ug) <9,

entdo existem wy, wy € F(X) tais que
|willrxy <0, i=1,2, e uCug+w, uy S u+w,.
Como ¥ é um operador quasilinear, segue que
U(u) C U(ug) + V(wy) e VU(ug) C U(u) + VU(ws).

Ja que ||w;||zx) < 0, entao | V(w;)||zy) <€ 7= 1,2, e desta maneira D(W¥(u), ¥(ug)) < e.
]

Exemplo 3.9. Sejam X e Y dois espacos de Banach. Se f : X — Y é uma funcao, sua
Extensio de Zadeh (ver [62], [13]), [ : F(X) — F(Y), € definido por
sup u(y) se fi(z) #0,
R yef~(2)
flu)(x) =
0 se [~ z)=0.
Se f é continua, entdo f estd bem definida (ver [73]) e
[f)]* = f([u]*), Vae0,1], Yue F(X).

Agora, suponhamos que f € linear. FEntao, f € um operador quasilinear fuzzy e da con-
tinuidade de f seque que f ¢ limitado. Consequentemente, do Lema 3.7 e Lema 3.8, f é

uniformemente continua.
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O espago L(F(X),F(Y)) de todos os operadores quasilineares e limitados de F(X) em

F(Y), com a norma definida por

W[l = sup H‘I’(U)||f(Y)7

lull 7 x)=1
¢ um espaco quasilinear normado.

A seguir sao dados algumas propriedades de operadores quasilineares limitados.

Lema 3.10. (a) Qualquer elemento ¥ € L(F(X),F(Y)) satisfaz a condi¢io de Lipschitz

com constante ||¥||r;

(b) Se ¥y € L(F(X),F(Y)) eVy € L(F(Y),F(Z)), entao o operador ¥ = Wy o Uy estd no
espago L(F(X), F(Z)).

Demonstragao: J& que ¥ € L(F(X),F(Y)) entao

@ () = ()| £y

IN

[0 (u — U)Hf(y)

Il Ml =l 7y -

IN

Portanto W ¢ Lipchitz com constante ||¥||,.
Agora para provarmos a parte (b), tomemos u,v € F(X) e A € R quaisquer. Entao, se
U, € L(F(X),F(Y)), de (O.1) e (0.2) da Defini¢ao 3.4, temos que

Uy (Au+v) S A (u) + Uy (v). (3.3)

Mas, ¥y € L(F(Y), F(Z)), entao, da condi¢ao (O.1), (0.2) e (O.3) da Definigao de operador
quasilinear e de (3.3), temos que
U(Au+v) = UyoUy(Au+ v)
Uy (¥ (Au + v))
Uy (AW (u) + ¥y (v))
AW (W3 (u)) + Vo (W1 (v))
= AUy 00 (u) + Uy 0 Uy ().

Nl

N

Além disso, se u C v entao

Uy 0 Wy (u) = Wy(Wy(u)) C Wy(Wy(v)).
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Donde segue que ¥ = W,0W, é um operador quasilinear. Agora, como ¥, e W5 sao limitados,

existem ki, ko > 0 tais que,

H\III(U)HJ:(Y) <k HUH]_-(X) , Yu € f(X)

101 (0) | 7z < B2 0]l £y, Vo € F(Y).

Segue dai que,

||\Il201111(u)||f(z) < ko ||\I’1(U)||f(y)
< kiks flull gy, Vu e F(X),

e assim ¥ ¢é limitado. Portanto, ¥ € L(F(X),F(2)). |

Das propriedades de limite temos o seguinte resultado.

Lema 3.11. Suponhamos que a sequéncia {V,} € L(F(X),F(Y)) converge em cada ponto
u € F(X). Entdo
U(u) = lim W, (u)

n—-+o0o

¢ um operador quasilinear.

Demonstracao: E imediata das propriedades de limite. [ |
Definimos a funcao ¢, : [0,4+00) — F(Y) por ¢, (t) = tw, onde w = xg[o,1], ¢ a funcao

caracteristica da bola fechada de raio 1 centrada em 0 € Y. Esta fungao satisfaz as seguintes

propriedades:
u S pu(llullFe),
t<s = 9u(t) Cpu(s), (3.4)
Yu(t+s) = @u(t) +vu(s)

Lema 3.12. O operador © : F(X) — F(Y), definido por

O(u) = pu(llullzx))

pertence a L(F(X), F(Y)).
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Demonstracao: Sejam u,v € F(X) tais que u C v, entao ||ul|zx) < ||v||lzx). Por (3.4),

temos que
vu(llullzco) € vullvllzx)
e
pullu+ollFx) € eulllullzx) + eullvlizx)-
Também temos que @, ([|Aul|#(x)) = [Apw(||lullzx)). Ja que, w = —w = (=1)w, segue que

vo([[MullFx)) = Apu(llull#x))-

Consequentemente, O(u) é um operador quasilinear de F(X) em F(Y). Agora,

1O)llryy = leollullzx)lzy)
= | ullr vl

= Jwllzmllullzo-
Portanto, © € L(F(X),F(Y)). ]
Observacgao 3.13. (a) ||O|, =1;
(b) Se ||V, <||O]|L, entdo ¥ < O;
(©) V< |v],-e.
A métrica de Hausdorff sobre L(F(X), F(Y)) é dada por

Hp(Uy, W) =inf{ r>0/¥; <WUy+ U], ¥y < Uy 4 UE,
‘Ij: € L(f(X>7F<Y))7 H\IJZHL <r i= 172}7

ou equivalentemente,
HL(\Ill,mz) = inf{r >0 \Ill g \1/2 —|—T® y \Ifg < \Ill +')"@}

Teorema 3.14. Se (F(Y), D) é um espago métrico completo, entiao o espago quasilinear
normado (L(F(X),F(Y)), HL) é um espago métrico completo.
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Demonstracao: Seja {V,, },en uma sequéncia de Cauchy em L(F(X),F(Y)). Entao, para
qualquer € > 0, existe um N tal que para quaisquer n,m > N existem W™ W™ satisfazen-
do

U, < U, + U™ W U, + Um0 ([T, <6, U < e

Consequentemente, D(¥,(u), V,,(u)) < €|lul|zx), para quaisquer v € F(X). Assim, a
sequéncia {¥,(u)} é de Cauchy sobre F(Y). Agora, ja que F(Y) é completo, existe um
elemento U(u) € F(Y) tal que

U(u) = lim U, (u).

n—oo

Do Lema 3.11, temos que ¥ é um operador quasilinear de F(X) em F(Y). Além disso,

IWn(@)llzey < 1Wm(w)llze) + 190" (W)l 20
¥mllz + O)llull7ox),

IN

para quaisquer n,m > N. Fixando m > N e considerando o limite quando n — oo obtemos
que

(W)l < UWmllz + €)llull#x)-

Portanto, ¥ € L(F(X),F(Y)).
Agora provamos que {V¥,} converge para ¥V no espago quasilinear L(F(X), F(Y)), pois

D(Wn(u), U(u)) < D(Wn(w), Vin(u)) + DY (u), ¥(u))
< ellullre + D(Wm(u), ¥(u))
para n,m > N, tomando o limite quando m — oo obtemos que
D(W, (1), ¥(u)) < ellullzx) ¥ > N,
Desta maneira, temos que

U, <VU+e0, V<V, +eO Vn> N,

e finalmente Hy (¥, V,,) <€, Vn > N. [ |

O seguinte resultado é andlogo ao Teorema de Banach-Steinhaus.
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Teorema 3.15. Suponhamos que (F(X), D) é um espago métrico completo. Seja {V;}ies
uma familia de elementos em L(F(X),F(Y)) tais que

SU}) | V5 (u) || vy < 00, Yue F(X).
ic

Entao,

sup ||¥;|| L < oo,
iel

ou equivalentemente, existe um ¢ > 0 tal que

U5 (u) || 7vy < cllullrx), Yue F(X), Viel.
Demonstracao: Para cada n > 1, definimos o conjunto

Zn = {ue FX) | 0wz < n, Vi€ I}

J& que ¥; é uniformemente continua Vi € I, entao Z, é fechado em F(X) para cada n € N,
e U2, Z, = F(X). Consequentemente, usando o Lema de Baire (ver [20]) obtemos que
intZ,, # 0, para algum ng > 1, e assim existem uy € F(X) e r > 0 tais que Blug,r] C Z,,.
Portanto,

V()| 7vy < no, Yo € Blug,r], Viel.

Agora, se |Jul| z(x) <, entdo ug + u € Blug,r]. Como u C (up + u) — up, segue que
U, (u) CUi(ug +u) — Vi(ug), Viel,
e desta maneira,
[Wi(w) || 7vy < [Wiluo + )|l 7o) + |Vi(uo) || 7(vy < 2n0, Vi€ 1.

Por outro lado, para qualquer u € F(X),

' ru
' —
Tallzco |5,
portanto,
2710 .
||‘I’i(u)‘|f(Y) < THUH]-'(X), Vi e 1.
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Lema 3.16. Suponhamos que (F(X), D) é um espago métrico completo. Seja {I';}icr uma
familia de operadores quasilineares e limitados, T'; : F(X) — K(Y'), Vi € I, tal que a familia
{T;(w) }ier € limitada em Y para cada v € F(X). Entdo, a aplicagio R : F(X) — K(Y)
definida por

R(u) = UiesTi(u)

¢ um operador quasilinear e limitado.

Demonstragao: Sejam u,v € F(X) tais que u C v. Entao,

R(u) = Uie li(u) C Uierly(v) = R(v).
Além disso, dados u,v € F(X),
Ru+v) = Ugeli(u+v)
Uier(Ti(u) + 1'5(v))
Uierl's(u) + Uierli(v)
R(u) + R(v).

N N

Por outro lado,

R(Au) = Uie L (M) = Uier AT (w) = A Uierli(u) = AR(u),

para qualquer u € F(X) e qualquer A € R. Consequentemente, R : F(X) — K(Y) é um
operador quasilinear.

Agora, provaremos que R é limitado. Definamos ¥; : F(X) — F(Y') por ¥;(u) = X{r,(u)}-
Ja que I'; é um operador quasilinear limitado para cada ¢ € I, segue que ¥; é um operador

quasilinear para cada i € I. Agora,
sup [|Wi ()| 7v) = sup || x|l 7o) = sup [T (w) || x < oo
iel iel iel
Entao, pelo Teorema 3.15, existe um ¢ > 0 tal que
ITi(u)llx = 1Vi(u)l[7v) < cllullrx), Vue F(X), Viel,

e portanto,
[R(w)]lx = [VierTi(u)[[x < cllullzex),  Vu € F(X).
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Consequentemente, R é limitado. |
Denotemos por F(X)® o espago L(F(X), K(R)) e por coF(X)® o espago quasilinear
L(F(X), Kc(R)). Um operador quasilinear I' de F(X) a K(R) serd chamado funcional
quasilinear.
Seja ¥ € L(F(X),F(Y)). Entao, para cada I' € F(Y)® podemos associar um elemento
® € F(X)® sob a regra ®(u) = (I' o U)(u). Consequentemente, o operador ¥® : F(Y)® —
F(X)® dado por U¥(T') =T o ¥ esta bem definido.

Proposicao 3.17. Seja ¥ € L(F(X),F(Y)). Entdo,
(a) ¥¢ € L(F(Y)®; F(X)®).
(0) (=) = 1P|z

Demonstragao: (a) Sejam I'1,T's € F(Y)® e a € R. Entao,
\I/®(F1 + FQ)(U) = (Fl + PQ)(\I/(U))

= I'1(V(u)) + Ta(¥(u))
= (U2(Ty) + ¥ (T2))(u).

Consequentemente,
VO, +Ty) < U(Ty) + ().

Também temos que,
¥ (al)(u) = al(¥(u)) = a¥®(T)(u),

e desta maneira % (al’) = aU®(T).

Agora, suponhamos que I'; < I's. Entao,
UE(T) () = Ti(¥(u)) < To(P(u) = U¥(T2)(w),

e assim U¥(T';) < U®(I'y). Portanto, o operador ¥® : F(X)® — F(Y)® é quasilinear.

Por outro lado,

@)l = sup  [T(@(u)llx < [TllLl¥]L,

llull 7(x)=1

entdo, o operador quasilinear ¥® ¢ limitado e ||U®||, < ||V]|L.
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(b) Devemos provar que [[U®|, > [|[¥|[z. O elemento I'g(u) = [—||ullx, |Jul|#] estd no
espago F(Y)® e ||[I'y]|r = 1. Entao

1), = HFSHuplll‘If@)(F)IILE||\If®(Fo)IIL
-

= sup  [|To(V(w))| &

lull 7(xy=1

= s [(w)|Fe) = 19l

lull 7(x)=1

e portanto [|[U®||, > ||¥.. |

3.3 Operador quasilinear fuzzy

Sejam X e Y dois espagos lineares normados. Entao, espago £(X,Y), de todos os o-
peradores lineares de X em Y, é também um espaco linear normado. Portanto, o espaco
quasilinear normado K (L£(X,Y")) estd bem definido. Cada elemento T' € K(L(X,Y")) define
uma multifuncdo quasilinear I'(z) = Tz = {Az: A€ T} de X em K(Y).

Definigao 3.18. Diremos que um elemento I' € L(X, K(Y)) pussui um representagdo

linear se existe um elemento T € K(L(X,Y)) tal que
D(x)=Tx={Az; AeT}.

O seguinte resultado, provado em [9], é importante e necesséario para definir o adjunto de

um operador quasilinear.

Teorema 3.19. Suponhamos que I' € L(X*, Ko(R)). Entdo existe um tnico subconjunto

convexo fechado e limitado ' C X tal que para qualquer x* € X*

P(2®) = (Foa") = {(f,#*) ; f € F}.

Corolario 3.20. Se X ¢ um espaco linear normado completo e reflexivo, entao qualquer

operador qusilinear limitado I' : X — K¢ (R) possui uma representagao linear.

Sejam X e Y dois espago lineares normados. Uma aplicagdo I' : X — F(Y) é chamada

operador quasilinear fuzzy se I' satisfaz (O.1) e (0.2),isto é,
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[(Ax) = Al(z) Vre X VAeER,
[(x1 4+ x2) CT(x1) + T(x2) Vap,z € X,
ja que (0.3) é imediatamente satisfeita.
Seja I' + X — F(Y) um operador quasilinear fuzzy limitado. Entdo, para qualquer
a € [0,1], a aplicagao de nivel I'y, : X — K(Y'), definida por

¢ um operador quasilinear limitado.

Defini¢ao 3.21. Diremos que uma multifunc¢ao fuzzy T' @ X — F(Y) possui uma repre-
sentagao linear se, para cada o € [0,1], a aplica¢ao de nivel T, possui uma representa¢ao

linear.
O seguinte resultado segue imediatamente do Corolario 3.20

Proposicao 3.22. Seja X um espaco linear normado completo e reflexivo. Entdo cada

operador quasilinear fuzzy limitado T' : X — Fo(R) possui uma representagao linear.

Sejam X, Y dois espacos lineares normados e seja I' : X — K(Y) um operador quasilinear
limitado. Entdo existe um tnico operador quasilinear limitado I'® : Y* — Kgo(X*) tal
que (I'(z),y*) = (z,T®(y*)), para todo z € X e y* € Y* (ver [9]). O operador I'® €
L(Y*, K(X*)) é chamado o adjunto do operador I' € L(X,K(Y)). Consequentemente,
dado um operador quasilinear fuzzy limitado I : X — F(Y'), para cada « € [0, 1] existe um
operador I'? : Y* — K(X*), o adjunto de T', tal que

<Fa(x)7 y*> = <ZE, P?(y*»

para quaisquer z € X e y* € Y*.

O seguinte resultado generaliza o conceito de adjunto de um operador I' € L(X, F(Y)).

Teorema 3.23. Sejam X e Y dois espagos lineares normados. Seja I' : X — F(Y) um
operador quasilinear fuzzy limitado. Entao existe um tunico conjunto fuzzy T'®(y*) : X* —
[0,1] tal que

[F9(y7)]" =T5 ("),

para todo a € [0,1] e y* € Y.
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Demonstragao: Dada a familia {I'{(y*)}aep,1], temos que ela satisfaz as condicdes do
Teorema de Representacao devido a Negoita e Ralescu (ver [61], [70] ou Capitulo 1 deste
trabalho). De fato,

i) Por definicao, segue que I'?(y*) € K(X*), para todo a € [0, 1];

i1) Seja o < 3, entdo

(@, T5") = (Ts(@),y")

I
)
—

&
<
-
<
=
m

>

e portanto I'j (y*) C T'% (y*);

i1i) Consideremos a sequéncia a; < ap < ag < ..., tal que lim; o, o; = «, entao
ﬂileai(as) = Fa(l’).
Consequentemente

(r,Nix1 T (y") = (2, (Niz1Ta,)? (y"))
= (N z>1Fa1( ), y%)
= (Pal2),y")

(z,T3(y"))-

Do Teorema de Representagao, existe um tnico conjunto fuzzy I'®(y*) : X* — [0, 1] tal que
[Cey)]* =T3 ).
|

Definicao 3.24. Seja I' : X — F(Y') um operador quasilinear fuzzy limitado. O adjunto de
[' € o operador T® € L(Y*, F(X*)) tal que

T2y )] = T3 (y"),

para todo o € [0,1] e y* € Y.
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3.4 Inclusoes diferenciais fuzzy

A seguinte definicao de inclusao diferencial fuzzy foi introduzida por Zhu e Rao em
[98], no mesmo trabalho, eles obtiveram resultados relacionados a existéncia de solugoes.
Nesta Sec¢ao, consideraremos X como sendo um espaco de Banach, J um intervalo em R
e denotamos por C(J, X) o conjunto de todas as fung¢oes continuas definidas sobre J com

valores em X.

Definigao 3.25. Seja I' : X — F(X) uma multifuncao fuzzy. Seja o : X — [0,1] uma
fungao. Chama-se inclusao diferencial fuzzy ao sequinte problema: achar x € C(J, X)
tal que

i(t) € [D(x(t))]e®), (3.5)

SeI' : X — F(X) é um operador quasilinear fuzzy, entdo o problema (3.5) é chamado
inclusao diferencial quasilinear fuzzy.

Suponhamos que o operador quasilinear e limitado I' : R" — F(R"™) possui uma re-
presentacao linear, isto é, para cada a € [0, 1] existe um conjunto compacto T no espago
de matrizes n x n tal que I'y(z) = T%x = {Az / A € T*}. Entdo, existe um operador
quasilinear e limitado T'® : R® — F(R"), o adjunto de T', tal que T'Y possui repressentagao
linear 7%® = {A / A* € T*} para cada « € [0, 1].

Seja I' : R® — F(R™) um operador quasilinear fuzzy e seja I'® : R" — F(R™) o adjunto

de I'. A inclusao diferencial fuzzy
i(t) € —[0®(x(1)) ")

¢ chamada inclusao diferencial fuzzy adjunto de (3.5).
A seguir daremos alguns resultados previos que serao usados no resultado principal desta

Sec¢ao, um tipo de linarizacao para o problema (3.5).

Proposicao 3.26. Suponhamos que o operador quasilinear fuzzy I' : R™ — F(R™) possui

uma representacao linear. Entao, I' € continuo.

Demonstracao: E imediata. [
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Denotemos por FY(X) (ver [70]) o subespaco de F(X) cujos elementos u sio tal que a

aplicacao o — [u]* é H-continua sobre [0, 1], isto é, dado € > 0, existe um § > 0 tal que
o — B < 6 = H([u]*, [u]’) < ¢
Ja que [0, 1] é um espago métrico compacto, a aplicagdo o — [u]® é uniformemente continua.

Proposigao 3.27. Seja I' : R" — FY(R™) um operador quasilinear com representagdo
linear. Suponhamos que o © X — [0,1] € continua. Entdo, a aplicacio T' : X — F¢(X),
definida por T'(x) = [['(z)]?, € coninua.

Demonstracao: Suponhamos que z, — x in R". Entao

H(T(x,),I(z))

IAIA

Teorema 3.28. Suponhamos que o operador quasilinear fuzzy I' : R — FEY(R™) possui
uma representacao linear e que o : R™ — [0,1] € continua. Além disso, seja x(t) uma
solugao da inclusdao diferencial fuzzy (3.5). Entao, existe uma fungdo mensurdvel com valores
matrizes A . J — U,e; T=0) tal que x(t) € uma solugao absolutamente continua da equagao

diferencial ordinaria linear & = A(t)x. Aqui J € o intervalo sobre o qual x(t) estd defnida.

Demonstragao: Definimos a multifuncao I' : R* — K (R™) por

Denotemos por G = {(z,y) € R* x R" / y € ['(x)} o gréafico da multifuncio I'. Entao G é
um conjunto fechado (Proposition 3.27). Definimos a multifuncao P : G — K(L(R",R™))
por

P(z,y) = {A € Uy, 70 | Az = y}.

Provaremos que P tem grafico fechado. Suponhamos que (z,,y,) — (z,y) em G, A, — A

em L(R™ R™) com A,z, = y,. Tomando limite em n — 0o temos que Ax = y. Além disso,
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P(z,y) é limitada. Consequentemente P é semicontinua superior. Seja H uma multifungao
dada por H(t) = P(x(t),x(t)). H é mensuravel, pois para qualquer conjunto aberto U €
L(R™ R™), da semicontinuidade superior de P segue que {(z,y) / P(z,y) C U} é um
subconjunto aberto. Consequentemente, {t € J / H(t) C U} é mensuravel. Portanto, P
possui uma selegao mensuravel A : J — UpejTay), A(t) € H(t), tal que @(t) = A(t)z(t)
para quasi todo t € J. |

Exemplo 3.29. Consideremos a multifuncao fuzzy I' : (0,1) — F(R) definida, para cada
x € (0,1), por um conjunto fuzzy triangular isdceles com suporte [—x,x|. Entao, para cada

a € [0,1] a aplicagdo de nivel é
Fa(z) =[I(@)]* = (1 - a)[-1,1]z.

Consequentemente, I' é um operador quasilinear fuzzy e possui representacao linear. Con-

sideremos a fungdo o : R — [0, 1] definida por

1 se x<0
az)=<¢ 11—z se x€l0,1],
0 se x>1

entao a inclusao diferencial fuzzy (3.5) tem a seginte forma
i€ [~1,1]z% (3.6)

Se adicionamos a condi¢ao inicial x(0) = xq, entao, cada solugdo de (3.6) € uma solugdo
da equacgao diferencial

T = ax? z(0) = o, (3.7)

com a € [—1,1]. Assim, o conjunto de solugoes de (3.6) com J =[0,1) € dado por

{—atxf - Jae [—1,1]}.

Observemos que se I' é um operador quasilinear fuzzy e possui uma representacao linear,

entdo podemos obter todas as solucoes da inclusao diferencial fuzzy resolvendo a equacdo
diferencial (3.7).
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Exemplo 3.30. Consideramos I': (0,1) — F(R) definido por

2

= se 0<t<3
L(z)(t)=9 1 se £2<t<1
0 se té¢][0,1]
Entao,
o
r@) = |51].
ra) = [

para cada o € [0,1]. Assim, ' nao é um operador quasilinear fuzzy e ndo possui uma
representacao linear. Consideramos a: R — [0, 1] como no Exemplo 3.29. Entdo, a inclusao

diferencial fuzzy € dada por
1
e [ﬂ 1} . (3.8)

2
Para obter uma solucao de (3.8), com a condi¢do inicial x(0) = xo, podemos usar a técnica
de selegoes de uma multifuncao: como por exemplo, a fungao f(xr) = 5 € uma selecdo de
F(z) = [(1_2:6)96, 1] . Consequentemente, uma solugio de (3.8) é dada por x(t) = xoet/?. Neste

caso, nao podemos determinar facilmente todas as solugoes de (3.8) como no Exemplo 3.29,

onde as solugoes da inclusao diferencial fuzzy sao obtidas resolvendo a equacdao diferencial

(3.7).



CAPITULO 4

Diferenciabilidade de multifuncoes fuzzy
e estabilidade de uma inclusao diferencial

fuzzy

O conceito de diferenciabilidade para multifuncoes fuzzy foi estudada por muitos autores
sob diferentes pontos de vista. Por exemplo, o conceito de H—diferenciabilidade, devido a
Puri e Ralescu [64], foi estudado e aplicado por diversos mateméticos no contexto de equagoes
diferenciais fuzzy, podemos citar Ding e Kandel [27], Kaleva [46, 47] e Seikkala[88]. Goetschel
e Voxman [34] introduziram a nocao de derivada para aplicagoes fuzzy de uma variavel, onde
consideraram os numeros fuzzy em um espaco linear topoldgico e entao definiram diferen-
ciagao de aplicacoes fuzzy de uma varidavel de modo natural, como a definicao de uma funcao
a valores reais. Syau [97] estende tal defini¢ao para aplicagdes fuzzy com vérias varidveis.
Sob outro ponto de vista de diferenciabilidade, os conceitos de Fréchet diferenciabilidade
(ver De Blasi [14]) e Gateaux diferenciabilidade (ver Ibrahim [41]) para multifungdes foram
estendidas ao contexto fuzzy por Diamond e Kloeden [28] e Roman-Flores e Rojas-Medar
[72].

Como ¢é conhecido, a idéia principal de calculo diferencial classico consiste na aproximacgao

27
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local de uma funcao por um operador linear. Neste Capitulo propomos uma nova nocao de
diferenciabilidade para multifungoes fuzzy, utilizando os operadores quasilineares fuzzy os
quais suprem os operadores lineares da teoria classica. Introduzimos e estudamos a teoria de
espagos quasilineares e operadores quasilineares em [42], inspirados nos conceitos de espagos
quasilineares e operadores quasilineares dado por Assev em [9].

Além da introducao do novo conceito de diferenciabilidade, apresentamos também algu-
mas propriedades, exemplos e regras de célculo.

Zhu and Rao [98] introduziram a nogao de inclusao diferencial fuzzy e apresentam alguns
resultados de existéncia de solugoes. Este trabalho nos motivou a desenvolver algumas idéias
relativos a estabilidade de uma inclusao diferencial fuzzy e como uma aplicagao de nosso
resultado provamos um teorema sobre estabilidade de uma inclusao diferencial fuzzy usando
a nossa definicao de diferenciabilidade. No préximo Capitulo apresentamos uma aplicacao a
Biologia (ver também [24]).

O Capitulo esta organizado como segue. Na Secao 4.1, relembramos alguns resultados
sobre espacos quasilineares e operadores quasilineares, introduzimos os conceitos de diferen-
ciabilidade de Fréchet e Gateaux para multifungoes fuzzy e damos algumas propriedades re-
ferentes as mesmas. Na Secao 4.2 apresentamos algumas regras de calculo e na ultima Secao
damos algumas aplicagoes sobre estabilidade de inclusdes diferenciais fuzzy (ver também
[24]).

Os resultados deste Capitulo serdo publicados em [43].

4.1 Diferenciabilidade de multifuncoes fuzzy

Nesta Secao extendemos as nocoes de diferenciabilidade de Fréchet e Gateaux para o
contexto de multifungoes fuzzy, usando o conceito de operadores quasilineares fuzzy.

Primeiramente, lembremos alguns conceitos e resultados que foram dados no Capitulo 3
(ver também [42]).

Aqui X e Y sao espagos de Banach. Uma aplicacdo F': X — F(Y) é chamada multi-

funcao fuzzy (também conhecida como fungao fuzzy).

Defini¢ao 4.1. Uma multifuncao fuzzy F : X — F(Y') chama-se operador quasilinear
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se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
F(Ax) = MF(x) Vee X ,VAER (4.1)
F(l‘1 + $2) C F($1) + F(%g) Vxl,xz c X. (42)

Uma multifuncado fuzzy F : X — F(Y) é chamada limitada se existe um niimero k& > 0
tal que ||F(z)| < k||z|| para qualquer z € X.

Um resultado relevante sobre operadores quasilineares é o seguinte.

Teorema 4.2. O operador quasilinear F : X — F(Y') € limitado se, e somente se, é continuo

no ponto 0 € X. A continuidade de F' em O tmplica na continuidade uniforme sobre X.

Demonstragao: A sua demonstragao acha-se em [42]. n

4.1.1 Fréchet diferenciavel

Definigao 4.3. Uma multifuncao fuzzy F : X — F(Y) € chamada Fréchet diferencidvel

em xg € X se existe um operador quasilinear e limitado DL (F) : X — Fe(Y) tal que
D(F(x), F(w0) + Dy, (F)(z — 20)) = o(]|x — zo]]).

O operador quasilinear DfO(F) ¢ chamado a derivada de Fréchet de F' em xy.

Exemplo 4.4. Seja X = R. Consideremos a multifuncao fuzzy F : R — F(R) definida por

—mly—a?) se 0<y<a®
Fz)(y) =< Ly+a2?) se —2><y<0

0 caso contrdrio,

para cada o € [0,1]. Agora,

D(F(x), F(0) + xq0y) = set[zpl] H ([—(1 —a)z?, (1 — a)xﬂ {0} + {0})
- asél[lol?ﬂ |(1 o } B |$ |

Logo, F € Fréchet diferencidvel em © =0 ¢ D (F)(z) = X{0}-
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A seguir estabelecemos a unicidade da derivada de Fréchet.

Teorema 4.5. Suponhamos que a multifuncao fuzzy F é Fréchet diferencidvel em xq, entao

a Fréchet derivada € unica.

Demonstragao: Sejam DL (F) e DE (F) derivadas de F' em z,. Entao, usando as pro-

priedades da métrica D (ver Capitulo 1), temos que

D(Dy, (F)(x — o), D (F)(x — o))

D(F (o) + Dy, (F)(2 = o), F(wo) + D, (F)(2 — x0))
D(F (), F(xo) + Dy, (F)(2 — 20))

+D(F(x), F(x) + DL (F)(x — x0))

= o(|lz = zol)-

IN

Desta maneira, D(DE (F)(z — x0), DL (F)(x — ) = o(||x — xo||) para todo z € X. Isto
prova que DI (F) = DL (F). [

Proposicao 4.6. Uma multifungao fuzzy F : X — F(Y') € constante se, e somente se, para
cada xo € X, DE (F)(z) = xqoy V2 € X.

Demonstragao: Primeiramente suponhamos que F' é constante, isto é, F'(z) = u V. Entéao,

para qualquer x € X, temos que

D (F(z), F(x0) + DL (F)(x —x0)) = D (u,u+ DL (F)(z — x0))
= D (x{0}, Dr,(F) (2 — m0))

= o[z = zol)-
Portanto, DL (F)(z — x0) = x{o} V& € X. Reciprocamente, se
DE (F)(z — 20) = {0y Vo € X,
entao para qualquer z € X
D (F(x), F(wo) + DE,(F)( —20)) = D(F(x), F(xo))
= o[z = zol),

donde segue que F(x) = F(xy) = u. |
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Proposicao 4.7. Seja F' : X — Fo(Y) um operador quasilinear e limitado. Entio F é
Fréchet diferencidvel em 0 € X e DE(F) = F.

Demonstragao: E suficiente observar que F'(0) = x1oy quando F' é quasilinear. |
Teorema 4.8. Se F': X — F(Y) € diferencidvel em xq, entao F é continua em x.

Demonstracao: Suponhamos que x; — xg, entao

D(F(z;), F(x0)) < D(F(x;), F(x0) + Dy (F)(w; — o))
+D(F(xo), F(xo) + DfO(F)(QcZ — Z9))
o([lz; — moll) + DL (F) || #llzi — xofl — 0

quando 7 — o0o. O teorema esta provado. [ |
Seja F' : X — F(Y) uma multifuncao fuzzy. A multifun¢ao de nivel F,, : X — K(Y),
para « € [0, 1], é definida por

O resultado a seguir estabelece a relagao entre a derivada de F' e a derivada da multifuncao

de nivel associada.

Proposicao 4.9. Se F' é Fréchet diferencidvel em xq, entao a multifuncdo de nivel F, ¢é

diferencidvel em xy para cada o € [0,1] e
DI (F) = [DE(F)"

Demonstracao: Seja « € [0, 1] arbitrario. Entao

H ([F ()", [F(20))* + [Dg, (F)(x = 20)]")
= H([F(2)]*, [F(z) + DL (F)(z — 20)]")
< D(F(z),F(z0) + DL (F)(x — o)
= o(llz = zol]).
Consequentemente, a Proposicao esta provada. [ |

Observemos que a reciproca da Proposicao é falsa. O seguinte exemplo prova este fato.
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Exemplo 4.10. Consideremos a multifungio fuzzy F : (=1/2,1/2) — Fe(R) definida

através de seus niveis por:
—t, 1+t se O0<a<l1
[—1/2,1] se a=0

para —1/2 <t < 0 e F(t) = xqoay para 0 < t < 1/2. Cada multifuncdo de nivel F, ¢é

diferencidvel em t = 0 com derivada

DY (F.)(1) ={ [~L1Jt se 0<a<l

{t} se a=0

Observemos que F' nao é Fréchet diferencidvel, pois a sequinte inclusao nao é verdadeira
Dy (Fp)(1) € Dy (Fa)(1)

VOo<a<pg<l.

4.1.2 Gateaux diferenciavel

Definicao 4.11. Uma multifuncao fuzzy F : X — F(Y) é Gdteauxr diferencidvel em
ro € X se existe um operador quasilinear e limitado DfO(F) : X — Fo(Y) tal que, para todo
ze X

D(F (g + tz), F(z9) + tDS (F)(2)) = o(t) quando t — 0.

DY (F)(z) € chamada derivada de Gdteaux de F em .

Teorema 4.12. Suponhamos que a multifuncao fuzzy F é Gateaux diferencidvel em xy,

entao a derivada de Gateaux € unica.

Demonstragao: Sejam DS (F) ¢ DS (F) derivadas de Gateaux de F' em z,. Entao, das

propriedades da métrica do supremo D, segue que

D(Dg,(D)(t2), DS (F)(t2)) = D(F(wo) + DF, (F)(tz), F(xo) + DS (F)(t2))
< D(F(mo+tz), F(zo) + DS (F)(t2))

+D(F(zg + tz), F(x0) + DS (F)(tz))
= o(t) quando t — +0
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Consequentemente,

D(DS (F)(z), DS (F)(z)) = o(t) quando t — +0.

Portanto, D (F)(z) = DS (F)(z) para todo z € X. [ |

A relacao entre Fréchet derivada e Gateaux derivada é dada no seguinte Teorema.

Teorema 4.13. Suponhamos que a multifuncao fuzzy F' : X — F(Y') € Fréchet diferencidvel

em xg € X. Entao, F' € Gateaux diferencidvel e
G _ NF
Demonstracao: De fato, temos que

D(F (o + tz), F(z) + tD5 (F)(2))
= D(F(zo+tz), F(xo) + DL (F)(t2))

= o(t]|z]]) = o(t) quando t — +oc.

Portanto, o Teorema esta provado. [ |
A seguir veremos que a diferenciabilidade definida aqui implica na diferenciabilidade dada
em [72]. Antes, apresentamos alguns conceitos preliminares.
Uma multifunc¢ao F' : X — F(Y) é semicontinua superior em xq se Ve > 0,35 = d(xq,€) >
0 tal que

sup D*(F(x), Flao) < e
a€(0,1]

quando ||z — z¢|| < 6, onde

D*(U,U) = Sup h*([u]a ) [U]a)7

a€l0,1]

h*(A,B) = iI>1(f){7“ >0/ACB+rB[0,1]}.

Além disso, F' é chamada homogénea se F(A\x) = A\F'(xz) para A\ > 0 e x € X. Para mais
detalhes ver [72].
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Definigao 4.14. Uma multifuncao fuzzy F : X — F(Y') € De Blasi diferencidvel em xq € X
se existe uma multifungio fuzzy semicontinua superior e homogénea DL (F) : X — Fe(Y)

tal que

D(F (o + @), F(wo) + Dy, (F)(x)) = o([l])).

A multifungao fuzzy DL (F) € chamada De Blasi derivada de F' em x.

Definigao 4.15. Uma multifuncio fuzzy F : X — F(Y) € Ibrahim-Gateauz diferencidvel
em xg € X se existe uma multifuncao fuzzy semicontinua superior e homogénea ]D)fO(F) :

X — Fo(Y) tal que, para todo z € X
D(F (g + tz), F(z9) + tDS (F)(2)) = o(t) quando t — +0.
DI (F) € chamada Ibrahim-Gateaur derivada de F em xq.

Logo, podemos ver que se F' : X — F(Y) é Fréchet diferencidvel em xz, (Gateaux
diferencidvel), entao F' é De Blasi diferenciavel em xy (Ibrahim - Gateaux diferencidvel,
respectivamente) e DX (F)(z) = DI (F)(z) (DS (F)(x) = DS (F)(z) respectivamente).

4.2 Regras de calculo

Primeiramente estabelecemos algumas relagoes algébricas basicas com respeito a deriva-
da.

Teorema 4.16. Sejam Fy e Fy multifuncoes fuzzy de X em F(Y). Se Fy e Fy sao Fréchet
diferencidveis em xo € X, entdo a aplicacio F = ANFy + BFy com N\, € R, € Fréchet

diferencidvel em xg, e

Dy, (AF1 + BFy) = XDy (Fr) + Dy, (F).
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Demonstracao: Observemos que

D
D
D

(), F(zo) + (ADL (F1) + BD5, (F»))(z — x0))
(AFy + BFy)(x), (AFy + BFy)(x0) + ADJ, (Fy) (¢ — m0) + BD], (F2)(x — x9))

(F
(
(AFi(z) + BFy(x), Ay (20) + BFa(x0) + ADL (Fy) (2 — 20) + DL (Fo) (2 — x0))
(

< D(AFi(z), \Fi (o) + ADL (F1)(z — 1))
+D(BFy(x), BFy(x0) + BD; (Fo)(x — 1))
< [Ao(l[z = xoll) + |8lo(]lz — xol|)
= o([lz — o).
Isto prova o Teorema (B

Observacao 4.17. O Teorema 4.16 € também vdlido se supormos que Fy e Fy sdo Gateaux

diferencidveis em xg.

Teorema 4.18. Uma multifungio fuzzy F : X — Fo(Y) € Gateaux diferencidvel em xq se,

e somente se, a fungdo suporte S (o, x*) € Gateaur diferencidvel em xq e D%(SF(I)) €

uma funcao suporte. Além disso, neste caso

Dy, L (Sp@))(a,27) = SDgO(F)(x)(Oé;I*)~

Demonstracao: Supnhamos que F' é diferenciavel em xg e z € X. Entao

1

;HSF(JE()-FLZ)(O‘?‘T*) - SF(IO)(OQZE*) - t.SngO(F)(Z)(Oé,ZL‘*)H

1 * *
= ;HSF(zoth.z)(Oé,x ) — SF(IQ)+t.'D§O(F)(Z)(Oé7$ )

< D(Flay +1.2), Flao) + 608 (F)E) (o,
o(t)

= T—>0 quando t — 40.

Desta maneira, a funcao suporte Sp(,(a, 2*) é Gateaux diferencidvel em xg e

D (Sr) (0, 27)) = Spg (r(ap (0, 27).
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Reciprocamente, suponhamos que Sp()(a,2*) ¢ diferencidvel em zg e DE (Sp) ) (o, 2*) =

Sa(a, x*). Entao para qualquer z € X

D(F(xg+t.2), F(xg) +t.A)

- ||(0¢r2*a)}ﬁ:1 ”SF(QEOth‘Z)(Oé’ .Z'*) - SF(ﬂco)th.A(Oé, $*)H

= ax [1Sr@osen (@0 27) = Se) (@ 27) = £5n (o 7))

= o(t)

quando ¢t — +0. Portanto, o Teorema esta provado.

4.3 Estabilidade de inclusoes diferenciais fuzzy

Dados F' : X — F(X) uma multifun¢do fuzzy, a : X — [0,1] uma funcdo e J um
intervalo em R,Como na Segao 3.4 deste trabalho, temos o seguinte problema (ver [98]):

encontrar x € C(J, X) tal que
2/(t) € [F(x(t))]* (4.3)

Temos que (4.3) é chamada inclusao diferencial fuzzy.
Consideremos a inclusao diferencial fuzzy (4.3), com a condigao F'(0) = x{o}. Diremos
que o ponto de equilibrio x = 0 de (4.3) é Lyapunov-estavel se as seguintes condigoes sao

satisfeitas;

(a) Existe um &g > 0 tal que se ||z(tp)| < do, entao existe uma solu¢ao z(t) com condigao

inicial (), definida para qualquer t > t;

(b) Para qualquer € > 0 existe um 0 < d; < 4y tal que se ||z(to)|| < d1, entdo ||z(¢)|| < € para
qualquer t > t.

Um ponto de equilibrio x = 0 Lyapunov-estavel é assintoticamente estavel se existe
um numero positivo o < Jy tal que se [|z(to)|| < d2, entdo limy . ||z(f)]] = 0.
O resultado a seguir sera fundamental para provar nosso Teorema referente a estabilidade

de uma inclusao diferencial fuzzy.
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Teorema 4.19. Suponhamos que a multifuncio F : X — Ko(X) € homogénea e semi-
continua superior. Também, suponhamos que qualquer solugdo z(t) da inclusao diferencial
z € F(x) tende a 0 quando t — co. Seja G : X — Ko(X) wma multifun¢do semicontinua
superior, com ||G(x)|| = o(||z]|) quando ||x|| — 0. Entdo, existem o >0, k>0 e d > 0 tais
que para qualquer solugio x(t) da inclusio diferencial x' € F(z) + G(x) com ||z(0)|| < 0 a

sequinte desigualdade € satisfeita
lz(®)[l < kl[z(0)[| exp(—ot)
para todo t > 0.
Demonstragao: Ver [52]. [ |

Teorema 4.20. Suponhamos que 0 é um ponto de equilibrio da inclusao diferencial fuzzy
(4.3). Além disso, suponhamos que a multifuncao fuzzy F : X — F(X) € diferencidvel em
0 e que existe um numero oy > 0 tal que qualquer solugdo x(t) de (4.3) estd definida sobre
o intervalo [0,+00) se ||z(0)]| < . Se para algum o« € [0,1] o ponto de equilibrio x = 0 da

inclusao diferencial quasilinear
z' € [Dg (F)(x))" (4.4)

¢ assintoticamente estdvel, entao este ponto € um ponto de equilibrio assintoticamente estdavel
para o problema (4.3), isto €, existem o > 0, k > 0 e § > 0 tais que qualquer solugdo x(t)
de (4.3) satisfaz a desigualdade

l2@)] < kllz(0)]| exp(—at)

para todo t > 0 se ||z(0)]| < 9.

Demonstragao: Como F é diferencidvel em 0, entdo existe a aplicagdo DE(F) : X —
K¢ (X) definida por

D§ (F)(x) = [Dy (F)(x))°,

para todo x € X, a qual é homogénea e uniformemente continua. Também, ja que a ponto
de equilibrio z = 0 da inclusao diferencial quasilinear (4.4) é asintoticamente estével, entao

qualquer solucao z(t) de (4.4) tende a 0 quando t — oc.



68
Agora, denotemos por F(z) = [F(z)]*®), entdo

IF@) = H(F()*,0)
D(F(x), x{0y)
D(F(x), Dy (F)(x)) + D(Dg (F)(2), x{0})
|z])) + 1D (F)ll|ll

IN A

IN

o

(
o

|
l]l) quando [[z]] — 0.

Desta maneira, devido ao Teorema 4.19, existem o > 0, &k > 0 e 6 > 0 tal que qualquer

solucdo z(t) de (4.3) satisfaz a desigualdade
lz@)] < kllx(0)]| exp(—at)

para todo t > 0 se [|z(0)|] < 0. Assim, o Teorema estd provado. |



CAPITULO 5

Dinamica de populacao via inclusoes

diferenciais fuzzy

Os modelos deterministicos formulados para estudos de dinamica populacional conside-
ram, invariavelmente, parametros constantes ou temporais, obtidos como médias de situacoes
analisadas. Tais modelos nao contemplam tipos de subjetividades que sao inerentes ao pro-
cesso de variacao populacional. Os individuos sao considerados homogéneos e todos possuem
as mesmas caracteristicas de evolugao. Entretanto, na realidade, quando analisamos cada e-
lemento de uma comunidade, verificamos que o individuo ou um grupo de individuos possuem
caracteristicas diferenciadas dos restantes que podem influenciar na dinamica da populagao.
Neste caso, devemos considerar as variaveis de estado diferenciadas segundo a pertinéncia
destas caracteristicas. Por outro lado, a dinamica populacional pode ser também influen-
ciada por caracteristicas independentes das variaveis de estado: habitacao, lazer, salario,
ambiente de trabalho, violéncia etc. O valor especifico destas caracteristicas nem sempre po-
dem ser avaliados ou medidos no sentido tradicional sao “incertezas” que somente podemos

conjecturar intuitivamente.

Assim sendo, quando fazemos anélises de modelos biol6gicos mais realistas devemos con-

templar as incertezas proprias do fenomeno estudado.
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Consideremos o modelo deterministico descrito por uma equacao diferencial

¥ = f(t, x). (5.1)

Dado (5.1), podemos inserir a incerteza ou ruido, introduzindo um parametro u na
dinamica, ou seja,

' = f(t,z,u) (5.2)

A priori existem duas aproximagoes distintas para (5.2).

1) Se a natureza dessas incertezas for aleatdria, entdo o problema deterministico nos
leva a uma equacao diferencial estocastica. Neste caso, devido a complexidade das equacgoes
resultantes aos modelos estocasticos, geralmente, faz-se a insercao de ruidos de forma linear
em wu, isto é, assumindo que o ruido entra na dinamica linearmente, com uma distribuicao
probabilistica

= f(t,x) +g(t,x)u (5.3)

Neste caso, u é denominado ruido branco, proveniente da diferencial estocastica do movi-
mento Browniano.

2) Se o ruido ndo possui estrutura probabilistica, ou tal estrutura nao pode ser avaliada
a priori, entao poderd ser mais apropriado a utilizacao dos sistemas variacionais fuzzy ou
das inclusoes diferenciais fuzzy para a formulagao dos modelos matematicos.

Suponhamos que U seja um conjunto compacto de fungoes suficientemente regulares,

entao (5.2) pode ser escrito como a seguinte inclusao diferencial
e F(tx)={f({tz,u)/uecU} (5.4)

Notemos que no modelo deterministico (5.1), a velocidade é conhecida para cada (t,x),
enquanto que na inclusao diferencial (5.4), a velocidade nao é dada, mas sabemos que esta
no conjunto F'(t,x), gerando a incerteza.

Em [49], Krivan considera o ruido w desconhecido e limitado, tendo natureza deter-
ministica, isto é,

F(t,z) = h(t,z,c[—1,1])

e tomando uma métrica de “verossemelhanca” para se avaliar o quanto uma solucao ¢ melhor

do que outra.
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Analisando as metodologias propostas por May para o ruido de natureza aleatéria [57],
a teoria de inclusoes diferenciais e a proposta por Krivan [49], consideramos que uma ra-
zoavel generalizacao do problema (5.1), para modelar sistemas dindmicos com incertezas, é
substituir no modelo (5.4), a multifungdo F' por uma multifungao fuzzy, isto é, F'(¢,x) é um
conjunto fuzzy para cada (t,x). Isto nos levou a utilizar o conceito de inclusao diferencial
fuzzy formulado por Zhu e Rhao [98] que consideram as inclusdes diferenciais dadas pelos
niveis que dependem da variavel de estado x.

Neste Capitulo, estudamos um modelo com variacao proporcional, usando a teoria de
inclusoes diferenciais fuzzy e analisamos a estabilidade dos estados de equilibrio, utilizando

o conceito de diferenciabilidade de multifungoes fuzzy [43].

5.1 Dinamica populacional com ruido

Seja x(t) a densidade de uma populacao no tempo ¢ e consideremos os modelos cléssicos
de crescimento exponencial e o logistico, isto é,

flz)=rz : f(z)=rx <1—%>.

Na biologia populacional tedrica existem duas fontes de perturbagdes do tipo (5.3), sao os
ruido demografico (aptidoes individuais distintas) e o ruido ambiental (variagdes abidticas).

Nisbet e Gurney propuseram a seguinte aproximacao para o ruido demografico:

g(x) = V/(b(x) + d(x)) x

onde b(x) e d(z) sao as razoes de natalidade e mortalidade instantaneas, respectivamente.
Em populagoes com grande densidade o ruido demografico é menos significante e, neste
caso, ¢ mais natural considerar apenas o ruido nos parametros. Consideremos que somente

a taxa de crescimento r é afetado. Assim, para o modelo exponencial temos:
¥ =rx+au=z(r+u) (5.5)

e para o modelo logistico

:c’zm(l—%)—l—:t(l—%):x(l—%)(rnLu)
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Suponhamos ainda que o ruido seja limitado por uma constante ¢ > 0, entao podemos

considerar a seguinte inclusao diferencial
o' € f(x) + cg(x)[-1;1]. (5.6)

Um estudo detalhado do problema (5.6) é feito em [49].

Baseado nos conceitos anteriores e na naturalidade de incerteza da constante r, intro-
duzimos um novo modelo para o problema exponencial, onde tomaremos a constante r como
um conjunto fuzzy u. Este conjunto fuzzy deve representar a nebulosidade de alguma carac-
teristica da populacao que perturbe a sua variagao.

Sejam x(t) a densidade da populagdo no instante t e o : R — [0; 1] uma funcgéo, conside-

raremos as inclusoes diferenciais do tipo
2’ € [u.x]*®, (5.7)
onde

u é um conjunto fuzzy;

u.z é o produto escalar no espaco F(R).

Na inclusdo diferencial fuzzy (5.7) temos que a multifuncao fuzzy F : R — F(R) é dada
por F(z) = u.x.

F' é um operador quasilinear e limitado e portanto diferencidvel em x = 0. Também
temos que # = 0 é um ponto de equilibrio (F(0) = x{o}) da inclusao diferencial fuzzy (5.7).

A seguir daremos uma aplicagao relativa a (5.7) e os resultados referentes a estabilidade
de Lyapunov (ver [43]) serao utilizadas para anélise da estabilidade do ponto x = 0.

Exemplo 1 (expectativa de vida)

Suponhamos que A seja um conjunto de operdrios com z(t) individuos no instante ¢.
Consideraremos o problema de expectativa de vida dos elementos de A, supondo que a
pobreza seja um fator que contribui para o aumento da taxa de mortalidade dos individuos.

Para modelar a “pobreza ”, poderiamos utilizar qualquer indicador da mesma, como por

exemplo, consumo de vitaminas, saneamento bdsico, renda, etc. Em [12] é feito um estudo



73

completo do modelo diferencial para a esperanca de vida de um grupo de trabalhadores,

usando o saldrio (renda) como fator de incerteza na taxa de mortalidade
() = —(A 4+ Aau(r))z(t).
Neste caso, o conjunto fuzzy que avalia o grau de pertinéncia da pobreza foi definido por
21k
1-— <L) se 0<r<r
u(r) = [ ro ] 0
0 se r >,

onde, k£ é um parametro que fornece alguma caracteristica do grupo, r é um parametro
proporcional a renda do individuo e ry é a renda minima a partir da qual os individuos
nao sao mais diferenciados quanto a pobreza e portanto, nao mais influénciam na taxa de
mortalidade.

Definimos a : R — [0; 1] por

0 se x <0
ax) =< 2F se 0<zx<1
1 se x>1

Estamos considerando o modelo normalizado, isto é, z = 1 é a populacao total de individuos.

Considerando (5.7), temos a seguinte inclusao diferencial
v’ € —[(\; + Agu)x]*@ (5.8)
onde

A1 é a taxa de mortalidade natural (obtida em um grupo que dispoe de condigbes satis-

fatérias de sobrevivéncia);
Ag.u indica a influéncia da pobreza no aumento da taxa de mortalidade do grupo;

u é o conjunto fuzzy dos pobres de acordo com a renda r.

Notemos que se 7 > rg, entao u(r) = 0 e (5.8) se reduz ao modelo deterministico

= —-)\z.
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Agora para r < 7,

Logo, a inclusao diferencial fuzzy (5.8), para 0 < x < 1, é equivalente a inclusao diferen-
cial
r' € =Mz — Aoz [0; V1 — 2],
ou
Z’l S —)\133' — )\2’1"0.%\/ 11—z [0, 1] (59)

Observacgao 5.1. Podemos ver que a inclusdo diferencial (5.9) é semelhante a do problema
(5.6). Por isso, esta nova idéia de enfocar os problemas de dinamica de populagdo, usando

as inclusoes diferenciais fuzzy, € uma boa generalizacao das jd estudadas.

Para achar solugoes de (5.9), uma das técnicas é encontrar sele¢oes da multifungao, isto é,
obter fungdes f tal que f(z) € G(x) Vx. Logo, as solugoes de (5.9) s@o aquelas que resolvem

a equacao diferencial (ver [1])

Assim, para a multifuncao G(x) = —A\jz — Aerox [0; v1— x] em (5.9), temos que:

fi(z) = min}{—)\lx — (MorozV1 —z)m/ m € [0;1]} = =Mz — XorgzV1 — @

me[0,1

fo(x) = max {=\jz — (Aorozv/1 —z) m/ m € [0;1]} = =\,

me[0,1]

e toda f(x) € G(x) é tal que fi(x) < f(x) < fo(x). Assim, por exemplo,

f3(x) = —XAx— Arox(l — x)
filx) = =Mz — Aroav]l —x ‘sm(l/xQ)!
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sao elementos de G(x).

Para cada f(x) € G(x) temos uma solugao do problema de Cauchy
2(t) = flx(t)
z(0) = xo.
Neste caso, temos que o conjunto atingivel (ver [49]) é dado por
R(t) = [ (); 22(t)]

onde

()\1 + )\27’0)1’0

x(t) = ;
[()\1 + /\27’0) — )\27“0{130]6()‘1+)‘2T0)t + )\27’0330
_ —A1t,
xo(t) = xoe Y
Selecoes
0 T
-0.01 i
-0.02 B
> -0.03 f2 B
-0.04 i
4
-0.05 fl -
-0.06 1 1 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Solucoes
1 T
0.8 B
0.6 B
X
0.4 i
0.2 x1 x4 2 B
0 L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.1: Grafico das selecoes e do conjunto atingivel para A\; = 0.05, Ay = 0.001 e rq = 50.

Temos que x = 0 é assintoticamente estével para o problema (5.8), pois:
(1) Nessa inclusao diferencial fuzzy temos que F(x) = —(A; + A\qu)x e portanto x = 0 é

uma solucao de equilibrio (F(0) = x{0});
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(2) F' é um operador quasilinear e limitado. Segue, da Proposicao 3.5 em [43] (ver também
o Capitulo 4), que F' é Fréchet diferencidvel e D{'(F)(x) = —(\; + Xgu)z.
Provaremos que z = 0 é assintoticamente estavel, para algum « € [0;1], da inclusdo
diferencial quasilinear fuzzy
2’ € [Dy(F)(x)]". (5.10)

), entdo (5.10) é dado por

¥ e — </\1 + Aot {o; %D x (5.11)

1. As solugoes de (5.11) sao do tipo z(t) = z(0) exp(—(A1 + aXorg)t), com a € [0; %] e

Tomemos o = (3

existem para todo t > 0.
2. Dado € > 0 existe 6; = € tal que ||z(¢)|| = [|z(0) exp(— (A1 + adaro)t)|| < ||z(0)|| Vt > 0.

3. lim,_. |[2(£)]| = 0.

Segue dai que x = 0 é assintoticamente estével para a inclusao (5.10). Logo, pelo Teorema
5.2 em [43], temos que z = 0 é assintoticamente estdvel para a inclusdo diferencial fuzzy
(5.8), isto é, existem o > 0, k > 0 e § > 0 tais que qualquer solugao x(t) de (5.8) satisfaz a
desigualdade
()]l < & [12(0) ] exp(—ot)

para todo t > 0 se [|z(0)]| < 4.
Conclusao: Dado f(x) = rx, suponhamos que r é perturbado por um conjunto fuzzy U
obtendo assim, a multifungao fuzzy F(z) = (r + U)x. Desta forma, se 0 € [U]', temos que

f(z) € [F(x)]*, Va € [0, 1]. Entao, para qualquer a(z) temos que

¥ € rx+ U@
X(O) — Xo,

isto é, a solucao deterministica sempre esta no conjunto solucao da inclusao diferencial.



CAPITULO 6

Conjuntos aleatdrios

O estudo de multifungoes, isto é, funcoes que possuem valores conjuntos, se inicia na
década de 30, juntamente com inclusoes diferenciais. Na década de 40, Robbins em [84],
[85], introduz o conceito de conjuntos aleatérios (multifungoes mensurdveis). Porém, até os
anos 70 nao se achava nenhuma aplicacao desta versao de variaveis aleatérias, fazendo com
que Kendall [50] e Matherom [58] introduzissem uma teoria geral de conjuntos aleatérios
para estudar objetos geométricos. Desde entao, esta teoria tem sido estudada e aplicada por
diversos matemédticos em areas distintas, tais como geometria integral e estocéstica (ver [50],

[58]), economia matemética (ver [21], [31]) e otimizacao (ver [§]).

Neste Capitulo daremos os fundamentos bésicos de conjuntos aleatorios, que serd pré-
requisito para um de nossos resultados principais deste trabalho, a “Lei forte de grandes

nimeros para conjuntos aleatorios fechados”, que sera apresentado no préximo Capitulo.

Este Capitulo esta organizado como segue: na primeira Secao daremos o conceito de
multifungoes mensuraveis e suas principais propriedades. Na Secao 6.2 apresentaremos a
versao da integral de uma multifuncao segundo Aumann e na Secao 6.3 apresentamos a

teoria de conjuntos aleatorios.

7
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6.1 Multifuncoes Mensuraveis

Nesta secao daremos a definicao de mutifungoes mensuraveis, algumas propriedades e
caracterizagoes.
Dado Y um espaco topolégico denotaremos por 2¥ \ @) a familia de todos os subconjuntos

nao vazios de Y e por C(Y') a familia de todos os subconjuntos fechados e nao vazios de Y.

Definigao 6.1. Seja (2, A) um espago mensurdvel e Y um espago de Banach. A multifun¢ao
F:Q—2Y\ 0 € dita A-mensurdvel, se F~Y(B) € A para cada aberto B em 'Y .

Observemos que para testar a mensurabilidade de uma multifuncao F' é necessario re-
presentar F~!(B) como a unidao enumerdvel de A;, com A; € A. Serd que a utilizagao de
tal argumento de enumerabilidade fica bem mais facil se Y for separavel?. Isto em parte é
verdade, vejamos a seguinte proposicao onde A-mensuravel pode ser expressado em termos

da funcao distancia.

Proposicao 6.2. Sejam (2, A) um espago mensurdvel e Y um espago de Banach separdvel.
Entio F : Q — 2V \ 0 é mensurdvel se, e somente se, d(z, F(.)) é mensurdvel para cada

rzeY.

Demonstragao: Seja {z; € Y :i> 1} talque {z; €Y /i >1} =Y, entdo dado x € Y,
d(z,F(.)) = klim d(zk, F(.))
para alguma subseqiiéncia (zy) de (x;).

Para provar esta proposigao basta considerar € {z; € Y :i > 1}. Agora,
F 1 B(zy,r)) ={w e Q /) F(w) N B(zs,r) # 0} = {w € Q / d(z;, F(w)) < r} = A,.

Como um aberto B # () em Y é a uniao de tais B(x;,r) e d(z;, F(.)) é mensuravel se, e

somente se, A, € A para cada r > 0. Entao a proposicao esta verificada. [

Definigao 6.3. Sejam (2, A) um espago mensurdvel, Y um espa¢o de Banach e F : Q —

2Y'\ 0 uma multifungao. Uma aplicacio f: Q) — Y satisfazendo a relacio

f(w) € Flw) Yw e Q
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¢ chamada selecao de F. No caso que a aplicacdo f seja mensurdvel, serd chamada de

selecao mensuravel de F.

Teorema 6.4. (Selecio mensurdvel) Sejam (2, A) um espaco mensurdvel, Y um espago de
Banach separdvel e F : Q — C(Y') uma multifungdo mensurdvel. Entao eziste uma sele¢do

mensuravel de F.

Demonstragao: Seja {x,},>1 um subconjunto denso enumeravel de Y. A idéia da prova,
¢é construir uma seqiiéncia de aplicacoes mensuraveis fr : 2 — Y, k > 0 tomando valores
em {x,}, que converge uniformemente para uma selegdo f de F', obtendo f é mensuravel.
Iremos construir tal seqiiéncia através da inducao.

Para cada w € €2, seja n > 1 o menor inteiro tal que
F(w) N B(xy, 1) # 0,

e definimos fy: 2 — Y por
fo(w) = zy,.

Logo, fo(+) é mensurédvel e além disso

Vw e Q , d(fo(w), F(w)) < 1.
Suponhamos que ja constroimos aplicacoes mensuraveis

fr: Q—={z o> k=0,...m

satisfazendo .
VO<k<m YweQ d(fi(w), F(w)) < = (6.1)

Vo<k<m-—1 d(fr(w), frr1(w)) < oTeE (6.2)

Agora, para cada n seja

Sp={w € Q/ fn(w) = z,}

observemos que os conjuntos .S, sao mutuamente disjuntos, e

U&:Q

n>1
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além disso, (6.1) implica que
Ywe S, , F(w)N B(z,,2~ ™) £ 0.

Fixemos w € () e seja n tal que w € 2. Considere o menor inteiro r tal que
F(w) N By, 27™) N Bz, 27D £ ),

e defina

fm—i-l(w) = Zr.

Entao

d(fm(w), fm+1(w)) < 27M 1 2—(m+1) < 2—m+1

além disso
d(fm+1(w)> F(U])) < 2—(m+1)

assim, é possivel definir uma aplicagao mensuravel

fm+1 : Q - {In}nZI

onde (6.1), (6.2) sao satisfeitas quando m é substituido por m + 1. De (6.2) segue que
Vw € Q, (fn(w))p>1 € uma seqiiéncia de Cauchy no espaco de Banach Y, deste modo existe
uma aplicacao f : 2 — Y tal que

lim f,(w) = f(w).

n—oo

De (6.2) temos que f, — f uniformemente, implicando que f é mensuravel. Agora de (6.1)

tem-se que
d(f(w), F(w)) =0

dai f é uma selecao mensuravel de F. |

Corolario 6.5. Sobre as condigoes do teorema anterior, existe uma seqiéncia (f,) de se-

lecoes mensuraveis de F' tais que

Flw) = {fa(w);n = 1}
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Demonstragao: Para cada n, k > 1, consideremos a multifungao G, : Q — 2¥ \ 0 definida

por

o — F(w)N Bz, 1) se F(w)N Bz, 1) #0
" F(w) caso contrario.

Logo, G, possui valores fechados e isto se prova que ele é mensuravel. Aplicando o Teorema
anterior obtemos o resultado. |

Denotemos por A ® B a g-algebra gerada pelo produto A x B, onde A € Ae Be B (B
é a Borel o-algebra de Y).

Teorema 6.6. (Teorema de Caracterizagao) Sejam (2, A) um espago mensurdvel, Y espago
de Banach separdvel e F': Q — 2Y \ O wma multifungcdo & valores fechados. Entdo as

sequintes propriedades sao equivalentes:

(a) F € mensurdvel;

(b) F71(C) € A para cada fechado C' em Y;

(¢) Para cada x €Y a aplicagdo d(x, F(.)) € mensurdvel;
(d) O grdfico de F pertence a A® B.

Demonstracao: (a) < (b). Com efeito, seja C' um fechado em Y. Definamos conjuntos

fechados por

1
Chn={zeY  dzC)> ﬁ}
Assim,
y\c=Jc,
n>1
dai

C=[)Y\Cn).

n>1

Como F' é mensurdvel , F~1(Y '\ C,) € A. Portanto,

FHO) =(F'(Y\Cy) € A

n>1
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Reciprocamente, se V' é un conjunto aberto em Y, definamos conjuntos fechados por

Cn:{xeY/d(x,Y\V)z%}.

Assim,
J& que F~1(C,) € A,

(a) < (c) segue da proposigao anterior.
Omitimos a prova de (¢) < (d), pois se precisamos de outros resultados, assim recomen-
damos ver [32] para a demonstragao. [ |
A seguir vejamos a relagao entre continuidade e mensurabilidade de multifungdes. Antes

lembremos os conceitos de continuidade.

Definigao 6.7. Uma multifuncio F : Q — 2¥ \ () é chamada semicontinua superior-
mente, denotado por scs, se F~1(A) € fechado em Q quando A C'Y € fechado. Também F

¢ chamada de e-9-scs se para cada € > 0 e cada wy € Q existe § = §(wg, €) > 0 tais que
F(w) C F(wy) + B(0,¢)
para cada w € B(wy,d) N Q.

Definicao 6.8. Uma multifuncio F : Q — 2Y\ ) é chamada semicontinua inferiormente,
denotado por sci, se F~Y(V') é aberto em Q quando V CY ¢é aberto. F é chamada de e-6-sci

se para cada € > 0 e cada wy € Q eziste um 6 = §(wyg,€) > 0 tal que
F(wy) C F(w) + B(0,¢)
para cada w € B(wg, ) NS

Notemos que scs (sci) conincide com a e-d-scs (e-9-sci, respectivamente) se a multifungao

tiver valores compactos.
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Proposicao 6.9. (Continuidade e mensurabilidade) Sejam Q um espago métrico e A a o-
dlgebra de Borel em Q, Y um espago de Banach separdvel e F': Q — C(Y'). Se F ¢é scs ou

sct, entao F' € mensurdvel.

Demonstracao: Suponhamos que F' é scs. Entao, dado um fechado C' em Y, se obtemos
que F~1(C) é fechado em Q. Portanto, F' é mensuravel.
Analogamente, se F' ¢é sci, entao dado um aberto V em Y, obtemos que F~(V) é aberto

em (2. Portanto F' é mensurdvel. [ |

Teorema 6.10. (fun¢do suporte) Sejam (2, A) um espa¢o mensurdvel, Y um espago de
Banach separdvel e F : Q — 2V \ 0 uma multifungdo mensurdvel com wvalores fechados.

Entao esta tem funcgao suporte mensuravel, isto €, para cada x* € Y* a fungao
w— o(F(),z7)
¢ mensurdvel.

Demonstragao: Ver [32]. [ |
A reciproca do Teorema 6.10 é verdadeira se o dual de Y é separavel e F' tem valores

convexos e limitados.

6.2 Integral de Multifuncoes

Seja (€2, A, 1) um espago de medida completo o-finita e Y um espago de Banach separével
com norma ||.|.

Denotemos por

Ll(Q,Y,u):{f:QHYmensurével / /HfHd,u<oo}.
Q

Nesta secao daremos a definicao e algumas propriedades da integral de uma multifungao
F' de € sobre os subconjuntos fechados e nao vazios de Y.

Denotemos por Sk o conjunto de todas as selegoes integraveis de F:
Sp={feL'(Y,u) / f(w) € F(w) em quase todo Q}.

Aumann [10] sugeriu a seguinte definigdo de integral para multifungoes.
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Definicao 6.11. A integral de F' em Q € o conjunto de integrais de selecoes integrdveis de

Fisto €,
[ ran={ [ raussesi.
Q Q

Da definicao segue imediatamente que a integral de F', fQ Fdyu, é convexa quando F' tem

valores convexos.

Definigao 6.12. Uma multifuncdo F : Q@ — 2Y \ ) é chamada limitadamente integrdvel se

existe uma fungao nao-negativa g € LY (Q, R, u) tal que
F(w) C g(w)B(0,1)
em quase todo €.

Pela Definicao 6.12 concluimos que se F' é limitademente integravel, entao cada selecao
mensuravel de F' é um elemento de Sk devido ao teorema de Lebesgue. Assim, quando F é
mensuravel, limitadamente integravel e possui valores fechados, temos que a integral de F' é
um conjunto nao vazio.

A integral de multifuncoes ser convexa e fechada sao propriedes importantes no ambito
da teoria de andlise. Assim, devido a um resultado classico dado por Lyapunov, quando
Y = R" a integral de qualquer multifuncao é convexa, mesmo que os valores da multifuncao
nao sejam convexos, e além disso é fechada quando a multifun¢ao é limitadamente integravel
e possui valores fechados. Na realidade o préprio Aumann prova que a integral é compacta

sob essas condigoes.

Definigao 6.13. Seja (2, A, i) um espago de medida. Diremos que A € A é um dtomo para

a medida p, se cada vez que
. u(A) >0
.BeAeBCA

entao
w(B) =0 ou pu(B)=p(A).

Uma medida p se diz nao atomica quando esta nao possui atomos.
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Teorema 6.14. Seja F: Q — 25"\ 0 wma multifuncdo. Se p € nao-atomica, entio [, Fdp

¢ conveza.
Demonstracao: Ver [3]. [

Teorema 6.15. (Aumann) Seja F : Q — 28"\ O uma multifungao limitadamente integrdvel

com valores fechados. Entao [ Fdu é compacta.

Demonstragao: Ver [3]
Usando a definicao é quase impossivel calcular a integral de uma multifuncao, porém,

fazendo uso da funcao suporte é possivel calcular algumas integrais de uma maneira facil.

Proposicao 6.16. Consideremos a multifuncao F : Q@ — C(R"™). Entao

VzeR", o (/Q Fdu g;) - /U(F(w),x)du.

Demonstragao: Ver [3] [

Como mencionamos acima, é possivel calcularmos algumas integrais fazendo uso da
Proposigao 6.16. Para isso é suficiente construir a fun¢do suporte o(F(w),z), e integrar-
mos esta funcao com respeito a w para cada x € R". Logo, usando o Teorema de Hormander
e o valor da integral da fun¢ao suporte, obtida anteriormente, obtemos a fQ Fdu. Veja o

exemplo a seguir:

Exemplo 6.17. Seja A um conjunto convexo, compacto nao vazio em R™, entdo

to
/ Adt = (tl — tg)A ty > t7.

t1

Com efeito, pela proposicao anterior temos que, para cada v € R"

- (/tt Adt,w) - /tQ (A, )t = o (A, ) (ts — 1)

t1

. U . .
Agora, como A € convexo, entao ftf Adt € convexo. Logo, pelo teorema de Hormander, se

/tQAdt - {xéR”/(x,w>§a(/t2Adt,w>, vweR”}
t1 t1

= {2z eR"/(z,¥) <o(AY)(ta —t1), VeER"}
= (t2 - tl){x €R" / <l’=¢> < O-(Aaw)a v¢ S Rn}
- (tg - tl)A

tem que
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6.3 Conjuntos aleatérios

Nesta Secao R" é o espaco Euclidiano n-dimensional. Denotaremos por Co(R") a familia

de todos os subconjuntos fechados e convexos de R", isto é,
Co(R™) ={A € C(R") / A é convexo }.

Defini¢ao 6.18. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. Entao, qualquer multifuncao
X : Q — 28"\ 0 mensurdvel é chamada Conjunto aleatério.
Quando X tem walores fechados (compactos) se diz que X é um conjunto aleatério

fechado (compacto, respectivamente).

Dado um conjunto aleatério X : Q2 — C(R"), denotaremos por ¢oX a multifungao coX :
Q — Cc(R™) definida por
X () = X (w)},

onde co{ X (w)} denota a envoltéria convexa e fechada do conjunto X (w).

Proposicao 6.19. Seja X : Q — C(R™) um conjunto aleatorio. Entdo coX : Q — Co(R™) €

um conjunto aleatorio.
Demonstragao: Ver [6], [37]. [

Teorema 6.20. Seja X : Q — Ko(R™) uma multifungdo. Entdo, X € um conjunto aleatorio

se, e somente se, o(X(+),y) € uma varidvel aleatdria para cada y € R™.

Demonstragao: E uma consequéncia do Teorema 6.10. |
Como nos capitulos anteriores, dado um conjunto A C R” temos que ||A| = sup,c4 ||al|,

onde ||a|| denota a norma do vector a € R™.
Proposigao 6.21. Se X : Q — C(R") entdo || X|| € uma varidvel aleatoria.

Demonstragao: Ver [6] ou [35]. |
Dado um conjunto aleatério X : Q — C(R"), denotemos por Ax a menor o-algebra

contendo todos os conjuntos X ~'(B) com B C R" fechado.
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Definigao 6.22. Sejam X, X5 : Q — C(R"™) conjuntos aleatdrios. Dizemos que X1 e Xs

sao independentes se Ax, e Ax, sao independentes.

Definigao 6.23. Sejam X, X5 : Q — C(R™) conjuntos aleatdrios. Dizemos que X1 e Xs

sao identicamente distribuidos se
P{X['(B)} = P{X;'(B)},
para todo fechado B C R™.

A seguir definimos a esperanca de um conjunto aleatério, usando a integral de Aumann

para multifuncgoes.

Definigao 6.24. Seja (2, A, P) um espago de probabilidade. A esperancga de um conjunto
aleatério X : Q — 28"\ (), denotado por E(X), é definido por

E(X)={E(f)/ f €Sk},
onde E(f) denota o esperado da varidvel aleatdria f e

Sk ={f € L'(QR",P) / f(w) € X(w) e E(|If]}) < oo}.



88



CAPITULO 7

Lei forte de grandes nimeros para

conjuntos aleatorios fechados

A lei forte de grandes niimeros foi bem estabelecida para fun¢des mensuraveis tomando
valores em véarios espacos diferentes. Neste Capitulo apresentamos uma lei forte de grandes

nimeros (LFGN) para conjuntos aleatérios de R?.

A primeira LEGN para conjuntos aleatérios foi provada por Artstein e Vitale [7] para
conjuntos aleatérios compactos de R independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.).
Este resultado foi estendido para conjuntos aleatérios compactos i.i.d. de um espaco de
Banach separavel por Puri e Ralescu [67], Giné, Hahn e Zinn [35] e Hiai [37]. Nesses trabalhos,
a LFGN foi estabelecida com a distancia de Hausdorff e supondo que os conjuntos aleatérios
sao integralmente limitados.

Artstein e Hart [6], motivados por um problema de optimizac¢ao que surge em processos
de distribuigao sob incertezas, estabelecem a LFGN para conjuntos aleatdrios fechados de RP.
Este resultado foi estendido para conjuntos aleatorios fechados em espacos de Banach por
Hiai [37] e Hess [36]. A condic@o de integrabilidade sobre os conjuntos aleatérios assumidas
nestes trabalhos é que a esperaca é nao vazia. Esta condicao é mais fraca que a de integral-

mente limitada e assim, a covergéncia nestes trabalhos (a convergéncia de Kuratowski em
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Artstein e Hart [6], a convergéncia de Mosco em Hiai [37] e a convergéncia na topologia de
Wijsman em Hess [36]) sdo mais fortes que a convergéncia com a distancia de Hausdorff.

Neste Capitulo consideramos conjuntos aleatorios fechados i.i.d. de RP e provamos que
se estes sao integralmente limitados, entao a LFGN ¢é satifeita com a distancia de Hausdorff.
Consequentemente, nosso resultado é uma generalizacao do feito por Artstein e Vitale [7],
pois consideramos conjuntos aleatorios fechados e nao necessariamente limitados e é um
resultado mais forte de aquele dado por Artstein e Hart [6], pois consideramos uma condigao
mais forte sobre a condicao de integrabilidade dos conjuntos aleatérios fechados.

O Capitulo esta organizado como segue: Na Secao 7.1 provamos alguns resultados que
devem ser usados para a prova de nosso resultado principal, a LFGN para conjuntos aleatérios
fechados, que sera dado na Secao 7.2.

Este Capitulo sera publicado em [44].

7.1 Resultados preliminares

Para provar a nossa versao da LFGN procederemos de uma forma, em certo modo, similar
a teoria classica para variaveis aleatorias. Especificamente, dado uma sequéncia de conjuntos
aleatérios fechados e nao vazios de RP, X, X5, ...., construimos a sequéncia Y7, Y5, ... por
“truncamento” do conjunto aleatério. Entao provamos dois fatos: primeiro, que Y7, Yo, ...
satisfazem a LFGN, e segundo, que podemos trocar Xi, X, .... por Y;,Y5 ... sem mudar a
forma assintética.

Nesta Secao daremos resultados que devem ser usados na prova do LFGN.

Sejam X;, X5, .... uma sequéncia de conjuntos aleatérios fechados e nao vazios de RP,

iid. e tal que E{||X1]|g} < co. Para cada n € N, seja

B { X, se X,, C B[0;n],

{0},  caso contrério,

onde

Bl0;n] = {z € R” / |[z]| < n}.

Logo, Y1, Y5, ... ¢ uma sequéncia de conjuntos aleatérios compactos nao vazios e independentes
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de R? com

E{|Yallu} < E{IX1l|lg} < oo, Vn € N.

Lema 7.1. Sejam X, X, .... uma sequéncia de conjuntos aleatorios fechados e nao vazios
de R?, i.i.d. com E{||X1|u} < co. Entio

Y

X1+Xo+...+X, T+ Yo+ ... +Y,
H — 0, q.t.p.
n n

quando n — oo.

Demonstragao: Temos que

Xi+Xo+..+4X, I+ Yo+..4+Y, 1
H( 1+ Xt 4+ X Vit Yot 4 )S—ZWZ', (7.1)
n n n ‘<
1(4) = 1, se vale A,
0, caso contrario.
Como E{||Xi||g} < oo,
S PO > 0) = 3 P(IXi > i) < oo,
i>1 i>1
e consequentemente, pelo Lema 1 em Rohatgi ([86], pagina 266), temos que
1 n
— Z W; —0, q.tp. (7.2)
[
quando n — oco. O resultado segue das inequagoes (7.1) e (7.2). [ |
Lema 7.2. Seja X, X, .... uma sequéncia de conjuntos aleatorios fechados e nao vazios de

RP, d.i.d. com E{||X1||n} < 0o. Entdo para qualquer € > 0 existe M € N tal que
(a) Vo € E(coX,), existe y = y(x) € E(caY,) satisfazendo ||x — y|| < e, Vn > M.

(b) Yy € E(coYy,), existe v = x(y) € E(coX,,) satisfazendo ||z —y|| < e, Yn > M.
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Demonstracao: Seja

P _{ 1, se X, CB[0;n] & @oX, C B[0;n],

0, caso contrario.

Dado = € E(coX,), existe f € SLy tal que z = E(f). Para y = E(g) com g = Z,f, como

0.

g € SLy. , entao y € E(coY,).

Agora, temos que

E(f) = E(Znf) + E{(1 = Zn)[} = E(g9) + EX(1 = Zn) [},

e consequentemente,
e — gl = | B{(1 = Zu)FHI < E{IXalli I (| Xallir > n)}- (73)
Como E{||X,||z} < oo, entdo Ve > 0 existe M € N tal que
E{| Xallr (| Xnllr > n)} <&, Yn =M.

Isto juntamente com (7.3) completa a prova da parte (a).
Agora, para y € E(coY,), existe g € Sk, tal que y = E(g). Seja = E(f) com
f= 2,9+ (1 — Z,)h, para algum h € S5 . Jd que f € SLy entao x € E(¢oX,). Logo,

0.

nos temos que
e =yl = 1E{(1 = Zo)h}| < E{[[Xulla I (| Xnllz > n)}. (7.4)

Raciocinando assim como antes, o resultado da parte (b) segue de (7.4) e do fato do que
E{||Xullg} < oc. |

Lema 7.3. Seja X, X5, ... uma sequéncia de conjuntos aleatérios nao vazios de RP, 4.i.d.

com E{||X1||u} < co. Entio

. (E(@Yl) + E(@}i) + ...+ E(coY,,)

,E(@Xﬂ) —0,

quando n — 0.
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Demonstracao: Sejam x € E(coX;) e € > 0 fixos. Pelo Lema 7.2 parte (a), existe §,, €
E(coY,,) tal que ||z — 9| < &, YVm > M, para algum M € N. Suponhamos que n > M.
Sejay = (y1 + ... +Yv—1 +Ym + ... +Un)/n, para y; € E(coY;) arbitrario, i = 1,2, ..., M — 1,
e seja V,, = {E(coY)) + E(coYs) + ... + E(¢oY,)}/n. Entao,

o [l — < .

Jof flz —yll < o=l

M—1 n—
< %Zj:l |z — ;| + %5 (7.5)

IA

2D B {1 X |} + ML < 9,

para qualquer n > My = max{M, M}, onde M; = 2(M — 1)E{||X1||u} /e.

Agora para y € ¥, fixo, usando o Lema 7.2 parte (b) e procedendo de maneira andloga

ao anadlise da prova da parte (a), temos que

inf —yl <2 7.6
pentd =l < 2, (7.6)
para qualquer n > M. Finalmente, o resultado segue de (7.5) e de (7.6). [

7.2 Uma LFGN para conjuntos aleatoérios fechados

Teorema 7.4. Seja X1, Xo, .... uma sequéncia de conjuntos aleatorios fechados e nao vazios
de RP, i.i.d. com E{||X1||g} < co. Entao

X;+Xo+ .+ X,
H( 1+ X+t

n

,E{EX1}> — 0, q.t.p.

quando n — o0.

Demonstragao: Temos que

H <X1 + .. +Xn’E{@X1}) <H <X1 + n +an Y, + n +Yn) N
I (Yl + .. +YH7EY1 + .. +@Yn) N
" " (7.7)
" coY1 + ... + coY, E{coY1} + ...+ E{coY,} N '
n ’ n
I (E{coYl} + ...+ E{COYn},E{EXl}) '
n
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Para provar o resultado devemos demonstrar que cada termo no lado direito de (7.7) converge

para 0 q.t.p. quando n — oc.

Primeiro, pelo Lema 7.1 temos que

Xi+..+X, T+..4Y,
H< e e >—>0, a.s.

Y

n n

quando n — oo.

Segundo, pelo Lema de Shapley-Folkman (ver Arrow e Hahn [5]) temos que

)

n n

H<Y1+...+Yn @1@+...+@Yn) - NG

n 1<i<n

Y2 nax [[¥il

(7.8)

Como ||Yillg < || Xillu, Vi, e E{||X1||z} < oo, o lado direito de (7.8) converge a 0 q.t.p.

quando n — oo (ver por exemplo o Lema 1 em Babu [11]).

Terceiro, Pelo Teorema 20 em Lyashenko [56], para provar que

i (@YI + ...+ coY, E{coYi}+ ...+ E{coY,}
n n

quando n — oo é suficiente ver que

E [H? (coY;, E{oYi})]

Z 72 < 09,

i>1

e que todo os E{coY;} sejam limitados, Vi.
Todo E{coY;} é limitado pois

[1E{coYi}|m < E{|)Yilln} < E{[[X1]n} < oo, Vi

Como H (coY;, E{coY;}) < |[coY:||u + ||E{coY:}| u, temos

E [H? (coY;, E{coY;})] E {|[eoYi|3 }
25 LEEY

X 1 ;
i>1 i>1

De (7.10),

E{coY; E {||coY;
S BV E {loo¥ila} _

- ]
i>1

E{|[coYilln} | E{coYi} %
2 +Z 72 '

(7.9)

(7.10)



E{caY;}||?
BV
7
i>1

J& que [[coYillg <4, Vie Y., 1/i* < 2/k, temos que

E {|leoYi|3 .
Z{H—HH} < T Tt EEP (k< 1 X flw < k4 1)

. i? -
i>1

1
_ 2

k>1 1>k

< 2 kP(k—1<||X[lu <k)
E>1
< 2B{|X:1||lu} +1 < 0.

e portanto (7.9) estd verificado.

Finalmente, pelo Lema 7.3

= (E(@Yl) + E(@iﬁ) + ...+ E(coY,,)

,E(@X1)> — 0,

quando n — oo. Isto completa a prova.
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CAPITULO 8

LFGN e o TCL para variaveis aleatdrias

fuzzy

Em muitas situacoes reais as incertezas de dados provém de duas fontes: do mecanismo
aleatorio e da incerteza dos resultados. As variaveis aleatérias fuzzy foram introduzidas
por Puri e Ralescu em [65] e sdo ferramentas satisfatérias para modelar tais situagoes. As
varidveis aleatdrias Fuzzy (vaf’s) generalizam os conceitos de varidveis aleatérias bem como

os de conjuntos aleatorios.

Para utilizar esta ferramenta para andlise estatistica de dados inexatos, varios autores
estenderam alguns resultados classicos sobre variaveis aleatorias para vaf. Em particular, a
preocupagao é com a agao assintotica da soma de vaf. Neste sentido, a lei forte de grandes
nimeros (LFGN) classica foi estendida por Arstein em [7] para conjuntos aleatérios e por
Colubi [22] para vaf. Embora, o resultado em [22] é uma LFGN mais geral para vaf da que
apresentamos aqui, a nossa versao tem a vantagem de apresentar uma prova muito mais
simples. Nosso resultado é basicamente uma generalizacao do resultado apresentado em [6]

para conjuntos aleatorios.

Outro resultado cldssico de grande importancia para variaveis aleatérias é o teorema

central de limite (TCL). Weil, em [95], prova o TCL para conjuntos aleatérios. Extensoes
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para vaf podem ser encontradas em [51] e [68]. Neste Capitulo provamos o TCL que estende

o resultado apresentado em [51] e consideramos condigoes diferentes daquelas dadas em [68].

O nosso TCL estende [51] em dois aspectos: em [51] os autores trabalham com o espago
de conjuntos fuzzy compactos convexos com aplicacao de nivel Lipchitz, o qual é um espaco
separdvel mas nao é completo (ver [70]), enquanto mostramos que basta trabalharmos com
conjuntos fuzzy compactos com aplicacao de nivel continua para provarmos o TCL para

vaf’s.

Nos também gostariamos de salientar que a condi¢ao que impomos nas vaf para obtermos
o TCL, a continuidade da aplicagdo de nivel, é diferente do assumido em [68], a convexidade
dos niveis dos conjuntos fuzzy. Nenhum destas suposicoes requer o outro. A diferenca nas
condigoes assumidas é devido a forma como € vista a nao separabilidade do espago métrico
de conjuntos fuzzy envolvida. Para resolver esta dificultade, em [68] os autores identificaram
isometricamente vaf (que tem niveis compactos convexos) com um processo empirico e entao
aplicaram os resultados obtidos em [94]. Nossa abordagem é semelhante ao que foi usado
em [95].

Os argumentos principais que foram utilizados nos trabalhos [7] e [95], sdo o Teorema
de Shapley e Folkman, que generalizamos ao contexto fuzzy, e o resultado dado em Mourier
[59], que aplicamos diretamente usando o Teorema de imersao dado em [70]. Este Teorema
de imersao serd nossa ferramenta principal.

O Capitulo esté organizado como segue. Na Secao 8.1, depois de introduzirmos algumas
notagoes, discutiremos o Teorema de imersao. Na Secao 8.2 apresentamos o conceito de vaf e

estabelecemos algumas propriedades. Na tltima Se¢ao expomos nossos resultados principais.

Este Capitulo serd publicado em [45].

8.1 Notacoes e o Teorema de imersao

Como tinhamos visto nos Capitulos anteriores, F(R™) denota a familia dos conjuntos
fuzzy compactos sobre R" e Fo(R™), a familia de todos os conjuntos fuzzy compactos e
convexos, é um subespago fechado de F(R™). Por outro lado, (F(R™), D) é um espago

métrico, onde D é a métrica de supremo (uma extensdo da métrica de Hausdorff), isto é,
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dado u,v € F(R") a distancia entre u e v é dado por

D(u,v) = sup H([u]*, [v]").

a€(0,1]

A seguir daremos notacoes de algumas classes de conjuntos fuzzy os quais serao tteis.
Definigao 8.1. Seja u € F(R™) um conjunto fuzzy.

(a) Diremos que u € um conjunto fuzzy com nivel continuo se a aplicagio o — [u|* €

H-continua, isto €, dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que

la— B < 6 = H([u]*, [u)’) < e

(b) Diremos que u € um conjunto fuzzy com nivel Lipchitz se existe uma constante L > 0,

tal que
H([u]*, [u]?) < Lla = 6],

para todo o, B € [0,1].
Neste Capitulo consideraremos os seguintes subespagos de (F(R"), D)
FE(R") := {u € F(R") / u tem nivel continuo};
FER™) := {u € F(R") / u tem nivel Lipchitz};
FER™) = Fo(R") 1 FO(RY);
FER™) := Fo(R™) N FER™).
Para cada A € K(R™) denotaremos por coA a envoltéria convexa de A.
Proposigao 8.2. Seja u € F(R"). Entdo a familia (co[u]®),c(o, satisfaz
(a) colu]* € K(R"), ¥V a € [0,1];

(b) se a < 3 entdo colu]® D colul’; e

[e.e]
n—

(c) para todo oy < ... < vy, ... tal que oy, T, colu]® =), _; colu]*".



100

Demonstragao: Os items (a) e (b) sdao imediatos. Para provar (c), seja a; < ... < ay, ... tal

o0
n—

[u]® e portanto co[u]® = co(),—,[u]** = (), —, co[u]*". Isto

n—

que a,, T «, entao [u]* =)
completa a prova. [ |
Da Proposicao 8.2 segue que a familia (CO[U]a)ae[o,u satisfaz as condigoes do teorema de
representagao de Negoita e Ralescu (ver o primeiro Capitulo), e portanto existe um conjunto
fuzzy, co(u), tal que
[co(u)]* = colu]?, Va € [0, 1].

Note que se u € FE(R"), entdo co(u) € F5(R"), pois H(coA,coB) < H(A,B),V A, B €
K(R™).

Uma consequéncia das ultimas consideragoes sobre colu] nos leva ao seguinte resultado.

Corolario 8.3. Sejam u,v € F(R™), entdo co(u + v) = co(u) + co(v).

8.1.1 O teorema de imersao

Como tinhamos dito na introdugao deste Capitulo, a ferramenta principal para provarmos
a nossa versao para a LFGN e o TCL para vaf’s é a extensao do Teorema de imersao de
Minkowski dado em [70]. A seguir, apresentamos este Teorema e discutimos algumas de suas
consequeéncias.

Denotemos por C([0, 1] x S™™!) o conjunto de todas as funcoes reais continuas definidas
sobre [0, 1] x S™~! munido com a métrica usual d.,

doo(f,g) = max ‘f(Z)—g(Z)’,

z€[0,1]x Sm—1

e denotemos por || - || a sua norma associada.

Puri e Ralescu em [66], provaram que existe uma imersao isométrica j : F&(R") —
C([0,1] x S™~1). Por outro lado, (F¢(R™), D) nao é separdvel, propriedade que é interesante
na teoria de integragdao, mas (F&(R"), D) é separdvel. Dasafortunadamente, (F&(R"), D)
nao é um subespago completo de (Fo(R™)).

Ja que FL(R") — FE(R") e (FS(R™), D) é um subespaco fechado de (Fc(R"), D), e
portanto completo, a pergunta que surge é: serd que j pode ser estendida & classe FS (R")?.

A resposta é afirmativa, como mostra o seguinte teorema.
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Teorema 8.4. A aplicacio j : FE(R™) — C([0,1] x S™™1) definida por j(u) = S, € positi-

vamente homogénea, aditiva e também uma isometria.

Demonstragao: Ver [70]. [ |

Como uma consequéncia imediata do Teorema de 8.4, o espago métrico (F&(R™), D)
é separdvel. Em [70] os autores também provaram que Fg(R™) é o subespago maximal
completo e separdvel de Fo(R") que pode ser imerso em C([0,1] x S"!) via a isometria j.

Sejam u,v € FS(R"), do Teorema 8.4 segue que

D(u,v) = sup{|Su(a,z) — Sy(a, 2)| / (o, 2) €1]0,1] x S}
= ”Su - SvHoo 3

e assim,

lull = sup{|Su(e, 2)| / (@, 2) €[0,1] x "'} = [[Sull -

8.2 Variaveis aleatorias fuzzy

Definicao 8.5. Seja (2,.A, P) um espago de probabilidade. Uma variavel aletéria fuzzy
(vaf) X € uma fung¢ao Borel mensurdvel X : Q — (F(R™), D), no sentido que X 1(S) C A,
onde S € a o-algebra gerado pelos abertos do espago métrico (F(R™), D).

Podemos ver que a vaf generaliza o conceito de conjuntos aleatorios compactos, basta
identificar cada conjunto aleatdrio com sua fungao caracteristica.

A seguir damos algumas propriedades de vaf.
Proposicao 8.6. Seja X : Q — F(R™) uma vaf. Entao
(a) coX : Q — Fo(R™), onde coX (w) = co{X(w)}, € uma vaf;

(b) [X]*: Q@ — K(R™), onde [X]%(w) = [X(w)]*, € um conjunto aleatorio para cada o €
[0, 1];

() [|X] : Q@ — R € uma varidvel aleatoria.
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Demonstragao: Para a demonstragao consultar [51]. n
Seja X : 2 — F(R™) uma vaf. Diremos que X ¢ integralmente limitada se [X]|* é um

conjunto aleatdrio integralmente limitado para cada « € [0, 1].

Proposicao 8.7. Seja X : Q — F(R"™) wma vaf integralmente limitada, entao existe um

unico conjunto fuzzy v € F(R™) tal que

o] = / (X]*dP = E((X]") (58.1)

para cada o € [0, 1].

Demonstragao: Dada a familia { [,[X]*dP}acp,) temos que esta satisfaz as condicoes do
teorema de representacao (ver [65]). Logo existe um conjunto fuzzy v € F(R") que satisfaz
a relagao (8.1). [

Definicao 8.8. Seja X : Q — F(R™) uma vaf integralmente limitada. Entdo a esperanga

de X, denotado por E(X), € o unico conjunto fuzzy v € F(R™) tal que

Como uma consequéncia do resultado obtido por Aumann (ver [10]) temos que se P é
nao atémica, entao E(X) = E(coX).

Proposicao 8.9. Seja X : Q — F(R™) uma vaf integralmente limitada. Entdo a fungao

suporte fuzzy Sx(a, ) é uma varidvel aleatéria para todo (o, vp) € [0,1] x S 1 e

Demonstracgao: E uma consequéncia do Teorema 6.9. |

8.3 Resultados principais

Como tinhamos dito na introdugao, para provar a nossa versao da LFGN e TCL para
vaf’s necessitamos, além do Teorema de imersao, generalizar ao contexto fuzzy o Teorema

de Shapley e Folkman (ver [5]). Assim, primeiramente damos esta generalizacao.
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Proposicao 8.10. Sejam uq,us, ...,u, € F(R™) com ||u;]| < M, 1 < i < n, para algum
numero positivo e constante M € R. Se a,, € R, a,, > 0, entao
D — . co — <a 'vmM vn.
=1 =1
Em particular, se a;' — 0, entdo
lim D — . co — =0.

Demonstracao: Como [u;|* € K(R™) e ||[ug]¥|| < ||wil| < M, i = 1,2,...n, da Proposi¢ao

CL:LlH <Z[ui}a, co (Z[UZ]Q)>

=1

< a,'vVmM,

em [7] temos que
u (Z Wil (Z [ui}a>)

e portanto

IA

8.3.1 Lei forte de grandes nimeros

Teorema 8.11. Seja X;, 1 = 1,2, ... uma sequéncia de vaf’s independentes e identicamente
distribuidas em FE(R™) com E||X;|| < oo e T, = X + ... + X,,. Entdo

Ty
lim D (—,E(coXl)) =0 q.tp.
n

n—oo

Demonstragao: Seja Y; = coX;, 1 <i <n,e R, =Y, +..+Y, Como ElcoX;| =
E||Yi|| =E||Sy ||, < oo, pela desigualdade triangular temos que

T, T,
D (—”,EXl) <D (—”, &) +D (&,EH) . (8.2)
n n n n

Da Proposicao 8.10 e do Lema 1 em [11],

D(—,—) <o mmax X -0 gtp. (8.3)
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quando n — oo.
Ja que ESy (a,z) = Sgy (o, 2), usando a isometria entre Y; e seu processo suporte
q 7 ) 7 ) b (2

Sy, (e, z), temos

R,
D( (w),EYl) - HSRW) ~Say| . wweq (8.4)
n n fe'e)
Agora, de (8.4) e da LFGN em C([0,1] x S™1) (ver [59]),
Ry,
D (—,EY1> — 0 gq.t.p., (8.5)
n
quando n — oo. Finalmente, o resultado segue de(8.2), (8.3) and (8.5). |

8.3.2 Teorema central do limite

Para cada vaf X em F§S(R™), seja Ux a covariancia do processo estocdstico Sx(«, z),

Ux{(a,2),(8,9)} = E{Sx(a,2) — Sex(a, 2) H{Sx (8, 9) — Sex(B,9)}-

Teorema 8.12. Sejam X;, i = 1,2, ... vaf’s independentes e identicamente distribuidas em
FOR™ com E||X;||* < 00 e T, = X1 + ... + X,,. Entdo

T, R
vnD <—,EC0X1> — || Z]|, em distribui¢ao,
n

quando n — oo, onde Z € uma varidvel Gaussian centrada em C([0,1] x S™ 1) com co-

variancia Weox, .

Demonstragao: Pela desigualdade triangular e seguindo a notacao da prova do Teorema

8.11, temos que
1, T, Ry Ry,
JiD (—,]EX1> < ViD <_, —> L JaD (—,]EYl) | (3.6)
n n o n n

Da Proposicao 8.10 e do Lema 1 em [11],

1/2
T, e 1112
vnD <—”, &> <+vm (manZgn 12Xl ) —0 a.s., (8.7)
n’ n

n

quando n — o0.
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Do Teorema 8.4,

VD (B EBYy) = Vi [Se - Sex,

e}

(8.8)

ﬁ Z?:l (SYz - ESYI)

Agora, para aplicar o TCL em C([0, 1] x S™~1) (Corolério 7.17 em [4]), temos que provar

‘ [e o]

duas condigcoes. Primeiro temos que verificar que
1

/h
0

h(t) =log N(t), t>0,

N

(#)dt < oo, (8.9)

onde

e N(t) é o ntimero minimo de esferas com raio ¢ que cobrem [0,1] x S™! com a métrica e
sobre [0, 1] x S™~1 definida por

e{(e,2), (8,9)} = la = Bl + [l — gl

Como um cubo de dimensao 2 podemos cobrir com (2k)™ cubos de lado 1/k, entao [0, 1] x

S™=1 podemos cobrir com (2k)™! esferas de raio 1/k, e assim
Nt)< Kt~ t>0

onde K, ¢ uma constante. Portanto, a integral (8.9) ¢ finita.

Agora verificaremos a segunda condicao,

|Sy1(Oé,Z) - SY1(67 g>| < Me{(a,z), (579)}

onde M é uma variavel aleatéria nao negativa com segundo momento finito. Esta condicao

se satisfaz, pois

’SY1(O‘72) - SY1(ﬁag)‘ = ’SY1 {(O‘>z) - (ﬁ?g)}l
< ||SY1|| 6{(@, 2)7 (ﬁ7 g)}

Logo, pelo TCL em C([0,1] x S™1),

1 n
7 Z {Sy, —E(Sy,)} —Z, em distribuigao, (8.10)
i=1
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quando n — oo, onde Z é uma varidvel Gaussian centrada em C([0,1] x S™ 1) com co-

variancia Wy, .
Finalmente, como a aplicagao (a,z) — |[(o,2)], (o, 2) € [0,1] x S™71 & continua, o

resultado segue de(8.6), (8.7), (8.8) e (8.10). |



CAPITULO 9

Procesos fuzzy s-convexos

Em 1967, Rockafellar [80] introduz a nogao de processos convexos (ver também [79]), que
sao multifuncoes cujos graficos sao cones convexos e fechados. Por exemplo, estes podem ser
vistos como a versao multivoca de um operador linear e continuo. As derivadas de algumas
multifungoes sao processos convexos e fechados, que é uma propriedade desejavel para uma
derivada (ver [2]). Uma propriedade importante de processos convexos é que é possivel achar
a transposta de um processo convexo e fechado e usar os beneficios da teoria de dualidade, e
como ¢é conhecido, estes fatos sdo usuais na teoria de otimizagao (ver por exemplo [15], [81],
[82], [83], [16]).

A extensao desta nogao para o contexto fuzzy foi feita por Matloka [60]. Recentemente,
Syan, Low and Wu [96] observaram que a defini¢ao de Matloka é muito estrita. Portanto, eles
dao outra definicao que estende a definicao de Matloka. Em 2000 os autores introduziram
o conceito de multifungao fuzzy M-convexa [23], observamos que o conceito de multifungao
fuzzy 1-convexa coincide com a defini¢ao de processos fuzzy convexos dado em [96] (ver

Teorema 3.4, p. 195 em [96]) para o caso M=1.

Em 1978, Breckner introduz o conceito de fungoes s-convexas como uma generalizacao
de fungbes convexas [17], e em 1993 estuda a versao multivoca [18]. Observemos que pro-

cessos convexos sao um caso particular de multifungoes s-convexas. Também, no mesmo

107
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trabalho [18], Breckner prova um fato importante: a relagao de multifungdes s-convexas e a
s-convexidade da fungao suporte. Outros trabalhos relacionados com este tema sao [19],[91]
92], [93].

Neste Capitulo, introduzimos a versao fuzzy da definicao de Breckner, e esta generalizacao
serd chamada processo fuzzy s-convexo. Além disso, devemos provar a sua relagdo com a
funcao suporte e estudamos suas propriedades.

O Capitulo esta organizado como segue: Na primeira Secao introduzimos algumas no-
tagoes, definicoes e resultados preliminares. Na Secao 9.2 estabelecemos nossos resultados
principais e finalmente na Secao 9.3 provamos algumas propriedes algébricas e a conexao
com a integral média fuzzy.

Este Capitulo foi publicado em [25].

9.1 Definicoes e notacoes

Seja R™ o espago Euclidiano n-dimensional. Seja s €]0,1] e seja f : R™ — R uma fungao

tal que para todo a € [0,1] e todo =,y € R™ a seguinte inequagao se cumpre

f(T=a)r+ay) < (1 —a)’f(z)+a’f(y). (9.1)

Estas fungoes sdo chamadas s-convexas e foram introduzidas por Breckner em [17], onde
também é possivel achar exemplos de fungoes s-convexas.

Denotemos por P(R") o familia de todos os subconjuntos nao vazios de R™, em [18]
Breckner generaliza a nocao de s-convexidade para multifungdes F' : R™ — P(R"), ele diz

que F' é s-convexa se a seguinte relagao se verifica
(1—=a)’F(z) +a’F(y) C F((1—a)z + ay) (9.2)

para todo a € [0,1] e todo z,y € R™.

Agora, lembremos algumas notacoes e conceitos dados nos Capitulos anteriores que serao
de utilidade neste Capitulo.

I(R™) denota o espago de todos os conjuntos fuzzy nao vazios sobre R™. Um conjunto

fuzzy u é chamado convexo [54] se

uw(Ayr + (1 = A)y2) > min{u(y1), u(y2)},
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para todo y1,y2 € supp (u) ={y / u(y) > 0} e A €]0, 1[.

A soma e multiplicagdo por um escalar é definido via o Principio de Extensao por

(u+v)(y) = L s min{u(y:), v(y2)}

) u®) se A#0
" )(y){ Xoy(y) se A=0.

Uma relacao de ordem C é dada por
uCovsuly) <uv(y), VyeR"

A interse¢ao de dois conjuntos fuzzy u, v, denotado por u A v, é definido por

(u A v)(y) = min{u(y),v(y)}.

Qualquer aplica¢ao F' : R™ — (R") serd chamada processo fuzzy. Para cada o € [0, 1]

definimos a multifungao F, : R™ — P(R™) por

Um processo fuzzy F : R™ — $(R™) é chamado convexo se satisfaz a seguinte relagao
F((1 = a)z1 + axs)(y) = sup min{ F(z1)(y1), F(x2)(y2)}, (9-3)
y1,y2:(1-a)y1+ayz2=y
para todo 1,75 € R™ a €]0,1] e y € R™. Esta no¢ao de processo fuzzy convexo foi
recentemente introduzida em [96].

A seguir introduzimos a definicao de processos fuzzy s-convexos. Esta definicao é uma

generalizacao da nogao de s-convexidade para multifungoes (9.2).

Definicao 9.1. Seja s €]0,1]. Um processo fuzzy F : R™ — S(R™) € chamado processo

fuzzy s-convexo, se para todo a €]0,1[ e para todo x,y € R™ satisfaz a condi¢ao
(1 - a)' () +a*Fly) € F((1 - a)x + ay).

Observacao 9.2. Usualmente processos fuzzy 1-convexos sao simplemente chamados pro-

cessos fuzzy convexos (see [906]).
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Exemplo 9.3. Seja f : R™ — R uma fungdo s-convera. Consideramos F : R™ — ¥(R)

definida por
F(2) = Xip@),eols

onde x4 denota a funcdao caracteristica de A.

Como f € s-convexa, entao temos que

[f((1 = a)z +ay), 00 D [(1 — a)f(x),00[  +[af(y), o0

para todo a €]0,1] e x,y € R™. Consequentemente,

F((1—a)z+ ay) X[ (1-a)e-+ay) oo

U

X{(1—-a)*[f(z).00[} T X{a*[f(y),00[}
(1 = @)*X(f(@).00] T "X [f(y),00]
= (I—-a)’F(z)+a’F(y).

Desta maneira, F' € um processos fuzzy s-convexo.

9.2 Resultados principais

Nesta Secao, apresentamos algumas propriedades de processos fuzzy s-convexos e damos
duas caracterizacoes: primeiro usando a func¢ao de pertinéncia e depois usando o conceito de

funcao suporte fuzzy.

Teorema 9.4. Seja F : R™ — J(R™) um processo fuzzy. F € um processo fuzzy s-convexo

se, e somente se,

Flaz, + (1 —a)xy)(y) > sup min{ F'(z1)(y1), F(22)(y2) } (9.4)

y1,y2:0°y1+(1—a)sy2=y

para todo x1,19 € R™, a €]0,1[ e y € R™.

Demonstracao: Suponhamos que F' é um processo fuzzy s-convexo. Seja xq,rs € R™,

a €]0,1[ e y € R™ arbitrarios. Entao, da Definigdo 9.1, da soma e multiplicacao escalar sobre
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I(R™), temos que

Flazy + (1 = a)z2)(y)
(@®F(z1) + (1 — a) F(z2))(y)
- sup  min{a*F(z1)(y1), (1 — a)*F(22)(y2)}

Y1,Y2:Y1+Yy2=yY

= sup min { (y_) ,F(x ( y2 ) }
y1,y2:91+y2=y B —a)®
1)

= sup min{F'(z1)(y1), F(22)(y2)}-

y1,y2:a°y1+(1—a)sy2=y

v

Assim, a relagao (9.4) é satisfeita.
Reciprocamente, suponhamos que a relagao (9.4) se satisfaz. Entao, para todo z1,xs €

R™ a €]0,1] e y € R™, temos que

Flaz; + (1 — a)x2)(y)
sup min{ F'(z1)(y1), F(22)(y2) }

y1,y2:0°y1+(1—a)sy2=y

= i pe (3) e (725 )}
= (@ F(@) + (1 - 0)°F(2))(9),

v

o qual implica que F' é s-convexo. [ |

Proposicao 9.5. Seja F : R™ — S(R™) um processo fuzzy tal que

(1) F(z1 4 x2) 2 F(x1) + F(x2) Va1, 29 € R™,

(2) F(az) =a’F(x) Va > 0, Yz € R™.

Entao, F é um processo fuzzy s-convexo.

Demonstragao: Seja x1,z5 € R™, a €]0,1] e y € R™ arbitrarios. Entao, da adigao e
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multiplicacao escalar sobre (R"), e das condigdes (1) e (2), temos que

F(axy + (1 — a)xs)(y)
(Faz1) + F((1 — a)z2))(y)
= sup  min{F(ax1)(y1), F((1 — a)z2)(y2)}

Y1,Y2:y1+y2=y

v

= s mindFlan)(en), F(1- @)1 - a)'w)
= B S+U(Il>7 _ min{(a’F(z1))(a*y1), (1 — a)*F(22))((1 — a)°y2) }
— s+u(11)7 . min{ F(x1)(y1), F(z2)(y2) }-
Portanto,
Far; + (1 — a)xa)(y) > sup min{ F(z1)(y1), F(z2)(y2) }

y1,y2:a°y1+(1—a)sy2=y

para todo 1,9 € R™ a €]0,1[ e y € R", isto ¢, F satisfaz a relagao (9.4) do Teorema 9.4.

Portanto, F' é um processo fuzzy s-convexo. |

Proposicao 9.6. Um processo fuzzy F : R™ — Fo(R"™) € s-convexo se, e somente se, Fy, €

uma multifungdo s-convexa para todo o € [0, 1].
Demonstracao: E uma consequencia das propriedades de nivel de um conjunto fuzzy. W

Teorema 9.7. Seja F': R™ — Fo(R™) um processo fuzzy. F € um processo fuzzy s-convezo

se, e somente se, S(F(-), (a, 1)) € s-concava para todo (v, 1)), isto €,
S(F(axy + (1 = a)xz), (a,9)) = a*S(F (1), (o, ) + (1 = a)*S(F(x2), (@, ¢)).

Demonstragao: Suponhamos que F' é um processo fuzzy s-convexo. Seja («,1) € [0, 1] x
R™ xy,29 € R™ e a €]0,1] arbitrarios. Entao, da Proposi¢ao 9.6 e das propriedades da

funcao suporte, temos que

S(F(azy + (1 — a)za), (a, 1)) o(Fylaxy + (1 — a)xy), 1)
o(a’Fo(z1) + (1 — a)’Fo(z2),9)

);
= @°0(Fa(21),9) + (1 — a)°o(Fu(r2),9).

v
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Consequéntemente,
S(F(azy + (1 — a)az), (o, ¥)) 2 a®S(F(x1), (@, 9)) + (1 — a)*S(F(x2), (o, ¢)).

Portanto, S(F(-), (a, 1)) é s-concava.

Para provar a reciproca é suficiente ver que
S(F(azy + (1 = a)xz), (. ¥)) = S(@°F(z1) + (1 — a)° F(z2), (o, ¥))

para todo («, 1) € [0,1] x R™, que é uma consequéncia das propriedades da fungao suporte

de um conjunto fuzzy. ]

9.3 Aplicacoes

Nesta Secgao, apresentamos resultados sobre operacoes de processos fuzzy s-convexos e

estudamos a s-convexidade da integral média.
Definicao 9.8. Sejam Fi, Fy : R™ — $(R™) processos fuzzy.
(1) A intersec¢ao de Fy e Fy, denotado por Fy N Fy : R™ — J(R™), € definido por

(2) A soma de Fy e Fy, denotado por Fy + Fy : R™ — (R"), € definido por
(F1 + F2)(x) = Fi(x) + Fa(z).
(3) A multiplicagao por escalar A\, denotado por \Fy : R™ — (R™), € definido por

(AF)(z) = A(F(x)).

Proposicao 9.9. Sejam Fy, Fy : R™ — S(R™) processos fuzzy s-convexos. Entao, Fy N Fy €

um processo fuzzy §-CONVETO.
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Demonstragao: Sejam z1,zs € R™, a €]0,1[ e y € R™ arbitrarios. Entao,

((F1 N F2)(axs + (1 — a)z2)) (y)
= (Fi(ax1 + (1 —a)xs) A Fy(axy + (1 —a)xs)) (y)
= min{F(az; + (1 — a)za)(y), Folazs + (1 — a)xs)(y)}

> min {as +sup min {Fy(x1)(y1), Fi(z2)(y2)},

(1-a)sy2=y

sup min { F3(71)(y1), F2(3?2)(?/2)}}

asy1+(1—a)sy2=y

> sup min {min {F(z1)(y1), F1(22)(y2) } , min {Fo(21)(y1), Fa(z2)(y2) }}

a*y1+(1-a)*y2=y

= sup min { F1(z1) (y1), F1(22) (y2), Fo(z1) (1), Fo(z2)(y2)}

a*y1+(1—a)*y2=y

= sup  min {min{ £ (z1)(y1), Fo(21) (Y1) }, min{ £y (22) (y2), Fo(2) (y2) }}

a*y1+(1—a)*y2=y

= sup  min {(Fy(21) A Fy(21)) (91), (F1 () A Fo(2)) (y2) }

afy1+(1—a)sy2=y

= sup min {(F1 N Fy)(z1)(y1), (F1 N Fy)(22)(y2) }

a*y1+(l1—a)sy2=y
Do Teorema 9.4 obtemos que F é um processo fuzzy s-convexo. [ |

Proposicao 9.10. Sejam Fy, Fy : R™ — J(R™) processos fuzzy s-convexos e A > 0. Entao,

Fy + \Fy € um processo fuzzy s-convexo.

Demonstragao: Sejam z1,xs € R™ e a €]0, 1] arbitrarios. Entao,

(Fy + AFy)(axy + (1 — a)zs)
= Fi(ar1 + (1 —a)xg) + Ao (azy + (1 — a)zs)
(a®Fi(x1) + (1 —a)’Fi(x2)) + A (@®Fy(z1) + (1 — a)’ Fy(z2))
(a°Fi(x1) + a®AFy(x)) + (1 — a) Fi(xg) + (1 — a)’AFp(x2))
= a’(Fi(z1) + AFo(21)) + (1 — a)*(Fi(x2) + AFy(x2)),

U

o qual implica que
(Fl + )\Fg)(axl -+ (1 — a)l’g) 2 CLS(Fl + )\Fg)(l'l) + (1 — G)S<F1 + )\FQ)(I’Q)

Portanto, F} + AFy é um processo fuzzy s-convexo. |
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Observacgao 9.11. Da proposicao anterior, temos que a familia de processos fuzzy s-convexos

é um cone.

A seguir devemos estudar a s-convexidade da integral média fuzzy de F. Para definicao

e propriedades da integral média fuzzy ver [23].

Definicao 9.12. [23] Seja F' : [0,b] — F(R™) uma v.a.f. integralmente limitada. Entao a
multifuncao fuzzy Mp : (0,b] — F(R™) definida por

1

Mp(w) = = /OxF(t)dt , Y € (0,8,

¢ chamada integral média fuzzy de F.

Observacao 9.13. Observe que tomando t = xs na deﬁm’gda prevz'a a aplz'cag:do a-nivel de

My pode-se escrever como [Mp(x fo (xs)ds, isto €, fo (xs)ds.

Teorema 9.14. Seja F : [0,0] — Fo(R™) um v.a.f. integralmente limitada. Se F € s-

conveza, entao My também € s-conveza.

Demonstragao: Sejam F' s-convexa, x1,x2 € [0,b] e a €]0,1[. Entao, usando a Observacao

9.13 e a Proposicao 9.6, temos que
1
[Mp(axy + (1 —a)x)]* = / F,(axys + (1 — a)xqs)ds
0
1
D / (a°Fo(z18) + (1 — a)°F(xqs))ds
0

= as/o F,(z18)ds + (1 — a)s/o F(z9s)ds
= @ [Mp(z1)]" + (1 — a)” [Mp(z2)]"

para todo « € [0, 1]. Portanto, My é s-convexa. [ |
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CAPITULO 10

Desigualdades de Hadamard e Jensen

para processos fuzzy

Em [25] foi definido processos fuzzy s-convexos e foram estudadas algumas propriedades.
Neste Capitulo, definimos processos fuzzy s-concavos, estudamos algumas propriedades e
damos alguns resultados de desigualdades para ambos, processos fuzzy s-convexos e s-
CONcavos.

O Capitulo estda ordenado como segue: Na Secao 9.1 é dado a Definicao de Processos
fuzzy s-convexos sobre um subconjunto C' C R™. Na Secao 9.2 estudamos processo fuzzy
s-concavos sobre um subconjunto C' C R™. Na secao 9.3 apresentamos a desigualdade de

tipo Hadamard e na tltima Secao apresentamos a desigualdade de tipo Jensen.

10.1 Processos fuzzy s-convexos

Em [25] os autores introduzeram a defini¢do de processo fuzzy s-convexos sobre R™. Estd

definicao pode-se dar também dada seguinte forma.

Definigao 10.1. Seja s €]0,1]. Um processo fuzzy F : C C R™ — (R™) € chamado

processo fuzzy s-convexo sobre C, se para todo a €)0,1] e todo z,y € C se satisfaz a
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condicao

(1—a)'F(x) +a"F(y) € F{(1—-a)r+ay}.

Como vimos no Capitulo anterior, esta definicao generaliza a nocao de s-convexidade
para multifungdes dado por Breckner [18], pois se I' : C' C R™ — P(R™) é uma multifungao,
entao introduzendo F(r) = Xr(s), vemos que a Defini¢ao 10.1 coincide com a defini¢ao de

s-convexidade para multifuncoes.

Exemplo 10.2. Consideremos o processo fuzzy F : (0,00) — F(R) que a cada x € (0,00)
associa 0s pontos da reta real “muito maiores do que \/x”. Agora, definimos 0s processos

fuzzy Fy, Fy : (0,00) — F(R) como segue

ﬁ—l se  Jr <t <27,
1
0

Fi(z)(t) = se t> 2z,
se t <./,
—(t‘jgﬁ) Tl se JT<t<2VT
Fy@)(t) =4 1 se t> 2z,
0 se <./t

Para Fy e © = 4, temos que os pontos da reta real “muito maiores do que V4 = 27 € o

conjunto fuzzy

%—1 se 2<t<A4,
F4)(t) =1 1 se t>4,
0 se t ,

1sto significa que os pontos depois de 4 sao “muito matores do que 27, enquanto 0s pontos
no intervalo |2,4| sdo parcialmente “muito maiores do que 27, isto €, possuem um grau de
pertinéncia ao conjunto fuzzy Fy(4). Similarmente, podemos ver que Fy(4) também modela
o conjunto fuzzy dos pontos de reta real “muito maiores do que 2”. Portanto, ambos F; e
F5 modelam o processo fuzzy F'. Desta maneira, podemos achar diversos processo fuzzy que
definam F. Por outro lado, note que Fy € L-convexo, mas Fy ndo € s-convexo para todo

2
s €10, 1].
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10.2 Processos fuzzy s-concavos

Nesta Secao introduzimos o conceito de processos fuzzy s-concavos e estabelecemos al-

gumas propriedades. Este conceito generaliza a definicao de multifun¢ao s-concavo dado em
[18].

Definicao 10.3. Seja s €]0,1]. Um processo fuzzy F' : C C R™ — J(R™) € chamado
processo fuzzy s-concavo sobre C, se para todo a €]0,1[ e todo x,y € R™ se satisfaz a

sequinte condi¢cao
F{1—-a)x+ay} C(1—a)’F(z)+a’F(y).

Processos fuzzy 1-concavos sao simplemente chamados processo fuzzy concavos.

Exemplo 10.4. Consideremos o processo fuzzy F : [0,00) — S(R), onde F(z) é um con-
gunto fuzzy triangular isdsceles com suporte [—f(z), f(x)] onde f : [0,00) — R € uma fung¢do

s-convexa. Entao F é um processo fuzzy s-concavo.
A seguir daremos algumas caracterizagoes para processos fuzzy s-concavos.

Teorema 10.5. Seja F' : C C R™ — (R™) um processo fuzzy sobre C. Entdo, F €

s-concavo se, e somente se,

F((1 = a)zy + axp)(y) < sup min{ F(21) (1), F(22)(y2)},

y1,92:(1—a)sy1+asya=y

para todo a €)0,1] e todo x,y € C.
Agora, apresentamos outra caracterizacao usando o conceito de funcao suporte fuzzy.

Teorema 10.6. Seja F : C C R™ — Fo(R™) um processo fuzzy sobre C. FEntdo, F é
s-concavo se, e somente se, S(F(-), (a,v)) € uma funcao s-convexa, isto €, S(F(-),(a,))
satisfaz (4) para todo (o, ) € [0,1] x S™.

Demonstragao: Suponhamos que F' é um processo fuzzy s-concavo. Sejam (a, ) € [0, 1] X

S™, x1,x9 € R" e a €]0,1]. Entao, das propriedades de fungao suporte, temos que

S(F(axl + (1 - a)$2)7 (Odﬂw))

IN

S(a’F(z1) + (1 —a)’F(xq), (a.)))
= o(a’Fy(x1) + (1 —a)’Fu(xs), )
= a’0(Fa(21),¥) + (1 — a)’0(Fa(2),9).
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Consequéntemente,
S(F(axy + (1 = a)xz), (a,9)) < a*S(F(x1), (o, ) + (1 = a)*S(F(x2), (a, 1)),
Portanto, S(F(-), («, 1)) é s-convexa. Para provar a reciproca basta ver que
S(F(axy + (1 = a)z), (@, ¢)) < S(a’F(z1) + (1 — a)°F(z2), (a, ¥))
para todo (o, 1) € [0,1] x S™, que é uma consequéncia das propriedades da fungao suporte
de um conjunto fuzzy. |
Exemplo 10.7. Consideremos o processo fuzzy F : [0,00) — Fe(R) dado por

L ose 0<t<a’,
F(x)(t)z{””

0 se té¢][0,z°,

para x # 0 e F(0) = xq03- Temos que a fungdo suporte fuzzy S(F(-), (o,v)), para cada
(a, 1) € [0,1] x St, com S' = {—1,1}, € dado por S(F(z), (a,1)) = ax®, que é uma fungdo
s-convexa e S(F(z),(a,—1)) = 0 que também € s-convera. Entdo, do Teorema 10.6 temos

que F' é um processo fuzzy s-concavo.

Proposicao 10.8. Seja F': C C R™ — F(R™) um processo fuzzy sobre C' tal que
(a) F(z+y) C F(x) + F(y),
(b) F(tx) =t°F(z).
Entao F' € um processo fuzzy s-concavo sobre C.

Demonstragao: Da soma e multiplicacdo por escalar sobre &(R™), e das condigoes (a) e
(b), temos que

Flazy + (1 = a)zz)(y)

(F(az1) + F((1 = a)z2))(y)

= sup - min{F(az1)(y), F((1 - a)z2)(y2)}

Y1,Y2:Y1+Yy2=y

IN

= s mindFlan) (), P - @)1 - ')
= s min{(@F@)) (@) (- o FE) (- o)
= sup min{ F(x1) (1), F(z2)(y2) }

y1,y2:a°y1+(1—a)sy2=y
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para todo z1,29 € C, a €]0,1] e y € R™. Portanto, pelo Teorema 10.5, F' é um processo

fuzzy s-concavo sobre C. |

Exemplo 10.9. Seja F' : R™ — F(R"™) um operador quasilinear fuzzy (ver [42]), Entao
F' satisfaz aa condigoes da Proposi¢cao 10.8 para s = 1. Desta maneira, cada operador

quastlinear fuzzy € um processo fuzzy concavo.

10.3 Desigualdade de tipo Hadamard

Nesta Secao, apresentamos algumas desigualdades de tipo Hadamard para processos fuzzy
s-convexos e s-concavos e damos alguns exemplos.

Primeiro lembramos conceitos e propriedades de variaveis aleatorias fuzzy definidas sobre
um intervalo que serao tteis.

Uma multifuncao F': [0,b] — K(X) é chamada Borel mensuréavel, se o grafico de F', isto
é, o conjunto {(t,z)/ z € F(t)} é um subconjunto Borel de [0, ] x X.

Como a medida de Lebesgue é completa, a Borel mensurabilidade de F' é equivalente a
seguinte condigdo: para cada conjunto Borel B, F~1(B) = {t € [0,b] / F(t)N B # 0} € L,
onde L denota a o-dlgebra de todos os subconjuntos Lebesgue-mensuraveis do intervalo [0, b].

A integral de uma multifuncao F : [0,b] — K(X) é definida por

/Odet: {/Obf(t)dt/f eS(F)}’

onde fob f(t)dt é a integral de Bochner e S(F') é o conjunto de todas as selegoes de F, isto é,

S(F) = {f € L((0,0], X)/ f(t) € F(t) q.t.p..}.

Uma multifuncao é chamada integralmente limitada, se existe uma fungao h : [0,0] — X
integravel tal que ||z|| < h(t) para todo = e t tal que = € F(t).

Se F': [0,b] — K(X) é um conjunto aleatério integralmente limitado, entao a integral de
Aumann de F' é um subconjunto nao vazio de X.

SeAeReF, Fi,Fy:[0,b] — Kc(X) sao conjuntos aleatérios integralmente limitados,

entao

a) [ Fdt € Ko(X)
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b) [JAF + By)dt =\ [ Fydt + [ Fadt .

Para mais detalhes ver o Capitulo 6, ver também hiai&Umegaki [39].

Seja F': [0,b] — F(R™) um processo fuzzy e definimos F, : [0,b] — K(R") por F,(z) =
[F(z)]*, Va € [0,1]. Entao F' é chamado mensuravel se F, é mensuravel para todo « € [0, 1].
Também, F' é chamado integralmente limitado se F, ¢ integralmente limitado para cada
a € [0,1]. Se F' é um processo fuzzy mensuravel, entao F' é chamado variavel aleatéria

fuzzy (vaf) (ver Capitulo 8 ou [65]).

Proposicao 10.10. (Puri e Ralescu [65]) Se F : [0,b] — ]—"(X) ¢ uma vaf integralmente
limitada, entdo existe um unico conjunto fuzzy u € F(X) tal que [u fo F,dtVa € [0,1].

A integral da varidvel aleatéria fuzzy F, fob Fdt, é o unico conjunto fuzzy u € F(X)
obtido na Proposicao 10.10, isto é, fo Fdt =u < | fo F,dt, para cada « € [0, 1].

Teorema 10.11. Se Fy, F, : [0,b] — Fo(X) sdo vaf integralmente limitadas e X € R, entdo

b b b
/(AF1+F2)dt:>\/ Fldt+/ Fydt.
0 0 0

Para mais detalhes e propriedades da integral de uma vaf ver [65].

Se f:[a,b] — R é uma funcdo convexa, a seguinte relagao se satisfaz

a b a
f( "2”’) <y [ He < fa) 270, (10.1)

Esta desiguldade é conhecida na literatura como desigualdade de Hadamard. A seguir es-

tendemos esto, primeiro provamos uma desigualdade de tipo Hadamard para processo fuzzy

S-Convexos e depois para processos fuzzy S-concavos.

Teorema 10.12. Seja F' : I — F(R™) um processo fuzzy s-convexo sobre o intervalo I C

[0, 00) mensurdvel e integralmente limitado e seja a,b € I, com a < b. Entdo

(s+1)""{F(a)+ F(b)} C / F(x)dz/(b—a) C2°7'F <a ;— b) : (10.2)

Demonstracao: Como F' é s-convexo sobre I temos que

t°F(a) 4+ (1 —t)°F(b) C F{ta+ (1 —t)b}
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para todo t € [0, 1]. Integrando esta relagdo obtemos que
1 1
/ Fita+(1—tbhdt D / (B F(a) + (1 — £ F(b)} dt
0 0

~ F(a) /1tsdt+F(b)/1(1—t)sdt
= (s+ 1) {F(a)+ F(b)}.

Agora, fazendo o cambio de variavel x = tb + (1 — t)a, segue a primeira relagao em (10.2).

Para provar a segunda relacao em (10.2), observe que para todo z,y € I temos que

F (x - y) > o {Fla) + Fl)}. (10.3)

Entao tomando x =ta+ (1 —t)b ey =tb+ (1 — t)a, de (10.3) obtemos que

F(“‘Q”’) > %[F{taJr(l—t)b}nLF{thr(l—t)a}].

Integrando esta relacao se tem que

/01F<a;b> dt 2 /01%[F{ta+<1—t)bHF{fH(l_t)a”dt

_ %[/OlF{ta+(1—t)b}dt+/01F{tb+(1—t)a}dt}.
o /OlF{ta+(1—t)b}dt:/OlF{tb+(1—t)a}dt:bia/abF(:v)d:v,
segue que

/abF(x)dx/(b _a) C 2l <a u b) |
[ |

Teorema 10.13. Seja F : [ — F(R"™) um processo fuzzy s-concavo sobre um intervalo

I C [0,00) mensurdvel e integramente limitado e seja a,b € I, com a < b. Entao

yip (a u b) c / F(a)da/(b—a) € (s + 1) (F(a) + F(b)). (10.4)

Demonstragao: A prova é andloga a do Teorema 10.12. |
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Coroléario 10.14. Seja F : I — F(R™) um processo fuzzy s-concavo mensurdvel e integral-

mente limitado sobre o intervalo I C [0,00) e seja a,b € I, com a < b. Entao

a b
251 ( ‘2”’) < / [(x)dz/(b—a) < (s + 1) (T(a) +T(b)),
onde I' = S(F(.), (o, ¥)).

Demonstracao: O resultado segue do Teorema 10.13 e das propriedades da funcao suporte

fuzzy. [

Exemplo 10.15. Consideremos s = 1/2 e o processo fuzzy 1/2-concavo Fy : (1/2,1) —
F(R) como no Exemplo 10.7. Entao

[(z) = S(Fi(z),(a,1)) = a/z. (10.5)

para cada o € [0,1]. Desta maneira, pelo Coroldrio 10.14, temos que

! 2 2
@a < / ['(x)dx < + \/_04.
8 1/2 3

10.3.1 Aplicacoes

(a) Para um processo fuzzy mensuravel e integralmente limitado F' : [0,b] — Fc(R™), a

integral média fuzzy de F' é um processo fuzzy Mg : (0,b] — F(R™) definido por

Mp(z) =+ /xF(t)dt V€ (0,1].

T

Este conceito foi introduzido em [23], onde também sao estudadas algumas propriedades.
Em [25] é estudado a s-convexidade da interal média fuzzy. Agora, na seguinte Proposicao,

usando a desigualdade de Hadamard, obtemos uma nova relagao para a integral média fuzzy.

Proposicao 10.16. Seja F': [0,b] — Fo(R™) um processo fuzzy mensurdvel e integralmente

limitado. Se F ¢ s-convexo entdo Mg € s-convezo e

(s + 1)~ {F(0) + F(z)} C Mp(z) C 2°7'F (g) . (10.6)
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Demonstracao: Como F' é s-convexa, entao do Teorema 4.5 em [23] Mp é s-convexa. A
relagao (10.6) é uma consequéncia imediata do Teorema 10.12. [

(b) Com o propésito de estabelecer alguns refinamentos de (10.1), Dragomir [33] introduz

Ht) ::bia/abf(ter(l—t)a;rb)dx,

e prova que se f : [a,b] — R é uma funcdo convexa, entdo H(t) é convexa e que

a aplicagao

f (a;b> < H(t) < bia/abf(x)dx, vt € [0,1].

A seguir, extendemos este resultado para processo fuzzy s-convexos. Seja F' : [a,b] — Fo(R™)

um processo fuzzy mensudavel e integralmente limitado e definimos

H(t) = bia/bF{tac—i—(1—t)(a+b)/2}dx, (10.7)

para t € [0, 1].

Teorema 10.17. Seja F' um processo fuzzy s-convexo mensurdvel e integralmente limitado

sobre o intervalo [a,b]. Entao H € s-convexa sobre [0,1] e

a+b

H(t) C2°'F ( ) , Vtelo,1]. (10.8)

Demonstragao: Seja t1,t; € [0,1] e o, 5 > 0 com a+ = 1. Entao,

H(at, + fty)

b
_ b% F((aty + Bta)x + {1 — (aty + ft2)} (a + b)/2) du

- /F[a{tlas—l—(l—tl)(a+b)/2}+ﬂ{t2x+(1—Bt2)(a+b)/2}]daz

b—a
1
b—a

1 b
b_a/a B°F {tox + (1 — Bta)(a + b)/2} da

= o’H(t)+ °H(ta),

/bost {tix+ (1 —t1)(a+b)/2}dx +
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o que prova que H é s-convexa. Agora, seja t € (0,1]. Tomando r = tx + (1 —t)(a + b)/2

obtemos que
1) = [ F@r/o-o

onde p=tb+ (1 —t)(a+b)/2eq=ta+ (1—1t)(a+b)/2. Pelo Teorema 10.12 temos que
P s—1 p_l_q s—1 CL-Fb
F(r)dr/(p - q) € 21 F (L19) = oip (420),
q

que prova (10.8). |

Observacao 10.18. Procedendo como na prova do Teorema 10.17, podemos também provar

que se F' é um processo fuzzy s-concavo mensurdvel e integralmente limitado sobre o intervalo

9s—1p <“ ;r b) C H(b).

la,b], entdo

10.4 Desigualdade de tipo Jensen

Nesta Secao apresentamos uma generalizagao da desigualdade de Jensen para processo

fuzzy S-CONvexos € s-Cconcavos.

Teorema 10.19. Seja F: C C R™ — F(R™) um processo fuzzy s-convexo sobre C' e s > 0.

Entdo a sequinte relagcao se satisfaz

prF(xi) CF (Zm) : (10.9)

quando p; > 0, xz; € C' e Y i p; = 1. Por outro lado, se F é um processo fuzzy s-concavo

sobre C' e s > 0. Entdo se satisfaz a sequinte relagao

F (ipz%) - ipfF(mz) (10.10)

quando p; > 0, x; € C' e Z?:lpi =1.
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Demonstragao: primeiro provamos a relacao (10.9). Para isto, procedemo por indugao
sobre n. Para n = 2, (10.9) é a definigdo de s-convexidade de F. Agora, suponhamos que
(10.9) é vélido paran =k — 1 dado p; >0, x; € C' e Zle p; = 1. Podemos supor que todo
pi > 0. Seja entao ¢; = pj/(p1 + ... + pr—1), 1 < j < k. Entdo ¢1 + ... + gx—1 = 1 e desta
maneira

GF(x) 4+ ..+ ¢ 1 Fre1) C F(gioer + ... + @r_1%k_1)- (10.11)

Definimos P = p; + ... + pix_1, entao

F(prxy+ ... +ppay) = F {P <%171 + .+ %iﬂk—l) +pk$k}
o P°F <%azl +...+ I%xk_1> + ppF(xy)

Pi—1
Ps

= ZP?F(%%

que estabelece (10.9) para n = k, e consequentemente para todo n € N.

F(xk_n) i ()

A prova de (10.10) segue os mesmos pasos pelo que aqui omitimos. [ |
Coroldrio 10.20. Seja F': C CR™ — F(R"™) um processo fuzzy sobre C e s > 0. Entdo

n~* z”: F(z;) CF (n_l z": xz> : (10.12)

=1

quando x; € C, 1 <1 <n.

Exemplo 10.21. Consideremos o processo fuzzy 1/2-convexo e Fy como no exemplo 10.2.

Desta maneira, do Coroldrio 10.20, para cada o € [0, 1] temos que
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CAPITULO 11

Trabalhos futuros

A seguir descrevemos alguns problemas que serao motivo de estudos futuros.

11.1 Analise fuzzy

Neste trabalho de tese nés temos estudado o espago de conjuntos fuzzy compactos, que é
um espaco quasilinear, e temos dado alguns resultados analogos a teoria de anélise funcional
classica. Nos acreditamos que este estudo foi o inicio para desenvolver outras ferramentas,
por exemplo, falta obter um resultado analogo ao teorema de separacao de H. Banach, o qual
desempenha um papel importante na teoria classica. Por outro lado, foi dado o conceito de
um operador adjunto, assim como o dual do espaco de conjuntos fuzzy compactos. Agora,
serfa bom estudar suas propridades e explorar no maximo seu uso em diferentes problematicas

que surgem na teoria fuzzy.

11.2 Inclusoes e equacoes diferenciais fuzzy

Este tema estd sendo motivo de estudo de diferentes autores. Nos ultimos anos foi muito

mais explorado, obtendo-se varias formas de interpretar as inclusoes e equacoes diferenciais,
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a qual acompanhamos e aportamos (em alguns casos) seu desenvolvimento. Como um novo
tema, tem ainda muito por ser explorado, por exemplo, estudar estabilidade, bifurcacao,
comportamento assintotico das solugoes, fluxos, etc. Existem alguns trabalhos (pouco) onde
estuda-se estas propriedades para casos particulares de Inclusoes e equacoes diferenciais

fuzzy.

11.3 Controle 6timo fuzzy

Também é de nosso interesse estudar problemas de controle 6timo, onde o controle é dado
por um conjunto fuzzy. Tendo as ferramentas adequadas, podemos tentar obter um principio
do maximo do tipo Pontryagin no contexto fuzzy, questao que ainda estd em aberto e que

acreditamos terd muitas aplicagoes.

11.4 Probabilidade fuzzy

Nesta tematica, estamos interessados em provar um teorema central de limite para
variaveis aleatorias fuzzy compactas em espacos de Banach, que ainda estd em aberto.
Primeiramente temos estudado este teorema em dimensao finita, como consta neste tra-
balho. Um caso mais geral serfa provar uma lei forte de grandes ntimeros e o teorema central
de limite para variaveis aleatoérias fuzzy fechadas, isto é, para variaveis aleatérias que tém
como valores conjuntos fuzzy cujos niveis sao fechados, ao contrario do que tem sido feito

até agora, onde as variaveis aletorias consideradas tém valores fuzzy compactos.

11.5 Processos fuzzy

Neste trabalho de tese nds apresentamos uma generalizacao do conceito de processos
convexos ao contexto fuzzy, estudamos suas propridades e obtemos algumas desigualdades
para estes. Um trabalho por fazer é estudar a relagao de processos fuzzy s-convexos e a

continuidade. Por outro lado, explorar seu uso em otimizacao fuzzy.
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11.6 Medida e integral fuzzy

Desde que Sugeno introduziu os conceitos de medidas fuzzy e suas correpondentes inte-
grais fuzzy, esta teoria foi muito bem explorada e estendida por diversos autores em diversas
dire¢oes. Em particular a continuidade da integral fuzzy (em seus diferentes conceitos) com
respeito a diferentes grupos de convergéncia foram motivo de estudo nos ltimos anos.

Medida fuzzy (fungao de conjuntos), generaliza a defini¢cao usual de uma medida substi-
tuindo a aditividade por propriedades mais fracas. Uma interpretacao abstrata é: a nao-
aditividade de uma medida fuzzy expressa a interacao entre conjuntos. Suas aplicacoes sao
diversas, por exemplo, a teoria de capacidades (capacities), a teoria de evidéncia (evidence),
a teoria de possibilidade, entre outros. Também existem areas praticas onde a nao aditivi-
dade é importante, por exemplo, problemas de decisao, avaliagao subjetiva, processamento
de informagao ou classificagao, entre outros.

Por outro lado, sabemos da importancia que tem a defuzificagao de um conjunto fuzzy
na teoria de analise fuzzy e, nesta direcao, a teoria de medida e integral fuzzy ¢ fundamental.
Além disso, sabemos da importancia da métrica de Hausdorff neste contexto.

A primeira parte de nossa proposta é analizar: quando uma medida fuzzy é continua em
relacao a convergéncia de Hausdorft?. Também, analizar, a continuidade da integral fuzzy
(integral no sentido de Choquet, Wang, Oguara-Ralescu entre outras) em relacao a medida
fuzzy.

Zhang, estudo a integral fuzzy de uma multifungao (set-valued) respeito de uma medida
fuzzy, conceito que generaliza a integral de Aumann para multifungdes. Depois, sao estu-
dadas as diferentes propriedades desta integral. Logo, como uma extensao natural, temos a
integral fuzzy de multifungoes fuzzy (fuzzy-valued mappings).

Nossa proposta é estudar a continuidade da integral fuzzy de uma multifuncao respeito
dos diferentes grupos de convergéncia. Nessa diregao, a teoria de anélise multivoca (set-
valued anélise) serd fundamental para obter resultados referente a esta teoria. Também,
serfa interessante analizar as convergeéncias das integrais fuzzy de uma multifuncao fuzzy.

Recentemente, é dado o conceito de integrais indeterminadas, e se discute sobre a classi-
ficacao das integrais fuzzy. Agora, podemos escrever esta integral como uma integral de uma

multifungao e assim podemos estudar esta integral via a teoria multivoca. Logo, tentaremos



132

responder parcial ou totalmente o problema inverso (proposto por Wang) que ainda estd em

aberto.
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