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Resumo

A AIDS (Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida) é uma sindrome proveniente de um pro-
cesso de imunodeficiéncia decorrente de infecgao pelo HIV que se tornou um problema mundial
de saude. Este trabalho apresenta um modelo matematico que descreve a evolucao de uma
populagao HIV positiva (assintomatica), para a manifestacao da AIDS (sintomatica). Tal mo-
delo é dado por um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, cuja taxa de transferéncia, \,
da populagao assintomatica para a sintomatica, é um parametro fuzzy que depende da carga
viral e do nivel de C' D4+ dos individuos infectados. A partir deste modelo, determinamos
a esperanca fuzzy da populagao assintomatica para grupos populacionais com caracteristicas
especificas. A esperanca fuzzy da populagao assintomatica é determinada supondo, inicial-
mente, que a taxa de transferéncia depende apenas da carga viral e posteriormente do nivel
de C'D4+. Determinamos também a esperanca fuzzy da populagao sintomatica supondo a
taxa de transferéncia dependendo da carga viral e do nivel de C'D4+. O modelo nao considera
tratamento dos individuos HIV-positivos. Por ser necessario obter solucoes para o modelo pro-
posto, sugerimos também um método para encontrar uma solucao de uma equacao diferencial
nao-autonoma a partir de uma equacao diferencial autonoma. Além disso, iniciamos um es-
tudo para caracterizar a taxa de retorno v de uma populacao sintoméatica para assintomatica.
Supoe-se que esta taxa é dependente da carga viral e do nivel de C'D4+. Neste caso admite-se
que a populagao recebe tratamento com terapia anti-retroviral. A modelagem desta taxa de
retorno, assim como a de transferéncia, foi feita utilizando informacoes de especialistas da

area.

v



Abstract

AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome) is a syndrome proceeding from the process
of immunodeficiency resulting from infection HIV which became a world wide problem of
health. This work suggests a mathematical model of the evolution of HIV positive population
for manifestation of AIDS. The model is given by an ordinary differential equation system,
whose transference rate, A\, from asymptomatic population to symptomatic, is a fuzzy para-
meter that depends on the viral load and on the C'D4+ level of the infected individuals. In
this model, we determine the fuzzy expectancy of the asymptomatic population for specific
population groups. The fuzzy expectancy of the asymptomatic population is calculated with
the transference rate depending only on viral load and, posteriorly, depending on the C'D4+
level. We also find the fuzzy expectancy of the symptomatic population with the transference
rate depending on the viral load and the C'D4+ level. We do not consider treatment with
anti-retroviral therapy in the model. To provide solutions for the model, we suggest a method
to find a solution of a non-autonomous differential equation from an autonomous equation. We
also begin the study of the return rate v from the symptomatic to asymptomatic population,
and suppose that it depends on the viral load and C'D4+ level. In this case we assume that
the population is under treatment with anti-retroviral therapy. As in the case of transference

rate, the model of the return rate is developed using expert knowledge.
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Notacao

r  Fracao da populacao assintomatica.

y Fracao da populagao sintomatica.

A Taxa de transferéncia da populacao assintomatica para sintomaética.
~v  Taxa de transferéncia da populacao sintomatica para assintomaética.
v Carga viral.

¢ Nivel de CD4+.

t Tempo.

R  Conjunto dos niimeros reais.

N  Conjunto dos nimeros naturais.

U, Uy Us,... U, Conjuntos universos.

X, Xy, Xo,..., X,,, Y Conjuntos universos.

TSy Norma triangular do tipo OR (x s—norma y).

rxty Norma triangular do tipo AND (x t—norma y).

A t— norma min.

F(U) Conjunto de todos os conjuntos fuzzy de U.

uy  Funcao caracteristica de A.

1 Medida fuzzy.

FEV(.) Valor esperado fuzzy.

7; Extensao de Zadeh de x; para t fixo.

o~

A Extensao de Zadeh de .
r; oA Funcao composta de z; com \ para t fixo.

m Extensao de Zadeh de x; o A para t fixo.

X1
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

A Sindrome da Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS) foi reconhecida em meados de 1981,
nos EUA, como uma nova doencga que compromete o sistema imunologico. E uma sindrome
proveniente de um processo de imunodeficiéncia decorrente de infecgao pelo HIV (virus de imu-
nodeficiéncia humana). Os meios de transmissao cientificamente comprovados sdo: relacoes se-
xuais com portadores de HIV; transfusao de sangue contaminado; uso de seringas ou materiais
cirargicos contaminados; via placenta, leite materno e pelo contato entre mucosas.

Nos ultimos vinte anos, desde que foi identificado, a infecgao pelo HIV transformou-se em
uma epidemia de projecao mundial. De acordo com os dados estimados pela Organizagao
Mundial de Satde (Dezembro 2001) existem 40 milhées de pessoas vivendo com AIDS, sendo
que destes, 28.1 milhoes sao africanos. Hoje a moléstia atingiu tal magnitude, indicando-nos
que nos deparamos com mais um problema biolégico, de grande repercussao social e economica.

O virus pertence a uma grande familia de retrovirus, da qual fazem parte o HIV1 e o HIV2,
com véarios subtipos para cada um deles, detectados em individuos infectados de diferentes
regioes geograficas. Classificam-se, assim, os isolados de HIV1 em dois grupos, M (major) e
O (outlier). No grupo M, identificam-se nove subtipos (A,B,C,D,E,F,GH e I), e no grupo O,

apenas um. Em relacao ao HIV2 descrevem-se cinco subtipos:A,B,C,D e E. No Brasil, por



exemplo, 90% dos portadores possuem o HIV1B.

Os testes padrao que indicam a contaminacao podem ser baseados tanto na presenca de
anticorpos séricos' anti-HIV, quanto na deteccao direta do virus. Utiliza-se para diagnéstico
da infeccao pelo HIV o método de ELISA (Enzime-linked immunosorbent assay). Contu-
do, como tal teste é muito sensivel, utiliza-se também, o teste confirmativo de Western-blot
(transferéncia de proteinas) que também pesquisa anticorpos. Apesar da alta sensibilidade
destes testes, individuos recém-infectados podem permanecer soronegativos nas primeiras seis
semanas.

Apébs a exposicao e infeccao, ha um periodo latente, variavel de individuo para individuo,
antes de apresentar os sintomas caracteristicos e desenvolver a doenca. Esta é uma das
dificuldades no combate a epidemia, pois pessoas portadoras deste mal podem transmitir a
doenca sem saber que estao infectadas, além da falta de dados concretos sobre a porcentagem
soropositiva de uma populacao. Por isso, como ainda nao foi descoberta uma cura definitiva
para a AIDS, o tnico meio de combater a doenca é através de medidas preventivas como:
uso de preservativos nas relagoes sexuais; recorréncia a bancos de sangue confiaveis; utilizacao
de seringas descartaveis e materiais cirirgicos bem esterilizados; no caso de ser mulher, rea-
lizar medidas pré-natais anti-HIV durante a gravidez e evitar amamentacao ao saber que é
portadora do virus.

O desenvolvimento da doencga ocorre quando, apds sair do estado de laténcia ou incubagao,
o virus passa a comandar os mecanismos celulares da célula infectada, permitindo a formacao
de novos virus que provocam a destruicao da célula. Devido a afinidade do HIV com as células
do sistema imunoldgico (linfécito T CD4+), observa-se uma queda bastante acentuada da
imunidade do soropositivo, além de perda de peso, deixando-o suscetivel a infec¢oes conhecidas
como ’infecgoes oportunistas’ que ocasionam a morte da pessoa.

O periodo de tempo entre a infecgao e a manifestacao da doenga para casos individuais
¢ um valor impreciso. Sabe-se que pode durar de meses a anos. Para facilitar o tratamento
e acompanhar adequadamente as doencas que caracterizam a sindrome, ha um sistema de

classificacao para pacientes infectados pelo HIV baseado nos estagios da doenca.

Lanticorpos séricos sdo os anticorpos presentes no soro sangiiineo e sio produzidos contra agentes estranhos
ao organismo.



Podem ser formulados modelos para a transmissao do HIV considerando distribuigoes es-
paciais e estratificagao etaria da populacao. Neste caso, o objetivo é estudar a dinamica da
doenca para poder explicar a sua dispersao como epidemia. Outros modelos podem ser for-
mulados para analisar a transicao de estdgios da doenca . Nesta situagao, os objetivos de
carater médico sao mais evidentes. Neste trabalho, iremos nos concentrar no segundo caso.

Primeiramente, analisaremos um modelo simples para a dinamica de conversao entre porta-
dor assintomatico e portador sintomatico. Em seguida apresentaremos uma modificacao neste
modelo, sem tratamento da doenga, com o objetivo principal de incorporar as caracteristicas
subjetivas dos parametros relacionados com a evolucao. Consideraremos também os modelos
com tratamento, em que ocorrera o retorno de portador de sintomatico para assintomatico,
incorporando caracteristicas subjetivas aos parametros relacionados neste estagio.

Assim, dadas as caracteristicas da teoria de conjuntos fuzzy, desenvolvemos um modelo de
evolucao da AIDS entre a infeccao e a manifestacao da doencga, ao nosso ver mais informativo
que o modelo cléssico (3.1).

Na ultima década, a literatura matematica que trata de fendomenos imprecisos tem crescido
consideravelmente, principalmente no tocante a teoria de modelagem e controle, utilizada com
sucesso nas areas de Engenharia. As primeiras aplicagoes desta teoria em Biomatematica foi
em diagnéstico médico (Sanchez, 1977) e (Sanchez e Bartolin, 1990), e nelas se concentra a
maioria das aplicacoes da teoria de conjuntos fuzzy na medicina. Também, encontramos na
literatura uma simulac¢ao que trata da epidemia de heterossexuais HIV/AIDS através de um
modelo matematico fuzzy (Morio et al., 1996). Mais recentemente outros autores tém utilizado
esta abordagem em problemas de epidemiologia (Ortega, 2001), (Barros et al., 2003), (Jafelice
et al., 2002a), (Jafelice et al., 2003a) e (Jafelice et al., 2003b).

A necessidade de se estudar o comportamento dinamico de epidemias é de fundamental
importancia no que diz respeito a sua evolucao, estabilidade e controle. Porém, os modelos
matemadticos tradicionais (deterministicos) que descrevem o comportamento dindmico das
epidemias nao lidam com a subjetividade muitas vezes intrinseca nos fenémenos biolégicos .

Nosso principal interesse, nesta area, esta relacionado com o estudo de fenémenos biolégicos

que exibem incertezas graduais e que possam ser modelados pela teoria de conjuntos fuzzy,



introduzida por (Zadeh, 1965). Devido ao seu grande potencial de aplicacao e cardter de
interdisciplinaridade, tal teoria pode facilitar o trabalho do modelador e de um especialista
da area e possivelmente acrescentar 'novas’ informagoes, facilitando a andlise e compreensao
de algumas situagoes reais. Esse é o caso de propagacao, controle de epidemias e estudo de

doencas como a AIDS, em que se tém apenas informagoes parciais, dadas lingiiisticamente.

1.2 HIV - Virus de Imunodeficiéncia Humana

Trata-se de um retrovirus esférico, isto é, um virus contendo RNA (acido ribonucléico) que
se replica em uma célula hospedeira. No citoplasma da célula hospedeira, o material genético
viral (RNA) sofre agdo da enzima transcriptase reversa e transforma-se em DNA. Este DNA
viral possui a capacidade de penetrar no ntcleo da célula infectada e incorporar-se ao DNA
dela.

A Figura 1.1, mostra a estrutura do virus HIV. Este virus encapsulado tem um envelope
proteico, constituido por duas proteinas principais: uma maior, a gp120, que forma botoes na
superficie, e outra menor, a gp41, conforme Figura 1.1.1; que juntas formam o conjunto gp160.
Dentro deste envelope proteico, o virus possui uma capsula interna, formada pela proteina
pl7, Figura 1.1.2. No interior desta capsula interna, existe uma membrana formada pela
proteina p24 que envolve o material genético, o RNA, Figura 1.1.3. Nesta capsula interna,
encontram-se junto com o RNA, trés proteinas importantes: Transcriptase Reversa, Integrase

e Protease, Figura 1.1.4.

1.3 Modo de Acao do HIV

Atingindo a corrente sangiiinea, o HIV lanca seu ataque principalmente contra os linfocitos
T, do tipo CD4+. Tal preferéncia decorre do fato de que a proteina periférica do virus gp120
encaixa-se na proteina CD4+, um receptor especifico presente na membrana de certas células

do sistema imunolégico. Os linfocitos T sao os que possuem em maior quantidade a proteina



Figura 1.1: Estrutura do HIV. 1. Envelope proteico formado por gp120 e gp41; 2. Céapsula
proteica interna formada pela proteina pl7; 3. Membrana formada pela proteina p24 e 4.
Material genético formado por RNA e proteinas.

CD4+. A parte externa da proteina transmembranica do HIV, gp4l, liga-se com o receptor
F da superficie da célula com o propésito especifico de fusao. Cada receptor pode permitir a
entrada do virus na célula, mas o trabalho das duas proteinas torna este processo mais eficiente.
Nas Figuras 1.2 e 1.3 é apresentada uma ilustracao esquematica do HIV no momento em que
infecta a célula. O tempo de vida do HIV é muito curto. Em média, a cada trés a sete dias
uma nova geracao de provirus é formada no organismo humano; informagao dada pelo médico
Dr. Francisco Hideo Aoki, Chefe do Laboratério de AIDS, professor do Departamento de
Clinica Médica da Faculdade de Ciéncias Médicas da UNICAMP.

Quando a capsula do virus faz contato com a membrana da célula hospedeira, logo é
injetado o RNA-viral. No citoplasma, com auxilio da Tanscripitase-Reversa, o RNA-virus
serve de modelo para a sintese de uma cadeia de DNA que, por sua vez, serve de modelo para
outra complementar, formando-se, assim, uma molécula de DNA de dupla cadeia. Esta migra
para o nucleo e, por acao da Integrase, incorpora-se ao material genético da célula.

O DNA estranho, (pré-virus), pode ficar inativo por tempo indeterminado e, com a mul-

tiplicagao da célula hospedeira, copias do mesmo sao levadas para as células filhas.
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Figura 1.2: Representacao do momento em que o HIV estd infectando a célula (Saag, 1995).
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Figura 1.3: HIV infectando a célula.



Quando menos se espera, o pro-virus ativa-se e desencadeia a sintese de novas moléculas de
RNA, para a formacao de novos virus. Esse RNA, juntamente com proteases virais, orientam
tanto a sintese das proteinas da capsula como de enzimas caracteristicas do virus, seguindo-se,
finalmente, a montagem de novos virus. Assim, a célula hospedeira é destruida.

O sistema imunolégico consiste de um conjunto complexo de células e moléculas que prote-
gem nosso organismo contra infecgoes. Nosso organismo sofre constantes ataques de antigenos,
no qual eles sao compostos de elementos que podem potencialmente causar doencgas. Os ma-
créfagos localizados no figado, baco e ganglios procuram corpos estranhos. Quando tais corpos
sao detectados, enviam os primeiros sinais quimicos de alerta, logo reconhecidos pelos linfécitos
T, do tipo CD4+, que por sua vez, fazem ‘soar o alarme geral’ e estimulam, a partir de ci-
tocinas, a ativacao de células do sistema imunolégico, os linfocitos B. Estes transformam-se
em plasmdcitos para a produgao de anticorpos e os linfécitos CD8 (citotéxicos) reconhecem
as células infectadas e as destroem. Alguns destes linfocitos B e linfécitos T ativados serao
diferentemente transformados em ’células de memoria’. Estes permanecerao circulando no
organismo por um longo periodo de tempo, garantindo protegao futura ao organismo, comba-
tendo mais rapidamente o invasor, no caso de nova infeccao (Castro e Timmis, 2002). Como
o HIV ataca preferencialmente os linfécitos T, do tipo CD4+, o alarme geral e a posterior
ativacao imunolégica deixam de ser dados. O sistema de defesa nao é mobilizado e o sistema
imunolégico perde a sua funcao. Os linfécitos T, do tipo CD4+, sao produzidos na médula
6ssea e no timo. Um individuo normal tem em média de 1000 cels/mm? a 1600 cels/mm3

(Saag, 1995).

1.4 Aspectos Clinicos

A infecgao pelo HIV pode ser dividida em quatro fases clinicas:

1. Infecgao aguda
A infeccao aguda, também chamada de sindrome da infeccao retroviral aguda ou in-
feccao primaéria, ocorre em cerca de 50% a 90% dos pacientes. A histéria natural da

infeccao aguda caracteriza-se por viremia elevada, com resposta imune intensa. Durante



o pico de viremia, ocorre diminuicao rapida dos linfécitos T C' D4+, que posteriormente
aumentam, mas geralmente nao retornam aos niveis prévios a infecgao. Os sintomas
duram, em média, 14 dias. Os sintomas mais freqiientes associados a sindrome viral
aguda causada pelo HIV sao febre, fadiga, cefaléia, faringite, diarréia, vomito e outras.
Apés a fase aguda, ocorre a estabilizacao da viremia em niveis variaveis, definidos pela

velocidade da replicagao viral.

2. Fase assintomatica
Na infeccao precoce pelo HIV, também conhecida como fase assintomética, a manifes-
tacao clinica é minima ou inexistente. Nesta fase a historia familiar, habitos de vida,
como também uma avaliacdao do perfil emocional e psicossocial do paciente, seu nivel
de entendimento e orientacao sobre a doenca sao extremamente importantes. Varios

exames laboratoriais periddicos sao recomendados.

3. Fase sintomatica inicial
Nesta fase, varias doencas podem ocorrer devido a infeccao do HIV, tendo como con-
seqliéncia a imunossupressao, como por exemplo: sudorese noturna, fadiga, emagreci-

mento, diarréia, sinusopatias, candiase oral, herpes simples, herpes zoster e outras.

4. AIDS (Doengas oportunistas)
As doencas oportunistas associadas a AIDS sao varias, podendo ser causadas por virus,
bactérias, protozoarios, fungos e certas neoplasias. As doencas oportunistas mais comuns
associadas a AIDS sao pneumonias, candidiase, herpes simples, toxoplasmose, sarcoma

da Kaposi e outras.

1.5 Tratamento

Apesar de ainda nao haver cura uma vez infectado, pode-se prolongar a sobrevida do paci-
ente. A primeira classe farmacologica a surgir, destinada ao tratamento anti-retroviral foram

os inibidores da transcriptase reversa para evitar que particulas do virus livre infectem células



de CD4+. Entre elas pode-se destacar o AZT, DDI, DDC até o mais recente Abacavir.
Em seguida, foram desenvolvidos os inibidores de proteases virais como Indinavir, Saqui-
navir, Ritonavir, Nelfinavir, Amprenavir entre outros que retardam a replicacao viral
permitindo que o organismo reaja devidamente.

Hoje em dia as varias drogas para o tratamento visam a inibicao de mais de uma funcao
viral sendo utilizada a estratégia de associacdo (geralmente tripla) de classes farmacoldgicas
com o intuito de minimizar a replicagao viral a niveis indetectdveis, aumentar a resisténcia
as mutacoes do virus e de reconstruir ou preservar a competéncia imunoldgica do portador.
Tais combinagoes (popularmente conhecidas como “coquetéis”) comegaram a ser utilizadas em
1996 nos EUA (final de 1996 no Brasil) e sao responsaveis pelo prolongamento da sobrevida
dos pacientes. A Figura 1.4 mostra o tempo de percurso da infeccao do HIV em um adulto

infectado, em que podemos observar que o tempo médio de infeccao da AIDS é 10 anos.
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Figura 1.4: Esquema da histéria natural da infecgdo do HIV (Coutinho et al., 2001), (Perelson
e Nelson, 1999) e (Saag, 1995).



1.6 Objetivos e Organizacao

O objetivo deste trabalho é estudar a evolucao da populacao soropositivo para HIV para
a manifestagao da AIDS (Acquired Immunodeficiency Syndrome), inclusive calcular a espe-
ranca fuzzy da populacao assintomdtica. Iniciamos também o estudo da taxa de retorno da
populacgao sintomatica para assintomaética, quando a populacao recebe tratamento com tera-
pia anti-retroviral.

Nosso principal interesse é modelar a taxa de transferéncia nestes estagios. Para este
proposito, utilizaremos informacoes de especialistas para calcular a taxa de transferéncia,
pois, esta depende fortemente da carga viral e do nivel de CD4+ dos individuos infectados.
Especialistas da area médica utilizam termos lingiiisticos para caracterizar estagios da doenca
e para especificar o uso da terapia anti-retroviral. A teoria dos conjuntos fuzzy proporciona
a estrutura formal para modelar matematicamente as descri¢oes lingiiisticas para a taxa de
transferéncia A usando o conhecimento do especialista. A principal diferenca entre o modelo
fuzzy e o classico estd no significado bioldgico da taxa de transferéncia \.

O trabalho serd organizado da seguinte forma. O capitulo 2 apresenta defini¢oes basicas
da teoria dos conjuntos fuzzy e de sistemas baseados em regras fuzzy que serao utilizadas no
nosso trabalho. O capitulo 3 apresenta modelos classicos para estudar a dindmica da AIDS.
Alguns tratam da dinamica microscopica do HIV e outros da dinamica da populacao soro-
positivo para HIV. No capitulo 4 tratamos a dinamica supondo que a taxa de transferéncia
é um parametro fuzzy que depende da carga viral v, sem, no entanto, considerar tratamen-
to. Em seguida calculamos a esperanga fuzzy dos individuos assintométicos. No capitulo 5
apresentamos o modelo fuzzy com a taxa de transferéncia dependendo do linfocito T, do tipo
C' D4+, também sem tratamento e calculamos a esperanca fuzzy da populagao assintomatica.
A seguir, consideramos o modelo fuzzy com a taxa de transferéncia dependendo da carga viral
e do linfécito T C' D4+, e a partir do modelo microscopico deduzimos uma expressao do nivel
de C' D4+ em funcao da carga viral. Obtemos a esperanca fuzzy da populacao sintomatica com
a taxa de transferéncia dependendo apenas da carga viral. Neste caso, a esperanca fuzzy é so-

lucao de uma equacao diferencial nao-auténoma. O capitulo 6 fornece uma metodologia para
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determinar a evolucao da populagao HIV assintomatica no tempo. Esta metodologia fornece
uma solugao de uma equagao diferencial nao-autonoma a partir de quatro informacoes impor-
tantes: uma equacao diferencial autonoma; um valor inicial fuzzy do modelo microscépico;
o principio de extensao; defuzzificacao via o centro de gravidade. Finalmente, o capitulo 7
apresenta as conclusoes e algumas sugestoes para futuros trabalhos, e inicia a modelagem
fuzzy de evolucao da manifestagao da AIDS com tratamento, considerando neste caso a taxa
de retorno da populacao sintomética para assintomatica. Esta taxa de retorno foi tratada
como um parametro fuzzy que depende da carga viral e do nivel de C' D4+, sendo obtida com

as informacoes do especialista da area da saude.
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Capitulo 2

Conjuntos Fuzzy

2.1 Introducao

Conceitos subjetivos sempre foram utilizados em nosso cotidiano. Apesar de suas incerte-
zas, eles sao transmitidos e perfeitamente compreendidos lingiiisticamente entre interlocutores.
E natural, por exemplo, a utilizacao dos termos Carga viral € alta, Carga viral é média e Carga
viral € baiza. Apesar destes termos serem utilizados, eles tém permanecido fora da formalidade
matematica tradicional.

Fixamo-nos apenas no exemplo da carga viral alta; uma proposta para formalizar mate-
maticamente tal conceito poderia ter pelo menos duas abordagens. A primeira, mais clédssica,
distinguindo a partir de que valor que a carga viral é considerada alta. Por exemplo, carga viral
alta sao aquelas acima de 100000 cépias de RNA por ml. Observamos entao que um individuo
com carga viral 99999 nao é considerado com carga viral alta. Neste caso, o conjunto esta
bem definido. A segunda, menos convencional, é dada de maneira que todos os individuos sao
considerados com carga viral alta, contudo com maior ou menor intensidade, ou seja, existem
individuos que estao associados a classe de carga viral alta, com maior ou menor intensidade.
E a segunda abordagem que trataremos no texto.

Durante aproximadamente 300 anos a modelagem da imprecisao e incerteza nas ciéncias
tem sido tratada pelos modelos estatisticos. Atualmente, incerteza e imprecisao também

sao tratadas pela teoria de conjuntos fuzzy. Historicamente, alguns fatos que levaram ao
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surgimento da teoria de conjuntos fuzzy podem ser citados. George Boole (1854) sugeriu que

os axiomas fundamentais da logica de Aristoteles, citados a seguir:
1. A nao pode ser ao mesmo tempo B e nao B;
2. A deve ser B ou nao B;
3. A deve ser sempre A;

nao eram suficientes para todos os propositos. Em particular, o segundo dos trés axiomas
de Aristoteles tem recebido criticas severas. Este axioma hoje conhecido como a lei do meio
excluido, era considerado uma falha, tanto que teve que ser substituido. Assim, outros pes-
quisadores continuaram seus estudos na direcao de Boole demonstrando que a légica binaria
nao conseguia lidar com certas situacoes do mundo real.

Os fundamentos da légica a trés valores foram elaborados por volta de 1920 de forma
independente por Lukasiewicz e Post. As idéias basicas eram que as afirmacoes nao neces-
sariamente sao verdadeiras ou falsas, mas poderiam assumir um terceiro status. Lukasiewicz
sugeriu que, se o verdadeiro é representado pela unidade e o falso pelo zero, entao o terceiro
estado deveria ter valor meio. Ele notou que nao necessariamente precisaria ter uma parada
em trés valores diferentes e entao generalizou seu trabalho para infinitos valores. A primeira
sugestao para logica multivariada foi elaborada por Zwicky (1933 - 1934). Zwicky declarou
que, ao contrario do que acontece na teoria da probabilidade, a qual era baseada na logica
de dois valores de Aristoteles, as formulagoes da verdade cientifica, intrinsecamente, deveriam
ser multivalores. A base desta teoria foi utilizada para o surgimento da denominada logica
fuzzy (Nguyen e Walker, 2000). Outros pesquisadores seguiram nesta diregao, Black (1937)
sugeriu que o grau de nao exatidao deveria ser medido por uma fungao consistente. Kaplan
e Schott (1951) desenvolveram o célculo de classes com fungoes de pertinéncia entre 0 e 1.
Finalmente, Lotfi Zadeh (1965) introduziu o conceito de conjunto fuzzy acreditando que tais
conjuntos poderiam resolver de maneira natural problemas com imprecisoes, isto é, poderi-
am ser tratados por fungoes de pertinéncia ao invés de uma varidvel aleatéria. Zadeh (1975

- 1978) desenvolveu a teoria de possibilidade, introduzindo conjuntos fuzzy como restrigoes
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flexiveis sobre os valores de grandezas (Rouvray, 1997). Nas préximas segoes sao apresentados

os conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy que utilizaremos nos capitulos posteriores.

2.2 Conjunto Fuzzy

Um subconjunto fuzzy F do conjunto universo U é definido em termos de uma funcao de
pertinéncia u que a cada elemento z de U associa um numero u(x), entre zero e um chamado
de grau de pertinéncia de x a f. Assim, o conjunto fuzzy F é simbolicamente indicado por

sua funcao de pertinéncia

UFU—>[0,1]

Os valores uy(z) = 1 e up(z) = 0 indicam, respectivamente, a pertinéncia plena e a nao
pertinéncia do elemento x a F .
E interessante notar que um subconjunto classico A de U é um particular conjunto fuzzy

para o qual a funcao de pertinéncia é a funcao caracteristica de A, isto é,

us U —{0, 1}

Um conjunto fuzzy é normal se sua fungao de pertinéncia atinge 1 (um), isto é, existe
x € U tal que uy(x) = 1. Um conjunto fuzzy A é convexo se sua fun¢ao de pertinéncia é tal
que

ualéxy + (1 — &)xa] > minfua(zy), ua(zs)] (2.1)

para qualquer z1,x0 € U, e £ € [0, 1].
Exemplo 2.2.1. Considere o subconjunto fuzzy F' dos nimeros 'pequenos’ (Barros e Bassa-

nezi, 2001):
F = {ne N: n é pequeno}.

O numero 0 pertence a esse conjunto? E o ntmero 10007 Dentro do espirito da teoria

fuzzy, podemos dizer que ambos pertencem a F' porém com diferentes graus de pertinéncia,
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de acordo com a propriedade que o caracteriza. Ou seja, a funcao de pertinéncia de F' deve
ser 'construida’ de forma coerente com o termo 'pequeno’ que caracteriza seus elementos no
conjunto universo dos ntmeros naturais. Uma possibilidade para a funcao de pertinéncia de

Fé

1
Con+1

up(n) (2.2)

Se esse for o caso, poderiamos dizer que o nimero 0 pertence a F' com grau de pertinéncia

up(0) = 1, enquanto 1000 pertence a F' com grau ux(1000) = 0,0011, veja Figura 2.1.

| u(n)

Figura 2.1: Conjunto fuzzy dos ntimeros naturais ‘pequenos’.

Notemos que a escolha da fungao up neste caso foi feita de maneira totalmente arbitraria,
levando em conta apenas o significado da palavra ‘pequeno’. Portanto, existem infinitas
maneiras de modelar matematicamente o conceito de ‘niimero natural pequeno’. Uma outra

maneira possivel é

up(n) =e". (2.3)

Claro que a escolha dessas funcoes para representar o conjunto fuzzy em questao depende

de como tais fungoes estao relacionadas com o contexto do problema a ser estudado. Do ponto
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de vista apenas da teoria de conjuntos fuzzy, qualquer uma das duas fungoes de pertinéncia
(2.2) ou (2.3), pode ser representante do nosso conjunto fuzzy F. Porém, o que deve ser
notado é que cada uma destas fungoes produz conjuntos fuzzy distintos. Finalmente, esta
implicito que dois conjuntos fuzzy A e B sdo iguais quando u4(x) = ug(x), para todo = € U.

Exemplo 2.2.2. O conjunto fuzzy dos fumantes dado por u(c,t) = lfct em que ¢ é propor-

cional ao numero de cigarros fumados por unidade de tempo e t 0o tempo em que o individuo
fumou durante sua vida (Barros, 1992).

A seguir definiremos as operacoes entre conjuntos fuzzy.

2.3 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

Sejam A e B subconjuntos classicos de U representados pelas funcoes caracteristicas w4 e

up, respectivamente. Os conjuntos
AUB={relU;z € Aoux € B},
ANB={xelU;x € Aex € B},
A ={recl;r¢g A}
tém respectivamente as funcoes caracteristicas, Vx € U,
uaup(x) = maz{ua(x),up(x)},
uang(x) = min{ua(z),up(z)},
Uy () =1—uy(z).

Pensando novamente em conjuntos fuzzy como sendo caracterizados pelas fungoes de per-
tinéncias que sao extensoes de funcoes caracteristicas, podemos definir uniao, interseccao e

complementar de conjuntos fuzzy.

Definigao 2.3.1. Sejam A e B conjuntos fuzzy. As funcoes de pertinéncias que representam

0s conjuntos fuzzy unidao, intersec¢ao e complementar de conjuntos fuzzy sao dadas por, Vx €

u,
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uaup(z) = maz{ua(z), up(x)},
uang(x) = min{ua(z), up(z)},
(@) =1 — u(z).
respectivamente.

Na proxima secao definiremos o conceito de nivel de um conjunto fuzzy que é de funda-

mental importancia na teoria de conjuntos fuzzy.

2.4 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Definigao 2.4.1. Sejam A um conjunto fuzzy e o € [0,1]. Definimos como a-nivel de A o

conjunto
[A]* = {z € Usua(z) = o}

Definigao 2.4.2. Suporte de um conjunto fuzzy A sao todos os elementos de U que tém grau

de pertinéncia diferente de zero em A e denotamos por supp(A).
supp(A)={z € Us ua(z) > 0}

Denotaremos por F(U) o conjunto de todos os conjuntos fuzzy de U.

2.5 Numeros Fuzzy

Assim como no caso classico, aqui também temos o objetivo de fazer ‘contas’. A diferen-
¢a é que aqui pretendemos calcular quantidades imprecisas. Por exemplo, todos nds somos
unanimes em dizer que o dobro de uma quantidade ‘em torno de 5’ resulta em outra ‘em torno
de 10°. Para isto, ‘criaremos’ objetos que generalizam os nimeros reais. Tais objetos serao

chamados de nimeros fuzzy (Klir e Yuan, 1995).
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Definigao 2.5.1. Um conjunto fuzzy N é chamado nimero fuzzy quando o conjunto universo,
onde N estd definido, € o conjunto dos niumeros reais R e a funcdao de pertinéncia uy : R —

0, 1] € tal que:
1. un(z) atinge o 1, isto €, sup,un(z) = 1.
2. [N]* € um intervalo fechado, Vo € (0, 1].

3. O suporte de N € limitado.

Observamos que, com a Definicao 2.5.1, todo ntimero real r é um caso particular de niimero

fuzzy cuja funcao de pertinéncia é sua funcao caracteristica:

1 sex=r
up () = (2.4)
0 sex#r

Denotaremos aqui u,(x) por 7. Os nimeros fuzzy mais comuns sao os triangulares e os

trapezoidais.

2.6 Operacoes Aritméticas com Numeros Fuzzy

Definigao 2.6.1. Sejam A e B dois numeros fuzzy, e ( um nimero real.
1. A soma de numeros fuzzy A e B € o numero fuzzy, A+ B, cuja func¢ao de pertinéncia é
a1 (&) = Supay 1 min[A(y), B(2)) (25)

2. A multiplicacdo de ¢ por A é o numero fuzzy, CA, cuja funcdo de pertinéncia é

A(Ca) seC#0

ucalr) =4 (2.6)
0 se (=0
1 sex=0 | | o i
onde 0 = . Uma maneira alternativa, e mais pratica de se fazer estas operacoes
0 sex#0

é por meio dos a-niveis dos conjuntos fuzzy envolvidos, de acordo com o Teorema 2.6.1 (Klir

e Yuan, 1995).
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Teorema 2.6.1. Se M e N sao dois niumeros fuzzy e ¢ um numero real, entao para todo

a € [0, 1] tem-se

[M + N]* = [M]*+ [N]*={a+bjaec [M]* ebe [N]*}

[CN]* = ([N]* = {Ca;a € [N]*} (2.7)

Na proxima secao definiremos relacgoes fuzzy, este conceito permitira tirarmos importantes

conclusoes para o modelo fuzzy de evolugao da AIDS.

2.7 Relagoes Fuzzy

Estudos de associagoes, relagoes ou interagoes, entre os elementos de diversas classes é de
grande interesse na andlise e compreensao de muitos fenomenos do mundo real. Matemati-
camente, o conceito de relacao é formalizado a partir da teoria de conjuntos. Desta forma,
intuitivamente pode-se dizer que a relagao sera fuzzy quando optamos pela teoria dos conjun-
tos fuzzy e sera classica quando optamos pela teoria classica de conjuntos para conceituar a
relacao em estudo. Qual dos modelos adotar, entre estes dois, depende muito do fendmeno
estudado. Porém, a opcao pela teoria de conjuntos fuzzy sempre tem maior robustez no sen-
tido de que esta inclui a teoria cldssica de conjuntos (Bando, 2002). Definiremos a seguir dois

conceitos importantes, em especial a definicao 2.7.2 para relagoes fuzzy.

Definicao 2.7.1. Uma co-norma triangular (s—norma) é uma operagdo bindria s : [0,1] x

[0,1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes condi¢oes:

Comutatividade: sy = ysx

Associatividade: xs(ysz) = (zsy)sz

Monotonicidade: Se x <y e w < z entdo xsw < ysz

Condicoes de fronteira: xs0 = x, xsl =1
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Definicao 2.7.2. Uma norma triangular (t—norma) é uma operagao bindriat : [0,1]x[0, 1] —

0, 1] satisfazendo as sequintes condigdes:
o Comutatividade: xty = ytx
o Associatividade: xt(ytz) = (xty)tz
e Monotonicidade: Se x <y e w < z entao xtw < ytz

e Condicoes de fronteira: Otx =0, 1tx = x

Claramente, o operador max é uma s—norma e o operador min ¢ uma t—norma.

Definicao 2.7.3. Uma relagao fuzzy R, sobre Uy X Us X ... X U,,, €é qualquer subconjunto fuzzy
do produto cartesiano Uy X Us X ... x U,,. Se o produto cartesiano for formado por apenas dois

conjuntos, Uy X Us, a relagao é chamada de fuzzy bindria sobre Uy X Us.

A principal vantagem na opgao pela relacao fuzzy é que a relacao cldssica indica apenas
se ha ou nao relacao entre dois objetos, enquanto uma relacao fuzzy além de indicar se existe
ou nao relagao, indica também o grau desta relacao.

Uma nocao que sera muito importante para o nosso trabalho, é o produto cartesiano entre

conjuntos fuzzy.

Definicao 2.7.4. O produto cartesiano R(xy, T, ..., T,) dos subconjuntos fuzzy Ay, As,..., Ay

deU,, Us,..., Uy,, ¢ a relacao fuzzy
R(z1, 22, ..., ) = Ar(21) A Ao (22) Ao A Ap(z) (2.8)
onde N\ € a t-norma min.

A nogao e utilizacao de produto cartesiano fuzzy ficard mais clara quando introduzirmos
o conceito de sistemas baseados em regras fuzzy, que sao sistemas compostos de regras da
forma ‘Se...entdo...”; pois estas regras podem ser interpretadas como produtos cartesianos de

conjuntos fuzzy.
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2.8 Regras e Inferéncia Fuzzy

Uma regra Se X é A entao Y é B pode ser interpretada como uma relacao fuzzy entre A

e B onde a fungao de pertinéncia (A x B)(z,y) dada por

uAXB(Iuy):uA(x>tuB(y)7 V((L’,y> S X X Y7

onde x denota um produto cartesiano. Sugere-se a t—norma min. Assim A X B pode ser
visto como um ponto fuzzy ou granulo no espaco X x Y, isto é, o produto cartesiano A x B

como mostra a Figura 2.2.

y4

AXB

>y

-
“ A

v’B

Figura 2.2: Ponto fuzzy ou granulo em X x Y.

Uma colegao de regras "Se X é A; entao Y é B;, i =1, ..., N, pode ser definida como
N
(X,Y) é (A1 x Bi+A; X By+..+Ay x By) ou equivalentemente, (X,Y) é (3 _A; x B;). A
i=1

N
expressao (ZA’ X B;) é interpretada como uma agregagao, via uma disjuncao denotada por
i=1
Z. Neste caso, os pontos fuzzy compostos de toda relagao F* induzida pelas N regras é

chamada relacao fuzzy.
Seja y = f(r) uma fungdo f : X — Y, lembramos que o grafo de f é o conjunto

F=A(z,y) |y=f(z), 2 e X,y €Y} Comouma generalizagdo deste conceito, um grafo
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fuzzy F* de uma dependéncia funcional f : X — Y entre as variaveis fuzzy X e Y em X e

Y, resp]%ctivamente, ¢ definido como uma aproximagao, representacao granular de f na forma
= (ZAZ X B;). De forma geral, um grafo fuzzy é um conjunto fuzzy F* cuja fungao de
pertinér_lcltia é

up-(z,y) = S¥, [ua, (2)tup,(y)] , V(z,y) € X x Y onde S é uma s—norma.

Se temos uma afirmacao da forma ‘x é A’, em que A = [a,b] e (z,y) ¢ F (com AC X e F

uma relagao, ' C X x Y), podemos avaliar ‘y ¢ B’, B C Y, da seguinte forma:

1. Tracamos as retas verticais no plano X x Y, comegando nos pontos © = a e z = b,
a regiao entre as duas retas é chamada extensao cilindrica A. com base em A, onde

A.C X xY.
2. Encontramos I que é a interseccao de A. com F'.
3. Projetamos I sobre Y para determinar up, como mostra a Figura 2.3.

No caso mais geral quando uma colecao de regras fuzzy é interpretada como uma dependéncia
funcional F™* entre as variaveis fuzzy X e Y, computar o valor de Y dando um valor de X ¢é

similar aos passos do caso anterior.

b
=y

Figura 2.3: Intersecgao da extensao cilindrica A. com a relagao F.
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N
.

Figura 2.4: Projecao de I sobre Y

1. Encontrar a extensao cilindrica A, de A.
2. Determinar I, a interseccao de A. com F™*.
3. Projetar [ sobre Y para encontrar ug.

Estes passos sao mostrados na Figura 2.4. Este procedimento sugere que, quando dizemos
que (X,Y) é F* estamos afirmando que (X,Y) é R, em que R é uma agregacao de relagoes
R;, assim a fungao de pertinéncia do conjunto fuzzy B é (Pedrycz e Gomide, 1998)
up(y) = suplua, (z)tug(z,y)] = suplua(x)tug(z,y)] chamada regra de composicao sup —t, em
que a comi)osigéo max-min é um xcaso particular.

A seguir, definiremos o principio de extensao que serd utilizado no capitulo 4, para deter-

minar o comportamento do C' D4+ através de uma fungao cléssica.

2.9 Principio de Extensao

Essencialmente, o principio da extensao é utilizado para obter a imagem de conjuntos fuzzy
através de uma funcao cléssica.
Sejam X e Y conjuntos e f uma aplicagao de X em Y: f: X — Y. Seja A um conjunto

fuzzy em X. O principio de extensao afirma que a imagem de A pela fungao f é um conjunto
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fuzzy B = f(A) em Y, cuja fungao de pertinéncia é dada por

up(y) = supua(x) (2.9)

xT

para x € X e y = f(z), como é ilustrado na Figura 2.5.

bW

uy 1.0

1.0

Figura 2.5: Principio de extensao.

O principio de extensao pode ser descrito da seguinte forma:

e O grau de pertinéncia de um valor do contradominio é definido diretamente pelo grau

de pertinéncia de sua pré-imagem.

e Quando um valor do contradominio ¢ mapeado por varios do dominio, o seu grau de

pertinéncia é obtido pelo sup dos graus de pertinéncia dos valores da entrada.

O principio de extensao pode ser facilmente generalizado para fungoes de varias variaveis.
Sejam X = X; x X5 x ... x X, e Y conjuntos universos. Considere os conjuntos fuzzy A;
em X;,i=1,...,n, e uma funcdo f : X — Y. Os conjuntos fuzzy A;, A,,...,A, sao entao

transformados pela f produzindo o conjunto fuzzy B = f(A;, As, ..., A,) em Y, cuja fungao
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de pertinéncia é

UB(?J) = Slip min[ufh (xl)v UA, (I2)7 e UA, (xn)L

paraz € X, x = (21,...,2,) € X1 x Xo x ... x X, ey = f(x).

2.10 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Sistemas baseados em regras fuzzy (SBRF) contém quatro componentes: um processador
de entrada que realiza a fuzzificacdo dos dados de entrada, uma colecao de regras nebulosas
chamada base de regras, uma maquina de inferéncia fuzzy e um processador de saida que

fornece um nimero real como saida. Estes componentes estao conectados conforme indicado

na Figura 2.6.

ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM
REGRASFUZZY

EASEDE FEGEAS

EHTRADA PROCESSADOR DE PROCESSAD OF. DE
— EHTRADA SATDA
xe®
CONTUHTO 4 COMTUNTO
ey, | MAQUIVA DE LA
ENTRADA NFERENCIA FUZLY SAIDA

yeR"

Figura 2.6: Sistemas baseados em regras fuzzy.
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Uma vez estabelecida uma base de regras, isto é, como relacionamos os conjuntos fuzzy
pela forma Se...entao..., um SBRF pode ser visto como um mapeamento entre a entrada e a
saida da forma y = f(z), v € R" e y € R™ (trajetéria em negrito na Figura 2.6). Esta classe
de sistema é amplamente utilizada em problemas de modelagem, controle e classificacao. Os

componentes do SBRF sao descritos a seguir:

e Processador de Entrada (Fuzzificagao)

Neste componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos fuzzy em seus
respectivos dominios. A atuacao de um especialista na area do fenémeno a ser modelado
¢ de fundamental importancia para colaborar na construcao das fungoes de pertinéncias

para a descricao das entradas.

e Base de Regras

Este componente, juntamente com a méquina de inferéncia, pode ser considerado o
nucleo dos sistemas baseados em regras fuzzy. Ele é composto por uma colecao de pro-
posicoes fuzzy na forma Se...entao.... Cada uma destas proposicoes pode, por exemplo,
ser descrita lingiiisticamente de acordo com o conhecimento de um especialista. A ba-
se de regras descreve relagoes entre as varidveis lingiiisticas, para serem utilizadas na

maquina de inferéncia fuzzy que descreveremos no préximo item.

e MAaquina de Inferéncia Fuzzy

E neste componente que cada proposicao fuzzy é traduzida matematicamente por meio
das técnicas de raciocinio aproximado. Os operadores matematicos serao selecionados
para definir a relacao fuzzy que modela a base de regras. Desta forma, a maquina
de inferéncia fuzzy é de fundamental importancia para o sucesso do sistema fuzzy, ja
que fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy e da relacao definida pela base de

regras. Apresentaremos aqui dois métodos particulares de Inferéncia Fuzzy: o Método

27



de Mamdani e o Método de Takagi-Sugeno. A diferenca bésica entre esses métodos recai
no tipo de conseqiiente e no procedimento de defuzzificagao. Para simplicidade, somente

modelos de regras com duas entradas e uma saida serao ilustradas.

— Método de Mamdani

Uma regra Se (antecedente) entao (conseqiiente) é definida pelo produto cartesiano
fuzzy dos conjuntos fuzzy que compdem o antecedente e o conseqiiente da regra. O
método de Mamdani agrega as regras através do operador légico OU, que é mode-
lado pelo operador maximo e, em cada regra, o operador légico E é modelado pelo
operador minimo. Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (x é A, e y é By) entao (z é ().

Regra 2: Se (z é Ay e y é By) entao (z é Cy).

A Figura 2.7 ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia do tipo
Mamdani é gerada a partir das entradas x e y reais e a regra de composicao maz-
min.

A safda z € R é obtida pela defuzzificacdo do conjunto fuzzy de saida C' = C; U C,
da Figura 2.7.

— Método de Takagi-Sugeno

Neste caso, o conseqiiente de cada regra é uma funcao das variaveis de entrada.
Por exemplo, podemos supor que a funcao que mapeia a entrada e saida para cada
regra ¢ uma combinacgao linear das entradas, isto é, z = pxy + qxo + r. Veja as
regras a seguir:

Regra 1: Se (z é A; e y é By) entao z = fi(z,y).

Regra 2 : Se (x é Ay e y é By) entao z = fo(z,y).

A Figura 2.8 a seguir, ilustra como uma saida z de um sistema do método de Takagi-

Sugeno ¢é gerada a partir das entradas reais x e y reais. Esta saida do sistema é
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Regra 2 -
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max (unido)
X y \\/,
C
C=CUc;| / ; \
>
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Z

Figura 2.7: Método de Mamdani com composi¢ao maz-min.
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obtida pela média ponderada (procedimento de defuzzificagao) das saidas de cada
regra, usando-se o grau de ativacao destas regras como ponderacao.

No caso em que p = g = 0, entdo z = r (conjunto unitério fuzzy), os modelos
de Mandani e de Takagi-Sugeno produzem os mesmos valores de saida, porque a
defuzzificacao no método de Mamdani, pelo centro de gravidade, é igual a média
ponderada no método de Takagi-Sugeno. Como z; e 25 sao conjuntos fuzzy unitarios

entao w; e ws sao os graus de pertinéncias de z; e 29, respectivamente.

min ou
produto
Regra 1 - " zZi=pixtqiytr
Wi
Regra 2 - DD=px t gyt
W)
| média
y ponderada
x
\\\//
5 = Wizl + wz:
- Wi+ w2

Figura 2.8: Método de Takagi-Sugeno.

e Processador de Saida (Defuzzificagao)

Na teoria dos conjuntos fuzzy pode-se dizer que a defuzzificacao é um processo de se
representar um conjunto fuzzy por um nimero real. Em sistemas fuzzy, em geral a saida

é um conjunto fuzzy. Assim, devemos escolher um método para defuzzificar a saida e
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obter um numero real que a represente. A seguir, relacionaremos o método mais comum

de defuzzificacao.

— Centro de gravidade

Este método de defuzzificacao é semelhante a média ponderada para distribuigao
de dados, com a diferenca que os pesos sao os valores C'(z;) que indicam o grau de

compatibilidade do valor z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se

G(C) = iz iCl) (2.11)

(2.12)

onde R ¢ a regiao de integragao.

A seguir, definiremos a integral fuzzy ou esperanca fuzzy introduzida por Sugeno (Sugeno,
1974), um instrumento apropriado para avaliar conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy. A
integral fuzzy é usada aqui em substituicao a integral classica com o intuito de obter um
numero real que represente um conjunto fuzzy. A esperanca fuzzy desempenha funcao analoga

a esperanca classica, em que uma distribuicao é 'representada’ por sua média.

2.11 Esperanca Fuzzy

A fim de usar um método de defuzzificacao para obter um valor real, isto é, um nimero

real representativo de um conjunto fuzzy necessitaremos do conceito de medida fuzzy.
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Seja € um conjunto nao vazio e P(2) o conjunto das partes de . A fungao pu: P(Q) —
[0,1] é uma medida fuzzy (Nguyen e Walker, 2000), (Barros et al., 2003) e (Ralescu et al.,
2001) se:

a) p() =0ep()=1

b) u(A) < u(B) se AC B.

A medida fuzzy é continua em P(£2) se e somente se satisfaz a), b) e
¢) (M2 An) =lim, oo u(A,) se Ay C A C..CA, C... A, € P(Q),VneN.
d) wU,Z; An) =limy oo i(Ay) se Ay DA D . DA, D A, € P(Q),VneN.

Seja um conjunto fuzzy de R com fungao de pertinéncia u. O valor esperado do conjunto

fuzzy, denotado por FEV [u], é definido pela integral fuzzy
FEVu] = sup inflo, u{u > a}] (2.13)
0<a<1

onde p é uma medida fuzzy e {u > a} = {r € R: u(x) > a}, a € [0, 1].

Observagao: Se H(«a) = p{u > a} entdo o célculo de FEV]u|, consiste em determinar o
ponto fixo de H, que pode ser dado pela intersec¢gao de y = o com g = H(«), 0 < a < 1
(Kandel, 1986).

Em nosso trabalho F'EV [u] também serd usado como o defuzificador do conjunto fuzzy u.

2.12 Resumo

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes basicas da teoria de conjuntos fuzzy que
utilizaremos nos proximos capitulos do trabalho.
No préximo capitulo, introduziremos alguns modelos classicos da transmissao da AIDS e

das populagoes de soropositivos em HIV.
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Capitulo 3

Modelos Classicos da Dinamica do

HIV

3.1 Introducao

Os modelos classicos que descrevem a dinamica do HIV, em geral, sao compartimentaliza-
dos e dados por um conjunto de equacoes diferenciais que descrevem a dinamica do HIV. Em
geral produzem resultados importantes do fendmeno, mas muitas vezes nao conseguem mo-
delar incertezas e imprecisoes presentes na dinamica biolégica. Muitos modelos estocasticos
e deterministicos tém sido desenvolvidos para descrever a dinamica de evolugao da AIDS.
Dos modelos estocasticos destacamos o de Tan e Wu (Tan e Wu, 1998) que é constituido de
quatro equacoes diferenciais ordindarias e termos estocasticos nas variaveis que representam o
nimero de células latentes infectadas do tipo C'D4+. O modelo também possui componentes
estocasticas nas varidveis que representam o HIV livre infeccioso e nao infeccioso. Muitos
modelos cldssicos tém sido propostos, tanto modelos microscopicos que estudam como o virus
se comporta no organismo dos individuos infectados, como modelos macroscépicos que des-
crevem a transferéncia das populacoes suscetiveis para infectadas, de infectadas para todas as
fases do histérico natural do HIV, ou utilizando as terapias anti-retrovirais. Um histérico dos

modelos classicos de epidemiologia e de AIDS até 1996 foi feito em (Raimundo, 1996). Neste
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capitulo, faremos algumas consideracoes sobre alguns modelos classicos nos quais incorpora-

mos incertezas e desenvolvemos modelos fuzzy nos proximos capitulos.

3.2 Modelo de Transferéncia de Assintomatico para Sin-
tomatico

Murray (1990) apresenta dois modelos propostos por Anderson et al. (1986) e afirma que
estes modelos sao importantes sob o aspecto pedagdgico e nao incluem muitos dos fatores
aos quais poderiam e deveriam ser incluidos em modelos mais realisticos. O primeiro modelo
matemédtico de Anderson (1986), estabelece que a taxa de conversao () da infecgdo para
AIDS em funcao do tempo, na histéria natural do virus HIV, seria a transferéncia entre a fase

assintomatica e sintomatica, como mostra a Figura 1.4. Este modelo esta descrito abaixo:

dx
o =AM z(0) =1
% ~ B y(0) =0 (3.1)

em que z representa a fracdo de individuos infectados, mas que ainda nao desenvolveram
AIDS, enquanto y representa a fracao de individuos infectados que ja desenvolveram a doenca.
Consideramos uma populacao na qual todos individuos foram infectados com HIV no instante
t = 0. Assumimos que, no instante inicial, a fracao inicial de infectados é maxima, e que a
fracao inicial de doentes seja nula. Também assumimos que x + y = 1, e, portanto, uma vez
resolvida a equagao para x, podemos encontrar y = 1 — .

O modelo se restringe aos casos em que a quantidade total de pacientes é constante, carac-
terizando assim a auséncia de dinamica vital. Logo, a sua utilizacao ¢é restrita a populagoes de
controle, como por exemplo, soropositivos que fazem parte de programas de apoio, assisténcia
e de testes de drogas anti-HIV.

Normalmente, sem tratamento, quanto mais tempo no estado infectado, mais proximo esta
o paciente de um inicio do sintomas. Assim, o parametro A pode ser considerado como uma

funcao crescente no tempo e, assumindo que A é linear, temos:
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A(t) = at, (3.2)

Onde a é uma constante positiva. Assim, o modelo (3.1) fica da forma:

dx

pri —atx (3.3)

2

Resolvemos (3.3), obtendo a solucao z(t) = z(0)e” "z, com z(0) = 1. Portanto a solugao

de (3.3) é
x(t)=e 2 y(t)=1-— e (3.4)

(Peterman et al., 1985) apresentam dados de 194 casos de transmissao de AIDS associados
a transfusoes de sangue. Estes dados sao reproduzidos na Figura 3.1. As solugoes (3.4) foram
aplicadas a estes dados e o parametro a determinado para melhorar o ajuste dos dados: a
curva continua na Figura 3.1 mostra o resultado para % de individuos que ja desenvolveram
a doenca em funcao do tempo. Assim, a curva é apenas um ajuste do tipo minimos quadrados
sem qualquer relagao com elementos médico-biolégicos.

Os graficos de (3.4) para a = 0.237 sdo apresentados na Figura 3.2.

A Figura 3.1 revela que a taxa de conversao méaxima ocorre por volta de 2 anos. Com os
novos avancos no que se refere as drogas anti-retrovirais, suas combinacoes, profilaxias para as
infecgbes oportunistas, em particular para a pneumonia por Pneumocystis carinii(tida como
uma das mais freqiientes infecgdes que definem o diagnéstico de AIDS), a histéria natural da
doenca pelo HIV vem se modificando, aumentando a sobrevida (tempo de vida que ultrapassa
determinado limite) apés o diagndstico da infec¢ao. Em alguns casos, a infeccdo permanece
estavel, com o paciente assintomatico e com contagem de células CD4+ em sangue periférico
normal, por sete a 10 anos apos a transmissao viral. Tais pacientes, denominados sobreviventes
de longo prazo (SLP) ou long term non progressors, sao definidos arbitrariamente como aqueles
que apresentam contagem normal e estavel de células CD44, sem tratamento anti-retroviral,
por mais de sete anos. Uma caracterizacao alternativa e mais rigorosa dos SLP é infeccao pelo
HIV por treze anos ou mais, nenhum tratamento anti-retroviral, nimero de linfécitos CD4+

maior do que 600/mm3 e nenhuma diminuicao dessas células ocorre, pelo menos durante cinco

35



Anos apés infecgéo

Figura 3.1: Taxa de variacao da proporc¢ao da populacao de infectados que desenvolveu AIDS
pelo HIV (através de transfusao de sangue), a partir do tempo t=0. Para os dados de (Peter-
man et al., 1985) o melhor ajuste fornece a = 0.237anos™! para o modelo (3.4).

L L L L L
8 10 12 14 16 18 20
tempo(meses)

L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
tempo(meses)

Figura 3.2: Solucoes do modelo associado ao sistema de equagoes (3.1).
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anos. Outra categoria é a dos SLP com baixas, mas estdveis contagens de células CD4+4-: valor
absoluto menor do que 200/mm? por cinco ou mais anos, sem qualquer doenca relacionada
com a AIDS.

Na préxima secao mostraremos o segundo modelo matematico de Anderson, que mostra a
propagacao do HIV numa populagao homossexual, observando que o modelo anterior trata da
dinamica de transferéncia de soropositivos para HIV em doenca plenamente manifesta, que

sao dois compartimentos do segundo modelo, sem distincao de sexo.

3.3 Modelo Macroscopico Deterministico para a Propa-
gacao do HIV numa Populacao

Em (Murray, 1990) temos um modelo deterministico de desenvolvimento de uma epidemia
de AIDS em uma populacao homossexual, assumindo que existe uma taxa de imigracao cons-
tante B de homens suscetiveis para uma populacao de tamanho n(t). Considere que z(t), y(t),
a(t) e z(t) denotam, respectivamente, o nimero de individuos suscetiveis, homens infecciosos,
nimero de individuos com manifestacao plena da doenca e o nimero de soropositivo nao-
infecciosos. Veja o diagrama a seguir:

Um primeiro modelo de sistema de equagoes é dado em (3.5), baseado no diagrama da

Figura 3.3, é entao

d

d—j:B—e:ﬁ—rcx

d

d—gi:rcx—(o—i-e)y

o —poy—(a+0)

dt = poy qTe)a
%z(l—p)oy—ez

n(t) = z(t) + y(t) + z(t) + a(t)

hy
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Aqui B é a taxa de suscetiveis recuperados na comunidade de homossexuais, e é a taxa de
morte natural, » é a probabilidade de adquirir infeccao de uma escolha aleatéria de parceiro
(r = %, onde h ¢é a probabilidade de transmissdo da AIDS), ¢ é o nimero de parceiros
sexuais, ¢ é a taxa de mortes relatadas devido a AIDS, p é a proporcao de soropositivos que
sao infecciosos e 0 € a taxa de conversao de infecciosos para individuos com manifestacao plena
da doenca, tomada constante.

Para obter uma solu¢ao numérica do sistema (3.5) utilizamos os parametros da Tabela 3.1,
em que Ry = hc/o é a razao de reprodutividade basal' da epidemia, e as condigoes iniciais da

Tabela 3.2 (Murray, 1990):

B =13333.3 anos™ | 0=0.2 anos™ | e =1/32 anos™!
q=1anos™* p=0.3 Ry~ 5.5

Tabela 3.1: Parametros do modelo (3.5).

a(0)

2(0) =

2(0) + y(0) = n(0)
n(0) = 100.000

0
0

Tabela 3.2: Condigoes iniciais.

As simulagbes numéricas da solucao do sistemas de equagoes (3.5) dao um quadro do
desenvolvimento da epidemia apds a introducao do HIV em uma populacao de homossexuais
suscetiveis. A Figura 3.4 mostra a proporcao de individuos soropositivos e a proporcao de
individuos com manifestacao plena da doenca, relatando que a taxa de conversao maxima
ocorre por volta de 15 anos. A curva da proporcao de individuos com manifestacao plena da
doenga apresentam comportamento similar a curva da proporcao da populagao sintomatica
da Figura 3.1.

Na préxima secao comentaremos alguns modelos microscopicos da dinamica do HIV e

faremos um estudo do comportamento do C'D4+ e da carga viral.

lrazao de reprodutividade basal é definida, no caso de doencas infecciosas, como sendo o niimero de casos
secundarios que um caso primario é capaz de produzir em uma populagao totalmente suscetivel.
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Figura 3.3: Evolucao da doencga de acordo com o sistema de equagoes em (3.5).
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Figura 3.4: Proporcao de individuos soropositivos e a proporc¢ao de individuos com manifes-
tacao plena da doenca.
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3.4 Modelos Microscépicos

Em (Novak e Bangham, 1996) trés modelos da dinamica de infec¢ao do HIV, sem tratamen-
to com anti-retrovirais, sao estudados. Nés utilizamos dois destes modelos em nosso trabalho.
O primeiro contém trés variaveis dependentes do tempo: células nao infectadas, células in-
fectadas e particulas de virus livres, representadas por n,i e v respectivamente. Particulas de
virus invadem células nao infectadas, infectando-as a uma taxa proporcional ao produto nv.
Células infectadas produzem novos virus livres a uma taxa dada por ki. Células nao infecta-
das, células infectadas e particulas de virus morrem com taxas dadas pelos produtos an, bi
e sv, respectivamente. No modelo, foi suposto que células nao infectadas sao continuamente
produzidas pelo organismo a uma taxa constante r. Esta taxa aumenta nos individuos soropo-
sitivos, isto €, o organismo aumenta sua producao na presenca do HIV, segundo informacoes
fornecidas pelo Dr. Francisco Hideo Aoki. A Figura 3.5 ilustra o primeiro modelo de (Novak
e Bangham, 1996), mostrando como o virus livre infecta a célula nao infectada do linfécito T,
do tipo C'D4+. Na Figura 3.5 o simbolo + denota o encontro das células nao infectadas com

o virus livre.

DINAMICA DO VIiRUS

k )
[ CEL. NAO-INFECTADAS + VIRUS LIVRE ] CEL. INFECTADAS

O e
4 v

Figura 3.5: Dinamica do HIV.

A partir da Figura 3.5, o seguinte sistema de equagoes diferenciais é obtido:
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=r—an— [fnv

= fBnv — b

= ki — sv

(3.6)

O segundo modelo utiliza quatro variaveis dependentes do tempo em que as trés primeiras

sao as mesmas do modelo anterior e a nova variavel z representa os anticorpos do HIV,

especificamente o linfécito T citotoxico. O seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias,

descreve este modelo.

=r—an — [Bnv
= fBnv — bt — piz
= ki — sv
=ciz—dz

(3.7)

em que p é a taxa de morte das células infectadas, ¢ é a taxa de producao de anticorpos

e d ¢ a taxa de morte natural de anticorpos. Para obter uma solucao numérica do sistema

nao linear (3.7) utilizamos os parametros da Tabela 3.3 (Caetano e Yoneyama, 1999) e as

condicoes iniciais da Tabela 3.4:

r=03|a=01] B=1
b=001]p=003]| k=05
s=0.01]c=001|d=001

Tabela 3.3: Parametros do modelo (3.7).

Para as células nao infectadas de C'D4+ utilizamos a escala logaritmica, como mostra

a Figura 3.6(a). Comparando a solugao do sistema (3.7) mostrada na Figura 3.6 com a

Figura 1.4, notamos similaridades das células nao infectadas de C'D4+ com o nivel de C' D4+,

do virus livre com o virus HIV, do anticorpo do HIV com o préprio anticorpo. Apesar do
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n(0) 0.99

i(0) 0.01

v(0) 0.1

2(0) 0.01
t inicial | 0 unidades tempo
t final | 500 unidades tempo

Tabela 3.4: Condigoes iniciais.

especialista, Dr. Francisco Hideo Aoki, afirmar que nos exames da contagem de C'D4-+ nao
existe identificacao de células infectadas e nao infectadas de C'D4+-, o ideal seria identificar a

contagem de C'D4+ como a soma das células infectadas e nao infectadas de C'D4+.
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Figura 3.6: Solugao numérica do sistema (3.7).

A Figura 3.7 mostra o plano de fase entre virus livre e células nao infectadas de C D4+,
para que possamos observar o comportamento da carga viral e do nivel de C'D4+.
Um aspecto de especial interesse neste trabalho diz respeito a fase assintoméatica mostrada

na Figura 1.4, em que a variacao das células nao infectadas de C'D4+ é pequena. Entao
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odemos tomar 2 2 (), assim, n = n(v
p dt ) )

~ _r

a+pv’

O grafico desta fungao, Figura 3.8, tem um
comportamento similar ao plano de fase entre carga viral e as células nao infectadas de C'D4+

da Figura 3.7. Com alguns céalculos concluimos que:

e Se n(v) = 5, entao dv — (. Assim, n(t) é constante.

e Se n(v) < - 5, entao Cfi—’z > (0. Portanto, n(t) é crescente, significando que o paciente

estd melhorando porque o nimero de células de C D4+ estd aumentando.

r
a+pv

e Se n(v) > entao ‘2—? < 0. Portanto, n(t) é decrescente, significando que o paciente

esta piorando porque o nimero de células de C'D4+ estda diminuindo.

O trabalho de (Novak, 1999) trata do primeiro modelo citado anteriormente, isto é, da
dindmica da infecgdo do HIV, sem tratamento com anti-retrovirais. O modelo (3.8) consi-
dera tratamento de anti-retrovirais, isto €, inibidores da Transcriptase Reversa, evitando que
particulas do virus livre infectem células C'D4+. Inibidores de Protease retardam a replicagao
viral permitindo que o organismo reaja devidamente. A combinacao dos dois inibidores tem
proporcionado um grande sucesso na terapia de HIV. O modelo com inibidores de transcriptase

reversa ¢ dado a seguir:

di

i

a -

% = ki — sv (3.8)

O esquema deste tipo de tratamento é ilustrado na Figura 3.9; note que o simbolo +
nao aparece, pois o inibidor de Transcriptase Reversa esta agindo no organismo do individuo,
evitando que o virus livre infecte as células de C'D4+. A solugao numérica, Figura 3.10 mostra
que o numero de células infectadas e de virus livre tendem a zero quando o tempo tende ao
infinito. Os parametros utilizados para determinar a solucao numerica da Figura 3.10 sao os
da Tabela 3.3 e as condicoes iniciais da Tabela 3.4.

Novak (1999) também mostra o esquema dos inibidores da protease do HIV conforme Fi-
gura 3.11. Estes inibidores evitam que as células infectadas produzam virus infecciosos. A

dinamica ¢é similar a dos inibidores da transcriptase reversa, porque as particulas de virus
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INIBIDOR DA TRANSCRIPTASE REVERSA DO HIV
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Figura 3.9: Inibidor da transcriptase reversa do HIV.
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Figura 3.10: Solucao Numérica do sistema com tratamento de transcriptase reversa do HIV.
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INIBIDOR DA PROTEASE DO HIV
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Figura 3.11: Inibidor da protease do HIV.
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Figura 3.12: Variando os parametros do sistema (3.6).
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infecciosos presentes inicialmente decaem rapidamente. A combinacao dos dois inibidores tem
tido sucesso para os portadores do HIV.

No modelo (3.8) com tratamento, as particulas de virus livre e o nimero de células infecta-
das tendem a zero quando o tempo é muito grande, como mostra a Figura 3.10. Na realidade
isto nao ocorre, segundo informacao do especialista Dr. Francisco Hideo Aoki, professor do
Departamento de Clinica Médica da Faculdade de Ciéncias Médicas da UNICAMP, pois se o
individuo HIV positivo tiver virus livre tendendo a zero, ele nao sera soropositivo. Os exames
laboratoriais podem apresentar carga viral indetectavel, indicando que o nimero de cépias de
RNA viral circulante no sangue periférico é inferior ao limite de detecgao do método utilizado.
Este limite é varidvel. Em nosso pais sdo empregados métodos com limites entre 400 c6pias/ml
a 50 cépias/ml, o que é muito satisfatério. Na rede ptublica o método utilizado apresenta o
limite de detecgao de 50 cépias/ml, segundo informagoes da segdo Pergunte ao Especialista
(www.aids.gov.br).

Assim, o modelo (3.7) é o que mais se adapta a utilizagao de terapia anti-retroviral, pois
diminuindo o valor de  (taxa de transferéncia de células nao infectadas para virus livre), da
Tabela 3.3 e o valor de k (producao de virus livre), da Tabela 3.4. A Figura 3.12 mostra que
diminuindo [ e k, as células nao infectadas de C'D4+ aumentam e a quantidade de virus livre

diminui.

3.5 Resumo

Neste capitulo, tratamos de alguns modelos classicos, dados por equacgoes diferenciais que
descrevem a dinamica do processo de transmissao do HIV.

No préximo capitulo, trataremos do modelo (3.1) com a taxa de transferéncia A, como um
parametro fuzzy dependendo da carga viral. Utilizaremos informagoes do especialista para

determinar este parametro.
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Capitulo 4

Conversao de Assintomatico para
Sintomatico: Modelos Fuzzy com )\

Dependendo da Carga Viral

4.1 Introducao

A Engenharia e a Matematica Aplicada tém feito esforcos na resolucao de problemas tec-
nolégicos. Nem todo problema tecnologico é essencialmente fisico em natureza. Os mais
freqiientes sao originados de processos, controle e automacao. A automacao de maquinas so-
fisticadas tem sido desenvolvida com o uso da inteligéncia computacional, teoria de controle,
além das técnicas modernas computacionais para resolver as equacoes diferenciais parciais
(Bassanezi, 2002).

A Ciéncia da Computagao inclui muitas teorias da logica matemadtica e mais recentemente
da légica fuzzy. A interacao da computacao com a matemética tem crescido de tal forma que
seria dificil afirmar qual delas colabora mais no seu desenvolvimento (Bassanezi, 2002).

O interesse pela teoria dos conjuntos fuzzy no estudo de fenomenos epidemiolégicos vem
crescendo pela necessidade de estruturas matematicas e computacionais que possibilitem lidar
com imprecisoes e incertezas, além daqueles tratados com a teoria de sistemas estocasticos

(Dubois e Prade, 1980).
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As primeiras aplicagoes desta teoria em Biomatematica foi em diagndstico médico (San-
chez, 1977) e (Sanchez e Bartolin, 1990),indexSanchez e Bartolin, 1990 e nelas se concentra
a maioria das aplicagoes da teoria de conjuntos fuzzy na medicina. Também, encontramos
na literatura uma simulacao que trata da epidemia de heterossexuais HIV/AIDS através de
um modelo matematico fuzzy (Morio et al., 1996). Mais recentemente, esta teoria tem sido
aplicada nas mais diversas areas de medicina como, por exemplo, epidemiologia (Barros et al.,
2003), (Ortega, 2001), (Jafelice et al., 2002a), (Jafelice et al., 2003a) e (Jafelice et al., 2003b).
Em epidemiologia, uma mesma doencga pode se manifestar de forma totalmente diferente em
diferentes pacientes, e com varios graus de severidade. Doencas sao freqiientemente descritas
com a utilizacao de termos lingiiisticos, que podem ser intrinsecamente vagos, uma vez que
muitas sao as variaveis qualitativas em medicina, cujas caracteristicas podem conduzri a di-
ficuldades na utilizacao de métodos quantitativos. Também existe a interface entre modelos
microscopicos e macroscopicos de um fenomeno, a qual se mostra de dificil analise. Neste
caso, uma estratégia para seu estudo ¢é a formulagao de um modelo abrangente, implicando
no uso de escalas diferentes (Bassanezi, 2002).

Neste capitulo, trataremos do modelo (3.1) em que A é a taxa de transferéncia da popu-
lacao assintomatica para sintomatica, inicialmente dependendo da carga viral. A secao 5.2
tratara da taxa de transferéncia dependendo do nivel de C'D4+, e na secao 5.3 A serd tomada

como dependente da carga viral e do nivel de CD4+.

4.2 Informacoes Médicas sobre HIV

Inicialmente se acreditava que a AIDS tinha um longo periodo de laténcia clinica entre a
infeccao e o desenvolvimento da doenca manifesta. Contraria a essa visao, recente pesquisa
sobre as contagens de células CD4+ e a replicagao viral revela que o estagio intermediario da
doenca é, na verdade, altamente dinamico. Essa pesquisa demonstrou, através da analise da
meia-vida das células, da taxa de replicacao viral e da vida média do HIV, que diariamente
sobrevive uma quantidade de virus maior do que as de células C' D4+ ( o HIV possui uma re-

plicagao de 10'%virus/dia e a produgao de C'D4+ ¢, no méximo, 2x10%unidades/dia). Ao longo
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do tempo essa diferenca confere um desequilibrio em favor do HIV, levando a apresentacao
clinica dos sintomas relacionados a AIDS. Assim, a AIDS é uma conseqiiéncia dos altos niveis
de replicacao continua do HIV em detrimento da menor velocidade de producao de células de
defesa, que leva a inutilizacao e destruicao dos linfécitos C'D4+, mediadas pelo proprio virus
ou por mecanismos imunoldgicos.

A contagem de células C'D4+ em sangue periférico tem implicacoes prognésticas na evo-
lugao da infeccao pelo HIV, pois é a marca registrada de déficit imunoldgico e pode ser associa-
da a certos parametros clinicos. E a medida de imunocompeténcia celular mais 1til clinicamen-
te no acompanhamento de pacientes infectados pelo HIV e a mais amplamente aceita, embora
nao seja a unica. De maneira didatica, pode-se dividir a contagem de células C'D4+ por

mililitro do sangue periférico em quatro faixas (fonte: Ministério da Saiude www.aids.gov.br):

e CD4+ > 0.5 células/ml: Estigio da infecgao pelo HIV com baixo risco de doenga.
Neste estagio, ha boa resposta as imunizagoes de rotina e boa confiabilidade nos testes
cutaneos de hipersensibilidade tardia como o PPD!. Casos de infeccio aguda podem
ter estes niveis de CD4+, embora, de modo geral, esses pacientes tenham niveis mais

baixos.

e CD4+ entre 0.2 e 0.5 células/ml: Estigio caracterizado por surgimento de sinais
e sintomas menores ou alteracoes constitucionais. Risco moderado de desenvolvimento
de doengas oportunistas. Nesta fase podem aparecer candidiase oral, herpes simples

recorrente, herpes zéster, tuberculose, leucoplasia pilosa oral, pneumonia bacteriana.

e CD4+ entre 0.05 e 0.2 células/ml: Estigio com alta probabilidade de surgimento
de doengas oportunistas como pneumocistose, toxoplasmose de SNC, neurocriptococose,
histoplasmose, citomegalovirose localizada. Esta associado a sindrome consumptiva,

leucoencefalopatia multifocal progressiva, candidiase esofagiana, etc.

'PPD (Derivado Proteico Purificado) teste recomendado de rotina anual para avaliacio da necessidade de
quimioprofilaxia para tuberculose.
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e CD4+ < 0.05 células/ml : Estdgio com grave comprometimento de resposta imu-
nitaria. Alto risco de surgimento de doencas oportunistas como citomegalovirose dis-
seminada, sarcoma de Kaposi, linfoma nao-Hodgkin e infeccao por microbactérias do

complexo Avium-Intracellulare. Alto risco de morte com baixa sobrevida.

A quantificagao da carga viral e a contagem de C'D4+ sao utilizadas para iniciar ou alterar
a terapeéutica anti-retroviral. Quando nao héa disponibilidade de quantificagao da carga viral
pode-se basear na contagem de células CD4+.

A primeira idéia para construir o modelo fuzzy, consiste em graduar A de acordo com a
carga viral (Palma, 2000). Uma carga viral baixa nao é capaz de destruir todos os linfécitos
CD4+ do organismo, e assim, ainda ha o acionamento de anticorpos contra as doencas oportu-
nistas. J4 uma carga viral muito alta, destréi uma quantidade tao grande de linfécitos CD4+
que o sistema imunolégico tem a sua funcao relevante comprometida. Logo, para caracterizar
o parametro \ (taxa de conversdo da populagao assintomdtica para populagdo sintomatica)
podem ser utilizadas expressoes para a carga viral como alta, média, baixa, etc. Por outro
lado, o desenvolvimento da AIDS (surgimento de infecgdes oportunistas) ocorre quando a
densidade de células CD4+ no organismo ¢é baixa. Por isso, tanto a identificagao do estagio
da doenca quanto o seu respectivo tratamento baseiam-se no monitoramento da relacao dos
niveis de carga viral e células CD4+. Controlando-se o nivel da carga viral e o nivel de células
CD4+ impede-se o surgimento das infecgoes oportunistas.

Em caso de inicio ou mudanga de terapia anti-retroviral, alguns autores recomendam uma
medida de acompanhamento da carga viral apds 1 a 2 meses para avaliar o tratamento. Os

resultados devem ser interpretados da seguinte maneira:

e Carga viral abaixo de 10.000 cépias de RNA por ml: baixo risco de progressao

ou piora da doenca.

e Carga viral entre 10.000 e 100.000 copias de RNA por ml: risco moderado de

progressao ou piora da doenga.

e Carga viral acima de 100.000 cépias de RNA por ml: alto risco de progressao

ou piora da doenca.
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Em 2000 o Ministério da Satide organizou um documento com o titulo: Recomendagoes

para terapia anti-retroviral em adultos e adolescentes infectados pelo HIV, que contém as

Tabelas 4.1 e 4.2.

Situagao Clinica | Contagem de | Carga  Viral | Recomendacgoes
CD4+(células/ml) | (cépias/ml)
Assintomatico Contagem de C'D4+ | Carga viral nao | Nao tratar
nao disponivel disponivel
Assintomatico > 0.5 Independente da | Nao tratar
carga viral
Assintomatico >0.35<0.5 < 30000 Considerar tra-
tamento
> 30000 Considerar tra-
tamento
Assintomatico >0.2<0.35 Independente de | Tratamento
carga viral anti-retroviral
Assintomatico < 0.2 Independente de | Tratar e ini-
carga viral ciar  profilaxia
para  infecgoes
oportunistas
Sintomatico Independente da Con- | Independente da | Tratar e ini-
tagem de C' D4+ carga viral ciar  profilaxia
para  infecgoes
oportunistas

Tabela 4.1: Recomendacoes para inicio da terapia anti-retroviral.

A conversao do portador assintomatico para portador sintomatico depende das caracteris-
ticas individuais, conforme a contagem da carga viral v e do nivel de CD4+.

No modelo (3.1), vimos que A = A(t) e 0 esquema de compartimentos entre assintoméaticos e
sintomaticos como na Figura 4.1. Mas a Saude Publica, de acordo com a Tabela 4.2, identifica
varios sintomas que os individuos HIV positivos podem apresentar. Desta forma, acreditamos
que o esquema de compartimentos apresentado na Figura 4.2 deva ser mais significativo que
o da Figura 4.1.

Assim, x1, x2,...,x, s20 as proporcoes da populacao assintomatica, onde x; tem carga viral
indetectavel e nivel de C'D44 muito alto,...., x,, tem carga viral altissima e nivel de C D4+
muito baixo e a; ¢ a taxa de transferéncia da populagao do compartimento x; para x,,...,

a,_1 ¢ a taxa de transferéncia da populagao do compartimento x,_; para x,.
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Imunodeficiéncia moderada

Perda de peso > 10% do peso corporal;

Diarréia cronica sem etiologia definida, com duracao de mais de 1 mes;
Febre prolongada sem etiologia definida, por mais de 1 meés;
Candidiase oral;

Leucoplasia pilosa oral;

Tuberculose pulmonar atipica

Herpes zoster;

Infecgbes recorrentes do trato respiratdrio (pneumonia, sinusite).

0 NSO W

Imunodeficiéncia grave

9. Pneumonia por Pneumocystis carinii;

10. Toxoplasmose cerebral;

11. Cristosporidiase com diarréia persistente, por mais de 1 meés;

12. Isosporiase com diarréia persistente, por mais de 1 mes;

13. Doenga por citomegalovirus de um 6rgao que nao seja o figado, o bago ou
os linfonodos;

14. Infeccao pelo herpesvirus, com acometimento mucocutaneo por mais de 1
meés, ou visceral de qualquer duracao;

15. Leucoencefalopatia multifocal progressiva;

17. Histoplasmose extrapulmonar ou disseminada;

18. Candidiase do esofago, traquéia, bronquios ou pulmoes;

19. Microbacteriose atipica disseminada;

20. Sepse recorrente por salmonela;

21. Tuberculose extrapulmonar ou disseminada;

22. Linfoma primaério do cérebro;

23. Outros linfomas nao-Hodgkin de células B;

24. Sarcoma de Kaposi;

25. Criptococose extrapulmonar.

Tabela 4.2: Manifestacoes clinicas que caracterizam imunodeficiéncia moderada e grave em
pacientes com diagnostico de infeccao pelo HIV comprovado laboratorialmente.
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Figura 4.1: Taxa de transferéncia A(t).

X
Carga Viral

X B 2 x| e X | X,

Y. Y
1 ﬁl 2
y1 ............ y8 —— y9 ............. y25
Imunoceficiéncia Imunodeficiéncia
moderada grave

Figura 4.2: Taxa de transferéncia de acordo com as informagoes da Satde Publica.
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Assim, Y] é a proporc¢ao da populacao com imunodeficiéncia moderada e Y5 é a proporcao
da populacao com imunodeficiéncia grave, sendo y; é a proporcao da populacao sintomatica
com sintoma 1 da Tabela 4.2, y5 é a proporcao da populacao sintoméatica com sintoma 2 da
Tabela 4.2, y3 é a proporcao da populacao sintomaética com sintoma 3 da Tabela 4.2,......,
125 € a proporc¢ao da populacao sintomatica com sintoma 25 da Tabela 4.2 e (31 é a taxa de
transferéncia da proporcao da populacao de imunodeficiéncia moderada para imunodeficiéncia
grave. Assim, terfamos um sistema de n+2 equacoes diferenciais, onde n é o nimero de
compartimentos que dividimos a populacao assintomatica, conforme a quantidade de carga
viral e do nivel de C'D4+, existem muitas dificuldades matemadticas para resolvé-lo (Leite,
1999). A seguir indicaremos o sistema de equagoes diferenciais que estd esquematizado na
Figura 4.2. Para j > k a populagao passa a ser sintomadtica, existe uma taxa de transferéncia

A; da populacao assintomadtica para a populacao sintomatica:

d

e

dt

d

2 = T — Qa2

dt

dz;

= T oy = A

dxy,
% = Op-1Tp-1 — )\nxn

dYi

&~ 2N oY

>k

dYs

— = 41Y] 4.1
o = o (4.1)

Se somarmos membro a membro as equacoes diferenciais ordinarias, teremos:

dX dY
—+—=0 4.2
dt * dt (42)
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com X =" xeY =Y+ Y, Assim, a equacdo X +Y =1 ¢ satisfeita.

A vantagem do modelo com parametros fuzzy é que sua analise é muito mais simples, com-
parado com o modelo compartimental. Portanto, podemos considerar o modelo fuzzy como
um sistema com duas equacoes diferenciais com os compartimentos nao tao bem ’separados’
como os do modelo (4.1). Neste caso, as varidveis de interesse, nivel de C'D4+ (c) e carga

viral (v), sdo incertas. Agora o modelo (3.1) passa a ser

dx

i —\(v, ) z(0) =1
% = Auv,c)x = Av,¢)(1 —y) y(0) =0 (4.3)

A principal diferenca entre o modelo (4.3) e o modelo inicial (3.1) é que em (4.3) o
parametro A é funcao da carga viral (v) e do nivel de C'D4+ (¢), permitindo incorporar
as informacgoes médicas, conforme Tabelas 4.1 e 4.2. Do ponto de vista matematico, podemos
pensar em (4.3) como uma familia de sistemas de equagoes diferenciais ordinérias dependendo
dos parametros. No caso, dependendo de A, que por sua vez, depende de v e c. Assim, nos
parece razoavel que o controle de A, e conseqiientemente da populagao y (sintométicos), possa
ser feito a partir de v e c.

Resolvendo a primeira equacao de (4.3) para cada par (v, ¢), temos:

z(t) = zge AV (4.4)

Com a condicao inicial 2y = 2(0) = 1, temos:

I’(t) _ 6—)\(1)7c)t

y(t) =1 — e Aot t> 0. 4.5
(t)

Nas equagoes (4.5), pelo fato do parametro A ser func¢ao de grandezas fuzzy (carga viral e nivel

de C'D4+), as solugoes x(t) e y(t) também dependem da funcao A(v, ¢) e fornecem diferentes
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valores para z(t) e y(t).
Na secao seguinte, faremos um primeiro estudo considerando o conhecimento especialista

(médicos) e a taxa de transferéncia A dependendo apenas da carga viral v (Jafelice et al.,

2002b).

4.3 Taxa de Transferéncia Dependendo da Carga Viral

(%

4.3.1 Base de Regras para as Variaveis: Nivel de C' D4+, Carga viral

V e Taxa de Transferéncia A

Inicialmente a base de regras considera as variaveis lingiiisticas, em letras maitsculas, carga
viral V' e nivel de C'D4+ no antecedente e A no conseqiiente das regras, mas neste capitulo,
nosso intuito é tratar A apenas em funcao da carga viral v.

Consideramos os valores lingiiisticos baixo, médio e alto para a variavel lingiiistica nivel
de células CD4+ e os valores baixa, média e alta para a varidvel lingiiistica carga viral V|
respectivamente, e os valores forte, moderada e fraca para a variavel lingiiistica associada a
A, a taxa de transferéncia.

No modelo desenvolvido via SBRF (Sistema Baseado em Regras Fuzzy) utilizamos o
Método de Mamdani para obter o comportamento de A. Nesta fase os especialistas tém
fundamental importancia, tanto na definicao dos termos quanto na definicao do ntimero de
termos de cada variavel lingliistica. A base de regras é descrita na Figura 4.3, com as infor-
magoes do especialista. Por exemplo: Se V' é bairza e C D4+ ¢é baizo entao A é forte.

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 representam as fungoes de pertinéncia dos diversos conjuntos
fuzzy associados as variaveis lingiiisticas carga viral V', nivel de C'D4+ e taxa de transferéncia
A, obtidas com a ajuda do especialista. Os eixos horizontais das trés variaveis variam entre
0 e 1, porque em cada caso dividimos pelo maior valor assumido por cada uma delas para
normaliza-los.

Para obter o valor de A a partir de informagoes qualitativas da carga viral e do nivel de
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baixa medi a alta
CcD4+

baixo forte forte forte

meéedio moder adal moder ada| moder ada

alto fraca fraca moder ada

Figura 4.3: Base de regras fuzzy.

Baixa Meédia Alta

1

05

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Carga Viral (V) v

Figura 4.4: Fungdes de pertinéncia para carga viral(V).
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Baixa Média Alta

05

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Nivel de CD4+ c

Figura 4.5: Fungoes de pertinéncia para o nivel de C'D4+.

Fraca Moderada Forte
1,014

0,84

0,44

0.0 0,2 0.4 0.6 0.8
Taxade transferéncia (A\)

or

Figura 4.6: Fungoes de pertinéncia para taxa de transferéncia (A).
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C D4+, usamos a técnica dos SBRF (Sistema baseado em Regras Fuzzy) citada no capitulo
2. Adotando o método de defuzzificacao do centro de gravidade, e as fungoes de pertinéncias

das Figuras 4.4, 4.5 e 4.6. O esquema da Figura 4.7 ilustra a técnica.

Carga Viral Mamdani

T~
e

Lambda

CD4+

Figura 4.7: Representacao da aproximacao de A via Mamdani.

4.3.2 Simulagoes para Estimar A = \(v, ¢)

Inicialmente simulamos 60 valores de carga viral (v) e nivel de C' D4+ (¢) em um individuo
HIV-positivo e obtivemos 60 valores de A, utilizando o SRBF como ilustrado na Figura 4.7. Nas
Figuras 4.8 e 4.9, mostramos as solugoes das equagoes (4.5) para cada valor de A, considerando
um intervalo de tempo de 60 unidades. Utilizando a técnica dos SBRF, determinamos a
superficie mostrada na Figura 4.10.

Para ¢ = 1, temos A\ em funcao da carga viral, conforme mostra a Figura 4.11.

Utilizamos na aproximacao de A o método de Mamdani, mas agora com funcgoes de per-
tinéncia para carga viral (V) e para o nivel de CD4+ (CD4+) triangulares. Para ¢ = 1,

temos A em funcao da carga viral, conforme mostra a Figura 4.12.
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Taxade transferencia (A)

0.9 -

0.8

0.7

0.6 -

0.5+

0.4+

0.3+

0.2

0.1+

0.4

0.6

Nivel de CD4+ ()

0.6

CargaVira ()

Figura 4.10: Funcao A = A(v, ¢).
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Taxadetransferencia(\)

0.5

0.45

0.4

0.2

0.15

0.1

0.05

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
CargaViral (v)

Figura 4.11: X\ em fungao da carga viral (¢ = 1).

Taxade transferencia (\)

0.5

0.45

0.4+

0.35f

0.3

0.25

0.2

0.15F

0.1+

0.05f

1 1 1 1 1 1 1 1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Carga Virad ()

Figura 4.12: X\ em funcao da carga viral (¢ = 1).
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Na préxima se¢ao, propomos uma expressao analitica para a taxa de transferéncia A = A(v)

com propriedades qualitativas semelhantes as das Figuras 4.11 e 4.12.

4.3.3 Modelagem da Taxa de Transferéncia A

No modelo (4.3), assumimos inicialmente que A é uma fun¢ao de v e escolhemos um

conjunto fuzzy A com a seguinte funcao de pertinéncia

0 se U < Upin
)\(U) = % Umin S v S Um (46)
1 se Uy < U < Upmaz

para construirmos A, Figura 4.13, em que v,,;,, representa a quantidade minima de virus
necessaria para que o individuo se torne sintomatico, vy, representa a carga viral a partir da
qual a chance de se tornar sintomético ¢ maxima. Admitimos que a carga viral é limitada por

um valor maximo, v,

Figura 4.13: Taxa de transferéncia A em funcao de v.

Vamos considerar a carga viral do grupo HIV-positivo estudado (V) como uma varidvel

lingiifstica com valores fraca, média e forte, sendo cada um desses valores caracterizados por
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conjuntos fuzzy triangulares, de acordo com a seguinte funcao de pertinéncia, Figura 4.14:

;

o

sev<v—20

tv—v+d) v-6d<v<uw
p(v) = 51 (4.7)
sWw—v—-0) v<v<v+d

\ 0 sev>v+0
O parametro v é um valor modal e § é a dispersao dos conjuntos fuzzy que definem os
valores da variavel lingliistica. Estes conjuntos fuzzy serao definidos a partir dos valores v,

Up € Upmar que aparecem na definicao de A.

/-5 A4 Vs \/

Figura 4.14: Fungao de pertinéncia adotada para os conjuntos fuzzy associados a V.

4.3.4 Esperanca Fuzzy da Populacao Assintomatica

A integral fuzzy, introduzida por (Sugeno, 1974), é um instrumento apropriado para avaliar
conjuntos fuzzy, usando medidas fuzzy. Na linguagem da teoria de conjuntos fuzzy, a integral
fuzzy é um defuzzificador do conjunto fuzzy. A integral fuzzy ou esperanca fuzzy desempenha
funcao analoga a esperanca da teoria de processos estocasticos, em que uma distribuicao é
‘representada’ por sua média. O valor da integral fuzzy ou esperanga fuzzy da proporcao da

populacao assintomatica, isto é, do conjunto fuzzy x = z(v) é dada por, conforme capitulo 2,

FEV[z] = sup inf[a, u{z > a}] (4.8)

0<a<1
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em que {x > a} = {v:z(v) > a} e p é uma medida fuzzy, definida na se¢ao 2.11.

Seja H(a) = p{v | z(v) > a}, para cada t > 0. Para a« =0 e a = 1, temos:
HO) = p{v | z(v) > 0} = p[0,1] =1e H(1) = pf{v | z(v) > 1} = pl0, vy Para
0 < a <1, temos

H(a) = p{v | z(v) > a} = p{v [ e > a} = pfv | Av) < —lnTa} -

M[O>Umin] s€ _lnTa S 0
=9 1[0,d se 0 < —lma <1

1 se—l”To‘>1

1[0, Vyin] se =1
=4 w[0,4] see ' <a<l (4.9)

1 sea<et

em que a = Upn + (Vpr — vmm)(—lnTo‘), desta forma v,,;, < a < wvy. Para obter p[0, al, vamos

definir uma medida fuzzy que, para nosso caso, nos parece razoavel.

A medida fuzzy para qualquer subconjunto A de ntimeros reais é dada por

SupveA p(“) s€ A ?é w
0 se A=10.

n(A) =

Esta pode ser considerada uma medida razoavel para ser adotada por um especialista, no
nosso caso um médico, que nao queira correr riscos nas suas avaliagoes e possiveis tratamentos,
por se tratar de uma medida conservadora no sentido de que o grau de infeccao de um grupo
de individuos (A) é considerado como aquele apresentado pelo individuo com maior grau de
infeccao deste grupo.

Para estudar FEV[x] vamos considerar trés diferentes casos, de acordo com a varidvel
lingiiistica V, e seus valores baiza, média e alta, com cada um destes valores sendo um niimero

fuzzy que dependem de vy, Upr € Umae que aparecem na definicao de A.

1. Caso: Carga viral baiza (V_).

Neste caso, tomamos v, > v + 0.

68



A Figura 4.15 mostra a > Uy, temos que [0, vpnin] € 1[0, a] = 1. Logo,

1 sea=1

H(a) =

1 sel0<axl

Portanto, FEV[z] = 1.

2. Caso: Carga viral alta (V).

Neste caso, tomamos vy <v—90 e v+ 0 < Upaz-

A Figura 4.16, mostra que a < vy e obtemos u[0, V] = 0 e p[0,a] = 0, logo

0 seet<a<l

H(o) =

1 sea<e”

Portanto, FEV [x] = e ".

3. Caso: Carga viral média (V7).

Na Figura 4.17, tomamos v — 6 > Uppin € 0+ 6 < vpr € [0, vpin] = 0.

Fazendo alguns calculos (Apéndice A), obtemos:

V=Y min

H(a) = pla) se e_<”1wvmin>t <a< e_<

2=6—Vmin

Ina

em que p(a) = +[Vmin + (Va1 — Vmin) (—22) — v + 0]

1 se0<0z§e_(v

v=6—vmin )t

YM ~VYmin

0 se e_<”M—”mm>t§a< 1

(4.10)

A partir da expressao acima, concluimos que H(«) é continua e uma funcao decrescente

com H(0) =1e H(1) = 0. Entretanto, H tem um tnico ponto fixo que coincide com

FEV]x], como vimos na se¢ao 2.11. A Figura 4.18 mostra este fato.

Assim,

V= Vpnin

G FEV[z] < e

Podemos observar que derivando em relagao a t a expressao a = p(a)

e, consequentemente, o sinal desta derivada quando t cresce.
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_ da
, determinaremos —

dt



max<

Figura 4.15: Carga viral baiza.

min M

max<

Figura 4.16: Carga viral alta.
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min M

max<

Figura 4.17: Carga viral média.

H(a) a

Figura 4.18: A fungao H(«).
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da (vm — Vmin)a In(a)
dt — tladt + (Vi — Vmin)]

(4.12)

Q@
Concluimos que o sinal de T ¢é negativo, pois 0 < o < 1. Assim, a« = FEV|[z] é

decrescente quando t cresce.

4.3.5 Comparagao entre: Esperanca Fuzzy da Populacao Assin-
tomatica; Populacao Assintomatica com a Taxa de Trans-
feréncia no Valor Modal; e Populacao Assintomatica com a

Esperanca Fuzzy da Taxa de Transferéncia

Quando calculamos a proporcao da populacao assintomatica utilizando a taxa de trans-
feréncia correspondente a carga viral v, nao estamos lidando imprecisdes na carga viral, es-
tamos supondo que toda populacao tenha a mesma carga viral. Para comparar os resultados
que obtemos aqui com os resultados da secao anterior, vamos considerar os trés diferentes
casos, de acordo com a variavel lingtiistica V, que tem particoes baiza, média e alta, com cada

uma destas sendo um numero fuzzy baseado nos valores v, Uar € Umar qUe aparecem na

definicao de .

1. Caso: Carga viral baiza (V_).
Neste caso, vmin > v + 0. Temos que, A\(v) = 0, logo, x(t) = 1. Portanto, igual ao

primeiro caso da secao anterior.

2. Caso: Carga viral alta (V).

Neste caso, tomamos vy < v —0 € v+ 8§ < Upee. Temos que, A(v) = 1, logo,z(t) = e .

Portanto, igual ao segundo caso da segao anterior.

3. Caso: Carga viral média (V).
Neste caso, tomamos v — § > Vi € v+ 0 < vy Temos que, A(v) = Uﬁ:’ﬁ, logo,

V= VUmin

x(t) = e_<vbrvmin)t. Assim,
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e GrEi)t < FEV]

Destes trés casos, concluimos que:

o (FEE) < PEV]. (4.13)

Vamos calcular a esperanca fuzzy da taxa de transferéncia do conjunto fuzzy A\ da seguinte

forma:

FEV[A = sup infla, u{\ > a}]

0<a<1
em que {\ >a} ={veR:Av)>a}epéuma medida fuzzy.
Seja Hi(a) = p{v | Mv) > a}, é ficil ver que para @ = 0 e a = 1, entdo Hy(0) = 1 e

Hi(1) = pvar, Umae). Para 0 < a < 1, temos

1 se =0
Hi(a) = ¢ plar, vme] se0<a <1 (4.14)

L[Var, Vmaz] s€ =1
em que a3 = Upmin + (Upr — Upmin). Para comparar estes resultados com os resultados
obtidos anteriormente, vamos considerar os trés diferentes casos, de acordo com as variaveis
lingtiisticas V, que sao classificadas em baiza, média e alta com cada uma destas classificagoes

sendo um numero fuzzy baseado nos valores v,,in, Upr € Umae que aparecem na definicao de A.

1. Caso: Carga viral baiza (V_).
>

Neste caso, tomamos v, + 9. Veja Figura 4.15, como a; > v,,i,, temos que

e

,U/[ala Umar] =0e /L[UM, Umar] -

1 sea=0
Hl(Oé>:
0 sel<a<l

Desta forma, FEV[A] = 0, logo, e 7PVt = 1. Coincide com o primeiro caso da secdo

anterior.
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2. Caso: Carga viral alta (V).
Neste caso, tomamos vy < v —09 e v+ 0 < Upae. A Figura 4.16, mostra que a; < vy
e obtemos pfay, Vmaz] = 1 € plvar, Vmez] = 1. Portanto, Hy(a) = 1, Ya. Desta forma,

FEV[) =1, logo, e FPVINt = =t Coincide com o segundo caso da secdo anterior.

3. Caso: Carga viral média (V).
Neste caso, tomamos v — d > Ui € v+ 0 < vy, conforme Figura 4.17. Fazendo alguns

célculos (Apéndice A), obtemos:

1 se ) < < i
M —VUmin
Hi(a) = p(ar) = —1{vmin + (var — Vmin)a —v — 8] se vf;_”ﬁ <a< %}f__#
0 se %_5__& <a<l
M —VUmin

(4.15)

A partir da expressao acima, concluimos que Hi(«) é continua e uma fungao decrescente

com H,(0) =1e Hy(1) = 0. Entretanto, H; tem um tnico ponto fixo que coincide com

FEV[A. Assim, 2w < FEV[\] < L00mn [ogo, (BB & FEVIE
V=0—vmin
e_(vhrvmz‘n )t. Podemos concluir que:
e FEVIAIL < o= AL (4.16)

Comparando os trés diferentes casos da esperanga fuzzy da populagao assintomética (4.11),
da proporcao da populacao assintomética com a taxa de transferéncia no valor modal v (4.13)
e da proporcao da populacao assintoméatica com a esperanca fuzzy da taxa de transferéncia
(4.16), concluimos que:

e FEVINE < =Mt < FEV|a] (4.17)

No modelo fuzzy as incertezas sao retiradas no final do processo, quando calculamos
FEV][z] (defuzzificagao), isto é, quando a representagao de um conjunto fuzzy é dada por
um numero real. No modelo deterministico a incerteza é retirada no inicio do processo. As-
sim, nas desigualdades (4.17) temos que, utilizando uma medida fuzzy conservadora no sentido
que esta sendo levado em conta o maior grau de infecgao do grupo, o modelo fuzzy é mais oti-

=)t

mista, pois a esperanca fuzzy da populacao assintomatica é maior que e , que ¢ a solucao

deterministica, sendo v o valor modal.

74



4.3.6 Critica ao Modelo com Taxa de Transferéncia Dependendo

Apenas de v

Nosso primeiro estudo foi feito com a taxa de transferéncia A dependendo apenas de v,
pelo fato de ser mais didatico e também para compreender melhor o modelo matematico de
evolucao da populacao HIV-positivos. Posteriormente, outras informagoes biologicas poderao
ser incorporadas ao modelo. A medicina verifica que nao é rara a ocorréncia de resposta
discrepante entre contagem de células C' D4+ e carga viral, ou seja, diminui¢ao da carga viral
e de C D4+, ou elevacao da carga viral e de CD4+. Alguns estudos vém mostrando que, nessas
situagoes, a contagem de células de C'D4+ é o melhor indicador para a resposta terapéutica,
devendo ser monitorada com intervalo de tempo menor que quatro meses. Do ponto de
vista laboratorial, os principais parametros que sugerem progressao da doenca sao a elevagao
significativa da carga viral (>0.5 log; ou 3 vezes o valor inicial) e/ou reducao expressiva no
nivel de C'D4+ (diminui¢ao >25% no nimero absoluto de T-C'D4+). Variagdes entre dois
resultados de exame da carga viral menores do que 0.5 log (ou 3 vezes, em relagdo ao valor
anterior) nao sao consideradas significativas, do ponto de vista clinico, uma vez que esta é
a faixa de variabilidade normal intertestes (Ministério da Satude). Outra critica ao primeiro
modelo sao as fungoes de pertinéncia e os termos lingiiisticos, pois a Saide Publica utiliza

mais faixas para a classificacao do nivel do C D4+ e da carga viral v.

4.4 Resumo

Neste capitulo, tratamos a taxa de transferéncia de assintomético para sintomatico como
um parametro fuzzy que depende da carga viral v, e utilizamos informagcoes do especialista
na modelagem deste parametro. Calculamos a esperanga fuzzy da populagao assintomatica
e comparamos com a proporc¢ao da populacao assintomatica com a taxa de transferéncia no
valor modal v e com a proporcao da populagao assintomatica correspondente a esperanca
fuzzy da taxa de transferéncia.

Assim, no préximo capitulo faremos um estudo da taxa de transferéncia dependendo da

carga viral v e do nivel de C'D4+.
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Capitulo 5

Conversao de Assintomatico para

Sintomatico: Modelos Fuzzy com )\
Dependendo do Nivel de C' D4+ e da
Carga Viral

5.1 Introducao

A Saude Publica considera importante para o controle da populagao HIV-positivos a con-
tagem de células C'D4+ e da carga viral. Nao é raro ocorrer discrepancia entre a contagem de
células de C'D4+ e de carga viral, ou seja, diminuigao da carga viral e do C'D4+-, ou elevagao
da carga viral e do CD4+. Nestes casos, a contagem C'D4+ é o melhor determinador para
indicagao terapeéutica. Neste capitulo, trataremos inicialmente da taxa de transferéncia de
assintomatico para sintomatico dependendo do nivel de C'D4+ e posteriormente, da taxa de
transferéncia dependendo da carga viral v e do nivel de C'D4+. Nestes modelos nao estamos

levando em conta tratamento com terapia anti-retroviral dos individuos.
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5.2 Taxa de Transferéncia Dependendo do C' D4+

Nesta secao trataremos da taxa de transferéncia dependendo do nivel do linfécito T, do
tipo C D4+, e utilizaremos informagoes do Ministério da Satude, dadas na secao 4.2, para
construir as funcoes de pertinéncias, tornando as fronteiras das faixas da divisao do nivel de
C' D4+ e da carga viral menos abruptas, veja (Jafelice et al., 2002a), possibilitando aproximar
a modelagem matematica da realidade biolégica da evolugao da populacao assintomatica para

a populacao sintomatica.

5.2.1 Variaveis Lingiiisticas e Base de Regras

Como fizemos anteriormente, vamos estimar a taxa de transferéncia A = A(v, ¢) baseada
nas informagoes médicas. Adotamos a base de regras fuzzy assumindo como antecedentes a
carga viral V' e o nivel de C'D44, e A como conseqiiente. Os termos lingiiisticos para V' sao
baiza, média e alta e para o nivel de C' D4+ muito baixo, baixo, médio, médio alto e alto. Para
a taxa de transferéncia A os termos lingiiisticos sao fraca, média fraca, média e forte.

A Tabela 4.1 relata uma fase importante da transferéncia de assintomatico para sin-
tomatico, quando o nivel de C'D4+ estd entre 0.2 e 0.5 cels/ml, assim, dividimos a contagem
de C' D4+ em duas faixas: de 0.35 a 0.5 cels/ml nao considerar tratamento; e de 0.2 a 0.35
cels/ml considerar tratamento.

O método de inferéncia utilizado foi novamente o de Mamdani. As fungoes de pertinéncia
da carga viral, do nivel de C'D4+ e da taxa de transferéncia sao trapezoidais, Figuras 5.2, 5.3
e 5.4. Observamos que dividimos os valores da carga viral por 200000 cépias de RNA /ml e
com informagoes médicas construimos a Figura 5.1. Por exemplo: Se V' é baiza e C' D4+ é
muito baizo entao A é forte.

Simulamos 60 valores para a carga viral e o nivel de C'D4+ em um individuo HIV-positivo,
e determinamos os valores de A, utilizando o SBRF. Construimos a superficie mostrada na
Figura 5.5.

Fazendo um corte na superficie paralela ao eixo do nivel de C D4+, obtemos a curva da
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\V4
baixa média alta
CD4+
mqito forte forte forte
baixo
baixo média forte forte
médio média média média
médio média média -
alto fraca fraca media
alto fraca fraca media
Figura 5.1: Base de regras fuzzy.
baixa media alta
1.0
o.8 —
0,6 —
o,a —
0,2 —
o.0 T T T T 1
0,0 o.,2 o.,4a 0,6 0.8 1,0
Carga Viral (V) v

Figura 5.2: Fungoes de pertinéncia da carga viral (V).
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muito . . médio
1 0 |paixo baixo médio o alto
o.8 -
0,6 —
0o.,4 —
0,2 -
0o.0 T T T T 1
[eNe] 0.2 o.,.4 0,6 0.8 1.0
- c
Nivel de (CD4+)

Figura 5.3: Fungoes de pertinéncia do nivel de C D4+ .

fraca media fraca media forte
1,0 —

[eNe) o.2 OI4 036 o.8 1.0
Lambda () A

Figura 5.4: Fungoes de pertinéncia da taxa de transferéncia (A).
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0.8+

0.7

0.6

0.5

0.4

Taxadetransferencia (\)

0.3

0.2

0.1

0.4
0.6

Nivel de CD4+ (c)

11 Cargaviral (v)

Figura 5.5: Valores da taxa de transferéncia defuzzificados.

Figura 5.6. Fazendo um corte na superficie paralela ao eixo da carga viral, obtemos a curva,

da Figura 5.7.

Assim, poderfamos modelar analiticamente A\ em funcao da carga viral como a equacao

(4.6) e o calculo da esperanca fuzzy para a populagao ssintomética é andlogo ao feito no

capitulo 4.

Propomos uma expressao analitica para a taxa de transferéncia A como funcao do nivel

de C'D4+ com propriedades qualitativas semelhantes a Figura 5.6. Assim, escolhemos um

conjunto fuzzy A\ com a seguinte funcao de pertinéncia

1 se ¢ < Cmin
J— C —C
AMe) =9 Z2% cun <c<cy
0 se ¢y < ¢ < Cmax

(5.1)

em que Cp;, representa o menor nivel de C' D4+ na qual a chance do individuo se tornar

sintomatico é maxima e cy; representa o nivel de C'D4+ na qual a chance de se tornar sin-

toméatico é minima, e ¢4, é 0 maior nivel de C'D4+ possivel.
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Taxade transferencia (A)

0.9r

0.8

0.7F

0.2

0.1F

0 I I I I L L L L

0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9
Nivel de CD4+ ()

Figura 5.6: A como fungao do CD4+ (v =0.1).

Taxade transferencia (A)

0.16

0.14

0.1r-

0.08

0.04

0.02

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Cargavira (v)

Figura 5.7: A como fungao da carga viral (¢ = 1).
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A partir da Figura 5.6, podemos obter os valores aproximados para ¢, € ¢y, isto €, Cmin
¢ aproximadamente 0.05 cels/ml e ¢y é aproximadamente 0.5 cels/ml. Estes valores sdo com-
pativeis com a realidade, se¢ao 4.2: se o nivel de C'D4+ é menor que 0.05 cels/ml a tendéncia

é o individuo ser sintomatico e quando o nivel de C'D4+ é maior que 0.5 cels/ml a tendéncia

¢ que o individuo seja assintomatico.

min

Figura 5.8: Taxa de transferéncia A\ em funcao de c.

Para calcular a esperanca fuzzy da populacao assintomatica, vamos considerar o C' D4+ do
grupo HIV-positivo estudado (C), Figura 5.9, como uma variavel lingiiistica com valores baizxo,

médio e alto, sendo cada um desses valores caracterizados por conjuntos fuzzy triangulares,
de acordo com a funcao de pertinéncia:
(

0 sec<c—90

(5.2)

0 sec>c+0
O parametro ¢ é um valor modal e § é a dispersao dos conjuntos fuzzy assumidos pela

variavel lingiifstica. Estes conjuntos fuzzy serao definidos a partir dos valores ¢, in, Car € Crnas

que aparecem na definicao de .
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Figura 5.9: Funcao de pertinéncia adotada para c.

A seguir, vamos calcular a esperanca fuzzy da populacao assintomatica em um determinado

grupo da populacao.

5.2.2 Esperanca Fuzzy da Populagao Assintomatica

Como vimos no Capitulo 2, a esperanca fuzzy é um defuzzificador. O valor da esperanca

fuzzy para populacdo assintomatica x = z(c) é

FEV[z] = sup inf[a, u{z > a}] (5.3)

0<a<1
em que {z > a} = {c: z(c) > a} e g é uma medida fuzzy. Como vimos no Capitulo 2, o
ponto fixo da funcao He(a) = p{c | x(c) > a}, para cada t > 0 fornece a FEV[z]. Paraa =0

e a =1, temos:
Hy(0) = p{c | z(c) = 0} = p[0,1] =1 e Hy(1) = p{c| z(c) = 1} = plear, Cmaal.

Para 0 < a < 1, temos

Hy(a) = plc|x(c) > a} = pfc| e > a} = pfe| Me) < —lnTa} -
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plear, Cmaz] se =12 <0
=9 plag, Cnae] se 0 < —Z"T"‘ <1

1 se—l”To‘>1

wlenrs Cmaz] s€ 0 =1

plag, Cmae] seet<a<1
1 sea<et

em que

az = ey — (ear — cmm)(—lnTa), (5.4)

desta forma ¢, < as < caf.

Como ja fizemos no Capitulo 4, vamos definir a medida fuzzy por

SupceA p(C) s€ A ?é w
0 se A=

wA) =

para A C R. A p é uma medida otimista, pois o nivel de C D4+ em um grupo estda sendo
avaliado no individuo com o melhor nivel de CD4+. Para estudar a FEV[z] nds vamos
considerar trés diferentes casos, de acordo com as varidveis lingiiisticas c, e seus valores baizo,
médio e alto, com cada um destes valores sendo um numero fuzzy que depende dos valores

Crmin, CM € Cmaz que aparecem na definicao de .

1. Caso: Nivel de C D4+ baizo (C_).

Neste caso, tomamos ¢,,;, > ¢+ 9, Figura 5.10.

Como ag > Crin, temos que /JJ[CMu Cmam] =0e ,UJ[G/% Cmam] = 0. L0g07

0 seet<a<l1
Hy(a) =

1 sea<e

Portanto, FEV[x] = e".

2. Caso: Nivel de CD4+ alto (C.).

Neste caso, tomamos ¢y < c—0 e c+ 0 < Craz-
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min M

max<

Figura 5.10: Nivel de C'D4+ baixo.

min M

max

Figura 5.11: Nivel de C'D4+ alto.
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A Figura 5.11 mostra que ay < ¢p; e obtemos pfcar, Crnase] = 1 € plag, Cmaz] = 1, logo

Hz(Oé)Z{ 1 se0<a<l1

Portanto, FEV[z] = 1.

3. Caso: Nivel de CD4+ médio (C*).

Neste caso, tomamos ¢ — § > Cpin € ¢+ 0 < s € plear, Cmaz) = 0, Figura 5.12.

Figura 5.12: Nivel de C'D4+ médio.

Fazendo alguns cédlculos (Apéndice B), obtemos:

HQ(OZ)

—e—dten

1 sel <a< e_(c;jc%n)t
= w(a2) se e_<cz;£jccr]n{n> < o< 6_<5M*Cmm
0 se e_<c_ﬂgd_—6:r:%> <a<l1

em que Y(ag) = [—cnr — (ear — Cmin)(22) + ¢+ 6]. A partir de (5.5), concluimos que

Hj(«) é continua e uma fungao decrescente com H(0) = 1 e Hy(1) = 0. Entretanto, Ho

tem um tnico ponto fixo que coincide com FEV[z], Figura 5.13. Portanto,

e Mt < FEV[z] < e Meto)t
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H,(a) o

Figura 5.13: A funcao Ha(«).

Observamos que derivando em relagdo a t a expressao a = 1(az) de (5.5), determinamos
do dad
—, dada por:
dt P

da (cy — Cin)aIn(a)
A st + (car — )] (5:7)

O sinal de (5.7) é negativo, pois 0 < a < 1. Assim, a = FEV|x] é decrescente com t.

A partir de 5.6, temos a seguinte proposicao.
Proposigao 5.1. Para cada t > 0, existe um tunico c(t) € (¢,c+9) para o qual FEV[z] =
c(t)—cpg )t

€<CJ\/17Cmin .

Prova: A fungdo Ho(a) € continua, decrescente e tem FEV|x] como seu ponto fizo. A de-

sigualdade (5.6) fornece o intervalo que contém FEV[x]. Portanto, pelo Teorema do Valor

Intermedidrio, existe um dnico c(t) no intervalo (¢,c+ 0). Tal que

c(t)—cpr )t

FEV[2] = (St (5.8)

Conseqiientemente, a esperanga fuzzy nao é solucao de (4.3). A Proposigao 5.1 mostra que,

para cada instante ¢, existe uma solugao de (4.3) em t que coincide com a FEV|[z]. A FEV |[x]
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é diferenciavel e satisfaz a seguinte equacao diferencial com o parametro ¢(t) dependendo do
tempo:

dx d\ dc
== et + 1 ey (1) | @ (5.9)

Na proxima secao, vamos calcular a propor¢ao da populacao assintomética considerando

a taxa de transferéncia do valor modal ¢, para compararmos com a desigualdade (5.6).

5.2.3 Populacao Assintomatica com a Taxa de Transferéncia no Va-

lor Modal

Nesta secao vamos calcular a propor¢ao da populagao assintomatica considerando a taxa
de transferéncia correspondente ao valor modal ¢. Para comparar com o valor da FEV[z],
em trés casos diferentes, de acordo com a variavel lingtiistica C' D4+, que sao baixo, médio e
alto com cada uma destas sendo um ntumero fuzzy baseado nos valores c,in, Cyr € Craz que

aparecem na definicao de .

1. Caso: Nivel de CD4+ baizo (C-).

—1

Neste caso, tomamos ¢, > ¢+ d. Temos que A(¢) = 1, logo, z(t) = e~*. Portanto,

igual a FEV[z].

2. Caso: Nivel de CD4+ alto (C.).
Neste caso, tomamos cpy < c— 9 e c+ 0 < Cpae. Temos que A(c) = 0, logo, x(t) = 1.

Portanto, igual a FEV|x].

3. Caso: Nivel de C D4+ médio (CT).

—ctem
CM —Cmin

Neste caso, tomamos ¢ — & > Cpin € ¢+ 0 < ¢pr. Temos que A(¢) = , logo,

x(t) = e_<cchg;cﬁn>t. Assim,

e (@) < FEV[z]
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Destes trés casos, concluimos que:

e (@)t < FEV. (5.10)

5.2.4 Esperanca Fuzzy da Taxa de Transferéncia

A esperanca fuzzy de A, interpretada como a taxa média de transferéncia associada ao

conjunto fuzzy A, é dada por:

FEV[A = sup infla, u{\ > a}]

0<a<1
em que {\ > a} ={ceR:A(c) > a} e péuma medida fuzzy.
Seja Hs(o) = pfc | A(v) > a}. E fécil ver que, se @ = 0 e a = 1, entdo Hs(0) = 1 e

H3(1) = p[0, ¢pin). Para 0 < a < 1, temos

1 se a =0
H3(a) = q pl0,a3) se0<a<1
1[0, Cnin] se a =1
onde az = ¢y — (Cyr — Cpin) -
Para comparar com os resultados das se¢oes anteriores, vamos considerar os trés diferentes
casos, de acordo com os valores lingiiisticos de ¢, baixo, médio e alto onde cada um deles é um

numero fuzzy baseado nos valores ¢,,in, Car € Cmaer que aparecem na definicao de .

1. Caso: CD4+ baizo (C-).
Neste caso, tomamos ¢,,;, > ¢+ 9, Figura 5.10, como ag > Cpin, temos que i[0, ¢pin] = 1

e p[0,a3] = 1.

H3(Oé)={ 1 se0<a<l1

Desta forma, FEV[)A] = 1, logo, e FEVINt = ¢~ Coincide com os primeiros itens da

seccoes anteriores.
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2. Caso: Nivel de C D4+ alto (C.).
Neste caso, tomamos cpy < c—0d e c+ 0 < Cnaz, & Figura 5.11, mostra que az < vy e

obtemos p[0, ¢pin] = 0 e w0, az] = 0. Portanto,

1 sea=0
Hs(a) =
0 sel0<a<l1
Desta forma, FEV[\] = 1, logo, e "EVINt = ¢=* Coincide com os segundos itens das

seccoes anteriores.

3. Caso: Nivel de C D4+ médio (CT).
Neste caso, tomamos ¢ — § > ¢pin € ¢+ 0 < ¢y, Figura B.1, fazendo alguns calculos

(Apéndice B), obtemos:

1 se 0 < a < —sfar
CM —Cmin
_ - —ct+é
H3(a) = § p1(a3) = e — (e — Cin)a — ¢+ 8] se ngﬁ <a< ﬁ
0 se ;f;r_‘s% <a<l

(5.11)

A partir da expressdo acima, concluimos que Hj(«) é continua e uma funcéo decrescente

com H3(0) =1 e Hs(1) = 0. Entretanto, Hz tem um tnico ponto fixo que coincide com
FEVI)], Figura 5.13.

—etdten), —cteyy )t

Assim, - < FEV[)] < W. Logo, e (Geit)t < ereviNe o o (G

—Cmin CM —Cmin

Podemos concluir que:

o~ FEVINE _ ,=A©o)t (5.12)

Determinamos o valor de FEV[A], que é o ponto fixo de 1(a3), resolvendo a seguinte

equagcao:

1

S[CM —(emr — Cin)aa —c+ 6] =« (5.13)
—c+ 0+ ey

= — 5.14
“ CM — Cmin + ) ( )

—c+9
Portanto, FEV[\] = ETOVOM  pgervamos que e FEVINE ¢ solugao do sistema de

CM — Cmin + 6
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equagoes diferenciais (5.15) apenas para ¢* dado em (5.16).

dx

pri —Ae)x z(0) =1
Y A =M1 - y) y(0) = 0 (5.15)

., (c—0d0—cu)ley —cemin)
= 5.16
c R +cm ( )

Fazendo alguns calculos, verificamos que A(c*) = FEV[A] e, de 5.12, concluimos que:

AN A (5.17)

Logo, A(c*) > A(¢) e, como A é decrescente, temos que ¢* < ¢. Por outro lado, sabemos

que
CM — Cmin

— <1 1
CM_Cmin_5 < (5 8)

Apés alguns calculos obtemos ¢* > ¢ — 0 > ¢in. Logo, concluimos que ¢, < ¢* < c.

5.2.5 Comparacao entre: Esperanga Fuzzy da Populagcao Assin-
tomatica; Populacao Assintomatica com a Taxa de Trans-
feréncia no Valor Modal ; e Populagao Assintomatica com a

Esperanca Fuzzy da Taxa de Transferéncia

Comparando o nivel da C' D4+ médio, a esperanca fuzzy da populacdo assintomética (5.6),
a propor¢ao da populagao assintomdtica com a taxa de transferéncia no valor modal ¢ (5.10)
e a proporcao da populacao assintomatica com a esperanca fuzzy da taxa de transferéncia

(5.12), e também os nivéis de C'D4+ baizo e alto, concluimos que
e FEVIAL < =29 < PRV 2] (5.19)
Das desigualdades (5.6) e (5.19), temos que:
e FEVIAL < o= MOt < PRV 2] < e~ At (5.20)
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5.2.6 Conclusao

Para o modelo que trata da taxa de transferéncia dependendo de ¢, a solugao do modelo

—M9t Nés enfatizamos que, a medida

deterministico considerando o valor de ¢, é z(t) = e
fuzzy que utilizamos é otimista, no sentido que consideramos o individuo com o maior nivel
de CD4+. A FEV([z] é menor que e ¢* como mostra (5.6) e assim depende da dispersao
populacional ¢ do nivel de C' D4+ do grupo estudado. Quando § — 0, FEV [z] — e " isto
é, depende somente do C'D4+. Isto indica que, para uma populacao homogénea, isto é, para
uma populacao com o nivel de C' D4+ ao redor do valor modal do conjunto fuzzy triangular, o

MAt. Na préxima secdo, faremos

nimero médio da populagao assintomatica aproxima-se de e~
um estudo com a taxa de transferéncia dependendo do C'D4+, sendo este uma funcao da

carga viral.

5.3 Taxa de Transferéncia Dependendo da Carga Viral
e do C'D4+ como Funcao da Carga Viral

Nesta segao faremos uma abordagem do modelo (4.3), com a taxa de transferéncia de-
pendendo da carga viral e do C' D4+ (Jafelice et al., 2003a). Dada a base de regras fuzzy
da secao 5.2.1 e usando a inferéncia de Mamdani com o metédo de defuzzificagao do centro
de gravidade, nés podemos calcular o valor de A(v,c) para os valores da carga viral v e os
respectivos valores do nivel de C'D4+, conforme equacgao (5.21).

No capitulo 3, introduzimos uma relacao entre as células nao infectadas de C'D4+ e o virus

r
a+pPv°

livre v: n = Também, identificamos a quantidade das células nao infectadas de C' D4+
com o nivel de C'D4+, pois as células nao infectadas da Figura 3.6(a) tém comportamento
similar as do linfécito T C'D4+ da Figura 1.4 e o exame de sangue nao diferencia células nao
infectadas n de células infectadas 7. O exame de sangue identifica apenas nivel de CD4+.

Assim, o nivel de C'D4+ é proporcional a n, e nds consideramos a partir de agora que

o
a4 pu

c(v) (5.21)
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O resultado produzido através da inferéncia fuzzy e a defuzzificagao é mostrado na Figura
5.14. Quando nés 1) projetamos a curva da taxa de transferéncia defuzzificada no plano da
taxa de transferéncia versus o plano da carga viral, e 2) aproximamos a projecao pelas retas,

a aproximagao da fungao A é dada em (5.22), ilustrada na Figura 5.15.

I o 4
ES o ©

Taxade transferencia (\)

©
N}

o

Nivel de CD4+ (c) 0 min

CargaViral ()

Figura 5.14: Taxa de transferéncia para os valores ¢(v), sua proje¢ao e aproximacao.

0 se 0 < v < Upmin
Av,¢) = ¢ Ftmins se vy, <0 < Uy (5.22)
1 se v > vy

Note que existe uma quantidade minima de virus v,,;, para a evolucao da doenga e que,
acima de uma certa quantidade de virus vy, a chance para evolucao torna-se maior. A
quantidade de virus é limitada por v,,4z.

O conhecimento médico sugere que a carga viral pode ser representada razoavelmente
por um conjunto fuzzy triangular, Figura 4.14, dado pela forma analitica (4.7). Isto pode
ser visto como uma maneira para expressar os valores da carga viral através de um nimero
fuzzy. Numero fuzzy é um meio para quantificar valores imprecisos tal como a carga viral esta

em torno de v. Valores precisos da carga viral para a populagao sao raros. Numeros fuzzy
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Figura 5.15: Grafico da fungao A(v, ¢).

capturam a imprecisao inerente as variaveis bioldgicas tal como carga viral e nivel de C'D4+.

Dado um valor para carga viral na forma de um conjunto fuzzy p, a partir do principio
de extensao Figura 2.5 e ¢(v) podemos encontrar o correspondente conjunto fuzzy M para
C' D4+, dado por M(c), como mostra a Figura 5.16.

Fazendo o produto cartesiano dos conjuntos fuzzy do CD4+ com o da carga viral V,
obtemos a superficie da Figura 5.17

Note que, quando o produto cartesiano é interceptado com a funcao caracteristica grafo
c(v) = <15 © resultado, denotado 0(v,c), é a distribuigao da carga viral e do nivel de C'D4+
para um grupo de individuos infectados, Figura 5.18.

A tarefa agora é a seguinte. Dada uma distribuicao da carga viral e a funcao da taxa
de transferéncia, encontrar o valor esperado da populagao sintomatica para um determinado

tempo. Como nds vamos ver na préoxima se¢ao, o valor da carga viral p(v) tem um papel

essencial para encontrar o valor esperado.
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Figura 5.16: O conjunto fuzzy para C'D4+ encontrado via o principio de extensao.

0.8

o
o

p(V) x M(c)

o
~

s

Nivel de CD4+ () 01 o2

CargaVird ()

Figura 5.17: O produto cartesiano p x M.
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Figura 5.18: Intersecgao entre o grafo de ¢(v) e o produto cartesiano dos conjuntos fuzzy para
Ve CD4+.

5.3.1 Esperanca Fuzzy para a Populagao Sintomatica

Nesta secao, vamos calcular a esperanca fuzzy da proporgao da populagao sintomética
y(t) = 1 — e 2 para cada instante t > 0.
Assim, para cada t > 0, o valor esperado da populagdo sintomatica y = y(t, v, c), FEV]y],

¢é obtido a partir da definicao da esperanca fuzzy

FEV]y] = sup infla, u{y > a}] (5.23)

0<a<1
em que {y > a} = {(v,¢) € R" x A : y(v,¢) > a}, a € [0,1], p é uma medida fuzzy e
A={c:c(v) ==} Seja

a+pBv
In(1—«)
Hy(a) = pf{(v,c) s y(t,v,c) > a} = pu{(v,c) : AM(v,¢) > —f} (5.24)
para cada t > 0. A partir da Figura 5.18, e recordando que c(v) = - - 7 nos conseguimos:
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e}

sev<wv-—90

O ) —d<v<
(v, c) = ¢ slvmuto) v o= (5.25)
_Tl(v—y—5) v<v<uv+9d

0 sev>v+90

\

A esperanca fuzzy da proporgao da populagao assintomatica x = x(t, v, ¢) para A(v) e A(c)
e uma medida fuzzy particular do supremo, é apresentada nas se¢oes 4.3.4 e 5.2.2, (Jafelice
et al., 2002b) e (Jafelice et al., 2002a), respectivamente. Nesta segao, nés sugerimos a seguinte

medida fuzzy:

W(B) = s [zp(v)dv se B#0 (5.26)
0 se B=10

In(1—a)

Substituindo A(v,c) em Hy(ar) mostramos que v(t) > Upin — —

(U — Vpin). Assim,
B = [v(t), Vmaz), em que

—In(l — «)

; 1(Var — Vimin), (5.27)

v(t) = Upin + |

a=FEV[y|, e vymin < v(t) < Uz, para cada t > 0.
Para encontrar o valor esperado da proporc¢ao da populagao assintomatica, trés casos sao

de interesse, respectivamente:

1. Caso: Carga viral baixa (V_). Se vy > v+ d entdo FEV[y] = 0.

2. Caso: Carga viral alta (V). Assumimos vy > v — 0 € 0+ 0 > VUpae. Assim,

FEV[y]=1—¢".

3. Caso: Carga viral média (V). Para v — 8 > Upin € v + 0 < vy

O terceiro caso é o caso mais interessante para os nossos propositos, porque freqiiente-
mente a maior parte dos individuos esta nesta faixa. Apds simples, mas longas manipu-

lagoes algébricas (Apéndice B), obtemos:
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( —v+0+vmin )t
se 0<a<1—e\ "MYmin

1
1_%(@%%—1)2 Sel—e<w>t<a§1—e<%>t
Hy(a) = %(E_Tv(t) +1)2 sel— e(;ﬁﬂ?ﬂ)t ca<l- e(%)t (5.28)
0 Sel_e(%)§a<l_e—t
[ 0 sea>1—et

Como Hy(«a) é continua e decrescente, ela tem um tnico ponto fixo que coincide com

FEV[y| (Kandel, 1986). Portanto, para t fixo, obtemos a seguinte desigualdade:

—v+0+vmin —v—=0+Vmin ) t

1— e(m)t < FEV[y]<1- e< UM~ Vmin (5.29)

para

v—39 <v(t) <v+o.

—9+6+vmin
Denotamos por F EVi,ferior = 1 — e( UM ~min )t a 'E'V otimista da proporc¢ao da popu-
—v—=0+vmin

lacao sintomatica e por F'EVyperior = 1 — e< UM ~Vmin ) "a FEV pessimista da proporgao

da populagao sintomatica. Entretanto

FEV;Lnfem'or < FEV[ZU] < FE‘/superior- (530)

Assim, temos a seguinte proposicao.
Proposigao 5.2. Para cada t > 0, existe um tnico v(t) € (v — §,v + 0) para a qual

—v(t)+Vmin )t

FEV[y = 1 — e(Garon

Prova: A fungio Hy(a) € continua, decrescente e tem FEV|y| como seu ponto fivo. A
desigualdade (5.29) fornece o intervalo que contém FEV[y|. Portanto, pelo Teorema do Valor

Intermedidrio, existe uwm unico v(t) no intervalo (v — 0,v + ). Tal que

—v(t)+Vmin

FEV[y]=1- cCnmmt)t m (5.31)
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Assim, o valor esperado fuzzy nao é solucao de (4.3). O que a Proposicao 5.2 mostra é
que, para cada instante t, existe uma solugao de (4.3) cujo valor em ¢ é o mesmo de FEV[y]
em t. Na verdade, é ficil verificar que FEV[y] é diferenciavel e satisfaz a seguinte equacao
diferencial com o parametro v(t) dependendo do tempo:

d V(t) — Upin t do(t
dy _ o) + O] 1 -y (5.32)

dt VM — Upnin UM — Umin

Desta forma, o valor esperado fuzzy FEV[y] de uma equagao diferencial autonoma ¢ uma
solucao de uma correspondente equacgao diferencial nao-autonoma.
Na proxima secao nos verificamos como o valor esperado fuzzy da populacao sintomética

compara-se com a solucao sugerida em (Murray, 1990) usando os dados reais.

5.3.2 Esperanca Fuzzy da Populagao Sintomatica e Dados Reais

Como nés discutimos no Capitulo 3, (Murray, 1990) apresenta o modelo de Anderson (3.1)
ajustado para encontrar o parametro a a partir dos dados de (Peterman et al., 1985). Nesta
segao nds usamos os dados de (Murray, 1990), Figura 3.1, para originar um modelo fuzzy e
computar o valor esperado fuzzy da populagao infectada. Nés assumimos que, inicialmente, a
fragao dos individuos assintomaticos infectados = é 1 (méxima), e que a fracao dos individuos
sintomadticos y é nula. Note que FEV][y| (5.31) depende dos parametros v(t), vmin € vas.
Desde que os valores y(t) possam ser obtidos a partir dos dados mostrados na Figura 3.1,
podemos, a partir da Proposigao 5.2, equagao (5.31), e equagao (4.5), encontrar os valores de
v para cada t. A partir destes valores de v ajustamos por quadrados minimos fornecendo a

seguinte estimativa para v(t), Figura 5.19:
u(t) = 0.067¢ + 0.036 (5.33)

Agora, a partir da Figura 5.14 nés estimamos v,,;, = 0.046 e vy, = 0.56 e computamos
FEV][y| usando (5.31).
Recordamos que a taxa de transferéncia que encontra o modelo cldssico de Anderson (3.1)

para os dados é A(t) = 0.237¢ (Murray, 1990). No nosso caso, podemos encontrar uma visao
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Figura 5.19: Ajuste por quadrados minimos de v(t).

explicita do comportamento da taxa de transferéncia no tempo se substituimos o valor de v(t)
dado por (5.33) em (5.22). O resultado, dado por (5.34) abaixo, é uma estimativa da taxa de

transferéncia A de (4.3), mostrada na Figura 5.20 para 0 < t < 6,

\ 0 se 0 < v < 0.046 (5.34)
0.12¢ — 0.019 se 0.046 < v < 0.56

Como notamos a partir da Figura 5.20, a estimativa da taxa de transferéncia desenvolvida

pelo modelo fuzzy sugerido neste trabalho encontra os dados reais muito mais precisamente
do que a fornecida pelo modelo classico.

Dados os valores estimados de A, Figura 5.20, a partir de (5.31) nds facilmente calculamos

FEV]y| para cada t > 0. Figura 5.21 mostra os graficos das fronteiras inferior e superior de

FEV]y] (5.29), os valores estimados da FEV[y|, junto com os valores dados pelo modelo de

Anderson e os dados relatados (Murray, 1990). Claramente, F'EV [y] fornece uma solucao que

é proxima dos dados reais tanto quanto o modelo de Anderson. Entretanto, o modelo fuzzy
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Figura 5.20: Comportamento da taxa de transferéncia no tempo.

usa informacoes dos especialistas da area médica e principios bioldgicos para determinar a

estimativa da taxa de transferéncia, sendo portanto mais geral.

5.3.3 Conclusao

Nesta se¢ao sugerimos um modelo para a evolucao da populacao HIV positiva para mani-
festacao da AIDS focalizando a taxa de transferéncia de HIV para AIDS. A principal diferenca
entre o modelo classico (3.1) e o modelo fuzzy (4.3) é que o modelo fuzzy explora a incerteza
no parametro enquanto que o modelo classico nao explora. Neste sentido, o modelo classico
é um exemplo particular dos modelos fuzzy. Nés vimos que o modelo de Anderson ¢é obtido a
partir do melhor ajuste dos dados enquanto o modelo fuzzy é construido a partir de principios
biolégicos. Em outras palavras, o modelo fuzzy capta um significado biolégico embutido no
parametro A, uma vez que é compativel com o conhecimento e a percepcao médica destes

valores. A taxa de transferéncia de (4.3) estd préxima dos dados reais relatados na literatura
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Figura 5.21: Fronteiras de F EV[y], o valor esperado fuzzy da populagao sintomadtica, modelo
de Anderson, e dados reais.

e podemos observar o comportamento da carga viral no tempo, conforme Figura 5.19. Este
comportamento pode dar uma estimativa para a ciéncia médica no controle da evolugao da

AIDS.

5.4 Resumo

Neste capitulo tratamos inicialmente da taxa de transferéncia de assintomético para sin-
tomatico dependendo do nivel de C D4+ e posteriormente, da taxa de transferéncia depen-
dendo da carga viral v e do nivel de C'D4+, este como fungao da carga viral. Nestes modelos,
nao estamos levando em conta o tratamento com terapia anti-retroviral dos individuos.

O préximo capitulo fornece uma metodologia para determinar a evolucao da populacao

103



HIV assintomatica, esta metodologia encontra uma solu¢ao de uma equagao diferencial nao-
autonoma a partir de uma equacgao diferencial autonoma, um valor inicial fuzzy do modelo

microscopico, o principio de extensao, e o centro de gravidade.
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Capitulo 6

Metodologia para Determinar a
Evolucao da Populacao HIV

Assintomatica

6.1 Introducao

O modelo microscopico de Nowak (3.7) é muito representativo, pois comparando a solugao
numerica do sistema de equagoes diferenciais nao-lineares mostrado na Figura 3.6 com Figura
1.4, observamos semelhancas qualitativas na fase assintomatica da AIDS.

Métodos gerais de resolucao analitica de equacoes diferenciais sao especificos para deter-
minados tipos de equagoes, por exemplo, as equacoes lineares. De maneira geral, obtemos a
solucao analitica de uma equacao diferencial nao-linear se conseguimos através de alguma mu-
danca de variaveis, transforma-la numa equacao linear. Caso contrario, sua resolucao, a nao
ser em alguns casos particulares, somente pode ser obtida por métodos computacionais. Assim,
a aplicacao de métodos computacionais na resolucao de equacoes diferenciais tem favorecido
substancialmente a evolucao dos modelos, dando-lhes maior credibilidade. Consequentemente
sua utilizagao tem sido ampliada nas mais variadas dreas do conhecimento (Bassanezi, 2002).

Este capitulo propoe uma método para determinar a evolucao de populacoes HIV assin-

tomaticas. Em linhas gerais, o método consiste dos seguintes passos. A partir do modelo
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microscopico, que caracteriza cada individuo na populagao HIV positiva, nés obtemos o nivel
de C D4+ em cada instante de tempo. Conhecendo-se o nivel de C'D4+, seu valor fuzzy
inicial, e modelo macroscopico da populagao, nés calculamos os valores fuzzy da proporgao
da populagao assintomatica em cada instante ¢t usando o principio de extensao. Em segui-
da, a defuzzificagao pelo centro de gravidade é usada para obter a solucao do modelo fuzzy
(6.2). Esta aproximagcao sugere um resultado no sentido que fornece um método de encontrar
uma solucao de uma equacao diferencial nao-autonoma a partir de uma equacao autoénoma,
um valor inicial fuzzy, o principio de extensao, e a defuzzificagao com o centro de gravidade.
Experimentos computacionais mostram que a solucao dada pela metodologia sugerida neste

capitulo se aproxima dos dados mostrados na Figura 3.1, (Jafelice et al., 2003b).

6.2 O Principio de Extensao e o Modelo de Evolucao
da Manifestacao da AIDS

Nesta secao, utilizaremos o principio de extensao para encontrar o conjunto fuzzy corres-
pondente ao nivel de C'D4+ em trés casos especiais.

Lembrando que a solugao z(t) de (6.2) pode ser vista como uma fun¢do composta, da
seguinte forma:

D(c) 25 [0,1] 2 [0, 1] (6.1)

onde D(c) é o dominio do nivel de CD4+. Assim, x; o A : D(¢)—[0, 1]. Podemos utilizar o
principio de extensao de duas maneiras: na primeira, calcularemos a extensao de Zadeh de
A(p) e em seguida, a extensao de Zadeh de x4(A(p)) e na segunda, calcularemos a extensao de
Zadeh diretamente da fungao composta x; o A, com A(c) e p(c) definidas nas expressoes (5.1)

o~

e (5.2), respectivamente. A primeira serd denotada por 7;(A(p)) e a segunda por m(p).
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6.2.1 Extensao de Zadeh @(X(p))

Dado o sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

Oall—f = —A(c)x z(0) =1
Y AT =M1~ y) y(0) = 0 (6.2)

x é a proporc¢ao de individuos assintomaticos no instante ¢ e y é a proporcao de individuos
sintomdticos no instante t. Sabemos que z; = e~ ¢é solucao de (6.2) e que, para cada t fixo, z;
depende de A. Como 0 < A < 1, A = A(¢), pode ser interpretada como a funcao de pertinéncia
de algum conjunto fuzzy do universo dos valores assumidos pelo nivel de C'D4+, ver Figura
6.1. No entanto, A = A(c) ndo deve ser interpretada como uma distribuicao de possibilidades
em C'D4+, pois A(c) ’capta’ apenas a informacao que a taxa de transferéncia A depende da
concentracao de C'D4+ de cada individuo. Supondo que os valores assumidos pelo C'D4+ sao
igualmente possiveis, temos que os valores assumidos por A € [0, 1] tém a mesma possibilidade
(Nguyen e Walker, 2000). Ou seja, a fungao de pertinéncia que fornece a possibilidade de

A € [0,1], para A é dada por (6.3).

1 seAel0,1]
0 seA¢[0,1]

Assim, para cada instante ¢, a proporcao da populacao assintomatica é dada por um
conjunto fuzzy cuja funcao de pertinéncia r; pode ser obtida pela extensao de Zadeh, onde x;
¢ dada em (6.4).

e se e 0,1]
0 se A & [0, 1]

Assim, a extensao de Zadeh z;(\) é dada por (6.5).

R 1 seet<ax<1
T(A)(x) = (6.5)
0 sexdle 1]
Agora supondo que os valores de ¢ tenham possibilidades distintas de ocorréncia, de acordo
com a func¢do de pertinéncia p, como é mostrado na Figura 6.2, onde p € [0,1] indica a

plausibilidade do valor ¢ ocorrer. Note que p possui funcao de pertinéncia triangular.
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Figura 6.1: Taxa de transferéncia A\ em funcao do C'D4+.

Figura 6.2: Funcao de pertinéncia adotada para c.
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Utilizaremos a extensao de Zadeh para obter X, a funcao de pertinéncia de A, supondo que
o nivel de C' D4+ tem fungao de pertinéncia dada por p. Classificamos o C'D4+ em trés casos:

baixo, médio e alto.

1. CD4+ baizo:
Neste caso, Cmin > 46 ¢ a fungio de pertinéncia A(p) indica a possibilidade de A € [0, 1]
ocorrer é dada por (6.6), pelo Principio de Extensao e admitindo as curvas A Figura 6.1

e p Figura 6.2, temos:

~ 1 sedA=1
Ap)(A) = 0 serzl (6.6)

Assim, a proporcao da populacao assintomatica no instante ¢t é dado pela funcao de
pertinéncia (6.7).
1 sex=¢t

E(\p)(x) = (6.7)
0 sex #et

2. CD4+ é alto:

Neste caso, tomamos cy; < ¢ — 0 e ¢+ 0 < Cpnae € a funcao de pertinéncia X(p) indica a

possibilidade de A € [0, 1] ocorrer é dada por (6.8).

~ 1 seA=0
Ap)(A) = 0 se 20 (6.8)

Assim, a proporcao da populacao assintomatica no instante ¢t é dado pela funcao de
pertinéncia (6.9).
1 sex=1

zZ(\p))(x) = (6.9)
0 sex#1
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3. CD4+ é médio:

—c+cpr
CM —Cmin

Neste caso, tomamos ¢ — 0 > ¢y € €+ 0 < ¢pr. Sabemos que A(¢) = , logo
¢ = Cmin — MN¢)(€ar — Cmin ), substituindo este valor na funcao p, determinamos a fungao

de pertinéncia X(p) que indica a possibilidade de A € [0, 1] ocorrer, dada pela expressao

(6.10).
S(err — M) (e — Cmin) —C+6)  se C;fﬁ < Me) < ;‘j“_‘sﬁ
AMp)(N) =1 Ferr — Me)(enr = Cmin) — €= ) se ZE2EA < \(¢) < —ZEAL - (6.10)
0 caso contrario
Sabemos que: z(t) = e A" Para t > 0 fixo, A(c) = —2%. Substituindo o valor de

A, determinamos a proporcao da populacao assintomética no instante ¢ pela funcao de

pertinéncia (6.11).

L(ear + B2 (car — Couin) — €+ 8)  se e A < g < oA
7\p))() = ep + B2y — cin) — €= 0) se e M < < e MEDE T (6.11)

0 caso contrario

A Figura 6.3 mostra as fungoes de pertinéncia de A dada pela extensao de Zadeh nos trés
casos, para C' D4+ baixzo, médio e alto e a Figura 6.4 mostra funcoes de pertinéncia de I(X(p))
dada pela extensao de Zadeh para os trés casos baizo, médio e alto.

A seguir, calcularemos a extensao de Zadeh utilizando a funcao composta z; o A\ e compa-

ramos com os calculos feitos nesta subsecao para os casos do C'D4+ baixo, médio e alto.

6.2.2 Extensao de Zadeh m(p)

Neste caso, encontraremos a funcao composta x; o A que representard a proporcao da
populacao assintomatica no instante ¢, levando em conta que o nivel de C'D4+ tenha uma

distribuicao de possibilidades.
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T T T
Taxade transferencia(\)

/ / Nivel ge CP4+ (c)

L ' / |

Figura 6.3: Funcoes de pertinéncia de A para C'D4+ baixo, médio e alto.

X(t)

Taxade transfererlci aQ)

Figura 6.4: Funcoes de pertinéncia de 2(\(p)) para C D4+ baizo, médio e alto.
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et se ¢ < Cpin
zi(A(e)) = ¢ e se cpin < ¢ <eur

1 se c > cy

_ _—c¢tcu
em que A(c) = papEr—

Obteremos a extensao de Zadeh de z; o A para os trés casos de C'D4+.

1. CD4+ baixo:
Neste caso, i > ¢+ 6 e a fungao de pertinéncia da proporcao de individuos assin-

toméaticos em cada instante ¢ é dada por 6.12

_— 1 sex=e¢et
7oA (o)) = (6.12)
0 sex#et

2. CD4+ ¢ alto:
Neste caso, tomamos ¢y < ¢—9 e ¢+ 0 < Cpae © a funcao de pertinéncia da proporgao

da populagao assintomatica em cada instante ¢ é dada por 6.13

7 oA (o)) = ;: (6.13)
se T

3. CD4+ é médio:
Neste caso, tomamos ¢ — d > ¢in € €+ 0 < ¢y e a funcao de pertinéncia da proporgao
da populagao assintomatica em cada instante ¢ ¢ dada por 7.1
%(CM + BT (s — Cnin) —C+6)  se e NV < g < A
c—0) see M < g <A (6.14)

t
zi o Ap)(@) = ¢ FHew + B (em — Cmin) —

0 caso contrario
A Figura 6.5 mostra as fungdes de pertinéncia de x; o A(p) dada pela extensao de Zadeh

nos trés casos, para C' D4+ baixo, médio e alto.
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x(t)

©

Figura 6.5: Fungoes de pertinéncia de m para C'D4+ baizo, médio e alto.

6.2.3 Conclusao

Concluimos que para os trés casos do nivel de C' D4+ temos m(p) igual a Z,(A\(p)) em
cada instante ¢ fixo.

Na préxima secao, apresentaremos um método de encontrar uma solucao de uma equacao
diferencial nao-autonoma a partir de uma equagao autonoma, um valor inicial fuzzy, o principio

de extensao, e a defuzzificacao com o centro de gravidade.

6.3 Motivacao para Determinar a Evolucao da Popu-
lacao HIV Assintomatica

Nesta secao faremos uma abordagem do modelo (4.3), com a taxa de transferéncia de-
pendendo do C'D4+ (Jafelice et al., 2003b). Dada a base de regras fuzzy, construida com
conhecimento médico na secao 5.2.1, e usando a inferéncia de Mamdani com o método de

defuzzificagdo do centro de gravidade, nds podemos estimar A(v, c) para os valores da carga

113



viral v e os respectivos valores do nivel de C' D4+, equagao (6.15).

r

c(v) = — 5o (6.15)

Quando a superficie da taxa de transferéncia produzida pela inferéncia fuzzy e a defuzzifi-

cagao ¢é interceptada com o grafo de (6.15), o resultado é a curva ’linear por partes’ mostrada
na Figura 6.6. Quando nés 1) aproximamos a curva da taxa de transferéncia defuzzificada pela
curva suave A(v,c), e 2) projetamos a curva suave A(v,¢) no plano da taxa de transferéncia

versus o nivel C'D4+, a projecao torna-se (6.16), ilustrada na Figura 6.1.

Projecac\(v,c)

Transference rate (A)

0.4

0.2
CargaVira () ’ o o Nivel de CD4+ (c)

Figura 6.6: Aproximacao da taxa de transferéncia para os valores de ¢(v) e sua projegao no
plano C'D4+.

1 se ¢ < Cmin
)‘(C) = 01;]\—470_,;,1 Coin < €< Cpp (616)
0 se ¢y < € < Caz
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Na Figura 6.1, ¢,,,;, € o valor minimo do nivel de C'D4+ para que a chance de um individuo
tornar-se sintomatico é maxima, c; é o valor para a chance de tornar-se sintomatico é minima,

€ Cmaz € 0 maior valor possivel do nivel de C'D4+.

A partir de (4.3) e (6.16), nés concluimos:

dx

pri —Ae)x z(0) =1
dy
o = Mz =AMe)1 -y) y(0)=0 (6.17)

Resolvendo (6.17), nés temos:

x(t) = e MOt

y(t) =1 — e N, t>0. 6.18
()

Como discutimos previamente, o nivel de C'D4+ ¢é uma informagao importante para acom-
panhar a evolugao dos sintomas do HIV. Assumimos que o modelo microscépico (3.7) descreve
o comportamento do nivel de C'D4+ no tempo (c(t)) para a popula¢do. Se nés assumimos
(6.18) e (6.16) temos x(t) = e MM Entretanto, se A(c(t)) é diferenciavel, entdo z(t) é a

solucao da seguinte equacao diferencial

Z—f =— [ A(c(t)) + t%(e(t})%(t) x (6.19)

Na prética, o valor de ¢(t) é impreciso porque inicialmente temos individuos com diferentes
niveis de C'D4+ na populacao. Entretanto assumimos que o valor inicial Cjy é um conjunto
fuzzy. Portanto, o modelo populacional sugerido na verdade é uma equacao diferencial nao-
autonoma com um parametro fuzzy variando no tempo. Na proxima secao mostraremos como
encontrar uma solucao de uma equacao diferencial nao-autonoma a partir do principio da
extensao, dada a solugao da equacao diferencial autonoma correspondente e os valores do

parametro fuzzy variando no tempo.
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6.4 Meétodo para Encontrar a Solucao do Modelo da
Populacao HIV Assintomatica.

O modelo da populagao HIV assintomética é um exemplo de equagao diferencial fuzzy nao-
autonoma, uma vez que (6.19) depende do parametro variando no tempo, o nivel de C'D4+,
no qual o valor inicial é um conjunto fuzzy. Um método para obter uma soluc¢ao para (6.19),
dando um valor inicial fuzzy para c(t), é sintetizado na Figura 6.7.

Primeiro, notamos que a partir da base de regras fuzzy e o sistema de inferéncia deter-
minamos a taxa de transferéncia A(v,c) do modelo macroscépico, e usando a relagdo entre o
nivel de CD4+ ¢ e a carga viral v (6.15) nés obtemos (6.16). Assim, a composi¢ao de (6.18)

com (6.16), para t fixo, denota por z;(c) é

t

e se ¢ < Cmin
zi(c) =4 e se i < e < ey (6.20)
1 se c>cy
em que A\(c) = =M= A seguir, assumimos que a populacao de HIV-positiva estudada tem o

CM —Cmin

nivel de C'D4+ inicialmente caracterizado por uma fungao de pertinéncia triangular u¢, para

Cy, Figura 6.8:

uc,(c) = (6.21)

\

O parametro ¢ é o valor modal e ¢ a dispersao do conjunto fuzzy Cj, sendo que o dominio

de ¢ contém ¢,,in, Crr € Craz -
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Modelo Maaoscopico
Base de Regras Fuzzy e
Sistema de Inferéncia
(v, c,A)
Modelo Microscopico
n=kc
k>0 x(c)
A 4 C . ;o
c(ﬁ t Principio de
Extenséo
v
Vaor Fuzzy Solugo da Populagéo
Inicial Fuzzy x(C,)
G
Centro de Gravidade
Defuzzificagdo
v
Solucéo Xx(t) ‘

Figura 6.7: Método para encontrar a solucao da populacao HIV assintomética.
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Cc-5 C C+5 C

Figura 6.8: Funcao de pertinéncia para Cj.

6.4.1 Solucao do Modelo Microscépico com Valor Inicial Fuzzy

Como sugerido em (Hiillermeier, 1997), (Oberguggenberger e Pittschmann, 1999) e (Mi-
zukoshi et al., 2003), nés resolvemos o sistema de equagoes diferenciais nao-linear (3.7) para
cada valor de ¢y no suporte de Cy, isto é, para cada ¢y € supp(Cp). Assumimos que a solucao
correspondente ¢(t) tem o mesmo grau de pertinéncia de ¢o. Entretanto a solugao de (3.7),
dado o valor inicial fuzzy Cj, é um conjunto fuzzy C; cuja fungao de pertinéncia é uc,. As

Figuras 6.9 e 6.10 ilustram a solugao obtida para Cj (da Figura 6.8) com ¢ = 0.89 e 6 = 0.1.

6.4.2 Solugao Obtida a partir do Principio de Extensao

Nesta subsegao o principio de extensao é usado para obter a imagem do conjunto fuzzy C,
através da funcao (6.20). Mais especificamente, a partir do principio de extensao temos, para

cada instante de tempo t:

uw, (¢(c)) = sup ug, (c) (6.22)

C

em que Cy é o nivel de C'D4+ fuzzy em t cuja a fungao de pertinéncia é uc,, Wy é o conjunto
fuzzy correspondente em ¢ com funcao de pertinéncia uy,. A Figura 6.11 ilustra W, em t = 3.
As Figuras 6.12 e 6.13 mostram a solu¢ao z,(C;), assumindo Cy evoluindo como na Figura

6.10.
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c(t)

t=0 tempo (t)

Figura 6.9: Solugao c(t) para ¢y € supp(Cy).

A c)

tempo (t)

Figura 6.10: Solugao fuzzy Cy emt =3 et =5.
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ivel de CD4+{(¢)

Figura 6.11: Wy em t = 3.

'WW” ;" m
"

u‘

U,U

m
w ”,‘o,

m

‘

Figura 6.12: Grau de pertin
de tempo t.

ia da propor¢ao da populag
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assintomatica
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x,(c)

tempo (1)

Figura 6.13: Solugao da populagao fuzzy z,(Cy).

6.4.3 Defuzzificagao da Solucao

No ltimo passo do método, como indicado na Figura 6.7, encontramos uma solucao re-
presentativa. Uma forma de defuzzificagao é o método do centro de gravidade. Seja uy, a

fungao de pertinéncia de z,;(C;). Denotando x;(c) por z; para simplificar a notagao, a saida
real, z(t), é escolhida, em cada instante de tempo ¢, como segue:

J

xyuy, (z4)dzy
x(t) _ supp(Wt)

J

uw, (z;)dx,
supp(Wt)

(6.23)
Por exemplo, para a solucao fuzzy dada na Figura 6.12 obtemos, usando o centro de
gravidade, a solucao defuzzificada ilustrada na Figura 6.14.
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6.5 Justificativa do Método

A seguir, se x(t) é uma fungao diferenciavel, mostramos que a defuzzificagdo pelo centro

de gravidade de (6.22) é uma solucao de (6.19). Seja

[ xuw, (z)day

supp(Wr)
x(t) = 6.24
(t) T (o) (6.24)
supp(We)
Como [ uw,(x;)dz é constante e [ uWéi‘ft()m - dry = 1, temos
supp(Wt) supp(We) supp(wy)
o(t) = / L 1 C) B T (6.25)
f Uw, (‘Tt)

supp(W) supp(Wt)

em que E(x;) pode ser visto como o valor esperado de z;. Como z; = e 9" nés obtemos
w(t) = B(e M9 = / el (6.26)
f Uc, (C>
supp(Ct) supp(Ct)

onde a segunda igualdade pode ser vista em (Mood et al., 1974). A partir do teorema do valor

médio para integrais ((Lima, 1976) pagina 260), do fato de f(c) = e~ ser continua e p(c) =
S T uctu(z) G integravel e positiva, nés temos x(t) = e M) para algum c(t) € supp(Cy).
t

supp(Ct)

Note que
[ wuw, (z)day
“Ae(t))t __ supp(We)
e = 6.27
[ uw,(z)day (6:27)
supp(W)
ou
f(w : xruw, (vr)de
ln f th (xt)dmt
Ae(t) = — 5“""<W“t t£0 (6.28)

Veja Figura 6.15. Se A(c(t)) é diferenciavel em ¢, entao x(t) (6.24) é uma solugao da equagao
diferencial nao-auténoma correspondente (6.19). Isto é, a partir de uma equacao diferencial
autonoma, o método gera uma solucao representativa (defuzzificada) z(t) que realmente é

uma solucao da equagdo diferencial ndo-auténoma (equagao (6.19)).
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0.9 . 7
K = Solucao Defuzzificada|
\ Modelo de Anderson
0.8 * Dados reais b
0.7 * B
0.6 .
= 05 R
x
0.4 i
03 .
0.2 2 i
0.1 R
0 1 1 1 1 . .
0 2 3 4 5 6 7 8 10
tempo (t)
Figura 6.14: Comparagao entre a solucao defuzzificada e os dados reais.

Ale(®)

1 2 3 4 5 6 7 8
tempo(t)

10

Figura 6.15: A(c(t)).
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6.6 Comparando a Solucao Fuzzy com os Dados Reais

Como discutimos no capitulo 3, (Murray, 1990) apresenta o modelo de Anderson (3.1) com
ajuste da melhor curva para encontrar o parametro a a partir dos dados de (Peterman et al.,
1985). Usamos os dados de (Murray, 1990), mostrado na Figura 3.1, para encontrar a solugao
da populacdo assintomadtica proveniente do modelo fuzzy (3.1), com ¢, = 0.01 e ¢ = 0.95.
Como notamos na Figura 6.14, a solucao defuzzificada esta préxima dos dados, como faz o
modelo de Anderson. Entretanto, ao contrario do modelo de Anderson, uma solucao obtida
via metodologia baseada nos conjuntos fuzzy é fundamentada no conhecimento do especialista

e principios biologicos.

6.7 Resumo

Neste capitulo sugerimos uma metodologia para estudar a evolucao da populacao HIV-
positiva para manifestacao da AIDS, focalizando a taxa de transferéncia de assintomatica
para sintomatica, e com caracteristicas fuzzy nos valores do nivel de C'D44. A principal
diferenga entre o modelo cldssico (3.1) e o modelo fuzzy (4.3) é que o modelo fuzzy incorpora
o conhecimento do especialista, e os valores imprecisos inerentes aos parametros bioldgicos,
enquanto o modelo classico nao explora. O modelo Anderson é originado do melhor ajuste
dos dados enquanto a metodologia fuzzy é construida a partir de principios e informagoes
bioldgicas. A metodologia baseada nos conjuntos fuzzy fornece uma caracterizacao clara e
significativa do comportamento da populagao assintomética uma vez que é compativel com
o conhecimento médico e percepcao desta dinamica. A solucao tem mostrado estar proxima
dos dados relatados na literatura.

No préximo capitulo apresentaremos as conclusoes e algumas idéias de trabalhos que po-
deremos desenvolver futuramente. Iniciaremos o estudo da taxa de retorno v da populagao
sintomatica para assintomatica, dependendo da carga viral e do nivel de C'D4+, quando a

populacao recebe tratamento com terapia anti-retroviral.
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Capitulo 7

Conclusao e Trabalhos Futuros

7.1 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos um modelo matemaético da evolugao da populacao HIV posi-
tiva para manifestacao da AIDS. Este modelo é dado por um sistema de equacoes diferenciais
ordindrias, cuja taxa de transferéncia da populacao assintomatica para populacao sintomatica
¢é considerada como um conjunto fuzzy que depende da carga viral e do nivel de C D4+ dos
HIV positivos. Inicialmente, esta taxa de transferéncia é calculada dependendo da carga viral
e determinamos a esperanca fuzzy da populacao assintomatica para determinados grupos da
populacao. A medida fuzzy utilizada é conservadora, no sentido que esta sendo levado em
conta o maior grau de infecgao do grupo, porém o modelo fuzzy é mais otimista que o modelo
deterministico (Jafelice et al., 2002b).

Posteriomente, com as informacgoes do especialista calculamos a proporcao da populacao
assintomatica com a taxa de transferéncia dependendo do nivel de C'D4+-. A esperanca fuzzy
da populacao assintomatica ¢é calculada utilizando uma medida fuzzy otimista, no sentido que
consideramos o individuo com maior nivel de C'D4+. Quando a dispersao do grupo aproxima-
se de zero, a esperanca fuzzy aproxima-se da solu¢ao deterministica (Jafelice et al., 2002a).

Nestes modelos, nao consideramos terapia anti-retroviral. A esperanca fuzzy é calcula-
da para populacao sintomatica, analisando a taxa de transferéncia dependendo do C'D4+

como funcgao da carga viral. Concluimos que a esperanca fuzzy de uma equacao diferencial
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autonoma é uma solugao de uma correspondente equacao diferencial ndao-auténoma (Jafelice
et al., 2003a).

Sugerimos um método para encontrar uma solucao de uma equacao diferencial nao-autonoma
a partir de uma equacao autonoma, um valor inicial fuzzy, o principio de extensao, e a de-
fuzzificagdo com o centro de gravidade. Experimentos computacionais mostram que a solucao
dada pela metodologia sugerida neste capitulo se aproxima dos dados (Jafelice et al., 2003b).

O esquema 7.1 mostra um resumo das contribuicoes do trabalho. Inclusive, apresenta o
modelo fuzzy de evolu¢ao da manifestagao da AIDS com tratamento de terapia anti-retroviral

que trataremos nos trabalhos futuros.

MODELOS DEFUZZIFICADOR
FUZZY
MODELOSCLASSICOS ax
— =—A(V)X FEvV
-~ dt
MODELO >
MACROSCOPICO
(ANDERSON ) dx A©
o - Mex FEV
i( = —atx ok
dt
dx
— =—=A(v,O)X FEV
| dat
MODELO >
MICROSCOPICO
(NOVAK ) _ | dx CENTRO
gl ey =—A(c(®)x DE
— r GRAVIDADE
C(V) — a+
MODELOSCOM TRATAMENTO

Figura 7.1: Contribuigoes do trabalho.

7.2 Trabalhos Futuros

Nas proximas subseccoes mostraremos algumas idéias que iniciamos e que futuramente

poderao ser mais desenvolvidas, dando continuidade a pesquisa.
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7.2.1 Modelo Fuzzy de Evolucao da Manifestacao da AIDS com

Tratamento

Desde o inicio da década de 90, o Ministério da Satide vem intensificando sua politica de
satde publica em HIV/AIDS, visando melhorar a qualidade da assisténcia aos pacientes, por
meio da introducao de servicos de diagndsticos, treinamento e capacitagao de profissionais
de saude nesta area. Ressaltamos, dentre as diversas acgoes, o oferecimento do diagndstico
aos pacientes e terapia anti-retroviral para pacientes portadores do HIV, disponibilizacao de
profissionais capacitados para a abordagem efetiva dos pacientes infectados. Dos paises em
desenvolvimento, o Brasil destaca-se pela politica de controle a AIDS (www.aids.gov.br). Ape-
sar dos avancos ocorridos com a terapia anti-retroviral, o uso de novas drogas e estratégias
de tratamento necessitam de maiores estudos para permitir o seu uso mais amplo na pratica
clinica com eficacia e seguranga. As Figuras 3.9 e 3.11, ilustram como os inibidores da trans-
criptase reversa e os inibidores da protease agem no organismo humano para combater o virus
HIV.

A politica do Ministério da Satde de garantir acesso a terapia com anti-retrovirais para
os individuos HIV+ e pacientes contaminados, demandou a criacao de uma rede de labo-
ratérios de saide publica capacitada para realizar exames complementares que permitissem
avaliar tanto a necessidade de iniciar um tratamento como monitorar a eficicia do esquema
terapéutico utilizado. A decisdo quanto ao esquema a ser utilizado na terapia inicial devera
ser feita de forma individualizada, baseando-se nos parametros clinicos, laboratoriais e farma-
colégicos das drogas anti-retrovirais disponiveis. A terapia inicial deve ser composta por, pelo
menos, dois inibidores da transcriptase reversa analogos de nucleosideo, podendo-se associar
um inibidor da transcriptase reversa nao-analogo de nucleosideo ou um inibidor da protease
viral em situacoes especificas. A terapia com trés inibidores da transcriptase reversa, devido
a pouca experiéncia com seu uso e o risco de menor eficacia em pacientes com carga viral
elevada, deve ter o seu uso restrito a situacoes especiais. A monoterapia é considerada um
tratamento inadequado e nao deve ser utilizada. As drogas anti-retrovirais devem ser todas

iniciadas ao mesmo tempo e em doses completas.
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A nao-adesao é a causa mais freqiiente de falha do tratamento. Entre os fatores que podem
levar ‘a baixa adesao ao tratamento estao: a ocorréncia de efeitos colaterais, nimero elevado
de comprimidos, restricao alimentar, habitos de vida, nao-compreensao da prescricao, a falta
de informagao sobre riscos da nao-adesao e esquemas de doses incompativeis com as atividades
diarias do paciente. O uso de medicamentos em doses irregulares acelera o processo selegao
de cepas virais resistentes.

Nesta subsecao, trataremos dois modelos, um sistema de equagoes diferenciais ordinarias
com parametro fuzzy para modelar a adesao regular ao tratamento da AIDS. Este parametro
fuzzy, representa a taxa de retorno da proporcao da populacao sintomatica para assintomatica,
dos pacientes que aderem regularmente ao tratamento, que inclusive é de grande interesse na
area médica. E utilizaremos um sistema de equacoes diferenciais ordinarias com parametro

fuzzy para modelar a evolugao da AIDS com tratamento, sem adesao regular ao tratamento.

Modelo de Evolugao da AIDS com Adesao Regular ao Tratamento

Segundo o especialista Dr. Francisco Hideo Aoki, professor do Departamento de Clinica
Médica da Faculdade de Ciéncias Médicas da UNICAMP, se aos primeiros sintomas da AIDS,
os individuos sintomaéticos aderirem ao tratamento de forma adequada, isto é, se a adesao
ao tratamento for de 95% a 100%, em geral de trés a seis meses, os individuos poderao ter
grande recuperacao do ponto de vista clinico, a ponto de se tornarem assintomaticos. Para
avaliar a eficiencia do tratamento, os especialistas da area médica tém grande interesse em
quantificar a taxa de retorno a classe dos individuos assintomaticos. Desta forma, sugerimos
as seguintes equacoes diferenciais para modelar a evolucao da populagao sintoméatica para a

populagao assintomatica com adesao regular ao tratamento:

O v, ey = (v, )1 ) #(0) =0
% = —(v,0)y y(0)=1 (7.1)

em que x é a proporc¢ao da populacao assintomatica e y é a proporcao da populagao sintomatica

e v é a taxa de retorno da populagao sintomatica para assintoméatica. Como ja vimos no
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capitulo 4, a quantificacao da carga viral e a contagem de C' D4+ sao utilizadas para iniciar ou
alterar terapéutica anti-retroviral. A idéia em (7.1) foi construir um modelo fuzzy que gradue
v dependendo de v e ¢. Assim, nos parece razoavel que o controle de 7, e consequentemente
da populagao y (sintomédtica), pode ser feito a partir de v e ¢. No capitulo 4 vimos que
cada paciente possui uma taxa de transferéncia A depende das condig¢oes individuais, o mesmo
acontece com a taxa de retorno 7.

Resolvendo a primeira equagao de (7.1), temos:

y(t) = yoe 7, (7.2)

Com a condi¢ao inicial yo = y(0) = 1, temos:

z(t) =1 — e Yt

y(t) = et t>0. (7.3)

De maneira analoga ao que foi visto no capitulo 5, faremos um estudo considerando o

conhecimento do especialista (médicos) e a taxa de retorno v dependendo da carga viral v e

do nivel de C D4+ (c).

Variaveis Lingiiisticas e Base de Regras

Como fizemos anteriormente, vamos estimar a taxa de retorno 7 = 7(v,c¢) baseada nas
informacgoes médicas. Adotando a base de regras fuzzy assumindo antecedentes a carga viral
V e o nivel de C'D4+ e, e a taxa de retorno I' como conseqiiente. As fungoes de pertinéncia
sao do tipo trapezoidal. Os termos lingiiisticos para V' sao baiza, média e alta e para C'D4+
muito baizo, bairo, médio, médio alto e alto. Para a taxa de retorno v sao fraca, média fraca,
média e forte. O nivel de C D4+ entre 0.2 e 0.5 cels/ml é dividido em duas faixas porque
a Tabela 4.1 relata uma fase importante da transferéncia de assintomatico para sintomatico,

quando divide a contagem de C'D4+ de 0.35 a 0.5 cels/ml nao tratar e de 0.2 a 0.35 cels/ml
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considerar tratamento.
O método de inferéncia utilizado ¢ o de Mamdani. Os valores assumidos para 7y sao
traduzidos pelas fungoes de pertinéncia como mostram Figuras 7.3, 7.4 e 7.5. Observando

que os valores da carga sao divididos por 200000 cépias de RNA /ml e levando em conta as

informagoes médicas, construimos a Figura 7.2, com a base de regras:

\V4
baixa média alta
CcD4+
ml‘_'ito fraca fraca fraca
baixo
bai media
aixo fraca fraca fraca
médio meédia média media
fraca fraca fraca
medio . . meédia
alto meédia média fraca
alto forte forte media
fraca

Figura 7.2: Base de Regras Fuzzy.

Apartir do Sistema Baseado em Regras Fuzzy, obtivemos as Figuras 7.6 e 7.7. No capitulo
4, modelamos a taxa de transferéncia A de assintomatico para sintomaético, obtivemos A em
fungao da carga viral (v) com comportamento similar a Figura 7.7. Quando modelamos a
taxa de transferéncia A de assintomético para sintomatico, obtivemos A em funcao do nivel do
CD4+ (¢) com comportamento similar a Figura 7.6. Desta forma, as Figuras 7.6 e 7.7 est@o
de acordo com o esperado porque 7 ¢ a taxa de retorno de sintoméatico para assintomatico,
isto é, v tem um comportamento simétrico a \.

Assim, a partir de exames de carga viral e nivel C D4+ de quatro pacientes do Hospital
das Clinicas da UNICAMP, dados na Tabela 7.1, podemos obter as taxas de retorno destes
pacientes utilizando o SBRF. Quando os valores da carga viral estao abaixo do valor minimo

que o teste laboratorial pode detectar, o resultado do exame serd computado por 0 cpias/ml.
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baixa media alta
1,0 -
0.8 -
0,6 -
0.4 -
0,2 -
0.0 T T T T 1
0,0 0.2 0.4 0,6 0,8 1,0
Carga Viral (V) v

Figura 7.3: Fungoes de pertinéncia da carga viral (V).

muito . o meédio
1.0 paixe baixo meédio 4o alto
0.8 —
0,6 —
O.,4 —
0,2
o.0 u T T T 1
0,0 0,2 o,4 o,6 o.,8 1,0
- c
Nivel de (CD4+)

Figura 7.4: Fungoes de pertinéncia do nivel de C'D4+ .
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frgca media fraca media forte
1,0 —

0,8 —

T T
0.0 0.2 o.4a 0.6 o.8 1.0
Gamma () 4

Figura 7.5: Fungoes de pertinéncia de taxa de retorno (I').

0E -

QA&

04t .

0zr -

0 02 0.4 0E 0s 1
Cargaviral

Figura 7.6: A taxa de retorno v em fungao da carga viral (v).
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016

012+ 1

Chd+

Figura 7.7: A taxa de retorno v em fungao do nivel de C'D4+ (c).

A Tabela 7.2 representa as taxas de retorno v de sintomético para assintomatico de quatro
pacientes.

Na Figura 7.8, podemos observar que os pacientes tém variacoes na taxa de retorno de
sintomatico para assintomatico. Isto pode ocorrer devido a varios fatores como ja citamos
anteriormente: nao-adesao adequada ao tratamento, falha clinica, isto é, aparecimento de
doencas oportunistas; falha virologica caracterizada por resisténcia viral ao tratamento ou
falha imunoldgica que seria a queda significativa na contagem de células C'D4+.

Apresentaremos um modelo para uma populacao de HIV-positivos com adesao nao regular

ao tratamento, este comportamento ¢ muito comum na populagao HIV-positivo.
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‘ Paciente 1 ‘ Paciente 2 ‘ Paciente 3 ‘ Paciente 4

Cargaviral; | 950 400 190 4660
C D4+, 72 318 194 654
Cargaviraly | 120 400 0 400
C D4+, 98 280 321 822
Cargavirals | 210 400 0 400
CD4+3 113 439 299 680
Cargaviraly | 0 400 0 400
CD4+, 117 417 320 627
Cargavirals 3100 0 80
CD4+5 355 240 918
Cargaviralg 0 0 0
CD4+ 354 235 734
Cargaviral; 0 480
C D4+, 421 905
Cargaviralg 0
CD4+4 820
Cargaviraly 0
C D4+ 694
Cargaviralyg 270
C D4+ 743
Cargaviraly; 0
CD4+1, 591

Tabela 7.1: Resultados dos exames de carga viral (cépias/ml) e nivel de C' D4+ (celilas/mm?)
nao estao normalizados.

Modelo Classico de Evolugao da AIDS com Tratamento

O modelo da evolucao da AIDS para uma populacao que adere algum tratamento pode

ser descrito pelo sistema de equacoes diferenciais:

emquer+y=1lel0<h<l.

Resolvendo a primeira equagao de (7.4) com a condigao inicial z(0) = h, temos:

v — f}/e_()“i"‘/)t

+ he” A
A4

x(t)
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‘ ‘ Paciente 1 ‘ Paciente 2 ‘ Paciente 3 ‘ Paciente 4

7 |0 0.62 0.15 0.15
Y2 | 0.15 0.45 0.64 1
v3 | 0.15 0.92 0.52 1
44 1015 0.72 0.64 ]
7 0.15 0.24 1
Y6 0.65 0.2 1
V8 1
Vo 1
Y10 1
Y11 1

Tabela 7.2: Valores da taxa de retorno 7 de sintomatico para assintomatico.

Como z +y = 1, temos:

Y —(A+)t
y(t) = —+;6’+ b (7.6)
Quando t — oo as expressoes (7.5) e (7.6) convergem para x — /\Lﬂ ey — FAW’ Figura

7.9.

Para que a proporcao da populagao sintomatica seja pequena e a propor¢ao da populagao
assintomatica seja grande, isto é, quando ¢ — oo devemos ter y — 0 e x — 1. Assim, a taxa
de retorno de sintomatico para assintomatico deve ser maior que a taxa de transferéncia de
assintomatico para sintomatico, isto é, v > A, Figura 7.10.

A trajetérias das Figuras 7.9 e 7.10, mostram o comportamento das populagoes sin-
tomaticas e assintomaticas quando ¢t — oo. Observe que na Figura 7.10, v > A, assim
temos que a proporcao da populacao assintomatica tende a um valor maior que a proporc¢ao
da populagao sintomatica, o que é muito desejavel.

Na préxima subsegao trabalharemos o modelo (7.4) com os parametros fuzzy \ e v depen-
dendo da carga viral V', do nivel de C'D4+ e da adesao ao tratamento A, pois os especialistas
afirmam que estas trés variaveis, que influenciam a taxa de transferéncia \ e a taxa de retorno

~v quando os individuos HIV-positivos recebem tratamento.
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Taxade retorno (y)

Taxa de retorno de sintomatico para assintomatico de 4 pacientes onde inicio (.) e final (>)

o
©
/

o
=)
/

o
i
/

0.2 —

1 0 Nivel de CD4+ (c)

CargaViral (v)

Figura 7.8: Taxa de retorno v de quatro pacientes.

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1
0

I I
— Populagao assintomatida= 0.5
— Populagao sintomatica=0.5

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9
tempo (t)

10

Figura 7.9: Trajetérias de z(t) e y(t).
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0.8
— Populagao assintomatida= 0.5
0.7+ — Populagao sintomatica=0.8 B
0.6 i
0.5 4
04 =
0.3 b
0.2 b
0.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo ()

Figura 7.10: Trajetérias de z(t) e y(t) com v > .

Modelo Fuzzy da Evolucao da AIDS com Tratamento

Trataremos do modelo (7.4) com parametros fuzzy, isto é, a taxa de transferéncia X e a

taxa de retorno v dependam da carga viral V', do nivel de C'D4+ e da adesao ao tratamento

A. Assim, a evolucao da AIDS pode ser descrito pelas equagoes

C;—f = —\Nuv,c,a)x +v(v,c,a)y z(0) =h
% = )\(U7 C, (I)ZU - 7(”7 C, a)y y(O) =1-h (77)

emquezr+y=1le0<h<l.

De acordo com especialistas, a carga viral v, o nivel de C'D4+ e a adesao ao tratamento a

estao influenciando as taxas de transferéncia e retorno da populagao dos HIV-positivos.

Nesta secao, utilizamos os termos lingiiisticos para carga viral V', nivel de C'D4+ e a

para taxa de retorno I' da secao 7.2.1. A adesdo ao tratamento A tem os termos lingliisticos

imadequada e adequada, conforme informacoes do Dr. Francisco Hideo Aoki dadas na secao

7.2. Para a taxa de transferéncia A os termos lingiiisticos sao fraca, média fraca, média e
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forte. As fungoes de pertinéncia utilizadas para carga viral V', nivel de C' D4+ e a para taxa
de retorno I' sao as Figuras 7.3, 7.4 e 7.5. As Figuras 7.11 e 7.12, indicam as funcoes de

pertinéncias para a adesao ao tratamento A e taxa de transferéncia A.

inadequada adequada

1,0
0.8 -
0,6
0.4 -
0,2 4
0.0 T T T T 1

o.,0 0,2 0.4 0,6 0.8 1,0

Adesao (A a

Figura 7.11: Fungoes de pertinéncia da adesao ao tratamento A .

As regras fuzzy utilizadas foram feitas com as informagoes do especialista e o método
de inferéncia utilizado é o de Mamdani. Para adesao inadequada ao tratamento com anti-
retrovirais, obtivemos as Figuras 7.13 e 7.14, para a taxa de transferéncia A e para taxa de
retorno I', respectivamente.

Para adesao adequada ao tratamento com anti-retrovirais, obtivemos as Tabelas 7.15 e
7.16, para a taxa de transferéncia A e para taxa de retorno I', respectivamente.

A partir do Sistema Baseado em Regras Fuzzy obtivemos as Figuras 7.17, 7.18 com com-
portamento similar aos estudos anteriores para A. As Figuras 7.20, 7.21 tem comportamento
simétrico as Figuras 7.17, 7.18, pois estamos tratando da taxa de retorno v dos sintométicos
para assintomaticos. As Figuras 7.19 e 7.22 mostram o comportamento da taxa de trans-

feréncia A e da taxa de retorno -, respectivamente em funcao da adesao a.
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frgca media fraca media forte
1,0 —
0,8 —
0,6 —
0,4 -
0.2 —
[oNe} T T T 1
0.0 .2 0.6 o.8 1.0
Lambda (N\) A

Figura 7.12: Fungoes de pertinéncia de taxa de transferéncia (A).

\V4
baixa média alta
CcD4+
mqito forte forte forte
baixo
baixo média forte forte
medio média média meédia
medio meédia meédia .
alto fraca fraca media
alto fraca fraca meédia
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Figura 7.13: Base de regras fuzzy para A com adesao inadequada.




baixa média alta
CcD4+
ml._uto fraca fraca fraca
baixo
baixo fraca fraca fraca
medio fraca fraca fraca
medio média média
fraca
alto fraca fraca
alto média meédia fraca

Figura 7.14: Base de regras fuzzy para I'.

\V4
baixa média alta
CcD4+
ml‘_'ito media media meédia
baixo
. meédia - -
baixo fraca média media
meédio média média média
fraca fraca fraca
medio fraca fraca media
alto fraca
alto fraca fraca media
fraca

Figura 7.15: Base de regras fuzzy para A.
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\V4
baixa média alta
CcD4+
ml‘_'ito fraca fraca fraca
baixo
. media

baixo fraca fraca fraca
médio media média media
fraca fraca fraca
medio . . meédia
alto meédia média fraca
alto forte forte media
fraca

Figura 7.16: Base de regras fuzzy para I

0.7

g 1

05t 1

04t :

lambda

03} 1

o2t 1

01 1

a o2 0.4 05 0s 1
Cargaviral

Figura 7.17: A taxa de transferéncia A em fungao da carga viral (v) .
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0835 ¢ 1

[ER=] 1

083 ¢ 1

lambda

073t 1

oy 1

053

CDa+

Figura 7.18: A taxa de transferéncia A em fungao do nivel de C'D4+ (c) .

016

014}

012

|:| 1 1 1
0 nz 0.4 0.5

Adezan

Figura 7.19: A taxa de transferéncia A em fungao da adesao ao tratamento (a) .
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016

012t 1

i oz 04 0G 05 1
Cargaviral

Figura 7.20: A taxa de retorno v em funcao da carga viral (v).

16

oA2 1

] 0.2 0.4 0g 0.a 1
Chd+

Figura 7.21: A taxa de retorno v em fungao do nivel de C'D4+ (c).
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083+

0.4t

gammia

0.8+

0.3t

0.7+

063
0 0.z 0.4 0.6 0.3 1

Adezao

Figura 7.22: A taxa de retorno v em funcao da adesao ao tratamento (a).

Resumindo iniciamos nesta subse¢ao um estudo sobre o modelo fuzzy utilizando tratamen-
to com terapia anti-retroviral, que serd muito importante para continuarmos nossos estudos
posteriormente. O comportamento de A(v) é simétrico ao comportamento de v(v) e A(c) é
simétrico ao comportamento de 7(c), isto tem sentido porque A é a taxa de assintomatico
para sintomaético e v é a taxa de sintomatico para assintomatico. O comportamento ilustrado
nas Figuras 7.19 e 7.22 estao de acordo com o esperado, pois na Figura 7.19 quando a adesao
ao tratamento aumenta A decresce, isto é, a taxa de transferéncia de assintomédtico para sin-
toméatico diminui e na Figura 7.22 quando a adesao ao tratamento aumenta = cresce, isto é, a
taxa de transferéncia de sintomético para assintoméatico aumenta. Utilizamos dados de exa-
mes de carga viral e nivel de C'D4+ de quatro pacientes, com adesao regular ao tratamento,
para observar a taxa de retorno de sintomatico para assintomatico de cada um. Obtemos as
trajetorias da proporcao da populagao assintomatica e da proporcao da populacao sintomatica
quando t — 00, podendo a partir das condigoes iniciais da taxa de transferéncia e da taxa de

retorno, dar a ciéncia médica uma estimativa da eficiéncia de sua metodologia no controle da

evolugao da AIDS.
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7.2.2 Extensao de Zadeh para uma Faixa

No capitulo 3, apresentamos o modelo microscépico (3.7) dado por um sistema de equagoes

diferenciais. Se considerarmos a primeira equagao deste sistema de equagoes diferenciais igual

a zero, obteremos a seguinte expressao n(v) = - " o> isto é, as células nao infectadas em funcao

de virus livre. No capitulo 5, utilizamos a extensao de Zadeh para, a partir da distribuicao
da carga viral na populacao, determinarmos a distribuicao do C' D4+ na populacao. Os
parametros 14 utilizados foram r = 0.3, a = 0.1 e § = 1, em que r é a producao diaria de
C D4+ no organismo. Especialistas afirmam que esta producao diaria de C'D4+ no organismo
nos HIV positivos aumenta, isto é, o organismo tenta reagir quando o HIV comeca seu ataque
as células de C'D4+. Assim, um trabalho interessante seria variar os valores de r e utilizar
a extensao de Zadeh para, a partir da distribuicao triangular da carga viral da populagao,
determinarmos a distribuicao do C' D4+ na populagao. Simulamos curvas com r = 0.2, r = 0.3
e r = 0.4 e utilizando a extensao de Zadeh no dominio da distribuicao da carga viral para

uma relacao binaria, determinamos o conjunto fuzzy do nivel de C'D4+, Figura 7.23.

T
Nivel:de CD4+ (c)

CargaViral (v)

Figura 7.23: Extensao de Zadeh para uma faixa.

Acreditamos que se trabalharmos com uma faixa, nossos modelos poderao tornar-se mais

realistas. Ou ainda, como na préxima subsecao, as curvas que compoem faixa terao graus de
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pertinéncia diferentes, o conjunto fuzzy da carga viral é triangular. Utilizaremos a extensao

cilindrica para encontrarmos a distribuicao do C' D4+ na populagao.

7.2.3 Extensao Cilindrica para Determinar o Conjunto Fuzzy para
CD4+
A teoria que utilizamos nesta subsecao esta no capitulo 2. Nesta subsecao, mostraremos

algumas simulagoes, para visualizarmos a distribuicao do C' D4+ na populagao. A Figura 7.24

mostra a extensao cilindrica V, com base na distribuicao da carga viral na populacao.

08+~

06+~

Pertinencia

0.4+

0.2+~

[NR=}

Nivel de CD4+ )

0 0

Carga viral ()

Figura 7.24: Extensao cilindrica V. com base na distribuicao da carga viral na populacao.

A Figura 7.25 mostra a superficie da faixa do nivel de C' D4+ em funcao da carga viral
com os seus respectivos graus de pertinéncia F™*.

A Figura 7.26 mostra V. e F*, em que V, é a extensao cilindrica com base na distribuicao
da carga viral da populacao e F* é a relacao fuzzy.

A Figura 7.27 mostra a interseccao I, interseccao entre V. e F*, de projetada no eixo
CD4+, que fornece a distribuicao do nivel de C'D4+ na populacao, isto é, o conjunto fuzzy

do nivel de CD4+.
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Pertinencia

Carga viral (v)

Figura 7.25: Faixa com os graus de pertinéncia F™.

=]
Ty i

o

Pertinencia

Carga viral () 15

2 Nivel de CD4+ )

Figura 7.26: Superficies V, e F™*.
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0.8

0.6

Pertinencia

0.4

0.2

1
Carga viral ()

Nivel de CD4+ ¢) 2 2

Figura 7.27: Interseccao I projetada no eixo C'D4+-.

Acreditamos que muitos estudos poderao ser feitos neste sentido a fim de obtermos resul-

tados que interessem a satude publica.

7.2.4 Influéncia da AIDS na Expectativa de Vida de uma Popu-
lacao

Nesta subsecao iniciamos um estudo da influéncia da AIDS na esperanca de vida de uma
populagao. Na Segao Pergunte ao Especialista (www.aids.gov.br) ¢ afirmado, que: 'No Brasil,
apoOs o uso da terapia anti-retroviral a queda da mortalidade foi de aproximadamente 50%,
além da diminuicao das internacoes hospitalares causadas pelas infecgoes oportunistas e melhor
qualidade de vida para o paciente’. Em reportagem de Vida e Satde de 04/07/2002, afirma-se
que: ’Os coquetéis de medicamentos reduzem a carga viral do HIV a niveis indetectaveis,
permitindo que as vitimas retomem sua vida normal. Mas apenas uma minoria dos HIV
positivos tem acesso aos remédios. Sem tratamento, muitas das milhoes de pessoas infectadas
com o virus vao morrer. Apenas na Africa, vivem 28,5 milhoes de pessoas com HIV/AIDS
e as conseqiiéncias podem ser catastroficas’. Assim, seria muito importante ter uma visao

matematica desta situacgao.
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No Modelo, estamos supondo que num grupo de pessoas cuja ’causa mortis’ seja natural
e também influenciada pelo estdgio da AIDS, e que nao entrem pessoas no grupo, isto é:
nem nascimentos ou migragdes. O nimero de individuos, n(t), vivos no instante ¢ satisfaz a

equagao diferencial

Cfl—? = —(M +o(v,0)Aa)n (7.8)
em que Ay é a taxa de mortalidade natural, sendo que ¢(v, ¢) indica o grau de influéncia da
AIDS na mortalidade e Ay uma constante oportuna de cada grupo que depende do comporta-
mento social e ambiental do grupo.

(Novak e Bangham, 1996) fazem um estudo sobre a dinamica do retrovirus HIV e do
linfécito T C' D44, obtendo o C D4+ (c) em fungao da carga viral (v). A partir dai, e das

informacoes de especialistas, chegamos que ¢(v), que indica o grau de influéncia no aumento

da taxa de mortalidade do grupo, tem a forma mostrada na Figura 7.28.

Taxade influencia (¢)
o
o
!

0.6

0.6

0.4
Nivel de CD4+ (c) ’ Y

CargaVira (v)

Figura 7.28: Grau de influéncia da AIDS, ¢(v) e a curva ¢(v) obtida do modelo (3.7), no plano
v X c.

Assim, em cada instante ¢, o nimero de individuos e o niimero médio sao:

n(t) = n(0)e” Mo (7.9)
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(n(t)) = n(O)/Re_(’\lJ”z’(”)’\Q)t@dv (7.10)

A expectativa(FE) de vida do grupo é dada por

_ 1 p(v)
E_/13A1+¢(U))\2 5 dv (7.11)

em que @ ¢ a densidade de distribuigcao da carga viral.

Este é um estudo que faremos com mais detalhes no futuro, podendo trazer resultados impor-

tantes para melhorar e enriquecer nosso trabalho.
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Apeéendice A
Fungoes H(a) e Hi(«a)

Neste apéendice apresentamos as manipulacoes algébricas realizadas na obtencao das funcoes
H(a) e Hi(«) introduzidas no capitulo 4. Explanamos na se¢ao A.1 os calculos de H(«) e na

segao A.2 os de Hy(«).

A.1 Caélculo de H(«)

No célculo da esperanca fuzzy para a proporcao da populagdo assintomatica, no caso
da carga viral média, foi utilizada a expressao (4.9) para a fungdo H(«). As manipulagoes
algébricas para a obtengao de (4.9) sdo mostradas a seguir.

Considerando H(«) = uf{v | (v) > a}, para cada t > 0. Para a =0 e a = 1, temos:
HO) = p{v | z(v) > 0} = ul0,1] =1 e H1) = p{v | z(v) > 1} = u0,v). Para
0 < a <1, temos

H(a) = pfv | 2(v) > a} = p{o | e X" > a} = pfv [ A(v) < _lnTa} —

u[()?'vmin] s€ _lnTa S 0
=9 10,d se 0 < —lna <]

Ina

1 se—T>1
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1[0, Vyin] se =1

=4 w[0,4] see ' <a<l (A1)
1 sea<e!
em que
a = Vpin + (Vs — vmm)(—lnTa) (A.2)

desta forma v,,;, < a < vy Para obter p[0,a], vamos definir uma medida fuzzy, adequada
para o caso estudado.

Para qualquer subconjunto A de ntimeros reais, sua medida fuzzy é dada por

SUDyec A p(”) se A 7é w

A) =
w4) 0 se A = (.

A Figura A.1, mostra o conjunto fuzzy triangular com carga viral média, tomando v —§ >

Umin € U+ 0 < wvpr e H(1) = p0, vpin] = 0.

min M max

Figura A.1: Carga viral média.

Para calcularmos p[0, a], levamos em conta a posi¢ao do ponto a (A.2), pois vy, < a < vpy.

A anélise é feita em trés casos; (A.3), (A.6) e (A.9).

1. Para
Upnin < @ <V —0 (A.3)
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temos que p[0,a] = 0. Para (A.3) determinamos o intervalo de defini¢ao de a. Substi-

tuimos (A.2) em (A.3), obtemos:

In o

Umin < Umin + (UM — Umm)(_T) S v — 5 (A4)
Portanto,
V=8—Vpin
6_<”1M*vmin>t S a < ]_ (A5)
2. No caso de
v—d<a<u (A.6)

temos que £[0, a] = p(a) = +{vmin + (Va1 — Vmin) (—2%) — v + 6]. Substituindo (A.2) em
(A.6), obtemos:

1
U —0 < Upin + (Vs — vmm)(—%) <v (A.7)
Portanto,
e Grmn ) < o < o Cimmin )t (A8)
o que fornece o intervalo de defini¢ao de «.
3. Para
v<a<ouvy (A9)

temos que [0, a] =1 com procedimento anélogo ao anterior obtemos

1
0 < Vi + (01 = Vinin) (=) < v, (A.10)

Portanto,

¢ _(3_6_Umin)t
€ S (8% S (& UM ~Vmin

(A.11)

Observamos que nao é necessério dividir o intervalo [v, V], pois i[0, a] assume o valor

1 em todo intervalo.
De (A.1) e considerando (A.6), (A.8) e (A.11), obtemos:

;

1 sel<a< e—(vi;f;n;’;n)t

X7 Vmin 2=6—Vmin

H(a) = q p(a) se e_<”M—”min>t <a< 6_<”M_”min>t

v=6—Vmin

0 se e_(”zvr”min)t <a<l

\
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em que p(a) = +{vmin + (Vi — Vmin)(—%2) — v + 6], que define a fungdo H para todos os

pontos o entre 0 e 1.

A.2 Cailculo de Hi(«)

Quando calcularmos a esperanca fuzzy da taxa de transferéncia, para a carga viral média
utilizamos a expressao (4.15) para a fungdo H;(a). As manipulagoes algébricas sao analégas
aquelas apresentadas na secao A.1, mostradas a seguir.

Considerando Hy(«a) = p{v | A(v) > a}, é facil ver que para @ = 0 e = 1, entdo

H,(0) =1e Hi(1) = p[var, Vmaz). Para 0 < a < 1, temos

1 se =0
Hi(a) = ¢ plar, vmae] se0<a <1 (A.12)

L[Var, Vmaz] S€ =1
A medida fuzzy é a mesma utilizada na segdo A.1. Para calcularmos pfai, Ve, levamos
em conta a posicdo do ponto ay, a1 = Vmin + (Vamr — Umin )@, POIS Upin < a1 < vpr. Vamos

analisar trés casos (A.13), (A.16) e (A.19).

1. Para

Umin < @1 S U (A.13)
temos que p[ai, Vmee] = 1. Para (A.13) determinamos o intervalo de defini¢ao de a.

Substituimos a; em (A.13), obtemos:
Umin < Umin + (UM - Umin)a S v (A14)

Portanto,
0<a< = tmin (A.15)
UM — Umin

Observamos que na secao A.1 o limitante superior de a é v — d, neste caso é v, pois

([ar, Vmaz] assume o mesmo valor em v, < a3 < v.
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2. Se
v<ar <v+9 (A.16)
temos que play, Vmaz] = plar) = _Tl[vmm + (Var — Umin ) — v — §], analogamente, obtemos
U < Upin + (V1 — Uppin )0 < 0 + 0. (A.17)
Portanto,
- Umin 5 - Umin
L7 Vmin o 20T Umin. (A.18)
UM — Umin UM — Umin
3. No caso
V460 <a; <oy (A.19)

temos que play, Vma:] = 0, analogamente, concluimos que

U= Umin o (A.20)

UM — Umin

fornecendo o intervalo de definicao de a.

De (A.12) e considerando (A.15), (A.18) e (A.20), obtemos

1 se 0 < < ——min
M —VUmin
Hy(a) =4 p(a1) = = Hmin + (Uar — vmin)r — v — 6] se 2o < g < L0 toin
0 se %‘5__& <a<l1
M —Umin

deduzindo a funcao H;(«).
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Apeéendice B
Fungoes Hy(a), H3(a) e Hy(a)

Neste apéndice apresentamos os calculos para obter as fungoes Hy(«), Hz(a) e Hy()
introduzidas no capitulo 5. Exporemos as manipulagoes algébricas de Ho(r) na segao B.1, de

Hj(a) na segao B.2 e de Hy(«r) na se¢ao B.3.

B.1 Calculo de Hy(«)

No célculo da esperanca fuzzy para a proporcao da populacao assintomatica, no caso do
nivel de C' D4+ médio, foi utilizada a expressao (5.5) para a fungdo Hy(a). As manipulagoes
algébricas para a obtengao de (5.5) sdo mostradas a seguir.

Como vimos no Capitulo 2, o ponto fixo da fun¢do Hs(a) = p{c | z(c) > a}, para cada

t > 0 fornece a FEV[z]. Para a =0 ¢ o = 1, temos:
Hy(0) = p{c|z(c) > 0} =pl[0,1) =1e Hy(1) = p{c | z(c) > 1} = plewr, Cmax)-
Para 0 < a < 1, temos

1y(0) = pufe] o() > a} = pfe | e > a = pfe | Ae) < —5} =

wlenrs Cmaz] s€ 0 =1
=9 plag, Cpae] see Tt <a<1 (B.1)

1 sea<et
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em que

In o

a2 = x + enr = cin) (), (B2)

desta forma ¢,,;, < ay. Para determinar plas, ¢paz), analégo ao Apéndice A, vamos definir a

medida fuzzy por

P, ple) se A £ 0
0 se A= 10

p(A) =

para A C R.
A Figura B.1, mostra o conjunto fuzzy triangular com nivel de C'D4+ médio tomando

C—0 > Cpin € C+0 < ¢y e plear, Cmaz] = 0. Para calcularmos pi|ag, ¢z, levamos em conta a

Figura B.1: Nivel de C' D4+ médio.

posi¢ao do ponto as (B.2), pois v, < az < vy A andlise é feita em trés casos; (B.3), (B.6)

e (B.9).

1. Para
Cmin < a3 < ¢ (B.3)
temos que pfag, Cmaz] = 1. Para (B.3) determinamos o intervalo de definicao de a.
Substituimos (B.2) em (B.3), obtemos:

Ina
Crin < CM + (CM — cmm)(—

) sc (B-4)
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Portanto,

—ctepg )t

el <a< e_<°M—sz'n (B.5)

Observamos que nao é necessario dividir o intervalo [¢pin, |, POIS f[ag, ¢z assume o

valor 1 em todo intervalo.

2. No caso de

c<ay<c+9d (B.6)

1 Ina

temos que ju[az, Cpaz) = plaz) = s[—car — (ear — Cmin) (5) + ¢ + 0. Substituindo (B.2)

em (B.6), obtemos:
In a

c<ecy+(en— cmm)(T) <c+o (B.7)
Portanto,
—c+ec —c—d0+c
e_<CM—C:$n>t <a< 6_<CM_Cm£Z>t (BS)
o que fornece o intervalo de definigao de a.
3. Para
c+6<ay<cy (B.9)

temos que p[as, e = 0 com procedimento andlogo ao anterior obtemos

1
c<car+ (ear — cmm)(%) < cur (B.10)
Portanto,
—c—d+c
e_(CM—szI'\Z)t <a<l1 (B.ll)

De (B.1) e considerando (B.5), (B.8) e (B.11), obtemos:

¢

1 se) <a< e_(c;jc%n)
H(a) = h(an) se e ()t < o < ¢ (o) (B.12)
0 se e_(ﬁﬁ <a<l,

\

definindo a funcao H, para todos os pontos « entre 0 e 1.
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B.2 Calculo de H;s(«)

Quando calcularmos a esperanca fuzzy da taxa de transferéncia, para o nivel de C D4+
médio foi utilizada a expressao (5.11) para a fun¢do Hjz(a). As manipulagdes algébricas sao
analogas aquelas apresentadas na secao B.1, mostradas a seguir.

Considerando Hs(o) = pu{c | A(v) > a}. E fécil ver que, se a = 0 e a = 1, entdo Hs(0) = 1
e H3(1) = p[0, ¢pin). Para 0 < a < 1, temos

1 sea =10
Hs(a) = p[0,a5] se0<a<1 (B.13)
1[0, Cnin] se a =1
onde az = ¢y — (Cyr — Cpin) 0

A medida fuzzy é a mesma utilizada na segao B.1. Para calcularmos p[0, a3, levamos em

conta a posi¢ao do ponto asz; az = ¢y — (Cyr — Cin ), POIS Crin, < a3z < ¢ypy. Vamos analisar

trés casos (B.14), (B.17) e (B.20).

1. Para

Conin < Q3 < Cc—0 (B.14)

temos que p[0, as] = 0. Para (B.14) determinamos o intervalo de defini¢io de a.. Subs-

tituimos a3 em (B.14), obtemos:

Cmin < cr — (pr — Cnin)ax < c— 6 (B.15)
Portanto,
—etotem g (B.16)
CM — Cmin
2. Se
c—o0<az<c (B.17)

temos que 1[0, as] = p(as) = tlesr — (¢pr — Cmin)a — ¢ + 0], analogamente, obtemos

c—0<cy— (ep — Cnin)ax < C. (B.18)
Portanto,
— —c+0
etem o Tetoten (B.19)
CM — Cmin CM — Cmin
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3. No caso

c<as <cy (B.20)

temos que [0, ag] = 1, analogamente, concluimos que

—Q+(5+CM

CM — Cmin

<a<l (B.21)
fornecendo o intervalo de definicao de a.

De (B.13) e considerando (B.16), (B.19) e (B.21), obtemos

1 se 0 < o < —etem
CM —Cmin

Hs(a) = S whi(as) = tewr — (car — Coin)x — ¢+ 6] se C;\fjﬁ <a< ﬁ . (B.22)
0 se ZEHEA < <]

deduzindo a funcao Hj(a).

B.3 Calculo de Hy(«)

No calculo da esperanca fuzzy para a proporcao da populagao sintomatica, no caso da
carga viral média, foi utilizada a expressao (5.28) para a funcdo Hy(«). As manipulagoes

algébricas para a obtengao de (5.28) sdo mostradas a seguir.

Considerando
In(1—«)
H4(Oé) = :U“{(ch) : y(tava C) > Oé} = :U“{(U7C) : )\("U,C) > _f} (BQS)
para cada t > 0, em que ¢ é dado por ¢(v) = et
A medida fuzzy utilizada é dada por:
5.
p(v)dv se B # 1)
uB)=1¢ °°F (B.24)
0 se B=1)
com B = [v(t), Uz Para 0 < a < 1 e para cada t > 0, temos
1 se —M <0
Hi(@) = § plo(t), vma) se 0 < =200 < (B.25)
0 se —M > 1
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sendo

In(l—
U(t> = Umin — M(UM - Umin)- (B26)
Assim,
1 sea=0
Hy(a) = ¢ p[v(t), vmee] se0<a<1—et . (B.27)
0 sea>1—et

Para calcularmos p[v(t), Vmaz), levamos em conta a posicdo do ponto v(t) (B.27), pois

Umin < U(t) < wvpr. A andlise é feita em quatro casos; (B.28), (B.31), (B.34) e (B.37).
1. Para
Vnin < V(1) <v—10 (B.28)
temos que pu[v(t), Umasz) = 1, pois § [ p(v)dv = 1. Para (B.28) determinamos o intervalo
de defini¢ao de . Substituimos (B.26) em (B.28), obtemos:

In(l—a)

Umin < Umin — f(UM - Umin) S v — 6 (B29)
Portanto,
(—y+5+vmm)t
0<a<1-—e\"n—"min (B.30)
2. No caso de
v—9d<u(t)<uv (B.31)

26 wWm 1)2. Substituindo

temos que [v(t), Vmas] = + (5 _ ) )

(B.26) em (B.31), obtemos:

—y+5)(v(t)—y+5)> —1_ %(v(t

In(1—
V— 0 < Upmin — M(UM — Upin) < U (B.32)
Portanto,
1— e(_vﬂijﬂn)t <a<l- e(v_]\?jﬁﬁﬁ)t (BB?))
o que fornece o intervalo de definicao de a.
3. Para
v<o(t)<v+0 (B.34)



_ (wrs—v(t) (v(t)—v =) ) _

temos que p[v(t), Vmas] = 5 < s (=28 4 1)? com procedimento

analogo ao anterior obtemos

In(l—
Portanto,
—V+Vmin —v=0+vimin
1— e(”M_Umin>t <a<l1l- e( VM ~Vmin )t (B36)
4. No ultimo caso
v+ <o(t) <ovy. (B.37)
Concluimos que [v(t), Umaz] = 0. Analogamente,
( —v—=6+Vmin )t
L—elmm—rmin )" <a<1—e" (B.38)
De (B.27) e considerando (B.30), (B.33), (B.36) e (B.38), obtemos:
( —0+0+vpmin
1 SeOSaSl—e(UM_Umzn>t
1—%(@%—}—1)2 sel—e(%)t<a§1—e(%)t
—V4+Vmin —V—0+Vpin
H4(Oé) = %(Q_Tv(t) + 1)2 se 1 — e(vM*vmin)t <a<l-— e( VM ~VUmin )t (B39)
—v—=0+Vmin
0 sel—e< vM*vmm> <a<l—e
| 0 sea>1—et,

definindo desta forma Hy(«).

163



164



Bibliografia

Bando, F. M. (2002). Sistemas fuzzy e aproximagcao universal. Tese de Mestrado, IMECC,

Universidade Estadual de Campinas, Campinas, Brasil.

Barros, L. (1992). Modelos Deterministicos com Parametros Subjetivos. Tese de Doutorado,

IMECC, Universidade Estadual de Campinas, Campinas,Brasil.

Barros, L. e Bassanezi, R. (2001). Introducao a teoria fuzzy aplicagoes em biomatematica. In

Minicurso, paginas 1-46, Campinas, Brasil. Congresso Latino Americano de Biomatematica.

Barros, L., R.C.Bassanezi, e M.B.Leite (2003). The epidemiological models SI with fuzzy
parameter of transmission. Computers and Mathematics with Applications, 45:1619-1628.

Bassanezi, R. (2002). Ensino-Aprendizagem com Modelagem Matemdtica. Editora Contexto,

Brasil.

Caetano, M. e Yoneyama, T. (1999). A comparative evaluation of open loop and closed loop

drug administration strategies in the treatment of AIDS. Academia Brasileira de Ciéncias,

71:589-597.

Castro, L. e Timmis, J. (2002). Artificial Immune Systems: A New Computational Intelligence
Approach. Springer-Verlag, EUA.

Coutinho, F., Lopez, L., Burattini, M., e Massad, E. (2001). Modelling the natural history of
HIV infection in individuals and its epidemiological implications. Bulletin of Mathematical

Biology, 63:1041-1062.

165



Dubois, D. e Prade, H. (1980). Fuzzy sets and systems - Theory and applications. Academic
press, New York, EUA.

Hiillermeier, E. (1997). An approach to modelling and simulation of uncertain dynamical

systems. International Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based Systems,

5(2):117-137.

Jafelice, R., L.C.Barros, R.C.Bassanezi, e F.Gomide (2002a). Fuzzy rules in asymptomatic
HIV virus infected individuals model. In Frontiers in Artificial Intelligence and Applications,

85, paginas 208-215. IOS Press Ohmsha, Amsterdam,Holanda.

Jafelice, R., L.C.Barros, R.C.Bassanezi, e F.Gomide (2002b). Modelos epidemiolégicos com
parametros subjetivos. Technical report, Departamento de Engenharia de Computagao e

Automacao Industrial , FEEC, Universidade Estadual de Campinas.

Jafelice, R., L.C.Barros, R.C.Bassanezi, e F.Gomide (2003a). Fuzzy modeling in asymptomatic
HIV virus infected population (aceito). Bulletin of Mathematical Biology.

Jafelice, R., L.C.Barros, R.C.Bassanezi, e F.Gomide (2003b). Methodology to determine the

evolution of asymptomatic HIV population using fuzzy set theory (submetido).

Kandel, A. (1986). Fuzzy Mathematical Techniques with Applications. Addilson-Wesley Pu-

blishing Company.

Klir, G. e Yuan, B. (1995). Fuzzy Sets and Fuzzy Logic Theory and Applications. Prentice-Hall
PTR, New Jersey, EUA.

Leite, M. (1999). Heterogeneidade populacional e fatores abidticos na dindmica de uma epide-

mia. Tese de Doutorado, IMECC, Universidade Estadual de Campinas, Campinas, Brasil.
Lima, E. (1976). Curso de Andlise, volume 1. IMPA - CNPq, 6rd edition.

Mizukoshi, M., Y.Chaco-Cano, Barros, L., e Bassanezi, R. (2003). Equagao diferencial com
parametro fuzzy. Relatério Técnico 09, IMECC-UNICAMP.

166



Mood, A., A.Grayoill, F., e C.Bives, D. (1974). Introduction to the Theory of Statistics. Mc
Graw-Hill, EUA, 3rd edition.

Morio, S., Soda, K., HashimotoY, S., Fukutomiy, K., Ichikawa, S., Kamakura, M., e Nakaya-
ma, H. (1996). Simulation of the heterosexual HIV/AIDS epidemic in Japan by a fuzzy
mathematical model. Yonago Acta Medica, 39:83-98.

Murray, J. (1990). Mathematical Biology. Springer-Verlag, EUA.
Nguyen, H. e Walker, E. (2000). A First Course in Fuzzy Logic. Chapman e Hall/CRC.
Novak, M. (1999). The mathematical biology of human infections. Conservation Ecology, 3.

Novak, M. e Bangham, C. (1996). Population dynamics of immune responses to persistent

viruses. Science, 272:74-T79.

Oberguggenberger, M. e Pittschmann, S. (1999). Differential equations with fuzzy parameters.
Math. and Computer Modelling of Dynamical Systems, 5:181-202.

Ortega, N. (2001). Aplicacio da Teoria de Ldgica Fuzzy a Problemas da Biomedicina. Tese

de Doutorado, Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, Brasil.

Palma, L. (2000). Modelo para AIDS entre a infecgdo e a manifestacdo da doenca, com
parametro subjetivo. Trabalho de iniciagao cientifica do IMECC, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas,Brasil.

Pedrycz, W. e Gomide, F. (1998). An Introduction to Fuzzy Sets: Analysis and Design. MIT
Press, Cambridge, EUA.

Perelson, A. e Nelson, P. (1999). Mathematical analysis of HIV-1 dynamics in vivo. SIAM
Review, 41:3-44.

Peterman, T., Drotman, D., e Curran, J. (1985). Epidemiology of the acquired immunodefi-
ciency syndrome AIDS. Epidemiology Reviews, 7:7-21.

167



Raimundo, S. (1996). Uma Abordagem Deterministica da Interagao de Doengas AIDS e TB
num Presidio. Tese de Doutorado, IMECC, Universidade Estadual de Campinas, Campinas,

Brasil.

Ralescu, D., Ogura, Y., e Li, S. (2001). Set defuzzification e Choquet integral. International

Journal of Uncertainty, Fuzziness e Knowledge-Based Systems, 9:1-12.
Rouvray, D. (1997). The treatment of uncertainty in the sciences. Endeavour, 21(4):154-158.

Saag, M. (1995). Diagndstico laboratorial da AIDS presente e futuro. In Sande, M. e
P.A.Volberding, editors, Tratamento Clinico da AIDS, paginas 27-43. Revinter, 3rd edi-

tion.

Sanchez, E. (1977). Solutions in composite fuzzy relation equations: application to medical

diagnosis in brouwerian logic. In Fuzzy Automata and Decision Processes, paginas 221-234.

M.M. Gupta, North-Holland, Amsterdam.

Sanchez, E. e Bartolin, R. (1990). Fuzzy inference and medical diagnosis, a case study. Int.

J. Biom. Fuzzy Systems Ass., 1:4-21.

Sugeno, M. (1974). Theory of Fuzzy Integrals and Its Applications. Tese de Doutorado, Tokyo
Institute of Technology, Japan.

Tan, W. e Wu, H. (1998). Stochastic modeling of the dynamics of C D4+ T-Cell infection by
HIV and some Monte Carlo studies. Mathematical Biosciences, 147:173-205.

Zadeh, L. (1965). Fuzzy sets. Information and Control, 8:338-353.

168



Indice de Autores

Bando, 2002, 20
Barros e Bassanezi, 2001, 15
Barros et al., 2003, 3, 32, 50
Barros, 1992, 17
Bassanezi, 2002, 49, 50, 105

Caetano e Yoneyama, 1999, 41
Castro e Timmis, 2002, 7
Coutinho et al., 2001, 9

Dubois e Prade, 1980, 49
Hiillermeier, 1997, 118

Jafelice et al., 2002a, 3, 50, 78, 98, 125
Jafelice et al., 2002b, 58, 98, 125

Jafelice et al., 2003a, 93, 126

Jafelice et al., 2003b, 3, 50, 106, 113, 126

Kandel, 1986, 32, 99
Klir e Yuan, 1995, 18, 19

Leite, 1999, 56
Lima, 1976, 122

Mizukoshi et al., 2003, 118
Mood et al., 1974, 122
Morio et al., 1996, 3, 50

169

Murray, 1990, 37, 38, 100, 101, 124

Nguyen e Walker, 2000, 14, 32, 107
Novak e Bangham, 1996, 40, 149
Novak, 1999, 43

Oberguggenberger e Pittschmann, 1999, 118
Ortega, 2001, 50
Ortega, 2001, 3

Palma, 2000, 52

Pedrycz e Gomide, 1998, 24

Perelson e Nelson, 1999, 9

Peterman et al., 1985, 35, 36, 100, 124

Raimundo, 1996, 33
Ralescu et al., 2001, 32
Rouvray, 1997, 15

Saag, 1995, 6, 7, 9

Sanchez e Bartolin, 1990, 3
Sanchez, 1977, 3, 50
Sugeno, 1974, 31, 67

Tan e Wu, 1998, 33

Zadeh, 1965, 4



