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Resumo

Silva Junior, Francisco Ilson, Modelagem e Implementagcao Computacional da Poroelastici-
dade Acoplada. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual

de Campinas, 2003, 153 p. Dissertacao (Mestrado).

Sistemas mecanicos contendo materiais poroeldsticos sao bastante empregados em aplicacoes
de engenharia tais como: controle de ruido em automoveis e aeronaves, modelagem geofisica,
biomecéanica, etc. A pesquisa do presente trabalho é focada no estudo dos fenémenos de
propagacao de ondas elasticas e actsticas em meios poroelasticos acoplados e na simulagao
computacional usando-se um método numérico. Uma formulagao de elementos finitos mista
¢é utilizada, baseada nas equacoes classicas de Biot modificadas, escritas em termos do des-
locamento estrutural (u) e da pressao actstica (p) nos intersticios preenchidos pelo fluido,
formulacdo (u,p). A implementacao computacional da presente aproximagao em elementos
finitos possui seu cédigo em linguagem C++ com programacao orientada a objetos (POO),
a qual é discutida neste trabalho. Modelos de elementos unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais com as caracteristicas de materiais poroeldsticos foram implementados. Os
problemas da poroelasticidade acoplada resolvidos no presente trabalho sao: problemas pa-
rabdlicos transientes (dominio do tempo) e problemas dinamicos (dominio da freqiiéncia).
Validagoes numéricas a partir de resultados encontrados na literatura e de solugoes analiticas
sao apresentadas. Problemas actusticos acoplados com meios porosos, dos quais sao analisa-
dos a capacidade de absorcao e o comportamento vibroacustico dos materiais absorvedores,
sao estudados para diversas geometrias e layouts. A partir de tais resultados pode-se ca-
racterizar a influéncia do acoplamento actstico-poroelastico na propriedade de absorcao dos
materiais poroelasticos. Conclui-se que o procedimento de implementacao computacional
feita neste trabalho pode ser uma ferramenta de grande utilidade no projeto e caracterizacao

do comportamento de sistemas de isolagao actstica contendo materiais poroelasticos.

Palavras chaves: Poroelasticidade, Elementos Finitos, Absor¢ao Acustica, POO.



Abstract

Silva Junior, Francisco Ilson, Modelling and Computational Implementation of the Coupled
Poroelasticity. Campinas, Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual

de Campinas, 2003, 153 p. Dissertacao (Mestrado).

Poroelastic materials are frequently used in engineering applications such as: noise control
in automobiles and aircrafts, geophysical modelling, biomechanics, etc. In this research, it
was studied a formulation of propagation phenomena of elastic and acoustic waves in cou-
pled poroelastic media and discuss the computational simulation using a numeric method.
A mixed finite element formulation was applied and based in the classic equations of Biot,
rewritten in terms of structural displacement (u) and acoustical pressure (p) of the fluid that
fills in the interstitial volume. The computational implementation of the finite element ap-
proach has been done in C++ language with the oriented object programming (OOP) which
is discussed in this work. Unidimensional, bidimensional and tridimensional elements with
features of the poroelastic materials are implemented. Two types of coupled poroelasticity
problems are solved: transient parabolic in time domain and dynamic in frequency domain.
Numeric validations by well known results founds in the literature are presented. For coupled
acoustic porous media the absorption capacity is analyzed and the vibro-acoustical behavior
of the absorbing materials is studied for several geometries and layouts. The influence of
the acoustic-poroelastic coupling in the absorption property of the system is characterized.
The computational implementation done in this work can be a useful tool in the design and

characterization of acoustic insulation systems with the present poroelastic materials.

Key words: Poroelasticity, Finite Element, Acoustical Absorption, OOP.
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Capitulo 1

Introducao

Estudos extensivos vem sendo conduzidos para o desenvolvimento de modelos analiticos que
reflitam o comportamento de materiais poroeldsticos usados em actstica. Esses modelos
sao usados para predizerem a propagacao de ondas acusticas e elasticas em materiais com
comportamento poroeldstico. Devido a sua grande aplicacao em engenharia e a necessidade
de modelos rapidos, versateis e eficientes, varias modelos numéricos baseados na técnica de
Elementos Finitos vem sendo propostos e implementados. Esses modelos sao usados para
predizerem a absorcao, as caracteristicas de perda de transmissao, condi¢oes de contorno e
como ferramenta para a otimizagao destas propriedades. Um exemplo disto é a determinacao
da geometria de construcoes complexas de materiais absorvedores em cavidades acusticas.
Estruturas contendo materiais poroeldsticos sao amplamente usadas devido as sua pro-
priedades de absorgao e isolagao do som bem como as suas caracteristicas de amortecimento.

Dentre outras podem-se citar as seguintes aplicacoes:

e Controle de ruidos em automéveis

Controle da qualidade do som em ambientes domésticos e industriais

Sistemas de isolagao actustica em aeronaves

Mecanica dos Solos

e Escoamento em meios porosos

Modelagem de sistemas biomecanicos



Em uma aplicacao tipica destes materiais em aeronaves comerciais, é desejado um isola-
mento acustico eficiente e que proporcione conforto e qualidade sonora aos passageiros. Este
sistema, dito passivo, em associacao com outros, ditos ativos, realizam o controle de ruidos
em uma aeronave. As propriedades, as configuracoes, as formas e a localizacdo de camadas
de materiais poroelasticos sao fatores influentes na maximizacao da absorcao actstica.

Um sistema de isolagdo de um jato comercial é mostrado em detalhe na Figura (1.1). O
sistema é composto por diversos tipos de materiais porosos (Lamary et al., 2001), associado

a dispositivos de amortecimento, sendo sua descricao fisica real bastante complexa.

Materiais Absorvedores

3
Viscoelastico Wor
(amortecedores) % | Compésitos
o
: v Viscoelastico
i 2
» <
i ".g camada de retencao
{ b
i protecéo !fi
~ 5 B
camada de retengéo [ ,:3
"-%
] &
Ambiente i b Ambiente
Exterior H Bkl — espuma Interior
: =
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Figura 1.1: Esquema de montagem estrutural e controle de ruido em uma aeronave comercial

Para o caso exemplar da industria automobilista, o projeto de isolamento actstico em
seus habitaculos passam por diversas etapas. A validacao da eficiéncia destes, na maioria
dos casos, vem de andlises experimentais as quais refletem em testes, o desempenho e a ab-
sor¢ao acustica dos sistemas absorvedores escolhidos. Com a utilizacao de modelos numéricos
confidveis algumas etapas poderiam se tornar mais rapidas e menos onerosas. Neste sentido,
a ferramenta necessaria para o projetista é um ambiente virtual onde se reproduza numeri-

camente os fenomenos de um teste. Na grande maioria dos casos, o procedimento baseado



na simulagao computacional se torna menos oneroso e agrega valor ao produto final.

1.1 Motivacao e objetivos

O interesse no desenvolvimento de métodos preditivos em Vibro-actstica nasceu da ex-
periéncia acumulada no Departamento de Mecanica Computacional neste tema, onde em
trabalhos anteriores foram evidenciados varios fenomenos actsticos e aplicacoes variadas
de materiais poroeldsticos (Campos, 1995) e (Nunes, 2001). Dentre os trabalhos citados,
destaca-se a contribuicdo de (Nunes, 2001), o qual consiste em uma investigagao tedrica e
experimental de cavidades acusticas, explorando-se os efeitos da presenca de materiais ab-
sorvedores em um modelo experimental de um habitaculo veicular.

A poroelasticidade vem sendo amplamente discutida na comunidade cientifica e é um
tema interessante devido a sua grande aplicacao em engenharia.

O presente trabalho nao apresenta uma formulacao inédita para o estudo da poroelasti-
cidade mas contribui com uma a técnica de implementacao orientada a objetos em materiais
poroelésticos utilizados em acustica, que foi aplicada inicialmente em baixas freqiiéncias.

Assim, a implementagao computacional de um modelo numérico que resolva de forma
versatil os modelos e aplicagoes de materiais poroeldsticos em actstica foi o principal ob-
jetivo deste trabalho. Com o intuito de mostrar a validade do Método de Elementos Fi-
nitos nesta aplicagao, resultados amplamente discutidos na literatura foram comparados e
ainda proposi¢ao de problemas, nos quais se evidencie a eficiéncia e a utilidade dos métodos
numéricos.

Entre os objetivos especificos podem ser citados: a criacao de uma ferramenta rapida e
eficiente aplicada aos projetos de sistemas absorvedores, realizar o estudo da fenomenologia
e das hipoteses usadas na modelagem, a ampliacao do uso dos modelos para o caso do
acoplamento poro-actstico e o estudo da influéncia de parametros fisicos e computacionais

sobre os campos acoplados.

1.2 Descricao do Trabalho

O presente trabalho esta organizado conforme descrito a seguir:
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No Capitulo 2, apresenta-se uma descricao do campo de estudo de sistemas acoplados e
como se insere o problema da poroelasticidade. Uma revisao historica da literatura sobre os
modelos e as principais formulagoes numéricas é apresentada.

O Capitulo 3 mostra um estudo sistematico das propriedades dos materiais, dos fenomenos
da propagacao de ondas em materiais poroelasticos, das hipoteses e teorias simplificadoras
do problema, do efeito de impedancia e absorcao em cavidades actsticas, conceitos que foram
aplicados neste trabalho.

No Capitulo 4, tem-se a partir do entendimento das equagoes diferenciais regentes do pro-
blema da poroelasticidade acoplada, descritas no Capitulo 3, o detalhamento da formulacao
numérica de Elementos Finitos implementada computacionalmente.

No capitulo 5, mostra-se a proposta de implementacao computacional realizada, destacando-
se as principais contribui¢oes detalhadas no programa Meflab+4, em uma formulacao de ele-
mentos finitos compilada em uma linguagem C++ com uma filosofia de orientagao a objetos.

O capitulo 6 contém a validacao desse modelo e do método numérico implementado.
Foram testados diversos problemas encontrados na literatura. A proposta de aplicacao em
dominios unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais foi concebida em problemas de
vibro-acustica e no estudo numérico dos efeitos das propriedades dos materiais poroelasticos
em cavidades actsticas. Problemas envolvendo o acoplamento actistico-poroelastico sao dis-
cutidos.

No Capitulo 7 apresentam-se as conclusoes do presente trabalho, bem como sugestoes
para trabalhos futuros nesta area de pesquisa.

Este trabalho abre perspectivas para aplicagoes maiores onde se esta interessado em pro-

jetos e na determinacao de solucoes Otimas para sistemas absorvedores actsticos.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Sistemas Acoplados

Uma sintese e uma classificacao dos sistemas acoplados sao apresentados com a finalidade de
posicionar globalmente o problema da poroelasticidade acoplada.

A andlise de sistemas acoplados é aquela onde ha uma juncao entre dois ou mais campos
de engenharia. Devido a sua grande aplicagao, a sua modelagem tem sido objetivo de muitos
estudos hé algum tempo. Trabalhos aparecem na literatura desde os anos vinte (Lamb, 1920).

Nos anos setenta e oitenta, um grande nimero de trabalhos sobre o assunto receberam
destaque na literatura cientifica. Foi dada uma maior énfase a escolha da descricao e da
formulacao matematica a ser utilizada em problemas acoplados.

Dentre as formulagoes mais usuais pode-se citar as formulagoes Eulerianas para o dominio
fluido e as formulagoes Lagrangianas para o dominio sélido. Todavia, varias possibilidades
foram e sao estudas, a fim de se procurar para cada caso especifico a melhor forma de descrever
e resolver as equacgoes de sistemas acoplados. Uma analise de materiais piezelétricos, por
exemplo, resulta da interacao entre os campos estruturais e elétricos. Outros exemplos de
analise de sistemas acoplados sao as que envolvem os campos térmico-estrutura, térmico-
elétrico e fluido-estrutura.

Nesta revisao, sera dada énfase ao estudo de sistemas acoplados dentro de um contexto

dos métodos numeéricos, mais particularmente no contexto do método dos Elementos Finitos.



2.1.1 Classes de Problemas Acoplados

De acordo com (Zienkienwicz et al., 1965), um do pioneiros na drea de modelagem numérica,
os sistemas podem ser formulados usando-se uma técnica mista ou acoplada.

Formulacoes mistas sao aquelas aplicadas para um dominio simples nas quais as equagoes
e as condicoes de contorno que descrevem o fenomeno fisico baseiam-se em um ntimero de
variaveis dependentes, as quais podem ser reduzidas por eliminacao, ainda se mantendo como
um problema com solu¢ao. Enquadram-se nesta classe as formulagoes em deslocamento, em
forgas e as mistas.

Por outro lado as formulagoes acopladas sao aquelas aplicadas em multiplos dominios e
as variaveis dependentes que usualmente (mas nao sempre) descrevem diferentes fenomenos
fisicos respeitam as seguintes restri¢oes: (a) nenhum dos dominios pode ser resolvido separa-
damente um do outro; (b) nenhum conjunto de varidveis dependentes pode ser explicitamente
eliminado ao nivel de equacao diferencial.

Em sistemas acoplados a solucao de um subdominio em separado pode ser um problema
bem definido, quando as variaveis correspondentes ao outro subdominio sao conhecidas. Isto
nem sempre pode ser feito para as formulagoes de problemas mistos.

Ainda segundo (Zienkienwicz, 1984), os sistemas acoplados podem ser classificados em

duas categorias:

Classe I - Problemas nos quais o acoplamento ocorre somente nas interfaces dos dominios.
Ocorre através da imposigao das condigoes de contorno. Uma subdivisao ainda é feita:
a) problemas nos quais diferentes varidveis dependentes existem em diferentes dominios
b) problemas nos quais idénticas variaveis dependentes existem em diferentes dominios
Classe II - Problemas que contenham os varios dominios sobrepostos (com uma intersecgao

seja parcial ou total entre eles). Neste caso o acoplamento ocorre através das equagoes

diferenciais governantes normalmente referentes a diferentes fenomenos fisicos.

Na primeira classe estao os problemas de interacao fluido-estrutura, os quais diferentes

meios fisicos interagem um com outro. Um outro exemplo é a interacao estrutura-estrutura,



para qual uma interface divide as regioes em analise e onde diferentes discretizagoes numéricas
podem ser utilizadas.

Para a segunda classe, o acoplamento é dito mais forte em comparacao a primeira classe.
A poroelasticidade esta nesta classe de problemas. Um exemplo fisico pode ser evidenciado
na mecanica dos solos onde o comportamento do solo é fortemente influenciado pelas pressoes
do fluido presente em seus poros (Brooks e Hughes, 1984).

A necessidade do uso de esquemas de discretizacao diferentes em campos diversos pode

surgir por varias razoes:

e Diferentes malhas de elementos finitos podem ser vantajosas para descreverem sub-

dominios.

e Diferentes procedimentos e métodos de solugao numérica ou até mesmo a combinacao
deles, como por exemplo a dos elementos de contorno com os elementos finitos em

regioes definidas, pode ser computacionalmente desejado.

e Problemas de multi-dominios podem ser simplificados quando divididos através escolha

de diferentes esquemas de integracao no tempo.

Observa-se que varias formulagoes e classes de problemas podem ser identificadas, o que

demonstra a generalidade e a abrangéncia dos estudos nesta érea.

2.1.2 Procedimentos de Analise

Diferentes procedimentos de andlises para as diversas classes de problemas acoplados sao
discutidos nesta se¢ao. Algumas de suas particularidades e razoes sao postas em evidéncia.

O procedimento para se fazer uma analise de sistemas acoplados depende de quais campos
estao sendo acoplados. Dois métodos distintos podem ser identificados: seqiiencial e o direto
(Zienkienwicz, 1984).

O método seqiiencial envolve duas ou mais andlises em seqiiéncia, cada uma feita em
um diferente campo. Pode-se acoplar os dois campos aplicando-se os resultados da primeira
analise sobre a segunda, como por exemplo: a andlise do campo de tensoes-térmicas, onde

o campo de temperaturas obtido em uma anélise térmica é aplicado como forcas de corpo

7



em uma subseqiiente analise do campo de tensdes. A Figura (2.1) ilustra um procedimento

seqiencial que pode ser acoplado ou desacoplado

Analise 1

Calculo

Resultados

1

\J A

Analise 2

Interativo

. o (Resultados

Figura 2.1: Diagrama de Anélise Seqiiencial

O método direto usualmente ja envolve uma andlise completa e simultanea dos campos.

Para este tipo de procedimento, os acoplamentos entre os campos podem ser feitos calculando-

se as matrizes de acoplamento ou através dos vetores de carregamento elementares.

Em

problemas lineares com matriz acoplada, a interacao é processada simultaneamente. Para

o procedimento via vetor de carregamento, é requerido ao menos duas iteracoes para uma

resposta acoplada. Problemas nao-lineares sao iterativos para ambos acoplamentos.

Na Tabela (2.1) é mostrado um resumo de problemas comuns em engenharia com acopla-

mento direto e o seus termos, matriz ou vetor, de acoplamento:

Tabela 2.1: Tipos de acoplamentos numéricos via formulagao direta

Tipo de Analise

Método de Acoplamento

Termo-Estrutural
Magnético-Estrutural
Eletro-Magnético
Eletro-Magnético-Térmico-Estrutural
Eletro-Magnético-Térmico
Piezelétrico
Dinamico-Termo-Fluido
Fluido-Estrutura (ex: Vibro-actstico)
Termo-Elétrico
Magnético-Térmico
Eletrostatico-Estrutural

Vetor Carregamento (matriz caso existir contato)

Vetor carregamento
Matriz

Vetor carregamento

Vetor carregamento
Matriz
Matriz
Matriz

Vetor carregamento

Vetor Carregamento

Vetor carregamento




Vale destacar que na maioria dos problemas acoplados de forma direta, apesar da inerente
simetria das matrizes, ocorre na montagem do problema acoplado, uma assimetria do sistema
de equagoes lineares.

O problema da poroelasticidade acoplada se enquadra nos problemas de interagao Fluido-
Estrutura, mais especificamente nos vibro-acisticos. O problema possui algumas particula-
ridades, entre elas estd a homogeneizacao das propriedades de dois dominios, o Fluido e o
Estrutural em um sé, constituindo assim uma superposicao de campos. Importantes carac-

teristicas deste tipo de acoplamento serao colocados em evidéncia nos capitulos seguintes.

2.2 Revisao Historica

Neste ftem sera apresentado um breve histérico sobre o desenvolvimento dos modelos e for-
mulacoes numéricas de materiais poroelasticos bem como algumas de suas aplicagoes em
engenharia.

Nos trabalhos de (Eijk e Zwikker, 1941), (Zwikker et al., 1941a), (Zwikker et al., 1941b)
e (Zwikker, 1941), apresentam-se os fundamentos teéricos dos materiais absorvedores usados
em acustica, bem como uma discussao dos novos parametros fisicos introduzidos. Técnicas
de medicoes de propriedades actusticas e parametros fisicos dos materiais absorvedores sao
exemplificados em uma montagem experimental.

Em (Biot, 1956) a teoria classica de Biot é escrita. Um desenvolvimento de modelo de
propagacao de ondas de tensao em soélidos eldsticos porosos contendo em seu interior um
fluido compressivel viscoso. A énfase deste trabalho estd nos materiais estudos na Mecanica
dos Solidos, o exemplo em estudo é uma rocha saturada por agua. Uma implementacao
numérica também é feita para evidenciar os resultados desta nova teoria.

Em (Biot, 1962), é reescrita a teoria cldssica de Biot apresentada em 1956, agora para
problemas de propagacgao de ondas actsticas em meios porosos com extensao a casos de ani-
sotropia, viscoelasticidade e dissipacao do sélido. Varios modelos dissipativos sao discutidos,
bem como seus funcionais correspondes. Um método funcional e Lagrangiano sao utilizados
para compor os termos de energia de diferentes sistemas. Processos quimicos de meios porosos

mutifasicos incluindo efeitos superficiais em uma visao da teoria da termodinamica também



sao mencionados, bem como a natureza de dissipacao termoeléastica e efeitos eletrocinéticos.

No trabalho (Rice e Cleary, 1976), os autores apresentam uma formulagao modificada para
a Teoria da Poroelasticidade de Biot, sendo propostas novas constantes com outro significado
fisico e de mais fAcil entendimento. B estudado ainda o problema de um meio poroso contendo
um fluido compressivel.

Em (Craggs, 1978), um modelo numérico de elementos finitos isoparamétricos com oito
nos ¢ usado para prever o comportamento da absorcao actstica de materiais porosos rigidos.
Resultados de simulagoes unidimensionais e bidimensionais mostram o efeito sobre os modos
de propagacao sonora. Valores Analiticos de Impedancia também sao citados neste texto.

O trabalho de (Craggs, 1979) mostra o procedimento do acoplamento de elementos
acusticos com elementos porosos em um modelo de absorcao acustica. A comprovacao do
método ¢ feita através da comparacao de resultados analiticos para um tubo de impedancia.

Em (Craggs, 1985) uma simplificagao tedrica do comportamento de absor¢ao de materiais
porosos € apresentada em termos da resistividade e densidade efetivas. Comprovagoes ex-
perimentais em uma cavidade actstica com a presenca de materiais absorvedores sao feitas.
Aplicagoes de engenharia e possibilidades de aplica¢oes industriais sao citadas pelo autor.

Em (Johnson et al., 1987), um estudo das caracteristicas fisicas conhecidas de um fluido
aprisionado em um poro de um meio poroso isotrépico é feito para uma posterior definicao
de parametros como o comprimento viscoso e térmico, caracteristicas dinamicas de materi-
ais porosos. A evolucao da tortuosidade e da permeabilidade em funcao da freqiiéncia sao
estudados a partir de um enfoque tedrico e experimental.

Em (Depollier et al., 1988), um modelo comparativo das equagdes de Biot é construido
para uma melhor aproximagao das propriedades acusticas de materiais absorvedores de som.
Novos termos dos coeficiente de Biot sao escritos.

Em (Detournay e Cheng, 1991) estudou-se a fratura hidraulica estaciondria presente em
um meio poroelastico. Uma solucao no campo de Laplace é proposta para o meio poroso
sujeito a tal carregamento.

O trabalho (Champoux e Allard, 1991) apresenta um modelo tedrico da tortuosidade

dinamica em funcao da freqiiéncia. Os resultados tedricos obtidos sao comparados com os
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resultados de uma anélise experimental de medidas actisticas sobre um material poroso rigido
e saturado de ar.

Em (Goransson, 1995b) uma formulacao residual fraca para o problema acoplado de
propagacao de ondas acusticas e elasticas através de materiais porosos flexiveis é apresentada
para um caso unidimensional em termos da pressao actstica e do campo de deslocamento
estrutural. O efeito de uma estrutura fibrosa é discutido em uma sintese de um problema
fluido-estrutura em baixas freqiiéncias pelo estudo da transmissibilidade actustica através de
uma parede dupla.

Em (Goransson, 1995a) uma nova formulagao residual é desenvolvida levando em conta
os fatores inerciais e acoplamentos fluido-estrutura. A formulagao apresentada por este autor
resulta em simetria do problema acoplado, ja que um novo campo de variaveis é introduzido:
o potencial de velocidades.

Em (Kang e Bolton, 1995), hd o desenvolvimento de um modelo bidimensional elasto-
dinamico baseado na técnica de elementos finitos para materiais eldsticos porosos usados no
controle passivo de ruidos. E aplicada a formulacao (u,U), deslocamento da fase sélida (u)
e deslocamento da fase fluida (U), com um acoplamento de dominios actstico-poroeléstico
para exemplos de tubos de impedancia sob diversas condi¢oes de contorno.

No Departamento de Mecanica Computacional da Unicamp, (Campos, 1995) reescreve
as equagoes da poroelasticidade de Biot e as equagoes modificadas segundo (Rice e Cleary,
1976) em um estado linear quase-estético. A deformagao eléstica e a difusdo fluida em meios
porosos saturados sao estudadas. O método numérico dos Elementos de Contorno é aplicado
em problemas cléssicos da elasticidade e em problemas da Mecanica dos Solos.

(Siqueira, 1995) apresenta formulagdes analiticas e numéricas para problemas cldssicos
da poroelasticidade aplicada a Mecanica dos Solos. A implementacao computacional usa
orientacao por objetos que se mostra adaptada a formulacao de Elementos Finitos.

Em (Leclaire et al., 1996b) os autores apresentam um estudo sobre o comprimento carac-
teristico viscoso que é usado para descrever o comportamento acustico de um meio poroso
saturado por fluido em altas freqiiéncias. Uma comprovacao experimental destes efeitos é

apresentada. A determinagao experimental deste parametro se da através da técnica de me-
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didas de atenuagao ultrasonica. Os valores sao comparados através do ajuste nao-linear de
curvas de dispersao.

Em (Leclaire et al., 1996a) é feito uma explanacao sobre os significados fisicos dos compri-
mentos caracteristicos viscoso e térmico de um material poroelastico. Uma discussao sobre
novas técnicas experimentais usando-se o gas Hélio para analise da transmissibilidade em
frequiéncias ultrasonicas é apresentada. A proposta deste trabalho estd no novo método de
determinacao simultanea de ambos os comprimentos caracteristicos de uma forma precisa e
confiavel.

Em (Panneton e Atalla, 1997b), linearizagdes dos termos das equagoes acopladas da po-
roelasticidade de Biot sao propostas pelos autores, ja que em trabalhos anteriores nota-se
que a técnica de elementos finitos aplicado a problemas dinamicos poroelasticos recaem em
problemas de autovetores e autovalores nao-lineares.

Para (Panneton e Atalla, 1997a), uma formulagao de elementos finitos baseado na teo-
ria classica de Biot-Allard pode ser usada para a solucao de problemas tridimensionais da
poroelasticidade acoplada. Um esquema de programacao das matrizes na formulagao (u,U)
é colocada em evidéncia. Os acoplamentos entre o fluido presente na matriz estrutural e os
diversos acoplamentos entre os campos acusticos e poroeldsticos sao detalhados. Para um
exemplo numérico que mostra o efeito da presenca de um material absorvedor poroelédstico
dentro de uma cavidade actstica tridimensional sao obtidas medidas globais do comporta-
mento dinamico de pressao.

Em (Atalla et al., 1998), uma formulagdo mista de deslocamento estrutural e pressao
intersticial do fluido (u,p) é apresentada. A formulacdo é derivada das cldssicas equagoes da
poroelasticidade de Biot acrescida do modelo de Allard. Faz-se uma implementacao com-
putacional baseada nas técnicas de elementos finitos, em sua classica forma acoplada, para
o problema fluido-estrutura envolvendo as equagoes dinamicas de uma matriz estrutural no
vacuo e de um modelo equivalente fluido actistico de Helmholtz. Uma outra discussao perti-
nente neste trabalho é o ganho de tempo em processamento obtido pelo uso da formulacao
(u,p) em comparagao com as classicas desenvolvidas por Biot-Allard (u,U).

Em (Debergue et al., 1999) sdo apresentados as diversas condi¢oes de contorno e aco-
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plamento para a formulacao fraca mista (u,p) para materiais poroeldsticos. O estudo torna
evidente as vantagens de se usar a formulagdo mista (u,p) quando comparada com a for-
mulacao (u,U), devido as montagens das matrizes de acoplamento entre os varios dominios,
acustico, poroelastico e elastico.

Em (Atalla et al., 2001), um refor¢o do modelo da formulagdo mista de materiais po-
roeldsticos desenvolvida em (Atalla et al., 1998) e (Debergue et al., 1999) é feito, onde os
coeficientes, a montagem das matrizes de elementos finitos, o acoplamento actstico, elastico
e poroelastico e a imposicao das condicoes de contorno de tais acoplamentos sao discutidos.

Em (Lamary et al., 2001), um programa feito em filosofia orientada a objetos para o
problema poroelastico, o CAVOK, é discutido e apresentado. Suas vantagens e resultados
numéricos sao explanados em uma aplicacao aero-acustica.

Em (Dazel et al., 2002) uma nova técnica de sintese modal para materiais poroeldsticos
é concebida. E proposto um método alternativo através de linearizacoes dos coeficientes de
Biot com a freqiiéncia e aplicando-se técnicas de reducao modal em problemas de elementos
finitos aplicados em materiais poroelasticos.

O trabalho de (Litwinczik, 2003) apresenta um estudo sobre irradiagdo sonora de uma
placa plana simplesmente apoiada revestida com material poroso. Um modelo de propagacao
de ondas em materiais porosos, baseado na teoria classica de Biot, é usado. Métodos expe-
rimentais de determinacao dos parametros poroelasticos sao discutidos.

Dentro deste escopo o presente trabalho aborda os modelos de Biot e Biot-Allard para
fases solidas flexiveis, incluindo-se os termos de dissipacao térmica e viscosa. Uma discussao
das propriedades poroelasticas ¢ feita, procurando-se esclarecer o sentido fisico de cada uma
delas.

Utilizando-se do Método de Elementos Finitos para as equagoes diferenciais parciais (pro-
blemas de valores de contorno) do modelo da poroelasticidade de Biot-Allard, foi proposta
uma implementacao numérica no dominio freqiiéncia e do tempo. Baseada na linguagem
orientada ao objeto, tal implementacao foi construida a partir da insercao do problema po-
roelastico em um programa mais amplo e geral, o Meflab++, em desenvolvimento por um

grupo de pesquisa do Departamento de Mecanica Computacional.
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Capitulo 3

Propagacao de Ondas em Materiais
Poroelasticos

Neste capitulo, um estudo de meios porosos com saturagao fluida é apresentado. O mo-
delo classico de Biot para a propagacao de ondas em meios poroelasticos serd discutido.
Em seguida, outros modelos derivados serao descritos para compreensao do comportamento

dinamico e transiente dos materiais poroelasticos estudados neste trabalho.

3.1 Caracteristicas dos Materiais Poroelasticos

A andlise da propagacao de ondas acisticas em meios porosos parte do processo de homoge-
neizacao das propriedades. Desprezando-se os efeitos microscépicos, assume-se os conceitos
e principios da mecanica do continuo (existéncia de potenciais e do principio da estacionali-
dade), consistindo em se medir valores macroscopicos.

O material poroelastico pode ser compreendido como sendo a superposicao de dois dominios
ou duas fases: S¢lido e Fluido. A Figura (3.1) mostra de uma forma simplificada a repre-

sentacao macroscopica do meio poroelastico.

14



Fase Sdlida Fase Fluida

Figura 3.1: Fases Sélida e Fluida de um Material Poroeléstico

De forma preliminar, pode-se afirmar que os efeitos dissipativos que os materiais po-
roelédsticos exercem sobre um fluxo de um fluido sobre este esta relacionado com as irreversi-
bilidades geradas. A dificuldade de propagacao das ondas mecanicas dentro de um material
poroelastico é fungao de como a rede é distribuida no espaco.

Uma representacao dos efeitos que influenciam os fenomenos de transporte de massa ou

energia em um meio poroeldstico é mostrada na Figura (3.2):

Gradiente de Pressao

S RS
NS

=
AU YT

Figura 3.2: Comportamento macroscépico de um fluxo sobre um material poroelastico

A variacdo da pressao (p2 — p1) do fluxo exercido através do material poroso é um dos
fatores preponderantes para se poder entender os efeitos dissipativos devido ao acoplamento

fluido-estrutura.
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De forma andloga a problemas de oOptica, a incidéncia de uma onda actustica em um
material poroeldstico pode ser entendido como a passagem de uma onda de um meio para o

outro com indices de refragao diferentes, conforme ilustrado na Figura (3.3).

Onda Acustica Plana Incidente

RN
:?Q Material =
= Poroso

S
AR A

Figura 3.3: Propagacao de ondas em um material poroelastico

3.2 Hipodteses fisicas para o problema da poroelastici-
dade

Neste item serao enumeradas as diversas hipdteses fisicas e simplificadoras para o problema
poroelastico. A relevancia dessas hipdteses estd no entendimento e na linearizacao das

equagoes diferenciais governantes. As hipdteses iniciais sao as que se seguem:

e O comprimento da onda propagante é maior que as dimensoes do volume elementar

macroscopico.
e Os corpos solidos sao homogeéneos.

e Os corpos sélidos sdo isotrépicos, ou seja, possuem propriedades como porosidade (h),
continuas em qualquer ponto. A porosidade h é definida como sendo a fragao vo-
lumétrica de poros preenchidos por fluido sobre o volume total ocupado pelo esqueleto

poroelastico.

Vi

h=——— 3.1
Vf—|—Vs ( )

Define-se ¢ como sendo o fluxo perpendicular através da area S. Para estabelecer o

balanco de massa e energia do sistema ¢é necessario se calcular as seguintes quantidades:
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onde: u; é o vetor de deslocamento estrutural,
U; é o vetor de deslocamento fluido,

w; representa o vetor de velocidade de infiltracao e

dg é o valor infinitesimal do fluxo volumétrico

Para um volume microscopio §2 com um contorno de area S, tem-se:

S Q

e sendo definido entao:

sendo ¢ o incremento de contetdo fluido, também conhecido como dilatagao fluida. Tal

grandeza representa fisicamente a soma das parcelas de fluido que entra ou sai através

de S.

As deformagoes da fase solida serao pequenas o suficiente para serem linearizadas, o

que permite escrever em forma indicial:

1
gij = 5 (Ui +ujs)

onde ¢;; representa o tensor de deformacoes linearizado e u; como ja descrito, o vetor
de deslocamento da fase sélida. A virgula indica a regra de derivacao usual da notagao

indicial.
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e As velocidades de particula fluida s@o pequenas de tal forma a se poder desprezar os

termos convectivos.

e Para uma pertubagcao causada por uma fonte externa, a propagacao das ondas mecanicas

sobre o meio ocorre de forma rapida podendo ser admitido como um processo adiabatico.

e Os poros que constituem o corpo esquelético sao todos interconectados de tal forma a

permitir o fluxo sem interrupgoes através dos mesmos.
e O fluido é considerado Newtoniano.

e A fase fluida é continua ou seja o meio é supostamente completo e saturado, sem a

presenca de vazios.

Este conjunto de hipdteses fisicas permite escrever as equagoes governantes do meio po-

roelastico.

3.3 Equacoes de movimento

Seja um sistema continuo, cujo volume ctibico infinitesimal esteja sujeito a forcas internas do

material aplicadas nas suas faces, conforme descrito na Figura (3.4).

Figura 3.4: Elemento infinitesimal para um continuo poroelastico
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Define-se o tensor das tensoes para o meio poroso da seguinte maneira, mostrado a seguir
em uma forma matricial, uma proposta ilustrativa de como é composto tal tensor para um

meio poroelastico:

s f s s
R s s s
0ij = oy oy, +al, ;. . (3.5)
S S S
O-ZI' O-Z'y O-ZZ + O-ZZ

Os tensores o;; e olfj denotam os tensores de tensao parcial associados com a particula
sélida e a particula fluida, respectivamente.

O vetor u; corresponde a uma média macroscopica do deslocamento estrutural no elemento
geométrico de referéncia considerado, enquanto U; é a média do deslocamento do fluido
contido no elemento que entrou ou saiu de tal volume de controle.

Uma dificuldade se origina do fato da descrigao macroscépica a priori ser Lagrangiana
enquanto que para o fluido é Euleriana. Contudo, para pequenos deslocamentos para o sélido
e para o fluido as duas descricoes podem ser consideradas equivalentes.

A seguir, uma descricao das parcelas de energia de um dominio continuo poroelastico é
apresentada. Serda montado o Lagrangiano do problema com a finalidade de se encontrar as

equagoes diferenciais governantes, que corresponde ao modelo inicial de Biot.

3.3.1 Potencial de deformacao

Para o caso de um meio poroelédstico, nota-se a existéncia de um potencial de deformacao V.
Assume-se que este potencial de deformagao é dependente da deformacado da fase fluida ()

e da fase sélida (g;;), o que permite escrever a seguinte equacao:

ov ov
dV = = de::i + —
V Des gij + 0¢

dg (3.6)
O primeiro termo do lado direito da Equacao (3.6) representa a varia¢ao infinitesimal
do potencial de deformacao com respeito as deformacgoes da fase solida e o segundo termo

representa a variagao com respeito ao acréscimo de fluido.

Os tensores de tensao para ambas as fases, solida e fluida sao definidos como:
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s OV . oV
ij—@sija _85

g

Assumindo-se pequenas deformagoes, a expansao de V pode ser limitada aos termos

quadraticos, ou seja o potencial de deformagao em sua forma linear pode ser escrito como:

s s s s s s f
Opp€az + OpyCyy + 05,620 + 0 €0y + 05.Exz + 0,6y, + 07§

V:
2

(3.7)

Sendo o7; os componentes de tensao atuantes nas faces do cubo unitario mostrados na
Figura (3.4) na particdo sélida. A tensdao o/ é a tensdo efetiva da parte fluida sobre as
faces do cubo. Tal valor de tensao estd relacionada com a pressao (p) do fluido no volume

infinitesimal, através da seguinte relacgao:

ol = —hpd; (3.8)

onde p é a pressao intersticial do fluido e h é a porosidade do meio. Na Equagao (3.8), o

termo 0;; indica a funcao delta de Kronecker, definido por:

)1 se 1=
%_{0361¢j (3.9)

onde a relacao afj = 0/4;; é utilizada.

A partir da lei de Hooke em sua forma generalizada, tem-se:

1-— 143 143
— S S
E 045 — Eakk

5 (3.10)

81']‘ =

onde v, representa o coeficiente de Poisson e £ o médulo de Elasticidade do material da fase
solida.

Para a fase fluida, tem-se a chamada equagao de estado, descrita como sendo:

£=— (3.11)



onde K¢ é o médulo de deformacgao volumétrica do fluido.
Devido a isotropia da fase sélida, faz-se somente necessario o conhecimento das duas
primeiras invariantes do tensor de deformacao, que em suas formas tensoriais podem ser

escritas da seguinte forma:

L = e

L = 2() - 1) (3.12)

onde g = tr(e) representa o trago do tensor. Tal escalar corresponde a soma da diagonal

do tensor. Matematicamente, para a deformagao tridimensional (k = 1,2, 3), tem-se:

Ekk = Ezz + Eyy + €2z (3.13)

A partir da Equagao (3.7) combinada com a Equacao (3.10) e usando-se os valores das
invariantes do sistema, definidos na Equagao (3.12), uma expressdo para o potencial de

deformagao pode ser encontrada, conforme dedugao apresentada em (Bourbié et al., 1987):

R
2V = (\s +2N)I? + NI, + 26h¢ + R&? (3.14)

onde N representa o médulo de cisalhamento do material da fase sélida, A; é a segunda
constante de Lamé. As constantes [ e R sao coeficientes introduzidos por Biot que serao
descritos e analisados posteriormente.

Escrevendo-se as expressoes das tensoes parciais para as duas fases, a partir da Equacao

(3.7), em sua forma tensorial, tem-se:

R
R
of = T(Bew+ he) (3.15)

De uma forma alternativa pode-se introduzir a variavel pressao, definida na Equacao

(3.8), nas equagdes descritas em (3.15), obtendo-se:
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Ufj = )\ngkéij + 2N5ij - 6]351']'
2

h§ = —%p — Beks (3.16)

onde A\g = Ay — ﬁzh—% é o segundo coeficiente de Lamé medido em um sistema aberto (p = 0)
e Ay representa o segundo coeficiente de Lamé medido em um sistema fechado (§ = 0)

O coeficiente R é a pressao exercida no fluido devido a um acréscimo unitario de &
supondo-se uma deformacao macroscépica isovolumétrica da fase sélida nula (e = 0),
explicito na segunda equagao de (3.16).

O coeficiente [ relaciona as deformagoes das fases fluida (§) e sélida (g4x) para o caso do

sistema aberto (p = 0) conforme explicitado na segunda equagao de (3.16).

3.3.2 Dissipacao Pseudo-Potencial

O Lagrangiano do problema ¢é construido em uma formulacao conservativa. Para se poder
fazer um balanco de energia total em um elemento infinitesimal poroeléstico, deve-se assumir
uma parcela de energia denominada como Pseudo, responsavel pelas perdas de energia entre
as interacoes fluido-estrutura.

As dissipacoes de energia estao associadas aos movimentos relativos do fluido nas vizi-
nhancas do ponto de equilibrio. Nestas condic¢oes, a forca dissipativa X; se relaciona com o

vetor das velocidades de infiltracao w;, da seguinte maneira (Bourbié et al., 1987)

onde K;; estd associado a dissipac¢ao do meio.
Baseado na Equagao (3.17), uma dissipagao pseudo-potencial D pode ser introduzida.

Em sua forma quadrética e supondo K;; definida positiva:

1

D = —wlK; iy
2 17
oD
Xi = o (3.18)
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O termo pseudo-potencial que aparece na segunda equagao de (3.18) é somente justificiavel
nas vizinhancas do equilibrio termodinamico. Para o caso isotrépico, o tensor K i;1 é proporci-
onal a identidade Ki;1 = K~!'-1,;, sendo K um escalar e uma constante de proporcionalidade,

assim tem-se:

= —y (3.19)

A cléssica lei de Darcy pode ser reconhecida na segunda equagao de (3.19) desde que K
seja identificado como a permeabilidade hidraulica do meio e a forca X; esteja em oposicao

ao gradiente de pressao (p;).

3.3.3 Energia Cinética

O comprimento de onda que se propaga sobre o meio é assumido como sendo bem maior
que as dimensoes do volume elementar macroscépico df2. Baseado nesta hipdtese, pode-se
expandir os termos do potencial de energia cinética C até os termos de segunda ordem, como

se segue:

onde as densidades p,, puw € Pw Sa0 originadas a partir das diversas interagoes que ocorrem
pela presenca de duas fases no dominio. Para o caso especifico em que nao haja movimento
global (w; = 0), pode-se identificar o valor de p, como sendo a densidade média do meio,

dada por:

pu= (L= h)ps+ hpy (3.21)

onde ps e py sao as densidades da fase estrutural e fluida respectivamente.
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3.3.4 Formulacao Lagrangiana do problema poroelastico

Considerando uma formulagao Lagrangiana cléssica L, pode-se escrever:

L=C-V (3.22)

onde L é o Lagrangiano do sistema.
Neste contexto aplicar o principio de Hamilton é equivalente a resolver o sistema, aplicando-

se as equagoes de Euler-Lagrange, para a condi¢ao de equilibrio do sistema, tem-se:

Q0L 9 oL 0L 0D _
otdg  Ox;0q; Og 04

(3.23)

Para o caso em estudo ¢; = u; ou w;. Com a utilizagao da Equagao (3.23) e das expressoes
de D na Equagdo (3.18), C na Equagao (3.20) e V na Equagao (3.14), obtém-se as seguintes

equacoes de movimento:

Oij5 = puuz+puwwz

. . 1.

A partir destas equacoes, pode-se identificar os parametros de densidade. Se nao existir
movimento médio relativo entre a fase fluida e a estrutura (w; = 0), a primeira equagao é
reduzida a equacdo de movimento em um meio continuo (teoria da elasticidade), enquanto

que a segunda deve ser reduzida a equacao de movimento do fluido (p,,, = hpy). Para o caso

do fluido em repouso, (w = —u), a segunda equacao de (3.24) é reduzida a:
— _(h )i 1. (3.25)
D= Pf Pw )W Kuz .

Tal equacao mostra que para uma aceleragao do sistema ii;, uma forca deve ser exercida
no fluido para prever seu deslocamento médio. A parcela inercial F; da forca de acoplamento

¢é dada por:
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Fy = (hpy — pu)i (3.26)

Para descrever esse efeito de acoplamento, usa-se uma analogia com o problema de massa
adicional, considerando o movimento de um obstaculo em um meio fluido. Neste caso, pode-se
expressar p,, em funcao de py, introduzindo-se o parametro o, definido como tortuosidade,

da seguinte maneira:

Puw = haoopf (327)

onde ag, > 1.
A expressao da forca inercial descrita na Equacao (3.26) que é oposta a aceleragao global

do sistema, pode ser reescrita da seguinte forma:

Fy = —h(as — 1)pyit (3.28)

A segunda equagao de (3.24) pode entao ser reescrita da seguinte forma:

Para o caso nao permanente, ou seja com a presenca de efeitos inerciais, ao se comparar

’

as Equagdes (3.17) e (3.29), nota-se que a forga associada com w; é:

Xi = —(p; + hpsil; + puid;) (3.30)

Fazendo uma analogia com a Lei cldssica de Darcy (em condigbes permanentes), derivada
a partir das equagoes de Navier-Stokes para um fluido de viscosidade cinematica 7, obtém-se

a seguinte expressao para a permeabilidade hidraulica:

K= (3.31)

onde k é a permeabilidade absoluta e varidvel dependente da geometria do meio poroso.
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3.4 Equacoes de Propagacao de ondas nos materiais
poroelasticos - Modelo de Biot

A introducao dos vetores de deslocamentos das fases sélida e fluidas, u; e U;, respectivamente,
nas equagoes descritas em (3.24), pode-se escrever as equagoes cldssicas escritas inicialmente

por Biot:

iy = Pt + Plei + b(u; — Ui)

ol s = praii; + p2ali — b(w; — Uy) (3.32)

Substituindo-se os valores de tensoes parciais das fases solidas e fluida, descritas na

Equagao (3.16), tem-se a formulagdo em deslocamentos dada por:

Mg+ QUizj + N(uij; + i) = puaiis + p1aUs + (i — Uy)
QUmj + RUm'j = plgﬁi + pggUi — b(uz — UZ) (333)

onde:

R , R K2 k%
A—%*’ﬁ(ﬁ—h) 7Q_E(ﬁ_h)7b_f_?

P11 = (1 - h)Ps + hﬂf(Oéoo - 1)#22 = Oéoohpﬁpu = hpf(1 - Oéoo)

Esta é a formulacao classica de Biot, que é utilizada em varias analises analiticas en-
contradas na literatura (Biot, 1962). Este enfoque serve de base para o desenvolvimento de

varios modelos similares.

3.5 Equacoes de Propagacao de ondas nos materiais
poroelasticos - Modelo de Biot-Allard

No modelo poroeléstico proposto por (Allard, 1993), os efeitos viscosos e térmicos sao adici-

onados o que permite reescrever as equacoes (3.32) da seguinte forma:
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05 = puil + Plei +Z(ui — Ui)

5]

As suposigoes classicas quanto ao comportamento linear actstico, linear elastico e ao meio
poroeléstico que simplificam a propagacao ainda sao assumidas neste novo modelo.

Uma formulagao mista (u,p) é baseada nas equagdes da poroelasticidade, propostas ini-
cialmente como uma formulagao de deslocamento por Biot (Biot, 1956).

O sfmbolo b indica que a propriedade fisica associada b é complexa e dependente da
freqiiéncia (w).

Na Equagao (3.34), u; e U; denotam os vetores de deslocamentos macroscépicos médios
das fases sélida e fluida, respectivamente. Estes deslocamentos sao valores médios no senso
da teoria de Biot, deslocamentos volumétricos médios por unidade area da secao transversal.
As densidades p11 e poo sao coeficientes de massa que levam em conta o fato do fluxo relativo
sobre os poros nao ser uniforme.

Estes fatores sao relacionados a densidade do material da fase sélida, ps, e da densidade

de massa intersticial do fluido, pg, através de:

pii = (L—=h)ps — pr2
p2 = hpo— pi2 (3-35)

como visto anteriormente, {tem (3.2), h é a porosidade do material poroeldstico. O coeficiente
p12 corresponde a interacao existente entre a inércia das fases sélida e fluida e é funcao da

tortuosidade do material (Bourbié et al., 1987):

P12 = —hpo(Oéoo — 1) (336)

Ao modelo de Biot é incluso o amortecimento estrutural associado com a configuracao

do sistema. O coeficiente b é associado ao amortecimento viscoso dependente da freqiiéncia
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(w), o qual leva em consideracao os efeitos das forcas de interagao viscosa do fluido sobre a
estrutura.
Este termo ¢ relacionado com a resisténcia ao fluxo no material poroso (Allard, 1993) e

pode ser escrita da seguinte forma:

b= h%G (3.37)
onde:
~ W
=/1+— .
G + = (3.38)
e
o2A\?h?
H= —— 3.39
4aZ npy (3:39)

onde o é o fluxo resistivo que o material poroeldstico apresenta ao escoamento, H é a
freqliéncia caracteristica viscosa, s € tortuosidade do material (Bourbié et al., 1987), A
¢ o comprimento caracteristico viscoso (Johnson et al., 1987) e assim como a porosidade
é uma propriedade geométrica da malha porosa e n é a viscosidade cinematica do fluido
(Incropera e DeWitt, 1996).

Utilizando os vetores de deslocamento sélidos e fluidos (u;, U;) como varidveis primérias
e assumindo oscilagoes harmoénicas, uma formula¢do no dominio da freqgiiéncia (Panneton e

Atalla, 1996) pode ser escrita da seguinte forma:

wQﬁnui + (.UZﬁlgUZ‘ + O-fj,j =0

wzﬁQQUi —+ w2/712ui - hp’l =0 (340)

tendo-se as seguintes relacoes para os novos termos de densidades agora dependentes da

frequéncia:
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b

P11 = pu+ —
w

~ b

P22 = P22+ —
w

~ b

P12 = P12 = = (3.41)
w

Isolando o vetor de deslocamento da particula fluida U; na Equagao (3.40), pode-se ex-
pressar tal valor em funcao da pressao p intersticial dos poros e do deslocamento da parte

sélida u;.

h P12
~—2p7i - =
P2awW P22

Tal Equagao (3.42) serd usada posteriormente na derivagao da formulagao mista (u,p).

3.5.1 A Equagao da fase sélida na formulagao (u,p)
Utilizando-se da Equacao (3.42) na primeira equacao de (3.40) tem-se a seguinte relagao:
w?pu; + hgp,i +05;=0 (3.43)
P22

onde um novo termo de densidade p, fungao da freqiiéncia, é introduzido como sendo:

2
5: ;511 - (py)
P22

(3.44)

A Equacao (3.43) possui os termos ainda dependente do deslocamento da fase fluida U;,
devido a dependéncia do tensor de tensoes da fase estrutural, o; = o7;(u;, U;). Como visto
no item (3.3.1), as relagoes das tensoes parciais apresentadas na Equagao (3.15) s@o aqui

reescritas com os termos variando com a freqiiéncia e em sua forma tensorial:

O-fj (uiv Uz) = gui,i(;ij + 2N€ij —+ @UM@J

—hpéij = ]:’;Uz,z%—i—@uméw (345)
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Os coeficientes A e N correspondem aos coeficientes de Lamé para um meio sélido elédstico,
@ ¢é um coeficiente de acoplamento entre as dilatagoes (g € €) e as tensoes das duas fases, R
pode ser interpretado como sendo o médulo de deformagao volumétrica do fluido que ocupa
uma fracao h de um volume unitario.

Os coeficientes Z, @ e R possuem uma relacao com o médulo de deformagao volumétrica
da fase estrutural no viacuo Kj, com K, que representa o médulo de deformacao volumétrica
do material que constitui a fase e com K # que representa o moédulo de deformagao volumétrica

do fluido (Allard, 1993). Estes termos podem ser detalhados da seguinte maneira:

~ (1—h)[1—h— K/ KK, + h(K,/K;)K, 2y

1—h—K,/K,+ hK,/K; 3

~ [1—h—K,/KJhK,

1—h—K,/K,+hK,/K;

~ h2K,

R = - (3.46)
1—h—K,/K,+hK,/K;

O moédulo de deformagao volumétrica fluido K leva em consideracao o efeito das in-
teragoes térmicas do fluido presente no poro. Este efeito é de natureza dissipativa, ou seja

pode ser compreendido como um amortecimento térmico.

Ky = ik — (3.47)
0—((0—-1)/[1+ (H'/2iw)G))
onde
G'=4/1+ % (3.48)
, 16n
- T (3.49)
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onde 6 é a razdo entre os calores especificos do fluido (Incropera e DeWitt, 1996) (6 = ¢,/c,),
Py é a pressao atmosférica, H' é a freqiiéncia caracteristica térmica, A’ é o comprimento
caracteristico térmico e Pr é o nimero de Prandtl (Dazel et al., 2002).

Sendo o ar, o fluido utilizado e a partir de aproximagoes pertinentes para a maioria
dos materiais poroelasticos usados em acustica, muitas linearizacoes podem ser consideradas

(Allard, 1993), o que resulta em:

Ky
-0 1 3.50

O que leva a uma simplifica¢do nas duas iltimas equagoes descritas na Equagao (3.46):

Q = (1-h)K;

R = hK; (3.51)

A partir de tal resultado, uma igualdade importante que sera utilizada em {tens poste-
riores no que se refere a condicoes de contorno e interagoes com outros dominios, pode ser

estabelecida da seguinte forma:

Q) ~
h (1 + E) ~ (3.52)

Com o intuito de eliminar a dependéncia de o}; = o7;(u;, U;), as equagdes descritas em

(3.45) sao combinadas, resultando em:

s e @2 QV

A partir da Equagao (3.53) pode-se isolar o valor de tensdo ;;(u;) o qual representa o

tensor de tensoes parciais da fase sélida somente dependente do deslocamento estrutural wu;:

v

N2
0;(u;) = (A - %) ;055 + 2Nej; (3.54)
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o que leva a:

o (ui, Up) = 775 (u;) — h%p%’ (3.55)

Substituindo-se a Equagao (3.55) na primeira equagcao de (3.40), obtém-se a equagao para

a fase sélida em termos das varidveis (u;,p):

555+ pwiu; +Jp; =0 (3.56)

onde o termo de acoplamento entre a varidvel u; (fase sélida) e p (fase fluida) é dada por:

5 (ﬁ - 2) (3.57)

P22 R

Substituindo as expressoes descritas dos coeficientes ]{7 @ e E, escritas na Equagao (3.46),

na Equacao (3.54), pode-se definir uma expressio para o tensor Efj7 como sendo:

2

a qual representa a relagao de tensao-deformacao classica para um meio solido elastico linear.

Nota-se que Efj é a tensao parcial do material da fase sélida no vacuo, ou seja representa
o tensor das tensoes do material poroeldstico que prevalece em condigoes drenadas (sem a
presenca de fluido nos intersticios da matriz poroeldstica). Neste trabalho, considera-se que

este tensor nao varia com a freqiiéncia.

3.5.2 A Equagao da fase fluida na formulacao (u,p)
Aplicando o divergente em ambos os lados da Equagao (3.42), tem-se:

b P
w? P22

Ui = (0% (3.59)
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Substituindo-se o valor de U;; na Equagao (3.45), obtém-se a equagao da parte fluida em

termos das varidveis (u;, p):

Y Y. P
p,zz+w Ep w }/Ij/zryum 0 (360)

Tal expressao corresponde a equagao governante do dominio fluido.

3.5.3 Equacgoes da Poroelasticidade Acoplada na formulagao (u,p)

Agrupando-se as Equagoes (3.56) e (3.60), fase sélida e fluida, respectivamente, obtém-se o

seguinte sistema de equagoes para o problema acoplado:

-~

Gy + WP +Aps = 0
B2 2
—Piitw =p—wu;; = 0 3.61
o i (3.61)

Na equacao da fase sdlida, nota-se que os dois primeiros termos representam os termos
presentes na Lei da Elasticidade classica e o ultimo representa o acoplamento entre a fase
fluida com a sélida, o qual é dependente do gradiente de pressao da fase fluida (p,; = grad p).
A segunda equacao da poroelasticidade, a equacao da fase fluida, os dois primeiros termos da
equagao do modelo de propagagao de ondas planas (equagao de Helmholtz) e o ultimo termo
pode ser interpretado como um termo fonte na classica formulacao da Mecanica dos Fluidos,
representando o acoplamento entre a fase solida com a fluida, cujo valor é dependente do
deslocamento estrutural w;.

O sistema de equagoes diferenciais (3.61) se encontra na forma cléssica do problema de
interacao fluido-estrutura. Entretanto, vale salientar que o acoplamento é volumétrico, pois
o material poroelastico é uma superposicao espacial e temporal de duas fases sélida e fluida,

interagindo e coexistindo no mesmo dominio.
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3.6 Formulacao (u,p) para problemas poroelasticos tran-
sientes - Formulacao de Rice-Cheng

Uma formulagao matematica mais consistente para o problema poroelédstico pode ser obtida
substituindo as constantes de Biot pelas constantes definidas por (Rice e Cleary, 1976) e
reagrupando estas equagoes conforme proposto por (Detournay e Cheng, 1991).

Esta formulacao é bastante difundida no campo de Geomecanica e foi utilizada neste
trabalho para a simulacao do problema poroelédstico transiente.

A formulagao proposta por (Rice e Cleary, 1976) considera as forgas de inércia como sendo
despreziveis, limitando as analises para problemas transientes de longa duragao que envolvam
aceleragoes baixas. Neste sentido as equacoes de equilibrio sao obtidas a partir do somatorio

de forcgas, dado por:

0455 = 0 (362)

onde o tensor das tensoes pode ser escrito por:

Oij = O'fj + O'féij (363)

Apoés varias substituigoes e agrupamentos de variaveis, conforme explicitado no Anexo A,

pode-se escrever as equagcoes finais do problema poroelastico transiente, como sendo:

NVb
83J+1_2Vb€kk, Bpi=0 (3.64)
85kk 18}?
P, R 3.65
Pai =g T G o (3:65)

onde N é o médulo de cisalhamento, 14, é o coeficiente de Poisson, 3 é a constante de Biot, t
¢é a grandeza do tempo, k é permeabilidade hidraulica do meio e Q é o termo de acoplamento
entre as fases sélida e fluida.

Como pode-se notar os processos poroeldsticos sao descritos pelas equagoes (3.64), ha-

vendo a necessidade da defini¢ao de cinco constantes do material:
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e Duas constantes eldsticas: N e v
e Duas constantes poroelasticas: B ou 3 e v,

e Uma constante relacionada ao fluxo: &

3.7 Propriedades dos materiais poroelasticos

Neste ftem procura-se mostrar os principais testes efetuados para a determinacao dos parametros

poroelésticos, com o objetivo de tornar mais claro o significado fisico de cada um deles.

3.7.1 Testes para determinacao das propriedades dos materiais po-
roelasticos

Os testes para se determinar as propriedades dos materiais poroelasticos podem ser efetuadas
em duas analises: resposta drenada e pela resposta nao drenada.

Na analise drenada, conforme mostrado na Figura (3.5), os efeitos da variagao volumétrica
sao originados somente pelos efeitos do fluido (ndo hé influéncia do comportamento cisalhante
do sélido).

AP .
Permeavel

Lo
AP
AV _ AP
V Ky

Figura 3.5: Volume de controle para um teste drenado

Entre as principais caracteristicas de um material poroeldstico sob andlise em condicoes

drenadas, tem-se:
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A pressao é nula nos poros do material, ou seja o fluido pode movimentar-se sem

resisténcia.

e & = [ey; a dilatacao fluida é diretamente proporcional a dilatacao sélida, sendo rela-

cionados por 3 que é uma constante introduzida por Biot.

e Para a andlise da pressao dos poros, necessita-se de um longo tempo para se alcancar

a pressao estatica de equilibrio.

e Os parametros do material em um teste drenado sao: K, e v, que sao o modulo de
deformagao volumétrica do corpo do material e do médulo de Poisson da fase sdlida

em condicoes drenadas, respectivamente.

As principais caracteristicas da andlise em um material poroeldstico em condi¢oes nao

drenadas, conforme mostrado esquematicamente na Figura (3.6), sao:

AP ,
Impermeavel

AP AP

AP
AV _ AP
v K.

Figura 3.6: Volume de controle para um teste nao drenado

e O fluxo é nulo, ou seja & = 0, o que significa que o fluido nao pode escapar.
h2 _ . , . ~ ’ . N ~
o —%p = Pem, isto é, a dilatacdo é associada a pressao dos poros.

e Para a andlise, a resposta é instantanea, ou seja a pressao do fluido nos poros nao

precisa de longos tempos para estabilizagao.
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e Os parametros do material em um teste nao drenado sao: K, e v,, que sao o médulo de
deformacao volumétrica do material e do moédulo de Poisson, agora em condigoes nao

drenadas, respectivamente. Estas propriedades sao afetadas pela presenca do fluido.

3.7.2 Parametros fisicos dos materiais poroelasticos

O objetivo desta secao é apresentar um resumo das constantes elasticas e poroelasticas bem
como seus valores usuais na resolucao de problemas que envolvem o conceito de poroelastici-
dade acoplada (Borba, 1992). E importante ressaltar que o objetivo principal desta segao é

permitir uma melhor anélise fisica do problema.
e Mdédulo de Elasticidade Linear (FE)

O modulo de elasticidade linear, ou médulo de Young mede a relagao tensao/deformagao

obtida em um teste de tracao ou compressao uniaxial.

E="_-w__= (3.66)

Na verdade o médulo de Elasticidade E nao é constante com a freqiiéncia, citam-se como
exemplos: os materiais com comportamento viscoelastico. Para o modelo em estudo e im-
plementado no presente trabalho, esta relacao para pequenos valores de tensao e deformagcao
pode ser considerada constante (materiais homogéneos e isotrépicos):

O médulo de elasticidade linear possui dimensao de tensao. Assim no Sistema Internaci-

onal, sua unidade de medida sera o Pascal (Pa).
e Médulo de Elasticidade Transversal (NNV)

O médulo elasticidade transversal, mede a relacao entre uma tensao de cisalhamento e a

deformacao transversal por ela produzida. Para o estado plano de deformacgao:

o o
N=12_—-_% (3.67)
260y  26yg
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O médulo de cisalhamento ainda se relaciona com o mdédulo de Young e o coeficiente de

Poisson, da seguinte forma:

E
N= i (3.68)

O modulo de cisalhamento possui a mesma unidade do médulo de elasticidade linear,

Pascal (Pa).
e Médulo de Poisson drenado ()

O médulo de Poisson mede a relagao entre as deformagdes transversal e longitudinal (em
relac@o a diregao de carregamento) em um teste de tragdo uniaxial, ou seja, aplicando-se uma

tragao na direcao x:

vy = — W (3.69)

O médulo de Poisson é uma grandeza adimensional, e seu valor esta entre 0 e 0,5. O Limite
superior € atingido por materiais incompressiveis. Valores tipicos do médulo de Poisson para
rochas situam-se entre 0,15 e 0,45 e para o caso de materiais absorvedores este valor varia

entre 0,1 e 0,4.
e Moédulo de Poisson nao drenado (v,)

Assim como o médulo de Poisson drenado, o médulo de Poisson nao drenado também
mede a relagao entre uma deformagao transversal e uma deformacgao longitudinal. A diferenca
entre os dois é que o teste para medi¢ao do valor do médulo de Poisson nao drenado nao se
permite fluxo de fluido para dentro ou fora da amostra.

O valor do médulo de Poisson nao drenado esta entre o valor do médulo de Poisson dre-

nado v, e 0,5. O limite inferior é atingido quando o fluido dos poros é altamente compressivel.

e Coeficiente de Pressao de Poro (B)
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O coeficiente de pressao de poro, ou coeficiente de Skempton, mede a relacao entre uma
variacao de pressao de poro e a variagao de tensao hidrostatica total na amostra, sob condigoes

nao drenadas.

3Ap
B=- )
Ao (3.70)

com Am = 0, conforme descrito no Anexo A.

O coeficiente de pressao de poro é uma grandeza adimensional, e seu valor esta entre 0
e 1. O limite superior é atingido por materiais cujos constituintes sejam incompressiveis. O
limite inferior é atingido quando o fluido dos poros é altamente compressivel, como é o caso

dos materiais absorvedores acusticos.
e Coeficiente de tensao efetiva de Biot ()

O coeficiente de tensao efetiva de Biot mede a relacao ente a variagao no volume ocupado

pelos poros por unidade de volume do material. Ou seja:

4= (3.71)

com Ap = 0.
O coeficiente de tensao efetiva é uma grandeza adimensional, e seu valor esta entre 0
e 1. O limite inferior é atingido quando os constituintes sélidos do material sao altamente

compressiveis, e o superior quando os mesmos sao incompressiveis.
e Médulo de deformagao volumétrica drenado (K,)

O modulo de deformagao volumétrica drenado mede a relagao entre uma tensao hi-
drostatica aplicada e a variacao volumétrica dela decorrente do material, sob condigoes dre-

nadas, isto é:

Okk
Ky =——-— 3.72
b 3€kk ( )
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Este ainda se relaciona com os mdodulos de cisalhamento e modulo de Poisson drenado

através de

IN(1 + 1)

Ky="21
"7 3(1-21)

(3.73)

O médulo de deformagao volumétrica possui as mesmas dimensoes do modulo de cisalha-

mento, sendo portanto medido em Pascal (Pa).
e Permeabilidade (k)

Esta variavel mede o grau de resisténcia oferecido por um material poroso a passagem
de um determinado fluido através dele. Pode ser entendido como sendo a relagao entre o
diferencial de pressao aplicado a uma amostra de rocha e a vazao do fluido correspondente.

A lei de Darcy (desprezando as forgas de corpo) estabelece que:

G = —kp, (3.74)

sendo ¢; o vetor de fluxo especifico de fluido (vazao de fluido por unidade de drea)
Percebe-se que a permeabilidade depende das caracteristicas do material poroelédstico
(principalmente da porosidade e dos canais que unem os poros) e da viscosidade do fluido.
Utilizando as unidades no Sistema Internacional, a permeabilidade serd medida em m?/Pa/s,
que corresponde a unidade darcy/centipoise (darcy/cp). A permeabilidade é um parametro
que varia muito de um material poroso para outro, dos fluidos neles contidos e das condicoes

de escoamento.
e Porosidade (h)

E a razao entre os volumes de fluido que preenche os poros e o volume total do material

poroelastico.

(3.75)



Em materiais utilizados em actstica como absorvedores, nota-se valores elevados, proximos

a unidade. Por ser uma medida relativa nao possui dimensao fisica.
e Fluxo Resistivo (o)

E uma medida de permeabilidade ou perda de carga. E a resisténcia ao fluxo de um fluido
que ao passar por um material poroso provoca uma reducao de pressao AP. Possui unidades
no Sistema Internacional de Ns/m* ou equivalente Rayls/m. Tal propriedade ¢ fungao das
propriedades e distribuicao da rede de poros sobe a matriz sélida, mas ainda é dependente
das propriedades do fluido neles contidos.

Para uma amostra com area transversal unitaria feita de material poroelastico e espessura
¢ e fazendo-se passar sobre este um fluxo de fluido, uma expressao simples para se determinar

o valor do fluxo resistivo ¢ é mostrada a seguir:

onde ¢ é o fluxo por unidade de area.
e Comprimento Caracteristico Viscoso (A)

Assume-se uma estrutura microscépica rigida, onde somente o movimento do fluido seja

possivel. A variavel 9, é a dimensao da camada limite viscosa laminar e definida como sendo:

by = (2npow)/? (3.77)

pode ser compreendido como a dimensao de fluido em aderéncia com a parede do poro.

Uma representagao do sistema local de coordenadas (v, 3,7) é indicada na Figura (3.7).
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Figura 3.7: Regiao da camada limite térmica em uma representacao de um poro

Assume-se que para altas freqiiéncias, o valor de ¢, seja muito menor que as dimensoes
laterais do poro. Para o caso poro-actstico (Johnson et al., 1987), os efeitos viscosos e
térmicos sao tratados separadamente.

O comprimento viscoso A reflete o efeito do cisalhamento que o fluido sofre ao passar por

um material poroso, que pode ser escrito como se segue:

.y Jy lv(r)?av
[y [v(ry)|2dA

onde V é o volume dos poros, v(r) a velocidade microscépica do fluido no poro. Tal velocidade

A (3.78)

pode ser determinada desprezando-se a pequena contribuicao dos efeitos viscosos da regiao
da camada limite 0, em problemas actsticos. A velocidade v(r,) é a velocidade do fluido,
também sem efeitos viscosos, medida na area A da superficie das paredes do poro.

Em (Leclaire et al., 1996b), uma relagdo empirica é desenvolvida:

801am 1/2
A= 3.79
( = ) (3.79)

onde s é um parametro dependente da geometria do poro.

A dimensao de A é o metro (m), mas em muitas caracterizagoes, por se tratar de uma
medida dimensional muito pequena, pode ser apresentada em micrometro (um). Seus valores
podem ser obtidos através de analise experimental. Entre as vérias técnicas, pode-se citar a

de medidas por atenuagao ultrasonica (Leclaire et al., 1996b) e (Leclaire et al., 1996a).

42



e Comprimento Caracteristico Térmico (A’)

Assim como o desenvolvimento anterior, a nivel dimensional de um poro, algumas hipdteses
devem ser levadas em consideracao: a densidade e o calor especifico dos materiais usados em
acustica devem ser bem maiores que os valores para o ar e que as trocas térmicas na parede

podem ser desprezadas.

A’:QIVdV
[, dA

Em (Leclaire et al., 1996b), uma relagdo empirica é desenvolvida:

(3.80)

1/2
N=y¢ (80‘“’”) (3.81)
oh

onde ¢ é um parametro dependente da geometria do poro.

A unidade de A’ é o metro (m) e assim como o comprimento caracteristico A, por ser
muito pequeno, sua dimensao pode ser medida em micrometro (um). As mesmas técnicas
de medicao experimental, descritas anteriormente para a grandeza A, podem ser aplicadas,

salvo algumas consideracoes.
e Tortuosidade (a.)

A tortuosidade a,, é um parametro intrinseco de estruturas porosas. E relagao nao so-
mente da porosidade do material, mas também da geometria porosa do meio onde o fluxo
ocorre. Para alguns autores como (Champoux e Allard, 1991), esta variavel pode ser relaci-

onada através de:

Qoo = Func(h) - h (3.82)

Uma representacao de um fluxo sobre um caminho de paredes rigidas é uma analogia com
o fluxo sobre um material poroso, importante para medicao e compreensao do parametro

tortuosidade, é descrito na Figura (3.8):
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Parede Rigida

Linha ﬂ

de Fluxo G

v

Figura 3.8: Tortuosidade - Analogia com um fluxo entre paredes rigidas

Esta variavel pode ser relacionada com as velocidades das ondas actsticas em um fluido

sem viscosidade sob uma estrutura rigida e saturada (Allard et al., 1994):

Qoo = — (3.83)

onde ¢; é a velocidade de propagacao sonora no fluido e ¢;s é a velocidade de propagacao
sonora no mesmo fluido porém agora contido em uma situagao de saturacao na estrutura
porosa.

A tortuosidade nos modelos poro-actsticos é uma funcao da freqiiéncia. Em estudos de
autores como (Johnson et al., 1987), um modelo dinamico é desenvolvido como fungao da

permeabilidade, sendo a tortuosidade relacionada da seguinte forma:

~ ich Ao npow 1/2

A tortuosidade nao possui dimensao fisica e seus valores variam segundo o grau de dis-

tor¢ao da rede. Possui valores maiores que a unidade. A maioria dos materiais poroelasticos

usados em acustica possuem valores maximos de tortuosidade da ordem de 10.
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3.8 Propagacao de ondas em meios acusticos

Além de diversos parametros fisicos envolvidos no modelo poroeléastico, diversas quantidades

acusticas serao utilizadas neste trabalho. Neste item estas grandezas sao definidas.

3.8.1 Propagacao de ondas planas e impedancia acustica

Considere uma onda plana acustica propagando-se na direcao positiva do eixo x em um meio
isotrépico e homogéneo. O campo de pressao sonora é uma variavel fisica dependente do

tempo (t) e da distancia (x), dado por:

p(x) = Aexp {iw (t — %) — ax} (3.85)

onde w é a freqiiéncia de oscilagao do sistema, em rad/s, ¢ é a velocidade de propagacao do

som no meio, A é a amplitude da onda. Para a origem, tem-se:

p(0) = A - exp(iwt) (3.86)

Este é o valor de pressao harmonica dependente do tempo e independente da posicao,
também conhecida como pressao acustica.

Fazendo-se w/c = (3 e ainda v+ i3 = 7, de forma simplificada a representacao da pressao

p(z) = p(0) - exp(—yx) (3.87)

A constante v é dependente de w e é determinada pela natureza do meio é conhecida como
constante de propagacdao do meio, sua parte real a é a constante de atenuagao da amplitude
da pressao e sua parte imaginaria 3 é conhecida como constante de fase.

De forma analoga a velocidade v de um volume especifico, pode ser expresso pela Equacao

(3.88):
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v(z) =v(0) - exp(—vyz) (3.88)

onde a constante de propagacao v é a mesma descrita na Equacao (3.87) devido ao fato de
que a razao p/v ser independente da posi¢ao x.

Em meios homogéneos (ar ou materiais sélidos compactos), a velocidade v é idéntica a
velocidade do material. Para meios porosos compostos por um esqueleto solido, a velocidade
v € menor que a velocidade de vibracao do ar, tal razao é proporcional ao volume dos poros
acessiveis sobre o volume total do meio, sendo entdao a porosidade fator preponderante no
comportamento da propagacao acustica de um meio.

A partir das definigdes mostradas nas Equagoes (3.87) e (3.88), a impedancia acustica

pode ser escrita como:

Z(z) =252 (3.89)

Para um meio infinito, a impedancia é uma constante caracteristica e sera representada
por W. Como em geral p e v possuem uma defasagem de um em relacao ao outro, W é

complexo.

3.8.2 Impedancia de uma camada de espessura finita

Considere uma camada uniforme, com propriedades v e W conhecidas e possuindo uma
espessura 1. Supondo uma impedancia conhecida Z; em z = [ pode-se determinar uma

relac@o e se explicitar a impedancia em x=0, conforme ilustrado na Figura (3.9).
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Figura 3.9: Impedancia em um material com espessura finita

A solugao para o campo de pressoes de ondas planas é a superposi¢ao entre as ondas

incidentes e refletidas:

p(x) =pi-exp{—y( —2)} +p, - exp{y(l —z)}

v(a) = T - eap {=1( @)} + > - eap {3(1 - v)} (3.90)

onde p, e p; sao as pressoes de incidéncia e reflexao da onda em x = [. Como dito, a condigao

de contorno p(l)/v(l) = Z5 é conhecida, de tal forma que:

pr_ZQ_W
Di o+ W

(3.91)

Introduzindo a Equagdo (3.91) em (3.90), tem-se o valor da impedancia z; em x=0:

B Wchosh(fyl) + Wsinh(yl)

7 =
! Zysinh(vyl) + Wecosh(1)

(3.92)

Para o caso em que Z; = W tem-se que Z; = Zy = W. Em um outro caso especial

quando Z, = o0, neste caso:

Zy = Weoth(H1) (3.93)
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Este caso é de grande importancia pois pode ser facilmente realizado quando se tem um
material absorvedor com a presenca de uma parede rigida na posicao de x=I.
Um outro caso é quando o valor Z, = 0, uma situacao hipotética na verdade, onde a

Equacao (3.92) leva a:

Z1 = Wtanh(+1) (3.94)

3.8.3 Impedancia do ar livre e absorgao actstica

A partir da equacao da continuidade para um fluido tem-se:

op ov

—oL = o (3.95)

onde py denota a densidade do ar. Linearizando a equagao de estado para o caso acustico:

ov_1op_ 10w

27— = 3.96
sendo:
1 dp
Ky=—— 3.97
’ po dp ( )

Para eliminar v, diferencia-se a Equagao (3.96) com respeito a x e a Equagao (3.97) com
respeito a t e igualando as duas expressoes obtém-se a equagao diferencial para p, como se

segue:

Pp _ po Pp

que é a conhecida equacao da onda acustica linear para uma dimensao.
Para variagoes harmonicas com o tempo variando segundo f(t) = exp(iwt), obtém-se a

equacao de Helmholtz.
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2
R Hp=0 (3.99)

A solugao para a equagao diferencial descrita na Equagao (3.98) é da forma:

p = Aexp(iwt)exp(—yox) (3.100)

Substituindo os valores das derivadas da Equacao (3.100) na Equagao (3.98), tem-se:

Po
e = —Euﬂ (3.101)
obtendo-se:
Yo = %iw % (3.102)

Comparando-se a Equagao (3.85), chega-se a interpretagao fisica de , /% como sendo a
velocidade de propagacgao do som ¢y no ar livre.
Para se determinar a impedancia do ar livre deve-se recorrer as Equagoes (3.95) e (3.96)

em sua forma dinamica, podendo-se explicitar o valor de W, da seguinte forma:

% = WO = Kopo = PoCo (3103)

Inserindo os valores conhecidos de py = 1.18kg/m3 e ¢y = 343m/s sob condicoes de tempe-
ratura e pressio atmosférica, 20°C' e latm, respectivamente, na Equagao (3.103), determina-
se o valor constante da impedancia do meio acustico (ar), a qual é uma quantidade real de
aproximadamente 405 kg - m=2 - s~ L.

Uma outra varidvel conhecida é a razao entre as pressoes refletida e incidente sobre uma

parede formada por um material absorvedor:

4 =W
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A partir desta razao tem-se uma importante variavel adimensional que é o coeficiente de

absorcao de um material absorvedor, que pode ser definido como se segue:

2

2
7 —
=1- ‘ Wo (3.105)

Z 4+ Wy

3.8.4 Medidas em Vibroacustica

A pressao acustica é definida como sendo a diferenca entre a pressao total atmosférica e a
pressao (média) estdatica, medidas pontualmente em unidades de forga por unidade de area.
Se esta pressao sonora estiver em medidas relativas (dB) é entao chamada de nivel de pressao
sonora (sound pressure level - SPL).

A Velocidade de Particula é a velocidade com qual um pequeno volume de ar se move em
torno de uma posicao de equilibrio devido a propagacao sonora. Tal definicao nao deve ser
confundida com a velocidade da fase sélida em uma anélise estrutural.

Seja um dominio poroelastico representado pelos seus graus de liberdade de deslocamento
u; e pressao p. Para a caracterizacao dinamica deste sistema, pode-se utilizar as medidas
vibroacusticas.

Medidas globais e representativas do sistema tais como a pressao média quadratica pode

ser obtida por:

N,
1 a
@ =1

Para a fase estrutural, tem-se a medida global de velocidade média quadratica:

2 Na
< >= 2Ljv 3wl (3.107)
@ =1

onde N, é o nimero de pontos da amostra global do dominio poroelastico, ou seja é o niimero
de graus de liberdade em que o sistema foi avaliado.
Tais valores, < v?2 > e < p? >, representam a média temporal e espacial rms de todos as

amplitudes de velocidade e pressao nodais, respectivamente.

20



Em medidas relativas (dB), estas grandezas podem ser expressas da seguinte forma (Kins-

ler et al., 1995):

<p®>
SPL = 1ozog10< b )
pref

2
Uref

2
SVL = 10logig << v >> (3.108)

Nos problemas resolvidos neste trabalho, os valores de referéncia utilizados foram: p,.; =

2-107°Pa e v = 5-107%m/s.
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Capitulo 4

Aplicacao do Método dos Elementos
Finitos no Problema Poroelastico

Neste capitulo serd evidenciado o método numérico por elementos finitos para as equagoes

diferenciais da poroelasticidade descritas no Capitulo 3.

4.1 Meétodo dos elementos finitos em meios poroelasticos

Como j& visto na se¢ao anterior item (3.5), as equagoes diferenciais ja com a presenga dos
termos acoplados, em uma formulagao (u,p) em sua forma dinamica (fungao da freqiiéncia)

sao descritas em notagao indicial da seguinte forma:

035+ wpu; +7p; =0 (4.1)
h? 2h2 g~
P22 ” R (4.2)

Uma formulacao de elementos finitos para a forma fraca do problema sera desenvolvida

a seguir.

4.1.1 A formulacao integral fraca

Por ser um problema de interagao fluido-estrutura, a poroelasticidade acoplada, tem-se a

composicao de seus residuos ponderados para ambas equagoes (sélido e fluido).
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Deve-se compor o produto interno entre o residuo (R;) de cada diregao por cada fungao

de ponderagao (v;). Este valor, por ser um balango de energia, deve ser nulo:

Q

Admitem-se duas func¢oes de ponderacgao du; e dp para o vetor de deslocamento u; e para
o campo de pressao p, respectivamente.

A funcado de ponderagao para a primeira equagao diferencial (fase sélida), Equacao (4.1),
é funcao do deslocamento. A segunda equacao diferencial, Equagao (4.2), é escalar, o que
implica em um produto interno entre o residuo e a funcao de ponderagao escalar e devendo
ser nulo.

A partir de algumas manipulacoes algébricas, a forma fraca de Galerkin para o problema,

pode ser obtida.

Q Q Q r
2 2 2
/ ﬁ—p,ﬂp,de - WQ/ hTP5PdQ —w? / Yu;op ;dS2 + wQ]{ (”iu” — ~h 2@) opdl’ =0
Q P22 o R Q r Poow? On
(4.5)

onde {2 e I' denotam o dominio poroeldstico e o seu contorno, respectivamente, n; ¢ o vetor
normal unitario a superficie do contorno I', u" é um escalar que representa a deslocamento

estrutural projetado na diregao da normal n;, definido na seguinte forma:

u" = u; - n; (4.6)

O valor da derivada direcional de pressao (Op/0dn) também é um escalar e representa o

valor projetado do gradiente de p (p ;) na dire¢do n;, como se segue:

Op

a—n = p,j . TLj (47)
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4.1.2 A aproximacao por Elementos Finitos

O dominio poroelédstico ) sera dividido em pequenos volumes, os elementos finitos, uma

aproximacao polinomial para as varidveis u; e p € proposta, tal que:

w = [N (4.8)
p = [N"Ip (4.9)
para o caso tridimensional [N"] é:
N 0O 0 N, 0O 0 N3y O O ... N, O 0
Ny=|0 N 0 0 No O 0 Ny O ... 0 N, 0 (4.10)
0 0 N 0O 0 Ny 0O 0 Ng 0 0 N,

e a fungao [N?]:

[N]=[ Ny N» N3... N, | (4.11)

definindo-se as fungoes [N“] e [NP] como as familia de fungdes de forma para a varidvel de
deslocamento estrutural e pressao intersticial, respectivamente, e ainda u; e p como sendo
os graus de liberdade de deslocamento estrutural e pressao intersticial, respectivamente,
definidos pela discretizagao do dominio poroelastico.

Para a aproximacao das fungoes ponderadoras do Método de Galerkin, adota-se:

Su; = [N“)ou; (4.12)

dp = [NP]|ép (4.13)

Para se construir a forma discretizada de elementos finitos, em sua forma fraca do pro-

blema poroeldstico, deve-se analisar cada termo da Equagoes (4.4) e (4.5):

e Matriz de Rigidez [K] da fase sélida
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A partir das relagoes constitutivas evidenciadas na Equagao (4.14), para cada dimensao

do dominio serd obtida uma relagao matricial entre as tensoes e as deformagoes:

5%, = (K, — 2/3N)u;6;5 + 2Ne,; (4.14)

Reescrevendo a Equagao (4.14) na seguinte forma matricial:

{0°} = [Di[{e} (4.15)

onde {0°} e {€} sao vetores colunas com os valores de tensoes parciais da fase estrutural e D;;
é a matriz de Hooke. Tal matriz é descrita aqui para o caso tridimensional, (i = j = 1,2, 3),

o qual sera o caso mais geral estudado neste trabalho (3D):

(53, [ Ky +3N Ky—3N K,—2N 0 0 0 Eex
G Ky =N Kb+‘—§N K,,—%N 0 0 0 Eyy
0 L _ | Ko—3N K—35N Ky+3N 0 0 0 | ) e (4.16)
a3, 0 0 0 N 0 0 26y '
G 0 0 0 0 N 0 242

Lo, ) |0 0 0 0 0 N | | 2 )

O termo da rigidez, proveniente das tensoes internas do corpo é determinado a partir da

primeira parcela do produto interno da Equacao (4.1):

Q Q r

A integral de contorno estd na formulagao como condigao de contorno a ser especificada

no problema.

r T

onde t; representa um vetor de forca de superficie imposta. Tais forgas representam condigoes

naturais no contorno da fase sélida.
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Em geral, para um problema de elasticidade, as condicoes de contorno para a parte

estrutural podem ser divididas em:

Como todos os termos (integrais) do produto interno para a primeira equagao diferencial
(fase sélida) possuem como fungao de ponderagao du;, o termo 0%; fica em evidencia a equagao.
A partir da formulacao fraca, tem-se a integral de dominio resultante como sendo a rigidez

da fase sdlida:

De forma semelhante a Equagao (4.12) e com base nas relagoes cinemadticas, o divergente

do termo em deslocamento é dado por:

onde a matriz [B] é formada por um operador [£] aplicada a fungao de forma [N“].

[B] = [£][N"] (4.22)
O operador [£] para o caso tridimensional é:

[ 9/0x 0 0
0 9/oy 0
_ 0 0 J0/oz
=\ v/0y 9/0x 0 (4.23)
0 09/0z 0/dy
| 0/0z 0 0/0x |
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Aplicando o resultado da Equagao (4.22) e conhecendo as relagbes cinematicas, o tensor

de deformacao sera dado por:

{e} = [Bl{u} (4.24)

Substituindo as Equagoes (4.21) na Equagao (4.20) e, ainda, com as relagdes complemen-

tares das Equagoes (4.15) e (4.24), tem-se:

Kl — /Q B]'{5°}d9)
- [ Brpiedan
- | proBmae
_ /Q B]'[D][Bldw; (4.25)

Logo a Matriz de Rigidez [K] para a fase sélida é:

K]~ [ [BID) Bl
e Matriz de Massa [M] da fase sélida

O termo de inércia pode ser obtido a partir da segunda parcela do produto interno da
Equagao (4.1):

O termo da Massa varia com a freqiiéncia:

Q

Como ja escrito a variagao virtual de du; sera:

Su; = N6 (4.27)
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Aplicando a aproximacao de elementos finitos:

u; = [N"]u; (4.28)

Para os vetores du; e u; definidos segundo a forma apresentada, o valor da integral de

massa estrutural resulta em:

(MG =7 [ (NN (4.20)

Logo a matriz de massa [M] para a fase sélida é:

M) =5 | vy (4.30)
Q
e Matriz de Acoplamento [C] da fase sélida

O termo de acoplamento pode ser obtido a partir da terceira parcela do produto interno
da Equacao(4.1):

O termo de acoplamento varia com a freqiiéncia:

[Clp = 7/ p,;0u;d) (4.31)
Q

Aplicando a aproximacao de elementos finitos:

p=[N"p (4.32)

Para os vetores definidos da seguinte forma, o valor da integral de acoplamento estrutura-

fluido resulta em:

Clp =7 | (V'VIN"Ia2 -5 (4.33)
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onde V representa o operador de derivadas parciais de primeira ordem aplicado a familia de
fungoes [NP].

Logo, a matriz de acoplamento [C] para a fase sélida, é:

] =7 / NPV [N]d0 (4.34)
Q
e Matriz de Rigidez [H] da fase fluida

O termo de rigidez pode ser obtido a partir da primeira parcela do produto interno da
Equacao (4.2):

A passagem da forma fraca deu-se da seguinte maneira:

h? h?
—T/p,jjépdxdy = — (/ p,;0p jdzdy — j{p,jnjépdS) (4.35)
P22 Ja P22 Q r

A integral de contorno sera especificada usando-se as condigoes de contorno para o dominio

fluido:

]{pyjnjépdS = j{ @(510615 (4.36)
r r on

A partir da forma fraca, tem-se a integral de dominio resultante como sendo a rigidez da

fase fluida:

_h
[H]p = — [ p,;0p,;dQ (4.37)
P22 Ja

A variagao virtual de dp sera:

5p = [N?)6p (4.38)

Aplicando a aproximacao de elementos finitos:
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p=[N"p (4.39)

Dados os vetores definidos, o valor da integral de rigidez fluida resulta em:

h2
[Hlp = — | V[NP]V[N?]dQp (4.40)
P22 Jo
onde V representa o operador de derivadas parciais de primeira ordem aplicado a familia de
fungoes [NP].

Logo, a matriz de rigidez [H| para a fase fluida é:

h2

= = /Q V[N?V[N7]dS) (4.41)

e Matriz de Massa [Q] da fase fluida

O termo de inércia para a fase fluida pode ser obtido a partir da segundo parcela do
produto interno da Equacao (4.2):

O termo da Massa varia com a freqiiéncia e é dado por:

o
[Qlp = 0 /Q popds2 (4.42)

O valor da integral de massa fluida resulta em:

__h_2 p1t D =
@@—ﬁéwuwwzp (4.43)

Logo, a matriz de massa [Q] para a fase fluida é:

h2 PIE[ \TP
MzELWHNwz (4.44)

e Matriz de Acoplamento [C] da fase fluida
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O termo de acoplamento pode ser obtido a partir da terceira parcela do produto interno
da Equacao (4.2):

A passagem para a forma fraca foi feita da seguinte forma:

Ay'/ w; OpdQ) =7y (—/ op, ju;dS2 +j[umj5pd5> (4.45)
Q Q r

originando uma integral de contorno que serd especificada a partir das condi¢oes de contorno
para o dominio fluido.

A seguinte transformagao é verdadeira e pertinente:

j{ui -n;0pdS = j{unépds (4.46)
r r

A partir da formulagao fraca, tem-se a integral de dominio resultante como sendo o termo

de acoplamento entre a fase fluida e a sélida, dada por:

Q

O valor da integral de acoplamento fluido-estrutura resulta em:

[Clu; =7 /Q V[NP] [N*]dQu; (4.48)

onde V representa o operador de derivadas parciais de primeira ordem aplicado a familia de
fungdes [N?].

Logo, a matriz de acoplamento [C] para a fase fluida é:

[C) =7 /Q VINPJ'[N"]dQ (4.49)

¢ Resumo das matrizes
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As equagoes diferenciais escritas agora em uma formulacao de Elementos Finitos do tipo

Galerkin, na forma matricial, resultam em:

[K]{m} - w* |M| {m@} - |C] {7} =0
7| ) -2 [Q) ) w2 [0] fmy =0 (4.50)

Sendo que:

K] = / £ [N [D][£] [N

M) =5 /Q [N N9

7| h? Pt D

[H_ - E/QV[N]V[N Q)

@] = % [y

] =5 /Q (NY'V[NP)d0 (4.51)

Em uma forma matricial, o problema pode ser colocado na forma de auto-vetores e auto-

valores, da seguinte maneira:

( [K]_;2T@2“55\7] i :[f;[@] ) { gi }={ ﬁp } (4.52)

Tal equacao é composta pela matriz dinamica, os vetores de incégnitas {u;, p} e forcas
aplicadas e sera utilizada para a implementacao do problema na freqiiéncia das equacoes da
poroelasticidade acoplada. Sua solucao permite determinar os modos operacionais da solucao

do sistema linear, descrito na Equagao (4.52), para cada freqiiéncia analisada.

4.2 Condigoes de Contorno em Poroelasticidade - For-
mulacao (u,p)

Neste item serao explicitadas de uma forma mais detalhada as condigoes de contorno que

podem estar presente em um problema poroeldstico com formula¢ao (u,p). Tal estudo é
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iniciado a partir do item (4.1), onde foi mostrada a formulacao de elementos finitos para o

problema dinamico bem como as equagoes do problema poroeldstico em sua forma fraca.

4.2.1 Condicoes de Contorno na formulagao fraca

Interessa-se agora, no calculo das integrais de contorno, que sao as condi¢oes naturais do

sistema. Na forma fraca identificam-se duas integrais de contorno, como se segue:

[1 = —f&fjnjéuldf
I
- h? 0
I, = j{ (yu” — __p) dpdl’ (4.53)
I

ﬁgng 8TL
A tensdo total da fase sélida foi inicialmente decomposta em duas parcelas (sélido e

fluido), expressa como se segue:

Reescrevendo a integral de contorno da equagao da fase sélida, mostrada nas Equacoes

(4.53), tem-se:

I =— ]{ o5 n;oudl — 7{ h (1 + Q) pou"dl’ (4.55)
r r R

Esta integral, Equagao (4.55), representa o trabalho feito pelas forgas externas na fase

onde du" = 0;;n;0u;

sélida do material poroelastico.

De forma similar para a equagao do fluido pode-se reescrever a integral de contorno Is.
Para se obter uma relagao mais interessante para substituicoes futuras, da-se preferéncia a
utilizacao da varidvel U; ao invés do gradiente de pressao. Estas varidveis sao relacionadas,

como ja apresentado, na seguinte forma:

h ~

= =D -
P2owW P22



sendo o coeficiente de acoplamento 7, dado por:

S (Pe_ @

A integral I se torna:

IL=— j{ h (1 + g) u"pdl’ — ]{ h(U™ — u™)épdl’ (4.58)
r R r
onde a segunda integral representa a velocidade de infiltragao, que é o fluxo sobre o contorno
I'. A expressao [, representa o trabalho feito pelas forgas externas sobre a fase fluida.

A seguir serao listados os tipos de condicoes e acoplamentos entre os diversos meios para
um sistema poroelastico. Os resultados serao diretamente impostos nas integrais I; a partir
da Equacao (4.55) e I, a partir da Equagao (4.58). Na Figura (4.1), explicita-se um dominio
poroeléstico sujeito a possiveis interagoes com outros dominios bem como a imposi¢ao de
condicoes de contorno como excitagoes e apoios.

Dominio
Elastico

Excitagbes SESEZEEEEECTE
uioup TSRZZZEzE

Dominio
Poroelastico

Dominio Dominio
Acustico Poroelastico

Figura 4.1: Condicoes de contorno e acoplamentos em dominios poroelésticos

4.2.2 Excitagoes para o problema poroelastico

e Caso de um campo de pressao imposto
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Para o caso de um campo de pressao p a ser aplicado em I, as condigoes de contorno

aplicadas nas Equagoes (4.55) e (4.58) sao:

5N = —Poijn;
p=" (4.59)

Em conseqiiéncia, as integrais Iy e I se tornam:

I = ]4(1—h<1+%)>pi5u”dF
I

I, = 0 (4.60)

Como a pressdao é imposta, a variagdo admissivel para dp na Equagao (4.58) tende a
zero. Por outro lado, a partir do resultado descrito na Equagao (3.52), para a maioria dos
materiais poroelasticos utilizados em acustica, tem-se que: h <1 + %) > 1 é valido, e como
conseqiiéncia, a integral I; também se anula.

Em resumo, para os materiais poroelasticos submetidos a excitacao de um campo de
pressao, somente a relagao cinematica p = p aplicada sobre a pressao do poro da fase fluida

sobre o contorno I' se faz necessaria.
e Caso de um vetor de deslocamento imposto

Para o caso de vetor de deslocamento u; a ser aplicado em I', como por exemplo, um

movimento de um pistao sobre o contorno I'; as condigoes de contorno aplicadas nas Equagoes

(4.55) e (4.58) sao:

Uy = (1= h)u" + hU" = U™ —u" = 0 (4.61)

Como o deslocamento é imposto, a variacao admissivel para du; e, logo, para du™, na

Equagao (4.55) tem seu valor tendendo a zero.
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11:0

I, = — 7{ hl1+ = |uwdpdl (4.62)
r R
Mais uma vez, utilizando do resultado h <1 + %) = 1, que é valido para a maioria dos
materiais poroelasticos utilizados em actstica, tem-se que: I se reduz a uma classica condigao
de contorno natural para um meio fluido, dada por: I = — fr w;0pdl.
Para um caso particular em que seja imposto um deslocamento tangencial no contorno I'
(excitacao cisalhante) o componente normal de u; tende a zero e, logo, a integral I5, também.

Neste caso, somente a relagao cinematica u; = u; deve ser aplicada na fase sélida.

4.2.3 Condicoes de apoios para o problema poroelastico

Sao condigoes de contorno do tipo Dirichlet, condigoes que possuem seus valores aplicados
sobre as varidveis essenciais do problema presente na superficie do contorno I'. Em geral,

trés tipos se destacam.
e Condicao de parede livre

Quando uma parte do contorno estd aberta para o meio infinito actstico, a condicao de
contorno livre se aplica. Essa condicao significa que nenhum suporte retém o movimento da
estrutura poroelastica.

Na realidade isto nao é verdade. Devido ao fato de que o meio actistico estar ligado ao ar
presente na rede do material poroelastico, o carregamento do ar sobre a fase fluida na area
livre nao é desprezivel.

Para simplificar a condicao livre, é assumido que a impedancia da fase solida é muito
maior de que a impedancia do meio acustico que cerca o meio poroelastico e que somente o
comportamento elastico possui um efeito notavel.

Assumindo-se tais simplificacoes, o qual considera um sistema placa-poroelastico vibrando

no vacuo, neste caso particular as condicoes de suporte livre sao:
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S

p=0 (4.63)

nj:0

Conseqiientemente, por nao haver trabalho externo agindo sobre o contorno I' poroeléstico

as integrais /; e I, tendem a zero naturalmente.
¢ Condicao de parede rigida

Neste caso as condicoes de contorno aplicadas sobre uma superficie rigida sao:

Ur —um =0 (4.64)

Conseqiientemente, por nao haver trabalho externo agindo sobre o contorno I' poroeléstico
as integrais I; e I, tendem a zero naturalmente, além do fato de que as variagoes admissiveis

de du e du™ tenderem a zero. A pressao do poro p na regiao da parede rigida é livre.

e Condicao de parede com deslizamento

Tal condigao de contorno significa que o deslocamento normal é restrito (parede rigida)

mas o movimento tangencial estd livre. Tal efeito é representado pelas seguintes condigoes

de contorno:

Ur —u" =0 (4.65)

Conseqiientemente, por nao haver trabalho externo agindo sobre o contorno I' poroeléstico
as integrais I e Iy tendem a zero naturalmente. Como o deslocamento normal é imposto e
nulo, a variacao admissivel u” tende a zero. A pressao do poro p na regiao da parede rigida

e o deslocamento sélido tangencial sao livres.
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4.2.4 Acoplamentos entre dominios

e Condicao de acoplamento Poroelastico-Elastico

O meio eldstico pode ser descrito em termos do vetor de deslocamento u$. A combinacao
das integrais de contorno do meio poroeldstico, descritas nas Equagoes (4.55) e (4.58), com

a integral obtida da formulacao fraca do meio elastico, serao obtidas as seguintes relagoes:

I, = —%Ufjnjéuidl" - 7{ h|1+ g pou"dl’ +]{afjnj5uidf
r r R r
L, = — j{ h (1 + g) u"dpdl’ — 7{ h(U™ — u")opdl’ (4.66)
r R r
onde of; representa o tensor de tensoes do meio elastico.

As condigoes de acoplamento entre o meio poroelastico e o meio elastico sao para o

contorno I' descritas pelas seguinte relacoes:

Oij My = 04501
Un —un =0
u; = uf (4.67)

Estas relacgoes descritas na Equacao (4.67) correspondem as relagoes de equilibrio, infil-
tracao nula e compatibilidade cinematica, respectivamente. Substituindo as duas primeiras

relagdes da Equacao (4.67) nas integrais da Equagao (4.66), é obtido:

I :_fh <1+g> pou"dl’
r R

I, =— 7{ h (1 + %) u"dpdl’ (4.68)
r

Estas equagoes mostram que o meio poroelastico serd acoplado com o meio elastico através
de uma formulagao simétrica em seus termos. A relacao cinemética u; = uj devera também

ser, de forma explicita, imposta no contorno de acoplamento I'.
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Mais uma vez, para a maioria dos materiais poroelasticos utilizados em actstica o re-
sultado de que h (1 + %) = 1 reduz os resultados obtidos na Equacao (4.68) ao classico

problema de acoplamento fluido estrutura, como se segue:

I =— j{péu”dl“
r

I =— j{ udpdl’ (4.69)
r
e Condicao de acoplamento Poroelastico-Acustico

O meio acustico pode ser descrito em termos do campo de pressao p*. A combinacao
das integrais de contorno do meio poroeldstico, descritas nas Equagoes (4.55) e (4.58), com

a integral obtida da formulagao fraca do meio actstico, serao obtidas as seguintes relagoes:

L = —%UfjnjﬁuidF —j{h 1+ g pou"dl’
r r R

Q f ]glapa
L = —¢h|1+2 ) uwepdl — ¢ (U™ — u™)dpdD spdl (4.
5 7£<+RUP F(U u")op +Fpaw28np (4.70)

onde p, ¢ a densidade do meio actstico.
As condicoes de acoplamento entre o meio poroelastico e o meio actustico sao para o

contorno I' descritas pelas seguinte relacoes:

o7 = —pn;

L9 — (1= h)u" + hU"

paw? On
p=7p° (4.71)

Estas relagoes descritas na Equagao (4.71) correspondem as relagoes de equilibrio, equilibrio
de vazoes e compatibilidade cinematica, respectivamente. Substituindo as rela¢oes da Equagao

(4.71) nas integrais da Equacao (4.70), é obtido:
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Ilz—f 1—h—hg p*ou"dl’
r R

I, = —]{ 1—h— hg u"opdl’ (4.72)
r R

Estas equacoes mostram que o meio poroelastico sera acoplado com o meio acustico

através de uma formulacao simétrica em seus termos. A relagao cinemética p = p* devera

também ser, de forma explicita, imposta no contorno de acoplamento I', isto é ha continuidade
na malha.

Para a maioria dos materiais poroelasticos utilizados em acustica o resultado de que

h (1 + %) = 1 reduz agora as integrais de acoplamento entre os meios acustico e poroelédstico

a valores nulos, o que significa que para tal acoplamento somente se faz necessaria a imposicao

da relagao cinematica p = p® e esquecendo-se das duas primeiras descritas na Equacao (4.71).

Esta simplificagao para as integrais de contorno no acoplamento entre os meios acusticos

e poroelastico, resulta na auséncia de termos de acoplamentos na interface do meio actustico

com as fases fluida e sélida do meio poroelastico, ou seja, nao ha matriz de acoplamento entre

os meios poroelastico e acustico.
e Condicao de acoplamento Poroelastico-Poroelastico

O meio poroeldstico é descrito segundo a formulagao (u,p) em termos do vetor de deslo-
camento da fase solida u; e do campo de pressao da fase fluida p. Sejam os indices 1 e 2 que
denotam os dois dominios poroelésticos.

A combinacgao das integrais de contorno dos meios poroeldsticos, descritas nas Equacoes

(4.55) e (4.58), serao obtidas as seguintes relagoes:
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Il = — % UfijnjéulidF — f hl 1+ % pl(SU?dF +
r r R;
s @2 n
r r Ry

I, = — 7{ hy <1 + @) updprdl’ — j{ hy (U7 — uf)oprdl’ +
r R r

1

r

2 I

As condicoes de acoplamento entre os meios poroeldsticos sao para o contorno I' descritas

pelas seguinte relacoes:

S _ S
01455 = 024575
n n - n n
hi(UT — uf) = hy(U3 — uj)
Uy = Uy

P1 = D2 (4.74)

Estas relagoes descritas na Equagao (4.74) correspondem as relagoes de equilibrio, equilibrio
de vazoes e compatibilidade cineméatica de deslocamento e pressao, respectivamente. Substi-
tuindo a primeira e terceira relagdes da Equagao (4.74) na Equacgao (4.73), para a equagao

da integral I é obtido:

I = —fhl 14 90 pusupr +7{h2 1+ 22 psudr (4.75)
T Rl r RQ

Substituindo a segunda e quarta relagdes da Equacao (4.74) na Equacdo (4.73), para a

equacao da integral I, é obtido:

I, = — j{ hi |1+ @ Uy, OprdD + 74 hy [ 1+ 2 Uz Op2dl’ (4.76)
r Ry r Ry
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As Equagdes (4.75) e (4.76) mostram que a interagao entre dois dominios poroelésticos é
obtida através de uma formulacao simétrica em seus termos. As relacoes cinematicas p; = po
e u; = up deveram também ser, de forma explicita, impostas no contorno de acoplamento I,
através do uso de malhas continuas.

Para a maioria dos materiais poroelasticos utilizados em acustica o resultado de que
h (1 + %) = 1 leva ambas integrais, I e Iy, a tenderem zero. Tal reducao implica que
para tal acoplamento somente se faz necessaria a imposicao das relagoes cinemaéticas que sao

naturalmente satisfeitas dentro do processo de superposicao das matrizes.

4.3 Método dos Elementos Finitos para o problema
transiente

Sejam as equagoes diferenciais que regem o problema poroeldstico, descritas no item (3.6):

2Nl/b
2NEijj & T g, owhs — Py =0 (4.77)
&gkk 1 8p
9% 0
ot T Qor P

Utilizando-se das seguintes condigoes de contorno:

e u; = g; em [', - Deslocamento;

e o;;n; = h; em I'y - Forcas de Superficies;
o p, =5, em I', - Pressoes;

e ¢;n;, = R; em I', - Vazoes;

Para o problema deve-se ainda considerar £|;—o = 0, ou seja nao ha varia¢do no conteido

do fluido no meio poroso no estado inicial.

4.3.1 Forma Fraca para o problema transiente

A forma fraca de um problema pode ser obtida através do produto interno do residuo por uma
funcao de ponderagao admissivel. A Integragao da equagao ocorre em um dominio fechado

(Q) de validade do problema.
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Escrevendo-se as equagao da fase sélida, Equagao (4.77) em sua forma fraca, tem-se:

2N
/(2N€Z’jj + —ngkkj — ﬂpj)éude =0 (478)
Q 9, 1 . 2Vb 9. 9

Fazendo a Integracao por partes, chega-se a seguinte forma:

2N 2N
— / 2N€ij + —ngkk 5u”dQ — / 6]9 J(SUZdQ + f 2N€ij + Y Ekk njéuldl“ =0
Q 1-— 2Vb ’ Q ’ T 1-— 2Vb
(4.79)

Com base nas relagoes constitutivas e cinemaéaticas pode-se reduzir a forma fraca da se-

guinte maneira:

O residuo da equagao da fase fluida, Equacao (4.77), é apresentado a seguir:

85kk 1 8p i
[, (5% + gt~ vt =0 s

Novamente a integracao por partes é feita, obtendo-se a forma fraca, dada por:

) 10
/ Kp,j0p,;d§d + / 5%5]%19 + éa—f&?dﬁ - j{p,j ‘n;dl' =0 (4.82)
0 Q 0 r

4.3.2 Aproximacao por Elementos Finitos para o problema tran-
siente

Considerando-se um elemento que possui a familia de fungoes de interpolacao ou funcoes de
forma como sendo [N*] para a aproximagcao na fase sélida e [IN?] para a aproximacao na fase
fluida.

De forma andloga ao caso dinamico, faz-se a aproximacao de Elementos Finitos pelo
Método de Galerkin, o que permite escrever o seguinte sistema discreto que governa o pro-

blema transiente:
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para a fase sélida:

- / L€)'V [D]£] [N, — / BVINYNY]dp = 0 (4.83)

e para a fase fluida:

/ KV [NP)V[N?]dQp + / ﬁV[N“][NP]dQﬂ',-+$ / [N?][N?]dQp = 0 (4.84)

As Equacoes (4.83) e (4.84) podem ser reduzidas as seguintes formas matriciais, respec-

tivamente:
[K]u; — [Qp =0 (4.85)
Q)T+ [STF + [Hp = 0 (4:86)
sendo:
K] = = [ L/ D£) s

@ = 5 [ ViV
H = &« / V[NV [N7]dS)

1 P P
Sl =5 /Q [N?][N?)d) (4.87)

O termos da integrais de contorno representam o balango das forgas sobre o elemento.
Tal soma resulta em valor nulo devido as condigoes de contorno inicialmente impostas.
Na forma matricial, acoplando-se ambas Equagoes (4.85) e (4.86), do fluido e da estrutura,

tem-se:

8 } (4.88)



4.3.3 Implementacao no Tempo - Métodos de Discretizacao

Para o sistema resultante do problema poroeléstico, Equagao (4.88), como visto a partir
da formulacao de Elementos Finitos em problemas transientes, pode ser representado pelo

seguinte sistema matricial, tipico:

[A{¢} + [Bl{c} = {P} (4.89)

para um intervalo de tempo 0 < t < to, sendo: [A], [B] e {P} matrizes e vetores previamente
conhecidos e constantes e {c} o vetor de incégnitas.

Fazendo-se uma média ponderada para a aproximagao da derivada temporal, introduz-se
a variavel 0, dependente de dois intervalos de tempos consecutivos (Reddy, 1984).

Tal método de aproximacao temporal independe do niimero de varidveis espaciais, por se
tratar de uma formulacao geral, a sua implementacgao poderd ser usada para uma aproximagao

do tipo das Equagoes (4.89), em problemas de quaisquer dimensoes:

ks + (1= 0)fe, = 1=tk (4.90)

Este tipo de aproximacgao, Equagao (4.90), é caracteristica de problemas transientes pa-
rabolicos. Para intervalos de tempo variando 0 < t < ty. O fator 6, determinante do método

de aproximacao temporal, pode ser dado, para cada aproximacao, da seguinte forma:

0 Método de Euler
=< 1/2 Método de Crank-Nicolson (4.91)
2/3 Método de Galerkin

Utilizando a aproximacao da Equacao (4.90) para intervalos de tempo iguais a At, na

Equagao (4.89), obtém-se:

[A{ctni = [AHctn + 0AL({PYata — [BI{c}ni1) + (1 = O)At,({Pn — [Bl{cin)  (4.92)

Rearranjando a expressao da Equagao (4.92) e entdo, reescrevendo-a em uma forma re-

cursiva para c¢,, obtém-se:
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([A] + 0AL B { et = ([A] = (1 = )AL [B]){ctn + Aln(6{P}nra + (1 = 0){P},) (4.93)

Tal equacao recursiva serd utilizada para a implementacao do problema das equagcoes da

poroelasticidade acoplada pelo Método dos Elementos Finitos em problemas transientes.
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Capitulo 5

Implementacao Computacional

Neste capitulo serd apresentada a implementacao computacional feita com a filosofia da Pro-
gramacao Orientada ao Objeto. Foram implementados os elementos finitos poroelasticos uni-
dimensionais, bidimensionais e tridimensionais em dois tipos de andlises: transiente (dominio
do tempo) e dinamico (dominio da freqiiéncia). Um conjunto de classes foi adicionada as ja
existentes no projeto computacional Meflab++, programa em desenvolvimento no Departa-

mento de Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica da Unicamp.

5.1 Programacao Orientada ao Objeto

A solucao numérica do sistema de equagoes do problema da poroelasticidade, mostrado nas
Equacoes (4.88) e (4.52), foi implementada na linguagem C++. Para resolver os problemas
transientes e dinamicos, faz-se necessario o conhecimento prévio das matrizes elementares
dependentes do tempo e freqiiéncia, respectivamente, e da matriz global do sistema (equiva-
lentes de massa, amortecimento e rigidez).

O gerenciamento dos dados, a montagem e o método de resolugao do problema foram con-
cebidos com a filosofia de programacao orientada ao objeto (Oriented Object Programming
- OOP).

A programacao orientada ao objeto é organizada em funcao de um grupo de objetos,
previamente classificados segundo suas caracteristicas e semelhangas (atributos), os quais
se comunicam através do envio de mensagens (métodos) e, assim, acessando os atributos

dos objetos. Um objeto, segundo sua responsabilidade, pode executar uma tarefa especifica
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de armazenamento de dados ou de herdar dados e caracteristicas de uma estrutura maior.
Tal processo de programacao oferece entre outras vantagens robustez e seguranca, levando
a programas com grande possibilidade de trabalho em conjunto, manutencao e facilidade de
evolugao.

Ao projeto Meflab++, foi adicionado um conjunto de classes com as responsabilidades
de modelar, configurar e resolver varios tipos de problemas poroelasticos e poro-actsticos

propostos.

5.2 O programa Meflab-++4

Neste item serao discutidos alguns aspectos de programacao usados no Meflab++. Sera posta
em evidéncia a estratégia de solugao computacional do programa.

Meflab++ é um software feito em linguagem C-++ com filosofia orientada ao objeto. O
processamento de suas rotinas esta baseada em uma aplicagao padrao do sistema operacional
Windows®. E um programa de categoria de 20.000 linhas. A linguagem C++ foi utili-
zada em particular por se mostrar bem adaptada a proposta de orientagao a objetos e pela
manipulagao das abstragoes em alto-nivel (uso de memdria dindmica) enquanto, para o uso
de Elementos Finitos permite implementacoes de baixo-nivel necesséarias para a eficacia dos
célculos (controle numérico dos erros computacionais).

A proposta do Meflab-++ é a de permitir a resolucao de varios tipos de problemas encon-
trados em Engenharia pelo método de elementos finitos e ainda na busca de solugoes 6timas
em determinados campos utilizando-se dos métodos computacionais classicos de otimizacao.

A solucao de problemas pelo Meflab++ parte da leitura do arquivo de dados o qual a
classe Dictionary tera a responsabilidade de entende-lo para uma posterior classificacao do
problema, segundo a classe Main Problem. A lista de tarefas a ser realizada no problema
estao sob a responsabilidade da classe Task, que as executa segundo um gerenciamento dos
dados.

O problema sera dividido em dominios, cada um com uma equacao diferencial regente e
cada uma com seu respectivo operador diferencial e material que se comporta segundo a sua lei

constitutiva. Os tipos e quantidades de graus de liberdade sao funcao da escolha do operador
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diferencial e da dimensao do dominio. A malha de elementos finitos é processada com o
recebimento das coordenadas dos nés e da conectividade de seus elementos. As condicoes de
contorno e iniciais sao dados de entrada e finalizam a montagem do dominio.

O método de aproximagao numérica do problema, FEM - finite element method, possui
a responsabilidade de montar as matrizes globais de cada dominio proposto.

O processamento se da inicio a partir da escolha do ”solver” do sistema equacoes. Para os
problemas resolvidos neste trabalho, todos os métodos de resolucao sao de equacgoes lineares.

O pos-processamento de algumas varidveis como a deformacao no caso de problemas
de elasticidade, fluxo de calor em problemas térmicos, gradiente de pressao e deslocamento
fluido no caso poroelastico implementado sao determinados em fungao do operador diferencial
escolhido e na maioria das vezes o calculo é feito ao nivel elementar ou nodal (pontos de
integracao).

A seguir um fluxograma simplificado do processamento de um problema a ser resolvido

utilizando o programa Meflab++-.

| Arguivio de ertrada |
Dicionatio
(eitura do arguivo de dados)

‘ Problema ‘

(Grupo de tarefas)

| Dominio |

I
[ I 1 I 1
Equagéo D iferencial Comportamenta do b aterial Malha de Elementos Finitos C ondicdies de Contomo Solver
(E=scolha do Cperadaor Diferencial) (Lei Constitutiva do M aterial) (Discretizagio do Dominio) Condices Inidais (Sistemas de E quagdes Lineanes)

I

[ 1 |

Malha Fisica M alha Geomética P ds-Processamento dos dados
(P ropri edades Fizicas) P mprledades G eométricas)

Elementos Fisicos |Elementos Geometrlcos

Figura 5.1: Fluxograma simplificado das informagoes no Meflab++

5.3 Implementacao do Problema Poroelastico no Me-

flab++

Para se introduzir o problema poroelastico ao programa Meflab++, as classes originais de-

vem sofrer algumas modificagdes e outras novas devem ser criadas. A estrutura global do
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Programa Meflab++ e as modificacoes nas chamadas categorias de maior ordem hierarquica

do Meflab++ séo indicadas na Figura (5.2).

— —
Dbjectshur MyAnays Solutions
List Wiy Lists ay
1
Mumericall
ntegration
1
- Evolutionany O
Malnr:loble plimizations
Data  |& e "M Tasds
— H
Boundary C
anditionz H
o — : -
] Initial Cond Equationss
Comains pemeee® itions wetems
Differential pa "
Operatars . \
Froperies Materials B hlesh
ehaviour
; & -
W 1 : -
Elements H [ots
Utilities :
¥
1
MNodes
i
1

Shape Fun
ctions

Figura 5.2: Descricao Geral do Meflab++ - Categorias Gerais

As modificagoes nas categorias originais do Meflab-++4- serao descritas nos itens posteriores.
Serao destacados os novos métodos, classes e objetos criados para a montagem do problema

poroelastico transiente e dinamico.

5.3.1 Categoria Domain

A Categoria Domain é constituida pelo tipo de Método Integral ou Formulacao do Problema
principal, para o caso Poroelastico o método utilizado é o dos Elementos Finitos (classe
FEM-UNS) que se originou da classe FEM, conforme mostrado na Figura (5.3). A partir
de algumas modificacoes feitas devido a natureza nao simétrica das matrizes criou-se a classe

FEM-UNS ("FEM Unsymmetrical”) na qual a montagem das matrizes de elementos finitos
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procede em uma matriz nao simétrica e nao mais em banda e simétrica como feito em
problemas desacoplados. Em versoes futuras, o uso de armazenamento esparso deve ser
acrescentado a classe Matrix do Meflab++-.

Para o problema poroeléastico transiente estudado, devido a sua descricao apresentar ter-
mos dissipativos (problema do tipo parabdlico), com primeira derivada em deslocamento
e pressao - (u,p) hé a necessidade de métodos especificos para tal montagem das matrizes
globais de Amortecimento, Rigidez e do Vetor de Carga Nodal: give- TransientLHSide(), give-
RHSide(), assemble-Transient-StiffnessMatriz() e assemble- Transient-DampingMatriz().

Para o problema dinamico, a responsabilidade desta classe (FEM-UNS) é a montagem
da matriz dinamica global. Esta matriz procede da montagem das matrizes de rigidez e
massa equivalentes (com os termos dissipativos e imaginéarios) a niveis elementares para
uma posterior montagem das matrizes globais. O método de montagem do lado esquerdo
da equacao, vetor de forcas, também deve ser modificado para os casos de deslocamento
e pressao impostos, o valor do vetor de forcas também é dependente da freqiiéncia. Os
métodos de montagem das matrizes dinamicas globais sao: give-FRFLHSide(omega), give-

RHSide(omega), assemble-Complez-StiffnessMatriz() e assemble-Complez-MassMatriz().
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5.3.2 Categoria Task

A Categoria Task agrupa as classes responsaveis pela leitura e interpretacao das tarefas que
sao descritas no arquivo de entrada. Para o problema poroeléstico transiente implementado,
a classe Task deve ser responsavel pela interpretacao da palavra TRANSIENT, ou seja,

a resposta no tempo que pode ser obtida pelos métodos de predi¢gdo no tempo (problema

parabdlico).
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Figura 5.4: Task: Analise Transiente e Dinamica e suas classes derivadas

O conjunto de tarefas do problema dinamico é semelhante ao do problema transiente,
somente com a mudanca para o dominio da freqiiéncia. A instrucao no arquivo de entrada
de dados é DYNAMIC-POROUS. Para este caso deve-se predizer os valores dos modos ope-
racionais ou as respostas para cada passo de freqiiéncia prescrita, isto é, a determinacao das
fungdes de resposta em freqiiéncia (FRF) para o sistema poroeldstico. A classe responsavel
pela interpretagao desta tarefa é a classe FRF-Porous, que pode ser avaliada na Figura
(5.4).

Caracteristicas comuns para estas duas classes (Transient e FRF-Porous) estao nos
métodos de dimensionamento das matrizes de resultados (dimension-matriz()), no comando
de escrever os dados nas matrizes (write-data()) e escrever em arquivos (write-results()).

O método solve-Task(pDomain) das classes Transient e FRF-Porous é virtual e res-
ponsédvel pela obtencao da resposta das varidveis primarias (u,p) ao longo do tempo e
freqiiéncia, respectivamente. O objeto "pDomain”é um ponteiro do tipo FEM-UNS e a

partir de seus atributos é realizada a tarefa de obtencao da solucao transiente ou dinamica.
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5.3.3 Categoria Differential Operator

A categoria Differential Operator é composta pelos operadores diferenciais de diversos
problemas encontrados em engenharia. Para o problema poroelastico implementado duas
classes denominadas de Poroelasticity, para o caso transiente e Poroelasticity Complex,
para o caso dinamico foram construidas. Estas classes possuem as responsabilidades de
calcular as matrizes que serao utilizadas na integracao numérica sobre o elemento geométrico.
o tamanho das matrizes é determinado pelo tipo de anédlise e pelo tamanho do dominio (1D,
2D ou 3D).

Compor a lista de graus de liberdade para o caso poroeldstico é uma outra responsabi-
lidade das classes implementadas. O problema transiente apresenta todos os seus graus de
liberdade reais. Para o problema dinamico implementado houve a necessidade da criacao de
graus de liberdades complexos. A solucao encontrada foi a de dobrar a ordem do sistema em
graus de liberdades reais e imaginarios.

Na Figura (5.5) é mostrada uma descrigao da classe dos operadores diferenciais.
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Figura 5.5: Operador Diferencial: PoroElasticity e PoroElasticityComplex

5.3.4 Categoria Material Behaviour

A Categoria Material é composta por classes que contem as propriedades dos materiais. Para
o caso Poroelastico, foi abstraida a classe Biot, mostrado na Figura (5.6), que representa
uma generalizacao de todos materiais poroelasticos com comportamento segundo as hipoteses
descritas no item (3.2). Nesta classe é definida a lei constitutiva do problema, onde sao repas-
sados todos os coeficientes das matrizes de Elementos Finitos dos campos: fluido, estrutura
e acoplamento. O método implementado nesta classe foi (give-constituitiveMatriz()), a qual
possui a responsabilidade de calcular a matriz constitutiva do material (?theMatrixD”) com
tamanho segundo a dimensao do problema e do tipo de Operador Diferencial em estudo.

Para o caso dinamico esta matriz é uma funcao da freqiiéncia.
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Figura 5.6: Classe Biot - material poroelastico

5.3.5 Categoria Elements

Esta categoria, para o tipo de implementagao proposta, foi complementada com a adi¢ao das
classes: LinenPorophy, Tri3Porophy, Quad4Porophy ¢ Cube8Porophy.

Estas classes correspondem ao elementos fisicos unidimensionais, bidimensionais e tridi-
mensionais com a responsabilidade de devolver as matrizes de Massa, Rigidez e Amorteci-
mento para qualquer tipo de problema seja ele transiente ou dinamico.

As classes de elementos geométricos correspondentes sao Linengeo, Tri3geo, Quad4geo
e Cube8geo, que ja se encontravam implementadas. Estas classes devem ser gerais para se
conseguir os valores das matrizes em um ponto geométrico especifico (malha geométrica) e
fazer a integracao numérica. Estas classes possuem a responsabilidade de devolver todas as
caracteristicas dos elementos geométricos propostos no arquivo de entrada de dados.

Em particular para o problema poroelastico, as matrizes elementares apresentam a ca-
racteristica de nao-simetria, o que implica na modificacao do armazenamento das classes das
matrizes. Um estudo em paralelo estd sendo feito com o intuito de melhorar o armazena-
mento e operagoes com tais matrizes (nao simétricas) através de armazenamento espargo,

com a construcao futura da chamada classe SparseMatrix. A Figura (5.7) apresenta o
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diagrama de classes dos elementos fisicos e geométricos.
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Figura 5.7: Classes de Elementos Fisico e Geométricos lineares

5.3.6 Categoria Equation System

Esta categoria mostra o conjunto de métodos de resolucoes do sistema linear de equagoes
prescritos para os problemas Transiente e Dinamico.

Na Figura (5.8), nota-se a relagdo de heranca entre as classes Euler, Crank-Nicolson
e Galerkin com a classe Parabolic. A evolucao temporal do vetor de resultados no caso
transiente ¢ dado segundo um dos métodos parabdlicos implementados. Para o caso dinamico
o problema é variante com a freqiiéncia porém ainda linear, o que provoca dificuldades na
obtencao da resposta do problema de autovetores e autovalores. Optou-se portanto em nao
se fazer reducao modal alguma e determinar para cada sistema de equacao produzido a
cada passo de freqiiéncia a resposta dinamica do sistema (modo operacional). O método

de resolucao do sistema linear de equagoes para o caso dinamico esta presente na classe

Gauss-Freq.
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Figura 5.8: Sistema de Equacoes e Solvers lineares dos casos Transiente e Dinamico
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Capitulo 6

Resultados e Discussao

Neste capitulo, uma metodologia para validacao do modelo numérico implementado é apre-
sentada, baseando-se em resultados encontrados na literatura, bem como solucoes analiticas
para problemas simples. Em seguida, sao mostradas as possibilidades de uso desta ferramenta
computacional em problemas propostos, avaliando-se a influéncia de parametros numeéricos

e fisicos dos modelos.

6.1 Validacoes do programa implementado
Apresentam-se a seguir, problemas transientes e dinamicos da poroelasticidade acoplada.

6.1.1 Coluna Poroelastica

O problema da coluna poroelastica ¢ um caso bastante estudado na poroelasticidade classica.
Inicialmente proposto e resolvido por Biot em (Biot, 1941a), o problema consiste em uma
coluna poroeléastica sujeito a uma tensao normal de compressao P e pressao nula em todos
os poros. Para uma nova condicao inicial, Biot propos um estudo da coluna sob condicoes de
deslocamento normal nulo e vazao normal nula (Biot, 1941b). Estes modelos sdo bastante
utilizados em construgoes de fundacoes e consolidacao de solos.
Para validar o procedimento transiente implementado, um dominio unidimensional é pro-

posto e sdo consideradas duas condigoes iniciais distintas, mostradas na Figura (6.1).
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Figura 6.1: Condigoes Iniciais para as colunas poroelasticas - pressao prescrita e deslocamento
prescrito

Na Tabela (6.1), mostram-se os parametros do material poroeléstico utilizado:

Tabela 6.1: Propriedades do material poroelastico utilizado nas simulagdes do problema
transiente

N(GPa) | k(m?s/Pa) | B | v, | vy
rocha 6000 2-107° 0.62 | 0.20 | 0.33

Em ambos casos de condigoes iniciais, a coluna esta engastada em sua base e possui um
comprimento de 6 metros. Primeiramente, é analisado o caso do valor de pressao imposto
sobre a extremidade da coluna, o qual é constante no tempo. A solucao analitica para este
problema se encontra no Anexo B.

Para uma malha de 9 elementos poroelasticos unidimensionais e lineares, os resultados de
resposta temporal para o deslocamento na extremidade e para a pressao na base da coluna

sao apresentados na Figura (6.2).

90



0.38 : : : : 0.45 : : : :
0.36 04 i
0.35 i
=0.34
3 i
£ < 03
S0.32 =
*a:-; . \0,0.25 9
£ 2
g 03 @ 02 — Solugéo Analitica
o <4 Solugdo Numérica
® 0015 1
50.28
Solug&o Analitica 0.1p ]
e Solugédo Numérica |
0.26 0051 |
024 ‘ ‘ ‘ ‘ o ‘ ‘ :
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
tempo (s) tempo (s)
Deslocamento na extremidade da coluna Pressao na base da coluna

Figura 6.2: Respostas temporais de deslocamento e pressao para a coluna poroeléastica - caso
da pressao imposta

Uma boa concordancia entre os resultados foi encontrada quando comparada com a res-
posta analitica do sistema. Para uma malha simples obteve-se um rapido processamento dos
resultados.

Para a segunda condicao de carregamento, é feita uma andlise da resposta transiente que
consiste em se deformar a extremidade da coluna poroeléstica de 1pol (25.4mm), desloca-
mento este que proporciona um equilibrio de pressoes em todos os pontos da coluna de um
valor de 0.416M Pa, no instante de tempo inicial £ = 0. Na Figura (6.3) sao mostradas as

respostas temporais do sistema.
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Figura 6.3: Respostas temporais de deslocamento e pressao para a coluna poroeléstica - caso
de deslocamento imposto

Novamente, uma boa concordancia dos resultados foi encontrada, porém desta vez com-
parados com resultados numéricos encontrados em (Siqueira, 1995). A malha utilizada neste
caso foi de 7 elementos poroeldsticos unidimensionais e lineares.

Analisando os resultados de deslocamento e pressao de todos os nés da malha em fungao
do tempo, tem-se a superposicao das respostas no dominio poroeldstico proposto, para os

dois tipos de conjuntos de condicoes de contorno e iniciais, conforme mostrado nas Figuras

(6.4) e (6.5).
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Figura 6.4: Resposta temporal para o problema sob as condi¢oes de contorno de pressao
imposta
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Nota-se que para todos os nos, as variaveis de deslocamento e pressao tendem a se esta-

bilizar ao longo do tempo para os dois conjuntos de condicoes de contorno analisados.
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Figura 6.5: Resposta temporal para o problema sob as condic¢oes de contorno de deslocamento
imposto

Os testes apresentados validam o procedimento transiente, o qual nao sera mais explorado

neste trabalho.

6.1.2 Camadas de materiais absorvedores

Para validar o problema dinamico, foram analisados inicialmente os problemas de absorcao
acustica por camadas de materiais poroelasticos. As caracteristicas do sistema como im-
pedancia actstica superficial, absorcao actstica e, ainda, as medidas globais de vibroactstica
sao aqui determinadas numericamente via simulacao computacional utilizando-se do pro-
grama implementado no Meflab++-.

Dois casos foram estudados, sendo prescritos, em ambas as situagoes, os valores de im-
pedancia acustica na superficie de uma camada de isolacao acustica. As dimensoes laterais
das camadas podem ser consideradas grandes em relacao a direcao de propagacao das ondas
acusticas sobre o material, o que simplifica o problema a uma dimensao (1D). A excitacao
acustica consiste em uma onda de pressao de médulo unitario sob uma das extremidades
sendo a outra limitada por uma parede rigida. A descricao fisica dos problemas é mostrada

na Figura (6.6).
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Figura 6.6: Descricao fisica do problema dinamico poroelastico - camadas de materiais po-
roelasticos

Os parametros dos materiais utilizados nas simulacoes numéricas para a validacao do

problema dinamico sao descritos na Tabela (6.2):

Tabela 6.2: Propriedades do material poroelastico utilizado nas simulagoes do problema

dinamico
Qoo | p1(kg/m?) | o(Ns/m*) | h N(kPa) Vp A(m) N(m) Esp.(cm)
La de Vidro | 1.06 130 40000 0.94 | 2200(1+i0.1) | 0 | 0.56-10*| 1.10-107* 10
Manta 1.18 41 34000 0.98 | 110(1+i0.015) | 0.3 | 0.60 - 10~* | 0.87 - 10~* 0.4
Tela 2.56 125 320-10* | 0.80 | 1000(1+i0.1) | 0.3 | 0.06-10~* | 0.24-10~* 0.08
Espuma A | 2.52 31 87000 0.97 | 55(1+i0.055) | 0.3 | 0.37-10"*| 1.19- 1074 0.5
Espuma B | 1.98 16 65000 0.99 18(1+i0.1) 0.3]0.37-107*|1.21-107* 1.6

O primeiro caso consiste na andlise de uma camada simples com 10cm de espessura de
material poroeldstico La de Vidro, descrito na Tabela (6.2). O segundo caso a ser analisado
foi montado com quatro materiais distintos com diferentes espessuras. Da face limitada a face
sob excitacao actstica, os materiais presentes no problema de multi-camadas sao: Espuma
B, Espuma A, uma tela, uma manta, cujas espessuras sao mostradas na tultima coluna da
Tabela (6.2) e somadas correspondem a 2,58 ¢cm de espessura.

A Impedancia acustica como descrita no item (3.8.1) é agora modificada na composigao
da velocidade ja que esta é funcao das velocidades das duas fases presentes no material

poroelastico, o que permite escrever:
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" iw((1 = h)ur + hU™)

(6.1)
onde u™ e U™ sao os deslocamentos das fases sélida e fluida, respectivamente, normais a
superficie analisada.

Os resultados de impedancia actstica (parte real e imaginéria) para o caso da camada

simples de material poroelastico sdo comparados na Figura (6.7) aos resultados obtidos por

(Atalla et al., 1998):
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Figura 6.7: Impedancia actstica superficial (real e imaginario) - camada simples de material
poroeldstico - 1& de vidro com 10 cm de espessura)

A malha utilizada para este caso foi de 15 elementos poroeldsticos unidimensionais e
lineares. O tempo de processamento das matrizes, seguido do processamento dos célculos
das respostas dinamicas (modos operacionais) é relativamente pequeno, aproximadamente 5s
em um processador Pentium® 4.

Uma boa concordancia entre os resultados numéricos obtidos pelo programa implemen-
tado Meflab++ foi encontrada quando comparados com os encontrados na referéncia do autor

(Atalla et al., 1998).
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Os resultados de impedancia actustica (parte real e imaginaria) para o caso de multi-
camadas de materiais poroeldsticos sdo comparados na Figura (6.8), aos resultados numéricos

obtidos por (Atalla et al., 1998):
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Figura 6.8: Impedancia Actstica Superficial (real e imaginario) - multi-camadas de materiais
poroelasticos

A malha utilizada para este caso foi de 5 elementos poroelasticos unidimensionais e line-
ares para cada camada de material poroelastico. Neste caso, o tempo de processamento das
matrizes e o tempo de processamento dos calculos das respostas dinamicas (modos operaci-
onais) também foram relativamente pequenos.

Mais uma vez, uma boa concordancia entre os resultados numéricos obtidos pelo programa
implementado Meflab++ foi encontrada, quando comparadas aos resultados obtidos com os
da referéncia (Atalla et al., 1998).

Ainda, para o problema de multi-camadas de materiais poroelasticos, um estudo sobre
a influéncia da espessura nos materiais absorvedores sobre o valor da absorcao acustica do
sistema de isolacao foi realizado.

As espessuras das espumas A ou B foram variadas, mas se mantendo os demais parametros

inalterados. Na Figura (6.9) mostram-se os resultados obtidos para os dois estudos.
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Figura 6.9: Absorcao acustica do sistema de insolagao de multi-camadas

Os valores de freqiiéncia para os quais ocorre a maxima absorcao pelo sistema tendem a
diminuir a medida que sao aumentados os valores das espessuras das espumas A e B. Isto
¢ justificado pela diminuicao de massa ser menos significativa, que a perda de rigidez, e
vice-versa, proporcionando variagoes nos valores das freqiiéncias naturais do sistema.

Estes dados constituem resultados importantes e de grande utilidade no projeto de um
sistema absorvedor composto por varias camadas de materiais poroelasticos. Abacos podem
ser construidos facilmente com as curvas de absorcao a partir das variagoes dimensionais do

sistema de isolacao proposto.

6.1.3 Medidas de Vibroacustica em Materiais Poroelasticos

Uma outra medida de validacao dos resultados numéricos obtidos pelo programa Meflab++
¢é realizada com base em medidas globais de vibractustica: a média quadratica da velocidade
e a média quadratica de pressao.

Para os materiais descritos na Tabela (6.3), uma montagem semelhante a da camada
simples anterior, Figura (6.6), porém analisou-se a resposta global dinamica a dois tipos de
excitacao distintos: a primeira é mecanica que consiste na imposicao de um deslocamento
com amplitude de 10~8m na extremidade livre da estrutura e uma segunda do tipo actstica

que consiste na imposi¢ao de uma onda de pressao de amplitude de 1Pa na extremidade
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livre.

Tabela 6.3: Propriedades do material poroelastico utilizado nas simulagoes do problema

dinamico
Qoo | prlkg/m?) | o(Ns/m*) | h N(kPa) Uy A(m) N (m) Esp.(cm)
Espuma C | 2.52 31 87000 0.97 | 55(1+i0.055) | 0.3 | 37 - 1076 119-107° 12
Espuma D | 1.06 130 40000 0.94 | 2200(14i0.1) | 0 56 - 1076 110 -107° 12
Espuma E | 1.4 30 25000 0.95 | 21(1+i0.05) 0 193.2-107°]93.2-10°° 12

Em todas as andlises numéricas destes casos foi utilizada uma malha de 24 elementos

finitos unidimensionais e lineares. Constituindo um total de 50 graus de liberdade (2 graus

por no) para a malha completa.

Para os resultados de velocidade média quadréitica < v? > a velocidade de referéncia

utilizada foi de v,y = 5-107®m/s e para a pressdo média quadrdtica < p* > a pressao de

referéncia foi de p,e; = 2-107°Pa.

Usando-se o material Espuma C, descrito na Tabela (6.3), foram obtidos os resultados

numéricos mostrados na Figura (6.10):
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Figura 6.10: Respostas de Vibroacustica para o material poroeléstico Espuma C

Da mesma forma, usando-se o material Espuma D, descrito na Tabela (6.3), os resultados

numéricos obtidos sdo mostrados na Figura (6.11):
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Figura 6.11: Respostas de Vibroacustica para o material poroelastico Espuma D

E por ultimo, para o material Espuma E, também descrito na Tabela (6.3), obteve-se os

resultados numéricos apresentados na Figura (6.12):
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Figura 6.12: Respostas de Vibroacustica para o material poroeldstico Espuma E

Uma boa concordancia dos resultados numéricos obtidos pelo programa implementado
Meflab++ foi encontrada quando comparados com os encontrados na referéncia do autor
(Dazel et al., 2002), onde o autor propde as mesmas andlises numéricas, porém com algumas
linearizacoes no comportamento do material poroelastico com a freqiiéncia e redugoes modais

que no presente trabalho nao foram exploradas.
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6.1.4 Tubo de Impedancia - acoplamento acustico-poroelastico

Para validar o acoplamento acustico-poroelastico, um estudo de um tubo de impedancia é
efetuado utilizando-se do programa poroelastico implementado no Meflab++-.

Um tubo com paredes rigidas e com a presenca de um material poroeldstico com uma
determinada espessura em uma de suas extremidades é excitado acusticamente através do
movimento harmonico de um pistao rigido na outra extremidade, conforme montagem da
Figura (6.13). A amplitude da velocidade do pistdao é de 1m/s. A descri¢ao fisica deste

problema pode ser vista na Figura (6.13):

|
Pistao .
. Material
Rigido Ar Poros:o
\
I

Lt

Figura 6.13: Tubo de Impedancia com presen¢a de um absorvedor

No trabalho de (Craggs, 1979), uma andlise de um tubo de impedéncia é proposto. Um
modelo unidimensional para um material poroso rigido presente é feito, nao havendo de-
formacoes elasticas no material absorvedor. Tal andlise é valida pois procede de uma solucao
analitica conhecida, a solucao exata de uma impedancia sobre uma coluna de material absor-
vedor baseada no modelo de Rayleigh (Craggs, 1978). Este modelo se encontra desenvolvido
no Anexo C.

A solucao analitica proposta em (Craggs, 1978), parte de:

R, = R{Zycoth(ivyd)} (6.2)
X, = S{Zycoth(ivd)} (6.3)

onde R, e X, sao as partes reativa e resistiva da impedancia superficial prescrita na superficie

do material absorvedor, respectivamente. Os outros valores sao:
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O problema proposto para validar os resultados de acoplamento ar-poros consiste no
uso de um tubo com comprimento total de L; = 7bmm, com um material absorvedor de
d = 25bmm. As propriedades do material poroso, pertinentes a esta analise, sao a tortuosidade
e a porosidade, possuindo valores unitarios.

Um total de dez simulagoes numéricas sao propostas e comparadas com os resultados
analiticos, onde duas malhas de elementos unidimensionais e lineares sao usadas para analisar-
se a variacao da absorcao acustica prescrita na superficie do material absorvedor com a

freqiiéncia sob diversos valores do parametro fluxo resistivo (o).
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Malha de Elementos - 5 actsticos + 5 porosos Malha de Elementos - 25 acusticos + 50
porosos

Figura 6.14: Absor¢ao acustica do absorvedor rigido em um tubo de impedancia

As curvas em linhas cheias representam a solucao analitica para uma variacao de o nos
valores de 1000, 5000, 10000, 20000 e 50000 Rayls/m, partindo-se da curva inferior para a
superior, descritos na Figura (6.14).

Nota-se que para uma malha grosseira (10 elementos finitos) os resultados obtidos em

altas freqliéncias possuem um erro absoluto significativo. Com o refinamento da malha (75
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elementos finitos) uma étima prescrigao dos resultados mesmo em altos valores de freqiiéncia

foram encontrados.

Uma outra andlise de um tubo de impedancia é encontrada em (Kang e Bolton, 1995). A

proposta desta analise é a substituicao do material absorvedor rigido por um material absor-

vedor poroelastico com a presenca de deformacoes elasticas e acoplamento fluido-estrutura

(ar/poroelastico).

A malha descrita na Figura (6.15) foi utilizada na simulagdo do programa Meflab++,

sendo agora, um problema bidimensional.

Figura 6.15: Malha de

roelésticos

yim)

Elementos Finitos - 12 elementos acusticos e 120 elementos po-

O comprimento total do tubo é de L; = 44,55¢m e do material absorvedor poroelastico é

de d = 40.5cm. O material poroelastico utilizado para esta simulacao tem seus parametros

descritos na Tabela (6.4):

Tabela 6.4: Propriedades do material poroelastico utilizado nas simulacoes do tubo de im-

pedancia

Ao

Pl(k'g/mg)

o(Ns/m?)

h

N(kPa)

Vy

A(m)

A'(m)

Espuma F | 7.8

30

25000

0.90

28.6(1+10.27)

0.4

226 - 107°

226 - 107°

Os resultados de absorgao acustica também sao prescritos em (Kang e Bolton, 1995),

onde a solucao analitica para este problema é tracada e comparada com diversas malhas.
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No presente trabalho, somente a malha bidimensional com quadrilateros lineares descrita
na Figura (6.15) foi simulada. Obtém-se bons resultados em comparacdo com o resultado

analitico, conforme pode ser visto no grafico da absor¢ao sonora mostrado na Figura (6.16).

0.9r
0.8
0.7r
0.6r

0.5

0.4r —— Solugaio Analitica — Bolton95
0.3 —e— Solugdo Numérica — Meflab++

0.2

0.1y

0 500 1000 1500 2000
frequéncia(Hz)

Figura 6.16: Absor¢ao acustica do absorvedor flexivel em um tubo de impedancia

A convergéncia dos resultados alcangada foi de forma monotonica, sendo tal fato cons-

tatado a partir da analise de outras malhas menos refinadas que a apresentada na Figura

(6.15).

6.2 Estudos de Casos - Aplicacoes

Uma série de problemas extras é aqui apresentada com o propdsito de mostrar as varias
possibilidades de uso dos modelos de vibroacustica desenvolvidos. O efeito do angulo de
cunha de um material absorvedor poroelastico em um tubo de impedancia sobre a absorcao
acustica do sistemas é analisado. A absorcao actstica e o efeito que a presenca de um material
poroelastico proporciona nas respostas em freqiiéncia de pressao em uma cavidade actstica
tridimensional e a simulacao da presenca de bancos feitos de um material absorvedor em um

modelo simplificado de um habitdculo veicular sao propostos.

105



6.2.1 Efeito do angulo em um material absorvedor sobre a ab-
sorcao acustica

Seguidas analises de um tubo de impedancia com a presenca de um material poroeldstico em
forma de cunha foram simuladas numericamente. Na Figura (6.17), a descri¢gao do problema

bem como a definicao dos seus parametros dimensionais sao apresentados:

L, parede rigida

pistao rigido
material

poroelastico

Figura 6.17: Descricao Fisica do problema

A exemplo do problema do ftem (6.1.4), a natureza de excitagdo do problema é acustica
e feita segundo a imposicao da impedancia de um pistao rigido em movimento harmoénico
sobre uma extremidade do tubo de impedancia. A amplitude da velocidade do pistao é de
Im/s.

Trés malhas distintas, cada uma com um angulo de cunha 6, foram montadas e simuladas
utilizando o programa Meflab4++ para resolver o problema poroeldstico. As configuracgoes

adotadas sdo mostradas na Figura (6.18).
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Figura 6.18: Malhas de Elementos Finitos para a andlise do angulo em um material po-
roeléstico

O comprimento total do tubo de impedancia é variavel e sendo acrescido do valor ¢
descrito na Figura (6.17), valor este determinado em func¢ao do angulo de cunha escolhido.

O material poroeldstico utilizado nestas simulag¢oes ¢ o mesmo descrito na Tabela (6.4).
Na Figura (6.19) mostram-se os resultados para a absorcao actstica para os trés angulos

analisados.
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Figura 6.19: Absorgao actistica em fungao da freqiiéncia - anélise do angulo do material
poroelastico

Nota-se que para os valores numéricos obtidos para o angulo # = 132° nao se obteve
um ganho significativo de absorcao actstica em relacao aos valores para o angulo 6 = 180°,
porém na maioria das faixas de freqiiéncia analisadas, nota-se uma ganho de absorcao. Para
os resultados obtidos com o angulo § = 36° o efeito do angulo agudo se fez notar, elevando
os valores de absorcao actstica para valores proximos de 1 a partir de 500Hz.

Outras andlises do efeito do angulo do material absorvedor sobre a absorcao actustica
foram feitas. Duas malhas com caracteristicas de angulos negativos foram propostas. As
descrigoes fisicas para estas novas simulagoes sdo apresentadas nas Figuras (6.20) e (6.21),

bem como os resultados obtidos em termos das curvas de absorgao do sistema.
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Figura 6.20: Analise da absorcao para um angulo de 6 = 270°
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Figura 6.21: Analise da absorcao para um angulo de 6 = 315° — duplo

Nestas simulagoes foram observados resultados e curvas de absorcao acustica semelhantes
as obtidas com angulos obtusos. Houve um pequeno aumento dos valores de absor¢ao para
algumas faixas porém nota-se uma tendéncia semelhante para as duas ultimas configuracoes.

Este exemplo permite mostrar a efetividade das simulacoes criadas para o auxilio ao
projeto de sistemas de absor¢ao sonora em aplicacoes residenciais, por exemplo: salas e

auditorios, assim como no projeto de salas anecoicas.
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6.2.2 Analise de uma cavidade acustica tridimensional com mate-
rial absorvedor

A analise da presenga de um material absorvedor em uma cavidade actstica mostra um
interessante resultado da reducao de energia de pressao do sistema devido a absor¢ao actstica
pelo material poroeléstico.

Usando-se um exemplo proposto por (Panneton e Atalla, 1997a), uma cavidade com as
caracteristicas fisicas descritas na Figura (6.22) bem como os principais dados da configuragao

proposta que sera analisada.

Material Absorvedor

Parede Rigida
N

ar

A

X
y Excitacdo Acstica

1 Pa

Figura 6.22: Cavidade actstica 3D com presenca de um material poroelastico

A cavidade acustica é um dominio tridimensional cibico de arestas de 1m. Uma camada
de absorvedor com dimensoes de 60x60cm? e espessura de 7.62cm é posicionada de forma
simétrica, no lado oposto ao da excitacao acustica. Os parametros fisicos deste material
absorvedor poroelastico estao descritos na Tabela (6.4).

A malha tridimensional, descrita na Figura (6.23), possui a presencga de 175 elementos
finitos lineares e foi montada para a simulacao da pressao média quadratica < p? >, obtencao

de uma medida global do sistema.
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Figura 6.23: Malha de Elementos Finitos 3D para a cavidade actstica

A malha é dividida em dois dominio: um dominio actstico discretizado com 5x5x7 ele-
mentos e um dominio poroelastico discretizado com 3x3x3 elementos.

A excitagao acustica consiste em uma pressao de valor unitario imposta no né localizado
na origem do sistema cartesiano montado. Para uma referéncia de p,.; = 2-107°Pa, a

pressao média quadratica do sistema ¢é descrita na Figura (6.24).
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Figura 6.24: Pressao média quadratica para o sistema da cavidade acustica tridimensional -
com a presenca do material absorvedor

Em sintese, as seguintes freqiiéncias naturais foram obtidas para o sistema actstico aco-

plado devido a presenca do material absorvedor poroelastico.

Tabela 6.5: Freqiiéncias naturais da cavidade actstica com a presenca do material absorvedor
Freqiiéncias naturais (Hz)

Problema acoplado | 172.5 | 252.5 | 307.5 | 362.5 | 410 | 455

Resultados tedricos com hipoteses de um guia de ondas planas viajando sobre uma cavi-

dade acustica rigida serao utilizados para se ter uma idéia do comportamento da cavidade

tridimensional em anélise.

As freqiiéncias naturais para o sistema sdo dadas pela equagao a seguir, sendo (I,m,n)

os contadores harmoénicos do sistema:




onde wy,, , representa a freqiiéncia natural do sistema medida em rad/s, ¢y representa a
velocidade do som no meio actstico e L,, L, e L, sao as dimensoes da cavidade acustica.
A partir da substituicao das dimensoes da cavidade, da velocidade de propagacao do som

no ar, tem-se os valores para as 7 primeiras freqiiéncias naturais, descritos na Tabela (6.6).

Tabela 6.6: Frequiéncias naturais da cavidade acustica rigida sem a presenca do material
absorvedor

Freqiiéncias naturais (Hz)

Problema desacoplado | 171.5 | 242.5 | 297.0 | 343 | 383.5 | 420.1 | 485.1

Nota-se pelos valores das freqiiéncias naturais e pela comparacao das médias quadréticas
de pressoes que a influéncia do material absorvedor presente proporciona uma pequena va-
riacao nos valores de freqiiéncia natural do sistema.

Este sistema possui freqiiéncias naturais multiplas, o qual em uma anéalise com malhas
nao simétricas (5x5x7), sdo gerados erros numéricos que proporcionam diferentes valores de
freqiiéncias para os modos analisados. Um estudo mais refinado, visando a validacao dos
valores de freqiiéncias pode ser efetuado, mas esta fora do escopo desta aplicagao, onde o

foco esta no efeito do acoplamento poro-actstico.

6.2.3 Analise de um modelo simplificado de um habitaculo veicular

A dltima aplicacao apresentada refere-se a criacao de um modelo simplificado de um ha-
bitdculo veicular. O modelo consiste na criacao de uma cavidade actustica com condicao
de contorno rigidas. Primeiramente estuda-se o modelo actistico desacoplado das equacoes
da poroelasticidade. Em seguida um material poroeldstico foi fixado no teto da cavidade
acuistica para se montar o caso acoplado (acoplamento ar/poroeldstico).

As malhas utilizadas, descritas na Figura (6.25), foram construidas com o uso de um gera-
dor de malhas comercial e resolvidas utilizando-se do programa implementado no Meflab++.
Procura-se evidenciar para este exemplo, o grau de mudanca na absorcao e atenuacao do
sinal de resposta em freqiiéncia de pressao ao comparar-se os dois sistemas, com e sem o

material absorvedor.
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Figura 6.25: Malha de Elementos Finitos para a cavidade acistica

Os parametros fisicos do material absorvedor poroelastico utilizado na simulagao do caso

acoplado estao descritos na Tabela (6.4). As respostas em freqiiéncia da pressao, para os dois

casos, acoplado e desacoplado, sdo descritos na Figura (6.26):
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Figura 6.26: Curvas de resposta em freqiiéncia de pressao para a cavidade acustica

Nota-se que para o problema acoplado, na faixa das baixas freqiiéncias, as amplitudes

dos modos naturais do sistema nao sofrem grande influéncia devido a presenca do material

poroeléastico. Para as faixas de freqiiéncia mais altas, a amplitude da resposta de pressao

decresce, sendo o quarto modo quase todo amortecido. O material poroelastico influencia com
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suas caracteristicas de absorcao actstica sobre este sistema a partir de valores de freqiiéncia
em torno de 400Hz, o que usual para este tipo de aplicacao.
Os valores das freqiiéncias de ressonancia do sistema também sofreram uma pequena

varia¢do como se nota nos resultados mostrados na Tabela (6.7):

Tabela 6.7: Comparacao das freqiiéncias naturais da cavidade actstica - desacoplado x aco-
plado

Freqiiéncias naturais (Hz)
Problema desacoplado | 216 | 390 | 456 522
Problema acoplado | 222 | 402 | 468 540

Os primeiros quatro modos, devido a inclusao do material poroelastico, sofreram um
pequeno acréscimo em seus valores considerando apenas a faixa de freqiiéncia de [0:600Hz].

Nota-se neste caso, que o volume actstico variou, o que obviamente também influenciou
na alteracao das freqiiéncias caracteristicas do sistema.

Os valores dos modos operacionais permaneceram inalterados, gerando configuracoes
muito proximas para ambos os casos. As configuracoes dos modos operacionais actsticos

para os problemas desacoplado e acoplado s@o mostrados na Figura (6.27):
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Figura 6.27: Modos Acusticos para a andlise dinamica de um habitaculo veicular simplificado
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Uma nova analise para esta cavidade é proposta. Desta vez sao analisadas geometrias que
representam de forma simplificada um modelo de absor¢ao acustica dos bancos. Os materiais
dos bancos também sao absorvedores poroelasticos.

A andlise partiu da malha mostrada na Figura (6.28) e obtendo-se um sistema muito
modificado do original, isto é, a cavidade acustica com contornos rigidos. Esta configuracao
possui uma geometria bem distinta da cavidade com bancos.

A resposta em freqiiéncia da pressao sonora quanto a uma excitacao acustica de 1 Pa
localizada a 65 mm da origem vertical e medida no mesmo ponto é mostrada na Figura

(6.28). Observa-se uma mudanga significativa na forma desta resposta em relacao aos casos

anteriores.
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Figura 6.28: Analise dinamica de um habitaculo veicular simplificado - presenga de bancos

A geometria do banco foi concebida em um modelo idealizado pois este é totalmente
constituido por material poroelastico. Em uma andlise real uma estrutura elastica deve
reforgar o banco. Tal dominio nao foi acrescentado ao modelo da cavidade com os bancos
devido a necessidade de programacao das matrizes de acoplamento entres os dominios elastico,
acustico e poroelastico.

Os materiais absorvedores poroeldsticos utilizados para constituir os bancos foram os
mesmos da simulagao anterior, cujos parametros fisicos estao descritos na Tabela (6.4).

Os novos valores das freqiiéncias naturais do sistema com a presenca dos bancos podem
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ser vistas na Tabela (6.8):

Tabela 6.8: Freqiiéncias da cavidade actstica - presenca dos bancos
Freqiiéncias (Hz)
Problema acoplado | 162 \ 306 \ 468

As configuragoes de pressao para os trés primeiros modos operacionais de pressao para o

sistema modificado pela presenca dos bancos sao descritos na Figura (6.29).
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Figura 6.29: Modos operacionais actusticos para a analise dinamica de um habitaculo veicular

simplificado - presenca dos bancos

Mudancas significativas das configuracoes dos modos acusticos sao percebidas.

A in-

troducao dos bancos funciona como uma barreira acustica que acopla os resultados actsticos
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com respostas estruturais do sistema poroeldstico.
Os modos operacionais estruturais acoplados também sao descritos, conforme pode ser

visto na Figura (6.30).
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Figura 6.30: Modos Operacionais Estruturais acoplados para a andlise dinamica de um ha-
bitaculo veicular simplificado - presenca dos bancos

Os modos operacionais estruturais encontrados sao puramente elasticos, ou seja a estru-
tura poroelastica apresentou modos de flexao encontrados em uma espuma, porém obtidos
pelo acoplamento ar/poros.

Uma simulagao como esta, pode ser mais realista, através da inclusao de reforcos elasticos
sobre os bancos. Para tanto se faz necessario o conhecimento e a introducao dos termos de

acoplamento elastico com os meios actstico e poroelastico envolvidos.
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Com esta simulagao dos bancos puramente poroelastico, mostrou-se a possibilidade de
montagem e obtencao de uma solucao numérica dinamica para um modelo simplificado de
um habitaculo veicular, evidenciando, assim, as possibilidades, a flexibilidade e a capacidade

de uma ferramenta numérica aplicada a meios poroelasticos e absorvedores actsticos.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes para Proximos
Trabalhos

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes e discussoes pertinentes ao trabalho de pes-
quisa e implementacao das equacoes da poroelasticidade acoplada. Sugestoes de trabalhos

envolvendo o tema estudado com um maior aprofundamento dos conceitos fisicos sao feitas.

7.1 Conclusoes

A formulacdo mista (u,p) utilizada neste trabalho mostrou-se adequada a implementacao
realizada e bastante adaptada ao programa Meflab-++ em um contexto do estudo de sistemas
acoplados. A formulacdo (u,p) uniu duas defini¢oes exploradas em trabalhos anteriores:
problemas em meios acusticos através de um equivalente de Helmholtz e problemas em meios
elasticos através de um equivalente sélido.

Esta formulacao ainda apresenta como vantagem o fato do acoplamento do meio po-
roelastico com outros meios, entre estes o acustico e o eldstico, ser de facil compreensao e
através de algumas simplificacoes, as matrizes de Elementos Finitos acopladas serem de facil
construcao, resultando em acoplamentos do tipo Fluido-Estrutura classicos.

A simples imposicao de alguns parametros dos materiais poroelasticos pode tornar o
material com tendéncia a um comportamento acustico (fluido) ou eléstico (sélido). Tal efeito
pode-se tornar interessante em estudos sistematicos e construcao de sinteses de sistemas
poroelasticos.

Um método numérico como o dos Elementos Finitos, estudado e aplicado nesta dissertacao
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apresenta a vantagem de permitir a consideracao de analises de diferentes materiais com dife-
rentes parametros poroelasticos em um mesmo modelo, permitindo um aumento no grau de
confiabilidade da implementacao computacional realizada. Regioes com diferentes materiais
poroelésticos e o efeito de combinacao destes em geometrias e layouts diversos se torna uma
grande possibilidade de inovacao em projetos acusticos industriais.

Possiveis extensoes de modelos mais complexos sao favorecidas pela aplicacao dos concei-
tos de Programacao Orientada a Objetos.

Simplificagoes de modelos como a da simulacao dos bancos em um habitaculo veicular
ajudam a predizer o comportamento e a influéncia dos absorvedores quanto ao campo de
pressao e a qualidade sonora no interior de um veiculo.

A presenca de materiais absorvedores com propriedades poroelasticas definidas podem
propiciar um elevado grau de amortecimento ao sistema global, o que pode se tornar um
interessante fator no projeto actstico e controle de ruidos.

O procedimento de implementacao computacional feita neste trabalho pode ser uma fer-
ramenta de grande utilidade no projeto e caracterizagao do comportamento de sistemas de
isolacao acustica contendo materiais poroelasticos.

As principais dificuldades na implementacao estao relacionadas com o fato das variaveis
serem complexas e as matrizes do sistema acoplado nao serem simétricas. O uso de métodos
de algebra computacional adaptadas a este modelo devem ser implementados e melhorados
em versoes futuras.

Conclui-se, também, que apesar do estudo da poroelasticidade se restringir aos problemas
lineares, a complexidade das hipdteses e formulagoes fisicas é grande. KEstudos tedricos e
experimentais mais extensos sao necessarios para a consolidacao dos conceitos da fisica e
melhor avaliagao da influéncia dos parametros de cada um dos modelos tratados.

De uma forma geral, do ponto de vista das formulagoes, implementacoes e estudos de
casos, pode-se concluir que varias possibilidades foram discutidas, sendo que a ferramenta

desenvolvida mostrou desempenho global satisfatério.
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7.2 Propostas de Trabalhos Futuros

Aplicagoes praticas e construcoes de malhas que reproduzissem problemas encontrados em
industrias seriam de grande valia. Projetos de isolagao actuistica contendo materiais absorvedo-
res onde segundo a exigéncia de transmissibilidade e absor¢ao acustica devam ser respeitadas
é um bom teste da implementacao numérica desenvolvida neste trabalho.

Validagoes experimentais dos resultados numéricos apresentados nesta dissertacao seria
um campo em estudo, ja que a correlagao de resultados numéricos e experimentais exige um
certo conhecimento especifico e nem sempre é evidente. Uma outra proposta de validacao
dos resultados é a comparacao com resultados de softwares comerciais.

Sobre o aspecto computacional é proposta uma adaptacao dos métodos e tipos ma-
tematicos empregados como por exemplo o armazenamento das matrizes de elementos finitos
ser entao executado de uma forma esparsa, ganhando-se assim em velocidade de processa-
mento numérico. O desenvolvimento de um ambiente gréafico para visualizacao dos resultados
numéricos pode vir a ser um trabalho de grande interesse.

O estudo de formulagoes simétricas de facil obtencao e reducao dos modos de um sistema
é importante. As vantagens e desvantagens de se utilizar uma ou outra formulacao é um
trabalho de pesquisa que pode ser explorado. Estudo de problemas que utilizem outros
modelos para o comportamento poroelastico, tais como os viscoeldsticos, os quais apresentam
variagoes dos valores dos Mddulos de Elasticidade (E) e Cisalhamento (N) com a freqiiéncia.

Problemas que envolvam sinteses e otimizacao de projetos envolvendo materiais po-
roelasticos sao componentes de uma linha de pesquisa de grande aplicacao académica e
industrial.

Com o desenvolvimento do programa Meflab++4-, pretende-se formar uma ferramenta 1til
no estudo de novas formulacoes tedricas, do desenvolvimento de geracao de malhas aplica-
das a problemas acoplados e de uma elaborada discretizacao de problemas dependentes da
freqiiéncia. Desta forma espera-se um programa mais robusto, com simulagoes rapidas, as
quais proporcionem aos engenheiros a concepgao de novos projetos de isolagao actusticas de

forma confidvel e eficiente.
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Anexo A

Formulagao (u,p) para problemas
poroelasticos - Formulacao de

Rice-Cheng

O tensor das tensoes pode ser escrito por:

Uij = Uz'sj -+ O'ffsij (Al)

onde o;; ¢ a tensao total no material, o} ¢ a tensao efetiva no material sélido e o0;; a tensao
sobre a fase fluida.
As relagoes constitutivas, que correspondem nas relacoes entre as tensoes e as deformacoes,

em um dominio poroeldstico definidas no item (3.3.1) sdo aqui reescritas:

05 = 2Neg; + Aperdiy + Q6035
ol = Qe + RE (A2)

Substituindo-se os valor de tensao of; descrito na Equagao (A.1), tem-se o seguinte de-

senvolvimento:
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05— 00 = 2Ney + Apewdy; + Q&0

I _
= 2N€ij + )\fskkéij + Q&J%
% Qo'
= 2N€ij + ()\f — E gkk(sij + B J
2
o + O'f <—1 — %) 0;i = 2N€Z’j + ()\f — %) gkk:(sij (A3)

Comparando-se a Equacao (A.3) com a lei de Hooke em sua forma generalizada descrita

na Equacao (3.10), tem-se:

)\f_E =\ (A.4)

Tomando-se a relacdo entre of e p presente na Equacao (3.7), chega-se a seguinte equagao:

o3 — hp (_1 - %) 0ij = 2Neij + Aocrkdi; (A.5)
que pode ser reescrita como sendo:
0ij + Bpdi; = 2Neij + Aockrdi (A.6)
onde:
+R
f= Qb% (A7)

considerando A, que ¢é a segunda constante de Lamé, definida por:

2Nl/b
A\ =
071 oy,

(A.8)
chega-se a seguinte equacgao para a fase sélida:
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QNI/(,

O'fj = QNEU + 1_—21/17

Erklij — Bpdsj (A.9)

Para o problema poroeldstico transiente em estudo, as forcas de corpo ou inerciais serao

desprezadas, o que significa uma relagao de equilibrio de forgas:

Uij,j = O (A]'O)

Escrevendo-se a Equacao (A.9) com o operador diferencial Laplaciano e substituindo na
Equacao (A.10) de equilibrio juntamente com as relagoes cinematicas, descritas na Equacao

(3.2), tem-se:

Nl/b

Nu i 4+ —2
Higi 1o,

U,m‘j — ﬂij =0 (A]_l)

Na abordagem de (Rice e Cleary, 1976) sao utilizados outros coeficientes, todavia as
hipéteses adotadas para o problema poroelastico sao as mesmas que as utilizadas na Teoria
de Biot.

As equagoes de Biot apresentadas podem ser reduzidas a seguinte expressao:

2N
il O'kkdij + —p(SZ-j (A12)

INe;: = 0% —
T T 1y, 3H

onde H é um parametro fisico que relaciona a deformacao volumétrica com a variacao de
pressao dos poros sob carregamento constante.

Definindo-se o valor de P como sendo:

P =X +2N (A.13)

Através de algumas manipulagoes matematicas, pode-se chegar as seguintes equagoes:
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Vy 2N 3Vb
€ij Tij + POij 1_|_Vb(0kk+ )J+3pr ( 1+Vb)pj

vV 2N 1— 2y
= Uij +p5%] — —b(O'kk —|— 3P)5” —f- B—Hp(sw — ( b) p(SU

1—|—I/b 1—|—I/b
Vp 2N 2N
Tij + POij 1+Vb(‘7kk+ ) J+3Hp J 3Kbp J
v 2N (1 1
= 0yj —{—p(sij—rbyb(dkk—l-gp)tsij—l—?(E—E> p(sij (A.14)

A Equagao (A.14) é a forma utilizada por (Rice e Cleary, 1976), onde v}, ¢ o coeficiente
de Poisson do material quando em condigoes drenadas (pressdo nos poros constante), N é
o médulo de cisalhamento e K é o modulo de deformacao volumétrica drenado, sendo este

dado por:

2N(1 + Vb)
Ky=—"—"=- A.15
"7 3(1 - 21) (A.15)
0 que permite escrever a seguinte associacao:
1 1 1
- = A.16
K, K, H ( )

onde K, é o Mdédulo de deformacao volumétrica nao drenado. Tal relagao é obtida a partir
da Equacao (A.14), bastando aplicd-la a um teste drenado, onde as seguintes condigoes sao

impostas:

045 = _p,5z
p=p
/
Ea—S (A.17)
Ekk

Sendo o parametro K, o Mdédulo de deformagao volumétrica nao drenado e p’ a pressao
de confinamento na estrutura.

O dltimo termo da Equacao (A.14) fica entao sendo:
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2N 1 1 1— 2Vb 1 1 (1 — 2Vb)Kb
— )= Kl —)|=_-~ =2"72 Al
3 (H Kb> L+, ”(H Kb) (1+ 1)K, (A.18)

A pressao dos poros e a tensao se relacionam segundo a seguinte variavel B, definida da

seguinte maneira:

D
B =— A.19

Tal constante B é definida como sendo o coeficiente de Skemptom, cujo valor pode ser
obtido em teste nao drenado, relacionando a pressao nos poros com a pressao hidrostatica.

Substituindo a Equagao (A.19) na Equacao (A.14), tem-se:

BO’kkéi' 1% Bl/b (1 - 2Vb)Kb BO’kk
ONe;; = o0y — - 51 + —— G 5
R A T Al R e ST A B
B Up By,  (1+w1)KB
Tij 3 1+Vb+1+yb+ L+ ) Ok 0ij
3Vb + B(l - 21/(,)(1 — Kb/Ku)
= oy — 5 A.20
U] 3<1+Vb> Tkl J ( )

Definindo-se agora um novo parametro v,, que corresponde ao Mdédulo de Poisson nao

drenado:

31/1, + B(l - 2Vb)(1 - Kb/Ku) B Vy
3(1+ 1) 14,
N 3Vb + B(l - 21/[))(1 — Kb/Ku)

YT 3B - 20)(1 — Ky /K,

(A.21)

Para um ensaio drenado, a variacao de massa m do fluido nos poros, por unidade de

volume do material é dado por:

Am =m —my = dm = vdp + pdv (A.22)
onde m = pv e ainda:
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Am = (p — po)vo + po(v — vo) (A.23)

onde v e vy sao as fragoes volumétricas aparentes, finais e iniciais, respectivamente e p e rhog
sao as massas especificas antes e apds a deformagao ocorrer.

Esta variacao de massa também pode ser expressa como:

PoVoD 1 1\ (o4 +3p)  povop
Am = 20708 — — A.24
m m~+%<K+K) 3 K, (A-24)
onde:
p pp
Kp=-t - A.25
d § (P - Po) ( )

onde Ky é o médulo de deformacao volumétrica do fluido, m é a massa do fluido por unidade
de volume, mg e vy sao as variaveis em estado de referéncia.
Reformulando a Equacao (A.14) com a utilizagao das relagdes descritas na Equagao (A.15)

e Equacdo (A.16), obtém-se:

s s (12K,
1% Rk 1—|—I/bp " (1—|—l/b)Ku

2N€ij = 0yj +p5ij — 1 n
A partir da defini¢ao descrita na Equacao (A.21) do Mdédulo de Poisson nao drenado,

tem-se:
1— 24K 1—9214,)B ’
( l/b) b _ i vy + ( l/b) . v, (A27)
(1 + I/b)Ku B 3(1 + Vb) 1+,
Logo:
3 3 [3v+ (1 —2u1)B vy
ONey = 0i+ POy — ——— Oy — ———plij — — 0ij
Sij = O T POy T T OkkOy T PO B[ 31+ 1) 1+, |0
U 3y 3y + (1 —21,)B 3,
= 0 — S — —2 s, 1 Sii
i Ty, Ok 1+%pf+[ St B+ P
vy 3 B(Vu + Vb)
= 04 — 0ii — i i A28
i 1+yb0kk J 1—|-]/bp ]B(1+Vb)(1+l/u)p ! ( )
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O mesmo pode ser feito com a Equagao (A.24), agrupando-se os termos, tem-se:

Vo Ug 1 1\ owe +3p
Am = Y _ % N W A.29
M= pop (Kf Ku> t P (Kb Ku> 3 (4.29)

Utilizando-se da relagao (1/K, — 1/K,):

Vo vo  wo/Ky+1/Ky—1/Ky—v/K,—1/K,+1/K, (1 1
Ky K, /K, + 1/K, (E ?)
B (vo/Kf+1/Kb—1/Ku—vo/Ku_1> ( 11 )
1/K, + 1/K, K, K.

1 1 1
- (=1 = = A.30
O coeficiente de Skempton B pode ser expresso pela seguinte relacao:
1/K, — 1/K,

B = A.31
Uo/Kf+1/Kb—1/Ku—U0/Ku ( )

Aplicando o coeficiente de Skempton na Equagao (A.29), tem-se que:

Am = pg (Kb Ku> 3 (A.32)

A partir da definicao do Médulo de Poisson nao drenado, obtém-se uma expressao para

(1/K, — 1/K,), descrito na Equacao (A.15):

11 1 3vu(1+ 1) 1
— ) = — 3| — A.33
(Kb Ku> (1—20,)B { 1+, " K, (A.33)

Utilizando-se da definicdo de Mddulo de deformacao volumétrica (K3) pode-se obter a

seguinte relagao:

1 1 9,
(E N ?) " AN+ )1+ 1)B (4.34)
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Obtendo-se entao a expressao para a variacao da massa por unidade de volume total:

3pO(Vu - Vb) 3]7
Ay — 3p A.
M ONBA+ )1+ \ T B (4.35)

Observa-se que na Equacdo (A.28) e Equacao (A.35), ha a necessidade de apenas duas
constantes elasticas, N e v, e de duas constantes poroelasticas, v, e B.

Através da Equacao (A.28), pode-se explicitar os valores das tensoes:

Uy (v — 1)
i = 2Nej; + ——oprbij — i A.36
T = SN TR T B ) (T 4 ) (4.36)
Quando i = j, tem-se:
1 + v 9(Vu - Vb)
= 2Ne;; — A.37
T o, |7 T B )+ ) (A.37)
Logo:
2Nl/b SVu — W
7is T 00,5 T B = 2u) (14 1) (A.38)
Definindo-se:
3(vy —
8= (v = 1) (A.39)

B(1 —2v)(1 + 1)
O coeficiente [ é o parametro poroeldstico de Biot. A Equagao (A.35) pode ser manuseada

explicitando a variavel de pressao p:

_Am 3(vu — ) 3p
ST TANBtwm)(1+m) (“‘“” B) (8.40)

Onde o parametro £ é o volume de liquido que sai da amostra por unidade de volume,
como para os exemplos em estudo o fluido é considerado incompressivel, o parametro £ é a

variacao do volume poroso, considerando-se uma porosidade h constante.

136



Analisando-se na Equacao (A.38), o caso i = j:

B 3(vu — ) 1+ - vy — 1) 3p
§ = 2GB(1+ ) (1 + 1) {1— 2u;, {2N€” B(1+u)(1+ uu)p B
B 3(vy — 1) B 27(vy — 1)? B vy — 1)
T Bt —20y) ™ 2NB2A + )L+ )21 —203)  2NB2(L+ )1+ 1) | ¥
B 3(vy — 1) 27w — v)? — I (1 + 1) (1 — 213)
T B+ )1 —20) ™ T T2NB2A + 1)(1 + va)2(1 — 203)
B 3(vy — 1) B vy — ) (Buy — 3y — 1 4 20 — vy + 2141,)
T Bt w120 INB2(1+ 1) (1 + 1)2(1 — 213) P (A.41)
O que leva a:
(v — ) vy — 1) (21 — 1)

&=

P (A.42)

Ekk —

B(1+ ) (1 — 213) OINB2(1+ 1) (1 + 1)2(1 — 213

Assumindo-se o valor:

C2NB*(1+)(1 4 v,)*(1 — 213)
B vy — 1) (20 — 1)

(A.43)

Fazendo-se as substituigoes das Equagoes (A.39) e (A.43) na Equacao (A.42), conclui-se

que:

f = ﬁe’:‘kk + %p (A44)

Juntamente com as equagoes a seguir, pode-se descrever matematicamente o modelo po-

roelastico (Lei de Darcy - desprezando-se as forgas de corpo):

onde ¢; ¢ a vazao na dire¢ao ¢ por unidade de area.

A partir da equacao da continuidade, tem-se:
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Substituindo-se a Equacao (A.44) na Equacdo (A.46) e posteriormente substituindo o
valor da Equagao (A.45), chega-se entao a segunda equagao utilizada na soluc¢ao de problemas

poroelasticos.

Oe 1 0p
Kp.jj — 58—? oot 0 (A.47)

A equacao elastica com um termo de acoplamento para o fluido, ja explicitada anteri-
ormente na Equagao (A.11) é agora reescrita em termos do tensor de deformagoes da fase

solida ¢;;, ¢ dada como sendo:

Ny,
NEﬁj‘F b

U Bp; =0 (A.48)
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Anexo B

Solucao Analitica da coluna
poroelastica

Considerando as equagoes da Teoria da Poroelasticidade Acoplada para o caso unidimensional

apresentadas anteriormente chega-se a:

2N(1 — Vb) 82U
(1 — 2I/b) ox?

dp
— [3% =0 (B.1)

- —0 (B.2)

ﬁa 4+ =—=—k

o (0Ou 1 0p @
0ot "oz

As Equagoes (B.1) e (B.2) devem ser satisfeitas para as seguintes condigoes de contorno,

de acordo com a Figura (6.1).

u(0) =0

o(h)=—-P
Jp

p(h) =0

Considerando que a tensao total ¢ na coluna constante e igual a — P, a equagao diferencial

¢é levada a:
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ou vy, Ou
= —-P=2N|— — | - B.
’ (835 * 1 -2y, (’33:) op (B-3)

De onde

2N (1 — ) Ou
—P =———— B4
(1—2w) Ox bp (B4)
Derivando a Equagao (B.4) em relagao ao tempo:
2N(1 — 1) 0*u dp
- B==0 B.5
(1 —2w,) Oxot ﬁ@t (B-5)

Logo

9%u B(1 —21v,) Op

= = B.
dzot  2N(1 — ) Ot (B.6)
Introduzindo o resultado da Equacao (B.6) na Equagao (B.2), chega-se a:
2(1—21)0 10 0?
B w)dp  19p 9P _ (B.7)
2N(1—w) 0t  Q 0Ot O0x?
Reagrupando os termos:
B(1-2u) 1]dp
| 2 s = B.
{2]\7(1 “o) "ol o Y (B8)

A Equacao (B.8) é a equagao que deve ser resolvida para o célculo das pressoes ao longo
da coluna. Utilizando-se da condicao de que a variacao de contetido de fluido ¢é igual a zero

no instante inicial:



De onde:

ou 1
5.0 = ~50

Aplicando-se o resultado da Equagao (B.10) na Equacao (B.4), tem-se que para a pressao

p(0) (B.10)

na coluna no instante inicial:

P
2N (1—wp)
(1- 2ubb +ﬁ]

p(0) = [ (B.11)

Observando-se a Equagao (B.8) e a equagao da condugao de calor unidimensional apresen-
tada em (Incropera e DeWitt, 1996), pode-se concluir que uma solugao para esta servird como
solucdo para a Equacdo (B.8). Com isso chega-se a equagao que descreve o comportamento

da pressao ao longo da coluna poroelastica.

p(z,t) = 2p}(lO Z sm(ﬁn >exp( c3t) cos[Bp(h — )] (B.12)
n=0 n
sendo:
k
c= = (B.13)
L=
e
_ (@2n+ D7
o= —5;—— (B.14)

Para o cédlculo do deslocamento no topo da coluna poroelastica, chega-se a:

/ Ou (B.15)

Utilizando-se a Equagao (B.4) pode-se isolar o termo em
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ou . (1 - 21/1,)
Or  2N(1— )
Aplicando-se o resultado anterior na Equagao (B.15) e substituindo a solugao, descrita

na Equacao (B.12):

[Bp — P] (B.16)

h 0o .
B (1 —2u) 2p(0) sin(B,h)
wo = — / N [ﬁ g, el sl — )] = P do - (BAD
Resolvendo-se a integral:
o (1—2u) 2p(0) = sin®(3,h)
=Ny | eXp(‘Cﬁgt)] (B.18)

Considerando-se o termo sin?(3,h) na Equacdo (B.18), o mesmo apresentard sempre o

valor unitario, logo:

Uy = % [ Z eXp cﬁit)] (B.19)

Através do uso da Equagao (B.19), observa-se que para t = 0, o deslocamento inicial no

topo da coluna seréa:

(1 — 21/1,)

OTONI — )

0) w—= 1
==Y @] (B.20)

n=0 "M
Considerando que a série abaixo é convergente e pode ser calculada a sua soma, conforme

(Leithold, 1990):

4h? YN | 4h? 7 2
— B — = — = B.21
ZﬁQ ZWQ(Qn—l—l) 2 ;(Zn—i-l) T 8 2 (B21)
Utilizando a resultado da soma da séria acima na Equacao (B.20) pode-se obter o valor

para o deslocamento inicial no topo da coluna poroeléstica.

(1 — 2Vb)h

Ug =
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Anexo C

Solucao Analitica do Tubo de
Impedancia com material poroso
rigido

A exata solugao para impedancia actstica de entrada, Z,, de uma coluna de material absor-
vedor poroso rigido com comprimento [ com uma terminagao rigida, com a descrigao fisica

feita na Figura (6.13), é encontrada em (Zwikker e Kosten, 1949) como sendo:

Zn, = Zgcotah(~1) (C.1)

onde Z; é a impedancia acustica caracteristica e v é a constante de propagacao. Os va-
lores destes parametros de propagacao de ondas acusticas podem ser determinados através
considerando-se uma forma unidimensional das equacoes diferenciais da continuidade e do
equilibrio para o meio actstico (Kinsler et al., 1995), para uma particula fluida com pressao

(p) e velocidade (v), tem-se:

—@ = Qo PV + OV
ox
h Op Ov
- r_ 7 2
poct Ot Oz (€2)

Assumindo uma propagacao de ondas harmonicas com ondas elasticas e acusticas do tipo:
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p = peit=®) (C.3)

Em sua forma dinamica, no dominio da freqiiéncia, as equagoes descritas na Equacao

(C.2) sao reescritas da seguinte forma:

ivp — (iwaeepo + )0 =0
wh =
———p+iy0 =0 (C4)
PoCy

Para uma solucao nao trivial, o determinante do sistema de equacoes formado pelas

varidveis p e v deve ser zero, como é demonstrado na Equagao (C.5):

iy —(ioopow +0) |
‘ —iwh/poc; i ’ - (C5)
0 que resulta em:
w o \ M2
Co Pow

Como a impedancia caracteristica actstica é dada como sendo:

2 1/2
P PoCy PoCo .0
g P _ S s .7

T AL AVE (a Zpow> (G.7)
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